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Resumen

Este libro presenta parte de las matemdticas bdsicas que se utilizan
en las ciencias aplicadas y las ingenierias. Es el fruto de la experiencia
docente de los autores en la ensenanza de la asignatura Matemdticas I en
Ingenieria de Telecomunicacion y estd disenado para alumnos de
PTUMET0S CUTS0S UNIVETSItarios.

Nuestro objetivo es proporcionar un texto de apoyo para el apren-
dizaje en la resolucion de problemas tanto en temas de Cdlculo
Diferencial como las funciones elementales de una wvariable, el estudio
de su continuidad, su derivabilidad e integrabilidad, o el cdlculo de
sucesiones y series. Asimismo, se trata el tema de Numeros Complejos
que serd extremadamente util para el sequimiento de asignaturas bdsicas
dentro de las Telecomunicaciones, tales como Teoria de Clircuitos,
Clircuitos Electronicos o Seniales y Sistemas, entre otras.

Los autores
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Capitulo 1

Funciones reales de variable real

En este primer tema tratamos los objetos fundamentales del cilcu-
lo: las funciones. Estas aparecen de forma natural cuando una canti-
dad y depende de otra, x. El tipo de dependencia es muy variado pero
si podemos expresar dicha dependencia en términos matemdticos, me-
diante una funcion, y = f(x), tenemos asegurado un buen comienzo
para realizar un estudio del fenomeno. Ya son conocidas las funciones
elementales, polinémicas, racionales, exponenciales, logaritmicas, tri-
gonométricas, etc. Es conveniente recordar sus propiedades, las opera-
ciones entre ellas y por supuesto sus graficas, puesto que en ingenieria,
en numerosas ocasiones, una funcion viene dada mediante una tabla
de valores o una grifica que modeliza un fendmeno. Sin duda la repre-
sentacion grdfica de una funcion es sumamente util para describirla y
analizarla.




Capitulo 1. Funciones reales de variable real

1.1 Problemas resueltos

Resolveremos en esta seccién problemas que involucran funciones de una variable
analizando sus propiedades y, ayuddndonos de sus representaciones graficas, in-
tentaremos que el lector se familiarice con las funciones que van a ser la base para
adentrarse en temas posteriores con contenidos méas especificos.

Cabe destacar que, dentro de esta seccién, no hay problemas de examen, puesto
que las preguntas relativas a funciones forman parte de problemas correspondientes
a otros temas.

1.1.1 Funciones elementales

Problema 1. Determina el dominio de definicién y el rango o conjunto imagen
de las siguientes funciones:

(a) f(z)=+Va?—6x

O

(c) flz) =Ve—-1

Solucién

(a) Laraiz cuadrada estéa definida cuando el radicando es mayor o igual que cero.
En este caso es una parabola céncava como se observa en la Figura 1.1, con
raices z = 0 y = 6, por tanto es positiva en z €] — 0o, 0] U [6, +00[ conjunto
que constituye el dominio de la funcién.

x2-6x
20 T
10 7
~ - B e
0 \%\ N - K - i
.10 I I I ) """"——n,,‘,,,,7774'7777/,‘/7—/’ I I I
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X

Figura 1.1: La parabola y sus puntos de corte.

En cuanto al rango de valores que toma la funcion es [0, +00[, notemos que
para que f(z) sea funcion hemos de considerar la raiz positiva como se indica
en el enunciado, su menor valor se alcanza para x = 0y x = 6, como podemos
observar en su representaciéon grafica de la Figura 1.2.
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Figura 1.2: La raiz cuadrada positiva.

(b) La funcién logaritmica estd definida para valores estrictamente positivos.
Por tanto hemos de estudiar cuando esta funcién racional es positiva. Puede

comprobarse que el numerador tiene una tnica raiz real en x = —1 siendo
positivo en | — 1, +o0o[ mientras que el denominador es positivo en | — 2, 2[ por
lo que el cociente sera positivo en D =] — oo, —2[U] — 1, 2[. Vemos la grafica

de la funcién racional en la Figura 1.3.

(x3+5 x+6)/(4-x?)

20 ‘

10 /

-10

-20

Figura 1.3: La funcién racional argumento de la funcién logaritmica.

En cuanto al rango de valores que toma la funcién f(z) definida en b) es
] — 00, +o0], ya que el logaritmo alcanza cualquier numero real cuando el
dominio toma valores desde |0, +o0o[, como ocurre en este ejemplo al evaluar
la funcion racional en D. Podemos observar la representacion gréfica de f(x)

en la Figura 1.4.
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log, ,((x*+5 x+6)/(4-x?))
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Figura 1.4: La funcion logaritmica.

(c) La raiz ctbica esta definida en todo R y su rango también es toda la recta
real.

Problema 2. Indica como se obtiene la grafica de cada una de las siguientes
funciones a partir de la gréfica de y = f(x).

Solucién

(a) La funcién se desplaza sobre el eje y hacia abajo tres unidades en todo su
dominio.

(b) La funcién se desplaza sobre el eje y hacia arriba tres unidades en todo su
dominio.

(c) La funcion se desplaza sobre el eje = hacia la izquierda tres unidades en todo
su dominio.

(d) La funcién se desplaza sobre el eje = hacia la derecha tres unidades en todo
su dominio.

Mostramos en la Figura 1.5 las representaciones graficas de las tres primeras op-

ciones. Comparense con la grafica de la parabola y = x2.
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Figura 1.5: Desplazamiento de funciones.

Problema 3. Comprueba si la funcién f es par, impar o ninguna de las dos cosas:

1

(@ f@)=a’-4, ) f@)=-, (c) fla)=senme,
(@) fx)= wzlﬂ (e) fla)=cos(1/a), (f) fla)=vI—z,
(9) f@)=1/a%,  (h) f@)=a®—2, () fl2)=22% + 222 + 1.

Solucién

Una funcién es par si verifica f(—x) = f(z), por lo tanto las funciones pares
siempre son simétricas respecto al eje y. Es facil comprobar que las funciones dadas
en (a), (d), (e) y (g) son funciones pares, mientras que las funciones dadas en (b),
(c) y (h) son impares; el resto no son pares ni impares. Mostremos el razonamiento
formalmente para algin caso.

Por ejemplo en (b) tendrfamos f(—z) = - = —1 = — f(x) por lo que se trata de
una funcién impar.

Por lo que respecta al apartado (e) basta utilizar el hecho de que cos(z) es una
funcion par para concluir que esta también lo es, asi tenemos f(—x) = cos(L) =

cos(=t) = cos(1) = f(x).
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Problema 4. Representa una funcion que cumpla las siguientes caracteristicas:
Su dominio es todo R.

(a)
(b) Sélo corta al eje X en el punto (0,0).
(c) Su rango es el intervalo | — 1, 1[.
(d) Es creciente en todo su dominio.

Solucién

La funciéon y = f(xz) = arctan(z) verifica las condiciones (a), (b) y (d) pero su
rango es | — 7/2,m/2[ por tanto la funcion y = 2 f(x) verifica también la opcién
(c), como se observa en la Figura 1.6.

2/7 atan(x)

05 /

-0.5

-10 -5 0 5 10

Figura 1.6: La funcién arco tangente.

1.1.2 Operaciones con funciones

Problema 5. Dadas las funciones f,g,h y k definidas como sigue:
flx)=22%2 -2z, g(x)=3x+2, h(z)=senz, k(z)=1- /=

Determina las siguientes funciones:
(a) g+ k. (b) f/g, (c)hok, (d)koh, (e)3k.

Solucién Las nuevas funciones vienen dadas por:

(a) (94 k)(@) = g(x) + k(z) = 32+ 3 — &
222 — ¢

(b) (/9)@) = f(@)/9(a) = 5 —
(©) (hok)(x) = h(k(x)) = h(1 — V&) = sen(l — /)
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(d) (koh)(x)=k(h(z)) =k(senz) =1— \/senz
(€) (Bk)(x) = 3k(x) = 3(1 — V)

Problema 6. Sean f y g funciones pares.

(a) ;La funcién f + g es una funcién par?

(b) ¢La funcion fg es una funcién par?
(c¢) (La funcion f o g es una funcién par?, jy go f?
(d) ¢Se pueden generalizar estos resultados para el caso de funciones impares?

Solucién

Teniendo como hipétesis que f y g son pares, comprobemos si se verifica la defi-
nicion de funcién par para las funciones propuestas.

(a) (f+9)(=2) = f(=2) +g9(—z) = f(x) + g(z) = (f + 9)(2).

(b) (fo)(—=) = f(—=z)g(—x) = f(z)g(x) = (fg)(x).

(©) (fog)(—x) = flg(==z)) = f(g(x)) = (f o g)(x).
En definitiva la suma, el producto y la composicion de funciones pares re-
sulta ser una nueva funcién par. Analogamente se verifica la tesis para la
composicién g o f.

(d) En el caso de que f y g sean impares se tiene que la suma y la composicion
de funciones impares resultan también funciones impares pero el producto
resulta ser una funcién par.

Problema 7. Supongamos que ¢ es una funcion par y h = f o g. jSeré h siempre
una funcién par?

Solucién

Veamos que es suficiente que la funcion g sea par para que lo sea la composicion
f o g para cualquier funcion f.

h(—z) = (f e g)(=2) = fg(=2)) = flg(x)) = (f o g)(x) = h(x),

por lo que h(x) es una funcién par. Obviamente no ocurre lo mismo con la com-
posicién g o f; intente aplicar la definicién para verificarlo.
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1.1.3 Funcién inversa

Problema 8. Determina una expresion para definir la funcién inversa de las si-
guientes funciones:

(@) f@)=a?+2  0) f@)=h@+3), () f@)=1o,
(@) o) =VZF5E, () f()=2"", (/) f(x)=senz.

Solucién

Recordemos que para que exista la inversa de una funciéon ha de ser biyectiva, en
este caso la inversa de una funcién es otra de manera que al componerlas resulta
la funcién identidad. En general en un dominio donde exista la funcién inversa
resulta comodo realizar los siguientes pasos para obtenerla:

1. Escribe y = f(x).
2. Intercambia valores de x e y escribiendo = = f(y).

3. Al despejar y de = f(y) se obtiene la funcién inversa f~1(z).

(a) f(z) = 22 + 2, es una funcién par, (simétrica respecto al eje Y), definida
en todo R, para que sea biyectiva la restringimos al intervalo [0, 400 cuya
imagen es [2, +-oc[. Para obtener la inversa de f(x) = % + 2, tendremos que
restar 2 y después realizar la raiz cuadrada obteniendo como resultado final
x, por lo que la inversa de f es f~1(z) = Vo — 2.

(b) La funcién f(z) = In(z + 3) es biyectiva entre ]0,+oo[ y | — 0o + oo], por

tanto siguiendo el procedimiento anterior tenemos que y = In (z + 3) nos
proporciona z = In (y + 3) y por tanto y = e®—3, podemos escribir f~(x) = % — 3.

X

1+e

(c) La funciéon f(x) = 1 + — tiene dominio R — {1} y su rango de valores es
—e

R — [-1,1], por lo que su inversa esta definida en ese conjunto, viene dada

-1
pory:ln(aC )
1+z

(d) La funciéon f(z) = /2+ 5z es biyectiva entre [—2/5,4+00[ y su conjunto
2
-2
imagen [0, +oc] en el que se define su inversa dada por y = zT

(e) Paraeste caso la funcion inversa esta definida en |0, +-00[ y es y = logyo(logs(x)).

(f) Por ultimo la funcién sen(z) toma valores en [—1,1] donde su inversa se
obtiene con y = arcsen(z).



1.1 Problemas resueltos

En la Figura 1.7 podemos observar la simetria de una funcién y su inversa res-
pecto a la bisectriz del primer cuadrante. Pueden realizarse otras representaciones
graficas de las funciones dadas junto a su inversa y observar esta simetria.

6
5 y=x%+2
4
y=x

3
2
1 y=(x-2)12
0

0 2 4 6

Figura 1.7: Simetria de una funcién y su inversa respecto a y = x.

Problema 9. La poblacién de cierta especie en un ecosistema limitado, con una
poblacién inicial de 100 individuos y que soporta una capacidad maxima de 1000,

es
100000

Plt)= ———
®) 100 + 900e—*’

donde t se mide en anos.

(a) Representa la funcién y estima cuanto tardara la poblacion en alcanzar los
900 individuos.

(b) Encuentra la inversa de la funcion P(t).

(c) {Cuantos afios deben transcurrir para que la poblacién alcance la capacidad
méaxima?

Solucién

(a) En la Figura 1.8 podemos observar el crecimiento logistico de la poblacion
hasta alcanzar los 1000 habitantes.

Resolviendo la ecuacion

(1) = 100000
~ 100 + 900e~*

obtenemos ¢t = In(81) = 4.3944 aflos tardara la poblacion en alcanzarlos 900 hab.

= 900,
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10

1000/(1+9 exp(-t))

1000 e
800 -
600 ’
400 |
200 |
0 2 4 6 8 10

Figura 1.8: Crecimiento logistico poblacional.

(b) Consideraremos la funcion P(t) definida en]0, +oo[ de forma que su imagen
es [100,1000], este es el dominio de la inversa que viene dada por t(P) =

9P . , -
In 1000 =P y nos proporcionaré los anos que han de pasar para que la

poblacion sea de P habitantes.

(c) La capacidad maxima no llega a alcanzarse ya que se trata de un com-
portamiento limite, no obstante si calculamos P(10) obtenemos 999.59 y
P(18) = 999.99.

Problema 10. Encuentra valores de a y b para los cuéles:

(a) cos(a+b)# cosa+ cosb
(b) cos (a/2) # =5
(¢c) In(a+b) #Ina+1nb

Solucién Es facil encontrar valores para los que no se obtengan las desigualdades
anteriores ya que las relaciones que se verifican son las siguientes:

(a) cos(a+b) =cosacosb— senasenb

(b) cos (a/2) = ,/lzﬂ

(c) In(ab) =lna+1nb
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Por ejemplo:

(a) 1 =cos(m+m) #cosm+ cosm = —2
(b) 0 =cos(r/2) # BT =—-1/2
(c) 1.3132=In(1+e) #Inl+Ine=1

1.1.4 Funcionvalor absoluto. Inecuaciones

Problema 11. Representa las graficas de las siguientes funciones:

(a) f(z)=la], (b) fz)=][senz|, (¢) f(x)=senlz|, (d) f(z)=w+]z]

Solucién

Es importante conocer la expresion de |z| como funciéon definida a trozos:

f(w):|x|:{—x’ si x<0

x, si x>0,
por tanto
sen x, si O<zxz<m
r) =|senx| = .
flz) =] | { —senz, si m<az<2m,

mientras que
F(x) = sen [z| = { sen (—x), si <0

senz, si x>0,
por ultimo
0, si x<0
f(x)_m+|m|_{2x, s o> 0.

Con estas consideraciones obtenemos las gréaficas de estas funciones en la Figura
1.9.

Problema 12. Resuelve las siguientes ecuaciones:

(@) [z +5] =3, (b) [z]* + 2 =0, (c) 2z —[2® — 5| = 0.

Solucién

(a) Si x > —5 tenemos x + 5 > 0. La ecuacion a resolver serd x + 5 = 3, por
tanto x = —2.

Por el contrario si z < —5 tenemos = + 5 < 0. La ecuacién a resolver sera
—(x +5) = 3, por tanto z = —8.

11
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abs(x) abs(sin(x))

1
4

0.5
2

0 0

-5 0 5 -5 0 5
X X
sin(abs(x)) x+abs(x)

1 10
0.5

0 5
-0.5

1 0

(82}
o
(&)
o
o
(&)

Figura 1.9: La funcién valor absoluto y variantes.

10
y=|x+5]|
8 y=3
6
4 \
2
0
-10 5 0 5

Figura 1.10: Grafica para inecuacion |x + 5| = 3.

Graficamente la solucion resulta obvia observando los puntos de corte de las
graficas involucradas, representadas en la Figura 1.10

(b) La ecuacién |x|? +x = 0 es equivalente a x2 + 2 = 0. Por tanto las soluciones
sonz =0y z=—-1;

(c) La parabola 22 — 5 es negativa en | — v/5,v/5[. Por tanto la ecuacion en este
intervalo queda de la forma 2242z —5 = 0, cuyas soluciones son z = —1+/6.
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Solo z = —-1++6 pertenece al intervalo considerado. En el resto de valores
la parabola es positiva y tendremos la ecuaciéon —z2 + 2x + 5 = 0 de cuyas
soluciones z = 1 + /6 solo es valida 1 + \/6, obsérvese la Figura 1.11.

Figura 1.11: Obsérvese el rango de la parabola con valores positivos.

Problema 13. Resuelve las siguientes inecuaciones:
(a) 22 -1/ <3, (b)2?+2>6, (c)z*—622+8<0.

Solucién

(a) Se tienen las siguientes equivalencias:

_3< _
|2m—1|§3<—>—3§2x—1§3<—>{ 2;’:12“;31
La primera inecuacién conduce a = > —1 y la segunda se verifica si z < 2
por lo que la solucion es el intervalo [—1,2].

(b) La ecuacion 224+ > 6 es equivalente a 22+ — 6 > 0. Resolvemos la
ecuacion de segundo grado 242 —6 > 0, tiene soluciones t =2y x = -3y
la parabola es concava, por tanto concluimos que la solucién de la inecuacién
es | — oo, —3] U [2, 400l

(c) La ecuacién bicuadrada 2* — 622 + 8 = 0 tiene soluciones ++/2 y 4+-2. Basta
comprobar que en oo la funcién es +oco para tener su representacion gréfica.
Veése Figura 1.12, de ella se deduce que la solucién de nuestra inecuacion es

] —2,—v2[Ulv2,2].

13
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x4-6 x%+8
| [
\ |
25 | |
20|
151 | |
10
\ /7N /
\\ /
0 \_ N
2 0 2

Figura 1.12: Obsérvese los valores donde la ecuacion bicuadrada z* — 6z +8 = 0 toma
valores positivos.

1.1.5 Funcién parte entera

Problema 14. (a) Representa la funcion de Heaviside H definida por
0, si t<0
H(t){l, si t>0

(b) Traza la grafica de la funcion E(x) = [z], donde [z] representa la parte entera
del valor z.

(c) Traza la grafica de la funcion f(z) = [z] + =.

(d) Traza la grafica de la funcion f(z) = abs([z]).

Solucién

(a) Evidentemente la funciéon de Heaviside es una funcion discontinua en z =
0, cuyo valor es 0 para cualquier argumento negativo, y 1 para cualquier
positivo. Esta funcién tiene numerosas aplicaciones en procesado de seniales,
y se conoce como funcién escalén, describiendo una senal que se activa en
un instante especifico, y se queda activa indefinidamente, como puede verse
en la primera grafica de la Figura 1.13.

(b) Si definimos la parte entera de un nimero  como el maximo nimero entero
no superior a x tenemos la segunda gréafica mencionada de laFigural.13.

(c),(d) Basta analizar estas funciones definidas a trozos para obtener la tercera y
cuarta grafica de la Figura 1.13.



1.1 Problemas resueltos

Heaviside E(x)
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Figura 1.13: Representacion de funciones (arriba izquierda) H(¢), (arriba derecha) [z],
(abajo izquierda) z + [z], (abajo derecha) abs([z]).

Problema 15. Determina el dominio y la imagen de la funcién dada por

ro={ YT T2

1—ux, r <1

i Podemos calcular la inversa de esta funcion?

Solucién

El dominio de f(z) es todo R. En cuanto a la imagen es [0, 4o00[, como puede
observarse en la Figura 2.5.

La funcién inversa no esté definida por no ser f(x) una funcion biyectiva ya que
f(0) = f(2) = 1. Ahora bien podemos calcular las funciones inversas de cada
uno de los trozos que definen a f(x). Es decir en el intervalo | — oo, 1] la funcién
definida tiene rango o imagen [0, +oco[ y sobre este intervalo podemos comprobar
que la inversa coincide con la propia funcién, es y = 1 — 2. Un razonamiento
analogo nos llevaria a establecer que la inversa del segundo trozo es y = 2% + 1.
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Capitulo 1. Funciones reales de variable real
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Figura 1.14: Funcion a trozos.

Problema 16. Comprueba que f(z) = g~ (z) y g(x) = f~!(x), siendo

sjx+1
flz) =223 -1, g(z) = HT'

Solucién

La funcion f(x) dada tiene dominio e imagen toda la recta real y es biyectiva, por
lo tanto basta comprobar que tanto (f og) como (go f) son la identidad, veamoslo
en un caso, el otro sera analogo.

(90 1)) = o(f(a)) = g2 1) = { EZ DTy

Como ejercicio practico puede comprobarse la simetria de ambas funciones respecto
a la bisectriz del primer cuadrante al realizar la representacion grafica.

Problema 17. La produccién de x unidades supone para una empresa un coste
C(z) = 0.5z 4 500. El coste medio por unidad viene dado por C/z. Determina el
comportamiento del coste medio si hiciéramos crecer la produccion indefinidamente

e interpreta el resultado.

Soluciéon

La funcién de costes de la empresa puede interpretarse en términos econémicos
como un coste fijo de 500 euros mas un coste variable de 0.5 euros por unidad
producida. El coste medio por unidad viene dado por

Con(@) = 0.5 + ?

Si aumentamos la produccion el coste medio decrece y su valor limite es 0.5. Obvia-
mente la situacion limite no es factible en términos econémicos pues la produccién
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