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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo docente se aborda el estudio del papel que desempeian en
economia las funciones polindmicas de grado tres para modelizar razonablemente
las funciones de costes totales. El estudio incluye la determinacion de ciertas
condiciones algebraicas que deben de satisfacer los coeficientes de dichos
polinomios para que sean efectivamente modelos razonables de tales funciones
de coste. El frabajo concluye con la justificacion matemdtica, en base a dichas
funciones polindbmicas, de una propiedad relevante en economia matemdtica
gue permite obtener el minimo global de una funcién de costes medios (basada
en una funcién de costes totales de tipo polindmica de grado 3) como el punto de
interseccion de dicha funcién de costes medios con la funcién de costes
marginales.

El trabajo pretende ilustrar con un ejemplo sencillo, el rol formativo de las
matemdticas como herramienta de apoyo en el andlisis de la teoria econdmica
susceptible de ser tfratada matemdaticamente.

2 Introduccion

El objetivo de este articulo docente es mostrar el papel que juegan las funciones
polindmicas de grado 3 como modelos adecuados para representar funciones de
costes totales en la teoria economia. Con frecuencia este tipo de funciones se
proponen en las actividades prdcticas de textos econdmicos (principalmente en el
drea de microeconomial).

Un ejemplo de tal funcion es
15 2
C(q)_gq —-79° +111g+50, =0,

Ecuacidn 1. Eiemplo de funcién de costes totales.

y cabria entonces plantearse cuestiones tales como: srepresenta cualquier
polinomio cubico de forma adecuada los costes totales de una empresa?, o por el
conftrario, slos coeficientes que lo definen deben satisfacer ciertas condiciones
para que asi sea? Desde luego, como una primera aproximacion es claro que
dichas funciones no pueden ser en modo alguno elegidas a nuestro anfojo porque
deben de ser funciones positivas (ya que los costes que representan siempre lo son)
y crecientes (ya que a medida que crece la canfidad producida, los costes
aumentan, aungue dicho aumento sdlo proceda de la materia prima empleada
en la fabricacién del producto.

Pero quizds -y esto se desmenuzard mds adelante- haya que imponer mds
condiciones tales como que dichas funciones deben de gozar de propiedades
algebraicas que garanticen la existencia de costes medios minimos (absolutos)
para las empresas u ofras restricciones que, desde el punto de vista econdmico,
sean razonables.
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3 Objetivos

Los objetivos docentes de este articulo son que el lector interesado sea capaz de:

= Razonar a partir de premisas econdmicas sencillas las condiciones que
debe satisfacer un polinomio de grado 3 para que sea un modelo verosimil
para representar la funcidén de costes totales de una empresa.

= Comprobar que las condiciones anteriores son compatibles con los
resultados econdmicos generales que permiten obtener el minimo global
de una funcidn de costes medios como el punto de interseccién de dicha
funcion con la funcion de costes marginales asociada.

4 Desarrollo

4.1 Funciones de coste totales, medios y marginales:
algunas relaciones y propiedades econdémicas de
interés

Dada una funcién de costes totales C(q), en Economia se le suele asociar dos
funciones con interpretaciéon econémica, la funcién de costes medios, C(q).
definida como C(q)=C(q)/q. y la funcién de costes marginales, C,,(q), definida
como la derivada C'(q) de la funcién de costes totales (véase Ecuacion 2).

Costes medios: E(q)zﬂ ;  Costes marginales: C,,(q)=C'(q) .

q
Ecuacidn 2. Definicién de las funciones de costes medios y de costes marginales.
En competencia perfecta, esto es, cuando ningun agente del mercado domina el
precio a través de su produccién, el precio p es un valor constante que viene
determinado por las leyes de oferta y demanda, y en ese caso, como C(q) =pg. la
funcién de costes medios resulta ser precisamente el precio: C(q)=p. Por otra

parte, atendiendo a la definicibn matemdtica de derivada, la funcidn de costes
marginales suele interpretarse en microeconomia del siguiente modo: el coste en
que la empresa productora incurre por producir una unidad mds. Para ello se hace
uso de la siguiente aproximacién de la derivada: se toma en la definicion de
derivada (véase Ecuacién 3) Ag=1, con lo cual resulta: C,,(q) =C(q+ Aq) —C(q) .

que permite dar la mencionada interpretacion (obsérvese que la legitimidad de la
aproximacion se basa en que cuando se expresa la produccidn g de una

empresa, habitualmente g es un valor grande, y en ese caso, el valor de Aq
resulta despreciable frente al valor de q).

C(q + Aq) — C(q)
Aq '

Cu(@)=C'(q) = lim
Agq—0

Ecuacidn 3. La funcidn de costes marginales interpretada como una derivada.
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Si calculamos ahora la derivada de la funcién de costes medios (véase Ecuacion
4)

6@ =2 =T -0 -2 e, (@ -T@).

2

Ecuacidn 4. La derivada de la funcién de costes medios.
claramente al productor le interesa la situacidn en que los costes medios sean
decrecientes, es decir, los valores de q para los cuales la C'(q)<0. A partir de la
Ecuacion 4 se deduce que esto es equivalente a encontrar los valores de la
produccién g para los cuales se cumple: C,(q) < C(q) . En el caso particular de la

funcion de costes totales dada en la Ecuacidén 1, las funciones de costes
marginales y medios estén dadas en la Ecuacion 5.

E(q)%q2 -7q +111+% . Cy(@)=q° -14g9+111,

Ecuacidén 5. Funciones particulares de costes medios y de costes marginales.

cuyas grdéficas se muestran en la Grdfica 1.

costes
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Grdfica 1. Representacidn de las funciones particulares de costes medios y de
costes marginales.

Para determinar el intervalo de valores q donde se cumple C,,(q)<C(q).
necesitamos primero determinar el punto de corte de ambas funciones, cuyo valor
resulta de resolver la ecuacion C,,(q) =C(q) . Esto puede hacerse, por ejemplo,

con algun software matemdatico como Mathematica®, el resultado (después de
descartar las soluciones complejas) es ~11.1079, con lo cual el intfervalo buscado

es [011.1079. Aprovechemos ahora la exposicidn para obtener informacion

econdmica relevante a partir de la Grdfica 1 en relacién con las interpretaciones
que anteriormente hemos intfroducido. El valor minimo que toma la funcién de
costes marginales (que al ser una pardbola convexa se alcanza en su vértice:
g=7), nos indica que a partir de una produccidn superior a 7 unidades fisicas, el

coste por producir una unidad mds, aumentard y ello serd debido a que se habrd

agotado la capacidad productiva de la empresa, y para alcanzar una
produccidn superior a 7 unidades, se deberdn realizar nuevas inversiones (como
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por ejemplo, el aumento de plantilla, la compra de nuevas mdquinas, la
adquisicion de nuevos locales de produccion, etc).

Por otra parte el valor minimo de la funcidn de costes medios que se obtiene,
utilizando las técnicas cldsicas del Cdiculo Diferencial, es precisamente
g~11.1079. Este minimo es global, ya que, la funcidn de costes medios es convexa

al tener segunda derivada positiva en todo su dominio (véase Ecuacion 6).

C(q)zlq2 - 7q +111+@:> E’(q):gq—7—§=0:>qz11,1079
3 q 3 qz

2 100

6"(Q):§+q—3>0

Ecuacion 6. Minimo global de la funcién de costes medios.

Observamos que el punto de corte de las funciones de costes marginales y de
costes medios, es precisamente el minimo de la funcidén de costes medios.

Nos planteamos ahora si esta conclusion es sdlo vdlida en este caso particular en
que la funcién de costes totales estd dada por la Ecuaciéon 1, o por el contrario es
una propiedad general de la que gozan las funciones de costes totales
polindmicas cubicas, de las cuales, la dada en la Ecuacién 1 es un caso particular.
Para responder a esta pregunta, primero cabe analizar qué condiciones deben
cumplir las funciones polindmicas de grado 3 para que sean coherentes desde el
punto de vista econdmico como modelos (bdsicos) de funciones de costes totales
de una empresa.

4.2 Funciones polindmicas cUbicas de costes totales:
condiciones necesarias para su obtencién

Para responder a la cuestion planteada vamos a considerar una funcidn de costes
polindbmica cubica genérica (véase Ecuacion 7).

C(g)=aq® +bg® +cq+d, q=0,
Ecuacidén 7. Funcidon polinémica cubica general.

La parte del polinomio que depende de (: aq3 + bq2 +c(q, refleja los denominados

costes variables que van variando al aumentar la produccion, mientras que el
término independiente, d, representa los costes fijos. Estos cuatro coeficientes
a,b,c,d, que definen la funcidon de costes totales no pueden elegirse de forma

arbitraria, ya que, dicha funcién debe ser coherente con las condiciones generales
que deben satisfacer los costes totales. En particular, los coeficientes de C(q)

deben cumplir:

e d>0. En efecto, cuando no hay produccion (q=0), existen unos costes
fijos que tiene obviamente signo positivo: C(0)=d >0, esto permite deducir
el signo de d.

e a>0, b<0 y 3ac>b?. En efecto, claramente los costes totales crecen
cuando la produccidén aumenta. En términos de la derivada, se debe
entonces exigir que C'(q) >0, q=>0. Como la funcién de costes totales es

un polinomio cubico, su derivada es una funcién polindmica de grado dos
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(pardbola): C'(q) =3ag® +2bg +¢, =0, la cual al ser positiva, debe ser tal
qgue sea convexa (esto nos indica que su coeficiente director debe ser
positivo: a>0) y con vértice (valor minimo) con coordenadas positivas.
Obsérvese que la existencia de este minimo con abscisa positiva puede
argumentarse desde el punto de vista econdmico como sigue: la funcidon
cuadrdtica que define C'(q) representa los costes marginales, lo cual,
fjada una produccidn, (., se interpreta econdmicamente como los costes
en que se incurren por producir una unidad mas, g+1. Claramente,
asumiendo la ley de rendimientos decrecientes, para cualquier empresa
con una capacidad productiva fijada (determinada por el capital y la
mano de obra, bdsicamente), estos costes marginales se van reduciendo
durante las primeras unidades producidas hasta que sobrepasan un umbral
de produccién a partir del cual dichos costes comienzan de nuevo a
crecer, salvo que se decida cambiar la estructura productiva aumentando
los factores productivos (mano de obra y/o capital). Todo esto nos permite
deducir condiciones sobre los coeficientes. En primer lugar, la abscisa del
vértice q" =—b/3a ha de ser positiva, luego se deduce b<0 (pues a>0).Y
para que dicha pardbola no corte al eje de abscisas, la ordenada del

vértice debe ser también positiva, esto implica que 3ac>b? (véase
Ecuacién 8).

2 _h? a>0
C’(q*)=3a(—£] +2b[—£j+c=ﬂ>033ac—b2>O:>3ac>b2.
3a 3a 3a

Ecuacion 8. Deduccidn de una de las condiciones que deben satisfacer los
coeficientes de una funcién polindmica cUbica general de costes totales.

La Ecuacion 9 resume las condiciones que debe satisfacer una funcién polindmica
cUbica para que pueda representar una funcidn de costes totales.

Cc(@)=aqg® +bg® +cq+d, g=0 , ad>0b<03ac>b>.

Ecuacidn 9. Funcién polindmica cubica general de costes totales.

Obsérvese que de las condiciones que cumplen los coeficientes se infiere que
c>0. Por ofra parte, y a modo de comprobaciéon, observamos que la funcidn
polindmica de costes cubicas dada en la Ecuaciéon 1 satisface las restricciones
establecidas en la Ecuacion 9.

4.3 Justificando matematicamente una propiedad
fundamental de interés en Microeconomia

Vamos a demostrar que para las funciones polindbmicas de grado 3 que
representan los costes totales, el minimo global de su funcién de costes medios
(jque es el Unico minimo que realmente interesa al productor!) es el punto de corte
entre las funciones de coste marginal y medio. Esta es una propiedad general, que
en particular se satisface cuando la funcidén de costes totales es un polinomio de
grado 3, y de la cual se hace uso en Microeconomia.

La funcién de costes medios estd especificada en la Ecuacion 10, asi como la
ecuacion polindmica de grado tres, f(q) =0, que determina sus puntos criticos. Al
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ser f(q) =2aq® +bg? —d =0 un polinomio de grado tres, sabemos que al menos una

de sus raices (es decir un candidato a minimo de la funcién de costes medios) es
un numero real, pero ademds podemos asegurar que al menos una de esas tres
raices es positiva, ya que, f(q) es una funcién continua que cumple: f(0)=-d<0

gq—
(pues d>0) vy f(q) >+ (pues a>0). A continuacién, demostraremos que este

candidato a minimo es Unico. Observemos primero que estd garantizado que es
minimo y global, ya que, la segunda derivada de la funcién de costes medios es
siempre positiva (véase Ecuacién 10), con lo que la funcidén de costes medios es
convexa sobre su dominio >0 -que es un conjunto convexo-, lo que justifica que

el (Unico) punto critico es minimo global.
C(q)=aq’ + bq +c+g, q>0
q
C'(q) =200 +b— -2 ~0=> f(q) = 2a0° + bg® —d =0.
q

6”(q)=2a+%>0, q=0
q

Ecuacidn 10. Funcién de costes medios: cdlculo de su minimo global.

Abordemos ahora la justificaciéon de que, la ecuacion f(q) =2aq® +bgq? —d=0 que
determina el minimo global tiene una Unica solucién positiva, lo que demuestra

que, en efecto, el minimo global es Unico, tal y como queriamos. Para ello haremos
uso de la llamada regla de Descartes que puede enunciarse como sigue:

“Para una ecuacién polinémica ag\" +a, A" +---+a,A+a,,, =0, se cumple que si
P denota el nUmero de sus raices positivas (contando la multiplicidad algebraica
de cada raiz) y V denota el nUmero de variaciones de signo de los coeficientes
que definen la anterior ecuacion polinédmica, es decir, a,,a,,:--,a,,a,,;, €nfonces

se cumple que P y V fienen la misma paridad, o equivalentemente, P=V-2,
donde 2 denota los nUmeros multiplos de 2 incluyendo el cero™.

En nuestro caso los signos de los coeficientes de la ecuacion son: 2a>0,b<0 vy
—d <0, es decir, se presenta una Unica variacion de signo: V =1, y por tanto, P=1,
gue nos asegura que el nimero de raices positivas de la ecuacién es exactamente
1.

Falta por demostrar, que en el caso general que nos ocupa (pues ello ya se hizo en
el ejemplo introductorio) que el punto de corte entre las funciones de costes
marginales y medios, es precisamente el mismo que el minimo global de la funcién
de costes medios. Para ello igualamos ambas funciones (véase Ecuacion 11), y
esto nos conduce precisamente la misma ecuacion que ha permitido el cdlculo de
los puntos criticos de la funcidn de costes medios, o equivalentemente como se ha
visto anteriormente, la misma ecuacién que determina su minimo global.

C'(q) =3aq® + 2bg + c =aq? + by +c+9=6(q):>2aq+b—%=0.
q q

Ecuacidn 11. Ecuacidn que determina el punto de corte de las funciones
de costes medios y marginales.
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La busqueda de puentes formativos que conecten diferentes dreas de
conocimiento en la formacion universitaria entendemos que es un compromiso
docente que debemos asumir en el marco de la docencia universitaria actual. En
este trabajo, se ha tratado de materializar esta idea conectando las drea de
Matemdticas y Microeconomia, a través del estudio de funciones polindmicas de
grado 3 que modelizan, como un punto de partida razonable, los costes totales de
una empresa y, obteniendo a partir de ellas propiedades de interés econdmico
bajo la potente maquinaria deductiva de las Matemdticas. Nos gustaria que el
trabajo aqui presentado sirviera para que los lectores interesados tuvieran la
oportunidad de encontrar ejemplos especificos en este.
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Este libro expone los temas cldsicos de dlgebra lineal, cdlculo infinitesimal vy
programacion matemdtica con una fuerte vocacién de mostrar ejemplos de interés
para la economia. En algunos de los capitulos, el autor dedica extensas
explicaciones de los conceptos matemdticos que se estudian para motivar la
utilidad de los mismos a la economia.



