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Capitulo 1

INTRODUCCION

Sans les mathématiques on ne pénétre point au fond de la philosophie.
Sans la philosophie on ne pénétre point au fond des mathématiques.
Sans les deux on ne pénétre au fond de rien.

Leibniz

En una situacién practica, un problema matematico no es mas que la modelizacién de un fenémeno fisico.
Este modelo matemético es la imagen matematica del fenémeno de estudio y se representa mediante una gran
variedad de ecuaciones: transcedentes, en derivadas ordinarias o en derivadas parciales, sujetos a condiciones
iniciales o de frontera (o combinacién de ambas), ecuaciones integrales o integro-diferenciales, todos ellos en
dimension finita o infinita, en su mayoria no lineales. En los casos en los que no somos capaces de encontrar
la solucién analitica o ésta es muy costosa, optamos por obtener una aproximacion de dicha solucién mediante
procesos numeéricos que aproximan de manera eficiente y con suficiente precision, las soluciones de problemas
expresados matematicamente. El modelo matematico implementado en algoritmos l6gico-numéricos en un orde-
nador, permite estudiar las cualidades del proceso original uniendo las ventajas de la teoria y del experimento.
Al trabajar con un modelo matematico y no con el fenémeno de estudio, se pueden estudiar y pronosticar sus
propiedades de estado (ventaja tedrica) en forma relativamente rapida y a bajo costo. Al mismo tiempo los al-
goritmos numeéricos permiten, apoyandose en la potencia de calculo de los ordenadores, verificar las cualidades
del fenémeno de estudio en una forma no accesible para los enfoques teodricos (ventaja del experimento). El
gran impulso de la modelizacién matemética se obtuvo con la aparicién de los ordenadores en los anos 40 - 50
del siglo XX y con las investigaciones realizadas para la creaciéon de escudos de defensa antiaérea contra misiles
nucleares en Estados Unidos y Unién Sovietica. El éxito que tuvo en este caso la modelizacién matemaética,
cumpliendo con todas las expectativas, contribuy6 a su desarrollo hasta los niveles actuales posicionandola en
el nicleo estructural de la sociedad de la informacion.

Histéricamente, uno de los problemas que ha estado presente en todas las civilizaciones desde la egipcia hasta
nuestros dias es el cdlculo de raices cuadradas. Uno de los algoritmos mas comun y frecuentemente usado en
computadores o calculadoras es aquel que permite averiguar una aproximacién de las raices cuadradas de un
nimero real positivo. Este método aproximado, denominado método babilénico, data de alrededor de 1700
anos antes de Cristo. Aunque no existe evidencia que muestre el uso del calculo aproximado de v/2 por los
babilonicos con la tablilla YBC 7289 [36] que pertenece a la Yale Babylonian Collection, si se conoce la famosa
regla de Herén acotando el radical por exceso y por defecto mediante un proceso no recurrente. En la misma
época para el calculo del perimetro de un circulo multiplicaban su didmetro por 3, lo que equivale aproximar
al naumero 7 por 3 (ver [15]).

El problema de la resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales figura entre los més importantes
en la teoria y la préctica, no sélo de las matematicas aplicadas, sino también de muchas ramas de las ciencias,
la ingenieria, la fisica, la informatica, la astronomia, las finanzas, . ... Un vistazo a la bibliografia y a la lista de
grandes mateméticos que han trabajado en este tema muestran un alto nivel de interés contemporaneo. Aunque
el rapido desarrollo de las computadoras digitales llevé a la aplicacion efectiva de muchos métodos numéricos, en
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la realizacién practica, es necesario resolver varios problemas tales como la eficiencia computacional basado en el
tiempo usado por el procesador, el diseno de métodos iterativos que posean una rapida convergencia a la solucién
deseada, el control de errores de redondeo, la informacién sobre los limites de error de la soluciéon aproximada,
obtenida, indicando las condiciones iniciales de computo verificables que garantizan una convergencia segura,
etc. Dichos problemas constituyen el punto de partida de esta memoria.

Un caso particular de este problema es la aproximacion de las raices de un polinomio. Desde tiempos muy
remotos se encontraban con éxito las raices de polinomios de primer y segundo grado. En 1540 los mateméticos
Scipione, Tartaglia y Cardano resolvieron la ecuacion cubica. En 1545 Ferrari resolvié la ecuaciéon de cuarto
grado. Muchos matemaéticos de los siglos posteriores trataron de resolver ecuaciones de quinto grado y superior.
A principios del siglo XIX Abel y Galois demostraron que es imposible obtener solucién por radicales de una
ecuacion de grado mayor que cuatro. En consecuencia, para calcular las raices de polinomios de grado mayor
que cuatro se usan técnicas numeéricas. A partir de este momento, la construccion de métodos numéricos para
resolver ecuaciones no lineales ha atraido la atenciéon de mateméaticos puros y aplicados.

Los métodos numéricos consisten en hallar, mediante un proceso iterativo, y a partir de una aproximaciéon
inicial x¢, una sucesion {z,} de aproximaciones a la solucion de la ecuacion, con la exigencia de que exista
lim, ooz, = &, siendo £ la solucién de la ecuacién no lineal, bajo ciertos criterios de error. Una vez que el
algoritmo esta propiamente formulado, el siguiente objetivo que se plantea es conocer exactamente cuéles son
las condiciones bajo las que el esquema iterativo aproxima una solucién del problema considerado, es decir,
bajo qué condiciones la sucesién de aproximaciones generada es convergente a una solucién de la ecuaciéon
correspondiente. Los resultados de convergencia que se establecen pueden ser de tres tipos: local, semilocal y
global, dependiendo de cudles sean las condiciones que se impongan; sobre la solucién, sobre la aproximacion
inicial g, o simplemente sobre la funcién que define la ecuacion, respectivamente. En esta memoria analizaremos
la convergencia local de los métodos desarrollados.

Consideremos el problema de encontrar un cero de la funcién de naturaleza no lineal f: I C R — R, es decir,
una solucién ¢ € I de la ecuacién no lineal

f(z)=0. (1.1)

En la actualidad existen numerosos métodos iterativos para resolver la ecuacion no lineal (1.1). Esta solucién
puede ser obtenida como un punto fijo de alguna funcién g : R — R mediante el método iterativo de punto fijo
Zr+1 = g(xg), k =0,1,..., donde x¢ es la aproximacién inicial. El método mas conocido por ser muy simple y
efectivo es el método de Newton, dado por

xk+1—$k—m, k=0,1,2,.... (1.2)

Su generalizacion a sistemas de ecuaciones fue propuesta por Ostrowski [72] y en operadores en espacios de
Banach por L.V.Kantorovic [53]. Asi, este método proporciona una herramienta poderosa para investigaciones
tedricas y numéricas sobre ecuaciones definidas mediante operadores no lineales.

Otras cuestiones que se plantean sobre el comportamiento de un esquema iterativo son la velocidad de conver-
gencia con la que la sucesion converge a una solucién y el error cometido al aproximar esa soluciéon. Existen
distintos indicadores para medir la velocidad de convergencia de una sucesién como son el orden de convergencia
teorico y la tasa de convergencia practica. Al estudiar un método iterativo es muy importante considerar dos
aspectos: la velocidad de convergencia y el coste del mismo. Los métodos de un sélo paso como, por ejemplo,
el método de Newton, son muy eficaces, pero aumentar su velocidad de convergencia implica evaluar sucesi-
vas derivadas de la funcién no lineal, de orden creciente, por lo que su utilidad en problemas practicos se ve
limitada.

Como consecuencia de la busqueda de variantes del método clasico de Newton para resolver ecuaciones no
lineales con una convergencia acelerada y un ntmero reducido de operaciones o evaluaciones funcionales en
cada paso del proceso iterativo, se han desarrollado los métodos multipaso. Estos métodos pertenecen a la
clase de métodos mas poderosos que superan las limitaciones de los métodos de un punto respecto al orden
de convergencia y la eficiencia computacional. Ellos nacen en la década de 1960 pero su rapido desarrollo ha
comenzado en la primera década del siglo XXI. La clase mas importante de los métodos multipaso son los
métodos 6ptimos en el sentido de la conjetura de Kung-Traub.
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1. INTRODUCCION 5

Generalmente, el aumento del orden de un método iterativo conlleva un aumento del nimero de evaluaciones
funcionales por paso. El indice de eficiencia es una medida del equilibrio entre las dos cantidades: el nimero de
evaluaciones funcionales por iteraciéon y el orden de convergencia de cualquier método multipaso sin memoria.
Por lo tanto, el orden éptimo de un método con tres evaluaciones funcionales por paso es 4. La familia de
métodos de King [55], de la que el método de Ostrowski [72] es un caso particular y el método Jarratt [51],
junto con algunas de las familias de métodos multipaso estudiados extensamente en el libro de Traub [81] son
métodos 6ptimos de cuarto orden, ya que solo realizan tres evaluaciones funcionales por paso. En los dltimos
anos, como muestra la amplia bibliografia, ha aumentado de nuevo el interés en la busqueda de métodos
multipaso con el fin de conseguir una convergencia de orden 6ptimo y asi una mejor eficiencia.

En el presente, se sigue investigando en el tema y progresivamente surgen nuevos métodos iterativos que
modifican los métodos clasicos con el fin de acelerar la convergencia o para reducir el nimero de operaciones
y las evaluaciones funcionales en cada paso del proceso iterativo. Se han desarrollado una gran cantidad de
técnicas numeéricas para la aproximaciéon de soluciones de ecuaciones no lineales, basadas en el método de punto
fijo, en particular aquellas que modifican el método clasico de Newton.

El objetivo general de esta memoria radica en la busqueda de nuevos y eficientes métodos iterativos para
ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales. El origen es el trabajo realizado por Weerakoon y Fernando
([82]) en el que desarrollan en dimensiéon uno la variante del método de Newton que utiliza la féormula de
cuadratura trapezoidal, consiguiendo orden de convergencia tres. Ozban en [73] ampli6 esta idea, y obtuvo
algunos métodos nuevos con convergencia de tercer orden. Por otra parte, dichos métodos son casos particulares
de la familia de variantes del método de Newton de orden tres definida por M. Frontini y E. Sormani en
[38], utilizando una formula de cuadratura interpolatoria genérica de nodos equiespaciados. Asi, en primer
lugar, basdndonos en la idea de M. Frontini y E. Sormani, utilizamos la formula de cuadratura gaussiana
genérica y desarrollamos en el Capitulo 3 un conjunto de familias de métodos iterativos para ecuaciones. Todos
los métodos del conjunto son de tipo predictor-corrector donde la prediccién se realiza inicialmente con el
método de Newton. Demostramos que su orden de convergencia es tres bajo ciertas condiciones impuestas a
los polinomios ortogonales que definen la famila de cuadratura gaussiana correspondiente y cinco dependiendo
del comportamiento en la solucién de la derivada segunda de la funcién que define la ecuacion no lineal.
Buscando mejorar el orden de convergencia del conjunto de métodos iterativos desarrollado, modificamos
los algoritmos obtenidos utilizando otros métodos de prediccion que superan el orden de convergencia dos
del predictor Newton. Inicialmente usamos como predictor el método de Traub ([81]) que tiene orden de
convergencia tres, obteniendo un conjunto de familias de métodos iterativos de orden cinco (u once bajo ciertas
condiciones impuestas a los polinomios ortogonales y la derivada segunda de la funcién que define la ecuacion).
Posteriormente, usamos como predictores los métodos iterativos de Ostrowski [72] y de Chun [11] cuyo orden
de convergencia es cuatro, recibiendo en ambos casos el conjunto de familias de métodos iterativos de orden 6
y 11 bajo las mismas condiciones.

Siguiendo la tendencia actual en el desarrollo de nuevos métodos iterativos, en el Capitulo 4 se han desarrollado
varios métodos de orden de convergencia alto e indice de eficiencia 6ptimos segun la conjetura de Kung-Traub.

El problema de resolver un sistema de ecuaciones no lineales se evita en la medida de lo posible. Por lo general,
se aproxima el sistema no lineal mediante un sistema de ecuaciones lineales. Cuando esto no es satisfactorio, el
problema debe enfrentarse de forma directa. El punto de vista mas directo consiste en adaptar los métodos que
aproximan las soluciones de una sola ecuacién no lineal en una variable, la cual se reemplaza por un problema
vectorial que incorpora todas las variables. De aqui surge la mayor dificultad para obtener métodos iterativos
nuevos para sistemas no lineales, ya que no siempre los métodos de ecuaciones no lineales son extensibles a
sistemas.

El Capitulo 5 esta dedicado a la buisqueda de nuevos métodos iterativos para sistemas de ecuaciones no lineales.
La extension de las variantes del método de Newton descritas por Weerakoon y Fernando en [82], por Ozban
en [73] y Gerlach en [39], a las funciones de varias variables se han desarrollado en [17], [18] y [38], basado en
el uso de formulas de cuadratura de la interpolacion, y también en [68], incluyendo la segunda derivada parcial
de la funcién no lineal o su estimacion. Otra técnica de aceleracion conocida es la composiciéon de dos métodos
iterativos de o6rdenes de p; y pa, respectivamente, y la obtencién de un método de orden pips ([81]). Por lo
general, para aumentar el orden de convergencia se necesitan nuevas evaluaciones de la matriz Jacobiana y
de la funcién no lineal. En este sentido, usamos algunos de los métodos desarrollados para ecuaciones en el
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Capitulo 3 y los adaptamos para sistemas, mientras que otros son desarrollados especialmente para sistemas.

Los Capitulos 3, 4 y 5 finalizan con secciones en las que se presentan pruebas numéricas que confirman los
resultados teoricos. Los resultados numéricos obtenidos en la aplicacién de los nuevos métodos que surgen y su
comparacion con los ya existentes, se han obtenido en MATLAB 7.10 (64-bit), en la computadora HP Pavilion
dv6000, Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU, 4GB RAM, todos con un esquema comun: cada iteracion se obtiene
de la anterior por medio de la expresion iterativa: xp 1 = x, — A~!b, donde z; € R para ecuaciones no lineales
y 2+t = () — A=1p donde =) € R™ para sistemas de ecuaciones no lineales. Por otro lado, en algunos
de los métodos obtenidos de alto orden de convergencia para ecuaciones no lineales, el anélisis de su orden de
convergencia involucra un volumen de calculo algebraico considerable. En este caso se ha usado Mathematica
7 como manipulador simbdlico.

El Capitulo 6 esta dedicado a la relaciéon entre los métodos iterativos de resolucion de ecuaciones no lineales y
problemas de valor inicial. Las férmulas de cuadratura en general, y las de Gauss en particular, nos permiten
determinar numéricamente las soluciones, tanto de ecuaciones o sistemas de ecuaciones no lineales (generando
métodos iterativos como los descritos en la presente memoria), como de problemas de valor inicial, lineales
o no. De este modo, las férmulas de cuadratura constituyen el nexo de unién entre ambos problemas. Grau-
Sanchez et al. en [41] y [42] describe la forma de “trasladar” métodos de resolucion de problemas de valor inicial
para obtener métodos nuevos de resoluciéon de ecuaciones no lineales. Estas ideas se pueden aplicar a métodos
sencillos, como Euler, o a otros mas complejos, como los de Adams o a métodos implicitos. Nos planteamos en
este punto si este proceso es reversible: dado un método iterativo de resolucion de ecuaciones no lineales (no
proviniente de una férmula de cuadratura), jes posible encontrar un método de resolucién de problemas de
valor inicial? Dados diferentes métodos numéricos de ecuaciones no lineales, de los cuales conocemos el indice
de eficiencia, ;se mantiene la relacién de eficiencia cuando trasladamos estos métodos a problemas de valor
inicial?

En el Capitulo 7 presentamos las conclusiones sobre los resultados obtenidos en esta memoria que nos permiten
plantear futuras lineas de investigacion.

Terminamos esta memoria con el listado de referencias que, en mayor o menor medida, han sido utilizadas en
el desarrollo de la misma.
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Capitulo 2

CONCEPTOS PREVIOS

En este capitulo vamos a introducir las herramientas matematicas que utilizaremos a lo largo de toda la memo-
ria. En primer lugar, consideramos los métodos iterativos de punto fijo para determinar las raices de una
ecuacion no lineal y de un sistema no lineal de n ecuaciones con n incégnitas. Tras el planteamiento del prob-
lema, se discute la convergencia y velocidad de convergencia de los métodos iterativos clasicos, introduciendo
los términos orden de convergencia, indice de eficiencia e indice de eficiencia computacional. Asimismo, se
describen las técnicas que se utilizaran en las demostraciones de la convergencia de los nuevos métodos desar-
rollados, el concepto de método 6ptimo para ecuaciones y su extensiéon, a modo de conjetura, para sistemas.
En la primera seccién se analizan por separado el caso unidimensional, n = 1, y el caso multidimencional,
n > 1. En la siguiente seccion se describen las féormulas de cuadratura utilizadas en los capitulos 3, 4 y 5.
Finalizamos este capitulo introduciendo los elementos necesarios para describir y resolver un problema de valor
inicial, haciendo especial énfasis en aquellos métodos numeéricos que permiten estimar su solucién y que pueden
deducirse empleando férmulas de cuadratura. Posteriormente, se describen algunos métodos multipunto mas
complejos.

2.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

2.1.1. Caso unidimensional

Encontrar de manera eficiente los ceros de una ecuacién no lineal de variable real de la forma

f(z) =0, (2.1)

es un problema antiguo y muy interesante en el andlisis numérico con muchas aplicaciones en diversos campos
de la ingenieria o de la matematica aplicada. En los ultimos anos, se han desarrollado una gran cantidad
de diferentes métodos iterativos para resolver dicha ecuacion no lineal (2.1). La esencia de estos métodos es
la siguiente: si se conoce un entorno suficientemente pequeno, que contiene una raiz tnica & de la ecuacién
(2.1), seleccionamos un punto x, - estimacion inicial a la raiz - lo suficientemente cerca de la raiz buscada & y
con la ayuda de algunas relaciones de recurrencia, construimos una sucesiéon de puntos z1, 22, ..., Tk, ..., que
converge a la raiz £. La convergencia de la sucesiéon se garantiza con la eleccién apropiada de la funcion g y la
aproximacioén inicial xg. Eligiendo de distintas maneras la funcién g,

x = g(a) (2.2)

que depende de f(z) y puede que también de sus derivadas, podemos obtener diferentes métodos iterativos,
cuya expresion iterativa seria

Tr+1 :g(xk)a k:O,17 (23)

El método descrito por la funciéon de iteracion g : I C R — R segtn (2.3) con zo dado, concentra una gran
cantidad de esquemas iterativos. Estos difieren entre si por la forma de definir la funcién de iteracion ¢. El
dominio de definicién de g también puede elegirse en otros espacios, como R™ por ejemplo, lo que da origen a
métodos de resolucién de sistemas de n ecuaciones con n incognitas.
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8 2.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

Para el estudio de la convergencia de los métodos iterativos, asi como para probar la existencia de la raiz de
la ecuaciéon f(x) = 0 se usan extensamente las llamadas funciones contractivas.

Definicién 2.1.1 Consideramos R un espacio métrico y g(x) una funcion definida en este espacio, que trans-
forma R en si mismo: g : I C R — R. Entonces, g sera una funcion lipschitziana si eziste un nimero positivo
L > 0, tal que para cualquier par de elementos x,y € I, se cumple la desigualdad

lg(z) —g(y)| < Lz —yl. (2.4)

Hay un tipo de funciones lipschitzianas de interés especial - las funciones contractivas - que son funciones
lipschitzianas para las cuales L toma valores 0 < L < 1.

Definicién 2.1.2 Un punto fijo de una funcion g(x) es un niumero real € tal que & = g(§) y representa
geométricamente el punto de interseccion de la curva y = g(x) con la recta y = x.

Teorema 2.1.1 (Teorema de punto fijo, Kolmogorov y Fomin [56]). Toda funcién contractiva definida en el
espacio métrico completo de los nimeros reales f : R — R tiene un inico punto fijo.

En la practica si g tiene un punto fijo £, entonces f(x) = g(z) — « tiene un cero en £. Del mismo modo, si f
tiene una raiz £, entonces g(x) =  — f(z) tiene un punto fijo en &.

Los siguientes resultados aseguran la existencia y unicidad del punto fijo, bajo ciertas condiciones.

Teorema 2.1.2 (Ezistencia y unicidad del punto fijo, Burden y Faires [8]). Sea g € Cla,b] tal que g : [a,b] —
[a,b]. Entonces,

a) g tiene un punto fijo en [a,b.
Si, ademds, g’ existe, entonces
b) existe L € (0,1) tal que |¢'(z)| < L para todo x € (a,b);

¢) el punto fijo de g en [a,b] es unico.

El resultado que sigue establece bajo qué hipotesis esta asegurada la convergencia global de (2.2) y proporciona
una cota del error.

Teorema 2.1.3 (Ostrowski [72]) Supongamos que g : [a,b] — R es contractiva en el intervalo [a,b] tal que
g([a,b]) C [a,b]. Sea L la constante de Lipschitz para g en [a,b]. Bajo estas condiciones, (2.3) es globalmente
convergente en [a,b] al inico punto fijo £ € (a,b) de g. Ademds, se tienen las siguientes estimaciones de error:

lz, — €| < LMo — €| para todo k>0, zo € [a,b] (2:5)
Lk
1-—

|z — & < |x1 —xo| para todo k>0, xo€ [a,b]. (2.6)

Demostracién: Las hipotesis del Teorema 2.1.3 garantizan la existencia de una solucion unica & de x = g(z)
segin el Teorema 2.1.2. Para probar la convergencia de la sucesion {z}r>0, vamos a estimar la diferencia
|z — &|. Por definicion, zx — & = g(ag—1) — & = g(akp—1) — g(§) y, por tanto, por la condicion de Lipschitz,
|xg — &| < Llxg—1 — &|. Aplicando consecutivamente la misma desigualdad, obtenemos

|z — €| < LFlzg — €.

Dado que 0 < L < 1, lim L* = 0, de donde se deduce que hm |z — & = 0, es decir, hm 1, = &, con que

—00
completamos la primera parte de la prueba.
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2. CONCEPTOS PREVIOS 9

Siguiendo el procedimiento que nos ha permitido deducir (2.5) podemos obtener que
[Tt — x| < Lk|x1 —x9|, VEk>0.
Sea k un entero positivo fijo y m > k cualquiera.
Ty — Tk =Ty — Tip—1 + Tp—1 — Tmp—2+++ + Thg1 — Tk

Por la desigualdad triangular

[Zm+1 — 2kl < NTmt1 = Tl + |Tm — T+ [T — 2

S Lm|x1—x0|—|—Lm_1|x1—x0|+~--+Lk|x1—x0|

= (L™ +L™ 4 LF)|z — o

= LFA4+ L4+ L™ ")z — x

1
Tomando limites para m, se tiene
1
€ — ] SLkl_L|$1 — Zo

con lo que se ha completado la demostracion. O

Observacion: De la cota del error (2.5) se deduce que (2.3) converge mas rapidamente cuanto mas proxima a
cero sea L.

Un concepto muy importante de los métodos iterativos es su orden de convergencia, que proporciona una
medida de la velocidad de convergencia de la sucesién de iterados.

Definicion 2.1.3 Sea {zy}r>0 una sucesion de nimeros reales tal que kh'm xr = &. La convergencia se llama:
- —00

Vlineal, si existen M, 0 < M < 1 y kg tales que |11 — &| < M|z — €| para todo k > ko;
v cuadrdtica, si existen M > 0, y ko tales que |xp1 — &| < M|xy, — €|? para todo k > ko;
v cubica, si existen M > 0 y ko tales que |1 — &| < M|ay — €| para todo k > ko;

v'de orden p, si existen M > 0 y kg tales que |xy+1 — &| < M|z — EP para todo k > k.

Denotamos por e = x; — & el error de la k-ésima iteracién. La ecuacion eg = M ei + O[efr ], se llama

ecuacion de error donde p es el orden de la convergencia. En la préctica, como el limite £ es desconocido, se
analizan para cada p el comportamiento de los cocientes:

\$k+1 - $k| k

=12,...
|l’k*$k—1|p’ ) &y

donde p=1,2,3,..., y se llama tasa o razén de convergencia.

o Sip =1y larazon de la convergencia eventualmente tiende a Cr, 0 < Cp < 1, se dice que la sucesion
{zk }r>0 converge linealmente a &.

o Sip=2y existe Cg, Cc > 0, tal que la razéon de la convergencia eventualmente tiende a C¢, se dice que
la sucesion {xy}i>0 es cuadraticamente convergente a &.

o De manera similar para p = 3 (convergencia cubica Ccoy) y asi sucesivamente.

Observacion: En el proceso de la demostracion del Teorema 2.1.2 se prueba que |z —&| < L|xg_1 —¢&|, k > 1,
con 0 < L < 1, y por tanto, el método (2.2) tiene orden de convergencia al menos lineal. De hecho, en muchas
ocasiones es exactamente lineal. Asi, por ejemplo, si bajo las condiciones del Teorema 2.1.2 suponemos que
ademés existe ¢'(x) para todo = € (a,b), y la funcién ¢’ es continua en (a,b) entonces para todo k > 1,

Universitat Politécnica de Valéncia



10 2.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

|z — & = |g(zr—1) — 9(&)] = |¢'(O)(zk—1 — &)|, con ¢ un punto entre z; y &; con lo que, si suponemos que
x), # £ para todo k > 0, tenemos lef:_flﬂ = ¢’(¢) para todo k > 0, y en consecuencia, como zj; — & implica
que ¢ — £ cuando k — oo, obtenemos 1im M =1g'(¢)|, de modo que si ¢'(£) # 0, la convergencia del

k— o0 ka—l - fl
método (2.2) a la solucion € es exactamente lineal.

Sea g : [a,b] — R continua, tal que g([a,b]) C [a,b], y existe la derivada ¢'(z) en todo punto de (a,b).
Supongamos que ¢'(z) < L < 1, para todo x € (a,b). En tal caso, sabemos que el método (2.3) es convergente
a la tunica solucion £ de la ecuacion de punto fijo (2.2). Ademaés, suponiendo que 1 y ) son distintas, es
decir, que no se ha llegado a &, se tiene

Thy1 — ok = g(zr) — 9(e—1) = ¢'(O)(zr — zH-1),
con ¢ un punto intermedio entre xx_1 y T.
En estas condiciones, si ¢'(x) > 0 para todo z € (a,b), de la igualdad precedente tenemos
sgn(Tp41 — k) = sgn(wy — Tp—1),
Th1 — Tk < T — Tk—1,
con lo cual, geométricamente, el proceso de acercamiento de xy a & es convergente en escalera.
Analogamente, si ¢'(x) < 0 para todo = € (a,b), se tiene
sgn(zr 1 — ) # sgn(zr — Tr—1),
Tl — Tk > Tp — Th—1,
con lo cual, geométricamente, el proceso de acercamiento de xj a & es convergente en espiral.

El teorema siguiente generaliza estos resultados.

Teorema 2.1.4 (Convergencia local del método de punto fijo, Ostrowski [72]). Supongamos que son dados
20 €R, p>0yg:[ro—p,xo+ p] = R una funcion contractiva en el intervalo [xo — p,xg + p]. Sea L € (0,1)
la constante de Lipschitz para g en [xo — p,zo + p|, y supongamos que |xg — g(xo)| < (1 — L)p, entonces,

i) existe kh’m zy, = &, el nimero € es punto fijo de (2.2), es decir, g(¢) = &, y ademds, |zy, — &| < L¥p para
—00
todo k > 0,

i) & es la dnica solucion en el intervalo [xo — p,xo + p] de g(x) = x.

Sea la funciéon f : I C R — R dos veces continuamente derivable en el intervalo I = [a,b] y f'(x) # 0 para todo
x € I. Si la ecuacion f(x) = 0 tiene una tnica solucion z = £ en (a,b) y la funcion de g(z) es continua en un
entorno de xz = &, entonces la ecuacion

9(z) =z — o(z)f () (2.7)
también tiene un punto fijo en z = &, para cualquier funcion ¢ € C*([a, b]).
Se puede determinar una funcion ¢(x) de modo que la sucesion generada por (2.7) converja a £ cuadraticamente.

A vista del Teorema 2.1.4, parece natural pedir que se tenga g € C2[¢ —p, £+ p] (con p > 0 tal que [ —p, E+p] C
[a,b]) ¥y ¢’(§) = 0). Entonces, derivando obtenemos

g'(x) =1— () f(z) — o(x)f(z)
y teniendo en cuenta que f(€) = 0, deducimos que ¢ debe satisfacer la condicion: ¢(€)f'(£) = 1. Si f/(z) # 0

para cualquier z € [a,b] un enfoque razonable es suponer que p(z) = y entonces, el procedimiento

f'(x)
natural para conseguir la convergencia cuadratica sera
f (k)
Tht1 = T — k=0,1,2,.... 2.8
+ f/ (xk) ( )
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2. CONCEPTOS PREVIOS 11

Esta formula iterativa se conoce como el método de Newton.

Dicho método tiene una interpretacion geométrica sencilla, que en realidad esta en el origen histérico del mismo.
En efecto, en cada etapa k, el valor xjy1 corresponde a la abscisa del punto de corte con el eje OX de la recta
tangente a la curva y = f(z) en el punto (z, f(zx)). Esta interpretacién geométrica justifica que este método
reciba también el nombre de método de la tangente.

Una condicién para conseguir convergencia de orden dos en el método (2.8) es que el valor de la estimacion
inicial esté “suficientemente cerca” de la solucion . El siguiente resultado especifica explicitamente un intervalo
en el que puede ser tomada la primera aproximacion y describe las condiciones que garantizan la convergencia
cuadratica del método (2.8).

Teorema 2.1.5 (Convergencia local del método de Newton [8]). Supongamos que f: R — R es una funcion de
clase C?%([a, b]) en un entorno del niimero & para el cual f(€) = 0, f'(€) # 0. Si zo se selecciona suficientemente
cerca de &, entonces, existe un 0 tal que las iteraciones del método de Newton generan una sucesion {x}r>o
que converge a & para cualquier aprozimacion inicial xg € [€ — §,& + &) con orden de convergencia p = 2:

lim € — Tpt1] _ 1 f7(€) ‘
koo (§—wp)? 2(2f(6)]

A continuaciéon estudiaremos la convergencia global del método de Newton en el intervalo [a, b]. Se tiene:

Teorema 2.1.6 (Convergencia global del método de Newton). Sea f € C?[a,b] tal que verifica

i) f(a)f(b) <0,
it) f'(x) #0, para x € [a,b] ,
i) f"(x) <04 f'(x) >0, Vz € [a,b],

iv) Si ¢ denota el extremo de [a,b] para el que |f'(x)| es mds pequenio, entonces

<b—-a

Entonces, el método de Newton converge a la tnica solucion & € [a,b] de f(x) =0, para cualquiera eleccion de
xo € [a,b]. Ademds, la convergencia es al menos cuadrdtica.

Demostracion: La condicion (i) afirma que f(a) y f(b) tienen signos distintos, por lo que, por el Teorema de
Bolzano, la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos una solucion. En virtud de la condicion (ii) esta solucion es unica
y la denotamos por &. La condicion (iii) indica que la funcién f es concava o convexa. Finalmente, la condicién
(iv) nos permite afirmar que la tangente a la curva en ¢ corta al eje x en el intervalo [a, b]. Para demostrar el
resto de la tesis podemos considerar 4 casos:

(8) fla) <0, F(B) >0, f"(x) <O (c = b);
(b) f(a) >0, f(B) <0, f"(x) >0 (c=b);
(¢) f(a) <0, f(B) >0, f(x) = 0 (c = a);
(d) f(a) >0, f(b) <0, f"(x) <0 (c = a).

Los casos (b) y (d) se pueden reducir a los casos (a) y (¢), respectivamente, considerando la funcion —f en
lugar de f (este cambio no afecta a la sucesion {z}). El caso (c¢) se reduce al caso (a) sin mas que reemplazar
x por —x (con este cambio cambia se obtiene {—xz;} en lugar de {z}}, y la solucién —¢ en lugar de &). Por
tanto, es suficiente demostrar el Teorema en el caso (a).
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12 2.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

Supongamos en primer lugar que a < xg < . Dado que f(xg) < 0, se tiene

_ o)
0 f’(ﬂﬁo)2 .

Veamos que zp < &y k41 > Tk, para todo k por induccién sobre k. Para k = 0 el resultado es cierto.
Suponganos que lo es para k y veadmoslo para k 4+ 1. Si xp, < &, por el teorema del valor medio

—f(xr) = £(&) = flan) = (€ —z) f'(23),
donde zj, < zj <& Como f”(z) <0, f" es decreciente y por tanto, f'(z}) < f'(zx). Asi,

—flar) < (& —an)f'(zr)

1 =2

Th+1 = T — }f’((fci)) <ap+ (=) =€

J(Try1)
f'(@k41)

Es conocido que toda sucesion monétona acotada tiene limite, luego lim z; = m < ¢. Tomando limites en la
k—o0

Por lo tanto, f(xgy1) <0y Tpao = Tpaq — > xk41, lo que completa el proceso de induccion.

expresion iterativa del método de Newton y teniendo en cuenta que f y f’ con continuas, se tiene

)
F(m)

m=m

luego f(m) =0y por tanto m = &.

Supongamos ahora que & < xo < b. De nuevo, por el Teorema del valor medio, f(z¢) = f'(z§)(xo — £), donde
& < xf < g, y puesto que f’ es decreciente, f(xg) > (o — &) f'(x0). Se sigue que

f(zo)
f'(zo)

Por otra parte, f(zg) = f(b) — (b — x0) f'(x() donde zy < x < b, y de aqui

f(xo) < f(b) = (b—x0)f'(b).

Tr1 =T —

<xo— (20 — &) =&

A partir de la condicién iv) tenemos

_ Ao o flzo) ()
TSR iy ST ) ST )

zog— (b—a)+ (b—x9) =a.

+ (b—l‘o)

v

Por tanto, a < z; < ¢ y siguiendo los mismos pasos que para el caso a < xy < £ concluimos que la sucesién
{z}} converge a £. Veamos ahora que la convergencia es al menos cuadratica. A partir de la formula iterativa

far) + f/(zp)(@pr —2) =0, Vk>0.

Por otra parte, utilizando el desarrollo de Taylor de f hasta orden 2

0= £(8) = flax) + £ R)(E — ) + 5 f/(GE — o0, V>0,

donde ( es un punto situado entre ¢ y xi. Restando las dos iltimas expresiones, resulta:

(@) (€ = zpy1) + %fﬂ(gk)(f —21)2 =0, Vk>0.

Sip= min |f'(z)] y ¢ = max |f"(z)|, de la expresiéon anterior obtenemos:
z€Ja,b] z€Ja,b]

|z — €] < i|ffk — &%, Vk>0,
2p
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2. CONCEPTOS PREVIOS 13

lo que demuestra la convergencia cuadratica del método. O

Observacion: La formula iterativa de Newton (2.8) es aplicable no sélo para encontrar las raices reales de
una ecuacion f(x) = 0, sino también sus raices complejas. En el campo complejo = y, por consiguiente, f(x)
son nimeros complejos. Partiendo de la base de que es posible definir la derivada sobre funciones de variable
compleja del mismo modo que se realiza con funciones de variable real, el método de Newton se puede expandir
al campo complejo, con aproximaciéon inicial xp también un nimero complejo. Cabe destacar que cualquier
nimero en el campo complejo se puede expresar como una combinacién de dos niimeros reales, z = a + bi, por
lo que mientras que un punto en el campo real se puede localizar en una recta, en el campo complejo se debe
localizar en un plano, lo que conlleva una geometria mas complicada. El método iterativo comenzara con un
punto zp y generard una sucesion de puntos z; de los cuales se espera que converjan a la raiz compleja. La
representaciéon grafica més habitual consiste en generar las regiones de atraccién en el mismo sentido que en el
campo real, es decir, a cada raiz se le asigna un color y a cada punto del plano se le aplica el proceso iterativo,
obteniendo la raiz compleja a la que converge la sucesion {zx}. Se pinta el punto del color que le corresponda
a dicha raiz.

Con el fin de comparar los diferentes métodos, se utiliza el indice de eficiencia, I = p'/¢ (ver [72]), donde
recordamos que p es el orden de convergencia y d es el namero total de nuevas evaluaciones funcionales (por
iteracion) que requiere el método. Este es el indice mas utilizado, pero no es el tnico. En [75] Romero et al.
utilizan un indice operacional definido como C' = p'/°?, donde op es el ntmero de operaciones por iteracion.
Ademaés uno de los objetivos de esta memoria es la busqueda de métodos iterativos 6ptimos segun en los que se
obtiene convergencia de orden 2¢~! usando d evaluaciones funcionales en cada iteracién y su indice de eficiencia
segun la conjetura de Kung-Traub [64]:

. d
computacional es 2@

Conjetura de Kung-Traub: El orden de convergencia de cualquier método multipaso sin memoria no puede
superar 291 (llamado orden dptimo), donde d es el mimero de evaluaciones funcionales por iteracion, con
indice de eficiencia 2(2=D/? (llamado indice dptimo).

Por lo tanto, el orden 2%~! es el orden 6ptimo.

El analisis de la convergencia de los métodos disenados en esta memoria se llevara a cabo fundamentalmente
mediante desarrollos de Taylor. Si bien existen otras técnicas de demostracion, los desarrollos de Taylor permiten
determinar el orden de convergencia de manera relativamente sencilla.

2.1.2. Caso multidimensional

Consideremos un sistema de ecuaciones no lineales

fl(xlyx%'"axn) =0
f2(l'1,1'2,...,$n) =0

fn(xlax%'-'axn) =0

donde las funciones f;, i = 1,2,...,n, son funciones de 2 C R™ en R. Este sistema se puede expresar de la
forma
F(z)=0, (2.9)
donde F' es una funciéon vectorial de R™ en R™ que tiene como funciones coordenadas
F(x) = (fi(x), ..., ()", (2.10)
es decir, las f;, i =1,2,...,n, anteriores con primeras derivadas parciales continuas en 2 C R". Los conceptos

y la demostracion de los resultados que se muestran en continuacién pueden encontrarse en [71] y [76].

La busqueda de la solucion del sistema F'(x) = 0 es un problema mucho mas complejo que el de encontrar una
solucion de una ecuacion escalar f(x) = 0. Al igual que en el caso escalar, podemos transformar el sistema
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14 2.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

(2.9) en un sistema equivalente de la forma:

z = G(x), (2.11)
para una determinada funcién vectorial G : R™ — R™, cuyas funciones coordenadas las vamos a denotar por
gi, i =1,2,...,n. Partiendo de una aproximacién inicial z(®) = (3350), m(20) ,x%o))T € R", podemos generar
una sucesion de vectores de R"” mediante la férmula iterativa

yoee

2® = GE* ), k=1,2,...,n, (2.12)

donde z(®) = (xgk),xgk),...,x%k))T ER", k=1,2,....

Decimos que el proceso es convergente si {;v(k)} — &, cuando k — oo donde & = (&1,&,...,&,)T € R™ sera,
bajo ciertas condiciones de la funcién G, una solucion del sistema z = G(z). Al vector ¢ se le llama punto fijo
de la funcién G y al algoritmo descrito por la ecuacién (2.12) método de punto fijo.

A continuacién daremos algunas definiciones de términos utilizados frecuentemente mas adelante.

Definicién 2.1.4 Llamamos la funcion F : Q C R™ — R" F-diferenciable en un punto x en el interior de )
st existe una aplicacion lineal A : R™ — R"™ tal que verifique, para cualquier h € R™,

1

1im [|F(z+ h) — F(x) — A(h)|| (2.13)
h—0 |||
donde ||-|| norma vectorial en R™. La aplicacion lineal A es una matriz n X n que depende del punto x, es

decir, A = A(x) recibe el nombre de derivada de Fréchet de F en x, denotdindose por F'(x).

Consideremos de nuevo que las funciones coordenadas de F', f;(z), j = 1,...,n tienen derivadas parciales
primeras continuas en €. Denotamos por a;;(z) el i,j-ésimo elemento de A. Dado que la convergencia en
norma implica la convergencia componente a componente, podemos reescribir (2.13) con h = te;, donde

e; =(0,...,0,1,0,...,0)T es el j-ésimo vector unitario, da
1
}irr(l) ¥|f1(m +tej) — fi(x) —ta;;| =0 para 1<i<mn. (2.14)
ry
Sin embargo, }gr(l) E(fl(x +te;) — fi(x)) = (J;x(j) Por lo tanto, (2.14) implica que a;;(z) = g;?} 1<i<n,

1 < j < n. Asi, A es una matriz n X n cuyas componentes son las derivadas parciales primeras de la funcion
F en z la llamamos matriz Jacobiana y la denotamos por Jp(x).

Definicién 2.1.5 Diremos que una funcion G : Q C R™ — R™ tiene un punto fijo £ € Q CR"™ si G(§) = ¢&.
Definicién 2.1.6 Un conjunto Qg se dice que es convezo si Az + (1 — Ny € Qo para Va,y € Qo y A € [0,1].

Lema 2.1.1 ([70]) Supongamos que F : R™ — R™ es continuamente diferenciable en un conjunto convexo
Qo C R™ con funciones coordenadas f; : R — R, i = 1,2,...,n. Entonces, para cualesquiera x,y € (g, se
verifica:

F(y) - F(x) = / Tp(x + ty — 2))(y — z)dt.

Definicién 2.1.7 Se dice que una aplicacion G : Q@ C R™ — R" es una contraccion sobre un conjunto g C
si existe un escalar 0 < L < 1 tal que ||G(z) — G(y)|| < L||x — y|| para todo x,y € Qo. La constante L recibe
el nombre de constante de Lipschitz de G.

El siguiente resultado establece no solo las condiciones bajo las cuales el método iterativo (2.12) es convergente
sino también de la unicidad del punto fijo.
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Teorema 2.1.7 ([70]). Sea G : Q C R™ — R™ una contraccion sobre un conjunto cerrado Qo C Q tal que
G(Q0) C Qo. Entonces, podemos afirmar que G tiene un inico punto fijo & € Q. Por otro lado, para cualquier

() € Qy, la sucesion {x*)} definida por (2.12) converge a . Ademds el error cometido en la k-ésima iteracion
L Lk
— LHﬂc(k) — 2 V|| y ademds, ||z —¢|| < - LHx(l) — 20|

donde L es la misma constante de Lipschitz de G.

estd acotado por la desigualdad ||z®) — ¢|| <

Demostracion: Sea (%) un vector arbitrario en Qg y {z(*)} la secuencia generada por (2.12). Como, por
hipétesis, G(€) C Qp, la sucesion de iterados {x(k)}nzo C Qg esta bien definida y se encuentra en €. Por la
Definicién 2.1.7,

[+ —2®|| = [|G™W) - G* V)| < Ll]a®™ —2® V|| para k> 1. (2.15)

Aplicando sucesivamente (2.15) obtenemos

p
||x(k+P) ,x(k)H < Z pE+) _ (ki 1)|| (2.16)
i=1
= |z®FD — 20| 4 ||aBF+2D) — gD 4o || RHR) — g1
< |a® Y — 20| 4 L||a® D) — 2 ®)|| 4 ... 4 L]|zFTPD — gpktr=2))
= (1 +L+L2+...+LP—1)||x(k+1)_x(k)H
1
= ﬁﬂl’(kﬂ (k)H
Lk:
< 1_LH$(1)*$(0)||
Lk

Ademas, cuando p — oo se verifica ||z(F) — ¢|| < 11 |z — 2|, A partir (2.16) se deduce que la sucesién

de iterados {x(k)}nzo es una sucesion de Cauchy en el conjunto cerrado ¢ C R™, con respecto a cualquier
norma, y por lo tanto tiene un limite £ en Qg: kh’m +®) = ¢. Ademas, por la continuidad de G
—00

€= Ga™)| = ¢ =" +GEW) -G (2.17)
€ — 2] 4+ |Gz ™)) — G(9)]]
¢ — 2®+D]| + L|jz®) — ¢]|.

INIA

por lo que ||¢€ — G (2®)|| = 0 cuando k — oco. Asi, ya que G es continua, es decir, ¢ es punto fijo de G. Ademas,
el limite es tnico, ya que si hay dos puntos fijos & # & en Qq, entonces ||& — &|| = ||G(&) — G(&)]] <
L||&1 — &) < 1€ = &2]|, con lo que queda probada la unicidad. O

Teorema 2.1.8 S5t G :  C R — R" es una contraccion sobre un espacio cerrado 0 C R™, el método de
punto fijo converge hacia una solucion de F(x) = 0.

Demostracion: Aplicando el Teorema 2.1.7, existe un tnico punto fijo £ € €2 tal que es solucién del sistema
de ecuaciones x = G(z). Por otra parte, al ser G contractiva, converge a §. Ademaés, al ser la ecuacion vectorial
x = G(z) equivalente a F'(z) = 0, es evidente que £ es solucion de la ecuacion F(z) = 0. O

Observaciones:

(1) Si la funciéon G es diferenciable, utilizando el teorema de valor medio, se obtiene n = sup ||Jg(z)||, siendo
z€Q
[|- || la norma matricial subordinada a la norma vectorial que se utiliza en el Teorema 2.1.7.

(2) Si G es una contraccion de constante L, designando por £ a su punto fijo, se tiene que:
2 — g = [|G(z™) = G| < Lila™ ]|

por lo que el método presenta al menos convergencia lineal.
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16 2.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

/abG(t)dt

Demostracion: Puesto que cualquier norma es una funcion continua en R™, ambas integrales existen y para
cualquier € > 0 existe una particion a < to < t; < --- < t, < b de [a, b] tal que

Lema 2.1.2 Supongamos que G : [a,b] C R — R"™ es continua. Entonces,

b
< / G (2)]|dt.

<e€

/b Gt~ G — ti)
a i=1

y
b n
[ Gt = Y lGw)e )| < e
a i=1
Asi,
b n
| / Gtydt|| < | Gt:)(ti —tia)|| +€
@ i=1
n b
< DI~ o) +e< [ Gt + 2
i=1 a
y, como € es arbitrario, queda probada la tesis del Lema. ([l

Teorema 2.1.9 Sean las funciones G(x) y Jg(x) continuas en el dominio Q0 (convexo, acotado y cerrado),
cumpliéndose la desigualdad

" .
9g* ()
J = ma a <L<l1
l/e(2)l] = méx Zeﬁlxn};‘ oz; <
donde L es una constante. Si las aprozimaciones sucesivas x*) = G(z*=1), donde k = 1,2,... estin con-

tenidas en §Q, el proceso iterativo converge y el vector limite £ = lim %) es la tinica solucion del sistema
k—o0

x = G(zx) en el dominio Q.

1
Demostracion: Aplicando el Lema 2.1.1, podemos escribir G(y) — G(z) = / Jo(w)(y — x)dt, donde Jg(w)
0

es la matriz jacobiana de G evaluada en w = z — t(y — x). Por lo tanto, por ser G continua

16) - Gl =| [ ot =it < sup el Iyl < eIyl (215)

la jacobiana esta acotada por hipotesis por lo que
IG(y) —G@)I| < Llly—=||, 0<L<1L (2.19)
lo que demuestra que G es una contracciéon y, aplicando el Teorema 2.1.8, se completa la demostracion. ]

De manera analoga que al caso unidimensional, buscamos métodos de orden de convergencia al menos dos,
lo que nos lleva a buscar una nueva forma de aproximar €. Si denotamos por e, = & — 2*) y hacemos uso
del desarrollo de Taylor hasta orden uno obtenemos que: 0 = F(¢) ~ F(z®)) + ex Jp(x*)) con Jp(z®)) no
singular, de donde e; ~ ¢ — 2% = — [Jp(x(’“))]fl F(z®) y, por tanto, & ~ z(*) — [Jp(x(k))]fl F(z®). Bsta
aproximacion es la que utilizaremos para definir el nuevo iterado, es decir,

-1
L) (k) [JF(a?(k))} F(z®), (2.20)
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2. CONCEPTOS PREVIOS 17

que es la expresion iterativa del método de Newton. Es sencillo mostrar que el método de Newton se puede
considerar como un método de punto fijo
-1

a1 — (k) _ {JF(x(m)] F(z®) = G(z®).

De la expresién (2.20) podemos deducir la siguiente interpretacion geométrica: cada componente f; de F' puede
aproximarse por f;(x) ~ f;(z®) + f/(2®))(x — 2*)), expresion que describe el hiperplano tangente de f; en
z®) y por tanto estamos considerando el iterado z(*t1) como la interseccion de los n hiperplanos definidos por
las componentes de F' con el hiperplano x = 0.

Respecto a la convergencia local del método de Newton, Ortega [70] establece los siguientes resultados previos
al teorema de convergencia local del método de Newton.

Lema 2.1.3 (Banach) Sea A una matriz no singular. Supongamos que B es una matriz tal que || A=1||||B|| < 1.
Entonces, A+ B es no singular, y

Afl
A+ B) ) < — A7

< 0 (2.21)
1—[[A=H][[B]]

Demostracién: A+ B = A(I + A™'B), pero || — A7'B|| < ||A7Y]||B]| < 1. Por lo tanto, p(—=A~!'B) < 1,
asi que aplicando el Lema de Neumann (I + A~!B) es no singular, de lo cual sigue que A + B es no singular.

Ademas,
1

—1p\—1(| _ -1 —-113)2 B
(I +A7'B)™Y| = 1+[|A7'B|| + (A" B)?|| + T ATE]

Como (A+ B)™! = (I + A~1B)7!, se sigue que:

A_1H
A+ B) ! g—” .
A+ B = Ty

O

Teorema 2.1.10 ([71]) Supongamos que F : Q@ C R™ — R"™ es F-diferenciable en & € Q tal que F(§) = 0. Sea
A: Qo C Q— LR™) una aplicacion definida en el entorno abierto Qg de &, continua en & y con imagen en
el conjunto de matrices reales de orden n. Supongamos, ademds, que A(§) es no singular. Entonces, existe la
bola cerrada Q* ={x € Qo / ||z — &|| <} C Qo, § > 0 sobre la cual la aplicacion G : Q* — R™,

G(z)=x— A" a)F(x)
estd bien definida en un entorno de & y es diferenciable en £, verificandose:

Ja(€) =1 — (A" Jr(8).

Demostracién: Demostraremos en primer lugar que A(z) es no singular en Q*: sea 8 = ||A71(¢)|| y sea e > 0

1
tal que 0 < € < —. Por continuidad de A en ¢ existe un § > 0 tal que

2
|A(z) — A(§)l| <€ (2.22)

donde z € Q*. Asi, el Lema de Banach 2.1.3 nos asegura que A(z) es no singular y ademaés

—1 B
4@ < 125

<28 paratodo xze€QF, (2.23)

por lo que G esta bien definida en Q*.

A continuacion, por ser F' diferenciable en &, podemos suponer que d es suficientemente pequefio para que se
verifique
|F(z) = F(§) = Jr(§)(z = Ol <ellz - ¢]|| para toda =z € Q. (2.24)
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18 2.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

Obviamente, £ = G(§) y aplicando (2.22) y (2.24),

1G(2) = G(&) = (I — A(§) " Tr(€)) (= — &)

1AE) T Ir(€)(x — &) — Alx) ' F(2))]]

< A@) T F(2) = F(&) = Tp(©)(z — ]| + [|A7 (2)(A(€) — A(2))A&) " Tr (&) (@ — O
< (282 + 2% TF (9Dl — ]|

para todo z € Q*. Como ¢ es arbitrario y tanto ||Jp(€)|| como S son constantes se demuestra que G es
diferenciable en £ y por lo tanto se cumple

Ja(€) =1 —A) " Jr(8).
O

Teorema 2.1.11 (Ostrowski) Supongamos que G : Q C R™ — R"™ es F-diferenciable en el punto fijo & en el
interior de Q y que p(Jg(€)) = o < 1. Entonces, € es punto de atraccion de z®) = G(z*=D), k=1,2,....

Demostracién: Sea ¢ > 0. Entonces, existe una norma en R” tal que ||Jg(£)|| < o + ¢. Ademas, por ser G
F-diferenciable, existe un ¢ > 0 tal que si Q* = {z : ||z — ¢|| < 0}, entonces

|G(z) = G(&) — Ja(&)(z = O < e[|z —¢]|
cuando x € Q*. Asi, para todo x € Q*,
|G(z) = G| < [|G(z) = G(&) = Ja(&)(x = | + [[Ja(E)(z = I < (o + 2¢)[|z — &]|.

Como ¢ < 1, podemos suponer que € > 0 es elegido de manera que L = o 4 2¢ < 1. Asi, si (%) € Q*, se sigue
de la desigualdad anterior que:

120 =&l = |G = Gl < L|l=" —¢]].
Por tanto, z(") € Q* y por induccion se puede afirmar que todos los iterados z*) € O* y ademas, que
le® — ¢l < Llja® D —¢]| < - < M@ — ¢
de donde se deduce que z*) — ¢ cuando k — . O
Observacion: Un caso especial, en el que p(Jg(§)) = 0, es cuando A(z) = Jr(z). Esto corresponde a la iteracion

) = g0 — [Jp(2®)]) " F(2®) para k = 0,1,... que es el método de Newton.

Teorema 2.1.12 Supongamos que F : Q C R" — R" es F-diferenciable en el entorno abierto 2y C § del
punto £ € Qo para que F(§) = 0. Ademds, supongamos que Jp(x) es continua en & y que Jp(§) es no singular.
Entonces, £ es un punto de atraccion del método de Newton (2.20).

Demostraciéon: Segin Teorema 2.1.11, con A(x) = Jp(z) para * € QF, concluimos que G(z) = x —
[Jr ()] 1F(z) estd bien definida en alguna bola Q*(&,8) C Qq, 6 > 0. Ademas, p(Jg(€)) = o = 0. Entonces, ¢
es punto de atraccion del método de Newton (2.20). O

Lema 2.1.4 Supongamos que F : Q C R — R™ es F-diferenciable en el conjunto convexo Qy C Q y supong-
amos que existe una constante o > 0, tal que Jp(z) satisface

[|Jp(u) — Jrp(v)|| < allu—v|| para todo wu,v € .

Entonces, para cualesquiera x,y € Qg

1F(y) — F(z) = Je(x)(y — )] < %Hx*yll?
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2. CONCEPTOS PREVIOS 19

Demostracion: Aplicando el Lema 2.1.1 tenemos que:
F(y) — F(z) = /01 Jr(z+ty —2))(y — x)dt,
entonces, dado que Jr(x)(y — ) es constante respecto a la variable de la integracion,
Fy) = F(z) = Jr(z)(y — x) = /Ol(JF(x +tly —2)) — Jr(x))(y — x)dt.
Tomando normas a ambos lados y aplicando el Lema 2.1.2

1F(y) = F(@) - Je(@)y—a)l| = | / <Jp<x+t<y—x>>—JF<x>><y—x>dtH

IN

/0 (T + by — 2)) — Jo(@))(y — )||dt

IN

1
/0 (Jr(z +t(y — ) = Jr(2)l|dt||(y — 2)|].

Aplicando la desigualdad de las hipétesis e integrando obtenemos:

1PG) = F(@) = ety =)l < [ ally=slidtlity =)l < oo — P

con lo que queda demostrado el lema. O

Teorema 2.1.13 (Convergencia local del método de Newton) Supongamos que las hipdtesis del Teorema 2.1.12
se satisfacen. Entonces,

e g
klggo B 0. (2.25)
Ademds, si Jp(x) es Lipschitz
| Tr () = Jr(OI] < allz —£]], (2.26)

para todo x en algun entorno de £, entonces, existe una constante c positiva tal que
|a® D —g|| < ez — ¢, (2:27)

para todo k > ko, donde ko depende de la eleccion de xg.

Demostracion: Como el método de Newton es un método de punto fijo, aplicando el Teorema 2.1.10 su
funcion de iteracion G(x) = z — [Jr(x)] "1 F(z) esta bien definida en algiin entorno de £. G es diferenciable en
¢ tal que Jp(&) =1 — Jp(€)"1Jr(€) = 0. Asi, por el Teorema 2.1.11, £ es punto de atraccién de G. Entonces,
para z(*) en la bola de atraccion, *+t1) = G(z(®)) implica

1G™) - G(&) — Ja(&) ™ — 9]

o T2 —¢]]

_ oy N6EM) = G — (= [Tr(©)] Tr(©) @™ — 9]
= o™ —¢|

o IGE™) — G

T BT e g

_ oy Y = —0

koo [[a®) — ]

con lo que se demuestra (2.25). Supongamos que se verifica (2.26) para todo x en el entorno de £. Por un
argumento anélogo a la demostracién del Lema 2.1.4:

|F(2) = F(§) = Jr(§)(z = ) < %allfﬂ—fl\? (2.28)
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20 2.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

En consecuencia,

Izt — ¢l = [|G™) ¢ = [|a® = [Jp@@*) T F(a®) — ¢
< NTp@E@®)THE@EW) — F(©) = Tr(€) (™ — ]|
+ NIp@E™)] [ Tr@®) — Jp)] (@™ - )|
< ||[Jp<x<’€>)r1||(§+a>||<x<k>f£)||2
< 2ﬁ(§+a>\|<x<’“>f5>2\|:c||<x<’€>f§>|\2

a partir de (2.26) y (2.28) y del Teorema 2.1.10 que nos permite afirmar que [Jr(z(*))]~! < 23. Por lo tanto
siempre que, para una estimacion inicial dada z(9) se elija un ko tal que 2*) permanezca en el entorno de &
definido por ¢ = 35« para todo k > k. (]

En el estudio de la convergencia de los diferentes métodos utilizamos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.14 ([81]) Sea G(x) una funcion de punto fijo continuamente diferenciable hasta orden p. El
método iterativo ¥t = G(z(*)) es de orden p si

i) G(§) =&

9™ g, (€)
i =0, tod I<k<p-1, 1<ié, 1,0k <1
i) B, 005, - Oz, para todo 1<k <p i ik <n

oW g;(€)

8.1‘.]‘16.%]‘2 e al‘jp

iii)

#0, al menos para un valor de 4,j1,...,jp € {1,...,n}

donde g;, i =1,2,...,n, son las funciones coordenadas de G.

Como el objetivo principal de la memoria es el desarrollo de métodos iterativos efectivos de orden alto, las
demostraciones del orden de convergencia utilizando el Teorema 2.1.14 son tediosas. Combinamos esta técnica
con el desarrollo en serie de Taylor en varias variables. A continuacién, introducimos la notacion necesaria para
estas demostraciones.

Sea F': Q C R™ — R" suficientemente diferenciable en 2. La ¢g-ésima derivada de F en u € R", ¢ > 1, es la
funcion g-lineal F(@(u) : R™ x --- x R™ — R™ tal que F'@ (u)(vy,...,v,) € R™ Es facil observar que

L. FOw)(vy,...,v41,") € L(R™).

2. F(q)(u)(vg(l), e Ua(q)) = F@(u)(vy,... ,Vq), Para toda permutacién o de {1,2,...,q}.

Partiendo de las propiedades anteriores podemos introducir la siguiente notacién:

(a) FD(u)(vy,...,vy) = FD(u)v; ... v,
(b) F(@) (u)vq—lp(p)vp = F(q@) (U)F(p)vqﬂ)—l_

Por otro lado, para £ + h € R™ acotado en un entorno de la solucién & de F(xz) = 0, podemos aplicar la
expansion de Taylor y suponiendo que la matriz jacobiana Jr(§) sea no singular, tenemos

p—1

h+)  Cyh?

q=2

F(€+h) = Jp(€) + O [h?], (2.29)

donde C; = l' [J(€)] " F@(€), ¢ > 2. Observamos que Cyhd € R™ ya que F(@(¢) € L(R™ x --- x R",R"™) y
q!
[J2()]" € £(R™). Ademés, podemos expresar Jp (€ + h) como:

p—1

I+ Z qC,htt

q=2

Je(E+h) = Jp(€) + O [n?], (2.30)
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donde I es la matriz identidad. Por lo tanto, ¢qC,h?~1 € L (R™).

Denotamos por e, = z(*) — ¢ al error en la iteraciéon k-ésima y la ecuacion del error puede expresarse como
ext1 = Lel+0 |e [ p'H] donde L es la funcién p-lineal L € £ (R™ x --- x R™,R™), y p es el orden de convergencia
del método.

Con el fin de comparar los distintos métodos, consideramos el orden de convergencia, p, y el indice de eficiencia,
I, tal como fueron definidos en secciéon anterior. Ademés, utilizamos IC = p'/(4+°P)  que llamamos indice
de eficiencia computacional, donde op es el numero de operaciones - productos y cocientes, - por iteracion.
Observamos que cada iteracién del método de Newton se reduce al célculo del vector h = z(*+t1) — z(k)
correspondiente y éste no es mas que la soluciéon del sistema de ecuaciones lineales: Jp(z®))h + F(z(®)) = 0.
Recordamos que el niimero de productos y cocientes que necesitamos para resolver un sistema lineal, mediante

S 1 . .
la eliminaciéon de Gauss, es §n3 +n? — 3" donde n es el tamafio del sistema.

2.2. Integracién numérica

Los métodos numéricos de integracion se basan en la interpretacion de la integral definida como medida del area
entre la curva que define la funcion, el eje de absisa y las iméagenes de los extremos del 1nterva10 por la funcion.

Numéricamente, aproximaremos la integral [ = / f(z)dx mediante una suma ponderada Zal f(z;) de los

=0
valores de la funcion en ciertos puntos x; donde i = 0,1,2,...,n del intervalo de integraciéon [a,b] llamados

nodos. La formula resultante

b n
I= [ f@)z =3 (@) + Eaf@) (2.31)
a 1=0

recibe el nombre de férmula de cuadratura y los coeficientes de dicha férmula a; llamados pesos son tales que

ag+a; +as + -+ a, = b— a. El problema clasico consiste en elegir los nodos z; y los coeficientes a; de
n

manera que el error de integracion E,(f(x)) = I — Zaif(xi) sea lo mas pequeno posible. Una manera de
i=0

medir el error es mediante el grado de precisién, que es el mayor nimero natural p € N tal que E,(z*) = 0,

k=1,2,...,ppero E,(z*t1) # 0. De este modo si una formula tiene grado de precision p, todos los polinomios

—a
el error es de

de grado maximo p son integrados exactamente. En el caso de nodos equiespaciadas, h =
orden m cuando E,(f(z)) = O(h™).

2.2.1. Cuadratura de Newton-Cotes

Seleccionemos un conjunto de nodos equidistantes y evaluemos sobre ellos la funcién integrando. Si aplicamos
la interpolacién de Lagrange, entonces, el polinomio de interpolacién es:

Po(z) = f(wo)Lo(x) + f(x1)L1(x) + - + f(zn)Ln(x),
()

donde los polinomios de Lagrange L;(z), i = 0,1,...,n pueden expresarse de la forma: L;(x) = W
x — x3)2 (25

y z2(x) = (x — zo)(x — x1) ... (x — x,). Ademaés,

n b
/ dx—Z/ flx)Li( dx—gf(xi)/aLi(x)dx:Zaif(mi),

b

donde los coeficientes a; = / L;(z)dz, i = 0,1,...,n no dependen de la funcién sino s6lo del dominio

de integracion. El error de las formulas de cuadraturas asi definidas viene dado por E(f) = /
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22 2.2. Integracién numeérica

;) fFV(¢)dz. De este modo se obtienen las formulas de Newton-Cotes abiertas y cerradas. La formula cerrada
de (n + 1) puntos de Newton-Cotes incluye los extremos del intervalo cerrado [a, b] como nodos: x; = x¢ + ih,

—a
parai=0,1,...,n, donde xg = a, x, = by h = ——. A continuacioén, en la Tabla 2.1 se incluyen algunas de

n
las formulas cerradas de Newton-Cotes més conocidas.

Tabla 2.1: Formulas cerradas comunes de Newton-Cotes

’ Método ‘ Férmula
. o h
n=1: regla del trapecio / f(z)dx = §[f(x0) + f(z1)]
. i h
n=2: regla de Simpson / f(z)dx = g[f(xo) +4f(x1) + f(z2)]

n=3: regla de 3/8 de Simpson /xd f(z)dx = %[f(mo) +3f(x1) +3f(x2) + f(x3)]

En las formulas abiertas de Newton-Cotes, los nodos: z; = g + (i + 1)h se usan para cada i = 0,1,...,n,

b—a
donde zg = a+hy h = oS Esto implica que x,, = b — h, por lo cual denotamos los extremos por
n

Z_1 =ay Tnpy1 = b. Las formulas abiertas enplean unicamente los nodos dentro del intervalo abierto (a,b). A
continuacion, en la Tabla 2.2 se incluyen algunas de las formulas abiertas de Newton-Cotes mas comunes.

Tabla 2.2: Formulas abiertas comunes de Newton-Cotes

Método | Formula

1
n=0: regla de punto medio / f(@)dx = 2h f(xo)
T_1

i | swis = i) + 1o

- | rwyin = S RsG0) - fa) +24(2)

2.2.2. Cuadratura gaussiana

Seleccionamos un conjunto de nodos 71,73, ..., T, en intervalo [a,b] de manera 6ptima. Estos nodos, junto con
sus coeficientes wy,wo, . . ., wn,, se eligen para reducir en lo posible el error cometido al efectuar la aproximacion

b n
/ f(@)dx ~ sz’f(ﬂ')- Sea P(x) el polinomio que interpola los puntos (7, f(7;)), i = 1,2, ...,n, se tiene que
a i=1

Universitat Politécnica de Valéncia



2. CONCEPTOS PREVIOS 23

el error
()

n!

b
B, (f(x)) = / ((z) - P(x))de = / () g, (2.32)

donde z,(z) = (z — z1)(x — z3) -+ (x — x,) es el polinomio fundamental de interpolacion. Si f(x) es un
polinomio de grado menor o igual que n — 1, entonces el error (2.32) sera cero por utilizar n nodos y, por lo
tanto, el grado de precisién serd n — 1, por lo menos. El objetivo es calcular los puntos 7; de tal manera que
el error (2.32) se anule cuando f(z) es un polinomio de grado n 4+ p con p = 0,1,...,¢ con t lo mas grande
posible. Si derivamos un polinomio de grado n 4+ p n veces, se obtiene un polinomio de grado p, entonces la
condicion necesaria y suficiente de que el error (2.32) se anule para todos los polinomios de grado n + p es

b
/ zZn(x)aPde =0, p=0,1,...,t.

Teorema 2.2.1 La condicidn necesaria y suficiente para que la formula de integracion

b n
[ f@de =Y wis(r)

tenga grado mdzximo de precision igual a 2n-1 es que los nodos 7;, 1 = 1,2,...,n, sean los ceros del polinomio
ortogonal en [a,b] de grado n, z(x). En este caso la expresion del error es

b r(n)
B.G@) = [

Los coeficientes w; se determinan una vez que se haya definido la familia de polinomios ortogonales y calculado
los nodos 7;, i = 1,2,...,n. Facilmente se puede demostrar que estos coeficientes son positivos.

La forma estdndar de la cuadratura de Gauss viene dada por:

/abf(x)da:: b;a/l / <<b_a)n2+ (Ha))d” :g‘:wiw—a)n; <b+“>>

-1

Por lo tanto, sélo tenemos que considerar el intervalo [—1, 1], ya que si w; y 7;, 0 < i < n, son los pesos y nodos
en [—1,1], entonces w; y ((b—a)m; + (b+a))/2, 0 < i < m son pesos y nodos de [a, b].

En el Tabla 2.3 se presentan los nodos y los pesos de los polinomios ortogonales correspondientes a la cuadratura
gaussiana que se han usado en el los capitulos 3, 4 y 5 de esta memoria.

2.3. Problemas de valor inicial

Las ecuaciones diferenciales aparecen en la mayor parte de los problemas de las ciencias y la ingenieria mod-
elando los fenémenos que estudiamos. Estos modelos pueden ser muy sencillos (una sola ecuacion diferencial
para una funcién desconocida) o mas complejos formando sistemas de ecuaciones diferenciales. La mayoria de
las ecuaciones diferenciales de importancia practica no se pueden resolver mediante métodos analiticos. En
estos casos los métodos numéricos son la tnica alternativa posible para su resolucion.

La ecuacion F(z,y,y/, ..., y(")) = 0 se llama ecuacién diferencial ordinaria de orden n, si F' esta definida y es
continua en alguna region de 2 € R"*2, (n > 1) y, en todo caso, dependera de la derivada n-ésima de y. Su
solucion es cualquier funcion y(z) que satisfaga esta ecuacion para todo z en un intervalo finito o infinito. La
ecuacion diferencial puede ser presentada en la forma

y(n) = f(x7yay,7 "'7y(n71))' (233)

Una solucion de (2.33) en el intervalo I = [a,b] es una funcién y(z) tal que
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24 2.3. Problemas de valor inicial

Tabla 2.3: Nodos y pesos de algunos polinomios ortogonales

‘ Polinomio ‘ n | Nodos, 7; ‘ Pesos, w;
Tschebychev | 1 | 71 =0 w1 =T
_ _ 2 _ V2 _ _
=%, T =Y Wi =wy =5
_ 3 _ _ V3 _ _ _
T1——%;7'2—0;7'3—% w1—w2—w5—§
Legendre 1| 7=0 w1 =2
3 3
7’1:7%,7'2:% wlszJg—l
_ _ V3 _ _ V3 _ . _5 _ 8
7'1——7,7'2—0,7'3—7 W1 =Ww3 =g, W2 =74
Lobatto 1| n7=0 w; =2
2 7'12—1,7'2:1 CU1=LU2=1
3 7'12—1,7'220,7'3:1 wlzw;),:%, OJQ:%
Radau 1|7 =-1 wy =2
2 | n=-1,1=1 wy =05, wp =15
_ _1-6 _ 1+V6 _ 2 _ 16+v6 _ 16—6
Tl__]-aTZ_ 5 , T3 = 5 w1_§7w2_ 18 , W3 = 18

1. y(z) € C™[a,b],
2. (z,y(z),...,y" V(zx)) € Dom(f), paratodo =€ I,

3.y (z) = flz,y,v, ...,y ), paratodo z€l.

Habitualmente estas ecuaciones diferenciales estan acompanadas por condiciones adicionales que especifican el
estado del sistema que se estudia en un tiempo o posicion inicial. Esto se conoce como la condicién inicial y
junto con la ecuacion diferencial forman el llamado problema de valor inicial o problema de Cauchy.

Cualquier ecuacion de tipo (2.33) se puede reducir a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
equivalente.

2.3.1. Conceptos basicos

Resolver un problema de valor inicial (PVI 6 el problema de Cauchy) consiste en encontrar una solucién de
uaa ecuacion diferencial que satisfaga ciertas condiciones iniciales en el extremo inicial del intervalo donde esta
definida la variable independiente.

Maés concretamente, siendo I un intervalo de R de la forma [a,b] y siendo f una funcién continua definida en
I x R™ y con valores en R™ puede considerarse el problema siguiente:

Hallar una funcién continua y diferenciable y(x) definida en I y con valores en R™ verificando:

y'(z) = f(z, y(x)) paratodo =z €I (2.34)
yla) = yo€R.
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Si denotamos por f; : I x R — R a las funciones coordenadas de f, resolver el PVI (2.34) implica encontrar

n funciones y;(x), ¢ = 1,...,n definidas en [a, b] tales que:
yi(e) = f(x, (@), yn(@)) 1<i<n, a<az<bh (2.35)
vi(a) = yo,-

La solucién de este tipo de problemas, formalmente, estarid dada por:

D=+ [ " F(s.y(s))ds. (2.36)

Para resolver el problema (2.34) numéricamente serd necesario comprobar previamente si hay soluciéon y si
ésta es unica. Para ello es conveniente recordar el teorema de existencia y unicidad del problema de valor
inicial de una ecuaciéon diferencial ordinaria de primer orden. Como se sabe, hay distintos resultados en los
que se definen las condiciones suficientes para la existencia de solucién tnica. En ellos se van debilitando las
condiciones impuestas a la funcion f(z,y(z)).

Teorema 2.3.1 (/80])(Ezistencia local y unicidad) Si existe un nimero positivo v tal que fi, fa,..., fn son
continuas y tienen derivadas parciales primeras continuas con respecto a las componentes y1,ya, ..., Y, de y,
para

e —al <7v, |y1—vo1l <7 |v2—vo2l <7 --oy |Yn —¥onl <7, (2.37)

entonces existe 1) > 0 tal que el sistema (2.34) tiene solucion unica para |z — a| < 1.

Definicion 2.3.1 Se dice que f satisface la condicion de Lipschitz en y siempre que
f(zy) = f@, 9] < Llly — v, (2.38)

donde L es la constante de Lipschitz independiente de x,y e y*.
Si se debilita la condicién de que la derivada parcial de f respecto de y sea continua en el dominio y se exige
que se satisfaga la condicion de Lipschitz para la variable y: || f (2, y1) — f (2, y2)|| < L||y1 —y2|| en los puntos del
dominio, se consigue una versiéon mas fuerte del teorema, que recibe el nombre de teorema de Picard-Lindeloff.
Teorema 2.3.2 (/14]) Sea f(x,y) = (fi(z,y),..., fol2,y))T una funcion vectorial continua definida en

S =A{(z,y)|z € [a,b] C R,y € R, ||y|| < oo}. (2.39)
Si f satisface la condicion de Lipschitz en y, entonces, (2.34) tiene solucion inica para x € [a,b).

Nota: Notamos que si f es Lipschitz con respecto a una norma en R", entonces, por la equivalencia de las
normas vectoriales, es Lipschitz con respecto a cualquier otra norma en R” pero con otra constante de Lipschitz.
ofi
Byj

valor medio sobre cada componente

fiey) — filwy) = 30 2T (e

Ademas, si cada

,1<i<n,1<j<nescontinuay acotada en S, entonces, la aplicacién del teorema de

para algunos puntos ¢; € R™ en el segmento de linéa en R™ entre y y y*. Al permitir que

ofi
L= mix mix Y | Hi0) ’
J=1 Yi
el teorema de valor medio multivariable da la condicion (2.38) para || || = || ||co-
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26 2.3. Problemas de valor inicial

En esta seccién nos concentramos en la solucion numérica de (2.34), es decir, vamos a buscar aproximaciones a
y(x), en un conjunto de puntos discreto xg, z1,...,2zy € [a,b], donde N es un ntmero positivo. Aunque en la
practica los x no necesitan ser equidistantes, vamos a suponer aqui que lo son para simplificar la presentaciéon

—a
del analisis tedrico. Con ese supuesto, definimos el tamano del paso como: h = T Los nodos del esquema

numérico se definen como puntos equidistantes xy, = a+hk, 0 < k < N, es decir, zg = a,21 = a+h, - - ,zxy =b
y Zr+1—2k = h. Con el algoritmo numeérico se generan vectores yo, 41, - - , YN, que se aproximarin a la solucion
y(z) en cada uno de los nodos, es decir, yi, =~ y(xx).

Al resolver numéricamente una ecuacién diferencial aparecen varios tipos de errores. Si suponemos que la
condicion inicial y(z¢) = yo, o = a, es exacta, entonces eg = 0. Entonces, podemos clasificar los errores en:

1. Error de discretizacion local es el error que se comete en un solo paso cuando reemplazamos un proceso
infinito por uno finito, es inherente a cualquier algoritmo que podamos escoger y en gran medida es
independiente del error de redondeo.

ek+1 = Y(Trt1) — y(@r) — h®(wk, y(zk),h), 0<k <N -1 (2.40)

2. Error de redondeo local es el provocado por la limitada precision de los ordenadores y su magnitud
depende del ntmero de bits en la mantisa usando aritmética de coma flotante.

3. Error de discretizacion global define la diferencia entre la soluciéon exacta y la calculada con el método
en el punto correspondiente: es la acumulaciéon de los errores de discretizacion local, y esta asociado al
método y es independiente del ordenador.

er = y(x) —y(zy) para k =0,1,..., N. (2.41)

4. Error de redondeo global es la acumulacién de los errores de redondeo local.

5. Error total es la suma de los errores de truncamiento global y redondeo global.

Por simplicidad, se desarrollaran los métodos numéricos que configuren este tema en el caso de problemas
de valor inicial en los que interviene una tnica ecuacién diferencial ordinaria. La extension de los métodos
numéricos a problemas en los que intervenga un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es automatica y,
en cuanto a su anélisis, seran validos los teoremas y propiedades que se presenten con la precaucién de emplear
la métrica correspondiente en R™.

Podemos clasificar en general los métodos numéricos como métodos de un sélo paso cuando la determinacion
de yx41 involucra solamente un tnico valor de yy, es decir, (zo,y0) — (z1,¥1) — (22,92) ... y de multipaso
cuando para calcular cada paso se utilizan varios de los anteriores, es decir, (zo,yo), - - -, (Zi, ¥i) = (Tit1, Yit1)-
Por otra parte, un método puede ser explicito si para determinar yj; se utilizan valores anteriores de yy, por
ejemplo (un paso), yr+1 = yr + h®(zk, Y, h) e implicito si se utiliza el valor de la funcién yj41, por ejemplo
(un paso), yr+1 = Yk + h®(@k, Y, Yr+1, h).

2.3.2. Meétodos de un sélo paso

La caracteristica fundamental de todos estos métodos es que partiendo de la condicion inicial y(zp) = yo en
cada paso se considera un nuevo PVI:
r_

y(zr) = Yk
para k=0,1,2,... donde zy = xp_1 + h = zo + kh. Aproximamos y(zx+1) mediante
Yk+1 = Yk + h®(xk, yi, h), donde yo=1y(xo), k=0,1,.... (2.42)

La expresion (2.42) es la formula general de los métodos un paso que se diferencian entre si en la forma de
calcular ®(zy, yi, h)-
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d h) —
Puesto que por definicién # = lim M, el enfoque més simple y més evidente para la resolucion
X —
- . dy(r) )
de la ecuacion diferencial e f(z,y(x)) es aproximarla por
7

ylz +h) —y(x)
h

donde h es un tamano de paso muy pequeno pero no nulo.

~ f(z,y(x)), (2.43)

A partir del valor inicial dado y(zo) = yo, podemos usar (2.43) para la aproximacion de y en el instante x = h,
después en x = 2h, y asi sucesivamente. De este modo tenemos el método de aproximaciéon de Euler:
y(xo) = Yo,
y(ap+1) = ylar) +hf(zey(zr), k=01,....

Si y(z) es solucion exacta del problema (2.34) y aproximamos la integral en el lado derecho de la expresion
(2.36) por la regla de punto medio, se obtiene

y(l‘o) = Yo,

y(zps1) = ylak) +hf (wk + g,y(ﬂfk) + ;f(xmy(ﬂ«”k))) .

Definicién 2.3.2 : Un método de un solo paso (2.42) es consistente con la ecuacion diferencial y' = f(x,y)
si &(x,y,0) = f(z,y).

Definicién 2.3.3 : Decimos que un método de un solo paso (2.42) tiene orden de precision p si p es el mayor
entero para el que se verifica:

y(x + h) — [y(x) + h®(x,y, h)] = O(hPTH). (2.44)

Usando estas definiciones es facil de mostrar que los métodos de Euler y punto medio son consistentes y tienen
orden de precisiéon uno y dos, respectivamiente.

2.3.3. Meétodos de Taylor y Runge-Kutta

Supongamos que la soluciéon y(z) del problema de valor inicial (2.34) tiene (n 4 1) derivadas continuas. Si se
desarrolla la solucion y(z) en funcion del n-ésimo polinomio de Taylor alrededor de zj y la evaluamos en xj41
obtenemos

hn-i-l
(n+1)!

2 n

Vrien) =)+ 02+ o) oo ) 4 G (2.45)

para algun ( en (Tk, Trp41)-

La derivacion sucesiva de la soluciéon y(x) aplicando la regla de la cadena proporciona
y'(z) = flz,y()),
y'(z) = f'(z,y()),

y en general
y " (z) = fO D (2, y(2).
Al sustituir estos resultados en la expresion (2.45), obtenemos

Weken) = yla) +hfn o) + o () + o (2.46)
hn prt

T s ye) + T G ().
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28 2.3. Problemas de valor inicial

El método de la ecuacion en diferencias que surge de la expresion (2.46) es el método de Taylor de orden n y
se obtiene suprimiendo el término residual que contiene (k.

vo = (o). wlaken) = ylw) ot o S (). (247

Notamos que el método de Taylor de orden uno es el método de Euler. El error local de discretizacion en el
método de Euler es de orden 2, dado que ese es el orden del error en el polinomio de Taylor utilizado. Este
error es el que se comete al avanzar desde el valor real de la funcién en un punto al siguiente. El error de
discretizacion global, que es el cometido en toda la aproximacion de la funcién, es de orden 1 (siempre es una
unidad menos que el local).

El método de Taylor tiene la desventaja de requerir el céalculo y la evaluacion de las derivadas de f(z,y(x)).
Una caracteristica de los métodos de Runge-Kutta es que hacen uso de la funciéon f (cada evaluacion funcional
de f es una etapa) pero no de sus derivadas, lo que representa una gran ventaja respecto a los esquemas de
Taylor. Exponemos a continuacién el método de segundo orden de dos etapas:

Yo = y(xo), (2.48)
Y+l = Y@r) +hler Ky 4 caKs).

El primer término en los corchetes es siempre la pendiente al principio del intervalo, Ky = f(zg, yr) = ¥'(zk).
En cuanto al segundo,
Ky = f(zy, + M, yp + phKy), (2.49)

donde 0 < A < 1. Los parametros ci, co, A y p se fijan imponiendo que el algoritmo sea compatible con un
desarrollo de Taylor de orden 2, y se ha impuesto la forma phK; del segundo incremento para facilitar dicha
comparacion. Desarrollando Ko,

of (xk, df (x,
o+ Ao+ b o)) = Ko+ G HECI) ey 4 02),
resulta 5 o
Ykt1 = Yk + h(cr + c2) K1 + hPe f(j;’;’ Ye) ) 4 f(“(;’;’ ) e, |+ O(h3). (2.50)

Comparamos ahora esta tltima expresion con el desarrollo de Taylor de y(xk+1) = y(ag + h),
h2
y(xpr1) = y(xg) + hy' (vx) + ?y”(:pk) +....

Sustituyendo y(x) por su valor aproximado ¥y, y notando que

_ of (k, yk) T Of(xr, yx)

y”(ivk) o Ay f(xkv yk)
resulta 12 1o 5
Ybt1 ~ Yk + hf(zTr, yr) + 5 [ f(gg;; yk)A + f(g(;,;, yk)ﬂf(mkayk:):| . (2.51)

Comparando las expresiones (2.50) y (2.51), se llega al sistema ¢; + co = 1, coA = 1/2, copp = 1/2, que es
indeterminado. Dejando libre ¢g, resulta ¢ = 1 — ¢a, A = = 1/2¢5. Si ¢ = 1, lo que proporciona un método
particular Runge-Kutta, obtenemos ¢; =0y A = u = 1/2. En definitiva,

h h
Yet1 = Yk + hf (-Tk + 5 Yk + 2K1) :

1
: 2
y A = p = 1 obtenemos otro método de Runge-Kutta de orden dos conocido como método de Euler modificado
6 método de trapecio:

Este método de Runge-Kutta de orden dos se conoce como el método de punto medio. Si tomamos ¢; = ¢3 =

err = Ui+ o 1 (o () + 1 i i R,
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Otro caso interesante del método de Runge-Kutta de orden 2 es el método de Heun. Se define para los siguientes

1 3 2
co=—-, A=pu= 3" La expresion del método es:

valores de los parametros: ¢; = 7 1

h 2h 2h
Ykl =Ykt fxr, y(zr)) +3f (ffk + 5 Yk + 3K1>} ~

Cabe resaltar que el método de Heun es el método de dos etapas que minimiza el error de aproximacion de la
solucién al PVI. Por otra parte, un método de Runge-Kutta de tercer orden viene dado por

Ykt1 = Yj + hlcr K1 + co Ko + c3K3),

con
K1 = f(ogyk)
Ky = f(zg + M,y + phKy),
K3 = f(xk+>‘2h7yk+,u2K2+(>\27,u'2)hK1)

Los parametros, c1, c2, c3, A, i1, A2 y ue se calculan desarrollando K» y K3 en serie de Taylor de dos variables
hasta orden h?, e identificando los factores que multiplican a h, h% y h? con los correspondientes del desarrollo
de Taylor de una variable de y(xy + h). El sistema de ecuaciones asi obtenido es indeterminado, y sus distintas
soluciones corresponden a diferentes esquemas Runge-Kutta (ver [9]).

Los métodos de Runge-Kutta de cuarto orden conjugan bien la precisién con el esfuerzo de computacién. Uno
de ellos (el més conocido) es

h
Ykl = yk+g[K1+2Kz+2K3+K4],

Kl = f(‘rkvyk)a

h h
Ky, = f(iﬂk+§,yk+§K1),

h h
K; = f($k+§,yk+§K2),
Ky = f(zr+h,yp + hK3).

2.3.4. Meétodos multipaso

La idea de extender el método de Euler para permitir que la solucién aproximada en un punto dependa de los
valores de la solucién y de los valores de las derivadas en varios puntos anteriores fue propuesta originalmente
por Bashforth y Adams (1883). La teoria moderna de los métodos multipaso se desarroll6 en gran medida por
Dahlquist [26] en 1956, fue dada a conocer en los textos de Henrici [46] y [47] publicados en 1962 y 1963.

Los métodos de Adams son métodos multipaso y se pueden clasificar en dos grandes clases: los méto-
dos de Adams-Bashforth y los métodos de Adams-Moulton. Estos se pueden combinar para formar los
métodos predictor-corrector de Adams-Bashforth-Moulton. La idea fundamental del método de Adams-
Bashforth de n pasos es usar un polinomio de interpolacién de f(z,y(x)) que pasa por los n puntos:
(i, fxi,y(x)), (i1, f(@iz1,y(xiz1)), -+ o, (Timnat, f(@i—nt1, Y(Ti—nt1))- La idea fundamental del método de
Adams-Moulton de n pasos es usar un polinomio de interpolacion de f(x,y(z)) que pasa por los n+ 1 puntos:
(@ig1, f(@ir1, Y(@iv1))s (@, f(20),y(20))s (@im1, f(@im1,y(@io1))s -5 (Timnt1, [(@imnt1, Y(Tiong1))-

Los métodos de Adams-Bashforth de n pasos tienen la forma general
n
Yit1 = Yi + 5’12 o [ (@imjt1s Yijt1 (Timj41))s
j=1

tienen orden n y sus coeficientes se muestran en la Tabla 2.4.
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Tabla 2.4: Coeficientes del método de Adams-Bashforth de n pasos

(0] B [oa]os[oas]oas]
S I O O I
2f 231 ] | |
[3]1/12]23[-16 ] 5 |

|4 1/24 [ 55 [-59[37]-9 |

Los métodos de Adams-Moulton de n pasos tienen la forma general

n
Yiy1 = Yi + ph Z ;i f(Timji1s Yimjr1 (Timjt1)),
=0

son de orden n + 1 y sus coeficientes se muestran en la Tabla 2.5. En la préctica los métodos multipaso

Tabla 2.5: Coeficientes del método de Adams-Moulton de n pasos

(o] B [oo[on[o0p[os]
of + [t [ [ |
(L2 [t ] 1] [ |
[2f12[5[8] 1] |
[3[1/24[ 9 [19]-15] 1 |

implicitos (por ejemplo: el método de Adams-Moulton), no se puede usar directamente. Estos métodos sirven
para mejorar las aproximaciones obtenidas con los métodos explicitos. La combinacién de un método explicito
con un método implicito del mismo orden se denomina método predictor-corrector.

Método predictor-corrector de cuarto orden de Adams-Bashforth-Moulton:

1. La férmula predictora es la de Adams-Bashforth (explicito):

h
Yirr = Yi + 5 (55f (i, y(2i)) = 59f (zi-1, y(wi1)) + 37f (wi-2, y(2i-2)) = 9f (2i-2,y(2i-2))),
2. La formula correctora es la de Adams-Moulton (implicito):

Yit1 = Yi + %(9f($i+17y($i+1)) +19f (i, y(xi)) = 5f (Ti-1,y(xi-1)) + f(Ti-2, y(Ti-2)));

Nota: Para usar la féormula predictora se requiere que se conozcan los valores yg, y1, Y2, y3, para obtener y,.
Sabemos que yo es la condicién inicial dada y como el método de Adams-Bashforth-Moulton es de orden 4,
los valores y1, y2,y3 se suelen calcular con un método de igual orden, es decir de orden 4, como el método de
Runge Kutta de orden 4.
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Capitulo 3

METODOS ITERATIVOS PARA
ECUACIONES NO LINEALES BASADOS EN
LA CUADRATURA GAUSSIANA

3.1. Introduccion

Nuestro objetivo en esta parte de la memoria es encontrar un cero real de una funcién no lineal f : I CR — R,
es decir, una solucion real ¢ de la ecuacién no lineal

f(z)=0. (3.1)

Para ello, emplearemos métodos iterativos (véase Seccion 2.1.1) que utilizan evaluaciones funcionales de f y
su derivada primera f’. Es bien conocido que la ecuacién (3.1) se puede resolver iterativamente por medio
del método de punto fijo xxr1 = g(zk), £ = 0,1,2,..., donde g : R — R y xg es la estimacion inicial. El
mas conocido método de punto fijo es el método de clasico de Newton (véase (2.8)) que tiene convergencia
cuadratica en el entorno de una raiz simple bajo ciertas condiciones ([72]).

El método iterativo de Newton es un método de un solo paso y representa la referencia clasica para resolver
tales ecuaciones. En los ultimos anos diferentes investigadores han desarrollado nuevos métodos iterativos para
resolver la ecuacién (3.1) que mejoran, en cierta forma, la precision del método de Newton. Se han obtenido
algunas variantes del método con convergencia de tercer orden que no requieren el calculo de derivadas de
segundo orden como, por ejemplo, en los trabajos de Chun en [10] y de Kou en [57]. En otras clases de métodos
se usan distintas técnicas para aumentar el orden de convergencia. Algunas de ellas son: la descomposicion de
Adomian en [1], la perturbacién homotopia en [44] 6 el analisis de homotopia [10]. A partir de la identidad

@) = fa) + [ o (32

es facil obtener la expresion iterativa del método de Newton aproximando la integral por el valor del integrando
en xy. Esta idea ha sido empleada por diferentes autores para generar variantes del método de Newton.
Weerakoon y Fernando en [82], usando la regla trapezoidal para calcular la integral en (3.2), obtienen la
siguiente modificacién de método de Newton:

Tl = Tp — 2/(zx) :
" J'(@p) + f'(xr = flar)/ ' (2k))

Por otra parte, sobre la base de la regla de punto medio para el calculo de la integral en (3.2), Frontini y
Sormani en [38] y Ozban en [73] derivan la férmula iterativa

B f(zy)

[k = flar)/(2f (2x)
Homeier en [45] considerando el método de Newton sobre la funcion inversa, obtiene el esquema iterativo
f(xk) 1 + 1

2 [ (k) (e — fon)/f (2n)

31

(3.3)

Th41 = Tk (34)

Tht+1 = Tk — (35)
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La expresion (3.5) también ha sido derivada de forma independiente por Ozban en [73]. Kou, Li y Wang en
[57] obtienen un método con la siguiente formula iterativa:

[l + flan)/ F (2x)) = £ ()

T4+l = Tk — . (36)

f'(wk)

Cualquiera de los métodos (3.3) a (3.6) no exigen evaluaciéon de derivadas de orden superior a uno. Todos ellos
convergen cibicamente.

En [52], Jiang y Han construyen dos familias de metodos iterativos dependientes de un parametro baséndose
en la construcciéon geométrica de férmulas iterativas, donde los métodos de Euler, Tschebychev, Halley y Super
Halley son casos especiales.

Al estudiar un método iterativo es muy importante considerar dos aspectos: la velocidad de convergencia y el
coste computacional del mismo. Los métodos de un s6lo paso son muy eficaces, pero su convergencia es lenta y su
utilidad en procesos practicos se ve limitada. Los métodos que aceleran la convergencia intentan transformar
una sucesién que converge lentamente en otra que converja mas rapido. Una de las técnicas de aceleracion
conocidas es la composicion de dos métodos iterativos con érdenes de convergencia p; y po, respectivamente,
para obtener un método de orden pips, segun el teorema siguiente (véase [81]):

Teorema 3.1.1 Sean gi(x) y g2(x) dos funciones de punto fijo asociadas a la ecuacion no lineal f(x) = 0.
Sean los métodos iterativos xpr1 = g1(xk) y xre1 = g2(xx) de ordenes p1 y po, respectivamente. Entonces, el
orden de convergencia del método iterativo que corresponde a la funcion de punto fijo g(x) = g2(g1(x)) es p1ps.

Este procedimiento incrementa sustancialmente el nimero de evaluaciones funcionales por paso. Para mejo-
rar el indice de eficiencia del método compuesto, se introducen aproximaciones que reduzcan el nimero de
evaluaciones funcionales y mantengan el orden de convergencia tan alto como sea posible.

Numerosos trabajos usan esta técnica, obteniendo nuevos métodos, como por ejemplo en [66] Martinez et al.
componen la familia de métodos de tercer y cuarto orden obtenida por Kou et al. en [60] con el método de
Newton obteniendose una nueva familia de métodos con orden seis o siete.

Inicialmente, en este capitulo se desarrolla el conjunto de familias de métodos iterativos basado en la cuadratura
de Gauss. Dichos métodos iterativos son multipaso (6 predictor-corrector) habiéndose empleado como predictor
diferentes métodos, determinando el orden de convergencia para cada caso. La generalizacion de esta técnica,
a la que llamaremos pseudocomposicion, serd analizada en términos de convergencia y eficiencia.

3.2. Meétodo de Newton como predictor

En esta seccion se obtiene un conjunto de familias de variantes del método de Newton a partir de la cuadratura
de Gauss, y se demuestra que la convergencia es de orden tres (bajo ciertas condiciones impuestas a los
polinomios ortogonales que definen la familia de cuadratura gaussiana correspondiente) o cinco, dependiendo
del comportamiento en la solucién de la derivada segunda de la funcién que define la ecuacién no lineal.

3.2.1. Descripcién de los métodos

Sea f: I CR — R, una funcién suficientemente diferenciable y £ € I un cero simple de la ecuacién no lineal
f(x) = 0. Entonces, para x,y € I, f satisface

) -~ 1) = | o (3.7)

Una vez obtenida la k-ésima iteracion zy, sustituyéndola en (3.7) se obtiene:

1) = f (@) /f (3.8)
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Aproximamos la integral en (3.8) utilizando la cuadratura de Gauss:

n

/abf’(o:)div - b;aZWif, ((ba)T¢2+ (b+a)> ’

=1

donde w; son los pesos de la cuadratura de Gauss y 7; los nodos correspondientes, i = 1,...,n definidos en la
Seccion 2.2.2. Sustituimos ésta aproximacion en (3.8) y obtenemos:

S~ £ @)+ 57 ((mmmtlnd)

Tomando y = ¢,

f(6) =0zf(a:k)+'5_2x’“ ;wif’ <<5_$’9)Ti+(f+ﬂ?k))7

2
de donde
2
€ —ap—— f (k) 7
d(A+7)E+ (1 — 1)y
>_wif
; 2
i=1
y por lo tanto, una nueva aproximaciéon zyy; de £ viene dada por
2f (k)
Th+1 = Tk — — .
L+ ager + (1 — 7)ok
sz‘f 2

i=1

Con el fin de evitar el problema implicito que esta ecuacién supone predecimos el (k + 1)-ésimo iterado del
lado derecho de ésta ecuacién con el método de Newton y obtenemos la férmula de iteracién del conjunto de
familias de variantes del método de Newton que llamaremos Newton-Gauss (NeG)

2f (w)

. , (3.9)
Zwif/(m,k)

Tk41 = T —

donde
(T+71)z+ (1 — 1)k
MNik =
2
y
= 2 f(xk)'
[ (k)

Esta férmula iterativa es de la forma predictor-corrector, donde el predictor es el método clésico de Newton.
Usando las cuadraturas de Gauss-Tschebyshev, Gauss-Legendre, Gauss-Lobatto y Gauss-Radau se obtienen
cuatro subfamilias que llamamos Newton-Gauss-Tschebyshev (NeG-T), Newton-Gauss-Legendre (NeG-LD),
Newton-Gauss-Lobatto (NeG-LT), y Newton-Gauss-Radau (NeG-R), respectivamente.

Caso I: Cuadratura de Gauss-Tschebyshev. Usando un solo nodo (véase la Tabla 2.3) obtenemos la expresion
iterativa del método que denotaremos por NeG-T1:

2 f(x)
" )
Empleando dos y tres nodos obtenemos los métodos NeG-T2 y NeG-T3, cuyas féormulas iterativas son respec-
tivamente:

4 [ (ar)

Tk4+1 = Tk — — )
7T f/ ((2+4\/§) Tk + (2_4\/5) Zk:) + f/<(2_4\/§) Tk + (2+4\/§) Zk)

Tht1 = Tk — (3.10)

(3.11)
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6 [ (wk)

. (3.12)
™ f/ ((2+\[ + (2 \[) ) + fl (-’Ek'z'l‘zk) + f/ ((2_4\/§)xk + (2+4\/§)Zk)

Tk41 = Tk —

Caso II: Cuadratura de Gauss-Legendre. En este caso, tomando un solo nodo obtenemos la férmula iterativa
que denotaremos por NeG-LD1:

f (zx)
f/ (ﬁ"k-z‘rzk) ’
que es la misma férmula iterativa que se obtiene al aproximar la integral (3.8) usando la regla de punto medio

(véase la expresion (3.4) en la Seccion 3.1). Si usamos dos nodos, obtenemos la variante que denotamos por
NeG-LD2:

Te4+1 = Tk —

2f (zx)
LT+l = Tk — (313)
I ((3+6\/§)xk n (3—6\/5) Zk) +f’( (3-v3) . .+ (3+f) k)
En el caso del uso de tres nodos, la formula iterativa del método NeG-LD3 tendra la forma:
18f (x
Thtl = Tk — f (k) (3.14)

5f7 <(1+\2/375)$k N (1+\2/3/5)Zk> iy (ifk —24— Zk) ey ( ,/3/ 1+./3/ 5) >

Caso III: Cuadratura de Gauss-Lobatto. El proceso de obtencién de la férmula de iteracion es el mismo de los
casos anteriores. Para el caso de un solo nodo, la formula iterativa del método que denotaremos por NeG-LT1

sera:
o f ()
Tht1l = Tk f! (xk;Zk) )

que coincide con método NeG-LD1 6 el método de punto medio (3.4). En el caso de dos nodos, tenemos la
féormula iterativa NeG-LT2 que es el método de trapecios (3.3):

2f (zx)
[ (@g) + f (2x)

Tk4+1 = Tk —

Si utilizamos tres nodos, obtenemos la férmula iterativa de NeG-LT3:

6/ (xr)
J' () + A (B57) + f ()

T4+l = Tk — (315)

Esta expresion es la misma que se obtiene estimando la integral en (3.8) basandose en el método de Simpson
en [17].

Caso IV: Cuadratura de Gauss-Radau. La formula iterativa que aparece al utilizar un solo nodo y que deno-
taremos por NeG-R1, es:

Th1 = T — f (i)
I (@)’
que coincide con el método clasico de Newton. Usando dos y tres nodos obtenemos, respectivamente:
4f (zg)
Thpl = Tk — 7 (on) + 3 (BEZ5)" (3.16)
36

(16 +V6) f/ ((4+15/6)xk | Zk) +4f (zx) + (16 — V6) f/ ((4}5/6)3% + (E4V5) Zk)

Estas variantes del método de Newton las denotamos por NeG-R2 y NeG-R3, respectivamente. La variante
NeG-R2 es el método desarrollado por Noor en [69] utilizando una féormula de cuadratura cerrada-abierta.
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3.2.2. Analisis de la convergencia de los métodos

En primer lugar, introducimos las siguientes notaciones:

n
E w; = o0,
i=1

(3.18)

n

J
Wi T; .
E — = o0 con j=12,...
4 o
=1

que nos permitiran simplificar las demostraciones del teorema que analiza las condiciones bajo las cuales
convergen los métodos descritos.

Teorema 3.2.1 Sea £ € I un cero simple de la funcion f : I C R — R, suficientemente diferenciable en el
intervalo abierto I y tomemos una estimacion inicial xg suficientemente cercana a §. Consideramos el conjunto
de familias iterativas (3.9) con predictor el método cldsico de Newton. Entonces,

1. Si o =2, las variantes del método de Newton tienen convergencia, al menos, de orden dos;

2. Si, ademds o1 = 0, la convergencia es, al menos, de orden tres;

3. Si, ademds, f"(§) =0 y oy =1/3 el orden de convergencia es, al menos, cuatro y

4. Finalmente, si ademds, o3 = 0, la convergencia serd de orden cinco.

Demostracion: Como f es suficientemente diferenciable, mediante la expansion de Taylor de f(x) y f'(ak)
alrededor de &, tenemos:

flxr) = f/(€) [ex + coeq + cs€l + caey + csep] + Olep], (3.19)
F(@k) = /(&) [1 + 2coer + 3eseq + dee + Seser] + Olel, (3.20)
1 .
donde ¢; = 7%, 7 =23,...y e = xx — & Como los términos entre corchetes son polinomios en ey, la
divisién directa nos da:
x
]J:’((mlz)) = e — czez +2 (cg — 03) 62 + (76263 — 403 — 304) ei

+  (8¢3 —20c3c3 + 6¢3 + 10cacs — 4cs) €f, + Olel] (3.21)
y entonces, la expresion del predictor z es:

2 = E4cpel—2 (cg - 03) e — (70203 —4c — 3c4) ep
+ (8¢5 + 20c3c5 — 6¢5 — 10cacq + 4cs) €f + Olel]. (3.22)
Sean =€+ ey 2z =&+ A con
A = cpei—2 (c% —c3) e — (Teaes — 4e3 — 3cy) er
+  (=8¢3 +20c5cs — 6¢5 — 10cacq + 4des) €f + Olef].

Denotamos por

<(1+Ti)zk+(1 Tl)xk>
Nik = 2 )

con lo que podemos expresar:
1

ﬂiyk—f:5[(A+6k)+Ti(A—6k)].
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36 3.2. Método de Newton como predictor

Expandiendo f’ (1; 1) alrededor de £, obtenemos:
fig)=Ff &) [B+Cri+Dr}+Er}+Fr}+..],

donde
2 3 2 3, 7 1 3
B = 1l+coep+|c;— 103 er + | —2¢5 + 56203 + 504 €y
37 9 5
+ (—46%03 + 5042l + 5¢2¢4 + 3¢5 + 16(35) ei,
2 3 2 3 3 3
C = —coep+|c5— 503 e, + | —2¢5 + 2¢oc3 + 504 ex
11 3 )
+ (—40303 + 5¢3 + 56204 — 4c5> er,
3 3 3 . 15 3 15
D = chei + (26263 + 204) e‘,i + <4CQC§ — 30% — 50204 + 805> ei,
1 3 5
E = —5046% + (26204 — 405) s
5
F = Ec;,ei.

n
Desarrollamos a continuaciéon K = E w; f" (nix) en términos de potencias del error ex y agrupamos en poten-
i=1

cias de 7;:
K = f(§|B Zwi + Czwm + Dzwﬂ’f + Ezwﬂf + FZwm + Olej] (3.23)
L =1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n i:wi n zn:wi n zn:wi n iwi
= f/(g) Bzwi+czwiTi izl +Dzwi7i2 izl +Ezwi7i3 izl +szi7—i4 izl
i=1 i=1 Z w; i=1 Z w; i=1 Z w; i=1 Z ws
L i=1 i=1 i=1 i=1
+ Ole})].

O equivalentemente, usando la notacion (3.18) obtenemos

K

f'(€)[Bo + Cooy + Dooy + Eoos + Foog) + Ole})
= of'(&)[B+ Coy + Doy + Eos + Foy] + Ole)].

A continuacion, calculamos:

2f (wx)  2f'(€) [ex + caef + c3€} + cael + s} | + Olef)]
K of(¢)[B+ Co1+ Doy + Eos + Foy] + Ole}]
2

2 2 1
= o + 501026% + - ((—1 — 20 +09)ch + 1(1 + 601 — 302)C3> ey

L =

2 1
+- ((3 + 201 — 4og + 03)cs — — (15 + 1607 — 210y + 603)02c3> ep

4
2 /1 .
+— | =(14 301 — 302 + 03)cq | €,
o\ 2
2 a1 2 5
+— | (=6 + 201 + 902 — 603 + 04)c5 — Z(_M — 201 + 7509 — 4803 + 904)c5¢3 | €,
o
2 /(3 9 5
+—- Tﬁ(_17 — 401 + 3009 — 1203 + 30’4)03 + (—5 — 301 + 609 — bosg + 0'4)0264 ey,
o

2 (1
+- (16(11 + 2001 — 3002 + 2003 — 504)c5) ey + Olel)].
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La ecuacién del error queda:

exy1 = ex—L

2 2 2 1
= €k — —€r — ;01626% - ; <(—1 - 20’1 + 02)63 + Z(l + 60’1 - 30’2)63) 62

1
(34201 — 4oy + 03)c3 — 1(15 + 1601 — 2109 + 603)0203> er

N | =

(14301 — 302+ 03)04) ei

Qo Qo Q|0 9w

ST N T N N NN Q

1
(=6 4 201 + 903 — 603 + 04)c5 — ~(—54 — 201 + T505 — 4803 + 904)0303) ep

4
3
—= | 1 (~17 — 401 + 3002 — 1205 + 304)c3 + (=5 — 301 + 602 — 503 + 04)6204> er
2 /1 5 6
—= (7511 + 2001 = 3002 + 2005 — 504)cs ) €], + Olef]. (3.24)

Segun (3.24), en general, todas las variantes del método clasico de Newton desarrolladas mediante la aprox-
imacion de la integral en (3.8) usando cuadraturas de Gauss, tendran convergencia, al menos, lineal. Si im-
ponemos la condicién o = 2, el orden de convergencia de los métodos obtenidos sera, al menos 2, en cuyo caso
la expresion (3.24) se puede reescribir como:

1
ehy1 = —01c26i — ((1 — 2071 + 02)(:3 + 1(1 + 601 — 302)03) 6‘2

1 1
— ((3 + 201 — 4oy + 03)c5 — 1(15 + 601 — 210y + 603)cacs + 5(1 + 301 — 309 + 03)04) ei

1
— ((—6 + 201 + 903 — 603 + 04)c5 — 1(—54 — 201 + 7509 — 4803 + 904)0%03) en

3
- (16(—17 — 401 + 3009 — 1203 + 304)c2 + (=5 — 301 + 60y — 503 + 04)0264) en
1
16

Notemos que si o7 = 0, tenemos convergencia cubica:

1
€k+1 = ((1 — 09)ch — 1(1 — 302)03> ey

(114 2007 — 3002 + 2003 — 504)csey + Olel)]. (3.25)

1 1
— ((3 — 4oy + 03)cs — 1(15 — 2109 + 603)cacs + 5(1 — 309 + J3)C4) eq

1
- ((6 + 909 — 603 + 04)c5 — Z(—54 + 750 — 4803 + 904)c§c3> ey

3
— (16(—17 4 3009 — 1203 + 304)0% + (=54 609 — 503 + 04)0204) 62

1
176(11 — 3002 + 2003 — 504)csey + Olel).

Para que los métodos tengan convergencia superior a tres, ademas de que ¢ = 2 y o1 = 0, se debe cumplir:

i) co =0, (es decir, f(£) =0) y o2 = 1/3; en cuyo caso la convergencia sera de orden cuatro:

1
—ogcgey + —((21 + 3603 — 904)c3 — (1 + 2003 — 5o4)cs)es + Oled].

Gl =7y 16

ii) Si, ademaés, o3 = 0 el método tendra orden de convergencia cinco con ecuacion del error
1
eri1 = —((21 —904)c3 — (1 — 5og)cs)es + O[el)].

16
t
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Si analizamos las diferentes cuadraturas de Gauss utilizadas en esta seccion (véase Tabla 3.1), podemos observar
que los pesos y nodos de Gauss-Tschebyshev no cumplen ninguna de las tres condiciones del Teorema 3.2.1, por
lo que los métodos iterativos obtenidos en las expresiones (3.10), (3.11) y (3.12) seran tan solo de orden 1. En
cuanto al resto de cuadraturas, Gauss-Legendre, Gauss-Lobatto y Gauss-Radau, sus nodos y pesos cumplen
las condiciones 1 y 2 del teorema anterior, por lo que los métodos iterativos a los que dan lugar son métodos
que tienen orden de convergencia 3, excepto el que se deduce de la cuadratura de Gauss-Radau con un tnico
nodo que tiene orden 2, ya que, como hemos visto, el método iterativo que se obtiene es el método de Newton.
Las condiciones 3 y 4 del Teorema 3.2.1 se cumplen por las variantes NeG-LD2, NeG-LT3, NeG-R2 y NeG-R3
y alcanzaran orden de convergencia 5 si se cumple la condicion f”(£) = 0. La variante NeG-R1 (Newton) no
cumple las condiciones 2 y 3, pero el orden de convergencia aumentara hasta 3 si f”(£) = 0 (véase (3.25)).

Tabla 3.1: Valores de o, 01, 02 y 03 para las distintas cuadraturas de Gauss

| Cuadratura | nodos [ o | oy [ o2 | 03 |
Gauss-Tshebytchev 1 |0 |0 0
1/2
1/2
0
1/3
1/15
0

1
1/3
0
1/3
0 |1/3

Gauss-Legendre

Gauss-Lobatto

O O OO O oo O

Gauss-Radau

e L
cool|looolooolloo

SR OIS | FOURN ORI | JURN NORE | SR
VRNV TS S B S

En la Tabla 3.2 se presentan el orden de convergencia p, el nimero de evaluaciones funcionales d por iteracion
y el namero de operaciones op (ntmero total de productos y cocientes por iteraciéon) asimismo el indice de
eficiencia I, indice de eficiencia operacional 10 y el indice de eficiencia computacional IC' de algunos métodos
del conjunto de familias NeG: NeG-LD, NeG-LT y NeG-R todos con 1, 2 y 3 nodos.

Tabla 3.2: Caracteristicas de los métodos iterativos obtenidos

‘ Métodos Ip‘d‘op| 1 | 10 ‘ e ‘

NeG-LD1 313 2 | 1.4422 | 1.7321 | 1.2457
NeG-LD2 314 2 | 13161 | 1.7321 | 1.2009
NeG-LD3 315 2 | 1.2457 | 1.7321 | 1.1699
NeG-LT1 313 2 | 1.4422 | 1.7321 | 1.2457
NeG-LT2 313 2 | 1.4422 | 1.7321 | 1.2457
NeG-LT3 314 2 | 13161 | 1.7321 | 1.2009
NeG-R1(NC) | 2 | 2 | 1 | 1.4142 | 2.0000 | 1.2599
NeG-R2 33| 2 | 1.4422 | 1.7321 | 1.2457
NeG-R3 314 2 | 13161 | 1.7321 | 1.2009

Segun la definicién de Ostrowski, el indice de eficiencia es I = p%. Examinando el conjunto de familias de
variantes del método clasico de Newton de la Tabla 3.2 vemos que se obtiene orden de convergencia, en caso
general tres, que es mayor que el del método clasico de Newton, pero no es 6ptimo segun la conjetura de Kung-
Traub. Las variantes: NeG-LD1 y NeG-LT1 (punto medio), NeG-LT2 (trapecios) y NeG-R2 (Noor) tienen
tres evaluaciones funcionales por iteracién - dos derivadas y una funcién, y sus indices de eficiencia tienen el
mismo valor, 1.4422 que siendo no 6ptimo segin la conjetura de Kung-Traub es superior al de Newton y mayor
que de las restantes variantes por tener éstas mayor nimero de evaluaciones funcionales. El método iterativo
NeG-LD3 con cinco evaluaciones funcionales tiene el menor indice de eficiencia I = 1.2457. Todos los métodos
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de la familia NeG tienen igual indice operacional 10O = 1.7321 excepto el método NeG-R1 que es el método de
Newton.

Los métodos iterativos NeG-LD1, NeG-LT1 y 2 y NeG-R2 tienen el mismo indice de eficiencia computacional
I1C' = 1.2457 muy cerca del indice del método de Newton IC = 1.2599.

Es importante observar que el orden de convergencia de los métodos resultantes es, en general, independiente
del ntmero de nodos utilizado en la féormula de cuadratura. Es por ello que, desde el punto de vista del
indice de eficiencia, no resulte interesante utilizar més de dos o tres nodos, pues en caso contrario el orden no
aumenta pero si lo hace el namero de evaluaciones funcionales, con lo que se disminuye la eficiencia del método.
En las pruebas numéricas mas adelante serédn utilizados por estas razones sélamente las variantes NeG-LD1
(NeG-LT1), NeG-LD2, NeG-LT2 y NeG-R2.

3.2.3. Resultados numeéricos

A continuacién presentamos algunos ejemplos para ilustrar la eficacia de los métodos desarrollados y com-
pararlos entre si (NeG-LD1, NeG-LD2, NeG-LT2 y NeG-R2), con el fin de calcular los ceros de las siguientes
funciones no lineales.

1. fi(x) =sinz — 2% + 1, € ~ 1.404492.
2. fo(x) = 22 —expx — 3z + 2, £ =~ 0.257530.
3. fa(x) = cosa — z, € ~ 0.739085.
4. fulz)=(x -1 -1, 6=2.
5. fs(x) = 2° — 10, € ~ 2.154435.
6. fo(x) =cosx — rexpx + 22, £ ~ 0.639154.
7. fz(z) = expx — 1.5 — arctanz,  ~ 0.767653.
8. fs(z) = 2® + 422 — 10, £ ~ 1.365230.
9. fo(z) = 8z — cosw — 22?2, £ ~ 0.128077.
10. fio(x) = arctanz, £ = 0.
11. fi1(2) = expax — 422, £ ~ 0.714806.
12. fio(z) = (sina: - 2)2 ¢ =0, doble.
13. fi3(z) = rexpa? —sinz? + 3cosz + 5, £ = —1.207648.
14. fiu(x) = Va2 + 2z + 5 — 2sinz — 22 + 3, £ ~ 2.331968.
15. fis(z) = 2* + sin% —5,6=1/2.
16. fig(z) = 10z exp(—z?) — 1, £ ~ 1.679631.

17. fi7(x) = exp(—x) + cos x, & =~ 1.746140.

18. fis(z) = VaT + 8sin 1 + £0 — VB + &, £~ -2,
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40 3.2. Método de Newton como predictor

Para su comparacion usaremos el método clasico de Newton. Asimismo utilizaremos el método de Traub (TR)
[81] conocido también en la bibliografia como método de Potra-Ptak [74]
f ()
= - 3.26
o T () (320
f(xy) + fyr)

TR R frlar) 7

con convergencia de orden 3 y el método de Jarratt (JT) [51],

(
B 2 f(xx)
T T3P,
L3f (yx) + f'(yx) f(xr)

Te+1 = Tk — 3

23 (yr) — f'(yw) f'(xx)’

que tiene orden de convergencia 4. Los calculos numéricos se han realizado en MATLAB 7.1, utilizando arit-
mética de precisién variable que usa representacion en coma flotante de 2000 digitos decimales de mantisa.

(3.27)

~

Tabla 3.3: Comparacion de los indices de los métodos iterativos
’Métodoslp\d\opl 1 \IO \IC‘

NeG-LD1 | 3 | 3 | 2 | 1.4422 | 1.7321 | 1.2457
NeG-LD2 | 3 | 4 | 2 | 1.3161 | 1.7321 | 1.2009
NeG-LT2 | 3 | 3 | 2 | 1.4422 | 1.7321 | 1.2457
NeG-R2 | 3 | 3| 2 | 1.4422 | 1.7321 | 1.2457
NC 22| 1 | 1.4142 | 2.0000 | 1.2599
TR 33| 2 | 1.4422 | 1.7321 | 1.2457
JT 43| 3 | 1.5874 | 1.5874 | 1.2599

Segun los resultados de la Tabla 3.3 entre los métodos presentados el mayor indice de eficiencia lo tiene
el método de Jarratt con I = 1.5874 y le siguen los métodos NeG-LD1, NeG-LT2, NeG-R2 y Traub con
I = 1.4422. El mejor indice de eficiencia operacional lo tiene Newton (2.0000) y le siguen todos los restantes
métodos (1.7321) excepto el método de Jarratt que tiene IO = 1.5874. Computacionalmente los métodos mas
efectivos son Newton y Jarratt (IC = 1.2599), menos efectivo es el método NeG-LD1 con IC = 1.2009 y todos
los restantes métodos tienen igual indice de eficiencia computacional (IC = 1.2457). Se puede decir, que los
meétodos de la familia de NeG no son éptimos segin la conjetura de Kung-Traub, operacionalmente son mejores
que el método de Jarratt y su eficiencia computacional estd muy cerca de la eficiencia computacional de los dos
mejores métodos en este sentido: Newton y Jarratt. Podemos ordenar los métodos segin su indice de eficiencia
computacional de la manera siguiente:

ICNeq-1p2 = 1.2009 < ICNeg-LD1 = {CNea-LT2 = ICNe-R2
= ICtr = 1.2457 < ICne = ICyT = 1.2599.

El criterio de parada utilizado es |41 — x| + |f(zx)| < 107199, Por tanto, estamos garantizando que los
iterados convergen a un limite y que ese limite es una solucién de la ecuacién no lineal. En la Tabla 3.4
presentamos los resultados obtenidos al utilizar los métodos anteriormente descritos para estimar los ceros de
las funciones de (1) a (18). Para cada ejemplo mostramos los siguientes datos: la aproximacion inicial zq vy,
para cada método, el namero de iteraciones necesario para obtener |zy+1 — x| + | f(zk)| < €, el valor de la
funcion f en la tltima iteracion, la distancia entre las dos ultimas iteraciones, el tiempo medio transcurrido (e)
después de 100 actuaciones del programa, calculado mediante el comando "tic,. .. ,toc ” de Matlab, y el orden
de convergencia p (véase [17]) aproximado por la férmula:

In(lzg+1 — zi])/(Jok — Tp-1])
|z — xx-1])/(Jzr—1 — Tp—2[)

pRp= (3.28)

Universitat Politécnica de Valéncia



3. METODOS ITERATIVOS PARA ECUACIONES NO LINEALES BASADOS EN LA
CUADRATURA GAUSSIANA 41

Tabla 3.4: Ejemplos numéricos

‘ | Métodos | & | oot —me| | [flzepn)] [ Tter | p | €5 |
fi, NeG-LD1 | 1.409624 1.9e—130 0 3.0000 | 0.2255
To =1 NeG-LD2 | 1.409624 8.6e—130 3.0000 | 0.2932
NeG-LT2 | 1.409624 1.6e—128 3.0000 | 0.2479
NeG-R2 | 1.409624 1.1e—129 3.0000 | 0.2381
NC 1.409624 1.9e—-273 2.0000 | 0.2990
TR 1.409624 1.0e—198 3.0000 | 0.2373
JT 1.409624 0 4.0000 | 0.2290

f2; NeG-LD1 | 0.257530 | 4.9e—257 3.0000 | 0.2588
o =1 NeG-LD2 | 0.257530 | 1.1e—119 3.0000 | 0.3036
NeG-LT2 | 0.257530 | 3.7e—202 3.0000 | 0.2892
NeG-R2 | 0.257530 | 1.2e—120 3.0000 | 0.2551
NC 0.257530 | 4.5e—190 2.0000 | 0.2616
TR 0.257530 | 3.7e—125 3.0000 | 0.2211
JR 0.257530 0 4.0000 | 0.2710

13, NeG-LD1 | 0.739085 | 1.3e—296 3.0000 | 0.2176
T =1 NeG-LD2 | 0.739085 | 1.5e—316 3.0000 | 0.3003
NeG-LT2 | 0.739085 | 8.0e—148 3.0000 | 0.1999
NeG-R2 | 0.739085 | 6.1e—317 3.0000 | 0.2688
NC 0.739085 | 7.1le—167 2.0000 | 0.2105
TR 0.739085 | 4.3e—284 3.0000 | 0.2198
JT 0.739085 0 4.0000 | 0.2487

fa, NeG-LD1 | 2.000000 | 8.1e—110 3.0000 | 0.2219
2o = 2.5 | NeG-LD2 | 2.000000 | 3.4e—318 3.0000 | 0.3395
NeG-LT2 | 2.000000 | 1.6e—300 3.0000 | 0.2916
NeG-R2 | 2.000000 | 3.4e—318 3.0000 | 0.3031
NC 2.000000 | 7.9e—224 2.0000 | 0.2903
TR 2.000000 | 6.3e—250 3.0000 | 0.2748
JT 2.000000 0 4.0000 | 0.2390

fs, NeG-LD1 | 2.154435 | 3.0e—278 3.0000 | 0.2809
To =2 NeG-LD2 | 2.154435 | 1.9e—273 3.0000 | 0.3663
NeG-LT2 | 2.154435 | 4.1e—265 3.0000 | 0.3058
NeG-R2 | 2.154435 | 1.9e—273 3.0000 | 0.3264
NC 2.154435 | 4.5e—288 2.0000 | 0.3583
TR 2.154435 | 3.5e—233 3.0000 | 0.2866

JT 2.154435 0 4.0000 | 0.3014
Je. NeG-LD1 | 0.639154 | 4.7e—152 3.0000 | 0.2809
Ty = NeG-LD2 | 0.639154 | 3.1le—144 3.0000 | 0.3663

NeG-LT2 | 0.639154 | 1.3e—131
NeG-R2 | 0.639154 | 4.7e—144
NC 0.639154 | 2.3e—303
TR 0.639154 | 4.5e—177

3.0000 | 0.3058
3.0000 | 0.3264
2.0000 | 0.3583
3.0000 | 0.3736

JR 0.639154 0 4.0000 | 0.3014
I, NeG-LD1 | 0.767653 | 5.0e—184 3.0000 | 0.2770
To = NeG-LD2 | 0.767653 | 6.0e—181 3.0000 | 0.4049

NeG-LT2 | 0.767653 | 2.8e—175

NeG-R2 | 0.767653 | 6.7e—181
NC 0.767653 | 1.4e—190
TR 0.767653 | 5.2e—152
JT 0.767653 0

3.0000 | 0.3089
3.0000 | 0.3110
2.0000 | 0.3167
3.0000 | 0.2883
4.0000 | 0.2699

OO OO OO0 DD ODODODOONODDODODDODODOOODDODODODODODOOOOOODODOOOoocooc oo oOo0ooocoocoocoo
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3.2. Método de Newton como predictor

Tabla 3.4 Ejemplos numéricos, continuacion....

| | Métodos | S | [kt — 2l [ [f(@pe)] | Tter | p €

fs, NeG-LD1 1.365230 7.5e—171 0 6 3.0000 | 0.3386
zg =1 NeG-LD2 | 1.365230 4.0e—167 0 6 3.0000 | 0.3951
NeG-LT2 1.365230 2.0e—160 0 6 3.0000 | 0.3530

NeG-R2 1.365230 4.0e—167 0 6 3.0000 | 0.3428

NC 1.365230 4.0e—176 0 9 2.0000 | 0.3681

TR 1.365230 2.9e—117 0 6 3.0000 | 0.3390

JT 1.365230 0 0 ) 4.0000 | 0.3062

fo, NeG-LD1 | 0.128077 9.0e—159 0 6 3.0000 | 0.3897
zg =1 NeG-LD2 | 0.128077 5.9e—161 0 6 3.0000 | 0.4246
NeG-LT2 | 0.128077 1.5e—165 0 6 3.0000 | 0.4025

NeG-R2 0.128077 1.9e—161 0 6 3.0000 | 0.3357

NC 0.128077 9.0e—169 0 9 2.0000 | 0.4161

TR 0.128077 6.8e—318 0 7 3.0000 | 0.3252

JT 0.128077 0 0 5 4.0000 | 0.4006

f10, NeG-LD1 0.000000 1.8e—310 0 7 3.0000 | 0.2545
Ty =1 NeG-LD2 0.000000 4.0e—195 0 5 5.0000 | 0.3175
NeG-LT2 | 0.000000 7.2e—243 0 7 3.0000 | 0.3180

NeG-R2 0.000000 1.6e—142 0 5 5.0000 | 0.2059

NC 0.000000 9.7e—249 0 8 3.0000 | 0.2544

TR 0.000000 8.9e—238 0 6 5.0000 | 0.2875

JT 0.000000 0 0 5 5.0000 | 0.2202

fi1, NeG-LD1 | 0.714806 3.9e—178 0 6 3.0000 | 0.3285
zo =1 NeG-LD2 0.714806 2.4e—180 0 6 3.0000 | 0.4084
NeG-LT2 0.714806 4.1e—185 0 6 3.0000 | 0.2920

NeG-R2 0.714806 2.1e—180 0 6 3.0000 | 0.4048

NC 0.714806 5.3e—190 0 9 2.0000 | 0.3585

TR 0.714806 2.3e—152 0 6 3.0000 | 0.3173

JT 0.714806 0 0 ) 4.0000 | 0.2685

fi2, NeG-LD1 | 0.000000 4.5e—162 0 338 | 1.0000 | 22.0802
zg = 0.5 | NeG-LD2 | 0.000000 4.2e—162 0 338 | 1.0000 | 31.3793
NeG-LT2 | 0.000000 3.4e—162 0 338 | 1.0000 | 24.8764

NeG-R2 0.000000 3.1e—162 0 338 | 1.0000 | 27.4508

NC 0.000000 1.6e—162 0 536 | 1.0000 | 26.3145

TR 0.000000 3.1e—162 0 376 | 1.0000 | 30.6062

JT 0.000000 0 0 267 | 1.0000 | 24.7335

iz, NeG-LD1 | —1.201576 | 5.8¢—150 0 6 [ 3.0000 | 0.4220
xg = —1 | NeG-LD2 | —1.201576 3.6e—132 0 6 3.0000 | 0.5278
NeG-LT2 | —1.201576 0 0 7 3.0000 | 0.4916

NeG-R2 | —1.201576 1.5e—133 0 6 3.0000 | 0.4407

NC —1.201576 | 9.6e—278 0 10 | 2.0000 | 0.4728

TR —1.201576 2.0e—245 0 7 3.0000 | 0.4996

JT —1.201576 0 0 5 4.0000 | 0.4417

f1a, NeG-LD1 | 2.331968 1.8e—110 0 ) 3.0000 | 0.5477
Ty = 2 NeG-LD2 2.331968 1.1e—132 0 ) 3.0000 | 0.8154
NeG-LT2 2.331968 5.3e—275 0 6 3.0000 | 0.6666

NeG-R2 2.331968 1.4e—137 0 5 3.0000 | 0.6134

NC 2.331968 3.7e—211 0 8 2.0000 | 0.5500

TR 2.331968 6.4e—123 0 ) 3.0000 | 0.5980

JT 2.331968 0 0 4 4.0000 | 0.5150
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Tabla 3.4 Ejemplos numéricos, continuacioén....

| Métodos | S | lwkir — @l [ [fCena)] [ Tter | p | €

fis, NeG-LD1 | 1.414214 1.5e—135 0 6 3.0000 | 0.3774
To = NeG-LD2 | 1.414214 1.6e—214 0 6 3.0000 | 0.5247
NeG-LT2 | 1.414214 1.4e—114 0 6 3.0000 | 0.4110

NeG-R2 1.414214 1.0e—182 0 6 3.0000 | 0.4365

NC 1.414214 2.9e—215 0 9 2.0000 | 0.4070

TR 1.414214 4.9e—214 0 6 3.0000 | 0.4322

JT 1.414214 0 0 5 4.0000 | 0.3990

f16, NeG-LD1 | 1.679631 2.0e—309 0 7 3.0000 | 0.3599
Ty = 2 NeG-LD2 | 1.679631 2.2e—300 0 7 3.0000 | 0.4938
NeG-LT2 | 1.679631 1.5e—286 0 7 3.0000 | 0.3846

NeG-R2 1.679631 1.3e—297 0 7 3.0000 | 0.3718

NC 1.679631 4.7e—219 0 10 | 2.0000 | 0.4178

TR 1.679631 2.0e—188 0 8 3.0000 | 0.3779

JT 1.679631 0 0 ) 4.0000 | 0.3308

fi7, NeG-LD1 | 1.7461395 | 4.1e—287 0 6 3.0000 | 0.2312
To =2 NeG-LD2 | 1.7461395 1.0e—332 0 6 3.0000 | 0.2946
NeG-LT2 | 1.7461395 2.2e—111 0 ) 3.0000 | 0.2208

NeG-R2 1.7461395 1.5e—321 0 6 3.0000 | 0.2510

NC 1.7461395 | 9.6e—170 0 8 2.0000 | 0.2394

TR 1.7461395 | 2.9e—279 0 6 3.0000 | 0.2390

JT 1.7461395 0 0 5 4.0000 | 0.2392

fis, NeG-LD1 ~ —2 2.5e—200 0 6 3.0000 | 0.7711
zg = —1.8 | NeG-LD2 ~ -2 3.6e—226 0 6 3.0000 | 1.2243
NeG-LT?2 ~ -2 8.6e—109 0 5 3.0000 | 0.8089

NeG-R2 ~ -2 3.4e—227 0 6 3.0000 | 1.0544

NC ~ —2 1.1e—239 0 9 2.0000 | 0.9038

TR ~ —2 1.5e—174 0 6 3.0000 | 1.1127

JT ~ -2 0 0 5 4.0000 | 1.0364
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[C—r1 D 5 I ro I r13 I 17|
0.7
I ] ] ] I ]

05 o s o e e e e .

NeG-LDA1 NeG-LD2 NeG-LT2 NeG_R2

Figura 3.1: E-time de las funciones 1, 5,9, 13 y 17

Los resultados numéricos obtenidos estdn en concordancia con la teoria desarrollada en esta seccion. Notamos
dos casos particulares: fig(z) =0y fia2(x) = 0. En el caso de fi9(z) = 0 notamos que los métodos NGLD2 y
NGLT?2 conservan su orden de convergencia y todos los restantes métodos tienen orden de convergencia mejor
que en otros casos. Estudiando esta particularidad, resulta que fi;(£) = 0. Por lo tanto, dado que los métodos
NeG-LD2 y NeG-LT2 no cumplen con las condiciones 3 y 4 del Teorema 3.2.1 su orden de convergencia es
tres. Sin embargo, los métodos NeG-LD1 y NeG-R2 tienen orden de convergencia cinco, el método de Newton
orden tres y los métodos de Traub y Jarratt érdenes 4 y 5, respectivamente. En el caso de fi2(z) = 0, que
tiene una raiz doble, todos los métodos estudiados muestran orden de convergencia uno con elevado nimero
de iteraciones. El método de Jarratt emplea el menor nimero de iteraciones (267) y obtiene mayor precision
que los restantes métodos, mientras el método de Newton alcanza la raiz con la mayor cantidad de iteraciones
(536).

La Figura 3.1 presenta las graficas de € obtenidos con todos los métodos presentados en la Tabla 3.4 para cinco
de las funciones estudiadas f1, f5, fo, fi3 ¥ fi7, escogidas al azar. En general, el menor € para alcanzar los
resultados mostrados en Tabla 3.4 lo necesitan los métodos NeG-LD1 y Jarratt, y el mayor NeG-LD2. Estos
resultados coinciden con los indices de eficiencia mostrados en la Tabla 3.3. La excepcién es el método de
Newton. Tales resultados no concuerdan por la mayor cantidad (= 50 % maés) de iteraciones que necesita el
método de Newton.

3.3. Meétodos iterativos basados en cuadratura de Gauss con otros
predictores

En la seccién anterior se obtuvieron métodos iterativos usando el método de Newton como predictor y cor-
rigiendo el resultado obtenido con la cuadratura gaussiana. Asi fue disenado el conjunto de familias de métodos
iterativos que tienen orden de convergencia tres si la suma de los pesos de la familia de cuadratura gaussiana
correspondiente es dos.

El objetivo de esta seccién es el desarrollo de métodos iterativos usando distintos predictores con el fin de
obtener mayor orden de convergencia y mejor indice de eficiencia.
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3.3.1. Meétodo de Traub como predictor

Introducimos como predictor el método de Traub [81] con férmula iterativa (3.26) y convergencia de orden
3. Introducimos las mismas notaciones de la Seccion 3.2.2 determinados por las expresiones (3.18) que, para
mayor claridad, repetimos:

n
E w; = o0,
i=1

" )
i .
= o0; con j=1,2,...

5 o

i=1

En este caso podemos enunciar el siguiente resultado:
Teorema 3.3.1 Sea £ € I un cero simple de la funcion f : I C R — R suficientemente diferenciable en el

intervalo abierto I y consideremos que la estimacion inicial xo este suficientemente cerca de . Si aplicamos el
método de Traub como predictor y las cuadraturas de Gauss como corrector, se obtiene la formula iterativa:

B C2D)
Y = k f’(xk)
o fzk) + f(yr)
Zy = Ty T e (3.29)
2f(yx)

Tk+1 = Yr —

> wif (i)
i=1

(1 + Ti)Zk + (1 — Ti)yk
2

del método que denotamos como Traub-Gauss (TrG), donde donde n; ;, = . Entonces,

1. Sio =2, el conjunto de familias Traub-Gauss tienen convergencia de orden cuatro;

2. Si, ademds o1 = 0, la convergencia es de orden cinco,

3. Si f"(§) =0 y o =2 el orden es nueve.

4. Si, ademds, o1 = 0, o2 = 1/3 entonces, la convergencia es de orden once.
Demostraciéon: Calculamos de la misma manera que en el Teorema 3.2.1 las cantidades expresadas con las
formulas (3.19), (3.20) y (3.21). Entonces, yr = £ + Ay, donde

A = caef —2(c3—c3) e} — (Teacs — 4ch — 3ea) €, — (8¢5 — 20c5es + 6¢5 + 10caca — 4des) €f + Olel],

representa el error en la k-ésima iteraciéon para yi. Expandiendo f(yx) en serie de Taylor alrededor de &
obtenemos:

Flye) = f1(€) [caek + 2(c5 — 3)ep + (4¢3 + 3ca — Teaes)ey, + (20c5¢3 — 8¢5 — 6¢3 — 10c2¢4 + 4cs)ep] + Olel).

Asi:
W er — 2c5ep 4+ (9¢5 — Teaes) ef, + 2(—15¢3 + 22coc3 — 3¢5 — 5eaca el + Olel]
Ty
y entonces, la expresion para zj sera:
f(@e) + fyr)
= _—_—— = A
2k T, o) §+ A,
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donde Ay = 2c3e} + (—9¢3 + Teaes) e + (30c3 — 44cacs + 6¢3 + 10cacq)ef, + Olel] representa el error en la
k-ésima iteracion para zy.

Reescribimos 7; j, en funcién de los errores de yi y 2zj:

(T+7)zr+ (1 — 7))y
Mik =
2
y expandiendo f'(n; ) alrededor de £ obtenemos:

k) = f1€) 1+ (1= m)eaed +2(2mic3 + (1 — mi)eacs)eq]
+ f1(¢ [(i(i’) +57; + 372)c3es — (54 1373)c5 + 3(1 — TZ-)0204> eﬁ]

+ f(&) [(224 387ic) — (124 197; + 377 )ches + 3(1 — 7;)2c5 + 20m;cocs + 4(1 — 73)cs) ] € + Oleg].

=+ (A2+A1)+ Tz(Az Ay),

Usando el procedimiento introducido en el Teorema 3.2.1 para obtencién de la expresiéon de K e introduciendo
las notaciones (3.18), obtenemos

K = Zwl (k) (3.30)
= f'(9 Zwi [1+ (1—o01)czef 4 2(201¢5 + (1 — 01)cacs)e}]
+ Zwl [( (34 501 + 303)cacs — (54 13071)c5 + 3(1 — 01)0204) ei]
+ f1(¢ Zwi [(22 4 3801)ch — (124 1901 + 303)c3es + 3(1 — 201 + 02)c3] €],

i=1

+ 1) Zwi [2001cacs + 4(1 — 01)cs] ez + 0[62]_

i=1
Ahora calculamos
2f (yr)
L =
K
2 o2 2 oy 3 2
= o + ;(203 —cs)en + — [(4 + 01)c3 — Teaes + 3ea €,
2
+ = [—2(5+ 301)c3 + 4(5 + 01)c3es — 6¢3 — 10c2c4 + 4es] €} + Olef).

Como xpy1 = yr — L, la estimacion del error resulta

2 2 4 o1 2
= (1-Z= 2419(1-= —2c2)e} —2— )& — (1— =) (Teges — 3 .
ki1 ( U)@ek—l— ( U) (c3 — 2¢5)e;, + |:o_(0' 5 ) . (Teacs — 3eq) | €
2
+  Z[2(5 =20 4 301)ch — 2(10 + 50 — 201)c3cs + (o0 — 2) (3¢ + Beaeq — 2¢5)eh + Olel].
1%

Notamos que para tener orden de convergencia mayor que dos debe verificarse o = 2. Entonces, la expresion
del error queda:

exr1 = —oicset + 2[(1 + 301)cy — 201 c3es)e + Olel],
y si ademas o7 = 0 obtenemos:
epr1 = 2c5ey + Olel].
Por otra parte, si f”(§) =0y o = 2 la expresion de eg; sera:
err1 = 2(—1— 601 + 303)cael +9(—1 — 601 + 309))cacser’

27
+  [18(3 + 601 — 5aa)ch — ?(1 + 601 — 309)cica — 12(1 — 60y + 302)caes | ept + Oler?].
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En caso de que ademas o1 = 0y 02 = 1/3, la expresion del error queda: ex41 = 24cier! + Ole}?]. O

Del conjunto de familias de variantes del método de TrG tnicamente el método Traub-Gauss-Radau de un
solo nodo (TrG-R1), segtin el Teorema 3.3.1 (véase la Tabla 3.1), tendra orden de convergencia 4. Todas las
restantes variantes verifican las condiciones 1 y 2 del Teorema 3.3.1 y tendran orden cinco. En caso de que
co = f"(€) = 0 los métodos TrG-LD1, TrG-LT2 y TrG-R1 tendran orden 9, y TrG-LD2 y TrG-R2 tendran
orden 11.

Tabla 3.5: Caracteristicas de los métodos iterativos
| Métodos [ p |[d]op| I | 10 | IC |

TrG-LD1 | 5 | 4 | 3 | 1.4953 | 1.7100 | 1.2585
TrG-LD2 | 5 | 5 | 3 | 1.3797 | 1.7100 | 1.2228
TeG-LT2 | 5 | 5 | 3 | 1.3797 | 1.7100 | 1.2228
TrG-R2 | 5|5 | 3 | 1.3797 | 1.7100 | 1.2228

En la Tabla 3.5 se muestran el orden de convergencia, el nimero de evaluaciones funcionales y el nimero de
operaciones por iteraciéon y los indices de eficiencia, operacionales y de eficiencia computacional de los métodos
desarrollados. Vemos que el método TrG-LD1 tiene una evaluacion menos que todos los restantes métodos
y esta es la razon de que tenga mejores indice de eficiencia (1.4953) e indice de eficiencia computacional
(1.2585). Todos los restantes métodos tienen los mismos indices de eficiencia (1.3797), operacionales (1.7100)
y de eficiencia computacional (1.2228).

3.3.2. Meétodo de Ostrowski como predictor

A continuacion estudiamos el método iterativo que se origina cuando utilizamos el método de Ostrowski [72]
como predictor. La expresion iterativa del método de Ostrowski es:

I C7))
Ye = Tk F(zr)’ (3.31)
e = f(yr) f (k)
" flan) = 2f (yx) f'(z)’

que tiene orden de convergencia 4 y es 6éptimo segun la conjetura de Kung-Traub.

Teorema 3.3.2 Sea £ € I un cero simple de la funcion f : I C R — R suficientemente diferenciable en el
intervalo abierto I y consideremos que la estimacion inicial xo sea suficientemente cerca a £. Si aplicamos el
método de Ostrowski (8.31) como predictor y las cuadraturas de Gauss como corrector, se obtiene el método
iterativo:

f(xk)
T L
e — S () f(zk)
flar) = 2f (y) f'(2r)’
o 2f(yw)

Zwif’(m,k)
i=1

2 = (3.32)

Th41

(1 + Ti)Zk + (1 — Ti)yk:

del método que denotamos como Ostrowski-Gauss (OsG), donde ;) = >

. Entonces, si

las cuadraturas satisfacen las condiciones:

1. 0 =2, el conjunto de familias OsG tienen convergencia de orden cuatro;
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2. Si, ademds o1 = 0, la convergencia es de orden seis,
3. Si f"(§) =0y o =2 el orden es nueve.

4. Si, ademds, 01 =0, 09 = 1/3 entonces, la convergencia es de orden once.

Demostracion: Calculamos de la misma manera que en el Teorema 3.2.1 las siguientes cantidades:

f(xr) = f(€) [ex + coer + cs€} + caey + csep + cgel] + Olef], (3.33)

F(xk) = /(&) [1 + 2coer + 3cseq + deael + Sesep, + 6egel] + Ole]. (3.34)

Como los términos entre corchetes son polinomios en términos de ey, la divisién directa nos da:

[ (zk)

- er — caep +2(c5 —c3) ef + (Teacs — 4c3 — 3cy) e (3.35)
[ (xr)

+ (803 — 206§C3 + 66% + 10cocy — 405) 62
+ (523 — 16¢5 — 28c3cq + 17cseq + c2(13c5 — 33¢3) — Beg) €, + Olel],

y entonces, la expresion para yi es yr = £ + A1 con

Al = cpef -2 (cg — 03) ey — (702(33 —4c — 304) er (3.36)
- (80‘21 —20c5¢3 4 6¢5 + 10cocy — 405) ey
—  (52c3 — 16¢5 — 28¢3ca + 1Tczeq + ca(13c5 — 33¢3) — Beg) €, + Olef).

Expandiendo yj, en serie de Taylor alrededor de £ obtenemos:

k) = F(E) [caei +2(cs — c3)e} + (4c3 + ey — Teacs)ey] (3.37)
F1(€)(20c3cs — 8¢5 — 6¢2 — 10cacq + 4es)el,
£/(€) [16¢5 — 52¢3 + 28c5es — 17ezca — c2(13c5 — 33c3) + 5eg| ef + Ole].

+ o+

Calculamos:

f(y)
fxr) —2f(yx)

= coep + (2c3 — 3)ed + (3cq — 2cacs)ed 4 (2¢5 — 3cacs — 2cacy + 4es)el
+  (14c3cs — Ay — B5ciey + 2c3cq — (963 + 2¢5) + 5eg ey + O[el],
con lo que, la expresiéon para zj es:

e f(yw) f(ar)
f(@r) = 2f (yw) f'(zk)
€+ (3 — cacz)er — 2(2¢5 — 4Acies + 2 + cacy)el
+  [10¢5 — 30c3cs + 12¢5¢q — Teseq + 3ea(6c3 — ¢5)) efy + Olef].

Ze =

Sean yp, =&+ A1y 2z =&+ As con

Ay = (3 —cacs)e} —2(2¢5 — Acses + 3 + cacy)el
+ (105 — 30c3c3 + 12c5¢4 — Tegeq + 3ea(6¢3 — c5))eh + Olef].

(1 + Ti)Zk + (1 - Ti)y

Tomando 7; , = * obtenemos Ni = E+5(A2+ A1)+ 37 (A2 — A1) y expandiendo f/(1; )
alrededor de ¢ obtenemos:

fig)=f (&) [B+Cri+Dr}+Em} +..],
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donde

29
B = 1+ c%ei + 2 (0203 — cg) ei + (504 — chc;), + 3@04) ei

+ (—12cg + 25c3c3 — beacs — 12¢3¢y + 46265) ep

143 81 39
+ (2603 — 70%03 + 33c2c2 4 3c2 + 50‘304 — 5 C203C4 — 16¢3cs + 50205> 9,

2

+ (40 — 60303 — 20203 + 80%04 — 40205) 62

9
C = —cjep+2(c3—cocs) el + <—3c§l + =ciez — 30204> er

5
36264 + coc3es + 100365 — Heacs eg,

+ ( 6¢5 + 4cyes + 18c3c2 — 6c3 +
3.2

15 4
D = Zciczep + ( 3cics + 3620%) ey + ( 1 ches — 15¢3c3 + 3¢5 +

33 9 6
12 —Cycq + 5026204 €Ls

2
1
E = —5630462.

Usando el procedimiento introducido en el Teorema 3.2.1 para la obtencién de la expresiéon de K, agrupando
e introduciendo las notaciones (3.18), calculamos:

sz 771 k

= Uf () [B+ Coy + Doy + Eos + Foy] + Ole}).

K

Por lo tanto, obtenemos la expresiéon de L en la forma:

2f (yk)
L = W
K
_ 250 4 503 2 3 4
= e + 0(03 cs)er + . [(44 01)c5 — Teacs + 3ca] €
2
+ . [—4(2+ 01)c3 + 4(5+ 01)c3e3 — 6¢5 — 10cacq + 4cs) €
2 1
+ = [(15 + 1007 + 02)c5 — 1(203 + 7801 + 302)c3cs + 2(14 + 301 )caey | €8
o
20 2 6 7
+ 5 [—17cseq + (33 4 4oq)cach — 13cacs + Beg) €f, + Oley].

Como zpy1 =y — L, calculamos ex41 = Ay —

2 2
ers1 = <1_)(;26k+2<1—a)(c§—<:3)ei
r 3 2 4
+ 4—;(44—01) G+{l-= (3es — Teacs) | €

[ 2 10+ 2 2
+ -8 (1 _zt Ul) cy+4 (5 - +01> c3cs + (1 - ) (405 —6c3 — 100204)} ey
o o o

[ 2(1 1 2 4(14
+ <16 (15 + 201+02)>c§+(52+ 03+7221+302)c§c3+<28(:301)>Cgc4} e

[ 2(33+ 4 2
+ <33 — (+p)> cach + <1 — ) (17cgeq + 13cac5 — 506)} €S + Olef).
o o

Segin este resultado, en general, todos los métodos, OsG, tendran convergencia al menos cuadratica. Si im-
ponemos la condicién o = 2, el orden de convergencia de los métodos obtenidos serd cuatro. Entonces, la
expresion del error queda:

3 2 5
err1 = —oicset —4oica(ck — c3)el

1
- [4(1 = 1001 — 02)c} + (5 — 7801 — 302)c3es + 1601 cach + 2401 c5c4] € + Olef .
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50 3.3. Métodos iterativos basados en cuadratura de Gauss con otros predictores

Si imponemos la condicion de que o1 = 0 la convergencia sera de orden seis:
5 1 3 6 7
ery1 = |(1 —o2)cs — 1(5 — 303)c5¢s| e + Oleg)-

Si ademas ¢y = f”(£) = 0 la expresion de ey sera:
err1 = 2(—14302)czel +9(—1+ 302)cScqe)’

3
+ [(—1 + Tog)ch — Z(l — 309)(9c3c3 + 80§c5)] et +0[ei?].

5
Si también o5 = 1/3, entonces, €11 = —gcge}cl + 0[ei2]. O
La variante OsG-R1 no verifica la condicion 2 del Teorema 3.3.2 por lo que su orden de convergencia es cuatro y
nueve si f(£) = 0. Todas las restantes variantes verifican la condicion 2 del Teorema 3.3.2 y tendran orden de
convergencia seis en el caso general y once si f”(£) = 0. En caso de que ¢; = f”(£) = 0, los métodos OsG-LD1,
0sG-LT2 y OsG-R1 tendran orden 9, mientras que OsG-LD2 y OsG-R2 tendran orden 11.

Tabla 3.6: Comparacién de los indices de los métodos iterativos
\Métodos\pldlop\ 1 \IOI IC’|

OsG-LD1 | 6 | 4 | 4 | 1.5651 | 1.5651 | 1.2510
OsG-LD2 | 6 | 5 | 4 | 1.4310 | 1.5651 | 1.2203
OsG-LT2 | 6 | 5| 4 | 1.4310 | 1.5651 | 1.2203
OsG-R2 | 6 | 5| 4 | 1.4310 | 1.5651 | 1.2203

La Tabla 3.6 muestra el orden de convergencia, el nimero de evaluaciones funcionales y el nimero de operaciones
por iteracion y los indices de eficiencia, operacionales y de eficiencia computacional de los métodos desarrollados.
Vemos de nuevo que el método OsG-LD1 tiene una evaluacién menos que todos los restantes métodos y mejores
indice de eficiencia (1.5651) e indice de eficiencia computacional (1.2510). Todos los restantes métodos tienen los
mismos indices de eficiencia (1.4310), operacionales (1.5651) y computacional (1.2203). Ademas si comparamos
estos resultados con los mostrados en la Tabla 3.5 vemos que el mayor orden de convergencia de estos métodos
le garantiza un indice de eficiencia mayor, pero el mayor nimero de operaciones por iteracion hace que sus
indices de eficiencia operacional e indices de eficiencia computacional sean menores que los de los métodos
generados con predictor Traub.

3.3.3. Meétodo de la derivada congelada como predictor

A continuacién empleamos como predictor otro método de orden 4, un caso particular del método introducido
por Hueso et al en [50], que llamaremos derivada congelada DC'. Este método tiene cuatro evaluaciones fun-
cionales: una derivada y tres funciones, no es éptimo segin la conjetura de Kung-Traub y su expresién itetativa
es:

B f ()
Ye = Tk F(zr)
_fly)
2k Flan)’ (3.38)
O { €19
k+1 k Fi(an)

El siguiente resultado muestra las condiciones bajo las cuales el método resultante DC-Gauss (DCG) tiene
orden de convergencia 6 6 17.
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Teorema 3.3.3 Sea £ € I un cero simple de la funcion f : I C R — R suficientemente diferenciable en el
intervalo abierto I y consideremos que la estimacion inicial xo esté suficientemente cerca de . Si aplicamos
el método (3.38) como predictor y las cuadraturas de Gauss como corrector, se obtiene la formula iterativa del

método DCG:

_ G
Yoo T TR i)
_ ~ fyk)
% = o (3.39)
-~ f(z)
e f(ar)’
tha1 = 2 — — 2f (2x)
sz‘f/(m,k)
=1

(1 + Tz‘)uk + (1 — Ti)zk
2

donde 1; 1, = . Entonces, si las cuadraturas satisfacen las condiciones:

1. Si o =2, las variantes del método de DCG tienen convergencia de orden seis;

2. Si, ademds o1 = 0, dichas variantes del método de DCG tienen convergencia de orden siete;
3. 5 f"(€)=0yo=2cel orden es 15.

4. Si, ademds, o1 =0, 09 = 1/3 entonces, la convergencia es de orden 17.

Demostracion: La demostracion de este teorema comienza con la obtencion de las expresiones (3.33), (3.34),
(3.35), (3.36) y (3.37) del mismo modo que en el Teorema 3.3.2. A partir de ellas:

Jﬁ((?j;)) = J'(©)leaei +2(es = 2c3)€f + (13¢5 + 3ea — 1deacs)ey

+  (—38¢) 4 64c3cs — 20cacy — 1262 + 4es)el
+  (104c¢5 — 240c3c3 + 90cicd — 3dezeq + 103cacs — 26c2¢5 + Heg)el] + Olel].

Entonces, la expresiéon para z; sera:

= D)
f'(wk)
E+ A

= &4 2cke} + (Teaes — 9c3)ep + (30¢; — 44cies + 62 + 10cacy) el

+ (=885 + 188c3cs — 62cacd + 1Tczey — T0cacs + 13cacs)el

+ 2(120c5 — 336¢5c3 — 18¢5 + 132¢3cq + 6¢5 + 8ca(27c3 — 5es))er,

+  2(11eses + c2(8ce — 98czca))er + Oled).

Ahora podemos obtener la expresion para f(z):
flzr) = 2c3ed + (Teacs — 9¢3)ed + (30¢; — 44cacs + 6¢2 + 10cacq)el,

+  (—80c5 + 188c3cs — 62cacd + 1Tczeq — T0cacs + 13cacs)el
+ 2(120c5 — 336¢5c3 — 18¢5 + 132¢3cq + 6¢5 + 8ca(27c3 — 5es))er,
+  2(11eses + c2(8ce — 98czca))er + Oled).

De esta manera la expresion de uy sera:

_ . f(zr)
T T )
= £+A2

= E+4cdel 4+ (—26¢5 4 20cacs)er + co(108¢h — 167c3cs + 33¢2 + 28cacy)el
4+ (—356¢5 + 850ccs + 18¢3 — 232¢3cy = 92cac3cy + c2(—398¢3 + 36¢5)er, + Olel].
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(14 7)ug + (1 — 7)) 2,

1 1
Tomando n,; = , obtenemos 7y ; = £ + §(A2 + A+ 57'7;(142

2
f'(nk,;) alrededor de & obtenemos:

— A;) y expandiendo

Jek

o) = FOI—2(m — 1)e3ei —2¢3((137 — 5)c; — (7 — Dea)ey]
+ 2f(6)ea[(2 — 287i)cy + 4(—3 4 87;)caes — 3(1y — 1)k — 5(1; — 1)cacy)]el
+ f1(€)ca[4(497; + B)ch + (24 — 3617; + 377) ez + 2(457; — 17)c3ey
+ f1(E)ea|—17(27 — 1)ezeq + ca((1037; — 37)eg2 — 13(73 — 1)cs)el
+ F(€)ea[—4(29 + 1497;)cS + (163 + 15767; — 3977)caes + 16(2 — 317;)caeqler,
+ ’(5)@[(55 — 8727, + 2177)c3cq + 4(297; — 11)cs]ef,
+ 2f/(&)e2[9(37 — 1)c3 — 6(m; — 1)c3 — 11(7; — 1)czcser,
+ 8f/(&)ea[(3677 — 13)czezey — 2(15 — 1)cgler + Oled).

Usando el procedimiento introducido en el Teorema 3.2.1 para la obtencién de la expresién de K, agrupando

e introduciendo las notaciones (3.18), se obtiene la expresion de K y calculamos L:

2f (yk)
L =
K
2
= ;[2036% + (Tcies — 9¢3) el + 2(15¢5 — 2232 + 3¢ 4 5eacy e}
2 5 3 2 2Y1,.6
+ —[4(o1 — 22)c5 + 188c5¢3 — 62¢5¢4 + 1Tcseq + c2(13¢5 — 70¢3)]ey,
o
4
+  =[(116 — 2207)c5 + 14(0y — 24)cycs + 132¢5cq]ef,
o
4
+ *[664 + 8¢2(27¢2 — 5es) + 1leses + ca(8ce — 98czcy)]ef
+ Ole}].

Como z41 = 2 — L, calculamos ej41

€k+1

28
+ (120 - =(116 — 2201)> (336 — ;(01 - 24)) czcg} er

2
+ 2 <1 - U) [6¢2 + 8(27c2 — 5es) ek + 1lezes + ca(8cg — 98csey)]er, + Oled].

2 2
2(1- ) caeq + (1 - ) [Teaes — 9ci]e + 2 (1 - ) [15¢3 — 22¢2c3 + 3¢2 + beacael,
o o

2
+ [( 88 — — (01 — 22)) + (1 - ) (188¢c3c3 — 62c5cd + 17c3cq — T0coch + 13cacs) | €2
ag

Notamos que para tener orden de convergencia seis es necesario que o = 2 (véase la Tabla 3.1). Entonces, la

expresion de la ecuacion del error eg 1 queda:
eri1 = —4oic5ed +[(8 4 4401)cS — 2801 c5es)el + Oled]
y si, ademas, la formula de cuadratura verifica o7 = 0 obtenemos:
eri1 = 8cSel + O[ed].
Finalmente, si f/(£) = 0 la expresion (3.40) de ey, seré:

ekt1 54(30 — 1)cher® + 459(302 — 1)cSeqe}’

9
-5 [432(205 — 1)c§ — (302 — 1)(361c5c] + 132c5cs)] e + Oler®

Si, ademés, o9 = 1/3, entonces,

eri1 = 648c5er” + Oler®].

(3.40)
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O

La variante DCG-R1 no cumple con la condicién 2 del Teorema 3.3.3 por lo que tendré orden de convergencia
6 6 15 si f(€) = 0. Todas las restantes variantes verifican la condicion 2 del Teorema 3.3.3 y tendran orden
de convergencia siete en el caso general. En caso de que co = f”(£) = 0 los métodos DCG-LT1 y DCG-LT2
tendran orden 15, mientras que DCG-LD2 y DCG-R2 tendran orden 17.

Tabla 3.7: Datos de los nuevos métodos iterativos
[ Métodos |pld]op] I | 10 | IC |

DCG-LD1 | 7| 5| 4 | 1.4758 | 1.6266 | 1.2414
DCG-LD2 | 7| 6 | 4 | 1.3831 | 1.6266 | 1.2148
DCG-LT2 | 7 | 6 | 4 | 1.3831 | 1.6266 | 1.2148
DCG-R2 | 7|6 | 4 | 1.3831 | 1.6266 | 1.2148

De la misma manera que en las secciones anteriores, en la Tabla 3.7 se muestra el orden de convergencia, el
numero de evaluaciones funcionales y el niimero de operaciones por iteracion, asi como los indices de eficiencia,
operacional y computacional de los métodos desarrollados. Notese que todos los métodos tienen el mismo indice
operacional. El método DCG-LD1 tiene una evaluaciéon menos que los restantes métodos. Por esta razon tiene
mejores indices de eficiencia (1.6266) y computacional (1.2414). Todos los restantes métodos tienen los mismos
indices de eficiencia (1.3831) y computacionales (1.2148).

3.4. Generalizacion del predictor: pseudocomposicién

En esta seccién vamos a introducir una técnica, a la que llamaremos pseudocomposicién, que permite considerar
todos los casos vistos hasta ahora como casos particulares. Demostraremos que el orden final del método
dependeré, entre otros factores, del orden de los dos ultimos pasos del predictor.

Sea un método iterativo de orden p cuyo peniltimo paso es de orden ¢; el peniltimo y el altimo puntos
obtenidos a través de este método iterativo:

ue = Et+mgel +mopreft b moger” + magiaept 4+ 0ley] (3.41)
5g—1
j 5
E+ ) myej + 0[],

Jj=q

_ D p+1
zg = E+npe, +nprie

5p—1
E+ ) myep + 0[],

Jj=p

+ ot ngpe +ngpper T4+ 0[] (3.42)

Usaremos este método iterativo como predictor y como corrector introducimos el paso de Gauss:

2f(yx)

0 , (3.43)
> wif (i)
=1

Tk+1 = Yk —

(1 + TL’)Zk + (1 — Ti)yk

donde 7; 1, = . Para simplificar los célculos, usaremos la siguiente notacién:

2
5q—1 ]
> mje = Ay,
Jj=q
5p—1 )
Y omjel = Ay,
Jj=p
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donde en el subindice de la expresiéon entre paréntesis denota el valor de la potencia mas pequena que toma j
en la suma. Usando los pasos yj y 2z; calculamos:

1
Nki = 5[(1 +7i)zk + (1 — 7))yl
1 1
= ¢+ 5(‘42(10) + Ai(g) + §Ti(A2(P) = Aig)

1
= ¢+ §(R+ TiS)(q),

1 1
donde obtenemos R,y = §(A2(p) +A1q) Y S = §Ti(A2(p) —Ajy(q))- Mediante la expansion de f(yx) y f'(7,s)

en serie de Taylor alrededor de &, obtenemos:

flye) = f/(f) [Al(q) + CQA%(Q(Z) + CBA?(gq) + C4A111(4q)] + 0[€2q]7
Fows) = (&) [1 + 205 (ki — €)(q) + 33 (Mt — E)Fag) + Aca (i — )ag | + Oley]
4
= f(¢ [1 + (B +CT1; + DTiZ + ETZ-3 + FTZL)([I)} + Ole, ).
Desarrollamos la expresion K = Zwi I (k1)
i=1
K = Z;wif/(nk,i) — Z;wif/(g) [1 + (B +Cr; + DTi2 + ETiS + FTf)(q)] + O[eiq]

=1

' Zwi + (B Zwi +C Zwin +D Zwﬂf + EZwﬂf’ + FZwiT;L> +0[e1].
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 (@)

Empleando la notacion (3.18) obtenemos:

K = of' (&)1 4+ (B+ Coy + Doy + Eas + Foy)] + Oled).
~2f (k).
Calculamos L = 7
2
L = = [Aig +Quag + Qaeaa) + Qaag)] +Ole’),
donde
Quag) = 2 [AT = A(R+019)],,
3
Q2(3q) = |:03[A§ — 1A1(R2+201RS+0252)] —C%(R+U1S)[A% —Al(R—FO'lS)} s
(39)
1
Qs = ¢ {A‘f — §A1(R3 + 301 R?S 4 30, RS? + 0353)]
(4q)
— (203 l:i(RQ + 20’1RS + 0'252)[14% — Al (R + 0'15)]:|
(4q)
— c9c3 {(R +015)[A3 — ZAl(RQ +201RS + 0252)]]
(49)
+ [(R2 + 201 RS + 0252)[14? — A (R+ 015)]] (4q) -
Como xpy1 = yr — L, calculamos la ecuacion del error:
2 2
err1 = Aiq — ;Al(q) - [Q1(20) + Qa3q) + Q34| + Oler?]. (3.44)
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Notamos que si ¢ = 2 obtenemos orden de convergencia 2¢g . Entonces, la expresién de e queda:

eit1 = — [Qi2q) + Q23g) + Qs(aq)] + Ole} ). (3.45)

De Q1(24) depende la posibilidad de tener orden de convergencia mayor que 2q. Si lo desarrollamos,

Q1(20) (A7) (20) — [AL(Q) (R + 019)] (29) (3.46)
(AD)(2q) — A1) [(A2 + A1) + 01(A2 — A1) (o)

= —(AlAQ)(q+p) — 01 [Al (A2 - Al)](2q) ’

notamos que si o1 = 0 entonces, la expresiéon de ex1 queda:

ehi1 = —Ca(A142)(gip) — Qo(3q) — Qa(aq) + Olep]. (3.47)

Nos encontramos con dos posibles casos: si ¢ + p > 3q el orden de convergencia serd 3q y si ¢ +p < 3q el
orden serd g + p. En este altimo caso tener mayor orden de convergencia que g + p dependerd de A; Ay que
representa el producto de las expresiones de los errores en el pentltimo y en el dltimo paso del predictor. En
estas circunstancias, para tener orden de convergencia al menos 3¢ la derivada segunda evaluada en la raiz
buscada debe anularse (cz = 0). En este caso tendremos la siguiente expresion para la ecuacion del error:

3
€ky1 = — C3 |:A? — ZAl(RZ + 0'252):| (348)
(39)
1
— {A;* — 5Al(Rf‘ +30,RS? + 0353)} +0[e)?).
(49)
Vemos que el orden de convergencia que se obtiene en el caso de que la derivada segunda evaluada en la raiz se

anule, depende completamente de las expresiones A; y As, de su suma o diferencia y de los valores que tomen
02y 03.

A partir de estos comentarios se puede enunciar el siguiente resultado:

Teorema 3.4.1 Sea & € I un cero simple de la funcion f : I C R — R suficientemente diferenciable en
el intervalo abierto I y consideramos que la estimacion inicial xo estd cerca de £. Consideremos un método
iterativo de orden de convergencia p, donde yr y zr (véase (3.41, 3.42)) son peniltimo y ltimo pasos del
método. Tomando este esquema como predictor y a Gauss como corrector obtenemos una nueva aprorimacion
Tp+1 de & dada por

2/ (yr)

Tl =Y — 57—

Zwif’(m,k)
i=1

1
donde n;, = = [(1+ 7))z + (1 —7)yk] y 7 y w; son los nodos y los pesos del polinomio ortogonal correspon-

diente a la cuadratura gaussiana utilizada. Entonces:

1. El conjunto de familias obtenidas tendrd orden de convergencia al menos q;

[\S}

. Si se verifica la condicion o = 2 el orden de convergencia serd 2q;

Co

. Si, ademds, o1 = 0 el orden de la convergencia serd min{q + p,3q};
4. En cualquier caso, aumentar el orden de convergencia dependerd del producto A1As y
5

. cuando f"(§) =0, es decir, ca =0, el orden de convergencia es al menos 3q.

El orden de la convergencia que tendrd el método en el caso de que se cumple la ultima condicion dependerd
de las expresiones A1 y Ao, de su suma y diferencia y de los valores de o2 y o3 en algunos casos.
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3.5. Pruebas numéricas

Para ilustrar este resultado consideramos como casos particulares del mismo los métodos en las secciones

anteriores.

1. Caso Newton-Gauss: ¢ = 1, p = 2, entonces

a) si 0 =2, orden 2g = 2,
b) sic =2y o1 =0,o0rden ¢q+p=3(q+p=3q);

2. Caso Traub-Gauss: ¢ = 2, p = 3, entonces

a) si 0 =2, orden 2q = 4,
b) sic=2yo;=0,orden ¢g+p=5(¢+p < 3q);

3. Caso Ostrowski-Gauss: ¢ = 2, p = 4, entonces

a) si 0 =2, orden 2q = 4,

b) sic=2y o, =0,orden ¢ +p="6 (¢+p=3q);
4. Caso Derivada congelada-Gauss: ¢ = 3, p = 4, entonces

a) si 0 =2, orden 2g = 6,
b) sic=2yo;=0,orden ¢+p="7 (q+p < 3q).

3.5. Pruebas numéricas

A continuacién, utilizamos los mismos ejemplos anteriores

1. fi(x) =sinz — 2% + 1, € ~ 1.404492.

2. fo(x) = 22 —expx — 37 + 2, £ ~ 0.257530.
3. f3(z) = cosx — x, £ ~ 0.739085.

4. falx)=(z—-1)3-1,£=2.

5. fs(z) = 2 — 10, € ~ 2.154435.

6. fo(z) =cosx —xexpr + 22, £ ~ 0.639154.
7. fr(x) = expx — 1.5 — arctanz, £ ~ 0.767653.
8. fs(z) = 2 + 422 — 10, £ ~ 1.365230.

9. fo(r) =8z — cosz — 222, £ ~ 0.128077.

10. fio(z) = arctanz, £ = 0.
11. fi11(z) = expx — 42?, £ =~ 0.714806.

N 2
12. fia(z) = (sin:z: - 5) , £ =0, doble.
13. fi3(z) = xexpa? —sina? + 3cosz + 5, £ ~ —1.207648.
14. fia(x) = Va2 + 2z + 5 — 2sinz — 22 + 3, £ ~ 2.331968.
15. fi5(z) = =* —l—siml2 —5,6=12.

X

16. fig(z) = 10z exp(—a2) — 1, £ ~ 1.679631.
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17. fi7(x) = exp(—x) + cos z, £ ~ 1.746140.

3

18. fis(z) = Vot +8sin 75 + 5 — V6 + 5, E~ -2,

Para ilustrar la eficacia de los métodos desarrollados TrG, OsG y DCG la compararemows con el método clasico
de Newton (NC) y el método de Ostrowski (OS) [72]. Los métodos desarrollados tienen orden de convergencia
4,5 y 6, respectivamente. Ademés utilizaremos en el estudio comparativo otros tres métodos de 6rdenes 5, 6 y
8 respectivamente. Recientemente, sobre la base de Ostrowski o Jarratt han sido propuestas algunas familias
de métodos de orden superior a cuatro para la resoluciéon de ecuaciones no lineales. Por ejemplo, Cordero et
al. en [21] presentan una familia biparamétrica de métodos, aplicable tanto a ecuaciones como a sistemas de
ecuaciones, basada en la composicién de los métodos de Newton y Jarratt y una posterior modificacion de la
derivada. Su férmula iterativa es:

I (€7
Y = k 3f/(xk)
13f (yx) + f'(xx) f(ar)

S 231" () — f'(zi) /(=)
Cri1 = 25— f(Zk)
- af'(zr) + Bf (yr)

Para tener orden de convergencia cinco los parametros de ésta familia deben cumplir la condicién o + 5 = 1.
En este caso escogemos « = 1y 8 = 0 y lo denotamos por R1. En el caso de convergencia de orden seis los
parametros deben tener valores especificos o = —% y 8= % y en este caso el método lo denotamos por RR1.

Por otro lado, Liu y Wang han desarrollado en [65] una familia de variantes del método Ostrowski con orden
de convergencia ocho por el método de funciones de peso. La expresion iterativa de esta familia, a la que nos
referiremos como LW8, es:

Ye = Tk — fax)
[ (k)

Flxr) = 2f(ye) f'(xx)

(@) = Fue) f(zx)
* Kf(wk) - 2f<yk>) ) — of ()

Th41 + G(Nk) )

donde « es un parametro, ux = f(zx)/f(xx) vy G(uxr) es una funciéon real. Para los estudios comparativos
emplearemos este método con o« = 1 y G(t) = 4t como representante de los métodos de orden ocho.
En la Tabla 3.8 comparamos los distintos indices de eficiencia de los métodos empleados en las pruebas numéri-

cas

Tabla 3.8: Datos de los nuevos métodos iterativos
’Métodos\p\d\op\ I IIOIIC"

TrG-LD1 | 5| 4| 3 | 1.4953 | 1.7100 | 1.2585
OsG-LD1 | 6 | 4 | 4 | 1.5651 | 1.5651 | 1.2510
DCG-LD1 | 7| 5 | 4 | 1.4758 | 1.6266 | 1.2414
NC 2 12| 1| 14142 | 2.0000 | 1.2599
0OS 4 14| 3 | 15874 | 1.5874 | 1.2599
DC 54| 3 | 1.4142 | 1.5874 | 1.2190
RR1 6|4 | 4 | 1.5651 | 1.5651 | 1.2510
LW8 8|1 4| 6 | 1.6818 | 1.4142 | 1.2311

Obviamente, el mayor indice de eficienca lo tienen los dos métodos 6ptimos: LIW8 (1.6818) y OS (1.5874). Les
siguen los métodos OsG—LD1y RR1 (0.5651). El mejor indice operacional es el de NC'y le siguen los métodos:
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TrG — LD1 (1.7100) y DCG — LD1 (1.6266). Comparando los métodos a partir de los indices de eficiencia
computacional notamos que los mejores son los métodos NC' y OS. Les siguen los métodos TrG — LD1,
OsG — LD1, RR1 y DCG — LD1. Notamos que el método LW es el menos eficiente computacionalmente.

T T T T T T T T T T T
s _||:|\'nd\cedeeﬁcienc\a -indicedeefic\enc\aoperaciunal -\'nd\cedeeﬁcienciacomputac\ona\ B . R S

TrG-LD1 Triz-L02 Tri-LT2 Triz-R2 0sG-L01 0sG-102 OsG-1T2 0sG-R2 DCGE-LDD DCG-LD2 DCG-LT2 DCG-R2 MNC A8

Figura 3.2: Comparaciéon de los indices

En la Figura 3.2 se muestra una comparacion de los diferentes indices de eficiencia alcanzados por los métodos
mencionados anteriormente.

En la Tabla 3.9 presentamos los resultados obtenidos al utilizar los métodos descritos en esta seccién para
estimar los ceros de las funciones de f; a fis. Todos los célculos se han realizado bajo las mismas premisas que
se utilizaron para obtener la Tabla 3.4.

E-time
o N O ' | — - - -] R A O
T+ ol
08 -
()| TN CAURRUIIN RN [STN L i
NRINN RUSRN | | PSS | TUUNRN EUURRON ISR | DO | BOWON | ENSN | R o
02 —
TrG-LD1 TrG-LD2 TrG-LT2 TrG-R2 OsG-LD10sG-LD2 0sG-LT2 OsG-R2 NC 0s DC R1 RR1 L8

Figura 3.3: Comparacién de los tiempos de ejecucién

Los resultados numeéricos estan en concordancia con la teorfa desarrollada en esta seccién. De nuevo notamos
los dos casos particulares: fip(z) = 0y fi2(x) = 0. En el caso de fio(z) = 0, ca = 0 y notamos que los
métodos de las familias TrG, OsG y DCG se comportan segun lo previsto en los Teoremas 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3.
En el caso de fia(x) = 0, que tiene una raiz doble, todos los métodos estudiados muestran convergencia de
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orden uno con elevado nimero de iteraciones. Los métodos de la familia OsG y DCG tienen menor nimero
de iteraciones (208) y el método de Newton emplea la mayor cantidad de iteraciones (536). Los métodos de
Ostrowski y TrG-LD1 obtienen la raiz con el menor tiempo computacional € &~ 18.5s mientras que el método
LWS8 no converge. La precision de todos los métodos es de orden ~ 107162

La Figura 3.3 muestra el tiempo de ejecucuén e empleado por todos los métodos presentados en la Tabla 3.9
para las funciones f1, f5, fo, fi3 v fi7 escogidas al azar. En general, de entre los métodos introducidos en esta
seccién, el més rapido es TrG-LD1.

Tabla 3.9: Ejemplos numéricos

\ | Métodos | & [ [azwpi—awl [ [flaws)] [ Tter | p | es |
11, TrG-LD1 | 1.409624 6.7e—248 0 ) 5.0000 | 0.2141
zo=1 | TrG-LD2 | 1.409624 4.4e—248 5 5.0000 | 0.2779
TrG-LT2 | 1.409624 1.9e—248 5 5.0000 | 0.2324

TrG-R2 1.409624 | 4.9e—248 ) 5.0000 | 0.2558
OsG-LD1 | 1.409624 1.0e—116 4 5.9999 | 0.1914
OsG-LD2 | 1.409624 1.2e—-116 4 5.9999 | 0.2469
OsG-LT2 | 1.409624 1.8e—116 4 5.9999 | 0.2013

0sG-R2 1.409624 1.2e—116 4 5.9999 | 0.2232
DCG-LD1 | 1.409624 1.3e—102 4 7.0022 | 0.2242
DCG-LD2 | 1.409624 1.5e—107 4 7.0022 | 0.2462
DCG-LT2 | 1.409624 2.1e—102 4 7.0022 | 0.2606
DCG-R2 | 1.409624 1.5e—102 4 7.0022 | 0.2696

NC 1.409624 1.9e—-273 10 | 2.0000 | 0.2933

0S 1.409624 | 7.3e—139 4.0000 | 0.1977

DC 1.409624 | 5.4e—271 4.0000 | 0.3098

R1 1.409624 0 4.9996 | 0.2653

RR1 1.409624 0 6.0215 | 0.2257

LW8 1.409624 0 8.1069 | 0.2435

fa, TrG-LD1 | 0.257530 | 2.0e—193
2o =1| TrG-LD2 | 0.257530 | 4.9e—192
TrG-LT2 | 0.257530 | 1.0e—189
TrG-R2 0.257530 | 4.9e—192
OsG-LD1 | 0.257530 | 8.9e—256
OsG-LD2 | 0.257530 | 6.4e—256
OsG-LT2 | 0.257530 | 2.0e—257
OsG-R2 | 0.257530 | 6.4e—256
DCG-LD1 | 0.257530 | 2.2e—078
DCG-LD2 | 0.257530 | 2.2e—078
DCG-LT2 | 0.257530 | 2.1e—078
DCG-R2 | 0.257530 | 2.2e—078

5.0000 | 0.2329
5.0000 | 0.3002
5.0000 | 0.2433
5.0000 | 0.2628
6.0000 | 0.2364
6.0000 | 0.3197
6.0000 | 0.2549
6.0000 | 0.2714
6.5924 | 0.2904
6.5923 | 0.3703
6.5922 | 0.2835
6.5923 | 0.3239

NC 0.257530 | 4.5e—190 2.0000 | 0.2721
0OS 0.257530 | 1.8e—139 4.0000 | 0.2659
DC 0.257530 | 5.7e—102 4.0000 | 0.2086
R1 0.257530 0 4.8658 | 0.2866
RR1 0.257530 0 6.1725 | 0.2866

OO O DD OO DODDODODODODODDODODODODOONOCODDODDODDODODODOODOOOOCDOCDOoO OO0

WH PR CTOWWWW R bR ERRRBRASROEOS O

LW8 0.257530 | 1.1e—201 8.1108 | 0.2580
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Tabla 3.9 Ejemplos numéricos, continuacion....

| [ Métodos | & | fwxer —aul [ J(@sl [ Tter | _p | e
/3 TrG-LD1 | 0.739085 | 1.0e—154 0 4 [ 5.0000 | 0.1967
Ty = TrG-LD2 | 0.739085 | 8.5e—155 0 4 | 5.0000 | 0.2524
TrG-LT2 | 0.739085 | 5.6e—155 0 4 | 5.0000 | 0.1995
TrG-R2 | 0.739085 | 8.5e—155 0 4 | 5.0000 | 0.1989
0sG-LD1 | 0.739085 | 4.7e—260 0 4 | 6.0000 | 0.1900
0sG-LD2 | 0.739085 | 3.2e—262 0 4 | 6.0000 | 0.2485
OsG-LT2 | 0.739085 | 1.6e—267 0 4 | 6.0000 | 0.1921
0sG-R2 | 0.739085 | 3.2e—262 0 4 | 6.0000 | 0.2186
DCG-LD1 | 0.739085 | 1.3e—057 0 3 | 6.9188 | 0.1523
DCG-LD2 | 0.739085 | 1.3e—057 0 3 | 6.9188 | 0.1919
DCG-LT2 | 0.739085 | 1.3e—057 0 3 | 6.9187 | 0.1519
DCG-R2 | 0.739085 | 1.3e—057 0 3 | 6.9188 | 0.1884

NC 0.739085 | 7.1e—177 0 8 | 2.0000 | 0.2405

0S 0.739085 | 4.2¢—296 0 5 | 4.0000 | 0.2295
DC 0.739085 | 5.7e—288 0 5 | 4.0000 | 0.2023
R1 0.739085 0 0 4 | 4.9985 | 0.2209
RR1 0.739085 0 0 4 | 6.0041 | 0.2689
LWS 0.739085 | 7.7e—286 0 3 | 8.0668 | 0.1797
fa, TrG-LD1 [ 2.000000 | 3.8¢—246 0 4 [ 5.0000 | 0.2448
zo =2.5 | TrG-LD2 | 2.000000 | 8.0e—246 0 4 | 5.0000 | 0.3246
TrG-LT2 | 2.000000 | 3.4e—245 0 4 | 5.0000 | 0.2659
TrG-R2 | 2.000000 | 8.0e—246 0 4 | 5.0000 | 0.2968
0sG-LD1 | 2.000000 | 3.8e—102 0 4 | 5.9998 | 0.3017
0sG-LD2 | 2.000000 | 4.2e—100 0 4 | 5.9998 | 0.3673
OsG-LT2 | 2.000000 | 1.4e—096 0 4 | 5.9998 | 0.2532
0sG-R2 | 2.000000 | 4.2e—100 0 4 | 5.9998 | 0.2965
DCG-LD1 | 2.000000 | 7.2e—121 0 4 | 6.9984 | 0.2588
DCG-LD2 | 2.000000 | 8.1e—121 0 4 |6.9984 | 0.3352
DCG-LT2 | 2.000000 | 1.0e—120 0 4 | 6.9984 | 0.2963
DCG-R2 | 2.000000 | 8.1le—121 0 4 | 6.9984 | 0.3025
NC 2.000000 | 7.9e—224 0 10 | 2.0000 | 0.3104
0S 2.000000 | 4.1e—123 0 5 | 4.0000 | 0.2288
DC 2.000000 | 4.7e—309 0 6 | 4.0000 | 0.3084
R1 2.000000 0 0 5 | 5.0006 | 0.3118

RR1 2.000000 0 0 4 | 6.0374 | 0.2771

LWS8 2.000000 0 0 5 | 7.8971 | 0.2892

fs, TrG-LD1 | 2.154435 | 2.6e—130 0 4 [ 5.0000 | 0.2195
zo=2 | TrG-LD2 | 2.154435 | 2.4e—130 0 4 | 5.0000 | 0.2700
TrG-LT2 | 2.154435 | 1.9e—130 0 4 | 5.0000 | 0.1950
TrG-R2 | 2.154435 | 2.4e—130 0 4 | 5.0000 | 0.2475
OsG-LD1 | 2.154435 | 1.3e—253 0 4 | 6.0000 | 0.2532
OsG-LD2 | 2.154435 | 4.7e—251 0 4 | 6.0000 | 0.3346
OsG-LT2 | 2.154435 | 8.0e—247 0 4 | 6.0000 | 0.2188
0sG-R2 | 2.154435 | 4.7e—251 0 4 | 6.0000 | 0.2751
DCG-LD1 | 2.154435 | 2.1e—047 0 3 | 7.0465 | 0.1660
DCG-LD2 | 2.154435 | 2.1e—047 0 3 | 7.0465 | 0.2583
DCG-LT2 | 2.154435 | 2.2e—047 0 3 | 7.0466 | 0.1708
DCG-R2 | 2.154435 | 2.1e—047 0 3 | 7.0465 | 0.2264
NC 2.154435 | 4.5e—288 0 9 | 2.0000 | 0.2616

0S 2.154435 | 1.1e—303 0 5 | 4.0000 | 0.2125

DC 2.154435 | 2.7e—232 0 5 | 4.0000 | 0.2635
R1 2.154435 0 0 4 | 4.9985 | 0.2418
RR1 2.154435 0 0 4 | 6.0000 | 0.2747

LW8 2.154435 7.4~288 0 3 | 8.0065 | 0.1942
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Tabla 3.9 Ejemplos numéricos, continuacion....

| [ Métodos | € [ [oees —aul [ @l [Ttor | _p | s
fe) TrG-LD1 | 0.639154 4.7¢—068 0 4 4.9998 | 0.3275
Ty = TrG-LD2 | 0.639154 6.2e—068 4 4.9998 | 0.3632
TrG-LT2 | 0.639154 1.1e—068 4 4.9998 | 0.3539

TrG-R2 0.639154 6.2e—068 4 4.9998 | 0.3211
OsG-LD1 | 0.639154 5.4e—293 5 6.0000 | 0.4500
OsG-LD2 | 0.639154 5.2e—259 5 6.0000 | 0.4975
OsG-LT2 | 0.639154 3.5e—218 5 6.0000 | 0.4777
0sG-R2 0.639154 1.3e—257 5 6.0000 | 0.5687
DCG-LD1 | 0.639154 5.6e—167 4 7.0000 | 0.3531
DCG-LD2 | 0.639154 6.8e—167 4 7.0000 | 0.4657
DCG-LT2 | 0.639154 9.8e—167 4 7.0000 | 0.4267
DCG-R2 | 0.639154 7.8e—167 4 7.0000 | 0.3956

NC 0.639154 2.3e—303 10 2.0000 | 0.3829

0S 0.639154 3.9e—187 4.0000 | 0.3654

DC 0.639154 1.8e—113 4.0000 | 0.3794

R1 0.639154 7.6e—313 5.0000 | 0.3428

RR1 0.639154 0 6.0047 | 0.3768

LW8 0.639154 | 6.7e—172

Jid TrG-LD1 | 0.767653 | 2.2e—086
To = TrG-LD2 | 0.767653 | 2.4e—086
TrG-LT2 | 0.767653 | 2.9e—086
TrG-R2 0.767653 | 2.4e—086
OsG-LD1 | 0.767653 | 1.9e—167
OsG-LD2 | 0.767653 | 6.2e—166
OsG-LT2 | 0.767653 | 3.0e—163
OsG-R2 | 0.767653 | 6.2e—166
DCG-LD1 | 0.767653 | 4.6e—216
DCG-LD2 | 0.767653 | 4.8e—216
DCG-LT2 | 0.767653 | 5.3e—216
DCG-R2 | 0.767653 | 4.8e—216

7.9880 | 0.3358

4.9999 | 0.2541
4.9999 | 0.4004
4.9999 | 0.2769
4.9999 | 0.3029
6.0000 | 0.2751
6.0000 | 0.5157
6.0000 | 0.2642
6.0000 | 0.3417
7.0000 | 0.2900
7.0000 | 0.3827
7.0000 | 0.4081
7.0000 | 0.4191

NC 0.767653 | 1.4e—190 2.0000 | 0.3170
0S 0.767653 | 1.6e—200 4.0000 | 0.2922
DC 0.767653 | 7.5e—150 4.0000 | 0.3064
R1 0.767653 0 5.0485 | 0.3157
RR1 0.767653 0 6.0054 | 0.3583

LW8 0.767653 | 3.1e—191

fs, TrG-LD1 | 1.365230 | 1.1e—072
2o =1 | TrG-LD2 | 1.365230 | 7.8e—073
TrG-LT2 | 1.365230 | 4.2e—073
TrG-R2 1.365230 | 7.8e—073
OsG-LD1 | 1.365230 | 3.6e—156
OsG-LD2 | 1.365230 | 1.7e—154
OsG-LT2 | 1.365230 | 1.5e—151
0sG-R2 1.365230 | 1.7e—154
DCG-LD1 | 1.365230 | 1.0e—166
DCG-LD2 | 1.365230 | 1.5e—166
DCG-LT2 | 1.365230 | 3.0e—166
DCG-R2 | 1.365230 | 1.5e—166

7.9730 | 0.3020

5.0002 | 0.3368
5.0002 | 0.3986
5.0002 | 0.4055
5.0002 | 0.3183
6.0000 | 0.4263
6.0000 | 0.4345
6.0000 | 0.4277
6.0000 | 0.3421
7.0001 | 0.4415
7.0001 | 0.4523
7.0001 | 0.4148
7.0001 | 0.4551

NC 1.365230 | 4.0e—176 2.0000 | 0.4000
0OS 1.365230 | 1.5e—187 4.0000 | 0.3112
DC 1.365230 | 3.2e—112 4.0000 | 0.3206
R1 1.365230 | 2.3e—315 5.0000 | 0.4039
RR1 1.365230 0 6.0080 | 0.3969

S OO DD DD ODDODODDODODODODODODODOONNO DD DODDODDODODODODDODODDODODODODOODOOO|OOO0O DO OO OO OO0 oOO

QW b s LUt O B R R b b b s s R R W R OO O R e s s s R R R R R W R e OOt

LW8 1.365230 | 4.1e—169 8.0336 | 0.3468
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Tabla 3.9 Ejemplos numéricos, continuacion....

| [Metodos | € oo —anl [ @l [ Ter | p | &5 |
fo, TrG-LD1 | 0.128077 7.1e—068 0 4 5.0005 | 0.3218
Ty = TrG-LD2 | 0.128077 7.6e—068 5.0005 | 0.4959

TrG-LT2 | 0.128077 | 8.6e—068

TrG-R2 0.128077 | 7.3e—068
OsG-LD1 | 0.128077 | 3.7e—139
OsG-LD2 | 0.128077 | 3.4e—139
OsG-LT2 | 0.128077 | 2.8e—139

OsG-R2 | 0.128077 | 3.8e—139
DCG-LD1 | 0.128077 | 1.9e—151
DCG-LD2 | 0.128077 | 1.6e—151
DCG-LT2 | 0.128077 | 1.le—151
DCG-R2 | 0.128077 | 1.5e—151

5.0005 | 0.3117
5.0005 | 0.3702
6.0000 | 0.3099
6.0000 | 0.6294
6.0000 | 0.4268
6.0000 | 0.3680
7.0002 | 0.3231
7.0002 | 0.4780
7.0002 | 0.5303
7.0002 | 0.3910

NC 0.128077 | 9.0e—169 2.0000 | 0.4455

0S 0.128077 | 8.3¢—163 4.0000 | 0.2704

DC 0.128077 | 3.7e—101 4.0000 | 0.4717

R1 0.128077 | 7.5¢—269 4.9999 | 0.4742

RR1 0.128077 0 6.0127 | 0.3453

LW8 | 0.128077 0 8.0575 | 0.5445

f10, TrG-LD1 | 0.000000 | 1.7¢—033 9.0803 | 0.2336

10.9540 | 0.2648
9.0029 | 0.2581
10.9558 | 0.2060
8.9265 | 0.1478
10.9779 | 0.2436
8.8950 | 0.2296
10.9767 | 0.3104
15.0524 | 0.2069
16.9669 | 0.2239
15.0000 | 0.2660
16.9669 | 0.3439

29 = 0.5 | TrG-LD2 | 0.000000 | 2.6e—051
TrG-LT2 | 0.000000 | 4.4e—038
TrG-R2 0.000000 | 3.0e—051
OsG-LD1 | 0.000000 | 4.7e—044
OsG-LD2 | 0.000000 | 4.7e—056
OsG-LT2 | 0.000000 | 1.1e—038
OsG-R2 | 0.000000 | 4.0e—056

DCG-LD1 | 0.000000 | 7.8e—090

DCG-LD2 | 0.000000 | 3.3e—109

DCG-LT2 | 0.000000 | 2.3e—089
DCG-R2 | 0.000000 | 3.3e—109

NC 0.000000 | 3.3e—289 3.0000 | 0.2206

(O8] 0.000000 | 4.1e—302 5.0000 | 0.2567

DC 0.000000 | 3.1e—115 7.0000 | 0.2700

R1 0.000000 0 6.9609 | 0.3629

RR1 0.000000 0 7.0100 | 0.2947

LW8 0.000000 | 4.8e—207 8.9388 | 0.2302

Ji1, TrG-LD1 | 0.714806 | 2.8e—086 4.9998 | 0.3275

zg =1 TrG-LD2 | 0.714806 | 2.6e—086
TrG-LT2 | 0.714806 | 2.3e—086
TrG-R2 0.714806 | 2.6e—086
OsG-LD1 | 0.714806 | 7.6e—157
OsG-LD2 | 0.714806 | 2.1e—157
OsG-LT2 | 0.714806 | 1.4e—158
OsG-R2 | 0.714806 | 2.1e—157
DCG-LD1 | 0.714806 | 5.9e—217
DCG-LD2 | 0.714806 | 5.8e—217
DCG-LT2 | 0.714806 | 5.5e—217
DCG-R2 | 0.714806 | 5.8e—217

4.9998 | 0.3632
4.9998 | 0.3539
4.9998 | 0.3211
6.0000 | 0.3845
6.0000 | 0.5095
6.0000 | 0.2707
6.0000 | 0.4036
7.0000 | 0.3365
7.0000 | 0.4270
7.0000 | 0.3865
7.0000 | 0.4097

NC 0.714806 | 5.3e—190 2.0000 | 0.3829
0OS 0.714806 | 3.6e—184 4.0000 | 0.3654
DC 0.714806 | 8.9e—151 4.0000 | 0.2379
R1 0.714806 0 5.0429 | 0.3428
RR1 0.714806 0 6.0069 | 0.3768

SO OO OO ODODODODODODODOODOODODOONNODODODDODODODODODODOODOODOODODODODOOocoo0D OO OO0 0o oo ocoocooo
Wk s T OO b s b s s R s B W R R U WWWWWwWwwWwwWwWwwwW(ke b Otllto kdbbsss

LW8 0.714806 | 3.5e—191 7.9076 | 0.3358
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Tabla 3.9 Ejemplos numéricos, continuacion....

| Métodos | € | fown—anl | @)l [ Tter | p | s
fi2, TrG-LD1 0.000000 8.1e—162 0 241 | 1.0000 | 18.8305
zg = 0.5 TrG-LD2 0.000000 8.1e—162 0 239 | 1.0000 | 24.8066
TrG-LT2 0.000000 8.1e—162 0 239 | 1.0000 | 20.0354
TrG-R2 0.000000 8.1e—162 0 239 | 1.0000 | 20.7758
0sG-LD1 0.000000 2.9e—162 0 208 | 1.0000 | 28.6165
0sG-LD2 0.000000 2.9e—162 0 208 | 1.0000 | 23.4529
0sG-LT2 0.000000 2.9¢—162 0 208 | 1.0000 | 23.8791
0sG-R2 0.000000 2.9e—162 0 208 | 1.0000 | 31.1729
DCG-LD1 | 0.000000 1.5e—161 0 208 | 1.0000 | 20.3960
DCG-LD2 | 0.000000 1.5e—161 0 208 | 1.0000 | 26.5028
DCG-LT2 0.000000 1.5e—161 0 208 | 1.0000 | 26.7585
DCG-R2 0.000000 1.5e—161 0 208 | 1.0000 | 28.8762
NC 0.000000 1.7e—162 0 536 | 1.0000 | 21.0063
0S 0.000000 6.0e—162 0 266 | 1.0000 | 18.4757
DC 0.000000 2.3e—162 0 313 | 1.0000 | 22.8873
R1 0.000000 1.2e—163 0 243 | 1.0000 | 21.3531
RR1 0.000000 6.0e—163 0 220 | 1.0000 | 20.5260

LWS8 n.c. n.c. n.c. n.c. n.c. n.c.
f13, TrG-LD1 —1.20158 | 6.1e—268 0 5 5.0000 | 0.5633
zo = —1 TrG-LD2 —1.20158 1.9e—272 0 5 5.0000 | 0.7442
TrG-LT2 —1.20158 1.2e—282 0 5 5.0000 | 0.5959
TrG-R2 —1.20158 | 9.9¢—273 0 5 5.0000 | 0.6745
0sG-LD1 —1.20158 | 4.9e—146 0 4 6.0000 | 0.9235
0sG-LD2 —1.20158 | 4.6e—183 0 4 6.0000 | 1.1262
OsG-LT2 —1.20158 1.7e—129 0 4 6.0000 | 0.7520
0sG-R2 —1.20158 5.8¢—179 0 4 6.0000 | 0.8081
DCG-LD1 | —1.20158 | 6.2e—122 0 4 7.0002 | 0.6883
DCG-LD2 | —1.20158 1.7e—120 0 4 7.0002 | 1.9068
DCG-LT2 | —1.20158 7.4e—118 0 4 7.0003 | 0.8373
DCG-R2 —1.20158 1.5e—120 0 4 7.0002 | 0.9691
NC —1.20158 | 9.6e—278 0 10 | 2.0000 | 0.5465
0S —1.20158 2.3e—266 0 5 4.0000 | 0.4954
DC —1.20158 1.9¢—315 0 6 4.0000 | 0.6466
R1 —1.20158 0 0 4 4.9326 | 0.5390
RR1 —1.20158 0 0 4 6.0173 | 0.6690
LWS8 —1.20158 1.1e—259 0 3 7.9547 | 0.5051
fi4, TrG-LD1 2.331968 7.5e—198 0 4 5.0000 | 0.7356
To = 2 TrG-LD2 2.331968 3.3e—198 0 4 5.0000 | 1.0443
TrG-LT2 2.331968 6.0e—199 0 4 5.0000 | 0.6954
TrG-R2 2.331968 3.3e—198 0 4 5.0000 | 0.7905
OsG-LD1 2.331968 2.4e—302 0 4 6.0000 | 1.2524
0sG-LD2 2.331968 3.5e—305 0 4 6.0000 | 1.1990
0sG-LT2 2.331968 7.4e—313 0 4 6.0000 | 0.9025
0sG-R2 2.331968 3.6e—303 0 4 6.0000 | 1.1327
DCoG-LD1 | 2.331968 1.4e—074 0 3 6.8540 | 0.8153
DCoG-LD2 | 2.331968 1.4e—074 0 3 6.8540 | 0.9250
DCoG-LT2 | 2.331968 1.4e—074 0 3 6.8541 | 0.9676
DCoG-R2 2.331968 1.4e—074 0 3 6.8540 | 0.9882
NC 2.331968 3.7e—211 0 8 2.0000 | 0.7165
0S 2.331968 3.5e—323 0 5 3.9998 | 0.7312
DC 2.331968 1.5e—094 0 4 4.0000 | 0.7792
R1 2.331968 0 0 4 5.0099 | 0.8912
RR1 2.331968 0 0 4 6.0909 | 0.8630
LW8 2.331968 1.1e—280 0 5 8.0286 | 0.8091
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Tabla 3.9 Ejemplos numéricos, continuacion....

| [ Métodos | & [ Jowes —wul [ @) [Ttr | _p | e
fis, TrG-LD1 1.41424 1.2e—111 0 4 5.0000 | 0.5672
To = TrG-LD2 1.41424 2.5e—110 0 4 5.0000 | 0.8070
TrG-LT2 1.41424 4.1e—108 0 4 5.0000 | 0.6599
TrG-R2 1.41424 2.6e—110 0 4 5.0000 | 0.7323
0sG-LD1 1.41424 1.5e—144 0 4 6.0000 | 0.6496
0sG-LD2 1.41424 8.0e—146 0 4 6.0000 | 1.2676
OsG-LT2 1.41424 9.5e—145 0 4 5.9999 | 0.7735
0sG-R2 1.41424 8.1e—146 0 4 6.0000 | 1.0227
DCG-LD1 1.41424 1.4e—314 0 4 7.0000 | 0.8053
DCG-LD2 1.41424 9.8e—315 0 4 7.0000 | 0.9631
DCG-LT2 1.41424 5.1e—315 0 4 7.0000 | 0.8807
DCG-R2 1.41424 9.8e—315 0 4 7.0000 | 0.9265
NC 1.41424 2.9e—215 0 9 2.0000 | 0.4989
0S 1.41424 7.0e—156 0 5 4.0000 | 0.6759
DC 1.41424 1.4e—229 0 5 4.0000 | 0.7364
R1 1.41424 1.3e—307 0 4 4.9998 | 0.6539
RR1 1.41424 0 0 4 6.1807 | 0.6755
LW8 1.41424 0 0 4 8.0235 | 0.7447
f16, TrG-LD1 1.679631 2.1e—156 0 5 5.0000 | 0.7006
To = TrG-LD2 1.679631 1.4e—158 0 5 5.0000 | 0.7276
TrG-LT2 1.679631 4.2e—162 0 5 5.0000 | 0.6322
TrG-R2 1.679631 4.9e—157 0 5 5.0000 | 0.6440
0sG-LD1 1.679631 5.9e—096 0 4 5.9997 | 0.6282
0sG-LD2 1.679631 4.9¢—097 0 4 5.9997 | 1.0873
0sG-LT2 1.679631 1.5e—099 0 4 5.9997 | 0.5799
0sG-R2 1.679631 2.2e—097 0 4 5.9997 | 1.1589
DCG-LD1 | 1.679631 4.0e—060 0 4 7.0257 | 0.4846
DCG-LD2 | 1.679631 3.3e—059 0 4 7.0272 | 0.8095
DCG-LT2 1.679631 7.7e—058 0 4 7.0296 | 0.7794
DCG-R2 1.679631 8.9e—059 0 4 7.0279 | 0.9003
NC 1.679631 4.7¢e—219 0 10 | 2.0000 | 0.6829
0S 1.679631 9.6e—118 0 5 4.0000 | 0.4352
DC 1.679631 1.8e—179 0 6 4.0000 | 0.8262
R1 1.679631 0 0 5 4.9986 | 0.0891
RR1 1.679631 0 0 4 6.0442 | 0.4856
LW8 1.679631 0 0 5 8.1613 | 0.7079
fi7, TrG-LD1 | 1.7461395 9.7e—155 0 4 5.0000 | 0.2633
o =2 | TrG-LD2 | 1.7461395 2.2e—154 0 4 5.0000 | 0.4775
TrG-LT2 1.7461395 1.1e—153 0 4 5.0000 | 0.4357
TrG-R2 1.7461395 2.2e—154 0 4 5.0000 | 0.2973
OsG-LD1 | 1.7461395 2.9e—252 0 4 6.0000 | 0.2390
OsG-LD2 | 1.7461395 1.2e—252 0 4 6.0000 | 0.4185
OsG-LT2 | 1.7461395 7.0e—271 0 4 6.0000 | 0.4175
0sG-R2 1.7461395 1.2e—256 0 4 6.0000 | 0.6323
DCG-LD1 | 1.7461395 4.3e—056 0 3 7.1286 | 0.2575
DCG-LD2 | 1.7461395 4.2e—056 0 3 7.1273 | 0.4327
DCG-LT2 | 1.7461395 4.0e—056 0 3 7.1278 | 0.4056
DCG-R2 1.7461395 4.2e—056 0 3 7.1283 | 0.2007
NC 1.7461395 9.6e—170 0 8 2.0000 | 0.2503
(O1) 1.7461395 9.0e—280 0 5 4.0000 | 0.2799
DC 1.7461395 4.4e—279 0 5 4.0000 | 0.2327
R1 1.7461395 0 0 4 5.0092 | 0.4305
RR1 1.7461395 0 0 4 5.9937 | 0.5446
LW8 1.7461395 5.9e—273 0 3 7.9370 | 0.2134
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Tabla 3.9 Ejemplos numéricos, continuacion....

| [ Metodos | € [ fown—oel [J@dl [ Ter | p [ e
fis, TrG-LD1 | =~ -2 1.4e—103 0 4 5.0000 | 1.8215
xg=—1.8 | TrG-LD2 | =~ —2 8.3e—103 0 4 5.0000 | 2.5532
TrG-LT2 | ~ -2 2.2e—101 0 4 5.0000 | 1.8037
TrG-R2 ~ -2 8.2e—103 0 4 5.0000 | 1.7785
OsG-LD1 | ~ -2 1.5e—172 0 4 6.0000 | 2.5743
OsG-LD2 | ~ -2 1.5e—172 0 4 6.0000 | 3.3033
OsG-LT2 | ~ —2 1.2¢—188 0 4 6.0000 | 2.5429
0sG-R2 ~ -2 1.6e—176 0 4 6.0000 | 2.7048
DCG-LD1 | =~ -2 1.7e—243 0 4 7.0000 | 2.1811
DCG-LD2 | =~ -2 5.2e—244 0 4 7.0000 | 2.8524
DCG-LT2 | =~ -2 4.6e—245 0 4 7.0000 | 2.7699
DCG-R2 | =~ —2 5.2e—244 0 4 7.0000 | 2.7903
NC ~ —2 1.1e—239 0 9 2.0000 | 1.5642
0S ~ -2 3.1e—188 0 5 4.0000 | 1.7762
DC ~ —2 3.8e—168 0 5 4.0000 | 1.9822
R1 ~ —2 0 0 4 5.0060 | 1.9358
RR1 ~ =2 0 0 4 5.9974 | 2.3122
LW8 ~ -2 1.5e—179 0 3 7.9840 | 1.7753
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Capitulo 4

METODOS ITERATIVOS OPTIMOS PARA
ECUACIONES NO LINEALES

4.1. Introduccion

Como consecuencia de la biasqueda de variantes del método de Newton se han desarrollado como hemos visto
en el capitulo anterior, numerosos métodos multipaso. Desde el punto de vista de la eficiencia computacional,
se deberian disenar métodos 6ptimos en el sentido de la conjetura de Kung-Traub, como son los métodos de
Ostrowski y Traub. Asi, en los ultimos afios, se han publicado algunos métodos 6ptimos de orden 4 y 8. En [83],
basandose en el método de Newton, Wang et al. obtienen una versiéon modificada del método de Ostrowski con
una convergencia de octavo orden que requiere tres evaluaciones de la funcién y una evaluacién de su primera
derivada, lo que implica que su eficiencia es 6ptima de acuerdo con la conjetura de Kung y Traub. En [63] Kou
et al., presentan variantes del método Ostrowski con orden de convergencia ocho y que requieren para cada
iteracion tres evaluaciones de la funcién y una evaluacién de su primera derivada y por lo tanto son 6ptimos
también.

King en [55] desarroll6 una familia uniparamétrica de métodos 6ptimos de orden cuatro, cuya férmula iterativa
es

N flxy)
YT TR ) (4.1)
Thy1 = Yk — flaw) +Bf (k) fyw)
! flxk) + (B —=2)f(yx) f/(zk)’

donde 8 € R es un parametro. En particular, el método Ostrowski (véase [72]) es el miembro de esta familia
que se obtiene cuando 5 = 0.

Recientemente, sobre la base del método de Ostrowski o de los métodos de King, se han propuesto algunos
métodos multipaso de orden superior para resolver ecuaciones no lineales. Sharma et al. en [78] y Kou et al.
en [48] utilizan la interpolacion de Hermite para generar métodos 6ptimos de orden ocho. Por otra parte, Bi
et al. en [7] también presentan una nueva familia de métodos de octavo orden con base los métodos de King y
la familia de los métodos de la iteracion de sexto orden desarrollada por Chun et al. en [13].

En este capitulo se obtienen nuevos métodos iterativos entre los cuales aparecen algunos éptimos segin la
conjetura de Kung-Traub con orden de convergencia cuatro y ocho.

66



4. METODOS ITERATIVOS OPTIMOS PARA ECUACIONES NO LINEALES 67

4.2. Meétodos iterativos multipaso 6ptimos

4.2.1. Familia de métodos de orden cuatro 6ptimos con extensiones a orden mayor

El indice de eficiencia (véase Capitulo 2, seccién 2.1.1) del método clasico de Newton es 1.414. Todas las
modificaciones hechas para mejorar el orden local de la convergencia de este método van en la direccion de
incrementar sus indices de eficiencia. Por ejemplo, Frontini y Sormani en [37] desarrollaron nuevas modifi-
caciones del método de Newton para disenar métodos iterativos con orden de convergencia tres e indice de
eficiencia 1.442. Con el mismo indice de eficiencia, Traub en [81] desarroll6 un método de tercer orden que exige
la evaluacion de una funciéon y dos derivadas primeras por iteracién. Chen en [10] describié algunas nuevas
formulas iterativas de orden de convergencia tres. En [43], Gutierrez et al. presentan una familia de métodos
de tercer orden que requiere la evaluacién de una funcién, una primera derivada y una derivada segunda por
iteracion. La expresion iterativa es:

1 Ly(wy) f(@k) [ (zk) f (k)

Pt = <1 My 5Lf(371c)) f'(wg)’ donde Ly (i) fx)? (4.2)
Facilmente se ve que el método de Chebyshev (8 = 0), el método de Halley (8 = %) y el método Super-
Halley (8 = 1) son casos especiales de esta familia. Aunque sus indices de eficiencia son 1.442, implican la
evaluacion de una derivada de segundo orden que puede ser computacionalmente dificil de obtener. Ostrowski
desarroll6 dos métodos de orden tres y cuatro respectivamente y cada uno de ellos requiere la evaluacién de dos
funciones y una derivada por iteracién. Recientemente, también han aparecido como extensiones de los métodos
mencionados anteriormente una serie de métodos de sexto orden para resolver f(z) = 0: Neta desarrolld en
[67] una familia de métodos de sexto orden que requiere las evaluaciones de tres funciones y una primera
derivada por iteracion; Sharma y Guha en [77] desarrollaron una familia uniparamétrica de métodos de sexto
orden de cuatro pasos basado en el método de Ostrowski y requiere tres evaluaciones de la funcién no lineal
y una evaluacién de la derivada, por iteracion. Chun en [12] presenté una familia uniparamétrica del métodos
de variantes del método de Jarratt, mostrando que el orden de convergencia de la familia aumenta de cuatro
hasta seis, aunque afade una evaluaciéon de la funcién por iteracion. Kou et al. en [59], [61] y [62], presentaron
nuevas variantes de los métodos de Chebyshev-Halley. Estos métodos que tienen sexto orden de convergencia,
anaden una evaluacion de la funcion por iteracion respecto al método original.

El objetivo de esta secciéon es desarrollar algunos métodos de orden 4 6ptimos y extenderlos a érdenes superiores
intentando mantener su caracter 6ptimo.

En las paginas 197-204 del texto de Traub, [81], son analizadas una clase de formulas iterativas del tipo:

Tp1 = Tk — arwi (k) — agwa(zy) — azwz(wk), (4.3)
donde w1 (z) = ;/((Z];)), wo(xy) = }f,((zz)), ws(zy) = J{,((ZZ)), Yk = Tk +owi (k) y 2k = Tk +ywi (Tk) + dwa (k)

con ap, as, as, a, v y 6 pardmetros. Si ag = 0, algunos valores de los parametros proporcionan métodos
iterativos de orden tres que requieren tres evaluaciones funcionales por iteracion. Si az # 0 otros valores de los
parametros generan métodos de orden cuatro. En ningun caso se obtienen métodos 6ptimos. En [81], Jarratt
propone una modificaciéon de la propuesta de Traub que le permite obtener familias de métodos iterativos de
orden cuatro pero con tres evaluaciones funcionales, lo que los convierte en métodos iterativos 6ptimos. La
propuesta de Jarratt se presenta en la siguiente forma:

Tpr1 =k — P1(ar) — Pa(zi),
. _ flxy) _ f(zr) _ f(zx)
donde ¢1(xx) = arwi(zr) + agwa(wk), ¢p2(zk) = b () + baf (o) wy(xk) = Flan)’ wa(zg) = o)’ e

Yk = x + aw (xy). Siguiendo esta propuesta introducimos el siguiente método iterativo multipaso en el que
para disminuir las evaluaciones funcionales utilizamos combinaciones lineales de los valores de la funcién y
aproximaciones de la derivada de la funcién a través de sus valores en los dos primeros puntos.
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Teorema 4.2.1 Sea f: I C R — R suficientemente diferenciable en cada punto del intervalo abierto I tal que
¢ €1 es solucion de la ecuacion no lineal f(x) = 0. Supongamos que f'(x) es diferente de cero en . Entonces,
la sucesion {xy}i>0 obtenida usando las expresiones

yp = xp+awi(zy),
2 = Yk + Pwi(ay), (4.4)
Tpt1 = 2k +wa(zk),

donde wy(xy) = f(ak)/f (xr), we(xr) = flag)/[b1f (k) + baf (yr)], converge a & con convergencia de orden
cuatro sia:—g,ﬂzg, by =11y by =—3.

Demostracion: Sea £ un cero simple de f. Como f es una funcién suficientemente diferenciable, mediante la
expansion de Taylor de f(zx) v f'(xx) alrededor de £ y teniendo en cuenta que f(£) = 0, obtenemos:

flzk) = f(€) [ek + caeq + c3€j + caely + csel + coel + cre + Csez} + Olep],
fl(e) = f(&)[1+ 2coer + 3esep + 4ese} + Sese, + begey, + Terey, + 8csef] + Oler],
1 f9() , L N -
donde ¢; = = G con j =2, 3,.... Como los términos entre corchetes son polinomios en términos de e, la
4!

division directa nos da:

f(xr)
f'(wk)

Por lo tanto, la expresion para yr = xx + qw; (zy) es:

= ep — caeh + (2¢5 — 2c3)e} + (Teaez — 4cs — 3eq)ey + Oled).

w1y

ye = E+(1+a)e, — 0&62@2 + 2a(c§ — 63)62 + a(4c§ —3cq + 76203)8i + O[ez]
y la expresion para z, = yi + Swi(xy) es:
zp = £+ (1+a+pep— (a+ ﬁ)czei +2(a+ B)(cs — c%)ei + (a+ B)(4C§ —3cy + 70203)ei + O[ei].

De nuevo, mediante la expansion de Taylor obtenemos f(yx):

fllye) = f1(&) [1 +2(14 a)coer + (720403 +3(1+ oz)Z) Cg@i + (40403 —2(54 3a)acges —4(—1 — 05)364)6i]
+ f(§ [—80[521 + (26 + 150&)6%63 — 6 (3 + 4o + 2a2) cocy + (—1 — @) (12040% +5(—1— a)305)] ei
+ Ole}).

Determinamos wsy(xy):

wylwy) = blf/mJ; (—T—kb)gf/(yk) = Dicy + Dac} + D} + Dach + Ole}),
1
Dy = by
Dy — (b1 + b + 2bac)co
(b1 + b2)? ’
D, — 2(b2 + 2b1 (ba + 2bga) + b3(1 + 4a + 2a2))c3 — (2b3 —|— b3(2 + 6a + 3a?) + byba(4 + 6a + 3042))037
(b1 + b2)?
b (—4b3 — 2b2b5 (6 + 13a) — 4b1b2(3 + 130r + Ta2) — 2b3(2 + 130 + 1402 + 403))c3
(b1 + b2)*
N (763 + b3b2(21 + 38 + 15a%) + b3 (7 + 38 + 39 + 12a3) + b1b3(21 + 76 + 540 + 12a3))cacs
(b1 + b2)*
(b1 + b2)%(3b1 + b2(3 + 12 + 1202 + 4a3))ey

(b1 + ba)*
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Calculamos finalmente zx + wa(xy):

Tpr1 = E+ Arep+ Agei + Age,?; + A4ei + Olep],
donde
1
A =1
1 + by + by +a+ g,
(bl + by + 2[)204)
Az = [ R
b2 + 2by(by + 2bsa) + b3(1 + 4o + 2a?)
A3 = 2 1 2 2
3 {a—l—,@—!— (o1 +03)° e
[ 207 + b2(2 + 6a + 3a?) + byby(4 + 6 + 3a2)
- |2
I (a+/6) + (bl + b2)3 :l C3,
3 2 2 2 3 2 3
A = —2|2a+8)+ 267 + b3b2(6 + 13cr) + 2b1b5(3 4+ 13 + Ta?) + b5(2 + 13 + 14a” + 4a?) &
(b + b2)*
r 3 2 2 3 2 3
+ |7+ 8)+ b + b3b2(21 4 38cx + 15a) + b3 (7 + 38 + 390 + 12a )] e
L (b1 +b2)4
[b103(21 + 76 + 5da? + 12a°) (3b1 + b2(3 + 12a + 1202 + 4a3))
— 13 — .
+ _ b1 7 o) Cacs (a+p) 1 £ 022 4

Para obtener orden de convergencia cuatro se debe resolver el sistema de ecuaciones:

1
1+ ———+a+p

= 0
b1 + b2
(b1 + b2 + 2b2x)
== ta+B = 0
(b1 + b2)? P
ot B4 b? + 2b1 (by + 2bocr) + b3(1 + 4o + 2a?) _ 0
(b1 + be2)3
203 + b3(2 + 6 + 3a2) + brba(4 + 6 + 3a?)
20a+p) + L2 = 0
( /6) (bl + b2)3
La solucién del sistema proporciona los siguientes valores de los cuatro parametros introducidos: @ = —3
1
8= 5 by =1y by = —3 que garantizan convergencia de orden cuatro. La expresion de la ecuacion del error

queda:

. Cy4 5
ept1 = (cg —coc3 + 5) ep + Oley)].

Con esto queda demostrado que para los valores dados de los pardmetros «, (3, b1, ba, se obtiene orden de con-
vergencia 4 con tres evaluaciones funcionales: dos derivadas y una funcién. En este caso el método desarrollado
es Optimo segin la conjetura de Kung-Traub. La formula iterativa del método 6ptimo de orden 4 es:

_ o 2@
Ye = k 3f'(96k)
_ 1 f(xr)
_ f(xy)
Pl = R ) =3 )
O

Siguiendo la técnica desarrollada por Jarratt y Traub intentamos extender el método descrito en el teorema
anterior con el objetivo de alcanzar un método de orden ocho. En el siguiente resultado observamos que, a
pesar de que el objetivo se ha alcanzado, el orden del método resultante no es 6ptimo.
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70 4.2. Métodos iterativos multipaso 6ptimos

Teorema 4.2.2 Bajo los mismos supuestos del teorema anterior, consideremos el esquema iterativo

_ 2 f(zy)
Y = T — gf’(xk)’
_ 1 f(xk)
2k = yk+6f’(xk)’
— flxy)
T ) 8P ()’ (4:6)
vy = 2k +ws(xk),
Tk+1 = Rk +w3($k)+w4<$k).
donde
ws (k) a1 f(x) + az f(uk)
asf'(xx) + asf (yx)’
wn(ey) = af@) T raf(ue) +raf (o) (raf (i) +rsf ()|

e f'(xr)? + o f (o) f' (yr) + rs.f' (yx)?

La sucesion {vy}r>0 converge a £ con convergencia de orden seis para valores de los pardmetros a1 = as/2,
as = az/2, agy = —3az/2. Ademds, si r1 = ro =0, 1y = —[rsrs — rery — 1r8]/r3, r3 = [-3rg —r7 +18|/2r5 y
cualquier valor de ¢, r7 y 13, la sucesion {xy}r>0 converge a & con convergencia de orden 8.

Demostracion: Como la primera parte de la demostracion es la prueba del Teorema anterior, con valores
de los pardametros conocidos continuamos con la demostracion introduciendo los siguientes pasos. Expandimos
f(ug) alrededor de £ y obtenemos:

20cacs  8es| 5
— e
9 27 | *

flug) = f(&) [Cg — 203 + %4} er + (€ [403 + 8ckez — 22 —

2 14
5 £/(€) [135¢5 — 405c3 3 + 165c5¢s — 99¢zc4 + 9o (27¢5 — 5es) + Teg ] €y
Oleg)-

arf(zr) + az f'(u)
a3 f(xr) + asf'(zx)

y buscamos ws(zy) = y g = 2 + ws(zy) para la demostracion de convergencia de orden

6. Por lo tanto:

vy =&+ Eiep+ Ege% + Egei + E4ezl. + E562 + EGEg + O[eﬂ,

donde
1
B, = -4+ 2
2 asz + aq
1 2a1(—3 4
E, = = ar(~3a; + aty) C2,
6 (a3+a4)2
2a1 (9a3 — 6 —7a3 —3a2—2 2
By = |1 2000 ot i) | 2 3[ % a‘”’a‘*;a“}c:@,
9((13 + a4) 9((13 + CL4)

[ 27ay(as + a4)® + 4ay (—27a3 + 36a3as + 69azaj + 22a3) | ,
E4 = 2 —+ 1 62
27(as + aq)
—9as(az + aq)? + a1(63a3 — 42aza, — 41a?)
9(as + asq)?
B a1(8las — 23a4) — 3agl(as + a4) .
27(&3 + a4)2 v

+

] C2C3

1T
W N~

+
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Para tener orden de convergencia 6 se debe resolver el sistema de ecuaciones:

1
S =
2 az+ay
2@1(—3@3 + a4) - 0
(az +as)?
14 2a1 (9a§ — 6asay — 7ai) _ 0
9(az + aq)3
2 —3a2 -2 2
14 al( as a3a4+a4) - 0
3(az + aq)?
N 27az(a3 + as)® + a1 (—27a3 + 36a3as + 69azai + 22a3) 0
27(&3 + (14)4 -
7 —9as(az + aq)?® + a1(63a3 — 42aza, — 41a3)
A - 0
2 9(az + as)?
§ . a1(81a3 - 230,4) - 3(121((13 + a4) - 0
2 27(a3 + a4)?

2
Resolviendo el sistema obtenemos: a; = az = —% y ag = —%. Por lo tanto:
1
v, = vp—&=— (263 —c3) (93 — 9cacs + ca) €f + Olef].

9

Hasta este paso el método tiene orden de convergencia 6 con cuatro evaluaciones funcionales: dos funciones y
dos derivadas. Esto implica que no es 6ptimo segun la conjetura de Kung-Traub. La férmula iterativa queda:

2 f(ox)

Ye = 3 f'(xr)

_ 1 f(zx)

k. = Yk GfI(CCk)’

f(zr)

YT T ) - 37
v = 2+ flaw) +2f(ur)
f'(wk) — 3f'(21)

(4.7)

Por dltimo buscamos w,4 para obtener orden ocho. Expandimos de nuevo esta vez f(vy) alrededor de €. Entonces

obtenemos para f(vg):

1
floe) = £ 9 (263 — ¢3) (9¢3 — 9cacs + ca) 62]

: 2 .

+ 1O ~31 (48ﬁcg —121chc3 — 81c3 + 2705 s — 189cac3¢y + 8¢3 + 3¢ (2436% —8cs) + 12c305) 6;:|
: 5 277 385c3 203

+F(6) 13967 — 14063 + 48ches + 3 (13662 — 2L ) e, (3363 4 202 FOGG
i 27 81 27

1o [263 1 2 8 9
- f(6 > (849c¢gcy — 14c) + YT (2727¢5c4 — 193cqc5 — 126¢3¢6) | €f, + Oley).
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Calculamos wy:

(T4 +T5)7’1 e
re + 77+ 718
(7“5(—77“6 —3r7 + Tg) + 7“4(—37“6 +r7+ 57"8))7“102 o2

wy =

+ 3(re + 17 + 1rg)? k

N 2r174(9r3 + 61677 + Tr2 — 38768 — 30r7rs — 1572)C3 3
9(7“6 +r7 4+ T8)3 k

N 2r174(33r2 + 34rery + 9r2 — 6rers — 6r7rs — Trd)c3 ¢

9rs + 1y +15)3

6r1(ra(3re — 17 — 5rg) +15(7Tre + 3r7 —18)) (16 + 77 +T8)C3 5 4
— 3 @k + O[ek]
9(7“3 +7r4 + 7“5)

Calculamos zg1 = v + wya(xy) y la expresion de la ecuacion de error se presenta en la forma:

exr1 = Hiep + Hael + Hzed + Oley),
donde
H, (ra +1s5)r 7
Te —+ (i —+ rs

H . (7’5(771"6 —3r7 + T’s) + T4(73T’6 +r7 + 57’8))7"162

2 3(7’6 + 77 +T8)2 ’
I 2r174(973 + 61677 + Tr2 — 38rgrg — 30r7rs — 1513)c3

3 p—

9(7’6 “+7r7 + 7’8)3
2r174(3372 + 34rgry 4+ 9r2 — 6rers — 6rors — Trd)cs
9(7“3 +7r4 + ’1“5)3
67r1 (’I“4(3’I“6 —rr — 57"8) + 7"5(77”6 + 3r7 — 7‘8))(7"6 +r7 4+ 7‘8)63
9(7”‘3+7”‘4+T‘5)3 ’

Notamos que los primeros tres elementos se eliminan si escogemos r; = 0. Simplificando la expresién de error
obtenemos:

err1 = rodaet +rodsel + Jgeb 4+ Olel].
Si ro = 0 se obtiene orden de convergencia 6. Simplificando de nuevo, la expresion del error queda:

: 5 2c3 — 9c3 — 9eac:
o (rs(ra +r5) +re +r7 +1r8)(2¢5 — ¢3)(9cs 0203—1—04)62_’_0[6;].
9(re + 17+ 1g)

7"3(’/‘4 + 7“5) +7re+1r7+ 18
9(7’6 + rT + ’I"g)

con r3 # 0 y lo sustituimos en la ecuacion de error. Simplificando

Para obtener orden de convergencia 7, debemos resolver la ecuacion: = 0. Expre-
T3rs + 76 + 17 + 18

T3

samos 14 como r4 =

obtenemos:

2¢o (27375 — 3r6 — 17 + 18) (205 — ¢3)(9¢3 — 9eacs +¢4) 8 9
= - G Olez).
Ck+1 27(ro + 17+ 78) e, + Gey + Oleg]

2(2rgrs —3rg—r7+rs)
27(r¢+r7+718) -

Para tener convergencia de orden ocho resolvemos la ecuacion —
3rg + 17 — T3
27"5

0 despejando r3 en funcién

de los demas r3 = con r5 # 0, que sustituimos en la ecuacion de error obteniendo:

(2¢3 — ¢3)[(56m6 + 3077 + 22r8)c3 — 9(re + 17 + 18)C3](9¢3 — eacs + cy)él 9
Ck+1 = + O[ek]'
81(7“6 + r7 + 7”8)
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Asi determinamos la familia de nuevos métodos iterativos con tres pardmetros, orden de convergencia ocho y
cinco evaluaciones funcionales: dos derivadas y tres funciones. La familia queda determinada por la féormula
iterativa:

I 2 f(ax)
Y = k 3.]”(37]@)’
_ 1 f(wk)
* TG P ()
_ _ flw)
up = 25+ Flan) — 37 (o)’ (4.8)
v = up+ 2f<uk)
* ET k) = 3 ()
o=y L(OBre 43+ rs) f(wk) = (Bre + 17 — 1) () f (k)
o F2 ro (2 + 1ol () /(i) + 7 () '
O
Un caso particular de la familia (4.8) se obtiene si tomamos 7 = rg = 0:
2 f(x)
Yk - gf/(.’)&'k)’
P 1 f(zx)
k= Yk 6 F(zr)
_ flxr)
R (PR TEn) .
S ) N
g ET P () = 3f(z)
L[5 3] )
k+1 = Uk

2 [ () flan)

Llamamos a este método iterativo M&A.

4.2.2. Familia de métodos combinaciéon del método de Ostrowski y de Chun

En esta seccion se desarrollan familias de métodos iterativos multipaso, variantes del método de Newton y
generados a partir de la combinaciéon de los métodos de Chun y Ostrowski con el fin de obtener el orden de
convergencia mayor posible y minimo coste computacional, empleando para ello una técnica diferente a la
desarrollada en la seccién anterior.

Usando el método de Newton como predictor buscamos una combinacion de los métodos de Ostrowski (3.32)
y Chun (3.39) en la forma:

o —a flxx)
b = me—apees, (4.10)
thy = e f(zy) n bif(ww) +bof(yr)] f(yr)
* arf(xr) + a2 f(yr) f(xy) fz)’

donde «, ay, as, b1, by € R. Buscamos sus valores de tal manera que el orden de la convergencia sea al menos
4.

Teorema 4.2.3 Sea f: I C R — R suficientemente diferenciable en cada punto del intervalo abierto tal que
& € I es una solucion de la ecuacion no lineal f(x) = 0. Supongamos que f'(x) es continua y es diferente de
cero en &. Entonces, la sucesion {zy}r>o0 obtenida usando las expresiones (4.10) converge a & con convergencia

1
de orden cuatro si « = 1, ay = a?(by —2), by =1 — — y para todo a1 y by € R con a; # 0.
a
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Demostracion: Sea £ un cero simple de f. Como f es una funcion suficientemente diferenciable, mediante la
expansion de Taylor de f(x) y f'(«) alrededor de £ y teniendo en cuenta que f(£) = 0, obtenemos:

flzg) = f(€) [ek + co€2 + czep + C4ei] + O[eg], (4.11)
F(@r) = f(€) [1 4 2c2es, + 3eseq + deael] + Ole), (4.12)
1 fO(¢) , - o -
donde ¢; = = KGR con j = 2,3,.... Como los términos entre corchetes son polinomios en términos de ey,
4!
la division directa de (4.11) y (4.12) nos da:
flxr) o 2 2 3 A3 4 5
o) ex — oy +2 (5 — c3) €} + (Teacs — 4¢3 — 3cq) €, + Ole],
k
. _ f(zx)
y por lo tanto, la expresion para yp = xp — a-; es
f'(@r)

Yo = E+ (1 — a)eaef + 200 (c3 — €3) €} + a (4¢3 + ey — Teacs) e} + Olel).
De nuevo, expandiendo f(yi) alrededor de &, obtenemos:

flur) = f© [(1 —a)ep + (1 —a+ 012)626i + (7201203 —(-14+a- 302 + a3)03) 6‘2
+  (5a%c3 + (=104 3a)cacs + (1 — a+ 6a® — 4a® + a’cy) e, + Ole}]]. (4.13)

Ahora calculamos:

f(zx)
H, = 4.14
U afe) + aaf () (41
_ 1 _ asa? e
aptas—asa (ag +az — asa)? 2Tk

asa’ ((3(11 + as (3 —3a+ az)) 3+ (a—3) (a1 + az — aza) 03) 9
(a1 + ag — aga))3 €k
aza’ (8(1% +a3(a+2)7(2-2a+a?) +2a1as (8 — 8o+ 3a2)> s 5

— ce
(a1 —+ ag — CLQOL)4 2%k
2 (a} (2 = 7) + ayaz (@® — Ta? 4+ 18 — 14) — a3 (7 — 16 + 14a? — 603 + a*)) 3
— CaC3e
(a1 + ag — agoz)4 b
2 2
a1 +as —asa)” (6 — 4o+ «
_ (a1 2 20) ( 1 )C4ei +O[€i]
(a1 + a2 — aza)

_ buf(zk) +baf(yr)
H, = en (4.15)
= (b1 + by — baa) + ba®coey + baa® (303 + (a—3) 03) er

+  boa® (8¢5 +2 (20— T) cacs + (6 — 4o + @) cq) €} + Ole].

Sustituimos (4.13) y (4.12) en el cociente:

= (l-a)es—(1—-a—-a*)eei—(1+a)((da—2)3+ (2—4a+a?) ;) e}

+ ((-4+4a+ 13042) cs+ (7—Ta— 1902 + 5a3) cac3) er
+ (-3+3a+6a®—4a® +a') cuey + Ole})]
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y sumamos (4.14) y (4.15)

ag
C2€k
ay + as — as)?

1
Hy+Hy = (b1+b2—b2a+> + a2 [zﬂ—
a1 + as — asa (

— a’by (334 (@ —3)c3) e}

o? (3araz + a3 (3 — 3a + a?)) c3 + a?az (a — 3) (a1 + a2 — aza) c3
€k

(a1 + ag — aga)3
+ o? (bg (863 +22a—"T)cocs + (6 — 4o + (12) 64)) ei

a?ay (8@% + a2 (o —2) (2—2a+ a?) +2a1az (8 — 8a + 3a2))

3.3
— cse
(a1 + ag — aza)* 27k
20%as (af (2a — 7) — araz (14 — 18a + 7a? — ag)) 3
+ 1 C2C3€
(a1 + ags — agm)
202a3 (7 —16a + 14a? — 60> + a4) 3
- C2C3€
(a1 + ag — aza)*
2a2as (6 —4a + az) 3
Ole?].
(a1 + a2 — asar)? caei + Olei]
Por lo tanto, la ecuacion del error queda:
1
— —1)(=14+b+by—0 S rE———
€k+1 (a )< + b1+ b2 2a+a1—|—a2—a2a)ek
ag 2
+ a—(1—a)a? by — )c e
( ( ) (2 (a1+a2—a2a)2> 2
1
+ (1 —a— a2) (bl + by — bocx + M) Cgei + O[ei] (4.16)

Notamos que para que el orden de convergencia sea al menos 2 el valor de a debe ser la unidad. Sustituimos
en (4.16), y obtenemos para la ecuaciéon de error:

1
€k+1 = (1 - — — b1> Cgei
ai
n ((4&1 + a9 + a%(—Z + 4by — bg))cg + 2(11(—1 +ay — a1b1)03 ez
2
ay

1
+ E(—(lSa% + Tatas + a3 + ai(—4 + 13by — Tba))c3)e;,
1

+ g(al(lélal + 4ay + at(—=7 + 14by — 4bs))cacs + 3a3 (=1 + a1 — arby)cy)ef + Ole}).
1

Para que el orden de convergencia sea cuatro debemos resolver el sistema de ecuaciones:
1

1-——-b = 0,
ai
4aq +a2—|—a%(—2+4b1 —bg) - 0
a? ’
—1+4+a; —arb; —
ai

Notamos que la primera y la tercera ecuaciones son iguales y su solucién dependeré de dos de los parametros:

an = a%(bg — 2)7
-1

by = 4 )
ay

por lo tanto, recalculando el error, obtenemos:

err1 = c2[(5—a1(—2+b2)’c3 —c3)] e + Olepl,
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de donde concluimos que el méximo orden de convergencia para la familia biparamétrica es cuatro para todo
a1y by € R con a; # 0. O

Finalmente la formula iterativa obtenida del método Newton-Ostrowski-Chun (NOC) es:

we = a— f(x)
f(@r)’
oo = 1 f (k) o (ar = D (e) + arbaf (ye) | S (ys)
ar | f(zx) +ai(b2 — 2) f(yx) flzx) fxy)’

que define una familia biparamétrica de métodos 6ptimos de orden cuatro.

En caso de que a; = 1 la férmula iterativa adopta la forma:

B C20)
Y = k f’(xk)

The = g f(zy) n baf (yr) | S (yr)
flar) + 2 =2)f (k) fzx) | f'(2n)
con casos particulares: si by = 2 tenemos el método de Chun (3.39) y si bs = 0 tenemos el método de Ostrowski
(3.32).

A continuacion nos preguntamos: jPodriamos obtener con uno o dos pasos mas usando combinaciones de
métodos, otras familias con mayor orden de convergencia? La respuesta la proporciona el siguiente teorema,
en el que analizamos la convergencia de un método multipaso que parte del método de Ostrowski (orden 4) y
alcanza orden 7 combinando Ostrowski consigo mismo.

Teorema 4.2.4 Sea f: I C R — R suficientemente diferenciable en cada punto del intervalo abierto I y& € I
una solucion de la ecuacion no lineal f(x) = 0. Supongamos que f'(x) es continua y es diferente de cero en &.
Entonces, la sucesion {xy}r>0 obtenida usando el algoritmo:

I C7))
e f(xg)’
- f(y) f(xx)
o {1 i flen) = 2f(ye) ] f'(xx)’ (4.17)
Tk = zp— {m +m %—Fm fzr) " f(zx)
o ' 2 Flxr) — 21 (ur) Sarflun) +asf(en) | )’

. . , 1
converge a £ con convergencia de orden siete si my = mg =1, mg = 3 y n =2 para todo a1,a2 € R y a; # 0.

Demostracion: Sea £ un cero simple de f. Como f es una funcién suficientemente diferenciable, mediante
la expansion de Taylor de f(zx) y f'(zx) alrededor de &, teniendo en cuenta que f(£) = 0, denotando por

1 @)

c; = - con j =2 3,... obtenemos:

Tt )
flar) = F(€) [ex + cach + caeq + caey, + cs€}, + coef + cref] + Oleg],
Fl@e) = f(&)[1+2coer + 3cser + dese} + Sesep, + 6ege), + Terey| + Oler],

y combinando ambos desarrollos:

f@r)/ [ ()

e — czei +2 (cg — 03) ei + (70263 — 403 — 304) ei

(80‘21 —20c3c3 + 6¢2 + 10cocs — 405) ep

(—1603 + 520303 — 280%04 + 17c3¢4 + Co (1305 — 330%) — 506) e%

2 (160% — 64chcs — 9cs + 36¢3cq + 6c3 4+ 9ca (703 — 205) 11ezes + o (8¢cg — 46¢3¢q) — 307) el
Ol[€?].

+ o+ o+ o+
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4. METODOS ITERATIVOS OPTIMOS PARA ECUACIONES NO LINEALES 7

Asi, el polinomio de Taylor asociado al primer paso del método es:

Yk

+ + +

€4 coel + (203 - 203) e

(403 —

Tcocs + 34) ei

(20c3cs — 8¢5 — 6¢3 — 10cocs + 4cs) €}
(16¢5 — 52c¢5cs + 28¢5ca — 1Tcses + co (335 — 13¢5) + 5eg) €f

(3202 -

128¢5c3 — 18¢3 + T2c3cq + 12¢5 + 18¢3 (Tc§ — 2¢5) + 1leses + co (8¢ — 46c3cs)) e

36762 + O[ei]

y el desarrollo de Taylor de su imagen:

f(yk)

= f'(9 [czek + (203 - 262) e, + (402 — Teacs + 304) ek]

+ £ [(802 + 200203 - 603 — 10c¢2cq4 + 465) ek}

+  f(&) [(16¢5 — 52¢5 + 28c3cs — 17cscq + 2 (33¢3 — 13¢5) + 5eg) €]
- f(&) [2(16¢5 — 64cscs — 9c3 + 36c3cs + 6¢5 + 9¢3 (7c3 — 2¢5)) 8;]
+  f'(&) [(11eses + e (8eg — 46c3¢4) — 3c7) em + Ol[e}]

lo que nos permiten calcular el cociente Hi:

H,y

+ 4+ + +

_|_

f(yw)
f(r) = 2f (yk)
1+ coeg + (3cy — 2¢a¢3) ei + (3¢q4 — 2¢9¢3) ei + (26% —3c3c3 — 2cocy + 405) eﬁ
(146%03 — 403 — 50304 + 2c3c4 — Co (9(:% + 205) + 565) 62
4¢S — 24c5c3 — 63 4+ 1Tchey + 3cy + 364) ep
c5 (32(:3 — 705) + 4dcges — 2¢9 (13¢3cq +¢5) + 607) €y
166203 — 240264 23c304 + 10cqc5 + 62 (2165 — 4863)) ez
¢5 (Tlegeq — 9c6) + 6escg + 2¢o (14c§ — 96421 — 17¢c3¢5 — 67) + 768) ez
Ol[e}].

(
(c2
(
(c2

Asi, el polinomio de Taylor asociado al segundo paso zj seré:

zk—§ =

+

(c5 — cacs)ey

2(2¢5 —
(1003 — 300303 + 120304 — Teseq — 3ea(cs — 603))%

2 5
4cses + cacq)ey,
6

2(10c5 — 40c3c3 — 6¢3 + 20c5cs + 3c3 4 8c2(5¢3 + 8¢2(5¢3 — ¢5) + Beses 4 ca(2c6 — 26¢3¢4) e

Olef]-

De nuevo, expandiendo f(zj) alrededor de &, obtenemos:

flze) = (-
2(2¢3 —
+ (105
y
flr)/f(xr) =

4
cacs)ey

2 5
4dcses + cacqey)

—30c5cs 4+ 12c3¢4 — Tezeq — 3ea(cs — 6¢3))el

2(10c5 — 40c3c3 — 663 + 20c3cs + 3¢3 4 8¢2(5¢2 — ¢5) + Beses + ca(2c6 — 26¢3¢4))er + O[ed],

+ + +

(cg — cac3) n

2 (30‘21 —5ckez + i+ 0264) en

(22¢5 — 53c3cs + 16c5cq — Tezeq + ¢2(25¢3 — 3cs)) e

2 (32¢§ — 102¢3¢3 — 9¢3 + 38c3eq + 3¢ + 5(80c5 — 11c5) + 5eses + ca(2c6 — 38csea)) e
O[ef).
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78 4.2. Métodos iterativos multipaso 6ptimos

Calculamos ahora los diferentes factores que aparecen en el ultimo paso:

g, f(zk)
, =
arf(yk) + a2 f(2k)
1 2
= —(c3—cs)ep — — (3 —2coc5 + cu) €}
ai a1
1
+ po [(al —asz) cg +2 (a2 — 3a1) 0303 + (3a1 — as) cg + Bajcacs — 3alc5] ei + 0[62],
1
H = mi+moH; +m3Hs

1
= mq + mocae, + o [(mg —ayms)ci + (2a1my — m3)63] el
1

+ ; [(4777,3 — 20,17712)6263 - ngcg + (3a1m2 - 2m3)02] Bi
1
1
+ ol [(2(1%7)’12 + ayms — agms)cs + (2aams — 3a2mo — 6ayms)cacs + (3a; — ag)mgcg)] ep
1
1
+ p [(5ms — 2a1ma)cacy + (4darms — 3m3)cs)] ef + Oled].
1

Es sencillo comprobar que para que el tltimo paso tenga orden al menos siete, n debe tener valor dos. En este
caso la ecuacién del error queda:

epr1 = (m? —1)ea(cs — c;;)ei +2(3m? — mymsg — 2)6362
+ 2[4 —5mi 4+ myims +4)c3es + (m] — 1)c3 + (m] — D)eacs] ef, + Oley)]. (4.18)

Para tener convergencia de orden cinco debe verificarse m; = +1. Tomamos m; = 1 y recalculando (4.18)
obtenemos :

ert1 =2 [(1 —ma)c3 (3 —c3)] e + Olef). (4.19)
Notamos que el orden sera seis si mg = 1. Recalculamos (4.19) y obtenemos:
er+1 = (2ms—ay)es (cg — 03) S
- %[2((03 —¢3)((2a1 — Tm3)ch + (13m3 — 5a;)caes + (ay — 2m3)cs + 2(ay — 2ms)cacyler,
+ Ole}].

. a s
De nuevo, si mz = 2 la ecuacion de error queda:

ert1 =3 (c3 — 0203)2 er + Ole}], para todo ay, as € R, a; # 0. (4.20)

Finalmente el algoritmo resulta:

_ ~ flxy)
Yoo = far)’
o Fe) ] fa)
R S e bien? 20
- F () o fa) } f(=)
T [1+f(wk)2f(yk)+ 2 arfly) + azf(z) ] P
y queda probado su orden de convergencia siete. (I

Denotamos por M7 a los métodos de esta familia.

Observamos que si se toma m; = —1 el tltimo paso tiene la expresion:

Thil = 2k — [1 — fyr) _a fCr) ]2 f(zk)
o Floe) —2f () 2 (anf(ue) +aaf(zn)) | Flan)

Casos particulares:
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4. METODOS ITERATIVOS OPTIMOS PARA ECUACIONES NO LINEALES 79

1. Si fijamos as = 0y a; = 1, entonces

yk:x“ﬁ%}
wo= e 14 e s oy (422
i %_P+f@J9%@w+;ﬁZ”{ﬁZ§
9. Si fijamos az = —1y a; = 1, entonces
S (1)
a = fien 2f<yk>] Py (429
TR Y ) - 2f(yk) " ;f(yzj(jk}(%) 2 ;((ikk))'

Llamaremos M7A a este ultimo caso particular de la familia y lo usaremos en las pruebas numéricas més
adelante.

Tomando el método de Newton como predictor buscamos una combinacién del método de Ostrowski cambiando
el ultimo paso del método M7 (véase (4.21)) con fin de obtener un método 6ptimo, en la forma:

g flxr)
Y = k f/(-'lfk;)’
2 = ap— (b +boHy) JJ:/((%)) o
donde H; = f(yx) H, — f(zk) I— Eyf(xr) + Eof (yr) + ks f(21)

af (wn) —af(yn) 2~ mf(en) —nf(z) © 7T S (o) + raf () + raf ()

Este método ha sido aceptado en Applied Mathematics Letters [24].

Teorema 4.2.5 Sea f: I C R — R suficientemente diferenciable en cada punto del intervalo abierto tal que
& €1 es solucion de la ecuacion no lineal f(x) = 0. Supongamos que f'(x) es continua y es diferente de cero
en &. Entonces, la sucesion {zy}r>o0 obtenida usando las expresiones (4.24) converge a & con convergencia de

ordenochosia:2g,blzl,bg:g,pzl,nlzg,m:%,L#lconﬁ:kl,rgzkg,rgzkg—?)kly

para todo g, m,n, ki,ka, ks € R con m y k1 no nulos.

Demostracion: Sea & un cero simple de f. Como f es una funcion suficientemente diferenciable, mediante la
expansion de Taylor de f(xg) y f'(xx) alrededor de £ y teniendo en cuenta que f(£) = 0, obtenemos:

flze) = F(€) [ex + cael + caei + caey, + csef, + o€y + cref, + csel ] + Olep],
Fl@e) = f(&[1+2coer + 3csei + deael + Besep + 6egel, + Terey + 8esey,] + Oled],
1 f&)
donde ¢; = o / 7 (S) con j =2,3,.... Como los términos entre corchetes son polinomios en términos de e, la
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division directa nos da:

]{/((xk)) = e — czek +2 (02 — 03) e + (70203 — 402 — 304) e, + (80‘21 — 20%03 + 6c§ + 10cocq — 405) 62
Tk
+ (716cg + 52¢3c3 — 28¢3cy + 1Tczcq — 33cacs + 13cac5 — 506) el
+ 2 (1602 — 64cyes — 903 + 36¢3cs — 6¢3 + 630203 18¢3cs + 1lezes — 46¢ac3cq + 8cacs — 307) er
+ ( 64ch + 304chcs — 176¢5cy — 750304 + 3lescs — 4080263 + 920205) ed
+  (4c3(87egca — 1leg + 27esep) + 135each — 64caci — 108cacses + 19¢ocr — Tes) ey + Olel],
. o f(zx)
y por lo tanto, la expresion para yy = zp — - es
frar)
Yo = E+coep+2 (e — cg) s + (403 + 3¢y — Teacs) ep+ (78042l +20ckcs — 6¢3 — 10cacy + 4es) €

+ (1603 — 520363 + 286%64 — 17c3c4 + 33CQC§ — 13coc5 + 506) 62

- 2 (lﬁcg — 640303 — 902 + 360304 604 + 630203 180305 4 1lcges — 46¢acscy + 8cocg — 307) ez

—  (—64c] + 304cc; — 176ccq — THcies + 3lescs — 408c3cs + 92¢5es + 4e3(8Tczea — 1leg + 27escg) €
— (1356263 — 64coc? — 108cacscs + 19¢oc7 — 708) e; + O[ek].

De nuevo, expandiendo f(yx) alrededor de &, obtenemos:

flue) = f( f [caer +2 (c3 — 3) €} + (5c3 — Teacs + 3ca) e + (6¢5 — 12¢5¢3 + 3¢5 + Beacs — 2¢5) €]
+ (a (2802 — 730263 + 340204 — 17c3cq4 + 370203 — 13cac5 + 566) e
- (a) (32¢§ — 103c3es — 9¢3 + 52c3es + 63 + 80c5c3 — 22¢5¢s5) ef,
2f"(a) (11cges — 52cacscq + 8cace — 3c7) ez
(
(c3

f'(a) (144¢] — 552c5es + 297c5eq + T5cieq + 582c3c; — 134c3cs — 2Tesc) €
a) c5(bdeg — 455¢3¢y) — 1350203 + 640204 + 108csc3c5 — 19¢o¢7 — 3leqcs + 708) ei
Ole)-

+ o+ o+

Ahora calculamos el valor de Hj:

- f(l/k)
= 9f (zx) — af (yx)

1 1 1
= Eczek + 72 [(a —3g) 5 + 2gcs] ef, + E[(az — 6ag +8¢%)c3 + 2(2a — 5g)geacs + 3g°cale],

1 .
+ - [(a® — 9a®g + 25ag® — 20¢%)c; + g(6a® — 32ag + 37g%)c3c3] e}

g
1 5
g 29 (3a — Tg)eaca + 49°((a — 29)c3 + ges)] € + Oleg).-
Con esto podemos calcular z, = xp — (b + boHy) J{I((xk)) de donde se obtiene la ecuaciéon del error para zg:
T,
1 2 1 2
e, = (1—"bey— §(b1 —bg)caey, — g—z [(abl + 2g(bg — 2b1))c5 + 2(by — bg)gc;g] e
1
- = [(a®by — Tabyg + (13by — 4bg))g®)c3 + g(4aby + Tg(g — 2b1))cacs + 3(b1 — bg)gcs] e} + Ole}.

Los valores de los parametros a, b, by y g necesarios para obtener convergencia de orden al menos cuatro se
obtienen resolviendo las ecuaciones 1 — by =0, ba —b1g = 0y abs + 2g(b1g — 2b2) = 0 simultaneamente. Como
resultado obtenemos los valores de a, by y bs en funcién de g: a = 2g, by =1y bs = g. Recalculando obtenemos
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4. METODOS ITERATIVOS OPTIMOS PARA ECUACIONES NO LINEALES 81

la ecuacion de error para zi en la forma:

€z, (cacs — c3)ep + (caez — 4c — 2cocy — 2¢3) e}
(10¢5 + 12¢5¢4 — 30c3c3 — Tegeq + 18cacs — 3cacs)el
2(10¢5 — 40c3cs — 6¢5 + 20c3 ¢y + 3¢2 4 40caca — 8cacs + Seses — 26cacscy + 2¢ac6) el

Ol[e}).

+ o+ +

Mediante la expansion de Taylor de f(zj) alrededor de £ obtenemos:

F1(6)[(cacs — c3)es + (8cies — 4cy — 2cacy — 2¢3)€3)]

F1(€)(10¢5 + 12¢3¢4 — 3033 — Tezeq + 18cach — 3eacs)el

2£7(€)(10c5 — 40c5c3 — 65 + 20¢5cs + 3¢2 4 40cac — 8cacs + beses — 26¢ac3cy + 2¢0c6) e
O[ef).

f(zk)

+ + +

Ahora calculamos los cocientes:

J{/((zk)) = (Czc3 — Cg) 6% — (603 — 100363 + 2¢9c4 + 203) 62 + 0[62]
k
y
f(Zk) 1 9 ) 2 5 ,
H, = L, P
2 mf(yk) — nf(zk) m(CQ CQCS)ek m (02 coc3 + C4)ek

2
1
m2

1
+ = [((m +n)c3 + (3m +n)(c3 — 2¢3¢3) + Bmcacs — 3mes] e,

+ [4(m — n)ch — 4(m — 3n)c3cz — 4(m + n)c3ea + 2(3m + 2n)eze] €

m

1
+ o [6mcsea — 4(m + 2n)cacs — dmeg) €f, + Olel).

De manera que, mediante Hy; y Hs calculamos H = p + ny Hy + noHa:

1 1
H = p+ gnlczek + g—m [gnz — mn102 + (2mny — gn2)03] i

1
+ g—m [(3mn — 2gn2)cy — 2gnacs — 2(mng — 2gn2)0203] ey

1
+ o [(2m®ny + gmny + gnna)cy — (3mPny + 6gmns + 2gnns)cies) e,

1
+ — [g(3m + n)naca +m(5gng — 2mny )eacy + n(dmny — 39n2)05] ep

gm
1

+ gﬁ [2(7m2n1 — 2gmnsg + 6gnn2)0303 — 4(m2n1 —gmno + gnng)cg] ei
1

+ gm? [2(m2n1 + 3gmny + 2gnnsg)czcy — (5m>ny + 4gmny + 4gnn2)c§C4] ey

1
+ gm? [—c2((9mPny + 4gmna + 8gnns)cs + 2m(mny — gna)cs) + m(5mny — 4dgns)cg) €,

Oley]-

+

f(zx)
f'(zy)’
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para T4 Sera:

r1— ki 2 4
ept1 = " co(c5 — c3)ey,
1

[(77"1 (nl(kg —+ 4’)"1) —+ kl (47“1 + TQ))C% — 27‘1 (7"1 — kl)CQCd 62
[(7"1(]432 + 87"1) - k1(8T1 + 7'2))0303 — 27"1(7‘1 — kl)Cg} 62
[(7“1(7]{727'1 + 107"% + k27’2) — kl(l()r% + Trirg + T%))Cg — T1(13k27’1 + 307“% + k?27‘2)0305] 62

[k1(30rF + 13r179 + 73)chcs + (2r1 (r1 (ke + 6r1) + k1 (611 + 12))c3ea + T(ky — r1)ricsea] ef

+
N N L, JRURE, W,

[(rica(—2(9k1m1 — 2kory — 9% + 2k172)c3 + 3(ky — r1)r1c5)] € + cref, + Ole}).

Para garantizar orden de convergencia al menos siete resolvemos las ecuaciones:

ki —ry
Tl(lﬁ =+ 47“1) =+ ]4)1(47“1 + 7“2) =

Tl(kg =+ 87“1) — k1 (87‘1 + 7‘2) 0

simultaneamente. Los valores que satisfacen las ecuaciones son: k1 = r1 y ko = r5. Los sustituimos en L y
recalculamos ey 1:

(c3 — cocs)?

Chtl = (k1 — k3 +73)] ef
3 _
+ % [k%(ng + 4n) - 36k:1m(k:3 —r3)+ 4]6‘2771(7“3 — kg))cg] ei
1
(c3 — cacs) 2 s 1 s
Ry — [—2(k{(89m + 4n) — 34kym(ks — r3) + 2kam(rs — ks))c5es] e}
1
(¢5 = 2¢3) 1f ok (45m + 4n) — 16m(k 2 4 dkym(11k, — dks + 4 8
W[ 1(k1(45m + 4n) — 16m(ks — 73)c3 + dkim(11k; — 4k3 + 4r3)caca] €
+ Olel,

de donde se ve que si 3 = k3 — 3k1 el orden de la convergencia serd ocho. Tomamos este valor y recalculamos
la ecuacion del error para ej4:

3 _
€k+1 % [(19kym + 12kom — 4kin)cy — 2(13kym + 6kom — 4kin)csc®] e}
1
3 _
+ (e —c¢5) (k1 (3m — 4n)c3 + 4kymeacy] €} + Olep].
4k1m
O
Finalmente, el algoritmo de esta familia de métodos 6ptimos queda:
Yo = Tk — fla)
f(@e)’
f(@k)
= —(1+H 4.25
Zk Tk ( + 1) f/(xk;)’ ( )
m o, fl2k)
Trkt1 = zr—(1+Hp+ EHQ) Lf’(xk)’
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donde H, = J(yx) Hy = f(zk) v L= kv f(xr) + ko f (yr) + ks f(21)  para todo

fln) = 2f(yx)’ mf(yx) — nf(zk) kv f(zrk) + kaf (yx) + (k3 — 3k1) f(2x)

m, n, ki1, k2 y k3 € R con m y k1 no nulos.

Casos particulares:
El operador H depende de dos parametros: m # 0 y n. Escogemos dos casos

CASOA:m=1yn=0,

H=1+ f(yk) + lf(zk) (426)

flen) —2f(ye) 2 flyr)
CASOB:m=1yn=2,
f(yk) L1 f)
fler) =2f (k) 2 fys) — 2f (=)

H=1+ (4.27)

El operador L depende de tres pardmetros: ki, ko y k3. Desarrollamos dos casos para los cuales tomamos
kz =0:

f(z)
flag)’

flxy)
f(xr) = 3f(2k)

1. Si k3 = 3ky, para todo k; ERykl#O,L=1+3

2. Si k3 =0, paratodo ky e Ry ky #0, L =

Para las pruebas numéricas escogemos de los casos particulares la combinaciéon B-1 con la siguente formula
iterativa:

_ ~ flzw)

Y = Tk f’(xk)’
o F) 1 Fla)

T [”ﬂxw—zﬂyk) F () (4.28)
L f(yw) I CON F(2) | F(z)

Tt =R {(”fm)—zf(yk)+2f<yk>—2f<zk>] [Hgﬂm} ()

Denotamos a este método por M8B.

A continuacién presentamos un nuevo método 6ptimo de orden 8 generado a partir del método de orden siete
MT7A, al que sumamos un ultimo paso en el que no se afide ninguna evaluacién funcional.

Teorema 4.2.6 Sea f: I C R — R suficientemente diferenciable en cada punto del intervalo abierto I. Sea
& € I solucion de la ecuacion no lineal f(x) = 0. Supongamos que f'(x) es continua y es diferente de cero en
. Entonces, la sucesion {xy}r>o obtenida usando el algoritmo:

g f(@k)
Y = k f’(xk)’
o fyr) fl@r)
T {”ﬂxk)—w(ym] F(xe)
L o) L f) 1 FG)
s [”f(sck)w )2 ) - f(zk)} P () (4.29)
x :u—m{ }{ ka;)—i-mgfyk]fzk
. g ! fly af(zr) +msf(zr) ] f'(xr)

. . 3m4
converge a £ con convergencia de orden ocho si ms = —— para todo my, ms, me € R con my #0 y my # 0.
mi
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Demostraciéon: Sean £ un cero simple de f que es una funcion suficientemente diferenciable y que f(§) = 0.
Partimos de la expresion de la ecuacion de error (4.20) tomando el caso particular 2 (véase 4.23) que determina
la expresion para wug

1
w, = &£+3(c3 — cocs)’ef + — [c2(c3 — ¢3)(93c5 — 186¢5¢5 + 493 + ddeaca)] e + Oleq). (4.30)

4
Calculamos:

ma f(2x) +maf(yr)
maf(zr) +msf(2k)

m m 1
= egen+ —2(2c5 — 32)ed + —((ma 4 8ms)c — (ma + 10mg)cacs + 3macy)ed
my my my

L =

1
+ W((9m2m4 + m3(37my + m5))0303 — (bmamy + m3(20my + m5))c§)eﬁ
1
(2(ma + Tmz)macacy — 2my((ma + 4msz)cs — 2mses))ey + Oled).

2
my

La expresioén iterativa de xx11 es de la forma:

— e —m f(2k) f(zr)
Tt = e [f<yk> - f(zk)] L)

Sustituyendo L y los cocientes en términos de polinomios en ey, obtenemos la ecuaciéon del error

mims — 3Mmy

k41 = T(Cg — ca¢3)’ef,
2 _
+ %((4477117713 — 93my)cs + 2(—38mims + 93my)cies)
1
ca(c3 — c3) _ 2 _ 8 9
+ ((16myms — 49my)cs + 4(dmims — 11my)cacq)er, + Oley].

4my

. 3my .
Notamos que si tomamos m3z = —— obtendremos orden 8. En este caso la ecuacién de error quedaré:
mi

1
€ht1 = 102(03 — ¢3)(39¢5 — 42c3c3 — 3 + degey)el + Oled)]

para todo my, ms5, ms € R con my # 0y my # 0. O

3f(2x) f (yx) f(2x)

Tomando como caso particular m; =1y me = ms = 0, resulta x5+ = ug — .
' ’ o @) lf () = F(z0)] S (i)

Denotamos este método por M8C y lo usaremos en la seccion siguiente para las pruebas numeéricas.

A continuaciéon desarrollamos otro método iterativo 6ptimo de orden ocho basado también en M7A afidien-
do un paso més que no requiere nuevas evaluaciones funcionales. Este método fue publicado en Journal of
Computational and Applied Mathematics [23].

Ye = Tk — f ))
- . — f(yr) f(ry)
g = Tk e —2f(yk) Flan) (4.31)
v = o w) 1 ) ] S
flar) = 2f(yk) 2 flye) —2f(zr) ] (k)
T = up— 1(ug — z) + a2(yk — ox) + az(zx — x) f(2k)

b (up — z1) + ba(yr — xx) + b3(zx — 1) f'(zx)
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Teorema 4.2.7 Sea £ € I un cero simple de una funcion suficientemente diferenciable f: 1 CR — R en el
intervalo abierto I. Si xo estd lo suficientemente cerca de &, entonces el método iterativo descrito por (4.31)
alcanza orden de convergencia ocho, dptimo, para as = az = 0, a; = 3(by + b3) y ba + b3 # 0.

Demostracion: Partimos de la expresion de la ecuacion de error (4.20) tomando como caso particular B
(véase (4.27)) determinando la expresion para uy,

1

up = &+3(c3 — cacs)’el + 1

[ca(c3 — c3)(97¢h — 194c3cs + 53¢2 + 44cycq)] €) + Olep). (4.32)

La expresiéon del error en el dltimo paso es

ar(ug — z) + az(yr — 1) + az(zx — ) f(2k)

LT R T g — 2) + Doy — k) + ba(zk — @) (k)
= —ZZ i Zj (c3 — cacs)ey
+ m[_(a:ﬂh — agbz)ca(c — cac3) + 2(ag + as)(ba 4 bs) (3¢ — 5eaes + 2 + cacy)el
+ m[(%% — agb3)(by + 2b3)c3 — 2(ba + bs)(c3es — 0203)]62
+ m@(@ + b3) (azba — asbs)c2(3cs — 5eaes + c3 + caca)lel
- m(az +a3)(bs + b3)2(22cg - 530303 + 160504 — Teseq + 62(250?,, - 365))]62 + O[ez}

y, con el fin de obtener orden de convergencia siete, es necesario fijar el valor de algunos parametros, especifi-
camente as = ag = 0 y b + bg # 0. Entonces, la ecuacién de error se convierte en

1
€kl = —m(al —3(b2 +03))(c5 — cacz)?e
N 1
4(bg + b3)?
+ 2(97(bg + b3)? — 2by (17by + 18b3))cacs + (by + b3)(16a; — 53(by + b3)c3)
_|_

4(b2 + b3)(4a1 — 11(b2 + b3))CQC4]6i + 0[82]

ca(c3 — ¢3)[(=97(ba + b3)? + 4a1 (9ba + 10b3))ch

Por altimo, si a; = 3(bs + b3) el orden de convergencia de cualquier método de la familia (4.31) llega a ocho,
y la ecuacién de error es

1
4(b2 =+ b3)
+ Ole}).

€k+1 CQ(C% - 03)[(11b2 + 23b3)6421 - 2(5b2 + 11b3)C§Cg - 5(b2 + 63)03 + 4(b2 + 63)0264]62

Con esto queda demostrado que el orden de convergencia es ocho. No hay ninguna restriccién sobre el valor de
b1 y los valores de by y b3 deberan cumplir la restriccion by 4 bg # 0. O

Caso particular: Si tomamos b; = b3 = 0, entonces bo = 1, a; = 3 y el dltimo paso de la férmula iterativa
sera:

uk_zk:| flzx)

xk+1:uk—3[
Y — Tk

Este caso particular lo usaremos en la seccién siguiente para las pruebas numéricas y lo denotaremos por M8D.
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4.2.3. Pruebas numéricas

La Tabla 4.1 muestra el orden de convergencia, el nimero de evaluaciones funcionales y el nimero de operaciones
en cada iteracion, y los indices: I, IO y IC de los métodos disefiados: M7A, M8A, M8B, M8C y M8D. Para
su comparacion utilizamos de nuevo el método clasico de Newton (NC), el método de Ostrowski (OS) y el
método 6ptimo de octavo orden, LW8, con o« = 1 y G(t) = 4t (véase (3.49)) y el método iterativo BRWS8
desarrollado por Bi et al. en [7], basandose en los métodos de King y la familia de métodos iterativos de sexto
orden presentados en [82] con la siguiente expresion iterativa:

f(zx)
Yeom o far)’
2f(xx) — flyk) | fyx)
2f(xk) = 5f(yr) | f'(zx)’
f(zk)
flzeyr) + [l s 2r](2e — i)

2k = Yk —

Tpy1 = 2 — H(ug)

donde pp = f(zi)/f(xr) y H(ug) representa una funcion real y las diferencias divididas se denotan por f[,].

De esta familia de métodos consideramos el caso particular con H(t) =1+ l_ﬁfyt yoa=1.

Tabla 4.1: Comparacién de los indices de los métodos iterativos
Métodoslp‘d‘op‘ 1 ‘IOI IC’|

M7A 714] 6 | 1.6268 | 1.3831 | 1.2148
MS8A 85| 6 | 1.5157 | 1.4242 | 1.2081
MS8B 814 | 9 | 1.6818 | 1.2599 | 1.1735
M8C 8|4 |10 | 1.6818 | 1.2311 | 1.1601
MS8D 8|14 | 8 | 1.6818 | 1.2968 | 1.1892
NC 22| 1 | 14142 | 2.0000 | 1.2599
OS 4 13| 3 | 1.5874 | 1.5864 | 1.2599
LW8 8|4 | 7 | 1.6818 | 1.3459 | 1.2081
BRWS |8 |4 | 7 | 1.6818 | 1.3439 | 1.2081

Comparando los métodos vemos que los mayores indices de eficiencia los tienen todos los métodos éptimos
de orden ocho. En caso de los indices operacional y computacional los mayores indices los tienen el método
de Newton y de Ostrowski y entre los restantes métodos los mayores indices operacional y computacional los
tienen los métodos M8A y MTA.

A continuacion, en la Tabla 4.2 presentamos los resultados obtenidos al utilizar los métodos descritos en esta
seccion para estimar los ceros de las funciones de (1) a (18) (los mismos ejemplos anteriores).

1. fi(z) =sinz — 22 4+ 1, £ ~ 1.404492.

2. folx) = 22 —expx — 32 + 2, £ ~ 0.257530.
3. f3(x) = cosx — x, £ ~ 0.739085.

4. fulx)=(x -1 —-1,¢6=2.

5. fs(x) = 23 — 10, € ~ 2.154435.

6. fo(z) =cosx —xexpr + 22, £ ~ 0.639154.
7. f7(x) = expx — 1.5 — arctanz, £ = 0.767653
8. fs(w) = 2° + 422 — 10, £ ~ 1.365230.

9. fo(z) =8z — cosw — 222, £ ~ 0.128077.
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Figura 4.1: Comparacién de los tiempos de ejecucion

10. fio(x) = arctanz, £ = 0.
11. fi1(z) = expax — 42?%, £ ~ 0.714806.

. T\ 2
12. fio(x) = (smac - 5) , £ =0, doble.
13. fi3(z) = rexpa?® —sinx? + 3cosz + 5, £ = —1.207648.
14. fia(z) = \/m —2sinx — a2+ 3, £ ~ 2.331968.

15. fis(z) =24 —i—sin% —5,&=+2.

16. fig(z) = 10z exp(—z?) — 1, £ ~ 1.679631.
17. fi7(x) = exp(—x) + cos x, £ ~ 1.746140.

18. fis(z) = Vat + 8sin 5 + 257 — VB + £, £~ 2.

Todos los calculos numéricos se han realizado bajo las mismas condiciones como los calculos que permitieron
obtener los resultados presentados en la Tablas 3.4 y 3.1.

Los datos presentados en la Tabla 4.2 muestran que los resultados numéricos y los teédricos estan en concor-
dancia. De nuevo fio(x) =0y fi2(z) = 0 muestran sus particularidades. En el caso de fio(z) =0 (f”(£§) = 0)
obtenemos, en todos los casos, mayor orden de convergencia, excepto el método BRW8 que no converge. No-
tamos que en el caso de fi2(z) = 0 (doble raiz) todos los métodos tienen orden de convergencia uno y elevado
namero de iteraciones: el mayor namero corresponde al método de Newton (536) y el menor al método M8B
(187); excepto los métodos LW8 y BRWS8 que no convergen.

Comparando los tiempos de ejecucion e, en general, vemos que los metodos disefiados en esta Seccion necesitan
menos tiempo para alcanzar los resultados mostrados en la Tabla 4.2. Esto también se puede comprobar en la
Figura 4.1 que presenta las graficas de los tiempos obtenidos con todos los métodos presentados en la Tabla
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4.2 para las mismas funciones utilizadas en las secciones anteriores, f1, f5, fo, fi3 ¥ fi7. En el caso del método
de Newton que tiene mayor indice computacional, igual que el método de Ostrowski, tenemos mayor tiempo
computacional para alcanzar los resultados presentados en la Tabla 4.2 por la mayor cantidad de iteraciones
que estos métodos necesitan.

Tabla 4.2: Ejemplos numéricos

| Parametros | £ | |Zgp+1 — zk] ‘ |f(zrs1)] ‘ Tter ‘ p e — time
f1, M7A 1.409624 6.4e—155 0 4 7.0000 0.2036
xog =1 MSA 1.409624 3.4e—175 0 4 7.9997 0.2560
M8&8B 1.409624 1.2e—226 0 4 8.0000 0.2425
M8C 1.409624 1.1e—182 0 4 7.9998 0.2341
M8D 1.409624 2.2e—220 0 4 8.0000 0.2418
NC 1.409624 1.9e—273 0 10 2.0000 0.2933
0S 1.409624 7.3e—139 0 5 4.0000 0.1977
LW8 1.409624 0 0 4 8.1069 0.2435
BRWS 1.409624 8.7e—239 0 4 7.9997 0.2524
7, M7A | 0.257530 | 2.2¢-320 0 1 | 7.0000 | 0.2798
xog =1 MRA 0.257530 8.6e—058 0 3 8.0948 0.2526
M8B 0.257530 2.7¢—058 0 3 7.9464 0.2353
M8C 0.257530 2.1e—058 0 3 7.8333 0.2367
M8D 0.257530 2.5e—059 0 3 7.8536 0.2460
NC 0.257530 4.5e—190 0 8 2.0000 0.2721
0S 0.257530 1.8e—139 0 5 4.0000 0.2659
LW8 0.257530 1.1e—201 0 3 8.1108 0.2580
BRWS 0.257530 1.5e—060 0 3 7.8561 0.2567
7, M7A | 0.739085 | 2.6c—053 0 3 ] 69490 | 0.1711
To =1 MRA 0.739085 4.0e—067 0 3 7.9431 0.2102
MS8B 0.739085 5.3e—082 0 3 7.8774 0.2031
M8C 0.739085 1.1e—067 0 3 7.9369 0.1785
M8D 0.739085 2.1e—071 0 3 7.9457 0.2067
NC 0.739085 7.1e—177 0 8 2.0000 0.2405
0S 0.739085 4.2e—296 0 5 4.0000 0.2295
LWS8 0.739085 7.7e—286 0 3 8.0668 0.1797
BRWS 0.739085 3.3e—083 0 3 7.8957 0.1923
1, M7A | 2.000000 | 1.8¢—143 0 1 69999 | 0.2264
xro = 2.5 MSA 2.000000 3.1e—184 0 4 7.9998 0.2782
MS8B 2.000000 4.2e—219 0 4 8.0000 0.2593
MS8C 2.000000 1.1e—193 0 4 7.9999 0.2530
M8D 2.000000 1.9e—212 0 4 8.0000 0.2689
NC 2.000000 7.9e—224 0 10 2.0000 0.3104
0S 2.000000 4.1e—123 0 5 4.0000 0.2288
LWS8 2.000000 0 0 ) 7.8971 0.2892
BRWS 2.000000 2.5e—300 0 4 8.0000 0.3052
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Tabla 4.2 Ejemplos numéricos, continuacion....

| Pardmetros | g€ | [@kgr — ai] | |f(@es1)| | Tter | p e — time
f5 MT7A 2.154435 7.7e—054 0 3 7.0215 0.2264
xo =2 MS8A 2.154435 | 1.3e—064 0 3 | 8.0327 | 0.1902
M8B 2.154435 | 1.7e—071 0 3 | 8.0238 | 0.1890
M8C 2.154435 | 2.4e—066 0 3 | 80302 | 0.1849
MS8D 2.154435 1.2e—070 0 3 8.0236 0.1721
NC 2.154435 | 4.5e—288 0 9 2.0000 0.2616
0S 2.154435 | 1.1e—303 0 5 | 4.0000 | 0.2125
LW8 2.154435 | 7.4e—288 0 3 | 8.0065 | 0.1942
BRWS 2.154435 | 2.3e—070 0 3 | 8.0409 | 0.2054
fe, MT7A 0.639154 | 8.7e—225 0 4 | 7.0000 | 0.2507
xo = M8A 0.639154 | 7.5e—280 0 4 | 8.0000 | 0.3516
MS8B 0.639154 | 9.2e—043 0 3 7.9821 0.2244
MS8C 0.639154 | 1.7e—305 0 4 | 8.0000 | 0.2870
MS8D 0.639154 | 3.1e—042 0 3 7.9828 0.2325
NC 0.639154 | 2.3e—303 0 10 | 2.0000 0.3829
0S 0.639154 | 3.9e—187 0 5 | 4.0000 | 0.3654
LW8 0.639154 | 6.7e—172 0 3 | 7.9830 | 0.3358
BRWS 0.639154 | 1.8e—271 0 3 | 8.0000 | 0.3003
I, MT7A 0.767653 | 6.4e—244 0 4 | 7.0000 | 0.2536
zo =1 M8A 0.767653 | 1.2e—041 0 3 | 7.8446 | 0.2410
M8B 0.767653 | 9.7e—047 0 3 | 7.8868 | 0.1994
M8C 0.767653 | 7.3e—043 0 3 7.8517 | 0.2008
MS8D 0.767653 | 7.4e—046 0 3 7.8831 0.2189
NC 0.767653 | 1.4e—190 0 9 | 2.0000 | 0.3170
0S 0.767653 | 1.6e—200 0 5 | 4.0000 | 0.2922
LW8 0.767653 | 3.1e—191 0 3 | 7.9730 | 0.3020
BRWS 0.767653 | 1.1e—053 0 3 | 7.8135 | 0.2456
s, M7A 1.365230 | 5.4e—222 0 4 | 7.0000 | 0.2899
xo =1 MS8A 1.365230 | 7.6e—275 0 4 | 8.0000 | 0.3388
M8B 1.365230 | 9.8e—042 0 3 | 81362 | 0.2597
M8&C 1.365230 | 4.4e—287 0 4 8.0000 0.3242
MS8D 1.365230 | 4.9e—324 0 4 7.9922 0.3224
NC 1.365230 | 4.0e—176 0 9 | 2.0000 | 0.4000
0S 1.365230 | 1.5e—187 0 5 | 4.0000 | 0.3112
LW8 1.365230 | 4.1e—169 0 3 | 8.0336 | 0.3468
BRWS 1.365230 | 9.9¢e—324 0 4 7.9971 0.3611
fo, MT7A 0.128077 | 6.7e—187 0 4 | 7.0000 | 0.3073
xo =1 MS8A 0.128077 | 5.7e—231 0 4 | 8.0000 | 0.3836
M8B 0.128077 | 2.0e—277 0 4 | 8.0000 | 0.3316
M8C 0.128077 | 2.1e—234 0 4 8.0000 0.3202
MS8D 0.128077 | 3.6e—269 0 4 8.0000 0.3380
NC 0.128077 | 9.0e—169 0 9 | 2.0000 | 0.4455
0S 0.128077 | 8.3e—163 0 5 | 4.0000 | 0.2704
LW8 0.128077 0 0 4 | 8.0575 | 0.5445
BRWS 0.128077 | 4.3e—041 0 3 8.4428 0.3250
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Tabla 4.2 Ejemplos numéricos, continuacion....

| Pardmetros | g€ | |wks1 — @] | [f@ega)| | Tter | p e — time
fi0, M7A 0.000000 2.3e—307 0 4 9.0000 0.1957
xo = 0.5 MSA 0.000000 1.9¢—040 0 3 9.0588 0.1791
MS8B 0.000000 1.2e—042 0 3 8.9356 0.1612
M8C 0.000000 2.6e—040 0 3 9.1985 0.1560
M8D 0.000000 1.8¢—049 0 3 8.9484 0.1647
NC 0.000000 3.3e—289 0 7 3.0000 0.2206
0S 0.000000 4.1e—302 0 5 5.0000 0.2567
LW8 0.000000 4.8e—207 0 3 8.9388 0.2302
BRWS n.c. n.c. n.c. n.c. n.c. n.c.
fi1, M7A 0.714806 2.2e—223 0 4 7.0000 0.3143
To = MSA 0.714806 1.5e—306 0 4 8.0000 0.3359
MS8B 0.714806 9.1e—044 0 3 7.8115 0.1966
M8C 0.714806 2.5e—311 0 4 8.0000 0.3671
M8D 0.714806 2.8e—042 0 3 7.8073 0.2226
NC 0.714806 5.3e—190 0 9 2.0000 0.3829
0S 0.714806 3.6e—184 0 5 4.0000 0.3654
LWS8 0.714806 3.5e—191 0 3 7.9076 0.3358
BRWS 0.714806 1.5e—051 0 3 7.8565 0.2832
fi2, M7A 0.000000 8.8¢—162 0 205 | 1.0000 | 16.7385
xo = 0.5 MSA 0.000000 4.1e—162 0 204 | 1.0000 | 23.0236
MS8B 0.000000 3.2e—162 0 187 | 1.0000 | 17.1699
M8C 0.000000 4.4e—162 0 200 | 1.0000 | 19.5139
M8D 0.000000 6.4e—162 0 194 | 1.0000 | 20.3596
NC 0.000000 1.7¢—162 0 536 | 1.0000 | 21.0063
0S 0.000000 6.0e—162 0 266 | 1.0000 | 18.4757
LW8 n.c. n.c. n.c. n.c n.c. n.c.
BRWS n.c n.c. n.c. n.c. n.c. n.c.
fi3, M7A —1.20158 1.2e—047 0 3 6.9142 0.2781
r9=—1 MSA —1.20158 1.3e—282 0 4 8.0000 0.4593
MS8B —1.20158 2.7e—061 0 3 7.9404 0.3194
M8C —1.20158 5.1e—054 0 3 7.9348 0.3225
M8D —1.20158 3.2e—061 0 3 7.9386 0.3374
NC —1.20158 9.6e—278 0 10 | 2.0000 0.5465
(ON] —1.20158 2.3e—266 0 5 4.0000 0.4954
LWS8 —1.20158 1.1e—259 0 3 7.9547 | 0.5051
BRWS —1.20158 1.3e—240 0 4 8.0000 0.4639
f1a, MT7A 2.331968 7.7e—059 0 3 6.8916 0.4778
To =2 MSA 2.331968 5.8e—082 0 3 7.8912 0.6528
MS8B 2.331968 8.1e—072 0 3 7.9282 0.5530
M8C 2.331968 9.0e—076 0 3 7.8873 0.5547
MS8D 2.331968 7.3e—078 0 3 7.9075 0.5363
NC 2.331968 3.7e—211 0 8 2.0000 0.7165
(ON] 2.331968 3.5e—323 0 5 3.9998 0.7312
LWS8 2.331968 1.1e—280 0 5 8.0286 0.8091
BRWS 2.331968 4.6e—083 0 3 8.0028 0.5697
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Tabla 4.2 Ejemplos numéricos, continuacion....

| Pardmetros | & | |wkt1 — @] | |f@ega)| | Tter | p e — time
fis, MT7A 1.41424 1.4e—175 0 4 7.0002 0.4778
o =1 MS8A 1.41424 2.5e—203 0 4 8.0000 | 0.6528
MS8B 1.41424 4.1e—236 0 4 | 8.0001 | 0.5530
M8C 1.41424 1.0e—270 0 4 | 8.0000 | 0.5547
MS8D 1.41424 2.2e—042 0 3 7.6465 0.5363
NC 1.41424 2.9e—215 0 9 2.0000 | 0.4989
0s 1.41424 7.0e—156 0 5 | 4.0000 | 0.6759
LW8 1.41424 0 0 4 | 8.0235 | 0.7447
BRWS8 1.41424 7.5e—256 0 3 | 8.0000 | 0.5697
f16, M7A 1.679631 8.5e—127 0 4 | 7.0003 | 0.5139
Ty = MS8A 1.679631 2.4e—124 0 4 7.9978 | 0.5542
MS8B 1.679631 7.1e—183 0 4 | 7.9998 | 0.4920
M8C 1.679631 2.1e—137 0 4 | 7.9988 | 0.4507
MS8D 1.679631 3.3e—178 0 3 7.9998 | 0.4766
NC 1.679631 4.7e—219 0 10 | 2.0000 | 0.6829
0S 1.679631 9.6e—118 0 5 | 4.0000 | 0.4352
LW8 1.679631 0 0 5 | 81613 | 0.7079
BRWS 1.679631 5.3e—164 0 4 | 7.9961 | 0.5696
fir, M7A 1.7461395 | 1.8e—049 0 3 | 7.0836 | 0.2059
g =2 MS8A 1.7461395 | 5.5e—062 0 3 | 8.0834 | 0.3706
M8B 1.7461395 | 5.3e—078 0 3 | 7.9182 | 0.2006
M8C 1.7461395 | 3.9e—062 0 3 8.1048 | 0.2400
MS8D 1.7461395 1.9e—066 0 3 8.0930 | 0.3245
NC 1.7461395 | 9.6e—170 0 8 | 2.0000 | 0.2503
0S 1.7461395 | 9.0e—280 0 5 | 4.0000 | 0.2799
LW8 1.7461395 | 5.9e—273 0 3 | 79370 | 0.2134
BRWS 1.7461395 | 2.7e—080 0 3 | 7.9460 | 0.2804
fis, M7A ~—2 3.4e—219 0 4 | 7.0000 | 0.9358
xg=—1.8 M8A =2 8.4e—300 0 4 | 8.0000 | 1.0007
MS8B ~—2 1.0e—295 0 3 | 86091 | 0.6777
M8C ~ =2 1.1e—041 0 4 8.0000 | 0.9579
MS8D ~ -2 1.9e—066 0 3 8.3082 0.7885
NC ~ =2 1.1e—239 0 9 | 2.0000 | 1.5642
0S =2 3.1e—188 0 5 | 4.0000 | 1.7762
LW8 ~ =2 1.5e—179 0 3 | 7.9840 | 1.7753
BRWS ~ —2 7.3e—051 0 3 8.1341 0.8311
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Capitulo 5

METODOS ITERATIVOS PARA SISTEMAS
NO LINEALES

La buisqueda de soluciones de los sistemas de ecuaciones no lineales es un problema antiguo y dificil con amplias
aplicaciones en matematicas e ingenieria. Los métodos de resolucién més comiinmente utilizados son iterativos:
a partir de una o varias aproximaciones iniciales, se construye una secuencia, de tal manera que converge a
una solucion de las ecuaciones (véase [4]). Un estudio detallado de las técnicas de constuccion de funciones de
iteracion punto a punto se puede encontrar en el texto de Traub [81]. En resumen la idea del desarrollo de ésta
técnica iterativa para la aproximacion del cero ¢ de una funcion F' : D € R™ — R™ consiste en la aproximacion
de la funcién inversa de F', que llamamos G. Aproximando la funcion inversa G de distintas maneras se obtienen
diferentes métodos iterativos. Por ejemplo, si utilizamos el polinomio de Taylor de segundo orden, se obtiene
el método Tschebyshev-Euler [6, 43]:

yB) = g JF(z(k))*lF(l‘(k))’
1
kD = k) 5JF(QC(/C))Jrj[k(w(k))(y(k) — ()2,

donde Hp (™) es la matriz Hessiana evaluada en el iterado z(*).

En [16, 17], Cordero y Torregrosa aplicando las formulas de cuadratura cerradas y abiertas, desarrollan familias
de variantes del método de Newton con el fin de mejorar el orden de convergencia. Estas familias de orden tres
incluyen las familias de métodos definidos por Frontini et al. en [38]. En [18], los mismos autores utilizando la
formula genérica de cuadratura interpolatoria para obtener una familia de métodos, variantes de Newton para
sistemas no lineales muestran que el orden de convergencia bajo ciertas condiciones es 2d + 1, donde d es el
orden hasta el cual de las derivadas parciales de cada funcién coordenada, evaluadas en la solucién, se anulan.

Por otra parte, existe abundante literatura acerca de la convergencia local y semilocal en espacios de Banach
de diferentes métodos, variantes de los esquemas de Chebyshev y Halley (véanse, por ejemplo, [32]-[33] v [43]).

Ademaés de métodos multipaso basados en cuadratura interpolatoria se han desarrollado otros utilizando el
método de descomposicion de Adomian ([2], por ejemplo), como el método propuesto por Darvishi y Barati
en [28] y [29] con convergencia super ctbica y los métodos propuestos por Cordero et al. en [19] con orden de
convergencia 4 y 5. Otra técnica de desarrollo de métodos iterativos para sistemas no lineales es la sustitucion
de la segunda derivada por alguna aproximacién. En su libro Traub presenté una familia de métodos de dos
puntos utilizando como base el método de Tschebyshev y aproximando la segunda derivada que aparece en su
formula iterativa por una diferencia finita entre las evaluaciones de la primera derivada en dos puntos distintos
(véase también [40], [49]).

Otra técnica conocida para acelerar la convergencia de los métodos iterativos consiste en la composicion de
dos métodos iterativos de los 6rdenes p; y pa, respectivamente, para obtener un método de orden pips ([81] y
[22]). Por lo general, los procedimientos de aceleracion de los métodos iterativos para sistemas de ecuaciones
no lineales requieren nuevas evaluaciones de la matriz Jacobiana y/o de la funcién no lineal. Ultimamente,
en muchas aplicaciones numéricas se usa alta precisiéon de los célculos. Los resultados de los experimentos
numéricos muestran que los métodos de orden superior asociados con la precisiéon de la aritmética de coma
flotante es muy ttil, ya que se reduce el nimero de iteraciones necesarias.
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Esta parte de la memoria esta dedicada al desarrollo de métodos iterativos para sistemas de ecuaciones no
lineales. En primer lugar, en la Seccién 5.1, se describen los métodos iterativos provinientes de la cuadratura
gaussiana con distintos predictores con el fin de acelerar la convergencia. Ademas se desarrollan nuevos métodos
buscando elevado orden de convergencia y menor numero de evaluaciones de la matriz Jacobiana y/o de la
funcién no lineal.

5.1. Diseno de métodos iterativos empleando la cuadratura de Gauss

En esta seccion desarrollamos en primer lugar el conjunto de familias de métodos provenientes de la cuadratura
de Gauss que emplean como predictor el método de Newton, demostrando que la convergencia de las variantes
es de orden tres, con condiciones especificas impuestas a los polinomios ortogonales que definen la cuadratura
gaussiana correspondiente y de orden cinco dependiendo del comportamiento de las derivadas parciales segundas
de las funciones que definen el sistema de ecuaciones no lineales. Ademas, sustituyendo al método de Newton
como predictor por el método de Traub demostramos que la convergencia aumenta a orden cinco bajo las mismas
condiciones impuestas sobre los polinomios ortogonales que definen la cuadratura gaussiana correspondiente.
Dependiendo del comportamiento de las derivadas parciales segundas de las funciones que definen el sistema
de ecuaciones no lineales, el orden aumenta hasta nueve 6 hasta once si imponemos condiciones adicionales a
los polinomios ortogonales que definen cada cuadratura gaussiana.

Sea F': D C R™ — R"™ una funcion suficientemente diferenciable en el conjunto convexo 2 € R" y sea £ un
cero del sistema de ecuaciones no lineales F'(x) = 0. Para cualesquiera z,y € {2, el teorema fundamental del
calculo integral nos asegura:

1
(r—1)

Fly) = Fo) + F(@)(y—2) + =F'"(@)(y—2)%+ -+ FUr=Y(z)(y — z)"

2!
1 _ 4\r—1
" /0 %F(T)(f”_t(y—w))(y—x)rdt.

Entonces, para r = 1 tenemos:

1
Flo) = F@)+ [ Fla=t=o) -,

de donde se obtiene para la k-ésima iteracion z(¥):

F(y) = F(z™) + /1 F (m(k) +t (y - a:(k)>) (y - a:(k)> dt, (5.1)
0

donde F’ (ac(k) —|—t(y—x(k))) = Jr (x(k) —l—t(y—x(’“))) es la matriz Jacobiana asociada a F. En ade-
lante denotaremos por Jr(z(®)) a la matriz Jacobiana evaluada en el iterado z®). Si estimamos
Jr (x(k) +t(yfx(k))) en el intervalo [0,1] por su valor en ¢t = 0, es decir, por Jg (:c(k)) y tomamos
y = &, entonces: 0 ~ F(z®) + Jp(2®)(¢ — 2®), y se puede dar una nueva aproximacion de la solucion
mediante z*F1) = z(*) — [Jp(z(®)] ! F(z™), que es el método clasico de Newton (NC) para k= 0,1,....

Frontini y Sormani en [38] aproximaron la integral en (5.1) por la féormula general de la cuadratura interpolatoria
de orden superior a cero, es decir,

/OJﬂx—t(y—x))(y—x)dmZwmmﬁ’”)(y—x),
1=0

con ngk) =z *T,'(Z(k) f:z:(k)), 7; € [0, 1], donde para evitar el problema implicito se usa el método de Newton

clésico como predictor, 2% = 2 — [Jp ()] s (z(®), y obtuvieron los siguientes métodos iterativos de

orden tres: )

g+ = (k) lz wiJp (x(k) —7i(z® — x(k))) F(z®). (5.2)
=0
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94 5.1. Diseno de métodos iterativos empleando la cuadratura de Gauss

Otros trabajos relacionados con esta técnica, de diferentes autores, son [20], [27], [30]. Basandonos en este
método y en los propuestos en [16] y [17] desarrollamos el conjunto de familias de métodos que usan la
cuadratura de Gauss para aproximar la integral (5.1).

Tal como hicimos en Secciéon 3.2, para el caso unidimensional, aproximamos la integral (5.1) mediante la
cuadratura de Gauss y tomando y = £, obtenemos:

e I

donde w; y 7; son los pesos y los nodos respectivamente del polinomio ortogonal de grado m que define la
cuadratura gaussiana correspondiente, y la nueva aproximacion z**t1 a ¢ sera:

1+ D 4 (1 — 7)) )
2B+ _ p(k [Z“’JF ( ) . (1-m) )

R ().

Con el fin de evitar el problema implicito que esta ecuacion conlleva, se debe usar la k-ésima iteracion z(*)
obtenida por algin método predictor. Finalmente, la formula iterativa genérica:

gD = (k) 9 [Z w;JF (m(k))
i=1

—1

F (mW) : (5.3)

147)2% +1=75)z®
con nl(k) = Ut+n)z0+{A-m)z y con la iteracién z(*) obtenida por algiin método predictor. Trabajare-

2
mos con diferentes predictores con el fin de tratar de establecer alguna secuencia en el comportamiento de los
métodos resultantes, tal como ocurria en el caso de una variable (véase Capitulo 3).

5.1.1. Meétodos iterativos provinientes de la cuadratura de Gauss con predictor
el método de Newton

En este caso usamos para predecir (1) la k-ésima iteracion obtenida por el método clasico de Newton

L) (k) [JF (xw))] ' r (xac)) ,

D = k) _ 9 [i w;iJp (nz(k)> B F (x(k)) . (5.4)
i=1

Este resultado representa la formula genérica del conjunto de familias de variantes Newton-Gauss para sistema
de ecuaciones no lineales.

Usando diferentes cuadraturas (Gauss-Tschebyshev, Gauss-Legendre, Gauss-Lobatto y Gauss-Radau) y
teniendo en cuenta el predictor elegido obtenemos cuatro subfamilias de las variantes del método de Newton.

Caso I: Cuadratura de Gauss-Tschebyshev. Usando un solo nodo obtenemos la formula de iteracion del método
Newton-Gauss-Tschebyshev para sistemas de ecuaciones no lineales con un nodo (NeG-TS1):

k B)\] L
S61) _ () % |:JF (Z()‘ZHC())] P (2). (5.5)

Si usamos dos nodos obtenemos (NeG-TS2)

D) g AV2 lJF (2 +4\/§z(k) + 2‘4\/%@) Y Jp (2 _4\@2,(1«) 42 +4ﬁx<k>>
s
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y en el caso de tres nodos tendremos (NeG-TS3)

2B = 7 () [fJF ()IN)) + 275 (20) + V3Ip (W)] F(z9).  (67)

Caso II: Cuadratura de Gauss-Legendre. El proceso de obtencion de la formula de iteracion es el mismo que
en el caso anterior. Usando un so6lo nodo obtenemos la formula iterativa NeG-LDS1:

(k) L p(R)\T?
x(k+1):$(k)—[JF (272””” P (x0) (5.8)

que coincide con el método de punto medio (véase [16]). En caso de dos nodos (NeG-LDS2) tenemos:

204D _ (k) g [JF (3 +6\/§x<k) 43 —6\/§Z<k)> Y JTp (3 —6\/§x<k) n “6\/52(@)

h F (fo)) . (5.9)

La féormula iterativa del método que llamamos Newton-Gauss-Legendre para sistemas de tres nodos (NeG-
LDS3) tendra la forma:

-V 1
200 = g0 18| (220w 2EVID V15 ) (5.10)
10 10
1
k k
- 8Jp (1’();2())+5J <5+V 5) . 2vl5x<k>> F(N)).

Caso I11: Cuadratura de Gauss-Lobatto. De la misma manera obtenemos la férmula de iteracién para un sélo

nodo NeG-LTS1
FONPON I
st [ ()] ), on

que coincide de nuevo con el método de punto medio. En el caso de dos nodos obtenemos la variante NeG-LTS2:

ok D) — (k) _ [JF (x(k)> +Jp (M)] p (x(k)) : (5.12)

que coincide con el método de trapecios (véase [16]). Para tres nodos obtenemos la variante NeG-LTS3:

LD ) |:JF (x(k)) 4T (W) gy (z<k>>]1F (x(k)) ’ (5.13)

que coincide con el método de Newton-Simpson (véase [17]).

Caso IV: Cuadratura de Gauss-Radau. Las formulas de iteracion de las variantes del método de Newton que
llamaremos Newton-Gauss-Radau para sistemas (NeG-RS) para los casos con uno, dos y tres nodos serén el
método clasico de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales (NC), NeG-RS2 y NeG-RS3, respectivamente:

gk = B _ [JF (33(’“))}71 F (x(k)) ) (5.14)

-1

22(k) 1 p(k)
(k4D) :x<k>_4{ Jr (299) + 375 (Z;x)] P (2). (5.15)

1- 1
8 (6+\/E)JF< 10\/62(’“>+ +‘/6:p<’“)>

L) (k)

10

-1

F (m(k)) . (5.16)

1+6 1-6
+ 4Jp(z™) + (6 — V16)Jp (tofz“ﬁ) + m\fx(’f))
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96 5.1. Diseno de métodos iterativos empleando la cuadratura de Gauss

Para estudiar el orden de convergencia y las condiciones que lo definen consideramos z € R™, n > 1 y denotamos
por J;j(x) la (¢, j)-ésima entrada de la matriz Jacobiana, por H;; la (i, j)-ésima entrada de su inversa y por
fi(x), 5 =1,2,...,n las funciones coordenadas de F'(z) (técnica definida en la Seccién 2.1.2). Entonces,

Z Hji(z)Jik(z) = - (5.17)
i=1
Mediante derivacion directa de (5.17) obtenemos las siguentes igualdades:

2 8Hji$8i$ “ 81
3 (z) 0fi(x) Z fi(z)

~ Oy Ox, 83: oz’
x) dfi( ) B OHji(x) 0 fi(x OH;i(x) 02 f;(z)
Z &Jcsaxl o0x, o Z ox; 3%8% ; Oxs O0x,01
. d° fi(x)
a ; Hii®) 5 o 0m 0x,0x,.0x;’
i 63H]Z Jf 8]2(33) _ Z 3 H]z 8 fz Z 8 fz( )
0x,0x,0x; Oz, ox 8xl 8xu8xr p &ruﬁxl 0x,0x,

B Za Hi(z) 02 fi(x ZaHﬂ 0 f(z)
02,0z 8a:r(9xl Ox; 0z,0xs0x,

Z 8H]l 8 fl Z 3HJZ 5‘3f2(x)
Oxs axuaxT(’h}l 0%y axsaxTﬁxr'

axl &ruaxsaxraxl'

con las que se pueden demostrar facilmente los lemas siguientes:

Lema 5.1.1 Sea \;(x) la j-ésima componente de la funcion de iteracion del método cldsico de Newton
n
-2 H
i=1

para j =1,....n y sea & solucion de F(z) = (fi(x),..., fa(z))T. Entonces,

oN(€)
ox;, 0, (5.18)
PN ¢ 6126)
33::8:5[ o ZHJZ Oz, 01, (5.19)
PN OH;;(€) 9> fi(€) | OHyi(€) > fi(€) | OHi(€) 9 fi(€)
e PRI IE e R TR (5.20

_Pfil§)
+ ZZHﬂ 89& 02,0x;’
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%glfv);j;fiz@m B Zn: 681;[328:55 gj;ﬁaxr Zn: ?9526301 gi?@xs i Zlﬂfaxr gj:f@(iz (5:21)
+ zn: Zi;xr gzlaxz lzn: gfc[jaxl gzlawr Zzn: Zi;xs 21{18(2
v 2y T ; o e
* 22 ag;u aj 36@, oz Z agja; 3555;(59)361
+ 3;Hﬁ(§)8%§z}2@(2%,
para i, §, I, r, s, u € {1,2,...,n}.
Lema 5.1.2 Sea n;(z) la funcion de iteracion
me(@) = o — (L) Tp ()] F (),
para k =1,...,m, donde 1, son los nodos de la formula de cuadratura gaussiana asociada a una familia de
polinomios ortogonales tales que 1, € [0,1], k =1,...,m. Sea, ademds, £ solucion de F(x) = 0. Entonces,
3(727;:;))(1 = %(1 — T )0ql; (5.22)
=¢
azzféz)l)q B — %(1 +Tk)éHqi(a)gzia(2, (5.23)
s

+
M:

[quz(ﬁ ) 02 £:(€) O ]

Oxs Ox,.0x; () 0xs0x,.0x; |

i=1

para i,l,r,s € {1,2,...,n}.

Lema 5.1.3 Sea ni(x) la funcion de iteracion ng(z) = x — 3(1 — 74)[Jp (@) F(x) para k = 1,...,m donde
T son las raices correspondientes del polinomio ortogonal tales que pertenecen al intervalo [0,1]. Entonces,

AJi; (me(2)) 1 %1 (&)

]3$l —¢ o 5(1 B Tk) axlaxj ’ (525)
9% Jij (. () 1 , OPfi(€) =~ [1 P fi(&) — 82f 3]
W - = (- m* 1{2(1”’6]8%355 Z: 81::;9@’ (5.26)
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98 5.1. Diseno de métodos iterativos empleando la cuadratura de Gauss
W . B %(1 B Tk)Baxﬁij{Zaxlaxj 1 i 323(;0;15% Zqu )gxf%(fr) (5.27)
" 1L rggng 2 MO0
I S o
vl ;a - ngai) _ [az;q;f@ gifa(g 06 gifa(iﬂ
b S EO S IORH o 9,20

para i,j,l,r,s € {1,2,...,

Usando los resultados anteriores, analizamos la convergencia de las familias Newton-Gauss descritas por (5.4).

Teorema 5.1.4 Sea F : Q C R™ — R" suficientemente diferenciable en Q y £ € Q solucion del sistema de
ecuaciones no lineales F'(x) = 0. Supongamos que Jp(x) es continua y no singular en . Entonces, la sucesion
{zk}r>0 obtenida usando la expresion (5.4) converge a & con convergencia de orden tres si los pesos w; y los
nodos 7; de la formula de cuadratura verifican

m
dwi o= 2 (5.28)
i=1
dwil-7) = 2 (5.29)
i=1
2 r
Si ademds ga{éﬁi = 0 para todo a1,a2 € {1,...,n}t y
Y wil—7)* = 3 (5.30)
i=1

el orden de la convergencia es cuatro, mientras que el orden de convergencia serd cinco si también se cumple

iwi(l — Ti)s = 4.
i=1

(5.31)

Demostracion: Consideramos que la solucion £ € €2 del sistema de ecuaciones no lineales F'(z) = 0 es el
punto fijo de la funcién de iteracion G : R™ — R™ descrita por (5.4). Denotamos por ¢g; : R* - R, i=1,...,n,
a las funciones coordenadas de G. Desarrollando g;(x) en serie de Taylor alrededor de £ obtenemos:

n

fwr Y Y

a1 = 1a2 1

n

enens + g Ly sy T

a1 10.2 1a3 1

f)+Z§(
k=1

al

9%g;(&
aral

D*gi(€

al axaz

ealeazeaga

donde e,, = 24, — &ayy @1, -,
x) = ZwaF(nk(x)), por H;;(z) la entrada (i, ) de [Jp(z)] 7!

Por lo taﬁto, la j-ésima componente de la funcién iterativa es

an € {1,...,n}. Denotamos por L;; (z) la (4, j)-ésima entrada de la matriz

j) de [L(z)] "

y por M; ;(z) la entrada (i,

Hji(z) fi(x) —2Zsz‘($)fi(l")~ (5.32)
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Por ser Mj;(x) y L;j(x) elementos de matrices inversas, (5.32) puede ser reescrita como

iL 1€ )lgj iH

j=1

+2fi(x) =0. (5.33)

De la derivacion directa de (5.33) respecto a z;, siendo i y [ arbitrarios y fijos se tiene

Z aL@xix — (@) - Z Hjp(x) fp(z)] (5.34)
Jj=1 p=1
Y Bgi(x)  0M(x) - OHp(x) 0fi(x)

t Lol { Dy v, oy f(@) = ﬂ}” oz, 0

j=1

.

Cuando z = &, aplicando el Lema 5.1.1, expresion (5.18), teniendo en cuenta que gj(f) = §j7>\j(§) =&y
fi(€) = 0 se obtiene:

> L0 25— L) + 2201 o,

j=1
Entonces,
Z(Zwaij(f)> 6]37 ( Zw )
J=1 Nk=1 ! k=1

Por lo tanto, dado que asumimos que la matriz Jacobiana no es singular en £ y siendo ¢ y [ arbitrarios y fijos,
entonces si

> wn=2,
k=1

se tiene
99;(8) _

fijo:

j; é %W {gj(x) —Aj(z) - ; Hjp(x) fp(x)} (5.35)
* Zi” Pulo) |2 2 g 25 1) -
+§§wwﬁﬁwﬁﬁﬁﬁwgfgwmm@4
+ Z Sy () [iga(xf ?922 Do, Z 8855361 fola )}

<

I
-
£

Il
-

" 82fp(ac) O fi(z)
wiJij (i (@ L; Hijp(x 8x7-8mz ] 2 Ox, 0w 0

M=
NE

<.

I
-
£

Il
-

de donde, tras reemplazar = por £ y aplicar las igualdades (5.25) del Lema 5.1.3, (5.18) y (5.20) del Lema 5.1.1,

se obtiene: , ,
[ g = °fi§)
S (St gl (2 Lt 50 =

=1 “k=1 k=

Entonces, si
m

Zwk(l - Tk) = 27
k=1
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100 5.1. Diseno de métodos iterativos empleando la cuadratura de Gauss

se puede concluir que
92g,(§)
a(L'ra.’El

=0 (5.36)
y el orden de la convergencia seré tres.

Analizando las condiciones que garantizan convergencia de orden mayor que tres, es necesario derivar la ex-
presion (5.35) respecto a x4, siendo s arbitrario y fijo, y evaluar el resultado en = £. La expresion siguiente
se obtiene usando (5.25) y (5.26) del Lema 5.1.3 y desde (5.18) hasta (5.21) del Lema 5.1.1, ademas de exigir
que se verifiquen las condiciones (5.28) y (5.29)

_Pg(8) 3¢ ) 2R
QZZM“J” 0xs0x,01; + 2 Z;wk(l ) 0x,0x,01;

j=1k=1

k=1 j=1q=1 p=1
1 ¢ —~x~ Pfi(€) P fp(§)
2 k(1 +7k) , Z_: O0x,0x4 Z_:qu(ﬁ) 0,01,
k=1 j=1q=1 q p=1
1 & - i) < P fp(&)
- 3 1 : H, PS> — .
2 ;wk( ) ;; Oxg0xy I; ar(¢) x50, 0
En el caso de que se satisfagan las condiciones
2 f.
m =0, para todo, ay,as € {1,...,n 5.37
0z, 0x

m 8
ZOJk(l - Tk)2 = gv
k=1

se concluye que
»g; (&)
0x 01,01
por lo que tenemos orden de convergencia, al menos, cuatro. Derivando de nuevo respecto de x,, para u
arbitrario y fijo y exigiendo que se verifiquen las condiciones (5.28), (5.29), y (5.30), aplicando el Lema 5.1.1
(las expresiones (5.18)-(5.21)) y el Lema 5.1.3 (expresiones (5.25)-(5.27)) se puede demostrar que:

9" fi(€) = g (&)
01,07 s0x,.01; ( 2 Z wi(l = k) >+2JZ_:1 T35 () 81, 0xs01,0x;

Por lo que si se satisface la condicion

:0’

Zwk(l — Tk)g = 4,
k=1

se concluye que
_ g
0x,01s0x,.01;
y asi se obtiene el orden cinco. |

Recordando la notacion introducida en (3.18) (Seccion 3.2.2) es facil comprobar que las condiciones (5.28) a
(5.31) del Teorema 5.1.4 coinciden con las condiciones del Teorema 3.2.1 de la Seccion 3.2.2, es decir,
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2. Zwi(l —7;) = 0(l — 01) = 2 de donde se concluye que o1 = 0;
i=1

3. iwi(l — Ti)2 =0(1—201+02) = 8 de donde se concluye que o5 = 1;
i=1 3 3

4. sz‘(l —71)% =0(1 — 301 + 302 — 03) = 4 de donde se concluye que o3 = 0;
i=1

de donde se deduce que las condiciones bajo las cuales se demuestra la convergencia de los métodos Newton-
Gauss son las mismas, en lo que en los polinomios ortogonales empleados se refiere, tanto si disenamos métodos
de resolucion de ecuaciones no lineales como de sistemas.

indice de eficiencia fndice de eficiencia computacional
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Figura 5.1: Indice de eficiencia, I e Indice de eficiencia computacional, IC

Desde punto de vista de la eficiencia las graficas presentadas en la Figura 5.1 representan los indices de eficiencia
(I) y de eficiencia computacional (IC) de los métodos desarrollados y también de los que usamos para comparar:
los métodos de Newton (NC), Traub (TR) y Jarratt (JT), en funcién del tamano del sistema de ecuaciones: de
2 hasta 500 ecuaciones. De los métodos desarrollados de la familia NeG se muestran NeG-LD1S que representa
los métodos NeG-LT1S, NeG-LT2S y NeG-R2S (tienen mismos indices que NeG-LD1) y NeG-LD2S. El peor
indice de eficiencia de la familia NeG corresponde a NeG-LD2, mientras que el mejor en términos absolutos es
el método de Traub, TR.

5.1.2. Meétodos iterativos con la cuadratura de Gauss y predictor el método de
Traub

En la seccién anterior se obtuvieron métodos iterativos usando el método de Newton como predictor y corrigien-
do el resultado obtenido con la guadratura gaussiana. Al igual que en la Seccién 3.4 para el caso unidimensional
en esta seccién usaremos como predictor el método de Traub. La férmula genérica del conjunto de familias de
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102 5.1. Diseno de métodos iterativos empleando la cuadratura de Gauss

variantes Traub-Gauss para sistemas de ecuaciones no lineales tiene la forma:

-1
y® = ® _ [ JF(ch))} Fz®)
-1
PO O [JF(N))} (F(N)) + F(y(k))) (5.38)
m -1
gkt = k) o lz wi (,72@) F (yw)) .
i=1
1+7)z5 + 1 —7)z®
donde de nuevo denotamos ngk) = (1+m)z —; (1=m)a . Utilizamos de nuevo las notaciones (3.18) de la

Seccion 3.2.2 que recordamos

m
E w; = o0,
i=1

Tt
E 2t = g, con 1=1,2,...

g
i=1

En la demostracion del siguiente teorema, asi como en el resto del capitulo, usamos la técnica de desarrollo de
Taylor introducida en la Seccion 2.1.2.

Teorema 5.1.5 Sea I': Q2 C R™ — R" suficientemente diferenciable en Q y £ € Q es solucion del sistema de
ecuaciones no lineales F(x) = 0. Supongamos que Jr(x) es continua y no singular en §. Entonces, la sucesion
{x(k)}kzo obtenida usando la expresion (5.88) converge a & con convergencia de orden cinco si los pesos w; y
los modos T; de la formula de cuadratura verifican: o =2 y o1 = 0.

Demostracién: Desarrollando en serie de Taylor las funciones F(z*)) y Jg(z(*)) obtenemos:

F®™) = Jp(€) [er + Coel + Csej + Cuef + Csep| + Olel], (5.39)
Jp(®) = Jp() [I +2Caey, + 3Cs€} + 4Cue} + 5Cse] + Ole}). (5.40)

Buscamos o
[JF (:A’C))} = [T+ Xoep + Xse2 + Xyed + Xseb] [F/(€)] 7 + O[], (5.41)

sabiendo que [Jp(z(*))] ~ Jp(z®) = I. Obtenemos las siguientes expresiones para los X;:

Xy = —20,,

X3 = 4C3% —3Cs,

Xy = 603C —8Cs + 6C2C5 — 4Cy,

X5 = 16C5 —12C503 — 1205C3¢2 + 8C4Co + 9C35 — 12C3C5 + 8C5Cy — 5Cs.
Asi,

-1
y® = gk _ { JF(:C(’C))} Fz®)
= £+ Chei +2(C3 — C3)ed 4 (3Cy — 4C503 — 3C3Cs + 4C3 el (5.42)

+ (405 — 6C5Cy — 6C5 + 8C3C3 + 8CoC3Cy + 5C,Cy — 12C5)ej, + O[el].
Introducimos la notacion: y*) = ¢ + e, , donde
eythy = Coei +2(C3 — CHey + (30, — 4Cy,C3 — 3C3Cy + 4C3)e; + Olel].
De nuevo desarrollamos en serie de Taylor:

Fy®) = Jp(€) [Coel +2(C3 — C3)e} + (5C3 + 3Cy — 4AC2C5 — 3C5C5)elt]
+  Jr(€) [(4C5 — 6C2Cy — 6C5 + 10C3C5 + 10C5C5Cs + 5C4Co — 16C3)ep] + Olef].
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Calculamos la suma de F(z®)) y F(y®):

F@™) + F(y®™) = Jp(€) [er +2Caef + (3C5 — 203 e + (5C5 + 4Cy — 4C5C5 — 3C3Co)ep]
+  Jr(&) [(5C5 — 6C2Cy — 6C5 + 10C3C5 + 10C5C5Cs + 5C4Cs — 16C3)ep| + Olel].

De esta manera obtenemos z*):

—1
L) k) [JF(N))} (F(wm) n F(yoc)))
= f + 202262 + (3C3CQ + 4C203 — 9C’§’)ei
4+ (6C4Cy + 602 — 18C2C5 — 16C5C3Cy — 5C4Cy + 18C5 — 6C3C5 4 16C3)e + Olel).
Introducimos la notacion z(F) = &+ e, donde
e, = (303 —202)e + (3C3C, + 4C52C5 — 9C3)et 4+ Oler]
(k)

y buscamos Jg(n;"’) con

(14 7)™ + (1 = 7)y™

1
ngk) = 5 =&+ 5 [(ez(k) + €y<k)) + Ti(e, 0 — €y<k))] )
y teniendo
(k) 1
n —&= 5 (200 + eym) + Ti(esm —eym)]

con

e Feym = Chep +2Cs€} + (3C, — 5C3)ep + Oled],

€r(k) — Eyk) = 7026% -+ (4022 - 203)6% + (*1363 + 8Cy(C35 4+ 6C3C — 304)6% + 0[62]

De nuevo desarrollando en serie de Taylor, obtenemos:

Jem®) = Ip(©) [1+2020 = ©) +3Cs(n”) — %] + Olel
Jr(&) [B+ Cr + D1} + Oleyl,

con
B = I+ C2e2 4 2C,C3¢ + (30204 —5C5 + icg,cg) e,
cC = - 22(2% + (403 — 20203)62 + (—13(}3 + 802263 + 6C5C3Cy — 3C5Cy — 20303) ei,
3 2 4
D = 10302€k.

Usando la notacioén (3.18) y por un procedimiento anélogo al que nos permitio obtener la expresion de K (3.23)
obtenemos

K = oJp() (I + Haej, + Hsej, + Haey) + Olel],

donde
H2 = (1 — 0’1)022,
Hs; = 40’1023+2(1 —0’1)0203,
H4 = 3(1 — (71)0204 — (5 + 1301)C§ + 80’102203 + 60’1020302 + Z(l + 20’1 + 30’2)03022.

Buscamos K ' = 1 (I + Yaey, + Yzel + Yie} + Yse}) [Jr(€)]" 4 Olel]. Sabiendo que K~'K = I obtenemos
las siguientes expresiones Yo = 0, Y3 = —(1—01)C3, Yy = —401035 —2(1 —01)C2C3 € Y5 = —Hy + (1 — 01)%Ch

Universitat Politécnica de Valéncia



104 5.1. Diseno de métodos iterativos empleando la cuadratura de Gauss

que nos permiten calcular z(**1;

kD = k) QK—lp(y(k))
= 4 Chei +2(C5 — C2)ed + (3Cy — 4C2C5 — 3C3Cy + 4C3)es
+  (4C5 — 6C2Cy — 603 4+ 8C3C3 + 8C,C3Cy + 5C4Cy — 12C5)e},
2
- = [Cae} +2(C3 — C3)ej + (3Cy — 4C05C5 — 3C5C + 5C5 + Y3Cs)er]

2 =4
= [(4C5 — 6C2Cy — 6C3 + 10C5C3 + 10C2C5C 4 5C4Co — 16C5 + 2Y3(C3 — 2C3) + Y4Cs)e} ]

lek],

+
Q q

de donde la ecuacién de error es:

er1 = Cael +2(Cs — C2)e} + (3Cs — 4CoC3 — 305C; + 4C3)ef
+ (405 — 6C5Cy — 6C32 + 8C3C3 + 8CoC3Cy + 5C,Co — 12C5)ej,

— % [Caef 4+ 2(C3 — C3)e} + (3Cy — 4C2C3 — 3C3C5 + 5C3 + Y3Cs)ey |

\}

— S [(4C5 — 6C2Cy — 6C5 4 10C3C5 4 10C5C5Co + 5C4Co — 16C5 + 2Y3(C3 — 2C3) + Y4 Cs)el|

[ek].

Q Q

+
Notamos que el orden de convergencia serd al menos cuatro si ¢ = 2. Entonces la ecuacion del error queda:

ery1 = (=05 —Y30y)e} 4+ [—202C3 — 2C5C3C, — 2Y3(Cs — 2C2) — Y3Cslel + Olel]
= —01C3e} +[2C5 +201(3C5 — C2C5 — CoC3Cy)]el + Oleld]

Para tener orden de convergencia cinco se debe verificar que —C3 — Y305 = 0. Sustituyendo en esta igualdad
la expresion que corresponde a Y3 = —(1 — 01)C3 obtenemos —C3 + (1 — 01)C3 = 0 de donde concluimos que
si 01 = 0 el orden de convergencia sera cinco y la ecuacién de error queda:

exi1 = 2C5¢ep + Olel).

Por lo tanto queda demostrado que el método es de orden cinco. O

En las graficas de la Figura 5.2 se presentan de nuevo el Indice de eficiencia (I) y de eficiencia computacional
(IC) de los métodos desarrollados, y los usados en la comparaciéon: método de Newton (NC), método de Traub
(TR) y el método de Jarratt (JT), en funcién del tamafio del sistema de ecuaciones: de 2 hasta 500 ecuaciones.
De los métodos desarrollados de la familia TrG se muestran TrG-LD1S que representa los métodos TrG-LT1S,
TrG-LT2S y TrG-R2S (tienen mismos indices que el de TrG-LD1S) y TrG-LD2S. El menor indice de eficiencia
(I) lo tiene de nuevo el método de la familia NeG con cuadratura Gauss-Legendre de 2 nodos (TrG-LD2S),
pero su indice de eficiencia computacional (IC) para sistemas de 10 ecuacianes es igual al de Newton y para
sistemas de mayor tamano supera al de Newton y Jarratt. Como en el caso de la Figura 5.1, el método TR
tiene los mejores indices de eficiencia en general excepto en el caso de sistemas de dos ecuaciones donde el 1
del método de Jarratt es mejor.

5.1.3. Pseudocomposicién para sistemas

Al igual que en el caso unidimensional, las técnicas introducidas en las Secciones 5.1.1 y 5.1.2 se pueden
generalizar a métodos predictor-corrector en los que partimos de un método cualquiera de orden p como
predictor, corrigiendolo después con un paso de cuadratura gaussiana.
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Indice de eficiencia Indice de eficiencia computacional
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Figura 5.2: Indice de eficiencia, I e indice de eficiencia computacional, IC

Sean y*) el penaltimo y z(*) el altimo puntos obtenidos a través de algan método iterativo de orden p:

W = ¢4 Moef + Myprel ™ + -+ Magep! + Magaey” ' + -+ O[ey”],
5g—1

£+ > Mjel +0le}),
Ji=q

£+ Nyeb + Np+lek 4+t szeip + N2p+1eip+1 Tt O[eip]
5p—1 ]

£+ Z Mje;, + O[eip].

Jj=p

Y

(k)

Utilizando este método iterativo como predictor introducimos como corrector algunas variaciones sobre el paso
de la cuadratura de Gauss. Se pueden obtener 4 casos con las siguientes férmulas iterativas:

- 1-1

Caso A: g(F+1) = y(k) _9 Zwﬂp(m@) F(y®),
_; I-1

Caso B: z(*+1) = (k) _ 2 ZwiJF(ngk)) F(z),
J-1

Caso C: (-t = y(k) _ 9 szJF (k) F(z0),
1-1

Caso D: z(F+1D) = (k) _9 szc]F Y| R,

donde, para todos los casos,

x (14 Ti)Z(k) +(1- Ti)y(k)
ni = 2 )

Universitat Politécnica de Valéncia



106 5.1. Diseno de métodos iterativos empleando la cuadratura de Gauss

esta calculada utilizando los puntos obtenidos en los tltimos dos pasos del predictor. Introducimos la misma
5g—1

notacion que en la Seccion 3.4 con el fin de simplificar, adaptandola para el caso multidimensional: Z M jei =

Jj=q
5p—1
Aiq) ¥y Z Nje] = Ay(py donde la expresion entre paréntesis del subindice denota el valor de la potencia més
Jj=q
(k)

pequena que toma j en la suma. Utilizando esta notacioén, buscando 7,

;" , obtenemos

1
= ﬂrwmw+u—mww
1
= (4= (A2(p)+A1 )+ 57i(A2) — Aug)
— §+§(R+Ti5)(q),

de donde R(y) = £(Aa(p)+A1(q)) ¥ S(q) = 37i(A2(p) — Ai(q))- Mediante expansion de F(y®), F(z®)y Jp(n; (k ))
en serie de Taylor alrededor de £, obtenemos

Fy®) = Jp(©) |:A1(q) + 0o A3 ) + C3A3 5 +C4A1(4q} +0[e}1),
F(®) = Jp(©) |:A1(p) + CoAY (g + Cs Al gy + Cady 4p)} +0[e),
Tem®) = Je(©) [1+2000 — ) + 305" — Oy +4Ca(n? — )%, | +0lef)
— Jp()[1+ (B+Cri + D72 + Erd) )] + Olel),
donde
3, 1., .
B = CQR+ *CS.R + 7C4R )
4 2
C = oS+ chRs + %CgSR + %C4R2S + %@RSR + %C4SR27
D = 20352 + %C4SRS + %(14521%
_ loes
E — 5045 .

m
Ahora, desarrollamos la expresion K = Z%‘J fa (ngk))

i=1
K = ZMJF szJF [I + (B+Cri + D72 + ET?)M)} + 0[]
= szl—l—(Bsz—l—CZwZn—l—DZwﬂ +EZ% ) —I—O[eiq].
(@)
Multiplicando y dividiendo por Zwi, e introduciendo las notaciones (3.18) calculamos:
i=1
K = oJp(&)[[+ (B + Coy + Doy + Eo3)] + Ole,]

3
= UJF(g) |:I + 02(R+ JlS)(q) + ZCg(RZ + U1(RS + SR) + 0'252):|
(29)

1
+ oJr(€) {204(33 + 01 (R?S 4+ RSR 4 SR?) + 0o(SRS + S*R) + 0353)}
(3q)

Recordando que K~ 'K = I, obtenemos K !

— 1 B
K = ;[I+X1(q)+X2(2q)+'”][JF(@] g

Universitat Politécnica de Valéncia



5. METODOS ITERATIVOS PARA SISTEMAS NO LINEALES 107

donde

Xl(q) _02(R+Uls)(q),

3
Xog) = —103 [R* + 01 (RS + SR) + 025%] — [C2(R+ 015)C2(R + 01.5)]
(29)

Por lo tanto, considerando el caso A, obtenemos para L = 2K ’1F(y(k)) la siguiente expresion:
L = 2K 'F(y®)

2 2
= Ayt Gy XA ]<2q>+ (CaA] + X1Co A1 + Xa) Ad] 5 +

Como zp4+1 = yr — L, calculamos ey

2 2 2
€k+1 — Al(q) - ;Al(q) - g [(C2A1 + X1)A1](2q) - E [(CSA? + chQAl + X2)A1] (3q) +

Notamos que si ¢ = 2 obtenemos orden de convergencia al menos 2¢g . Entonces, la expresion de la ecuacién de
error ex11 queda:

ek = —[(Codr + X1)A1] gy — C3 [(C3AT + X1CoA1 + X2)Ay] o+ (5.43)

(29) (3q)

De la expresion (CyA4; + X1)A; depende la posibilidad de tener orden de convergencia mayor que 2¢q. La
desarrollamos y obtenemos:

(CQAl + Xl)Al = 0'102(14%)(2(1) — (1 + Jl)CQ(AQAl)(pJ’_q).
Luego, si 07 = 0 la expresion del error queda:
3
€ht1 = —CQ(A2A1)(p+q) — [CSA? + CQRCQA% + CoRC5RA, — 103(R2 + UQSQ)Al](:gq) + -
Puede ocurrir uno de los siguientes dos casos:

(a) Sip+ g > 3q el orden de convergencia sera 3q.

(b) Sip+ ¢ < 3q el orden de convergencia sera p + q.

Esto demuestra que el mayor orden de convergencia que se puede obtener en el caso A serd min{p + ¢, 3q}.
Para estudiar el caso B calculamos de nuevo L esta vez en la forma L = 2K ~'F(2(®)) obteniendo:
L = 2K*1F( <’“>)
= Az(p) += [(C2A2 +X1) Aoy T = [(03 Dp) T (X1C2A3) (g42p) + (X242)(2g4p)] +

Como en este caso xp1 = 2z — L, calculamos ej41

2 2
et = As) = — Az — — [(Coda + K1) 2]y ) — — [(Cs 5)(3p) + (X1C243) (g y2p) + (X242) (29 1] +
y el orden de convergencia del método resultante sera p. Luego, si 0 = 2 la expresién del error queda
err1 = —[(Coda + X1)Ao)(, oy — [(C3A3)5p) + (X1C2A3) (g12p) + (X2A2) (2g4p)] +
Desarrollamos la expresion (Co Az + X;) Ao obteniendo:
1
(CoAg + X1)As = —5(1 —01)Cs |:A§(2p) + (A1A2>(p+q)} :

Luego, el orden de convergencia sera p+ ¢ al menos que o1 = 1 6 Cy = 0, en cuyo caso el orden de convergencia
sera al menos 2q + p.
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Por tultimo, facilmente se puede mostrar que en los casos C y D el orden de convergencia serd ¢ que es
menor que el orden del predictor. Debemos destacar que en el caso B se necesitan dos evaluaciones funcionales
nuevas y la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales nuevo lo que, desde punto de vista de eficiencia
computacional, hace que el método que se obtiene no sea efectivo. Observamos también que la obtencion de
orden de convergencia mayor que p + g dependera de las expresiones A; y A que representan los errores
del pentultimo y del dltimo pasos del método predictor. Los comentarios anteriores nos permiten enunciar el
siguiente resultado:

Teorema 5.1.6 Sea F' : Q C R® — R" suficientemente diferenciable en Q y £ € Q solucion del sistema de
ecuaciones no lineales F(z) = 0. Supongamos que Jr(z) es continua y no singular en &. Sean y®*) y 2*)
los peniltimo y ultimo pasos, de drdenes p y q, respectivamente de un cierto método iterativo. Tomando este
método como predictor obtenemos una nueva aprozimacion ¥t de ¢ dada por

—1

ﬂﬂnzwm_2hjwhmﬁ> Fy®),
i=1

1
donde n(k) ==

i [(1 + 7))z (1 - Ti)y(k)] Yy T; Yy w; son los nodos y los pesos del polinomio ortogonal corre-

spondiente a la cuadratura gaussiana utilizada. Entonces,

1. el conjunto de familias obtenidas tendrd orden de convergencia q;

2. si se cumple la condicion o = 2 el orden de convergencia serd 2q;

3. si, ademds, o1 = 0 el orden de la convergencia serd min{p + q,3q}. O
El orden de convergencia que tendra el método en el caso de que se cumpla la condicién Cy = 0 dependera de
las expresiones de A; y As, de su suma y diferencia y de los valores de o2 y 03 en algunos casos.

Retomando lo visto en las Secciones 5.1.1 y 5.1.2 a la vista del anterior resultado, concluimos que:
1. En las familias NeG tenemos ¢ = 1 y p = 2, por lo tanto, el orden de la familia de métodos resultante,

segin el Teorema 5.1.6 serd al menos dos si 0 = 2. En el caso de que 0; = 0 obtenemos orden tres. lo
que concuerda con lo demostrado en el Teorema 5.1.4 de la Seccién 5.1.1.

2. En las familias TrG tenemos ¢ = 2 y p = 3, por lo tanto, el orden de la familia de métodos segin el
Teorema 5.1.6 serd al menos cuatro si o = 2. En el caso de que o1 = 0 obtenemos orden cinco. Esto fue
demostrado con el Teorema 5.1.5 de la Seccién 5.1.2.

5.2. Otros métodos iterativos

En esta seccién vamos a diseniar métodos iterativos de orden alto utilizando la técnica de pseudocomposi-
cion y partiendo de diferentes predictores. Compararemos los distintos esquemas empleando las herramientas
habituales: los indices de eficiencia y eficiencia computacional.

En primer lugar vamos a utilizar la familia de métodos cuyo esquema iterativo es:
-1
y O = 2B o [Jp(m(k))} F(z®), (5.44)
-1
2 =y 0 — (a1 Tp(@®) + a2 () or Jr @ P) + b2 ()] [Jr@®)] T FD),

Este método se ha obtenido a partir del método de Jarratt, mejorando el orden de convergencia de éste, sin
afiadir mas evaluaciones funcionales. Ha sido publicado en el trabajo: Artificial Satellites Preliminary Orbit
Determination by modified high-order Gauss methods, International Journal of Computer Mathematics, (véase

[5])-
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Teorema 5.2.1 Sea F : Q C R™ — R" suficientemente diferenciable en Q y & € Q solucion del sistema de
ecuaciones no lineales F'(z) = 0. Supongamos que Jp(x) es continua y no singular en §. Entonces, la sucesion
{x(k)}kzo obtenida usando la expresion (5.44) converge a & con convergencia de orden 5 si los pardmetros
toman los siguentes valores: « = 1, as = —bay, by = —3a; y by = —ay, con a; # 0.

Demostraciéon: Desarrollamos en serie de Taylor las funciones F(z*)) y Jp(2(®)) y obtenemos de nuevo
las expresiones (5.39) y (5.40). Sabiendo que [Jp(x(k))]_l Jp(x®) = I, buscamos [Jp(x¥))]~! que tiene la

forma (5.41) recordando que X; = [ 'y X,,, = ijXm_jHCj m = 2,3,.... Asi, calculamos el producto
j=2

[7p (20)] 7 F (2®):
[JF (.T(k)):| B F (x(k)) = ey, + [Maep + Msej, + Myey + Mse), + Mee§, + Mrej, + Mgey,| + Ole))]

donde My = —-Csy y
Ms:Cs+ZXsfj+20jfl+Xsa 823,4,....

j=3
Por lo tanto, y*) tiene la forma:
y® = 2® — o[ Jp(@)) T FE®) = ¢ 4+ (1 — a)er, — aM,

donde
M = Maye? + Mze3 4+ Myej, + Msel, + Mge + Mqel, + Mge§ + Ole)].

De nuevo desarrollamos en serie de Taylor F(y*)) y Jp(y®*)):

Fy®™) = Jr€) [(1 - a)ex + Qaef + Qzei + Quei + Qse}] + Olef],
Jr(y™) = Jp(©) [I+2(1 — a)Caey + Taeq + Tsej + Tuer| + Oley],
donde
Q2 = (a+(1—0a)?)0C,,
Q3 = —aMsz+2a(l—a)C?+(1—a)Cs,
Qi = —aMy+a*C3—2a(1 —a)CoMs +3a(l — a)?C3Cs + (1 — a)*Cy,
Qs = —cMs—2a(l—a)CoaMy+ a*(C3Ms + CoM3C0s) + 3a*(1 — a)C5C; — 3a(l — a)?CsM;
+ 4da(l —a)3CyCy + (1 — a)°Cs,
T, = 2aC3+3(1—a)*Cs,
T3 = —2aCoMs+6a(l —a)C3Cy +4(1 — a)Cy,
Ty = —2aCoMy+ 30*C3C% +12a(1 — a)C3Mz — 3a(1 — a)>CyCq + 5(1 — a)*Cs.

Calculamos las siguentes expresiones:

alJF(x(k)) + CLQJF(y(k)) = JF(g) [(Ch + CLQ)I + Liep + Lgei + Lgei + L4€i + L5€Z] + O[eg],
bljp(l‘(k)) + szF(y(k)) = Jp(f) [(bl + bg)] + Pieg + Pgei + P3ei + P4€i + P5€Z} + 0[62],
donde
L1 = 2(0,1 + (12(1 - a))Cg,
L, = (S+ 1)0,105_5_1 +aTs, s=2,3,...,
P = 2(b1 + b2(1 - Oz))Cg,
PS = (S+1)b105+1+b2T5, 82273,....

Recordando que

—1
[G1JF($(k)) + G2JF(y(k))} [ChJF(ﬂﬁ(k)) + G2JF(y(k))} =1,
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110 5.2. Otros métodos iterativos

obtenemos [a1Jp(z™) + az Jp(y*)] " en la forma:

-1
LhJF(q;(k)) + azJF(y(k))} = [Ch " agl + Zoey, + Zzei + Zyei + Zset + Zgel | [Trp(€)]7 + Oled]
donde Z Ly Tas £0
onde Z3 = ———— y cona; +a
? ((11 —|—a2)2 Y ! 2 Y
Zo— -1 | LS, .
*T (a2 a1 +az = G-1ls—j+ls S = 9% ...

Buscamos los productos:

—-1
alJF(x(k))—FagJF(y(k))] [b1JF(1‘(k))+b2JF(y(k))] = ﬁ[—i—Slek—FSQei—FS:gei+S4€i+5562+0[62],
-1
[Jp(z(k))} Fy®) = (1 —a)er + Ro€? + Rse} + Ryef + Rsel + O[el].
donde
b1+ b
b= a; +as’
Py
ST = + (b1 + b2) Zs,
1 a1+ a5 (b1 2)Zo
1 S
S, = P, ZiLg_; b1+ b3) 211, =2,3,...,
P +j2=; jLs—j+1+ (b1 +02)Zsy1, s
Ry = Q2+ X2(1-a),
s—1
RS = Qs-i-ZX]’QS,jJrl—f—(l—Oz)Xs, 823,47....
j=2

Finalmente obtenemos z(*+1):

2 = 4 [(1—a) = B(1 - a)lex + (aCy — BRy — (1 — a)S1)e} (5.45)
+ (—aMsz— BRs — S1Ry — (1 — a)Sy)es
+ (—aMy— SRy — S1R3 — S3Ry — (1 — a)S3)e}
+ (—aMs — BRs — S1Ry — SoR3 — S3Ry — (1 — a)Sy)es + O[el].

Las condiciones para tener orden de convergencia cinco se encuentran resolviendo simultaneamente las ecua-
ciones:

(I-a)=B(1l-a) =

aCs — BRy — (1 — )5y

—aMs; — fRs — S1Ry — (1 — a)So

—aMy — fRy — S1R3 — SaRy — (1 — a)S5 =

o O O O

Desde las dos primeras ecuaciones se determina que a« =1y 8 = 1. En este caso el sistema se transforma en:

Ms+ R3+ S1Ry = 0 (546)
My+ Ry +S1R3+ SoRy = 0. (547)

Del resultado 8 = 1 sigue que
ay + ag = by + b, (548)
con aj + ag # 0. Por lo tanto, de la ecuacion (5.46) se obtiene by = 2a; + as. De la ecuacion (5.48) obtenemos
by = —a1, by = —3a;1 y ag = —ba;. Recalculando (5.45) obtenemos que la expresion de la ecuacion del error

finalmente sera: 3 . 5
Cht1 = 5024 - 5020302 + 56’3022 +0leg).
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Por lo tanto, el teorema queda demostrado. O

Finalmente, la féormula de iteracion del método, tomando a; = 1 queda:
k k N k
y® = p®) _ [JF(x< ))} Fz®),
-1
2D =y 0 4 (@) = 5 ()] BIe @) + Te ()] [Te@®)] ™).

Este método, que denotaremos por M5S, seré utilizado en las pruebas numéricas.

Si aplicamos la pseudocomposicién utilizando como predictor el métodos M5S y como corrector el método de
punto medio, el estudio del caso B de la pseudocomposicién nos permite afirmar que el método resultante, que
denotaremos por M5SG, tiene orden 7 y su férmula iterativa es:

r -1
y® = gk JF(x(k))] F(z®),
—1
S =y 4 [Tp@®) = 5O BF @ ®) + ey )] [F@D)] P,
r OIRNONS I
Yyt z
N RN O <2>} Fy®).
indice de eficiencia Indice de eficiencia computacional

1.06 Foll : : : : : : .
104 '
1o2f

1.0005

1.000002

0992993

100 150 200 280 300 380 400 450 500 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tamafio del sistema, n Tamafio del sistema, n

v B o [ neon [ ves [ vsso

Figura 5.3: Indice de eficiencia, I e indice de eficiencia computacional, IC

Para comparar la eficiencia de los métodos desarrollados, en la Figura 5.3 se muestran las graficas de los
distintos indices de eficiencia en funcién del tamafio del sistema. Vemos que el método de Traub tiene los
mejores indices para todo tamano de sistemas con la excepcién del caso de sistema con n = 2 cuando el
método de Jarratt tiene mejor I. En cuanto al indice clasico, observamos que los métodos M5S y TrG-LD1S
tienen el mismo indice. Este es mejor que el indice del resto de métodos para n > 3, excepto el método de
Traub. Ademas, el indice de M5SG solo supera al de Newton para n < 4. Comparando los IC de los métodos
TrG-LD1S, M5S y Jarratt vemos que paran =2, ICr,.g_rp1s > IC ;1 > ICys55 pero aumentando el tamafio
del sistema se pueden ordenar de manera siguiente: ICr,.¢_rp1s > ICpss > IC . Desde punto de vista de
la eficiencia, no est4 justificada la pseudocomposiciéon sobre M5S por la necesidad de una evaluacién funcional
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112 5.2. Otros métodos iterativos

mas y resolucion de un sistema lineal nuevo, mientras que aplicada sobre el método de Traub (TrG-LD1S) es
muy eficiente.

A continuacion disefiamos algunos métodos de orden alto para sistemas no lineales. Algunos de ellos son
adaptaciones de métodos de resolucion de ecuaciones no lineales, mientras que otros (como el que exponemos
en continuacién) han sido disefiados especificamente para sistemas.

Mostramos a continuaciéon una familia de métodos iterativos de tres pasos, sobre la que se ha tratado de
establecer los valores de los pardmetros que optimizan el orden de convergencia.

-1
y® = ﬂm+apﬂﬂmﬂ F(z®),
-1
2P = g™y [53JF(~T(k)) +54JF(y(k))] [ﬂlJF(x(k)) + B2 dr(y™)|
-1
ﬂHU::A@+hJﬂN%+%h@Wﬂ F(z®)
. ) . . . 1 304
En este proceso se ha demostrado que si los pardmetros introducidos tienen valores a = —5 B = — 5
Bo =204, B3 = —%, 1 =1y 72 = —2, con 8 # 0 el método iterativo tiene orden de convergencia 4 utilizando
s6lo los primeros dos pasos y seis, si se introduce el tercer paso. Su esquema iterativo para 84 = 72 = —2 queda:
(k) L W] pra®
y© = 2® =2 pe®)] P,
-1
2B = g4 [JF(ﬂf(k)) - 2JF(y(k))} {3JF($(’§)) - 4JF(?J(k))] ;
-1
S D %“+Pﬂﬂm—lhwwﬂ F(0)

Si, ademas, lo tomamos como predictor con p =4 y ¢ = 6, y aplicamos la cuadratura de Gauss como corrector,
el método resultante tendrd orden de convergencia 10, segin el Teorema 5.1.6, (si o 2y o1 = 0 para
los polinomios ortogonales correspondientes a la cuadratura utilizada). La formula iterativa de la familia de
métodos obtenida es:

1 —1

y® = ﬂmfipﬂﬁmﬂ F(z®),
—1

290 = 204 [p@®) =206y [3F@®) - 47p (@),
-1

u® = %“+Pﬂﬁ%—2h@wﬂ F(®), (5.49)

e 1+7; u(k)—&- 1—7; 2(F) -
L) k) o LZ;MJF (( ) : ( ) > F(®).

Aunque, una vez demostrado el orden seis del predictor, bastaria con aplicar el Teorema 5.1.6 para concluir
el orden diez de la familia (5.49) en el siguiente resultado llevamos a cabo la demostraciéon completa hasta el
paso de la pseudocomposiciéon. En el resto de métodos disenados en este capitulo, omitiremos estos calculos
haciéndo referencia simplemente al teorema general de la pseudocomposicion.

Teorema 5.2.2 Sea F': Q2 CR"™ — R" suficientemente diferenciable en Q y £ € Q es solucion del sistema de
ecuaciones no lineales F'(x) = 0. Supongamos que Jp(x) es continua y no singular en . Entonces, la sucesion
{x(k)}kzo obtenida usando la expresion (5.49) converge a £ con convergencia de orden 4 usando sus primeros

dos pasos y orden 6 usando los primeros tres pasos. Si aplicamos los cuatro pasos de (5.49) y si se cumple las
m

condiciones o = E w; = 2 y o1 = 0 para los polinomios ortogonales de la cuadratura gaussiana el orden de
i=1
convergencia es diez.
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Demostracién: Desarrollamos en serie de Taylor las funciones F(z*)) y Jp(x(*))

F®™) = Jp(€) [er + Cae} + Csel + Cuefy + Csey + Cgely + Crel] (5.50)
+ Jr(§) [Cgei + Coel + Cloeko} +Ole}!],
Jr(a®) = Jp(€) [I +2Cae + 3C3€} + 4Cue} + 5Csep + 6Cge, + TCrel (5.51)
+  Jr(€) [8Csef, + 9Coe + 10C10eq] + Ole’).

Sabiendo que [Jp(z*))] ' Jp(z®) = I, buscamos [Jp (2]~ en la forma:

[Jp(@™)]™t = [I+ Xoer + Xaei + Xuep + Xsep + Xoep + Xrel + Xsep, + Xoeh + Xioep] [Jr(€)] 7!
+ Ole],

donde X; =1y X, = — ZXs_j+1Cj y s =2,3,.... Asi obtenemos:
j=2

*) = Lk

y = [ (@®)) 7 F (™)

1
2
1 )
= &+ 3 (ek + Cgei - Mlei, - MQGZ{ - Mgez — M4eg - Msez - Mﬁei — M7ez - Mgellco) + O[e,ﬁl},

S
donde My = Csyo + ZXJ-HCS_jH + Xsy2y s =1,2,.... De nuevo desarrollamos en serie de Taylor para

i=1
obtener F' (y(k)):
1
F(y(k)) = JF(f) |:26k-‘rQQei+Q3€i+Q4€i+Q5€2—|—Q6€2+Q7€Z+Q8€i+Q9€2+Q10€}CO +O[€11€1],
donde
3
QQ - ZCQa
1, 1
Qs = —M1+§Cz+§037
Qi = —My+ 2Chan + 2040y + L
4 = 2+ ;G2 + 2030 + 12 Ca,
Qs = —My— ~Chan+ 20381+ ~CyCy + —C
5 = 3= 70202+ SC0sB + 1 CCr + 2G5,
1 1 1 1 5 1
Qs = —§M4+1020é3—§03»32+EC4’71+50502+6*4067
Qr = —EMy+ tChaut 1048+ L Cime+ S Cob 2Ol
7—2542044833 1647232513262128%
Qs = L+ Lo +1(Jﬁ PRENCRERLICN NG (6 +502—M)+LCC + e
8T TN T e T GREPT gt T 3 s02 T g eloL 2 U o T2 T
1 1 1 1 1 1
Qo = _§M7+102(164'§C3/65+EC4’Y4+§C553+a06(52+0251_5MIC2_C2)
1 , 1 1
- oMy 4 —C
+ 3207(51 + 8C5 1) + 2560802 + 512 9,
1 1 1 1 1 1
Qo = *§M8+ZC2OK7+§C356+EO475+§C554+a(53+0252*lesl*5M202*M3)
1 1
+ @07(52 + 2061 — 11M,Cy — 2My + 5C5 — Co M) + 3—2(18(51 +15C2 — 3M,)
1 1
BEETPRR TTa
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con
a; = —2M; + 022,
Qo = —2M2 _CQMl —Mlcz,
Qs = —2M3 - CQMQ + M12 - MQCQ,
oy = —2My— CoMs+ MMy + MyM; — M3Cy,

a5 = —2Ms— CoMy+ MyMs + M3 + MsM; — M,Cs,

a6 = —2Mg— CoMs + My M, + MyMs + MsMy + MyM, — MsC,
ar = —2My — CoMeg + My Ms + My My + M3 + MyMy + MsM; — MgCs,
B = o +205 — My,
B = ag+ Coay —2M;Cy — My,
B3 = a3+ Ceay — Miay —2M>Cy — Ms,
Bs = ag+ Craz — Miog — Maay — 2M3C — My,
Bs = a5+ Coay — Miag — Maag — Mzay — 2M4Cy — Ms,
Bs = ag+ Coas — Miay — Maaz — Mzag — Myay — 2M5C5 — M,
7 = Bi+305 — M,
Y2 = Pa+Coff —3M1Cy — Mo,
v3 = B3+ Coffa — M1 — 3M2Cy — Ms,
Y4 = Ba+Cafz — M2 — Mz — 3M3C3 — My,
V5 = PBs+ Caffa — M183 — MafBy — M3y — 3MyCo — Ms,
6 = m+4C5 — My,
0y = 2+ Com —4M1Cy — My,
03 = 3+ Coy2 — Miy1 — 4M2Cy — M3,
04 = 4+ Coyz — Miye — Moy — 4M3Cy — My.
De la misma manera, desarrollando en serie de Taylor, calculamos Jr (y*)):
Jr (y(k)) = Jr(§) [I + Coey + Toei + Tsei + Tyep + Tseh + Tseb + Trel 4 Tged + TgeZ] +0[e}?],
donde
T, = G3+oc
3 1
T3 = —CM+ 50302 + 504,
Ty = —CoMy+ >Char — 2CuCh + 20,
4 2 16
Ts = —CoM; — §C'30¢2 + 1C4[31 + écscz + 3667
4 2 4 16
Te = —CoM;z— 203013 + %0452 + %0571 + %0602 + 677407’
T; = —CyMy— %C3a4 + %C453 + 1%0572 + %C651 + %C7C2 + %608,
Ty = —CoMs— §030l5 - 104@; + 30573 + i0652 - 107(51 +5C5 — My) + lC8CQ - iCg,
4 2 16 16 64 16 256
Ty = ~CaMs — SCs06+ 5Cafs + e Coma+ 12Cofs + 2:Cr(6 + Coby — 5M1Cy — M)
+ %080(52 +2C50; — 11M,Cy — Co My + 5C5 — 2My) + %0902 + %cm.

Calculamos las siguientes expresiones:
3Jp(a®)) —4Tp(y™) = Jp(€) [ex + L€} + Laeg + Lse} + Lgey + Lref, + Lgef + Loej, + Ligep’] + Ole}],
Je(z®)) — 275 (y*) Jr(€) [I + Nae} + Nsej + Nuej, + Nsej, + Nge§y + Nrel, + Nge§ + Noej]| + Olep],
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con Ly =3Cs —4Qs, s=3,4,...y Ny = —(s+1)Cs41 + 275, s =2,3,....

Sabiendo que [Jp(zF)) — 2Jp (y")) " [Tp(2®) — 2Jp(y*))] = I, calculamos

[Tr(z®™) = 2Jp(y"N) 71 = [ + Yaei + Yae} + Yaep + Yoep, + Yoel + Yael + Yoel + Yioe] [Jr(€)] ™" + Ole?],

s—3
donde Y5 = —Ns, Yy = —N3y Yy =—Ng_1 — ZYS,]-NJ- para s = 5,6, .... Asi, podemos obtener z(*):
j=2
20 = 2® 4 [ Jp@®) = 205 (y® ) 3Tp(2P) — 475 (y )
€ — Jue} — Jsep — Jses — Jrel — Jzeb — Joe) — Jiger? + Ole}l],
s—2
donde Jy = Ly + Yy, Jg = L + ZYS—j-‘rle + Y, para s = 5,6,..., con lo que se demuestra que los dos
j=3

primeros pasos del método son, en si mismos, un método de orden 4. Denotamos el error en este paso como
= 6 7 8 9 0 1
4 5 1 1
€, (k) = 7‘]46]&: - Jsek - Jﬁek - J76k — Jsek, — J96k - Jloek + O[ek }

De nuevo, desarrollamos en serie de Taylor F/(z(*))

F(0) = Jp(©)[=Jaek = Jse}. = Joel = Jaef + (CaJ} — Js)ei
+  [Codyds + JsJy) — Jolel + [Ca(Jads + J3 + JoJu) — Jioler’] + Oler'],

y obtenemos u(¥)

u® = k) L [JF(x(k)) — QJF(y(k))]—lp(Z(k))
= &4 Sgeb + Sqel + Sged + Soel + Siper’ + Olerl],
donde
Se = Y3y,
S7 = YaJs+Yudy,
Sy = YaJs+ YsJy+ JuJs — CoJy,
Sg = Y3J;+YyJg+ JsJ5 + Yeda —02(J4J5 +J5J4),
S0 = Ya(Js — Cody) + Yady + YsJs + YoJs + YoJy — Co(Juds + J2 + JoJu).

Denotamos el error en este paso con €,,(k)

Eulk) = 8662 + 5762 + Sgei + 5962 + Sloellco + 0[6]161}

Pretendemos desarrollar Jp(ngk)) con 7

teniendo

(k) _ (A4+r)u®4(1—7)z"
- 2

i

=&+ % [(eu(k) + ez(k)) + Ti(eu(k) — €Z(k))] ,

) —¢ =

% [(eutm +em) + Tileym —e,m)],
con
—Jyet — Jsep + (S — Jg)ed + (S7 — Jr)ep
(Ss = Js)ef + (So — Jo)ep + (Swo — Jro)er” + Oley'],
Cutt) — €0 = Juep + Jsep + (S + Jo)ep + (St + Jr)ej,
+  (Ss+ Js)er + (So + Jo)ep + (1o + Jr0)er” + Oley'].

ey + e,

+

De nuevo desarrollamos en serie de Taylor:

Te™) = Tp(€) [T+ 202 — &) +3Cs(nP — )] + Ole}!).
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Calculamos K = ZwiJF(ngk)) usando la notacion (3.18) y el procedimiento establecido en la Seccion 3.2.2:
i=1

K = oJp(€) (I + Hyep, + Hse), + Heely + Href, + Hse} + Hgej)) + Ole}],

donde
Hy, = (01—1)Caly,
Hs = (01 —-1)CsJs,
Hg = (S — Js) +01C2(Ss + Js),
H; = 02(57 — J7) + 01C2(57 + J7)7
3
Hgy = 02(58 — Js) + 01C2(Ss + Js) + 1(1 — 201+ O’2)O3Jf,
3
Hy = 02(59 - Jg) + 0’102<Sg + Jg) + 1(1 — 201 + 02)03(J4J5 + J5J4).
Asi,
1 _
K1 = c (I — Hye} — Hye}, — Hoef) — Href, — (Hs — H})e}} — (Hy — HyHs — HsHy)e}) [Jp ()]
+ Ole}”].
Calculamos
2RHD = (k) 2K_1F(z(k))

= Ui ek~ (s — 2)el — (Jo — 2Jo)ef — (g — 2 o)el
- [Js— %(CQJE —Js — ZaJa)ley — [Jo — (Co(Juds + J5Ju) — Jo — ZuJs — ZsJy)le),
- [Jio— %(02((]4(16 + J2 + JeJa + JeJu + SeJs — JuSs) — Jro — ZaZs — ZsJs — ZsZa))e}’
+ Oley]
Notamos que para tener orden ocho o debe ser igual a 2. En este caso la ecuaciéon del error sera:

€k+1 = [(02J42 — Z4J4)€i + (OQ(J4J5 + J5J4) — Z4J5 — Z5J4)} 62
+ [(CQ(J4J6 + Jg + JeJs + JgJy + SeJs — J4Sﬁ) — Lyl — Zsds — Z6Z4)] 6]1€O + 0[61161]

Simplificamos la ecuacion del error:

€kt1 = —ongJZei — 0102(J4J5 + J5J4)€2
—  [C2SsJs — 01Co(Jads + I3 + SeJa) + JeJu + JoJs + SeJs — JuSs)] 1 + Oler'],

de donde concluimos que si 07 = 0 el orden de convergencia seré diez:
exs1 = —CaSeJaer’ + Olex!]. (5.52)
Sustituyendo los valores de Sg vy J4 se demuestra facilmente que la ecuacién del error tiene la siguente expresion:
ekl = —6%02(8022 —9C3)(47C4 — 64C5C5 — 66C3Cs 4 92C35)% e’ + Olert].

O

El caso particular de esta familia de métodos iterativos en el que la cuadratura gaussiana empleada es la regla
de punto medio, se denota por M10S y sera utilizado méas adelante en las pruebas numéricas.

En la Figura 5.4 de nuevo comparamos los I e IC del método desarrollado con los métodos de Newton, Traub,
Jarratt y los métodos TrG-LD1S y M5S. El método M10S tiene mayor I que el de Newton para todo tamano
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indice de eficiencia indice de eficiencia computacional
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Figura 5.4: Indice de eficiencia, I e indice de eficiencia computacional, IC

del sistema y mayor que el de Jarratt para sistemas con n > 3. Su indice de eficiencia computacional es mayor
que el de Newton y Jarratt para todo tamano de sistema y mayor que el de método M5S para sistemas con
n < 100. Vemos de nuevo que el método de Traub tiene los mejores indices para todo tamano de sistemas con
la excepcién del caso de sistema con n = 2 cuando el método de Jarratt tiene mejor I.

Por otra parte, en el Capitulo 4 hemos desarrollado una familia de métodos iterativos 6ptimos de orden 4 que
extendimos hasta orden 8 con cinco evaluaciones funcionales. Este método puede ser adaptado facilmente a
sistemas. Consideramos el elemento de esta familia descrito por la expresion (4.9) que adaptada a sistemas
resulta:

o ()] ()
Lk <k>+%{ ((k))] 1F<x(k)>,
)
)

F
u® = 0 [ ( ) —3JF (y(k)) _IF (x(k)), (5.53)
|77 (=
1
2

0 e (] [ (20) - (0] o ()] ()

Denotaremos en lo sucesivo a éste método por M8A.

+
(B (O

Teorema 5.2.3 Sea F : Q C R" — R" suficientemente diferenciable en Q y & € Q solucion del sistema de
ecuaciones no lineales F'(z) = 0. Supongamos que Jp(x) es continua y no singular en §. Entonces, la sucesion
{2150 obtenida usando la expresion (5.53) converge a & con convergencia de orden .
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Demostracién: Utilizando los desarrollos en serie de Taylor de las funciones F(z*)) y Jp(2(*®)) obtenemos

~1
[JF (.I(k)):| F (J;(k)) = ey + Maep + Mae} + Myej, + Msej, + Mgel + Mrej, + Mgef (5.54)
+ Olegl,
donde My = Cy + X4 y

Mg:Cs+ZXS_j+QCj_1 +Xs+27 8:3,4,....
J=3

Por lo tanto, las expresiones de y*) y 2(*) seran:

2 _ 1 2
g = k) §[JF(:I:“?))] LP@@®) = ¢+ 3k — 3 M,

1 1 1
2B = ) g E[Jp(x(’“))]*lF(:p(’“)) =&+ gen— M,

donde M = Mae? + Mze; + Mye} + Msel + Mge$ + Mrel + Mge§ + O[e})]. De nuevo desarrollamos en serie
de Taylor para obtener Jp(y(*)).

e (v™) = Te(©) [T+ Quew + Qac} + Qaef + Quet + Qsef + Qocl + Qref, + Qsel] + Olel,
donde
2
Q1 = 502,
1 4
— SO —CuM
Q2 3Cs — 302,
4 4 4
= 0 SOMy — SOy M
Q3 2704 303 2 302 3
5 8 4 4
= —C5— -CyMy+ —C3(M2 — 2M3) — —~Co M.
Q4 81C5 904 2+3C'3( 5 3) 302 4
2 10 4 4 1
Q5 - gCG — gC5M2 + §C4(M2 — Mg) + gCg(MgM;g + M3M2 - M4) - gCQME)’
7 20 40 8
Qs = ==-C7— —CsMy+ —C5(3M3 — M3) + —Cy(6 Mo M3 + 6 Mz My — 3My — 4M) — Co Mg,
729 81 81 27
4 4
Qr = —§02M7 + gCS(MQMS + MsMy + MyMs + MsMy + MgMs — My)
8
+ EC4(6M2M4 + 6M3 + 6 My My — 3Ms — 4M3 My — AMy MMy — 4AM3M3)
40 20 28 8
—C5(3MoMs + 3MsMy — My — AM3) + —C¢(4M2 — M3) — — C7 My + ——C,
+ 51 5(3MoMs + 3M3 M, 4 2>+81 s (40 3) 5137 2+2187 3
4 4
Qs = _§C2M8 + 503(M2M6 + M3Ms + M + MsMs + MgMs — My)
16
+ 304(M2M5 + M3 My + MyMs + Ms My — M)
32
+ ﬁ04(M22M4 + My M3 My My + My My My + M3 Mo + MyM3)

40
+ ﬁ05(—M5 — AM3 M3z — AMy M3 My — 4M3 M3 + 3Ma My + 3M3 + 3M4M?2 + 2My)

20
+ ﬂ06(4MZM3 + 4M3z My — My — 8M3)

28 ) 112 1
+ g Cr(BME — My) — 5o CsMy + s Co.

Entonces, obtenemos la expresion de Jg (z®)) — 3.Jp (y™*) en la forma:

Jr (.T(k)) —3JF (y(k)> = Jp(g) [—2[ + Ajer + Ageﬁ + Agei + A4€i + A562 + Ageg + A7€Z + Agei] + 0[62],

Universitat Politécnica de Valéncia
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donde A, = (s +1)Csy1 — 3Qs, s=1,2,... Calculamos [Jp(z(*)) — 3Jp(y*))] " obteniendo:

- 1
[Jp(x<k>) - 3JF(y<’f>)] = {21 + Yae + Yae? + Yaed + Yaeld + Yoed + Yoel + Yeel | [Jp(6)]7! + O[el),
1 : 1
donde }/2 =0 y YS =3 Ys—j+2Aj—2 — ZAS_h s = 3, 4, e
j=3

A continuacién, calculamos [Jp(z*)) — 3Jp(y(k))]_1 F(z™) y obtenemos

Jp(z®) — 3JF(y(k))} Fz®) = —5Ck + Rae} + Rae} + Ryej + Rsej, + Roel + Ryel + Rgef + Olel,
1 ¢ 1
donde Ry = Yy — 502 vyRs =Y+ ZYS_jJ,_QCj_l — 505, s=3,4,....
j=3

Calculamos u® = 2 4 [Jp(z(®)) — 3Jp(y*))] - F(2®)) y escribimos la ecuacion del error en este paso como:

1 1 -1
Culky = iek - §M =+ {Jp(l'(k)) - 3JF(y(k))} F((E(k))
1 1
= 53 [Mae; + Mse} + Myej, + Msej, + Mgey, + Mre] + Mge}] (5.55)
1
— iek + Rzei + R36% + R4ei + R5€2 + R(jeg + R7ez + Rgez + 0[62]

= Pyel + Psei + Pye} + Psel + Psel + Prel + Pseb + O[el],

1
donde Py, = —=My+ Rs y s = 2,3, ..., de donde concluimos que para tener convergencia de orden 4, los dos

primeros elementos deben ser nulos. Esto se muestra facilmente calculando P, y P3 retomando los valores de
los elementos que los definen. Asi, la expresion (5.55) queda:

ey = Pyep + Psel + Pgel 4 Prel + Pgel + Ole}). (5.56)
Utilizando la expresion (5.56) obtenemos F(u(®)) desarrollando en serie de Taylor en torno a ¢. Entonces,
F(u®) = Jp(&)[Paef + Pse} + Pocl + Prej + (Ps + P{)ey] + Ole})].
Ahora, calculamos:

Fa®) +2Fw®) = Jp(€) [er + Coe} + Csei + (Ca + 2Py)efy + (Cs + 2P5)ef]
+ Jr(€) [(Co + 2Ps)el + (Cr + 2Pp)e] + (Cs + 2Ps)el] + Olel],

y expresamos el producto [Jg(z®)) — 3.Jp(y*))] - [F(x®) + 2F (u®)] como

-1 1 =
[JF (™) - 3JF(y<k>)} [F(@®) +2F@)] =~ Zex+ Loc} + Loe} + Laeh + Lse} + Lo}

+  Lrel + Lge§ + Ole}),

1 > 1
donde Ly, = Y5 — 5(6’2 +P)y Ly =Y, + ZYS_J»HCj_l — 5(05 + P,), s=3,4,....Por tanto, obtenemos
j=3
para v®) la expresion:

-1
o® = gt [JF(x<k>) - 3JF(y<k>)} [F(a®) + 2P (u®))]
&+ Naej + Nsejp + Nyey + Nsej + Noefy + Nref, + Nse + Ole],

1
donde Ny = Ly — =My y s = 2,3,.... Facilmente se demuestra, que Ny, N3, Ny y N5 se anulan, retomando
los valores de los elementos que los definen. Asi obtenemos

v = € + Nge$ + Nye] + Ngel + Olel],

Universitat Politécnica de Valéncia



120 5.2. Otros métodos iterativos

y esto prueba que los primeros cuatro pasos de (5.53) son en si mismos un método de orden seis. Continuamos
la demostracion con el siguiente paso aproximando F(v(*))

Fw®) = Jp(€) [Noel + Nrel + Ngel| + Olej].
Calculamos
5Jr(a®)) — 3Jp(y™)) = Jp(€) [21 + Biex + Baej + Bsej, + Baep + Bsej, + Boel, + Brel, + Bsel| + Olej],

donde By =5(s+1)Cs11 — 3Qs y s =1,.... Ahora desarrollamos los productos:

[JF(:UUC))} T @) = 3J5 (™) = 20 + Sver + Sack + Sse? + Saed + Ssel (5.57)
+ Sgeg + 5762 + Sgei + O[ez],
[JF(:A’C))} T Re®) = 2Ngeb + (Nr + XaNg)el (5.58)
+  (Ns+ XoN7 + X3No)ef + Oled),

donde S;1 = B1+2X5y S5 = BS+Z Xo—jt2Bj—14+2Xs11y s =2,3,.... Ahora, multiplicando las expresiones
=2
(5.57) y (5.58) obtenemos

—1 -1
[JF(x(k))] 55 (x*)) — 35 (y™)] {JF(x(k))} Fw®) = 2Nge§ + Kref + Kgef + Ole}],

donde K7 = 2(N7 + X2N6) + SlNﬁ y Kg = 2(N8 + X2N7 + X3N6) + Sl(N7 + XQNG) + SQNG. Finalmente,
podemos obtener z(t1):

RS B {JF(QE(k))}‘l 5 (@) — 375 (y®)] {JF(N))F Pl

1 1 1
£+ |:L6 — §M6 - Ne‘i ey + {L7 - §M —3 (2(N7 + X2Ng) + 51N6)] er

1 1
+ |:Lg — §M8 — 5 (Q(Ng + X2N7 + X3N6) + Sl(N7 + X2N6) + S2N6):| ei.

Entonces, la ecuacion de error es:

1 1 1
erp1 = {Lﬁ — 5M6 - Nﬁ] el + [L7 — 5M7 -3 (2(N7 + XoNg) + SlNﬁ)} er (5.59)
1 1
+ {Lg — 5M8 -3 (2(Ng + XoN7 + X3Ng) 4+ S1(N7 + XoNg) + SQNﬁ)] e§ + Olel)].

Facilmente se demuestra que los dos primeros elementos de la expresion (5.59) se anulan y el orden de conver-
gencia es 8. Finalmente, la ecuacion de error (5.59) queda:

1 20
Ck+1 — (022 - 203) (203 + 20302 - 20203 - 904) 82 + 0[62]

lo que pone en manifesto que el método M8A es efectivamente de orden ocho. O

Es conocido que, aplicando la pseudocomposicién, podemos disenar métodos con alto orden de convergencia.
Esta pseudocomposicion puede ser aplicada directamente sobre el método M8A, pero también sobre sus tres
primeros pasos (a los que denotamos M4A) 6 sus cuatros primeros pasos (M6A). De este modo podemos obtener
tres métodos mas con ordenes 14, 5 y 10, respectivamente. Utilizando M4A como predictor introducimos la
cuadratura de Gauss como corrector:

—1
m k k

gD — (k) _ 9 [ZWiJF <(1 +7)u® + (1 - 7)2 )>
=1

: F(),
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obtenemos um método de orden 5 al que denotamos por M5AG, si 0 = 2y o7 = 0. Si tomamos como predictor
el método M6A podemos obtener con la pseudocomposicion el método de orden 10, M10AG.

- 1+ 7)v® + (1 —7)u®
(k+1) — (k) _ 9 7 ( ? [
2D =y [Z il :

F(u®)

(si 0 =2y o1 =0). Finalmente, tomamos (5.53) como predictor y aplicamos como corrector la cuadratura de

Gauss,
-1

m k k
2b+D) — (B _ 9 [Z wi g <(1 +r)w® + (1 — 7)o )> Fu®),
i=1

2

donde v(*) es el ultimo paso de (5.53). Obtenemos un método de orden 12 si 0 = 2y, de orden 14, si 01 = 0.
Denotamos este método por M14AG. Estudiamos sus indices de eficiencia como lo hemos hecho en la seccién
anterior, empleando en todos los casos la férmula de cuadratura de punto medio.

indice de eficiencia Indice de eficiencia computacional
T T T T T T T T T T T T

1.005 i % : 4

1.0005 e Sy

1.000002
1.000001
1

0999993

1.00005

0.99995
100 180 200 250 300 350 400 450 s00 100 180 200 250 300 350 400 450 s00

Tamafio del sistema, n Tamafio del sistema, n

‘-MAA B vss [ (Mea [ |msac [ WI0AG -M14AG|

Figura 5.5: Indice de eficiencia, I e indice de eficiencia computacional, IC

La Figura 5.5 presenta el indice de eficiencia y el de eficiencia computacional de los seis métodos desarrollados
a partir de M8A en funcion del tamano del sistema. Analizando el indice I observamos que para n = 2 el mejor
método es M6A, siendo M8A el mejor para n > 3. El método con peor indice I es M5AG para sistemas de
tamafno pequeno, n < 10, mientras que para sistemas méas grandes M4A es el peor. Los métodos obtenidos a
partir de la pseudocomposicion, M10AG y M14AG, no mejoran los métodos de partida excepto los métodos
M5AG y M4A para n > 2.

En cuanto al indice de eficiencia computacional, IC, para sistemas pequenios, n < 10, el mejor método es
M10AG. Si el tamano del sistema es 10 < n < 100 el mejor indice corresponde a M6A, mientras que para sis-
temas grandes, n > 100, el mejor es el M8A. En este caso el peor indice corresponde a M5AG, lo que se justifica
porque el orden aumenta en solo una unidad, mientras que se utilizan dos evaluaciones funcionales mas y se
resuelve un nuevo sistema lineal. Sin embargo, otros métodos pseudocompuestos tienen mejor comportamiento.
Por ejemplo, M10AG y M14AG mejoran el indice de sus predictores correspondientes para n < 10, si bien la
tendencia se invierte a medida que el tamano del sistema crece.
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122 5.2. Otros métodos iterativos

A continuacion presentamos otro método de orden ocho que es aplicable para ecuaciones no lineales, pero no
es Optimo segun la conjetuta de Kung-Traub razén por la cual no fue introducido en la secciéon de métodos
Optimos para ecuaciones no lineales. El esquema iterativo de este método es:

1 _
y® = 2 §[=]F(93(k))] L (™),
LK) %(4y<k> — 20,
u® =y 4 [Jp@®) = 3Ip () TR D), (5.60)
v® = B Lo Tp (™) = 3Tp ()T (u®),
B = p® oLy (™) — 3Tp ()R (™).

al que denotaremos por M8B. Este método, al igual que el método M8A, se puede extender hasta orden 14
aplicando la pseudocomposicion.

Teorema 5.2.4 Sea F : Q C R® — R" suficientemente diferenciable en Q y £ € Q solucion del sistema de
ecuaciones no lineales F(x) = 0. Supongamos que Jp(x) es continua y no singular en . Entonces, la sucesion
{2} k>0 obtenida usando la expresion (5.60) converge a & con convergencia de orden 8.

Demostracién: A partir de los desarrollos de Taylor de F(z*)) y Jp(2(®)) obtenemos:

[JF(Z‘(k))]_l = [I+X2€k+X3€i +X4€i—|-X5€i +X6€2—|-X7€2 +Xg€Z+X9€i +X10€2] [JF(f)}_l
+ Olex’];

donde X; =1y X, =— ZXs—jHCj- Asi obtenemos:
=2

NORNENEN %[JF(JJ(k))]le(x(k))
1
- §+ 5 (Bk + Cgei - Ml(ii - Mgei — Mgez — M462 - M5€Z — Mﬁei) + 0[62],

donde My = Csyo0+ Z Xj+1Cs—jro+Xsp2y s =1,2,.... Ahora, utilizando los puntos z®) y y(*) obtenemos:
j=1

Lk §(4y<k>_x<k))

1 1 -
= £+ 56’“ + 3 (6’2(5,2C — Mle‘,z — Mgei - Mgez — M462 — M5eZ) + O[ei}.
Desarrollando en serie de Taylor la funcion Jp(2(*)) alrededor de ¢ obtenemos:

2 f
Je (28 = Jp(&)[I + gC2ek + Q€2 + Qse} + Quet + Qsel + Qsel + Qrel] + Olel],

donde
3 5 1
QQ - 102 + §O37
4 4 4
Qs = —§02M1 + 50302 + 5047
4 4 8 5
Qs = —gczMz + 5030!1 + §O402 + 871057
4 4 40 2
Qs = *gczM:a - 503012 — 404 + ﬁc%cz + 8710&
Qe = féC’M +éC —4C4 82 — 5C +@CC +LC
6 = 3243?,@3 492 571 816224377
Q; = —ﬁCM +%C — 4C4 B3 — 5C5y5 — 6C46 +§CC +iC
7T = 325 3304 4P3 572 601 8172 72987

Universitat Politécnica de Valéncia



5. METODOS ITERATIVOS PARA SISTEMAS NO LINEALES 123

con

a
as
Qy
B
B2
B3

ha!

72

4

4
9(M2 - Cle — Mng),
4
—§(M3 — Oy My + M} — MyCy),
4

—§(M4 — CoM3 + My My + Mo My — M3Cs),

8
—ﬁ(ml + C3 —4My),

8

—ﬁ(QOéQ + CQ(Xl — Mng — 4M2),

8

—ﬁ(QOég + 02012 — Mloq — M202 — 4M3),

1 4 2

—= oV {

3t - My

1 2 4 2
i 0B - 30— S
3ﬁ2 3 281 57 3MCo — = Mo,

1 16 ., 2
3 24302 243

Esto nos permite desarrollar Jg(2®*)) — 3J(2(*®) en la forma:

Jrp(x®) = 3Jp(2W)) = Jp(€)[—21 + Thei + Taep + Tuet + Tseh + Toel + Trep] + Olel],

donde Ty = (s + 1)Cs41 — 3Qs, s = 2,3, .. .. Asi, obtenemos

1
e (@) = 3Jp (207! = [=51 + Yaef + Yae} + Yaei + Yoep + Yre, + Yaef] + Ole].

donde
Ys3
Yy
Ys
Ys
Y7

Ya

Para calcular u!

k)

[Tr (™) = 3Jp (=) 7 F (™)

—%(415 + 2T T3 + 2Ty Ty + T,

L (4T + 215 Ty + 2T + 214 T + T3),

_3%(8% FATYTs + ATSTy + ATy Ty + 2T2T5 + ATs Ty + 215 T5Ts + 214 T2 + T).
necesitamos obtener primero [Jp(z(®)) — 3.Jp(2(F)] 71 F(2®)

1

1
=5t~ 502(3% + N3ed + Nyej + Nse + Noel + Nyel + Ngeb + O[ed],

1 1 g
donde N3 = 7503 +Ys, y Ny = 7508 + ZYj_lc’s_j+2 +Y,, s =4,5,.... Por lo tanto, obtenemos u*) en

la forma:

=4

u® = y® Lo Jp(2®) — 3Tz T R ()

= &+ Lgez + L4ei + L562 + Lgeg + Lyez + Lgei + O[ez],
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124 5.2. Otros métodos iterativos

1
donde Ly, = Ny, — §M3_2, s = 3,4,.... Facilmente se demuestra que L3 se anula, con lo que:

ul¥) = &+ L€} + Lsel + Loe}, + Lre], + Lse + Ole}).
De nuevo, desarrollamos en serie de Taylor la funcién F(u(k)) alrededor de &:
F(u®) = Lye! + Lse} + Lge$ + Lrel + (Ls + CoLy)e} + O[el].

Para obtener v(*) buscamos primero [Jr(z*)) — 3Jp(2(F)] =1 F(u(®)) que viene dado por:

(@) = 875 (2O F(u®) =~ Luek — 5 Lse + Roe} + Ree]. + Rscf + Ole]],
donde
Rs = —%La + Y3Ly4,
Re = —3ln+Yols+Yils,
Rs = —gls—Cols+Ysle +Yils + YsLa
Por tanto,

v = €+ 2¥3Lae} + 2(YsLs + YiLa)ef, + 2(~CaLa + YsLo + YaLs + YsLa)eg + Ole].
Ahora, desarrollando en serie de Taylor la funcién F(v(*)) alrededor de &, obtenemos:
Fu®) = 2Y3L4e8 4+ 2(YsLs + YyLy)e] + 2(—CoLy + YsLg + YiLs + Ys Ly)e} + Ole}).
Calculando [Jr(x®)) — 3Jp ()71 F(v(*), obtenemos el siguiente resultado:
[Jp(z®) = 3Jp(z0)) " P(0®)) = —Y3L4e$ — (YaLs + YyLy)el + [CoLy — Y4Ls — Ys Ly + Y3Rgel + Ole}].
Esto nos permite obtener z(#t1):
2D = B Lol T (™)) — 3Tk ()] E (™)

1
£— §TQ(L6 + 2Rg)e} + Oled].

Desarrollando la expresion To(Lg + 2Rg) finalmente obtenemos:
1
Cri1 = 5(03 — C032)(Cy — 9C3C +9C3)el + Ole).

Con lo que se demuestra que el método propuesto con el esquema iterativo (5.60) tiene orden de convergencia
ocho. (]

Como se ha demostrado en el Teorema 5.2.4 los primeros tres pasos del esquema iterativo (5.60) proporcionan
una familia de métodos de orden 4 que denotamos por M4B y si tomamos los primeros 4 pasos, una otra
familia de métodos de orden 6, que denotamos por M6B. Aplicando la pseudocomposiciéon directamente sobre
M4B, M6B y M8B, se obtienen otras familias de métodos. Si tomamos M4B como predictor e introducimos la
cuadratura de Gauss como corrector
L) (B) _ 9 [i i ((1 +r)u®) + (1 Ti)z(k)>
i=1

: Pi®),

el resultado es un método con orden de convergencia 5 si o =2 y o1 = 0, que denotamos por M5BG.

Luego, tomamos el método M6B como predictor y aplicando la cuadratura de Gauss como corrector

m k k
kD — () _ 9 [Zwﬂp <(1 +7)o® + (1 = 7i)ul )>
=1

-1

F(u),

2
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obtenemos la familia de métodos con orden de convergencia 10 si c =2y o7 = 0.

Si tomamos el esquema iterativo (5.60) como predictor y aplicamos como corrector la cuadratura de Gauss,

-1
m (R — 7 )o®
ZwiJF<(1+TZ)w + (1 —n)v >‘| F(U(k))»
=1

(k+1) — (k) _ o
x v B)

obtenemos un método de orden 12 si ¢ = 2 y, si 07 = 0, obtenemos un método con orden de convergencia
14. Denotamos este método por M14BG. Estudiamos sus indices de eficiencia como lo hemos hecho en el caso
anterior, empleando en todos los casos la férmula de cuadratura de punto medio.

indice de eficiencia Indice de eficiencia computacional

11 : . : : ‘ : = 1.04
0.28
0.26

: . 1.0M
1.0005

1.005

0.9935

1.0002

D 0.992995

0.9955

0.99299

100 150 200 280 300 380 400 450 500 100 15 200 250 300 350 400 450 500
Tamafio del sistema, n Tamafno del sistema, n

‘-M‘lE I ves [ Jmss [ |msec [N M10BG -M14EG|

Figura 5.6: Indice de eficiencia, I e indice de eficiencia computacional, IC

Las graficas mostradas en la Figura 5.6 representan el indice de eficiencia y el de eficiencia computacional de
los seis métodos en funcion del tamano del sistema de ecuaciones. Analizando el indice I observamos que para
sistemas con n = 2 el mayor I lo tiene el método M6B y para sistemas con n > 3, el método M8B. El menor
I para todos los tamarnos de sistemas lo tiene M5BG. En todos casos los métodos M6B y M14BG tienen casi
iguales I y los sigue el método M6B. Si hacemos comparacion entre los IC de los distintos métodos vemos que
para pequenos sistemas (n < 5) el mayor indice de eficiencia computacional lo tiene M6B y para sistemas con
n > 5 el mayor IC lo tiene M8B. El menor IC para cualquier tamano del sistema lo tiene el método M5BG,
lo cual se justifica porque el orden aumenta en s6lo una unidad, mientras que se utilizan dos evaluaciones
funcionales mas y se resuelve un nuevo sistema de ecuaciones lineales. Entre los métodos con corrector Gauss
vemos que para n = 2, ICy6p > [Cpap > ICysp y para n > 10 tenemos ICysp > ICy6 = ICy14BG-

En la Figura 5.7 se comparan los indices de los dos conjuntos de métodos excluyendo M4A y M4B. Para
sistemas con n = 2 los mayores indices de eficiencia corresponden a los métodos M6A y M6B y para n > 2,
MS8A y MS8B tienen los mejores indices de eficiencia. Los mayores indices de eficiencia computacional (para
n = 2) los tienen M10AG y M6B. Para sistemas con 10 < n < 100 el método con mayor indice de eficiencia
computacional es M8B y para grandes sistemas (n > 100), M8B y MS8A.

En la Figura 5.8 se muestran las gréficas de los indice de eficiencia y de eficiencia computacional en funcién del
tamano del sistema de los métodos con mejores indices: Traub, TrG-LD1S, M6A, M8A, M10AG, M6B, M8B
y M10BG. Los I de los métodos M6A y M6B son mayores para sistemas con n = 2. Luego, para sistemas con
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Indice de eficiencia indice de eficiencia computacional
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Figura 5.7: Indice de eficiencia, I e indice de eficiencia computacional, IC
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Figura 5.8: Indice de eficiencia, I e indice de eficiencia computacional, IC

2 < n < 100 el mayor indice de eficiencia lo tienen los métodos M8A y M8B y para sistemas con n > 100
el método de Traub tiene mayor I. Si comparamos los indices de eficiencia computacional vemos que para
sistemas de n = 2 y n = 3 los mejores indices corresponden a los métodos M10AG y M6B. Para sistemas de
mayor tamaio el indice de eficiencia computacional del método de Traub es de nuevo mayor. Por ejemplo, para
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sistemas de n = 7 podemos ordenar los métodos segtn sus IC de la siguiente manera:
ICrr > ICymsp > [Cmep > ICnea > ICh10aG > ICTr6—LD1s > ICM10BG > [CMsA,
y para sistemas de tamano 7 < n < 100 como sigue:
ICrr > ICymsB > ICmep > ICnea > ICMsa > ICh104G > ICM10BG > ICTrG-LD1S-
En el caso de que el sistema tenga tamano mayor de 100 los indices de los métodos verifican la desigualdad

ICrr > ICysB > ICMsa > ICyeB > ICyea > ICTrg—1D1s > ICM10BG > ICM104G-

5.3. Pruebas numéricas

En esta seccién ponemos a prueba los métodos desarrollados para ilustrar su eficacia comparéndolos con otros
métodos. En primer lugar trabajaremos con una lista de sistemas no lineales con los que comprobaremos
nuestros métodos, para luego aplicarlos sobre algunos problemas de interés practico.

1. Fi(z1,22) = (exp(x1)exp(z2) + x1cos(za), z1 + 9 — 1), £ ~ (3.47063096, —2.47063096)7 .

2. F2(f1(x)v fQ(x)a f3(‘r)’ f4(1')) donde z = (x171'27x3; x4)T y fz : R4 — va = ]-7 27 334: de tal manera que

filx) = zox3+ z4(w2 + T3),
fa(x) = xi1w3 4 x4(21 + 23),
f3(x) = x122 + 2421 + T2),
fa(z) = ximo+ 123+ 20wz — 1
T
vtm (il PR i1> |
VBT VBTG
3. F3(xy,29) = (x%Jr:v%—l,x%fx%f%),f: (

4. Fy(fi(x), fo(x),..., fu(z)) donde & = (z1,29,...,2,)T y fi : R* = R,i=1,2,...,n, de tal manera que

file) = wxip1—1,i=1,2,...,.n—1
falz) = xpz—1.
Cuando n es impar, los ceros exactos de F(z) son & = (1,1,..., 1)T y &= (-1,-1,...,—1T.
5. Fs(x1,22) = (23 — 21 — 23 — 1, —sin(z1) + z2), & ~ (0.725950, 0.502945)7".
6. Fs(z1,m2) = (22 + 22 — 4, —exp(z1) + 22 — 1), € ~ (1.004168, —1.729637)7.
7. Fr(x1, 29, 73) = (22 + 23 + 22 — 9, 17023 — 1,21 + 22 — 22), € = (2.14025, —2.09029, —0.223525)T.
8. Fy(wi,z9,23) = (sin(zy) + 23 + log(xs) — 7,3z1 + 272 — 23% + Loy + 290 — 23 — 5), & =

(—2.215371, 2.499693, 4.715678)7".
9. Fg(d?l,ZQ) == ((.Z‘l - 1)6 — T2, T2 — 1, f = (0, I)T

10. Fio(a1,22) = (In(2?) — 2In(cos(zs)), z1tan (\% + :172> —V2),
€ ~ (0.9548041416, 6.5849814845)7.
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11. Fii(w1,22) = (21 + exp(as) — cos(xs), 321 — z9 — sin(wz)), € = (0, 0)7.

1
12. Fiao(z1, 2, x3) = (cos(z2) — sin(z1), x5' — —,exp(z1) — :c%),
Z2

¢ =~ (0.90956949, 0.66122683, 1.57583414)7.

Como en el caso unidimensional, para la comparaciéon de los métodos desarrollados usaremos el método clasico
de Newton (NC), el método de Traub (TR) con convergencia de orden 3 y el método de Jarratt (JT) que
tiene orden de convergencia 4. Los célculos numéricos se han realizado en MATLAB, utilizando aritmética de
precisiéon variable, que usa representacion en coma flotante de 2000 digitos decimales de mantisa. Cada iteracion
se obtiene de la anterior por medio de un proceso iterativo expresion x#¥+1) = z(*) — A=1p donde z(*) € R™,
A es una matriz real de n x n y b € R™. La matriz A y el vector b son diferentes segin el método utilizado,
pero en cualquier caso, utilizamos para el calculo inverso —A~'b la solucién del sistema, lineal Ay = b, con la
eliminaciéon de Gauss con pivoteo parcial. Asi, la nueva estimaciéon se obtiene facilmente mediante la adicion
de la solucién del sistema lineal y el anterior iteracion: z(*t1) = z(k) 4 (k)

El criterio de parada utilizado es |[z*+1) — z(®)|| 4 ||F(z®)|| < 107°%0. Por tanto, estamos garantizando que
los iterados convergen a un limite y que ese limite es una solucién del sistema no lineal. Presentamos los
resultados en dos tablas. En la Tabla 5.1 presentamos los resultados obtenidos al utilizar los métodos de las
familias NeG y TrG para estimar los ceros de las funciones de (1) a (12) y en Tabla 5.2 los resultados obtenidos
para estimar los ceros de las mismas funciones aplicando los métodos desarrollados en la Seccién 5.2. Para
cada ejemplo mostramos los siguientes datos: la aproximacion inicial z(*) y, para cada método, el namero de
iteraciones necesarios para obtener ||z(**1) — 2(®)|| 4 ||F(2(®)|| < 107509 la distancia entre las dos tltimas
iteraciones, el valor de la funcion F' en la altima iteracion, el tiempo medio (en segundos) transcurrido (e)
después de 100 actuaciones del programa, calculado mediante el comando "tic,...,toc” de MATLAB, y el
orden de convergencia p (véase [17]) calculado aproximadamente por la férmula:

o _n(la®+Y — W) /([la® — 2D]))
77 In((le® = 2 E=D]) /(|2 = 22y

(5.61)

El valor de p que aparece en las Tablas 5.1 y 5.2 es la ultima coordenada del vector p cuando la variacion entre
sus coordenadas es pequena.

En todos los casos se confirma el orden de convergencia. En el caso del sistema Fs(z) = 0 obtenemos con-
vergencia lineal para todos los métodos, que se justifica por el hecho de que la matriz Jacobiana asociada al
sistema estd mal condicionada.

Todos los sistemas de la lista son de tamano pequeno: 2 y 3 ecuaciones y un caso de 4 ecuaciones. La excepciéon
es el problema 4 en que se puede variar el tamafnio. Aprovecharemos este hecho para estudiar el comportamiento
de los métodos en caso de sistemas grandes.

En general, los cuatro métodos de las familias de NeG estudiados necesitan menor tiempo computacional
para obtener los resultados mostrados en la Tabla 5.1, que los de las familias de TrG, excepto los problemas
Fg(CE) =0 y Fll(’l,’) =0.

Para visualizar mejor los resultados de la Tabla 5.1 mostramos en la Figura 5.9 el tiempo computacional
empleado para las funciones Fy, F3, Fs, Fs, Fy y F11 (que definen sistemas de 2 ecuaciones) utilizando los
métodos estudiados de las familias NeG. En todos los casos, el método NeG-LD2S necesita mayor tiempo
para obtener las raices de las funciones excepto el caso de Fy donde el método de Traub necesita mas tiempo.
El menor tiempo computacional se obtiene con el método NeG-LT2S resolviendo los problemas F3(xz) = 0,
Fs(x) =0y Fy(z) = 0y con NeG-R2S resolviendo F5(x) = 0. En el caso del problema F3(x) = 0, los menores
tiempos se obtienen con los métodos NeG-LD1S, NeG-LT2S y NeG-R2S. Con los métodos de comparacién NC,
TR y JT obtenemos resultados con menor tiempo computacional en la solucion de los problemas Fi(xz) =0y
Fll(it) = 0.

En la Figura 5.10 se presentan los resultados de los tiempos computacionales que se obtienen al resolver
mediante los métodos de la familia TrG los mismos problemas utilizados en la Figura 5.9. Notamos que, en
general, los métodos estudiados de las familias de TrG necesitan mayores tiempos para obtener los resultados
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Tabla 5.1: Ejemplos numéricos para las familias NeG y TrG

‘ N° ‘ Meétodo ‘ & ‘ [|®+FD — || ‘ [|F(z®D)| ‘ Iter ‘ o ‘ €8 ‘
Fi, NeG-LD1S | (3.4706310, 0 0 7 ]3.0000 | 1.1168
zo = (3,-2) —2.4706310)

NeG-LD2S | (3.4706310, 7.7e—118 0 5 | 3.0000 | 1.1496
—2.4706310)
NeG-LT2S | (3.4706310, 1.0e—203 0 6 | 3.0000 | 1.0539
—2.4706310)
NeG-R2S (3.4706310, 1.5e—112 0 5 | 3.0000 | 0.9521
—2.4706310)
TrG-LD1S | (3.4706310, 0 0 5 | 5.0000 | 1.1661
—2.4706310)
TrG-LD2S | (3.4706310, 7.7e—118 0 5 | 5.0000 | 1.5981
—2.4706310)
TrG-LT2S | (3.4706310, 1.0e—203 0 5 | 5.0000 | 1.2907
—2.4706310)
TrG-R2S (3.4706310, 1.5e—112 0 5 | 5.0000 | 1.3912
—2.4706310)
NC (3.4706310, 0 0 9 | 2.0000 | 0.8656
—2.4706310)
TR (3.4706310, 0 0 6 | 3.0000 | 0.9630
—2.4706310)
JT (3.4706310, 0 0 6 | 4.0000 | 1.0133
—2.4706310)
Fs, NeG-LD1S | (v/3/3,v/3/3, 0 0 7 | 3.0000 | 2.6012
zo = (1,1,1,-0.5) V3/3,—/3/6)
NeG-LD2S | (v/3/3,v/3/3, 2.2e—139 0 6 | 3.0000 | 3.3279
V3/3,-V/3/6)
NeG-LT2S | (+v3/3,v/3/3, 2.2e—139 0 6 | 3.0000 | 2.4186
V3/3,—/3/6)
NeG-R2S | (v/3/3,V/3/3, 2.2e—139 0 6 | 3.0000 | 2.5663
V/3/3,—/3/6)
TrG-LD1S | (v/3/3,v3/3, 0 0 5 | 4.9994 | 2.3505
V/3/3,—/3/6)
TrG-LD2S | (v/3/3,v3/3, 0 0 5 | 4.9994 | 3.6293
TrG-LT2S | (v/3/3,v3/3, 0 0 5 | 4.9994 | 2.6906
\/3/37 _\/3/6)
TrG-R2S | (+v/3/3,V/3/3, 0 0 5 | 4.9994 | 2.8574
V3/3,-/3/6)
NC (v/3/3,V/3/3, 0 0 11 | 2.0000 | 2.6006
V3/3,-/3/6)
TR (v/3/3,V/3/3, 0 0 7 | 3.0000 | 2.9968
JT (v/3/3,V/3/3, 0 0 6 | 4.0000 | 2.8504
F3, NeG-LD1S | (v/3/2,0.5) 0 0 7 | 3.0000 | 0.9310
zo = (1,1) NeG-LD2S | (v/3/2,0.5) 1.2¢—116 0 6 | 3.0000 | 1.1133
NeG-LT2S | (+/3/2,0.5) 1.2¢—116 0 6 | 3.0000 | 0.8581
NeG-R2S (v/3/2,0.5) 1.2¢—116 0 6 | 3.0000 | 0.9482
TrG-LD1S | (+/3/2,0.5) 0 0 6 | 5.0000 | 1.1910
TrG-LD2S | (+/3/2,0.5) 0 0 6 | 5.0000 | 1.5713
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Tabla 5.1 Ejemplos numéricos para las familias NeG y TrG, continuacion....

N° ’ Método ‘ £ ‘ [|£®+D — )| ‘ [|F(z®D))| ‘ Iter ‘ P €S

TrG-LT2S | (+/3/2,0.5) 0 0 6 | 5.0000 | 1.2516

TrG-R2S (v/3/2,0.5) 0 0 6 | 5.0000 | 1.3566

NC (v/3/2,0.5) 0 0 11 | 2.0000 | 1.1475

TR (v/3/2,0.5) 0 0 8 | 3.0000 | 1.4459

JT (v/3/2,0.5) 0 0 6 | 4.0000 | 1.0883

Fy, NeG-LD1S (1,...,1) 0 0 7 ] 3.0000 | 26.0924

20 = (0.8,...,0.8) | NeG-LD2S (1,...,1) 2.6e—231 0 6 | 3.0000 | 29.8702

NeG-LT2S (1,...,1) 2.6e—231 0 6 | 3.0000 | 24.8158

NeG-R2S (1,...,1) 2.6e—231 0 6 | 3.0000 | 17.6566

TrG-LD1S (1,...,1) 0 0 5 | 5.0000 | 24.0408

TrG-LD2S (1,...,1) 0 0 5 | 5.0000 | 30.1988

TrG-LT2S (1,...,1) 0 0 5 | 5.0000 | 25.0347

TrG-R2S (1,...,1) 0 0 5 | 5.0000 | 25.2705

NC (1,...,1) 0 0 10 | 2.0000 | 23.6270

TR (1,...,1) 0 0 7 | 3.0000 | 26.3586

JT (1,...,1) 0 0 6 | 4.0000 | 90.1726

Fs, NeG-LD1S | (—0.8452567, 0 0 7 [ 3.0147 | 1.1466
zo = (0.5, —0.5) —0.74814149)

NeG-LD2S | (—0.8452567, 2.6e—175 0 6 | 3.0247 | 1.3864
—0.74814149)

NeG-LT2S | (—0.8452567, 5.3e—167 0 6 | 3.0399 | 1.0101
—0.74814149)

NeG-R2S | (—0.8452567, 4.7e—175 0 6 | 3.0246 | 0.9867
—0.74814149)

TrG-LD1S | (—0.8452567, 0 0 6 | 4.9980 | 1.1607
—0.74814149)

TrG-LD2S | (—0.8452567, 0 0 6 | 4.9975 | 1.4847
—0.74814149)

TrG-LT2S | (—0.8452567, 0 0 6 | 4.9966 | 1.2574
—0.74814149)

TrG-R2S | (—0.8452567, 0 0 6 | 4.9976 | 1.2989
—0.74814149)

NC (—0.8452567, 0 0 11 | 2.0136 | 1.0904
—0.74814149)

TR (—0.8452567, 0 0 8 | 3.0030 | 1.2538
—0.74814149)

JT (—0.8452567, 0 0 7 | 3.9825 | 1.2363
—0.74814149)

Fs, NeG-LD1S | (1.0041687, 0 0 7 ]3.0000 | 1.0884
zo = (0.5,—1.5) —1.7296373)

NeG-LD2S | (1.0041687, 1.7e—130 0 6 | 3.0000 | 1.2938
—1.7296373)

NeG-LT2S | (1.0041687, 2.6e—117 0 6 | 3.0000 | 0.9000
~1.7296373)

NeG-R2S | (1.0041687, 7.1e—131 0 6 | 3.0000 | 1.0413
—1.7296373)

TrG-LD1S | (1.0041687, 0 0 6 | 5.0000 | 1.2354
—1.72963729)

TrG-LD2S | (1.00416874 0 0 6 | 5.0000 | 1.6876
—1.72963729)

TrG-LT2S | (1.00416874, 0 0 6 | 5.0000 | 1.2860
—1.72963729)
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Tabla 5.1 Ejemplos numéricos para las familias NeG y TrG, continuacion....

N° ‘ Método ‘ £ ‘ [|x®+D — )| ‘ [|F(z®D)| ’ Iter ‘ p €S

TrG-R2S | (1.00416874, 0 0 6 | 5.0000 | 1.4081
—1.72963729)
NC (1.00416874, 0 0 11 | 2.0000 | 1.0967
—1.72963729)
TR (1.00416874, 0 0 8 | 3.0000 | 1.2501
—1.72963729)
JT (1.00416874, 0 0 6 | 4.0001 | 1.0302
—1.72963729)

Fr, NeG-LDIS | (2.1402581, 0 0 7 | 3.0007 | 2.0007
2o = (2—1.5,-0.5) —2.0902946,
—0.2235251)
NeG-LD2S | (2.1402581, 4.3e—112 0 6 | 3.0006 | 1.6005
—2.0902946,
—0.2235251)
NeG-LT2S | (2.1402581, 3.1e—111 0 6 | 3.0004 | 1.1838
—2.0902946,
—0.2235251)
NeG-R2S | (2.1402581, 4.3e—112 0 6 | 3.0006 | 1.8658
—2.0902946,
—0.2235251)
TrG-LD1S | (2.1402581, 0 0 6 | 5.0004 | 2.6573
—2.0902946,
—0.2235251)
TrG-LD2S | (2.1402581, 0 0 6 | 5.0005 | 3.2478
—2.0902946,
—0.2235251)
TrG-LT2S | (2.1402581, 0 0 6 | 5.0008 | 2.5248
—2.0902946,
—0.2235251)
TrG-R2S | (2.1402581, 0 0 6 | 5.0005 | 2.5887
—2.0902946,
—0.2235251)
NC (2.1402581, 0 0 11 | 2.0002 | 1.7010
—2.0902946,
—0.2235251)
TR (2.1402581, 0 0 9 | 3.0000 | 2.5486
—2.0902946,
—0.2235251)
JT (2.1402581, 0 0 6 | 4.0009 | 1.8729
—2.0902946,
—0.2235251)

Fs, NeG-LD1S | (—2.412897, 0 47e—045 | 22 | 0.9980 | 5.0634
2o = (—2,2,4) 2.643372,
4.769524)
NeG-LD2S | (—2.412897, 0 4.7e—045 | 22 | 0.9908 | 8.0264
2.643372,
4.769524)
NeG-LT2S | (—2.412897, 0 4.7e—045 | 22 | 0.9775 | 5.5103
2.643372,
4.769524)
NeG-R2S | (—2.412897, 0 4.7e—045 | 22 | 0.9908 | 5.2301
2.643372,
4.769524)

Universitat Politécnica de Valéncia



132

5.3. Pruebas numéricas

Tabla 5.1 Ejemplos numéricos para las familias NeG y TrG, continuacion....

N° ‘ Método ‘ 13 ‘ [|x®+D — )| ‘ [|F (2| ’ Iter ‘ p €S

TrG-LD1S | (—2.412897, 0 4.7e—045 13 | 1.0140 | 4.5379
2.643372,
4.769524)

TrG-LD2S | (—2.412897, 0 4.7e—045 13 | 1.0128 | 6.1402
2.643372,
4.769524)

TrG-LT2S | (—2.412897, 0 4.7e—045 13 | 1.0198 | 5.2506
2.643372,
4.769524)

TrG-R2S | (—2.412897, 0 4.7e—045 13 | 1.0128 | 4.5547
2.643372,
4.769524)

NC (—2.412897, 0 4.7e—045 24 ] 0.9916 | 4.4071
2.643372,
4.769524)

TR (—2.412897, 0 4.7e—045 14 | 0.9801 | 3.4662
2.643372,
4.769524)

JT (—2.412897, 0 4.7e—045 22 | 0.9451 | 5.5333
2.643372,
4.769524)

Fo, NeG-LD1S (0,1) 0 0 9 2.9999 | 1.1740

zo = (0.25,0.75) | NeG-LD2S (0,1) 4.4e—237 0 8 3.0000 | 1.3493

NeG-LT2S (0,1) 1.0e—139 0 8 3.0000 | 1.0527

NeG-R2S (0,1) 1.5e—246 0 8 3.0000 | 1.1563

TrG-LD1S (0,1) 0 0 23 | 5.0000 | 1.6190

TrG-LD2S (0,1) 0 0 8 5.0000 | 2.3024

TrG-LT2S (0,1) 0 0 7 5.0000 | 1.5122

TrG-R2S (0,1) 0 0 13 | 4.9999 | 2.8960

NC (0,1) 0 0 13 | 2.0000 | 1.0765

TR (2,1) 0 0 11 | 3.0000 | 1.5048

JT (0,1) 0 0 7 | 4.0000 | 1.0794

Fo, NeG-LD1S | (0.9548041 0 6.7e—044 8 3.0000 | 3.6092
zo = (1,6) 6.5849815)

NeG-LD2S | (0.9548041 0 6.7e—044 8 3.0000 | 4.6373
6.5849815)

NeG-LT2S | (0.9548041 0 6.7e—044 9 3.0000 | 4.5858
6.5849815)

NeG-R2S (0.9548041 0 6.7e—044 8 3.0000 | 4.2432
6.5849815)

TrG-LD1S | (0.9548041 0 6.7-044 8 4.9926 | 5.4096
6.5849815)

TrG-LD2S | (0.9548041 0 6.7-044 7 | 49950 | 6.6451
6.5849815)

TrG-LT2S | (0.9548041 0 6.77044 6 4.9919 | 5.0704
6.5849815)

TrG-R2S (0.9548041 0 6.7-044 7 | 4.9976 | 5.3897
6.5849815)

NC (0.9548041 0 6.7e—044 12 | 2.0164 | 3.1129
6.5849815)

TR n.c. n.c. n.c. n.c. n.c. n.c.

JT (0.9548041 0 6.7e—044 6 4.1118 | 4.5939

6.5849815)
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Tabla 5.1 Ejemplos numéricos para las familias NeG y TrG, continuacion....

N° ‘ Método ‘ 3 ‘ [|x®+D — )| ‘ [|F(z®D)| ’ Iter ‘ p €S
Fia, NeG-LD1S (0,0) 0 0 9 2.0000 | 1.5490
zo = (0.5,0.5) NeG-LD2S (0,0) 1.4e—267 0 8 2.0000 | 1.8759
NeG-LT2S (0,0) 5.2e—260 0 8 2.0000 | 1.4167
NeG-R2S (0,0) 1.8e—267 0 8 2.0000 | 1.4517
TrG-LD1S (0,0) 0 0 6 2.0000 | 1.2712
TrG-LD2S (0,0) 0 0 6 | 4.9950 | 1.6207
TrG-LT2S (0,0) 0 0 6 | 4.9919 | 1.3169
TrG-R2S (0,0) 0 0 6 | 4.9976 | 1.3501
NC (0,0) 0 0 11 | 2.0000 | 1.2119
TR (0,0) 0 0 7 | 4.5166 | 1.2191
JT (0,0) 0 0 8 2.0000 | 1.4298
Fia, NeG-LD1S | (0.909570, 0 0 7 | 3.0004 | 1.8443
2o = (0.8,0.5,1.4) 0.661227,
1.575834)
NeG-LD2S | (0.909570, 6.6e—319 0 7 | 3.0000 | 2.7876
0.661227,
1.575834)
NeG-LT2S | (0.909570, 1.2e—272 0 7 | 3.0000 | 2.0925
0.661227,
1.575834)
NeG-R2S | (0.909570, 1.4e—317 0 7 | 3.0000 | 2.2260
0.661227,
1.575834)
TrG-LD1S | (0.909570, 0 0 6 5.0000 | 2.3532
0.661227,
1.575834)
TrG-LD2S | (0.909570, 0 0 6 5.0000 | 3.2537
0.661227,
1.575834)
TrG-LT2S | (0.909570, 0 0 6 5.0000 | 2.6423
0.661227,
1.575834)
TrG-R2S | (0.909570, 0 0 6 5.0000 | 2.7230
0.661227,
1.575834)
NC (0.909570, 0 0 11 | 2.0001 | 2.0123
0.661227,
1.575834)
TR (0.909570, 0 0 8 3.0000 | 2.5194
0.661227,
1.575834)
JT (0.909570, 0 0 6 3.9870 | 2.0186
0.661227,
1.575834)
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[ N e LD I NecLo? [ NeGLT? [ NecR2 I e [ T I T | ; :
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e-time, s

Problema

Figura 5.9: Grafica de e de la familia NeG para las funciones Fy, F3, F5, Fg, Fo y F11

T T T T
‘-TrGLD1 I TrcLoz [ TGLT2 [ TrGR2 I e [ TR -JT|

275

E-time, 5

Problema

Figura 5.10: Grafica de € de la familia TrG para las funciones Fy, F3, F5, Fg, Fo y F11

presentados en la Tabla 5.1. Entre los métodos de TrG los resultados obtenidos con los métodos TrG-LD2S
y TrG-R2S necesitan mayores tiempos que los otros dos métodos (TrG-LD1S y TrG-LT2S). En todos los
problemas al método TrG-LD2S le corresponden los mayores tiempos computacionales, excepto en el caso
del problema Fy(xz) = 0 donde el método que mas tiempo necesita es TrG-R2. La soluciéon de los problemas
Fi(z) =0, Fs(z) = 0y Fy(z) = 0 se obtiene con menores tiempos computacionales utilizando los métodos NC,
TR y JT. En el caso F3(z) = 0, el método de TR utiliza mayor tiempo computacional que todos los restantes
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métodos y en el caso Fi1(z) =0, JT obtiene el resultado con mas tiempo que los otros métodos.

Los problemas Fr(z) = 0, Fg(x) = 0y Fia2(x) = 0 son casos de sistemas de tres ecuaciones. El sistema
Fg(z) = 0 debido a la convergencia de orden uno por el mal condicionamento de la matriz Jacobiana, necesita
un elevado nimero de iteraciones. La solucién del problema se obtiene con precision ||F(z*+1)|| < 1e—045 y
||+ — 2(F)|| = 0 con todos los métodos utilizados. Notamos también, que entre los métodos de las familias
de NeG y TrG, los de TrG requieren menores tiempos de ejecuacion. En el caso de los sistemas Fr(z) =0y
Fg(x) = 0, los tiempos computacionales de NeG son menores que las de TrG. Comparando los tiempos de los
métodos de la familia NeG con los métodos NC, TR y JT podemos ordenarlos de la siguiente manera:
1. para F7: NeG — LT2S < NC < NeG — LD2S < NeG — R2S < JT < NeG — LD1S < TR,

2. para Fio: NeG — LD1S < NC < JT < NeGG — LT25 < NeG — R2S < TR < NeG — LD2S.
Haciendo lo mismo para los métodos estudiados de las familias de TrG, obtenemos:

1. para Fr: NC < JT <TrG—LT25 <TR<TrG — R2S <TrG — LD1S < TrG — LD2S,

2. para Fi1o: NC < JT <TrG—LDIS<TR<TrG—LT2S <TrG— R2S <TrG — LD2S.
El problema Fy(z) = 0 es un sistema de 4 ecuaciones. Comparando los tiempos computacionales de NeG y
TrG, los menores tiempos se obtienen con los métodos de la familia TrG, y comparandolos con los métodos
NC, TR y JT, obtenemos los siguientes resultados:

1. NeG— LT2 < NC < NeG—LD1 < NeG—-—R2< JT <TR < NeG — LD2,

2. TrG-—LDI1<NC<TrG—-R2<JI <TrGR—-2<TR<TrG— LD2.

Indice de eficiencia computacional Tiempo computacional
T T

104 y : : ‘ : . ; : ; ' : | ; . ‘ |

1.00015

1.00005 i
1.00003

1.00001 i

1.000005 -
1.000004
1.000003

1
1.000004

o I s e e e g

1 i i ; i i ] ; ; i 0 i i H i ; i i i i
1 2 3 4 5 B 7 8 g 10 " 1 2 3 4 5 51 7 8 g 10 1"

Figura 5.11: Graficas de IC y e — time de los métodos de la Tabla 5.1 para el problema Fy(z) =0

En la Figura 5.11 se presentan los indices de eficiencia computacional y los tiempos de ejecucion requerido para
obtener la solucion del problema Fjy(z) = 0 para distintos tamaflos del sistema. El eje de abcisas representa los
métodos estudiados denotados de 1 a 11 en el siguiente orden:
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1 - NeG-LD1, 2 - NeG-LD2, 3 - NeG-LT2, 4 - NeG-R2,
5 - TtG-LD1, 6 - TrG-LD2, 7 - TrG-LT2, 8 - TrG-R2,
9-NC, 10 - TR, 11 - JT.

Notamos que, en general, a mayor indice computacional le corresponde menor tiempo de ejecucién. Los métodos
NeG-LD2 y TrG-LD2 tienen, para cualquier tamano del sistema, el menor indice de su familia y necesitan mayor
tiempo. Los indices computacionales de los métodos NeG-LD1, NeG-LT2 y NeG-R2 son iguales y sus tiempos
computacionales no presentan grandes diferencias. Lo mismo es vélido para los métodos TrG-LD1, TrG-LT2 y
TrG-R2.

En la Tabla 5.2 se muestran los resultados obtenidos al resolver los problemas numéricos aplicando los méto-
dos desarrollados en la Seccién 5.2. Notamos que el orden de convergencia tedrico coincide con el obtenido
numericamente excepto de nuevo en el problema Fg(z) = 0 que presenta convergencia lineal y mayor namero
de iteraciones debido a que la matriz Jacobiana del sistema esti mal condicionada.

[ s s [ o e

MaS 10 M4 A, MEA WBA MIDAG  MI4AG 148 MEE MWEBB MIOBG  M14BG MC

Figura 5.12: Grafica de e — time de los nuevos métodos para Fy, I3, Fx, Fg, Fy y Fi1

En la Figura 5.12 presentamos los tiempos de ejecucién que necesitan los metodos para obtener los resultados
de la Tabla 5.2. Los sistemas presentados son de 2 ecuaciones. El método M5S es el que menos tiempo necesita
para obtener la soluciéon de los problemas, excepto en el problema Fy(x) = 0, en el cual el menor tiempo
corresponde al método M4A. En el caso de los sistemas con n = 3, Fy(z) = 0 y Fia(x) = 0, sus respectivas
soluciones se obtienen con menores tiempos de ejecucion utilizando los métodos M10S y M4A, respectivamente.
El método M5S es el méas rapido en los sistemas Fs(z) = 0 (n=4) y Fz(z) = 0 (n=3). En general, los mayores
tiempos se obtienen utilizando métodos de mas alto orden de convergencia para sistemas pequenos (2, 3 y 4
ecuaciones).

En la Figura 5.13 se muestran las graficas del indice de eficiencia computacional y los tiempos de ejecucion
reguerido para obtener la solucién del problema Fy(x) = 0 para distintos tamaifios del sistema. El eje de abcisas
la Figura 5.13 representa los métodos estudiados, denotados del 1 a 15 en el siguiente orden:

1- M5S, 2- M10S, 3 - M4A, 4 - M6A, 5 - M8A,
6 - M10AG, 7 - M14AG, 8 - M4B, 9 - M6B, 10 - M8B,
11 - M10BG, 12 - M14BG, 13 - NC, 14 - TR, 15 - JT
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Tabla 5.2: Ejemplos numéricos
’ N° ‘ Método ‘ 13 ‘ [|®+FD — || ’ [|F(z®D)| ‘ Iter ‘ o €8 ‘
Fi, M5S (3.4706310, 0 0 5 [ 5.0000 [ 0.7949
zo = (3,-2) —2.4706310)
M10 (3.4706310, 0 0 4 | 9.7125 | 1.0782
—2.4706310)
M4A (3.4706310, 0 0 6 | 4.0000 | 1.4640
—2.4706310)
M6A (3.4706310, 0 0 5 | 6.0000 | 1.2921
—2.4706310)
MSA (3.4706310, 0 0 4 | 7.6887 | 1.3034
—2.4706310)
M10AG | (3.4706310, 0 0 4 | 9.7050 | 1.4634
—2.4706310)
M14AG | (3.4706310, 0 0 4 | 13.7164 | 1.2877
—2.4706310)
M4B (3.4706310, 0 0 6 | 4.0000 | 1.3775
—2.4706310)
M6B (3.4706310, 0 0 5 | 6.0000 | 1.2377
—2.4706310)
M8B (3.4706310, 0 0 4 | 7.6887 | 1.3611
—2.4706310)
M10BG | (3.4706310, 0 0 4 | 9.7050 | 1.4806
—2.4706310)
M14BG | (3.4706310, 0 0 4 | 13.7164 | 1.3700
—2.4706310)
NC (3.4706310, 0 0 9 | 2.0000 | 0.8656
—2.4706310)
TR (3.4706310, 0 0 6 | 3.0000 | 0.9630
—2.4706310)
JT (3.4706310, 0 0 6 | 4.0000 | 1.0133
—2.4706310)
F, M5S (v/3/3,V/3/3, 0 0 5 | 4.9994 | 2.0337
zo = (1,1,1,-0.5) V3/3,—/3/6)
M10 (v/3/3,V/3/3, 0 0 4 | 9.7219 | 2.9992
V3/3,—/3/6)
M4A | (V3/3,4/3/3, 0 0 6 | 4.0000 | 2.8462
V/3/3,—/3/6)
M6A | (v3/3,V3/3, 0 0 5 | 5.9999 | 3.0522
M8A | (v3/3,V/3/3, 0 0 5 | 8.0000 | 4.2143
\/3/37 _\/§/6)
MI10AG | (v/3/3,V/3/3, 0 0 4 | 9.7219 | 3.5989
V3/3,—/3/6)
M14AG | (v/3/3,V/3/3, 0 0 4 | 13.6557 | 4.3326
V/3/3,—/3/6)
M4B (v/3/3,1/3/3, 0 0 6 | 4.0000 | 3.0908
V/3/3,—/3/6)
M6B | (v3/3,V/3/3, 0 0 5 | 5.9999 | 3.0617
M8A | (v3/3,4/3/3, 0 0 5 | 8.0000 | 4.1511
\/3/37 _\/§/6)
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Tabla 5.2 Ejemplos numéricos, continuacion....

N° ‘ Método ’ £ ’ [|x®+D — )| ‘ [|F(z®D)| ‘ Iter ‘ p €, S
M10BG | (v/3/3,V/3/3, 0 0 4 | 9.7219 | 3.4169
M14BG | (v/3/3,V/3/3, 0 0 4 | 13.6557 | 4.2221
\/3/3’ _\/3/6)
NC (v/3/3,V/3/3, 0 0 11 | 2.0000 | 2.6006
V3/3,-/3/6)
TR (v/3/3,V/3/3, 0 0 7 3.0000 | 2.9968
V/3/3,—/3/6)
JT (v/3/3,1/3/3, 0 0 6 | 4.0000 | 2.8504
F3, M5S (v/3/2,0.5) 0 0 6 | 5.0000 | 1.0759
zo = (1,1) M10 (v/3/2,0.5) 0 0 4 | 9.5331 | 1.3520
M4A (v/3/2,0.5) 0 0 6 | 4.0000 | 1.2894
M6A (v/3/2,0.5) 0 0 5 | 5.9995 | 1.4301
M8A (v/3/2,0.5) 0 0 5 | 7.9998 | 1.8510
MI10AG | (V/3/2,0.5) 0 0 4 | 9.5351 | 1.4930
MI14AG | (V/3/2,0.5) 0 0 4 | 13.4272 | 1.8399
M4B (v/3/2,0.5) 0 0 6 | 4.0000 | 1.1089
M6B (v/3/2,0.5) 0 0 5 | 5.9995 | 1.4277
MSB (v/3/2,0.5) 0 0 5 | 7.9999 | 1.8080
M10BG | (v/3/2,0.5) 0 0 4 | 9.5351 | 1.4294
M14BG | (1/3/2,0.5) 0 0 4 | 13.4967 | 1.7485
NC (v/3/2,0.5) 0 0 11 | 2.0000 | 1.1475
TR (v/3/2,0.5) 0 0 8 | 3.0000 | 1.4459
JT (v/3/2,0.5) 0 0 6 | 4.0000 | 1.0883
Fy, M5S (1,...,1) 0 0 5 [ 5.0000 [ 70.2377
zo = (0.8,...,0.8) | MI10S (1,...,1) 0 0 4 | 10.0545 | 24.0777
M4A (1,...,1) 0 0 6 | 4.0000 | 23.4114
M6A (1,...,1) 0 0 5 | 6.0000 | 24.4916
MS8A (1,...,1) 0 0 4 | 8.0913 | 64.4585
M10AG (1,...,1) 0 0 4 | 10.0545 | 23.4149
M14AG (1,...,1) 0 0 4 | 14.0702 | 67.2670
M4B (1,...,1) 0 0 6 | 4.0000 | 23.5516
M6B (1,...,1) 0 0 5 | 6.0000 | 23.1829
MSB (1,...,1) 0 0 4 | 8.0584 | 22.6821
M10BG (1,...,1) 0 0 4 | 10.0545 | 23.0617
M14BG (1,...,1) 0 0 4 | 14.0540 | 26.0373
NC (1,...,1) 0 0 10 | 2.0000 | 23.6270
TR (1,...,1) 0 0 7 | 3.0000 | 26.3586
JT (1,...,1) 0 0 6 | 4.0000 | 90.1726
Fs, M5S (—0.8452567 0 0 6 [ 3.9670 | 0.8627
xo = (—0.5,—0.5) —0.74814149)
M10S | (—0.8452567 0 0 4 | 9.9092 | 0.9529
—0.74814149)
M4A (—0.8452567 0 0 6 | 4.0279 | 1.0093
—0.74814149)
M6A (—0.8452567 0 0 5 | 5.9048 | 0.9841
—0.74814149)
M8A (—0.8452567 0 0 5 | 7.9706 | 1.3221

—0.74814149)
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Tabla 5.2 Ejemplos numéricos, continuacion....

N° | Método ‘ & ‘ [|®FD — )| | [|F(z®D)| | Iter ‘ o | € ‘
M10AG | (—0.8452567 0 0 4 10.2609 | 1.1561
—0.74814149)
M14AG | (—0.8452567 0 0 4 13.9829 | 1.5405
—0.74814149)
M4B (—0.8452567 0 0 6 4.0279 | 1.0403
—0.74814149)
M6B (—0.8452567 0 0 5 5.9048 | 1.0022
—0.74814149)
M8&B (—0.8452567 0 0 4 7.7043 | 1.1407
—0.74814149)
M10BG | (—0.8452567 0 0 4 10.2629 | 1.1777
—0.74814149)
M14BG | (—0.8452567 0 0 4 13.8766 | 1.5027
—0.74814149)
NC (—0.8452567 0 0 11 2.0136 | 1.0904
—0.74814149)
TR (—0.8452567 0 0 8 3.0030 | 1.2538
—0.74814149)
JT (—0.8452567 0 0 7 3.9825 | 1.2363
—0.74814149)
F, M5S (1.0041687 0 0 6 3.9545 | 0.8146
zo = (0.5, —1.5) —1.7296373)
M10S (1.0041687 0 0 4 10.1024 | 0.8893
—1.7296373)
M4A (1.0041687 0 0 6 4.0001 | 1.0507
—1.7296373)
M6A (1.0041687 0 0 ) 5.9985 | 0.9377
—1.7296373)
MS8A (1.0041687 0 0 ) 7.9984 | 1.2901
—1.7296373)
M10AG (1.0041687 0 0 4 10.0477 | 1.0156
—1.7296373)
M14AG (1.0041687 0 0 4 14.1010 | 1.3327
—1.7296373)
M4B (1.0041687 0 0 6 4.0001 | 1.0988
—1.7296373)
M6B (1.0041687 0 0 5 5.9985 | 0.9566
—1.7296373)
M8B (1.0041687 0 0 ) 7.9999 | 1.2576
—1.7296373)
M10BG (1.0041687 0 0 4 10.0477 | 1.0390
—1.7296373)
M14BG (1.0041687 0 0 4 14.0427 | 1.3177
—1.7296373)
NC (1.0041687 0 0 11 2.0000 | 1.0967
—1.7296373)
TR (1.0041687 0 0 8 3.0000 | 1.2501
—1.7296373)
JT (1.0041687 0 0 6 4.0001 | 1.0302
—1.7296373)
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Tabla 5.2 Ejemplos numéricos, continuacion....

‘ N° ‘ Método ‘ 3 ‘ [|£®+D — )| ‘ [|F(z®TD))| ‘ Iter ’ p ‘ €5 ‘

Fr, M5S (21402581, 0 0 6 | 3.9749 | 1.6827
o = (2 — 1.5,—0.5) —2.0902946,
—0.2235251)
MI10S | (2.1402581, 0 0 4 |10.2161 | 1.6711
—2.0902946,
—0.22352512)
M4A | (2.1402581, 0 0 8 | 4.0014 | 2.2441
—2.0902946,
—0.22352512)
M6A | (2.1402581, 0 0 5 | 5.9956 | 1.8590
—2.0902946,
—0.22352512)
MSA | (2.1402581, 0 0 5 | 8.0047 | 2.6465
—2.0902946,
—0.22352512)
MI10AG | (2.1402581, 0 0 4 | 10.2365 | 2.0874
—2.0902946,
—0.22352512)
MI4AG | (2.1402581, 0 0 4 | 14.4466 | 2.7984
—2.0902946,
—0.22352512)
M4B (2.1402581, 0 0 8 | 4.0014 | 2.4434
—2.0902946,
—0.22352512)
M6B (2.1402581, 0 0 5 | 5.9956 | 1.8656
—2.0902946,
—0.22352512)
MS8B (2.1402581, 0 0 5 | 7.9957 | 2.5328
—2.0902946,
—0.22352512)
MI10BG | (2.1402581, 0 0 4 |10.2365 | 2.1608
—2.0902946,
—0.22352512)
M14BG | (2.1402581, 0 0 4 | 14.2296 | 24
—2.0902946,
—0.22352512)
NC (2.1402581, 0 0 11 | 2.0002 | 1.7010
—2.0902946,
—0.22352512)
TR (2.1402581, 0 0 9 | 3.0000 | 2.5486
—2.0902946,
—0.22352512)
JT (2.1402581, 0 0 6 | 4.0009 | 1.8729
—2.0902946,
—0.22352512)

F, M5S | (—2.4128971, 0 47¢—045 | 13 | 1.0184 | 3.2757
o = (=2, 2.4) 2.6433722,
4.7695249)
M10S | (—2.4128971, 0 4.7e—045 | 12 | 1.0042 | 5.4175
2.6433722,
4.7695249)
4.7695249)
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Tabla 5.2 Ejemplos numéricos, continuacion....

N° | Meétodo ‘ £ ‘ [[z®+D — )| ‘ [|F(z®FD))| ‘ Iter | P ‘ €8 ‘
M4A (—2.4128971, 0 4.7e—045 22 1.0208 | 5.0676
2.6433722,
4.7695249)
M6A (—2.4128971, 0 4.7e—045 12 0.9740 | 4.5183
2.6433722,
4.7695249)
M8A (—2.4128971, 0 4.7e—045 9 1.0006 | 5.1310
2.6433722,
4.7695249)
MI10AG | (—2.4128971, 0 4.7e—045 12 0.9990 | 5.0473
2.6433722,
4.7695249)
M14AG | (—2.4128971, 0 4.7e—045 9 1.0005 | 5.4104
2.6433722,
4.7695249)
M4B (—2.4128971, 0 4.7e—045 22 0.9451 | 5.0051
2.6433722,
4.7695249)
M6B (—2.4128971, 0 4.7e—045 12 0.9740 | 4.4103
2.6433722,
4.7695249)
MS8B (—2.4128971, 0 4.7e—045 9 1.0006 | 3.9853
2.6433722,
4.7695249)
M10BG | (—2.4128971, 0 4.7e—045 12 0.9990 | 5.0431
2.6433722,
4.7695249)
M14BG | (—2.4128971, 0 4.7¢—045 9 1.0005 | 5.8087
2.6433722,
4.7695249)
NC (—2.412897, 0 4.7e—045 24 0.9916 | 4.4071
2.643372,
4.769524)
TR (—2.412897, 0 4.7e—045 14 0.9801 | 3.4662
2.643372,
4.769524)
JT (—2.412897, 0 4.7e—045 22 0.9451 | 5.5333
2.643372,
4.769524)
Fy, M5S (0,1) 0 0 21 5.0000 | 2.9396
xo = (0.25,0.75) | M10S (0,1) 0 0 5 10.0000 | 1.6695
M4A (0,1) 0 0 7 4.0000 | 1.0012
M6A (0,1) 0 0 6 6.0000 | 1.1907
M8A (0,1) 0 0 7 7.9355 | 2.0286
MI10AG (0,1) 0 0 5 9.9999 | 1.4439
M14AG (0,1) 0 0 5 13.9804 | 1.8678
M4B (0,1) 0 0 4 4.0000 | 1.1902
M6A (0,1) 0 0 6 6.0000 | 1.2215
M8A (0,1) 0 0 5 7.9924 | 1.3735
MI10AG (0,1) 0 0 5 9.9989 | 1.4812
M14AG (0,1) 0 0 4 13.3566 | 1.5116
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Tabla 5.2 Ejemplos numéricos, continuacion....

N° ’ Método ‘ € ‘ [|x®+D — )| ‘ [|F (D) ‘ Iter ‘ p €,
NC (0,1) 0 0 13 2.0000 | 1.0765
TR (2,1) 0 0 11 3.0000 | 1.5048
JT (0,1) 0 0 7 4.0000 | 1.0794
Fio, M5S (0.9548041 0 6.7e—044 7 4.0370 | 6.7831
zo = (1,6) 6.5849815)
M10S (0.9548041 0 6.7¢—044 4 8.7191 | 4.7355
6.5849815)
M4A (0.9548041 0 6.7e—044 6 4.1118 | 3.7004
6.5849815)
M6A (0.9548041 0 6.7e—044 5 5.8439 | 7.4141
6.5849815)
MS8A (0.9548041, 0 6.7¢—044 5 7.9562 | 7.4593
6.5849815)
M10AG | (0.9548041, 0 6.7e—044 5 10.4534 | 5.0725
6.5849815)
MI14AG | (0.9548041, 0 6.7e—044 4 13.9766 | 4.6319
6.5849815)
M4B (0.9548041, 0 6.7e—044 6 4.1118 | 3.2034
6.5849815)
M6B (0.9548041, 0 6.7e—044 5 5.8439 | 4.6319
6.5849815)
M8B (0.9548041, 0 6.7¢—044 5 7.7268 | 6.6459
6.5849815)
M10BG | (0.9548041, 0 6.7e—044 4 10.4534 | 5.0122
6.5849815)
M14BG | (0.9548041, 0 6.7e—044 4 14.8388 | 6.5803
6.5849815)
NC (0.9548041, 0 6.7¢—044 12 2.0164 | 3.1129
6.5849815)
TR n.c. n.c. n.c. n.c. n.c. n.c.
JT (0.9548041, 0 6.7e—044 6 4.1118 | 4.5939
6.5849815)
Fiy, M5S (0,0) 0 0 6 6.5070 | 0.9432
xo = (0.5,0.5) M10S (0,0) 0 0 5 3.4661 | 1.3963
M4A (0,0) 0 0 8 2.0000 | 1.3184
M6A (0,0) 0 0 5 3.6039 | 1.1569
MS8A (0,0) 0 0 5 8.0295 | 1.4589
MI10AG (0,0) 0 0 5 3.4734 | 1.5380
M14AG (0,0) 0 0 5 11.7300 | 1.4745
M4B (0,0) 0 0 4 2.0000 | 1.4101
M6B (0,0) 0 0 5 3.6039 | 1.2160
M8B (0,0) 0 0 5 8.0119 | 1.3735
M10BG (0,0) 0 0 5 3.4734 | 1.5036
M14BG (0,0) 0 0 4 11.6456 | 1.5116
NC (0,0) 0 0 11 2.0000 | 1.2119
TR (0,0) 0 0 7 3.0000 | 1.2191
JT (0,0) 0 0 8 2.0000 | 1.4298
Fia, M5S (0.90956949, 0 0 6 4.1682 | 1.9089
xo = (0.8,0.5,1.4) 0.66122683,
1.57583414)
M10S | (0.90956949, 0 0 4 10.0105 | 2.0980
0.66122683,
1.57583414)
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Tabla 5.2 Ejemplos numéricos, continuacion....

| N° | Método |

£

[11z™ =@ [ [FGE )] ] Iter |

p

€,

M4A

M6A

MS8A

M10AG

M14AG

M4B

M6B

MS8B

M10BG

M14BG

NC

TR

JT

(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)
(0.90956949,
0.66122683,
1.57583414)

0

0

6

11

3.9870

6.0333

7.9334

9.7330

13.7787

3.9870

6.0333

7.9874

9.7330

13.7787

2.0001

3.0000

3.9870

1.6417

2.2466

3.2194

2.3229

3.1679

2.3410

3.2194

3.1751

2.2466

2.8624

2.0123

2.5194

2.0186
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indice de eficiencia computacional g - time
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1
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Figura 5.13: Gréaficas de indice de eficiencia computacional y de e — time de los métodos de la Tabla 5.2 para
el sistema Fy(z) =0

De nuevo notamos que, en general, a mayor indice computacional le corresponde menor tiempo de ejecucion.
Se puede concluir que el método M5S es mejor para sistemas pequenios. Aumentando el tamano del sistema
los métodos mas rapidos son M4A y M4B. En caso de sistemas con n = 99 los mejores métodos son M8B y
M10BG. Ademaés, notamos que los métodos M14AG y M14BG en todos los casos necesitan mas tiempo que
el resto de los métodos diseniados. Comparando estos dos métodos con JT y TR vemos que desde n = 29 los
métodos M14AG y M14BG son mejores.

5.3.1. Determinacién de la 6rbita preliminar de un satélite artificial

Entre los numerosos problemas que resuelve la Mecanica Celeste estd el de la determinacién preliminar de
las orbitas que describen los cuerpos celestes. En la actualidad los métodos de determinaciéon de orbitas son
un instrumento esencial que se aplica al calculo de orbitas de satélites artificiales y constituyen un elemento
fundamental para el control de la navegacién, seguimiento y supervisién. Para resolver el problema de la
determinacion preliminar de las 6rbitas en primera aproximacion, es decir, considerando el movimiento de los
cuerpos basado inicamente en la ley de la gravitacién universal, se hallan, en primer lugar, los seis elementos de
la orbita preliminar (elementos orbitales o elementos Keplerianos). Para su determinacion se define el sistema
de coordinadas inercial geocéntrico ecuatorial con origen el geocentro de la Tierra (véase Figura 5.14).

Se define como plano fundamental el plano ecuatorial XY con el eje X apuntando a Aries y el eje fundamental
Z que coincide con el eje de rotacion de la Tierra. La posiciéon de la érbita con respecto al sistema XYZ queda
determinada por medio de tres de los elementos orbitales que determinan la orientaciéon del plano de la 6rbita
- los angulos de Euler:

1. La ascension recta del nodo escendente, 2, que es el angulo formado por el eje X y la linea de nodos en
direccién del nodo ascendente.

2. La inclinacién de la érbita, i, que es el angulo formado por el plano de la 6rbita y el plano fundamental.
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Eje polar
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Figura 5.14: Elementos orbitales

3. El argumento del perigeo, w, que es el angulo que forman la linea de los nodos desde el nodo ascendente
hasta el perigeo, medido en el plano orbital del objeto en sentido de su movimiento.

Otros dos de los elementos orbitales: el semieje mayor a y la excentricidad e sirven para determinar la magnitud
y la forma de la 6rbita. Finalmente, es necesario obtener la época de paso por el perigeo, T

Se han desarrollado diferentes métodos para determinacion de los elementos orbitales (véase [25], [31] y [79])
casi todos derivados de los de Laplace (1789), Olbers (1797) y Gauss (1809). Mediante el uso de estos métodos,
es posible determinar los elementos orbitales de la érbita preliminar conociendo las coordenadas de posicion y
velocidad en un determinado tiempo que puede ser refinada con observaciones posteriores desde las estaciones
de la Tierra. Para conseguir la posicion del objeto en la elipse se deben determinar algunos dngulos (anomalias)
de la orbita: anomalia verdadera, v, y la anomalia excéntrica, E (véase Figura 5.15). La anomalia verdadera es
un parametro que define la posicién de un cuerpo que se mueve a lo largo de una orbita de Kepler, representada
por el angulo AFP que forma el radio vector del objeto trazado desde el foco y el semieje mayor. La anomalia
excéntrica es el angulo A0P que forma el radio desde el centro de la circunferencia auxiliar hasta el punto P’
obtenido al trazar la perpendicular desde punto P hasta el semieje mayor.

Figura 5.15: Anomalias verdadera, v, y excéntrica, F

Utilizando la Tierra como centro del sistema de coordenadas establecemos como unidad de distancia el radio
de la Tierra, e.r. (aproximadamente 6,370 kilometros), y unidad de tiempo el minuto (en ocasiones se utilizan
dias julianos, JD). Las constantes fundamentales expresadas en estas unidades son: constante gravitacional
de la Tierra, k = /G- Mytierra = 0.07436574(e.r)?/? /min, deducidas a partir de la constante de gravitacion
universal, G, y la masa de la Tierra, myerrq (véase [31]). En nuestro caso los objetos de estudio son los satélites
artificiales cuya masa se puede despreciar por ser muy pequena comparada con la de la Tierra. Por lo tanto,

la relacién entre las masas es unidad, u = (Mtierra + Mobjeto) = 1. Se modifica la variable tiempo para
Mtierra

la simplificacién de los célculos y se presenta como:

7= k(t2 — t1), (5.62)

Universitat Politécnica de Valéncia



146 5.3. Pruebas numéricas

donde t; es el tiempo arbitrario inicial y t5 es el tiempo de observacién.

Para la estimacion de la velocidad se pueden usar las formas cerradas de las series:

F o= 1fﬁ%ufqqu27EgL (5.63)
1
g = T \/f [(E2 — El) — sin (E2 — El)] 5 (564)

por lo que se puede expresar la diferencia entre dos vectores de posiciéon como

r2 — fri
g

F= (5.65)
Por lo tanto, es evidente que, conocidos dos vectores de posicién en sus respectivos instantes de tiempo, el
objetivo principal de los diferentes métodos para determinar las 6rbitas preliminares es el calculo de la semieje
mayor a y la diferencia de las anomalias excéntricas, Fs — F;. Cuando se determinan, utilizando (5.65) se
puede obtener el vector velocidad que corresponde a uno de los vectores posicién conocido y, luego, obtener los
elementos orbitales. La mayoria de estos métodos tienen algo en comtn: la necesidad de obtener la solucién
de una ecuacion no lineal (o un sistema, como en el método de Gauss). Por lo general, los métodos clasicos
utilizan el método de punto fijo o el método de la secante.

De los datos de entrada disponibles (dos vectores de posicién y los tiempos de observacion), se puede deducir
la diferencia de las anomalias verdaderas, v — v1, mediante:

7179
— = 5.66
cos(vy — 11) ERER (5.66)
sin(vg —v1) = ﬂ:% V1 —cos(vg —11), (5.67)

donde el signo positivo es para orbitas directas, y el signo negativo para orbitas retrogradas. Luego se utiliza un
meétodo especifico para la determinacién de la érbita. En nuestro caso vamos a introducir el método de Gauss.
Este método utiliza solamente dos observaciones (vectores de posicion). Esta basado en la relacion entre las
areas del sector ABC'y el tridngulo ABC ilustrados en la Figura 5.16,

Y

Figura 5.16: Relacion de areas

determinada por los dos vectores de posicion 71 y 75 segun la formula:

T Vi (5.68)
rerisin (ve —v1)  2y/a\/rar sin ( Engl ) cos (2541) )

con (vo —v1) # 7. De la primera igualdad se obtiene la primera

y? = (5.69)

y la segunda
Yy (y—1)=mX (5.70)
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ecuaciones de Gauss, donde las constantes del problema

= Tetn 1 (5.71)
4,/rory cos (57 2
2
m = il (5.72)

[2/rar cos (2252)])"

se obtienen a partir de los datos y empleando (5.65), (5.66) y (5.67). Se deben determinar también los valores

de
1 By—F\] . o (E—E
z=3 [1 cos( 5 )] = sin < 1 ), (5.73)

- E2 —E1 —Sin(E2 —El)

sin® (BB

X

(5.74)

Nos proponemos resolver el problema siguiendo diferentes esquemas: el método clasico y el método modificado.
El método clésico reduce las dos ecuaciones de Gauss a una tinica ecuacion no lineal que se obtiene sustituyendo
la segunda ecuacion de Gauss (5.70) en la primera ecuacion (5.69):

y=1+X(+u). (5.75)

Utilizando el método de punto fijo para estimar la solucion de (5.75), tomando la estimacion inicial yo = 1y
utilizando la primera ecuacién de Gauss se obtiene x(

m
x9=—7 —1. 5.76
Utilizando la ecuacién (5.73) se calculan
E,—F
cos (221> = 1-— 2,

Ey,—FE
Sin<221> = ++/4xo(l — x0),

determinando la diferencia de las anomalias excéntricas. Luego, con la ecuacion (5.74) se obtiene la estimacion
de X, Xy, que permite, utilizando la ecuacion reducida (5.75), estimar y;

yp =1+ Xo(l + 1‘0).
El proceso iterativo continua hasta que se cumple una condicién de tolerancia especificada.

Aqui, proponemos un nuevo enfoque para el problema de la determinacién de la 6rbita preliminar, que consiste
en resolver directamente el sistema no lineal formado por ambas ecuaciones de Gauss, por medio de métodos
conocidos tales como Newton, Traub, Jarratt y los métodos disefiados en la Seccion 5.2. Llamamos a esta
técnica Método modificado de Gauss y, utilizando la relacion u = y y la diferencia de las anomalias excéntrica,
v = Ey — Ey, como nuestras incognitas, establecemos el sistema a resolver al sustituir (5.73) y (5.74) en la
primera y segunda ecuacion de Gauss, (5.69) y (5.70) obteniendo el sistema F'(u,v) = 0 en la forma:

2
20" (1 eos ) =
u’l + 5 (1 (3082> m =0, (5.77)

w4 —mE—nl — g (5.78)
S1n 5

donde { y m son las constantes descritas en (5.71) y (5.72).

Los célculos numéricos se han llevado a cabo utilizando aritmética de precisién variable, con 500 digitos, en
MATLAB 7.1. El criterio de parada utilizado es ||#*+1) —2(®)||+|| F(z®*))|| < 10725, por lo tanto comprobamos
que la sucesion de iteraciones converge a la aproximacion de la solucion del sistema no lineal. Para cada método
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contamos el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar la tolerancia deseada y el tiempo transcurrido. La
orbita de referencia o prueba que se ha usado es la siguiente:

71 = [2.46080928705339, 2.04052290636432, 0.14381905768815]e.r-.

75 = [1.98804155574820, 2.50333354505224, 0.31455350605251 e.r-.
t1 =0JD, ty=0.01044412000000J D,
w = 10°, e=0.2, T =0min

Q = 30°,

y se puede encontrar en [31].

i =15%a = 4e.r.,

Tabla 5.3: Comparaciéon de los diferentes métodos utilizados

punto fijo Newton Traub Jarratt HMT
p 1.0022 1.9029 3.0000 4.0000 4.0000
i 4.4259¢ — 199 | 4.4259¢ — 199 | 4.4259¢ — 199 | 4.4259¢ — 199 | 4.4259¢ — 199
w 1.6900e — 069 | 1.6900e — 069 | 1.6900e — 069 | 1.6900e — 069 | 1.6900e — 069
0 9.9573¢ — 199 | 9.9573¢ — 199 | 9.9573¢ — 199 | 9.9573¢ — 199 | 9.9573¢ — 199
a 3.3032¢ — 070 | 3.3032¢ — 070 | 3.3032¢ — 070 | 3.3032¢ — 070 | 3.3032¢ — 070
e 6.6064¢ — 071 | 6.6064c — 071 | 6.6064c — 071 | 6.6064e — 071 | 6.6064e — 071
T 2.0726e — 069 | 2.0726e — 069 | 2.0726e — 069 | 2.0726e — 069 | 2.0726e — 069
|+ — 2R | 6.5929¢ — 202 | 1.5335¢ — 264 0 0 0
Iter 107 9 6 5 5
¢ 6.8438 3.0781 3.0625 2.9281 4.3125
M5S M6SA M6SB MS8SA M8SB
p 4.3177 6.0000 6.0000 7.8892 7.9123
i 4.4259¢ — 199 | 4.4259¢ — 199 | 4.4259¢ — 199 | 4.4259¢ — 199 | 4.4259¢ — 199
w 1.6900e — 069 | 1.6900e — 069 | 1.6900e — 069 | 1.6900e — 069 | 1.6900e — 069
Q 9.9573e — 199 | 9.9573¢ — 199 | 9.9573¢ — 199 | 9.9573¢ — 199 | 9.9573¢ — 199
a 3.3032¢ — 070 | 3.3032¢ — 070 | 3.3032¢ — 070 | 3.3032¢ — 070 | 3.3032¢ — 070
e 6.6064¢ — 071 | 6.6064e — 071 | 6.6064¢ — 071 | 6.6064e — 071 | 6.6064e — 071
T 2.0726¢ — 069 | 2.0726e — 069 | 2.0726e — 069 | 2.0726e — 069 | 2.0726¢ — 069
[|x(F+D) — (R 0 1.9853e — 208 | 1.9853¢ — 208 0 0
Iter 4 4 4 4 4
€ 3.8594 3.0313 2.9844 3.9688 3.6719

En la Tabla 5.3 se muestran los resultados obtenidos incluyendo la aproximacién del orden de convergencia p,
el error absoluto cometido en la determinacién de los elementos orbitales (i, w, Q, a, e, T'), la diferencia entre
los dos ultimos iterados (en norma), el namero de iteraciones llevadas a cabo por el método y el tiempo de
ejecuacion, e. Se pueden extraer varias conclusiones:

= En el caso del método cléasico de Gauss (de punto fijo), el ntimero de iteraciones y el tiempo de ejecucion
son mucho mayores de los que se obtienen aplicando el método modificado de Gauss.

= Los métodos de orden 5, 6 y 8 son los que requieren un menor ntimero de iteraciones.
= El método de Jarratt y el método M6SB son los que necesitan menor tiempo de ejecucion.

= Con los métodos de orden ocho no se disminuye el nimero de iteraciones frente a los métodos de érdenes
5y 6 y el tiempo de ejecuciéon es mayor.

= Los resultados obtenidos tras la aplicacién de los métodos de 6rdenes 10 y 14 no estan incluidos en la
tabla porque no mejoran el nimero de iteraciones y aumentan el tiempo de ejecuciéon debido al mal
condicionamiento de la matriz Jacobiana Jg(u,v) asociada al sistema. Por otra parte, como el tamano
del sistema es pequenio, el efecto del menor nimero de evaluaciones y operaciones realizadas con la matriz
Jacobiana para los métodos de orden menor que ocho no es muy visible. En este caso, los métodos M6A
y M6B muestran ser muy eficientes.
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5.3.2. Aplicacién a la resoluciéon de problemas de frontera

Problema 1: Consideremos el siguiente problema de frontera

v =—(y) —y+Inz, r€[1,2]

y(1) =0, y(2) =In2

con solucién exacta y(z) = Inz. Al utilizar el método de diferencias finitas de segundo orden, los ceros de la
siguiente funcién no lineal nos daran una estimacion de la solucioén del problema de frontera:

F)=h @), 20), - facr (),
donde y = (yl,yg,...,yn_l)T y fi : R =R, i=1,2,...,n— 1, de tal manera que
f1(y) = 4ys + 93 + 4yy (R? — 2) — 4h2 In 2o,

fi () = 4(ir1 + yio1) + Wigr — yi1)® +4ys(h® — 2) — 4h? Inzi g, i=2,3,...,n—2
fooi(y) =402+ y, o)+ (In2 — y,_2)? + 4y, _1(h? — 2) — 4h’Inz,

En esta funcion, los nodos z; = 14+ih, i =0,1,...,n, se obtienen con el paso h = — y se utiliza la aproximacion

n
de segundo orden para y'(z;) y y”(x;). Denotamos la estimacion de la solucién en cada nodo x; y(x;) por v,
t=1,...,n—1.

Los célculos numéricos se han llevado a cabo utilizando aritmética de precisiéon variable, con 2000 digitos, en
MATLAB 7.1. El criterio de parada utilizado es ||z*+1) —z(®) || +|| F(z®*))|| < 107%%°, por lo tanto comprobamos
que la sucesion de iteraciones converge a la aproximacion de la soluciéon del sistema no lineal. Para cada método
contamos el numero de iteraciones necesarias para alcanzar la tolerancia deseada, el orden de convergencia y
el tiempo transcurrido. Los resultados obtenidos estan mostrados en la Tabla 5.4. Notamos que:

1. el namero de iteraciones que necesita cada método no depende del tamano de sistema;

2. el orden de convergencia obtenido esta en concordancia con el tedrico;

3. para el sistema con n = 10 los mejores tiempos corresponden a los métodos M4A y M4B;

4. si el sistema es con n = 25 el método de NC obtiene los resultados con el menor tiempo y lo siguen M4A
y M4B;

5. en el caso de sistema con n = 50 los métodos M4B y M4A obtienen los mejores tiempos;

=2

. y para el sistema con n = 75 los mejores tiempos corresponden a los métodos M4A y NC;

La solucién que se obtiene aplicando los distintos métodos es la misma. No la presentamos en la tabla por
la gran cantidad de digitos que contiene. Para visualizar el comportamiento de los métodos cambiando n,
calculamos el error absoluto en cada caso.

En la Figura 5.17 se muestran las graficas del error absoluto para n = 10, 25, 50 y 75. Analizando las graficas
mostradas observamos que el error absoluto disminuye aumentando el tamano del sistema.

Problema 2: Consideremos el problema de frontera
y'(z) = -(1+a’(y)?), z€l0,1]

y(0)=0, y(1)=0
(véase [3]). Este problema se plantea en el estudio de las deflexiones finitas de una cuerda eldstica con una
carga transversal y su solucién exacta es

y(z) =1n (COSW—W»> 1

cosa/2 a2’
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Tabla 5.4: Comparacion de los diferentes métodos utilizados (problema de frontera 1)
’ Parametro NC TR ‘ JT M5S M10S M4A M4B M6A
Sistema n = 10
Iter 11 8 6 6 4 6 6 5
p 1.9997 2.9992 4.0011 4.0414 10.4480 4.0011 4.0011 6.0168
€S 3.7393 3.7729 3.1612 3.2671 3.5745 2.8859 2.9072 3.5831
Sistema n = 25
Iter 11 8 6 6 4 6 6 5
P 2.0001 2.9967 4.0056 4.0260 10.4480 4.0056 4.0056 6.0336
€S 8.2872 10.7743 | 11.8633 | 11.9640 9.7858 8.3026 8.3643 9.9132
Sistema n = 50
Iter 11 8 6 6 4 6 6 5
P 2.0005 2.9996 4.0030 4.0214 10.6150 4.0030 4.0030 6.0251
€5 19.6071 23.7650 | 34.1808 | 34.2814 22.4888 18.5489 | 18.5449 | 21.3354
Sistema n = 75
Iter 11 8 6 6 4 6 6 5
D 2.0007 3.0005 4.0027 4.0212 10.6220 4.0027 4.0027 6.0194
€8 32.3045 40.3444 | 66.1215 | 66.9715 37.4851 32.0736 | 32.5235 | 36.0291
’ Parametro M6B M8A M8B M10AG M10BG M14AG M14BG | NeGLD1S
Sistema n = 10
Iter 5 5 5 4 4 4 4 7
P 6.0168 8.0067 10.4480 | 10.4480 10.4480 14.5870 | 14.4570 3.0000
€S 3.4913 4.9169 4.6663 3.7432 3.8063 4.9264 4.6396 3.7588
Sistema n = 25
Iter 5 5 5 4 4 4 4 7
p 6.0336 8.0238 8.0193 10.5810 10.5810 14.8000 | 14.6250 3.0024
€S 10.0629 15.1171 | 12.2736 | 10.0622 10.1081 14.5888 | 12.2079 9.6792
Sistema n = 50
Iter 5 5 5 4 4 4 4 7
p 6.0251 8.0305 8.0282 10.6150 10.6150 14.9080 | 14.6730 3.0025
€5 21.3505 40.6638 | 27.4005 | 21.9530 21.9432 37.2559 | 26.6334 | 20.7464
Sistema n = 75
Iter 5 5 5 4 4 4 4 7
p 6.0194 8.0334 8.0255 10.6220 10.6220 14.9470 | 14.6800 3.0014
€5 36.1041 79.8391 | 51.5608 | 37.7581 38.0828 79.9892 | 50.5288 | 35.5994
| Pardmetro | NeGLD2S | NeGLT2S | NeGR2S | TrGLD1S | TrGLD2S | TrGLT2S | TrtGR2S [ DCG |
Sistema n = 10
Iter 7 7 7 6 6 6 6 5
p 3.0000 3.0000 3.0000 4.9982 4.9982 4.9982 4.9982 7.0214
€S 4.8023 3.2606 3.4025 4.1888 6.1013 4.1316 4.5614 4.7398
Sistema n = 25
Iter 7 7 7 6 6 6 6 5
p 3.0024 3.0024 3.0024 5.0036 5.0036 5.0036 5.0036 7.0563
€5 13.4307 9.9436 9.9731 11.9956 15.3133 12.3277 | 11.9100 | 11.9474
Sistema n = 50
Iter 7 7 7 6 6 6 6 5
p 3.0025 3.0025 3.0025 5.0011 5.0011 5.0011 5.0011 7.0647
€8 28.8947 21.3047 | 21.2611 | 24.8669 31.9843 25.0037 | 25.3531 | 26.6676
Sistema n = 75
Iter 7 7 7 6 6 6 6 5
p 3.0014 3.0014 3.0014 5.0007 5.0007 5.0007 5.0007 7.0592
€5 53.5852 38.0168 | 37.9365 | 44.3291 60.0891 46.7360 | 47.0470 | 50.9537
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Figura 5.17: Error absoluto de las soluciones del problema 1 para diferentes valores de n

Con el fin de obtener una estimacién de esta solucién, utilizamos el método de diferencias finitas de segundo
orden y, por tanto, el siguiente sistema no lineal nos proporciona una estimacién de la solucién del problema
de contorno original:

Yit1 — 295 + Yi—1 o [ Yit1 — Yi—1
1 g IJF -
52 +1+4+a o

2
> =0, i=1,23,...,n, (5.79)

1
donde y; representa la aproximacién de la solucién y en el nodo x; = i¢h, i = 0,1,...,n, siendo h = —. Los

resultados obtenidos mediante la aplicacion de diferentes métodos en el sistema (5.79), con a = 1/7. dg igual
manera que en el problema 1 realizamos los célculos numéricos utilizando aritmética de precisiéon variable, con
2000 digitos, en MATLAB 7.1 con el mismo criterio de parada ||z(**1) —2®)||+||F(z*)|| < 107%%°, por lo tanto
comprobamos que la sucesién de iteraciones converge a la aproximacion de la solucién del sistema no lineal.
Contamos el niimero de iteraciones necesarias para alcanzar la tolerancia deseada, el orden de convergencia y el
tiempo transcurrido para cada método. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 5.5. Notamos que el
orden de convergencia obtenido esta en concordancia con el teérico y que el nimero de iteraciones que necesita
cada método no depende del tamano del sistema. Ademas, podemos ordenar los mejores cinco métodos de la
siguiente manera segun el tiempo transcurido

1. con n =10: M4B < M4A < M6B < M6A < TR,
2. paran =25: M4A < M4B < NC < M6B < M6A;

3. cuando n =50: M4A < NC < M4B < M6B < NeG — R2S;

W

.ysin="75 M4A < M4B < NC < M6B < M6A,;

La solucién que se obtiene aplicando los distintos métodos es la misma, aunque por la gran cantidad de digitos
que contiene no aparece en la Tabla 5.5.

Universitat Politécnica de Valéncia



152 5.3. Pruebas numéricas
Tabla 5.5: Comparacion de los diferentes métodos utilizados (problema de frontera 2)
| Pardmetro | NC | TR | JT M5S M10S M4A M4B M6A |
Sistema n = 10
ITter 9 6 5 5 4 5 5 4
p 2.0000 3.0000 4.0000 4.2263 10.0060 4.0000 4.0000 6.0067
€,8 3.3095 3.0016 3.1320 3.1601 3.5835 2.5357 2.5105 2.8540
Sistema n = 25
Tter 9 6 5 5 4 5 5 4
p 2.0000 3.0000 4.0000 4.1169 10.0140 4.0000 4.0000 6.0148
€8 6.7491 7.9697 9.4713 9.6287 9.4217 6.5889 6.6335 7.4781
Sistema n = 50
Iter 9 6 5 5 4 5 5 4
p 2.0000 3.0000 4.0000 4.0697 10.0160 4.0000 4.0000 6.0180
€, 15.4806 17.9677 | 28.1644 | 28.3998 22.4888 21.8672 | 15.3352 17.2100
Sistema n = 75
ITter 9 6 5 5 4 5 5 4
p 2.0000 3.0000 4.0000 4.0764 10.0170 4.0000 4.0000 6.0191
€, 26.9700 30.4810 | 55.0713 | 55.6658 36.8947 26.0111 | 26.1509 | 29.1288
| Parametro | M6B | MSA | MSB M10AG M10BG | MI4AG | MI14BG | NeGLDIS |
Sistema n = 10
Tter 4 4 4 4 4 3 3 6
p 6.0067 8.0067 8.0064 10.0060 10.0060 — — 3.0000
€,8 2.8345 4.0864 3.6657 3.5895 3.5977 3.6853 3.3825 3.0095
Sistema n = 25
Tter 4 4 4 4 4 3 3 6
p 6.0148 8.0149 8.0142 10.0140 10.0140 — — 3.0000
€8 7.4291 11.8566 9.6051 9.2990 9.3721 10.4251 8.9255 8.1550
Sistema n = 50
Tter 4 4 4 4 4 3 3 6
p 6.0180 8.0181 8.0173 10.0160 10.0160 — — 3.0000
€S 17.0623 32.5463 | 21.8187 | 21.5460 21.5062 27.7027 | 20.1881 17.3515
Sistema n = 75
Iter 4 4 4 4 4 3 3 6
p 6.0191 8.0193 8.0184 10.0170 10.0170 — — 3.0000
€8 28.8064 59.9139 | 36.7385 | 36.6763 36.3293 51.0188 | 33.6438 | 29.6059
Pardmetro | NeGLD2S | NeGLT2S | NeGR2S | TrGLD1S | TrGLD2S | TtGLT2S | TrGR2S | DCG |
Sistema n = 10
Tter 6 6 6 5 5 5 5 4
p 3.0000 3.0000 3.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 7.0066
€,8 4.1753 3.0917 3.1182 3.4890 4.6537 3.4812 3.7650 3.8084
Sistema n = 25
Iter 6 6 6 5 5 5 5 4
p 3.0000 3.0000 3.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 7.0150
€, 11.1473 7. 8.3872 9.3816 12.1995 9.9093 9.7285 9.3349
Sistema n = 50
ITter 6 6 6 5 5 5 5 4
p 3.0000 3.0000 3.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 7.0185
€S 24.3572 17.9506 17.9231 20.4797 26.3218 20.8672 | 21.2243 | 21.7669
Sistema n = 75
Tter 6 6 6 5 5 5 5 4
p 3.0000 3.0000 3.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 7.0198
€S 41.6299 29.9881 30.5291 34.9632 47.1036 35.5464 | 35.6051 37.0040
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ot n=10

w1o® n=4a0 W10 n=75

Figura 5.18: Error absoluto de las soluciones del problema 2 para diferentes valores de n

En la Figura 5.18 se muestran las graficas del error absoluto para n = 10, 25, 50 y 75, donde observamos que
el error absoluto disminuye aumentando el tamano del sistema.

En el caso particular de los problemas de frontera, observamos que los métodos més eficientes, independi-
entemente del tamano del sistema, son los de orden cuatro, M4A y M4B. Probablemente esto sea debido a
la estructura poco densa (triangular) de las matrices Jacobianas implicadas en la resoluciéon de los sistemas
lineales, en cada paso del proceso iterativo.

En general, se ha observado que los métodos de alto orden son especialmente eficientes en sistemas de tamano
muy grande, mientras que para sistemas pequenos son mas apropiados los métodos de bajo orden de conver-
gencia. Esta relacion la marca el indice de eficiencia computacional de los métodos, que depende claramente
del tamano del sistema a resolver (véase las Figuras 5.11 y 5.13).
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Capitulo 6

PROBLEMAS DE VALOR INICIAL Y
METODOS ITERATIVOS

Las férmulas de cuadratura en general, y las de Gauss en particular, nos permiten aproximar numéricamente,
la solucién tanto de ecuaciones o sistemas de ecuaciones no lineales, generando métodos iterativos como los
descritos en esta memoria, como de problemas de valor inicial, lineales o no (véase Figura 6.1). De este modo,
las formulas de cuadratura constituyen el nexo de unién entre ambos problemas.

|| Farmulas de cuadratura l

: f Métodos de resolucidn

Métodos de resolucidn

de fix) = 0 i‘ @ 1 de PV

Figura 6.1: PVI vs f(z) =0

Siguiendo el camino 1 de la Figura 6.1 para obtener nuevos métodos iterativos se han utilizado distintas férmulas
de integracion numérica. Por ejemplo, Weerakoon y Fernando en [82] han aplicado la regla trapezoidal, Frontini
y Sormani en [38] y Ozban en [73] la regla de punto medio. En [16, 17], Cordero y Torregrosa han aplicado las
formulas de cuadratura cerradas y abiertas para desarrollar familias de variantes del método de Newton que
incluyen las familias de métodos definidos por Frontini et al. en [38]. En [18], los mismos autores utilizan la
férmula genérica de cuadratura interpolatoria para obtener otra familia de métodos, variantes de Newton para
sistemas no lineales.

En los capitulos anteriores de esta memoria hemos desarrollado conjuntos de familias de métodos provenientes
de la cuadratura de Gauss. Utilizando como predictor el método de Newton y la cuadratura de Gauss-Legendre
de un nodo como corrector hemos obtenido el método iterativo de punto medio. En el caso de utilizar la
cuadratura de Gauss-Lobatto con uno, dos y tres nodos se han obtenido los métodos iterativos conocidos como
punto medio, trapecios y Simpson, respectivamente. Por dltimo, utilizando la cuadratura de Gauss-Radau se
obtienen los métodos de Newton y el de Noor, empleando uno y dos nodos, respectivamente. Se ha demostrado
que aumentando el namero de nodos no se puede aumentar el orden de convergencia propio de la familia de
métodos. Ademas, los métodos generados utilizando mayor cantidad de nodos requieren mas evaluaciones de
derivadas para ecuaciones, y de matrices Jacobianas para sistemas, lo que disminuye la eficiencia computacional
de los métodos, asi obtenidos.
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6.1. Meétodos provinientes de la cuadratura gaussiana

Los conceptos previos acerca de problemas de valor inicial han sido introducimos en el Capitulo 2. Consideramos
el problema de valor inicial en el que buscamos la solucién aproximada de la ecuacién diferencial

v = [, y(x), (6.1)

sujeta a la condicién inicial

y(zo) = Yo. (6.2)
Supongamos que [zg, b] es el intervalo en el que queremos hallar la solucién del problema de valor inicial y que
[+ R®™ — R” satisface la condiciéon de Lipschitz. Con el proposito de construir el conjunto finito de puntos
(zk, yx) que aproximan la solucion en [zg,b], y(zx) = yg, dividimos el intervalo [zg,b] en N subintervalos de
mismo tamaifio obteniendo ;11 = x; +h, [ =0,..., N —1, siendo h = (b—x¢)/N el tamano del paso. Nuestro
punto de partida es la férmula

xo+h
y(zo + ) = y(xo) + / f(y(@))de, (6.3)

Zo

donde y(z) denota la solucion de la ecuacion diferencial. Utilizando la cuadratura gaussiana reescribimos (6.3):

Thil — Tk o
Y(wrsn) = y(ow) + =5 > wif ik, y(0i k), (6.4)
i=1
donde
1
Nk = 5[(1 + 7)) Tr1 + (1 — 7i)a]
h
y wi, Tis © = 1,...,n son los pesos y nodos respectivamente, de la cuadratura gaussiana empleada. Utilizando

la Tabla 2.3 y sustituyendo la solucion en los nodos por los sucesivas aproximaciones y(z;) = y; describimos
los diferentes métodos que se obtienen para la resoluciéon del problema de valor inicial.

Caso I: Cuadratura de Gauss-Tschebyshev. Usando un solo nodo obtenemos la siguiente expresion:

Mme = Tk + 57
wh
Ye+1 = Yk T 7]6 (nLkaym,k)’
donde
1
Y = 5(% + Yt1)-

Para evitar el problema implicito que se presenta predecimos yj; utilizando el método de Euler: yi1 =
yr + hf(zk,yr). De esta manera, reescribiendo las expresiones anteriores obtenemos:

7h h h
Ye+1 = yk"'?f xk+§ayk+§f(xkvyk) . (6-5)

Utilizando el mismo procedimiento, con dos y tres nodos en la familia de cuadratura obtenemos, respectiva-
mente, los métodos siguientes:

Yt = et o 1 (Onoym ) + 7 O y(m2 )] (6.
donde
h h
mre = Tp+(2- \/5)1’ Mok = Tk + (2 + \[2)17
ymr) = ye+ 2 \/ihf(xk»yk)v y(m2,k) = Yk + 2 ﬂhf(fﬂk,yk),

4 4
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y
7h
yerr = Yo+ 5 [P y(n,k)) + F (2 y(2,0)) + f (3. Y (03,0.)), (6.7)
donde
1 1 1
My = Tp+ 6(3 —V3)h, Mok =)+ §h, N3,k = Tk + 6(3 +V3)h,
3—V3 h 3+V3
yime) = ye+—c—hf @y, y2e) = ye+ 5 F @y, y0sn) = ye + = hf(@e ye)-
Caso II: Cuadratura de Gauss-Legendre. Usando un solo nodo obtenemos:
Y1 = Y+ hf(mey(mie), (6.8)

donde

h h
me = wet g Yne) =ye+ S f (@ yr),
que es el método Euler modificado o de punto medio. Podemos escribirlo también en la forma:

Y41 = Yk + hko,

donde k2 = f(n1k, yr + gkl) y k1 = f(zk, yx). Este método pertenece a la familia de métodos de Runge-Kutta.
Utilizando dos nodos se obtiene la expresién:

h
yerr = Y S y(m) + f (e y(n2,0))]; (6.9)
donde
1 1
Mep = Tkp+ 6(3 —V3)h, Mk =+ 6(3 +V3)h,
3-V3 343
ymr) = uk+ 5 hf(we,ye), y(m2xr) =y + hf(zk, yx)-
Esta vez utilizamos tres nodos que generan la expresion:
h
Yet1 = Ykt T8[5f(n1,k, y(m k) + 8f (2., y(N2,6)) + 5f (3., y(03,%))- (6.10)
donde
1 1 1
Me = Tp+ E(S —V3)h, nog =k + ih’ N3,k = Tk + T0(5 +V3)h,
5-3 h 5+3
ymr) = Y+ 10 hf(xr,yk),  y(M2k) = yr + §f($k7yk), y(M3,x) = yr + Thf(xkayk)-

Caso III: Cuadratura de Gauss-Lobatto. Usando un solo nodo obtenemos el mismo método que en el caso de
cuadratura de Gauss-Legendre con un solo nodo:

Ykr1 = Yk TRk y(mk)), (6.11)
donde
Mmrk = Tkp+ 3
h
y(me) = yp+ §f($k,yk)'
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Ahora, utilizando dos nodos, obtenemos:

Pt = vt gLk y(m ) + Ty ()] (612)

que es el método de trapecios, donde

ME = Tk, N2k =Tk +h,
ymr) = Ye Y2k) = yk + hf(@r, yr)-

Como parte de la familia de métodos de Runge-Kutta podemos presentarlo en la forma:

kl = f(wlwyk)a
ky = f(xg+ h,yr + hky),
h
Yer1 = Yr+ §(k1 + k2).

Si utilizamos tres nodos obtenemos la siguiente expresion:

Pt = ut gLk yOm )+ AF Gk () + Tk () (613)

que coincide con el método obtenido al aproximar la integral en (6.3) por la cuadratura de Simpson donde

Mk = Tk, Mok =Tk + N3,k = Tk + A,

53
h
ymr) = Yk, y(er) =yk+ §f($kayk)7 y(n3,k) = Yk + hf(zr, ).

Facilmente se demuestra que este método también pertenece de la familia de métodos de Runge-Kutta y puede
presentarse de la siguente manera:

Y1 = Ykt %(kl + 4k2 + k3),
donde
kio= f(@k k),
ke = f($k+g,yk+gk1),
ks = f(zi+ h,yp + hk1).

Caso IV: Cuadratura de Gauss-Radau. Usando un solo nodo obtenemos el método de Euler:

Ukrr = Yk TRk y(nk)), (6.14)
donde
M = Tk,
y(me) = yr+hf(@r,ye)
Utilizando dos nodos
h

y(are) = ylee) + 10 ymw) +3F (02 y(02.))]; (6.15)

obtenemos el método de Heun, donde
2
Mk = Tk, Mok =Tkt gh,

2h
y(1,%) yk + hf(xr, ye),  y(mek) =y + ?f(xkayk)v
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que se puede presentar como parte de la familia de Runge-Kutta en la forma siguiente:

h
Yk+1 = Yk + (k?1+3k72)
donde
kl = f(xkvyk)7
2h 2h
ky = o ).
2 f($k+37yk+3 1)

Si utilizamos tres nodos obtenemos el método:

Yk+1 = Ykt %[U(Th,k»y(m,k)) + (16 + V6) f(n2,k, y(n2k)) + (16 = V6) f (3.5, y(m3,))],  (6.16)
donde
Mk = Tk T2k =Tkt g5 (6 V6)h, 35 =y 1 (6 +V6)h,
y(mr) = yr+hf(@r,yr), y(nz,k) =u+ 35 (6 - \/é)hf(ﬂimyk)’ y(M3,x) = yr + 1*10(6 + VO)hf(k, yi)-

6.1.1. Orden de precisién y consistencia de los métodos obtenidos

Consideremos la familia de métodos Euler-Gauss de un sélo paso

1
Ykt1 = YkthY qwif (@i + Bih, y + Bihf (xe, yr))
i1
= Yk + hq)((Ek, Yks h)7 (617)
1
Bi = 5(1 +7i),

donde 7; y w; son los nodos y pesos del polinomio ortogonal correspondiente a la cuadratura gaussiana. Segin
la Definicion 2.3.2 el conjunto de familias de métodos Euler-Gauss es consistente. Desarrollando los dos lados
de la expresion (6.17) en serie de Taylor y simplificando obtenemos:

h2 B3 ho
y+h) = y@)+hf(@y)+ 5 f(@y) + 5 (@) + TR (6.18)

h® ho

Y(o) + Ry k) = y(a) + D Swihfle) + Y s () (6.19)
=1 =1
D gt ) + 3 g 1)

) i=1 2(3 )

-
Il

L 4p5 (4) . L 73516 £(5)
" ;2() Wil nyF;Q wiB7h° ) (2, y) +
Restando las expresiones (6.18) y (6.19) tenemos:
zmjl hfxy 1—Zwﬁ h2 (.Z‘y l_iiwﬂZ hgf//(x y)
= 2 — (e 3' P 2(2') 1M 5

+ (i, -> % -53) RO (@,y) + <5l| -y Q(Z!)Mﬂlf*) WD ()
+ (é, - ﬁ ﬁf’) WO fO (2, y) + -
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Vemos que tenemos orden de precision uno (Definicion 2.3.3) si

Zwi = 2.
i=1
Si, ademas,
Zwlﬂi =1 (620)
i=1

obtenemos orden de precision 2. Desarrollando la expresion (6.20) obtenemos

m
E W T = 0.
i=1

Si introducimos ademéas la condicion

1 1
Z mwzﬁf = 3 (6.21)

i=1

obtenemos orden de precision tres. Desarrollando la expresion (6.21) resulta

m
2
i=1
Notamos que podemos aumentar el orden de precision con las condiciones
m
w7 ==, conj=12 .. (6.22)
i=1 J

Esta condicién, relacinandola con los pesos y nodos, queda:

m

- 2
Zwi(l + Ti)Jil =-.
i=1 J
Por lo tanto, podemos escribir las condiciones que definen el orden de precisiéon de la forma
Zwi(l +7) = S bara tener orden j + 1 donde j =0,1.... (6.23)
; J
=1
O, equivalentemente,
m ‘ 0, i=2k+1, k=0,1,...,
R 2
> = =2 k=1,2,....
i=1 j+1

De esta manera se puede demostrar el siguiente resultado:

Teorema 6.1.1 Sea y(z) la solucién del problema de valor inicial (6.1), (6.2) y sea {yx}i_, la solucion
numérica generada por 6.17. Ademds, supongamos que

a) ®(z,y,h) de (6.17) es una funcion continua en sus argumentos;

b) ®(z,y,h) es una funcidn contractiva en y con constante de Lipschitz L;

¢) el método (6.17) es consistente.

Entonces, el método numérico tiene orden de precision q si cumple las condiciones presentadas en la expresion
(6.23) para j =0,1,...,q— 1.
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6.1. Métodos provinientes de la cuadratura gaussiana

Tabla 6.1: Precisiéon de los métodos de la familia Euler-Gauss

Método Z w; Z W;iT; Z wiTiQ Z UJZ'TZ-?’ Z win Z win q
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
EuGLD1 2 0 0 0 0 0 2
EuGLD2 2 0 2/3 0 2/9 0 4
EuGLD3 2 0 2/15 0 2/125 0 2
EuGLT1 2 0 0 0 0 0 2
EuGLT2 2 0 2 0 2 0 2
EuGLT3 2 0 2/3 0 2/3 0 4
EuGR1 2 -2 2 -2 2 -2 1
EuGR2 2 0 2/3 -4/9 19/27 -40/81 | 3
EuGR3 2 0 2/3 0 2/5 -8/125 | 5

Volvemos a los métodos desarrollados anteriormente y usando la Tabla 2.3 obtenemos los resultados presentados
en la Tabla 6.1.

En la tabla no hemos incluido la familia de Euler-Gauss-Tschebyshev por no cumplir con ninguna de las
condiciones de precisién establecidas. Vemos que aumentando el nimero de nodos aumenta el orden de precision
de los métodos del conjunto de familias Euler-Gauss si se cumplen las condiciones establecidas en la expresion

5
(6.23). Por elemplo, tomando el método Euler-Gauss-Lobatto con 4 nodos: 7y 3 = :I:? y 73,4 = £1 con pesos

5 1 . . ..
Wi = 6 y wsa = 5’ respectivamente, obtenemos un método de orden de precisién 5 ya que:
m m m 2 m m m
2 4
Zwi =2, Zwﬂi =0, Zwﬂi = 3 szTz = O,Zwﬁi = -, ZwﬁL =0
=1 =1 =1 =1 1=1 =1
- 2
6
y Zwﬂi =26/75 # =
i=1
6.1.2. Cotas de error

En los métodos desarrollados en la Seccién 6.1.1 la solucién se aproxima en un conjunto finito de puntos. De
(6.17) tenemos

Ykt = Yk +h Y wif (@k + Bih, Y + Bihf (wr, i) = yi + h®(zx, y(), b). (6.24)
=1
De (2.40) obtenemos
Y(@rt1) = y(ox) + h® (g, y(1), h) + )1 (6.25)

Tomando en consideracion las suposiciones del Teorema 6.1.1 enunciamos el siguiente resultado

Teorema 6.1.2 Supongamos que existe una constante D, independiente de h y dependiente de y y f(x,y) tal
que

|lekt1]| < DRPTE, (6.26)
para x € [a,b], h € [0, ho]. Entonces, tenemos la siguiente cota de error
. D/ ph—a)
méx Ny — y(zk)|| < T (e ’ - 1) hP (6.27)

para 0 < h < hg.
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Demostracion: Las expresiones (2.41), (6.24) y (6.25) implican
ert1 = ex + h[®(z, Y, h) — (i, y(zk), h)] — Ept1.
La condicién de que @ es lipschitziana
@ (@, yx, h) — D(2r, y(2x), M| < Lllyr — y(w)|
y la expresion (6.26), a su vez implican
len 1]l < llexl|(1+ L) + DL, (6.28)

Al aplicar de forma recursiva (6.28), obtenemos

llex|| < (1 +hL)* ey + DRPTH (1 + (1 +hL) + (1 +hL)*> + -+ (1 + hRL)*1) (6.29)
= k w p+1
= (14 hL)*ey + T DhPHL,

Notamos que
(hL)?

1+hL <e =1+hL+ N

y ya que eg = yo — y(0) = 0, por lo tanto

khL
:thﬁl — % (eLh(b*a) _ 1) h?,

<
lewsall < S

para 0 < k < N.O

Notamos que ||ex+1|| = O(RPTY) y |lex|| = O(hP), es decir, el orden del error de discretizacién local del método
es un orden superior a la cota de error (error de discretizacion global).

6.1.3. Estabilidad

Supongamos que en el k-ésimo paso, debido a los errores de redondeo, en realidad no se obtiene y;, sino zj tal
que yr — zr # 0 y que en el N-ésimo paso final tenemos yy — zy # 0. Para que los métodos desarrollados
en la Seccién 6.1 sean numéricamente estables debe existir una constante M independiente de h tal que
llun — zn]| < M||yr — zx|| para toda k < N donde h = (b — a)/N. Supongamos que se verifican las hipotesis
necesaria para que los Teoremas 6.1.1 y 6.1.2 se satisfagan. Consideramos j > k, entonces

Zj+1 = %+ h@(’Ij,Zj,h), (6.30)
Yir1 = yj +h®(x;,y5,h),
Yit1 —zj1 = Y; — 2 +h[®(x5,y5,h) — (x), 25, b)),

para k < j < N — 1y, por lo tanto,

(1 + L)Y *lye — 2l (6.31)
(1 + hL)™yx — 2]
"Ny — 2|

llyn — 2|

IA N CIA

PO Iy — 2|l = Mllyx — 2xll-

Definicion 6.1.1 Diremos que un método numérico para resolver el problema de valor inicial definido por
(6.1) y (6.2) es absolutamente estable para el paso h > 0 si al aplicarlo a la ecuacion escalar y' = Ay, A < 0,
y(0) = 1, genera una sucesion de valores {y k>0 con la propiedad que yi — 0 cuando j — co. El conjunto de
valores de \ y h para los que el método es absolutamente estable se llama conjunto de estabilidad absoluta.
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El conjunto de valores de estabilidad absoluta de todos los métodos descritos en la Seccion 6.1.1 es el intervalo
(—2,0). El caso mas simple corresponde al método de Euler-Gauss-Radau de un nodo (Euler). Aplicandolo con
paso h al PVI obtenemos: yi11 = yr + hAyr = yx(1 + k), donde yi, = yo(1 + hA)*+1. Asumiendo que \ es
real, entonces y, — 0 cuando j — oo si y s6lo si |1 + hA| < 1 que es lo mismo que —2 < hA < 0. Por lo tanto
la region de la estabilidad absoluta del método Euler-Gauss-Radau de un nodo es el intervalo (—2,0).

Aplicando el mismo procedimiento, obtenemos el siguiente resultado para, por ejemplo, el método de Euler-
Gauss-Radau de 3 nodos:

)\h % *ok K%k
veer = et ge (40 + (164 VB + (16 - VB

Ah
= 35 (36yx + 18Mhyx)

A2h?
= yk<1+/\h+ 5 )

6 6 6
donde yi = vk, yi." = yp + %Ahyk, U =y + 4170\[)\115%, y, ademaés, aplicando el método iteradamente
2p2\ F+l 272

> . Por lo tanto, yx — 0 cuando ji — oo siy solo si |1+ A\h + 2

que es lo mismo que —2 < hX < 0 para A real. Para todos los restantes métodos, aplicando este procedimiento,
A2h?
se obtiene el mismo resultado: |14+ Ah+ T\ < 1 de donde se concluye que les corresponde el intervalo (—2,0)

de estabilidad absoluta.

se obtiene y; = yq (1 + A\h 4+ | <1

6.2. Meétodos de resolucion de problemas de valor inicial no
provinientes de féormulas de cuadratura

En esta seccion discutiremos los caminos 3 y 4 de la Figura 6.1. Miquel Grau-Sanchez et al. presentan en [40] y
[41] una técnica para obtener métodos iterativos de resolucién de ecuaciones no lineales basados en las técnicas
de Adams y de Obreshkov de varios pasos para la solucién numeérica de PVI (camino 4 de la Figura 6.1). Su
idea basicamente consiste en lo siguiente: sea f : I C R — R una funcién con una raiz simple, es decir, f(£) =0
y f'(€) # 0 en un entorno I de &; entonces, existe la funcion inversa = = g(y) en Iy C f(I) donde g(0) =&y

derivando respecto a y, obtenemos:

Y W)= (632
— =9\Y)= ) .
dy f'(x)

0, de manera equivalente,
D(z)(y) = 2'(y) = F (). (6.33)
Ademas, si consideramos xy una primera aproximacion de la raiz simple de f, y denotamos por yg = f(x0),
definimos el problema de valor inicial
Py = Fl) (6.34)
z(yo) = o
Notemos que la ecuacion diferencial de (6.34) es auténoma. La integracion numeérica de este problema, desde

Yo a 0 con un solo paso, nos daria una aproximacion de x(0) = £. Para ilustrar esta idea la aplicamos sobre el
método de Euler en la resolucion del P.V.I. (6.34). La aproximacién de x en el siguiente instante seria

xr1 = X9+ hF(.Q?Q)
Esto se trasladaria al problema f(z) =0 como:

L
f'(wo)

T1 =29+ h
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lo que nos exige que h = —f(z() para que el método iterativo resultante sea Newton.

Como los métodos de Newton (para ecuaciones no lineales) y de Euler (para problema de valor inicial) se
pueden considerar como métodos provinientes de cuadraturas, entonces, podemos “trasladar” el conjunto de
familias de métodos iterativos definidos utilizando cuadratura gaussiana en la Seccion 3.2 al problema de valor
inicial obteniendo el conjunto de familias correspondientes definidas en la Seccién 6.1 a los que habiamos llegado
siguiendo el camino 2 de la Figura 6.1.

Sea f: I C R — R, una funcién suficientemente diferenciable y £ € I un cero real de la ecuacion no lineal
f(z) = 0. Entonces, la férmula de iteracion del conjunto de familias Newton-Gauss (NeG) dada en la Seccion
3.2.1 es (3.9) que recordamos aqui:

B 2f (k)
Te+1 = Tk — —

Z Wz’f/(ni-,k’ ym,k)

i=1

donde 7; , = (Lt )2k + (1= 7)oy V 2y = Tf — /(@)
f'(wk)

5 . Este esquema iterativo es de la forma predictor-

corrector, donde el predictor es el método clasico de Newton. Para transferir este esquema a problemas de
valor inicial reescribimos (3.9)

n

Tk — Xk

% Zwif/(m,k,ym,k) + f(zx) =0,
i=1

teniendo en cuenta que f(§) = 0y que, en este caso xp4+1 = &, reordenamos la expresion anterior de la manera
siguiente:

¢ —
2

N i (ke ) = F(E) — Fla).
=1

El término de la izquierda de la igualdad anterior representa la aproximacién de la integral fai f'(t)dt, es decir,

n

3 —
[ s S5 )

i=1

Entonces, en este caso podemos definir el siguiente esquema para el problema de valor inicial:

h n
Y(zp+1) = y(og) + 3 > wif ik Y,
i=1

h
donde 7; ,, = i+ (1+7;) =, es la expresion (6.4) obtenida en la Seccion 6.1 del conjunto de familias de métodos

iterativos para problema de valor inicial.
Observando la Figura 6.1, vemos que:
1. Partiendo de una cuadratura, tomando el camino 1, obtenemos métodos iterativos para ecuaciones y
sistema de ecuaciones no lineales.

2. Partiendo de una cuadratura, tomando el camino 2, obtenemos métodos iterativos para el problema de
valor inicial.

3. Una férmula iterativa para ecuaciones no lineales provinientes de cuadratura puede transformarse en un
método de resoluciéon de problema de valor inicial y viceversa.

4. Partiendo de técnicas para la resolucién numérica de problema de valor inicial, que no provienen de
cuadratura, se obtienen métodos iterativos de solucion de ecuaciones no lineales (camino 4).
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Observando la similitud de las técnicas de resoluciéon de ecuaciones no lineales y de problemas de valor inicial nos
preguntamos: jse pueden transferir métodos iterativos de resoluciéon de ecuaciones no lineales no provinientes
de cuadratura a problemas de valor inicial? Para ello proponemos dos posibilidades: generar a partir de un
método para ecuaciones no lineales una férmula de cuadratura “ad hoc” y aplicarla posteriormente en el diseno
de un método para resolver PVI (camino 2) 6 usar la técnica descrita por Miquel Grau-Sanchez et al. pasando
directamente por el camino 3. Las siguientes secciones estan dedicadas a dar respuesta a esta pregunta.

6.2.1. Método Euler-Traub

Consideramos el método iterativo de resolucién de ecuaciones no lineales de Traub 6 Potra-Ptak con orden de
convergencia tres, que no proviene de ninguna férmula de cuadratura:

f(zy)
Yk = Tk f,(xk)7
thir = ye— I (yr)
f'(xk)

_ ., ~ Sflzw) + fyw)

* Flae)

Siguiendo la notacién introducida en (6.32) a (6.34), transferimos este método a PVI, tal y como hemos visto
con Euler y Newton. En este caso, la solucién en el siguiente instante se estimaria por

z1 = Yo+ hoF(x0) = z0+ (h1 + h2)F(x0).

1
donde F(zg) = ———, yo = zo + hiF (o) y tanto hy = —f(z¢) como hy = —f(yo) son variables, es decir,

f'(20)

dependen del paso en que estamos. Para analizar el orden de precisién del método obtenido para resolver el
PVI, planteamos el operador asociado al método como:

L(x(y); h1) = 2(y + h1) — 2(y) — (b1 + h2) D(z)(y), (6.35)

donde, en general, hy = —f(x) y ho = — f(y). Desarrollamos z(y + h1) en torno a y:

(g + ) = 2(5) + D)) + S DD () (w) + D w)) + O (6.30)

y lo sustituimos en (6.35)

L) ) = ~ha D)) + DD ()(5) + 21D ) (0) + O, (6.7

Como he = —f(y) también depende de hi, lo obtenemos a partir del desarrollo de Taylor de f(y) en el que
y—x=hD()(y):

f()

F(@) + £ @)y~ 2) + 5O @)~ 0 + ¢ @)y — 2 + O(hd)
= 1@+ f@hDE)) + D@ D@ W) + ¢ fO @) mD@E) + Ol (6.33)

2 3
_ % FO(@)(D()(y)® + %f(?’)(x)(D(x)(y))?’ +O(h3)

Por otra parte, derivando f(x) sucesivas veces obtenemos:

, _ 1 _ 1
F'@ = 5o~ pow)
(2)x = _—Fl(z /1:2:_ F/(:C)
7 (z) F@)(" (@) =~ s
fog ~ P @D@) 2P )
D@HF

Universitat Politécnica de Valéncia



6. PROBLEMAS DE VALOR INICIAL Y METODOS ITERATIVOS 165

y sustituyendo estas expresiones en (6.38):

h? h3
fly) = —5F (@)= (F"(@)D()(y) — 2 (@)]) + O(h)

de donde obtenemos para hy la siguiente expresion:

2 3
he = LE(@) 4+ S E@DE)) - 2F @)+ O(h)) (639)
Sustituimos (6.39) en (6.37)
2 3
Llaly)sn) = " [-F/(@)D(@)(3)+ DO (@)(w)] + [~ F" () (D(a) () + 2 (2) D(a) () + D) () ()] + O]

Para simplificar esta expresion, derivando obtenemos:

D)) = G =)= Fla)
@) (e _ dim:_f”(fﬂ)dj: eV F (2
31
DP(x)(y) = Z? = F"(x)[F(2))* + [F'(2)]*F(2).
Finalmente obtenemos 13
L(z(y); h1) = 31[(}7'(;5)2]1?@) +O(hy), (6.40)

con lo que el método tiene orden de precision dos, que es una unidad inferior al de Euler que corresponde al
orden de convergencia 3 del método de partida.

h2
En este método sabemos que hy = ?1F’(:E) y conocemos F'(x) del problema de valor inicial. El interés de este

método es basicamente tedrico, ya que para aplicarlo necesitamos conocer la funcién f cuando el ploblema de
1

valor inicial s6lo nos proporciona ——.

f'(@)
A continuacion cambiamos el enfoque del problema, construyendo una féormula de cuadratura en torno al
método de resoluciéon de ecuaciones no lineales. Consideramos de nuevo el método de Traub con su férmula
iterativa

P A C2D)
k k f/(xk;)’
won = ol L

Reescribimos el primer paso del método como sigue:

(zf, — xx) f'(@x) + f(zr) = 0.
Asumiendo que & = z},

F&) = flar) = (€ — an) f' (xx),

de donde deducimos
5 ! !
[ e (& - aor )

Aplicamos esta formula de cuadratura en (6.3), obtenemos el primer paso del método que nos permitira
aproximar la solucién del PVI:

Y = Yk + b f (). (6.41)
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donde denotamos por h; = £ — xy, que dependera del iterado x en que estamos. Continuando con el siguiente
paso, de la misma manera obtenemos:

(1 — 2p) f'(@x) + () = 0.
Dado que ¢ = xg41,
f(€) = flag) = (€ —ap) f'(xr),

por lo que
3
[ 7t (€~ ap)f @),

Aplicando de nuevo en (6.3) esta formula de cuadratura, obtenemos el segundo paso del método para PVI
Yrt1 = Y + haf(@r) =y + (h1 + ha) f(z). (6.42)

donde denotamos con hy = £ — 2z}, que dependerd también del iterado en el que estamos y de h;. Para analizar
el orden de precisiéon del método planteamos el operador asociado como:

M(y(z),h1) = ylz+hi) = [y(z) + haf(z,y) + haf(2r, yr)] (6.43)
3

2
(&) + S (9) + o i) 7 o)
—y(.’IJ) - hlf(xa y) - hgf($7y) + O(h’?)

. h? f! hi,ye +h s ..
donde notamos que si tomamos hy = — Ik + b,y 1/ @k, yk))) el orden de precisiéon del método sera

2 f(z,y)

dos. Finalmente el método tendra la formula iterativa:

h2
Yk+1 = Yk + haf(@r, yr) + jf’(xk +hi,yk + b f(xr, yi)))-

6.2.2. Meétodo de derivada congelada

Consideramos otro método iterativo de resolucién de ecuaciones no lineales: el método de la derivada congelada,
con orden de convergencia cuatro. Este esquema tampoco proviene de ninguna férmula de cuadratura; su
expresion iterativa es:

flzy)
T P
f(yx)
T f(@g)’
LTr+1 = Rk — f(Zk)
[ (k)

_ g SR) A+ Q) + f k)

g f' () '

Siguiendo la notacién introducida en (6.32) a (6.34), transferimos este método al PVI equivalente, tal y como
hemos visto con el método de Traub, obteniendo que la solucién en el siguiente instante se estimaria por

r1 = 2o+ th(.’Eo) =29 + (hl + hQ + hg)F(.’EQ),

donde F(z) =

son variables (dependen del paso).

1
5 Los y§ = w0 + haF'(w0), 20 = y5 + haF(20), h1 = —f(20), b2 = —f(v0) ¥ ha = —f(20)

"(x
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Definimos el operador asociado al método como:
L(z(y); 1) = x(y + h1) — z(y) — HD(z)(y) (6.44)

donde H = hy + ho + hs, hy = —f(x), ha = —f(y) y hs = — f(z). Desarrollamos z(y + h1) en torno a y:

h? h3 hi
oy +m) =a(y) + i D(@)(y) + 5 D (@)(y) + ng(?’)(iv)(y) + 5P (@) () + O(hY) (6.45)
y lo sustituimos en (6.44)
B — M pe) h p) M pw 5
L(z(y); ) = = (ha + h3) D(2)(y) + 5 D (@) (y) + D (@)(y) + 5, D (@)(y) + O(h1). (6.46)

Obtenemos el desarrollo de Taylor de f(y), en el que sustituyendo y — z = hyD(x)(y):
) = f@)+F@ -0+ 50w -0+ g I P W) -+ o O -2+ 00
= J(@)+ P @hD@) + 57O @) (D@ + ¢ O @) D))
b o D@ D)) + 00
B

3 4
= B A@DE)W) + O @DE) ) + 5O @DE )+ OR).

Del mismo modo que en la secciéon anterior, derivando obtenemos

, _ I 1
P& = P~ pwwy
@ (p) = — F'(z)
0= "pewr
@ (p) — FO) () F'(z)
0= "Dewr P oew®
Wy _ _ FP@) | FO@FE) (P
0= ~bewr T bewr ‘Dew)
y
Dla)y) = Fl).
DA @)y) = F(x)F(a)
PI@)y) = F'@F@] + [F @) Fa)
DO@y) = FU@F@F +AF(@0)F @)F@F + (F@)*F ).
Entonces,
2 3 4
h = LD - SO @ D)) - S @DEE) +OH) (647
h? h3
= @+ 2 (FO@)D@)w) - 27 (2)?)
4
£ (PO @)(D@)W)? — 6FO) @) F () (D()w) + 6(F(2))°) + O(h).
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Ahora debemos obtener el desarrollo de Taylor de f(z), tomando z —z = (hy + ha)D(x)(y)

fE) = J@)+ @) -+ 5O~ 2P + O @) -9+ o D @) - )+ o)

— h%F/ h? (2) ! 2
= FF@+ 2 (FO@D@)y) -2 @)?)

4
b oL (FO@) D)) - 65O @) F () (Dla)(w) + 6(F (@)

M P a) - (P () - 1 (4PO @) (0)Dla) ) — 5(F' ()
- @) -3 )"~ 5 x)F'(x)D(x)(y) — x

3 4
— B (FO@)D@)y) — 2P @)?) - A (FO @) F() D)) — 2F (@))°)

4
— B (FO@ D)) + 65O @) (@) Da)(w) — 6(F (2))*) + O(h)

i h

= —FF @) - 55 (W0FD@)F (2)D()(y) - (F'(@))*) + O(h}).

Entonces, h3 queda:

h? ’ 2 hil (2) ' ’ 3 5
hs = SHF @)+ 51 (10F@ @) F(@)D@)(y) - (F/(2))*) + OlA]) (6.48)
Ahora, buscamos ho + hg:
2 3
ho+hy = %F’(m)—i—% (F(Z)(a:)D(x)(y)—2(F’(x))2> (6.49)
£ I (FO@D)) - 68D @) P @)(D) ) + 6(F ()
3 4
£ B @) + 2 (10FO @) F (@)D ) — (' (@)°) +0(h)
_ h%F/ h% (2) 1 2
= L@+ 2 (FO@)D@)) + (F@)?)
4
b I (FO@)D@))? +4FDF @) (D)) + 5(F (@)°) + 0(h).

Sustituimos (6.49) en (6.46)
L((z(y); ) = %(F'(f))gF(w) +O0(h). (6.50)

Deducimos de nuevo este mismo método transladandolo de manera ”clasica” a problema de valor inicial.
Tomamos de nuevo el método de Traub con su férmula iterativa

ot = gy A1)

¥ f'(wk)

o f(xy)

Ty, - k f’(l’l;)
- _ e f@")
TR T P

Siguiendo sus pasos hacemos la transformacion:

(x — o) f'(xr) + f2) =0
f&) = flxr) = (& —azp) f'(zr)
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de donde dandole la forma de problema de valor inicial, obtenemos para el primer paso

Y = Y+ ha f' (). (6.51)

donde denotamos con h; = £ —x; y que dependerd del paso en que estamos. Continuando con el siguiente paso
de la misma manera obtenemos

(xz’é* —ap)f'(zr) + f(ak) =0,
= fap) = (€= zp) [ (),

/ r( ) ),

de donde resulta el segundo paso

ye' = yi + hof'(xr) = yr + (h1 + ho) f'(2), (6.52)

donde denotamos con hy = £ — x} y que dependerd también del paso en que estamos. En el siguiente paso
obtenemos

(Trg1 — ") f (z) + f(af")
f&) = fai") = (€ —ap") f' (=

¢
f@)dt = (& — xi") f (),

-
Ty

0,
k),

de donde finalmente tenemos la expresion para el problema de valor inicial
Yes1 = Yp + haf'(zk) = yp + (b1 + ho + h3) ' (2k), (6.53)
donde denotamos con hz = { — x;.* y que dependerd también del paso en que estamos.

Analizamos el orden de precision del método. Para tales fines planteamos el operador asosiado al método como:
M(y(z),h1) = ylz+hi) = [y(x) +hif(z,y) + haf(z,y) + haf(z,y)]

h? h3 ht
y(x) + hif(z,y) + éf/(xmyk) + Flf//(xkayk) + if(j)(xkayk)
— y(x) = hif(z,y) — haf(z,y) — haf(x,y).

Comparando estos resultados con los obtenidos en el caso del método de Euler-Traub vemos que si tomamos
ho de la misma forma, es decir,

h h
B2 I (-Tk + 717% + ;f(xkayk>>

2 fx,y)

obtenemos un método de orden de precisién dos. Para tener orden de precision tres debemos tomar hs =
h3 £k, yi)
6 flz,y)

hy =

. Para no calcular la f” la aproximamos segin la relacién:

J' @k + ha,ye + ha f (2, ur)) — f/(2k, yr)
fQen +hi,yk +haf(er, un) — floe, ye)

f”(x/myk) ~

Finalmente la férmula del método queda:

h? h h h3
Yet1 = Yk + b f(zr, y) + éf/ (ffk + =y ;f(xkvyk)> + Elf’(xk +hi,yk + b f(zr, i)

2
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Capitulo 7

LINEAS FUTURAS Y CONCLUSIONES

La aportacion principal de esta memoria es la generalizacion de la cuadratura de Gauss para el diseno de
meétodos iterativos tanto para la resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales como para la
resolucion de PVI. Utilizando la pseudocomposiciéon podemos predeterminar el orden de convergencia de un
meétodo iterativo para ecuaciones o sistemas de ecuaciones no lineales partiendo de un método iterativo como
predictor con orden de convergencia conocido p, aplicando la cuadratura de Gauss como corrector y obtener un
método iterativo con orden de convergencia min{p+gq, 3¢}, donde q es el orden del peniltimo paso del predictor.
Queda pendiente por determinar si es posible generalizar la pseudocomposicién para cualquier corrector que
no provenga de la cuadratura de Gauss, y el orden de convergencia del método resultante.

Es conocido que, para aproximar las soluciones de determinadas ecuaciones, es interesante aplicar procesos
iterativos que tengan alto orden de convergencia. En primer lugar, siguiendo las ideas desarrolladas en los
Capitulos 3 y 4 queda abierta la linea de investigacion enfocada al disefio de métodos de érdenes més altos
6ptimos. La mayor parte de los métodos desarrollados en estos dos capitulos, sean 6ptimos o no, no pueden
ser utilizados para sistemas de ecuaciones no lineales.

Por otra parte, si la derivada de la funcion f(z) se anula en algtn iterado, o esta proxima a cero f/(zy) ~ 0, la
mayoria de los métodos iterativos tienen problemas de estabilidad, o incluso de convergencia. Para abordar este
problema, Wu et al. [84]-[87] han disefiado distintas variantes del método de Newton. Una de estas variantes
tiene la forma

f (@)

o f(ag) + fag)

Si escogenos v, = 0 el método se reduce a método clasico de Newton. Si vy, # 0, el denominador de la férmula
(7.1) nunca sera cero aunque f’(zr) = 0. Ademas, Kou et al. en [58] extiende este método al contexto de
sistemas no lineales, permitiendo que la matriz Jacobiana sea singular en algunos puntos. En ambos casos los
métodos obtenidos tienen orden de convergencia dos. Otra técnica utilizada para resolver este tipo de prob-
lemas son los métodos libres de derivada que presentan variantes del método de Steffensen que tiene orden
de convergencia dos y dos evaluaciones de la funciéon. Siguiendo estas ideas, como otra via de investigacion se
pretende disenar métodos 6ptimos para la resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones con las particu-
laridades mencionadas. En particular, utilizando la composicién de métodos y aproximando las derivadas que
aparezcan por diferentes técnicas, pensamos que se podrian conseguir métodos 6ptimos libres de derivadas del
orden que se desee.

Tk+1 = Tk k:O,l,.... (71)

En esta memoria, todas las demostraciones de la convergencia de los métodos se han hecho desde un punto de
vista local. Pensamos que un estudio de la convergencia semilocal de algunos de estos métodos nos permitiria
comprender mejor el comportamiento de los mismos, en términos de cotas del error y radios de convergencia.

Motivados por los resultados numéricos obtenidos en el Capitulo 5, nos planteamos el disenio de métodos
iterativos para la resolucion de sistemas de ecuaciones, més eficientes (menor cantidad de Jacobianas y menos
sistemas lineales por resolver). Queda también por estudiar el efecto del nimero de sumas y restas sobre el
tiempo de ejecucion de los algoritmos y su influencia sobre el indice de eficiencia computacional.

En el Capitulo 6 se han desarrollado métodos para la resoluciéon de problemas de valor inicial basados en
métodos iterativos de resoluciéon de ecuaciones no lineales que no provienen de cuadraturas. Utilizando esta
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experiencia pretendemos continuar este camino hacia la mejora de los métodos obtenidos y el diseno de otros.
La mejora podria obtenerse de la eliminacion de la derivada de la funcion f(z,y(z)) en la determinacion de los

pasos hi, 1 =1,2,....

Universitat Politécnica de Valéncia



172

Universitat Politécnica de Valéncia



Capitulo 8

ANEXOS

ANEXO 1: M-file con las ecuaciones de las pruebas numeéricas

function [fx,dfx]=ecuaciones(x)
global numero
switch numero
case 1
fx=sin(x)-x"2+1;
dfx=cos (x) -2*x;
%fx=subs (fx) ;
%dfx=subs (dfx) ;
case 2
fx=x"2-exp(x) -3*x+2;
dfx=2*x-exp(x) -3;
case 3
fx=cos(x)-x;
dfx=-sin(x)-1;

case 4
fx=(x-1)"3-1;
dfx=3*%(x-1)"2;

case 5
fx=x"3-10;
dfx=3*x"2;

case 6

fx=cos(x) -x*exp(x)+x~2;
dfx=-sin(x) -exp(x) -x*exp(x) +2*x;
case 7
fx=exp(x)-1.5-atan(x);
dfx=exp(x)-1/(1+x~2);
case 8
fx=x"3+4%x"2-10;
dfx=3*x"2+8%x;
case 9
fx=8*x-cos(x)-2*x"2;
dfx=8+sin(x)-4*x;
case 10
fx=atan(x);
dfx=1/(1+x"2) ;
case 11
fx=exp(x)-4*x"2;
dfx=exp (x) -8%*x;
case 12
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fx=(sin(x)-x/2)"2;
dfx=2*(sin(x)-x/2)*(cos(x)-1/2);
case 13
fx=x*exp(x~2)-sin(x~2)+3*cos(x)+5;
dfx=exp (x72) +2*x"2%exp (x~2) -2*x*cos (x~2) -3*sin(x) ;
case 14
fx=(x"2+2*x+5)~(1/2)-2*sin(x) -x~2+3;
dfx=(2%x+2) / (2% (x~2+2%x+5) ~(1/2) ) -2%cos (x) -2*x
case 15
fx=x"4+sin(vpa(pi)/(x~2))-5;
dfx=4xx~3-((2*vpa(pi))/(x~3))*cos(vpa(pi)/(x~2));
case 16
fx=10*x*exp(-x~2)-1;
dfx=10*exp (-x~2) -20*x"2*exp(-x~2) ;
case 17
fx=exp(-x)+cos(x);
dfx=-exp(-x)-sin(x);
case 18
fx=sqrt (x~4+8) *sin(vpa(pi) / (x~2+2))+x~3/(x~4+1)+(-sqrt (6)+8/17) ;
dfx=2xx"3/sqrt (x~4+8) *sin(vpa(pi) / (x~2+2))
-2xvpa(pi)*x*sqrt (x~4+8) *cos (vpa(pi)/(x72+2) )/ ((x72+2) ~2) +3*x~2/ (x~4+1)
-4xx76/((x74+1)72);
end
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ANEXO 2: M-file de los métodos desarrollados con cuadratura de Gauss para ecuaciones no

lineales

1. Familia NeG

a).

NeG-LD1

function [x0,iter,p,incr,incr2] = NeGLD1(xO,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
x = x0 - fx/dfx;
y = (x0 + x)/2;
[7,dfy] = feval(f,y);
x = x0 - fx/dfy;
incr = abs(double(x - x0));
Inc = [Inc incr];
x0 = x;
[fx, dfx] = feval(f,x0);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));

. NeG-LD2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = NeGLD2(xO0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

q=sqrt(sym(3));
a=vpa((3+q)/6);
b=vpa((3-q)/6);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
x = x0 - fx/dfx;
y = a*x0 + bx*x;
z b*xx0 + a*x;
[7,dfy] = feval(f,y);
[7,dfz] = feval(f,z);
delta=2*fx/(dfy+dfz) ;
xn = x0 - delta;
incr = abs(double(delta));
Inc = [Inc incrl;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
x0 = xn;
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1:end-2));
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c). NeG-LT2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = NeGLT2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;
Inc = [];
iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
y = x0 - fx/dfx;
[7, dfy]l = feval(f,y);
x = x0 - 2*fx/(dfy+dfx);
incr = abs(double(x - x0));
Inc = [Inc incr]l;
[fx, dfx] = feval(f,x);
x0 = x;
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

d). NeG-LR2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = NeGR2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [];

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
x = x0 - fx/dfx; size(x0),size(d)
y = (x0 + 2*x)/3;
[7, dfy]l = feval(f,y);
xn = x0 -4*fx/(3*dfy+dfx);
incr = abs(double(x - x0));
Inc = [Inc incr]l;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
x0 = xn;
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

2. Familia TrG
a). TrG-LD1

function [x0,iter,p,incr,incr2] = TrGLD1(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [];

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
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= x0 - fx/dfx;
y = feval(f,y);

= x0 - (fx + fy)/dfx;
(y + 2)/2;
~,dfu] = feval(f,u);
xn =y - fy/dfu;

incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incr];
x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

—, e N Hh<

end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));

b). TrG-LD2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = TrGLD2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

g=sqrt(sym(3));
a=vpa((3+q)/6);
b=vpa((3-q)/6);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
y = x0 - fx/dfx;
fy = feval(f,y);
z = x0 - (fx + fy)/dfx;
ul = axy + bxz;
u2 = b*xy + axz;
[~,dful] feval(f,ul);
[~,dfu2] feval(f,u2);
delta = 2*fy/(dful+dfu2);
xn =y - delta;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incr]l;
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

a). TrG-LT2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = TrGLT2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,xO0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
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y = x0 - fx/dfx;
[fy,dfy] = feval(f,y);
z = x0 - (fx + fy)/dfx;
[,dfz] = feval(f,z);
delta = 2*fy/(dfz+dfy);
xn = y - delta;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incr]l;
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

d). TrG-LR2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = TrGR2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
y = x0 - fx/dfx;
[fy,dfy] = feval(f,y);
z = x0 - (fx + fy)/dfx;
u = (y + 2x2)/3;
[7,dful = feval(f,u);
delta = 4xfy/(3*dfu+dfy);
xn =y - delta;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incrl;
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

3. Familia OsG

a). OsG-LD1

function [x0,iter,p,incr,incr2] = 0sGLD1(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
a = fx/dfx;
y = x0 - a;
fy = feval(f,y);
b = fy/(£x-2*fy);
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c = b*a;

zZ =y - C;
u=(y+2)/2;

[7,dfu] = feval(f,u);

x =y - fy/dfu;

incr = abs(double(x - x0));
Inc = [Inc incr]l;

x0 = x;

[fx, dfx] = feval(f,x0);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));
b). OsG-LD2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = 0sGLD2(x0,f,maxiter,tol)

incr = tol + 1;
incr2 = incr;
Inc = [1;

iter = 0;

g=sqrt(sym(3));
a=vpa((3+q)/6);
b=vpa((3-q)/6);

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
m = fx/dfx;
y = x0 - m;
fy = feval(f,y);
n = fy/(£x-2*xfy);
C = n*m;

zZ =y - C;

ul = axy + bxz;

u2 = b*y + axz;

[7,dful] = feval(f,ul);
[~,dfu2] feval(f,u2);
delta = 2*fy/(dful+dfu2);
xn = y - delta;

incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incr];

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2))
c). OsG-LT2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = 0sGLT2(x0,f,maxiter,tol)

incr = tol + 1;
incr2 = incr;
Inc = [1;

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);
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while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
a = fx/dfx;
y =x0 - a;
[fy,dfy] = feval(f,y);
b = fy/(£x-2xfy);
c = b*a;
zZ =y - c;
[,dfz] = feval(f,z);
delta = 2*fy/(dfz+dfy);
xn = y - delta;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incrl;
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));

d). OsG-LR2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = 0sGR2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
a = fx/dfx;
y = x0 - a;
[fy,dfy] = feval(f,y);

b = fy/(£x-2*fy);

c = b*a;

zZ=y9y - c;

u= (y + 2%z)/3;

[7,dfu] = feval(f,u);
delta = 4*fy/(3*dfu+dfy);

xn = y - delta;

incr = abs(double(xn - x0));

Inc = [Inc incr]l;

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,xn);

incr2 = abs(double(fx));

iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

4. Familia KuG

a). KuG-LD1

function [x0,iter,p,incr,incr2] = KuGLD1(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [];
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iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while

end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

function [x0,iter,p,incr,incr2] = KuGLD2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;
incr2 = incr;

Inc

incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter

a = fx/dfx;

y = x0 - a;

fy = feval(f,y);

b = (fx + 2%fy)/fx;
c = fy/dfx;

d = bx*c;

z =y - d;

u=(y +2)/2;

[7,dfu]l = feval(f,u);
x =y - fy/dfu;

incr = abs(double(x - x0));

Inc = [Inc incr]l;

x0 = x;

[fx, dfx] = feval(f,x0);
incr2 = abs(double(fx));

iter = iter + 1;

. KuG-LD2

= [1;

iter = 0;

gq=sqrt(sym(3));
a=vpa((3+q)/6);
b=vpa((3-q)/6);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while

end

incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
m = fx/dfx;
y = x0 - m;

fy = feval(f,y);

n = (fx + 2%fy)/fx;

c = fy/dfx;

d = n*c;

z =y - d;

ul = axy + bxz;

u2 = b*xy + axz;

[7,dful] = feval(f,ul);
[7,dfu2] = feval(f,u2);
delta = 2*fy/(dful+dfu2);

xn = y - delta;

incr = abs(double(xn - x0));

Inc = [Inc incr];

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));

iter = iter + 1;
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p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));
c). KuG-LT2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = KuGLT2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
a = fx/dfx;
y =x0 - a;
[fy,dfy] = feval(f,y);
b = (fx + 2xfy)/fx;

c = fy/dfx;
d = b*c;
z =y - d;

[,dfz] = feval(f,z);
delta = 2xfy/(dfz+dfy);
xn = y - delta;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incr]l;
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

d). KuG-LR2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = KuGR2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [];

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
a = fx/dfx;
y = x0 - a;
[fy,dfy] = feval(f,y);
b = (fx + 2xfy)/fx;

c = fy/dfx;

d = bx*c;

z =y - d;

u = (y + 2x2)/3;

[7,dful = feval(f,u);

delta = 4xfy/(3*dfu+dfy);
xn =y - delta;

incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incrl;

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,xn);
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incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;
end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));

. DCoG-LD1

function [x0,iter,p,incr,incr2] = DCoGLD1(x0,f,maxiter,tol)

incr = tol + 1;

incr2 = incr;
Inc = [1;
iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
a = fx/dfx;
y = x0 - a;
fy = feval(f,y);
b = (fx + fy)/dfx;
z x0 - b;
fz = feval(f,z);
u=x0 - (fx + fy + fz)/dfx;
v=(u+ 2)/2;
[,dfv] = feval(f,v);
x =z - fz/dfv;
incr = abs(double(x - x0));
Inc = [Inc incr];
x0 = x;
[fx, dfx] = feval(f,x0);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));

. DCoG-LD2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = DCoGLD2(x0,f,maxiter,tol)

incr = tol + 1;
incr2 = incr;
Inc = [1;

iter = 0;

q=sqrt(sym(3));
a=vpa((3+q)/6);
b=vpa((3-q)/6);

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
m = fx/dfx;
y = x0 - m;
fy = feval(f,y);
n = (fx + fy)/dfx;
z =x0 - n;
fz = feval(f,z);
u=x0 - (fx + fy + fz)/dfx;
ul = a*z + b*u;
u2 = b*z + a*u;
[7,dful] = feval(f,ul);
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[7,dfu2] = feval(f,u2);
delta = 2*fz/(dful+dfu2);
xn = z - delta;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incr]l;
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

c). DCoG-LT2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = DCoGLT2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;
Inc = [1;
iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
a = fx/dfx;
y =x0 - a;
fy = feval(f,y);
b = (fx + fy)/dfx;
z = x0 - b;
fz = feval(f,z);
u=x0 - (fx + fy + fz)/dfx;
[~,dfz] feval(f,z);
[~,dfu] feval(f,u);
delta = 2xfz/(dfz+dfu);
xn = z - delta;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incr]l;
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

1]

end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

d). DCoG-LR2

function [x0,iter,p,incr,incr2] = DCoGR2(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [];

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
a = fx/dfx;
y = x0 - a;
fy = feval(f,y);
b = (fx + fy)/dfx;
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end

z = x0 - b;
fz = feval(f,z);
u=x0 - (fx + fy + fz)/dfx;

v = (z + 2*%u)/3;
[7,dfz] = feval(f,z);
[~,dfv] = feval(f,v);

delta = 4x*fz/(3xdfv+dfz);
xn = z - delta;

incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incr];

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));
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ANEXO 3: M-file de los métodos desarrollados para ecuaciones no lineales

1. Método M7

function [x0,iter,p,incr,incr2] = M7(x0,f,maxiter,tol)
iter = 0; incr = tol+l; incr2=incr;
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter < maxiter
delta = fx/dfx;
iter = iter+l;
y = x0 - delta;
[fy] = feval(f,y);
H1 = fy/(fx - 2xfy);

z = x0 - (1 + Hl)*delta;
[fz] = feval(f,z);

H2 = fz/(fy - fz);

H3 = fz/dfx;

H= (1+Hl + H2/2);

xn = z - H"2*H3;

incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incr];

[fx,dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
x0 = xn;

end

P = log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));
2. Método M8A

function [x0,iter,p,incr,incr2] = M8A(x0,f,maxiter,tol)
iter = 0; incr = tol+l; incr2=incr;
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter < maxiter
delta = - fx/dfx ;
iter = iter+l;
y = x0 + 2xdelta/3;
z =y - delta/6;
[7,dfy] = feval(f,y);
H1 = fx/(dfx - 3*dfy);
u = z +H1;
[fu] = feval(f,u);
H2 = fu/(dfx - 3*dfy);
v = u + 2%xH2;
[fv] = feval(f,v);
H3 =(1/2)*(5*dfx - 3*dfy)/dfx;
xn = v - H3xfv/dfx;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incrl;

[fx,dfx] = feval(f,xn);
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incr2 = abs(double(fx));
x0 = xn;
end

P = log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));
3. Método M8B

function [x0,iter,p,incr,incr2] = M8B(x0,f,maxiter,tol)
iter = 0; incr = tol+l; incr2=incr;
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter < maxiter

a = fx/dfx;
iter = iter+il;
y = x0 - a;

[fy] = feval(f,y);

H1 = fy/(fx - 2*fy);

z = x0 - (1 + H1)x*fx/dfx;
[fz] = feval(f,z);

H2 = fz/(fy - 2%fz);

H3 = 1+3%fz/fx;

H = (1 + H1 +H2/2)"2;

xn = z - Hx¥H3xfz/dfx;

incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incrl;

[fx,dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
x0 = xn;
end

P = log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));
4. Método M8C

function [x0,iter,p,incr,incr2] = M8C(x0,f,maxiter,tol)
iter = 0; incr = tol+l; incr2=incr;
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter < maxiter
delta = fx/dfx;
iter = iter+l;
y = x0 - delta;
[fy] = feval(f,y);
H1 = fy/(fx - 2x*fy);
z = x0 - (1 + Hl)*delta;
[fz] = feval(f,z);
H2 = fz/(fy - f2);

H3 = fz/dfx;

H= (1 + H1 + H2/2);
u = z - H"2xH3;

H4 = fy/fx;

xn = u - 3*xH2xH4xH3;
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incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incrl;

[fx,dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
x0 = xn;

end

p = log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1:end-2));
5. Método M8D

function [x0,iter,p,incr,incr2] = M8D(x0,f,maxiter,tol)
iter = 0; incr = tol+l; incr2=incr;
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter < maxiter
delta = fx/dfx;
iter = iter+l;
y = x0 - delta;
[fy] = feval(f,y);
H1 = fy/(fx - 2xfy);
z = x0 - (1 + Hl)*delta;
[fz] = feval(f,z);
H2 = fz/(fy - fz);

H3 = fz/dfx;

H= (1 + H1 + H2/2);
u = z - H"2xH3;

H4 = (u - 2)/(y - x0);

xn = u - 3*H4*H3;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incrl;

[fx,dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
x0 = xn;

end

p = log(Inc(8:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1:end-2));
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ANEXO 4: M-file de los métodos utilizados para comparacion para ecuaciones no lineales

1. Método de Newton (NC)

function [x0,iter,p,incr,incr2]=newton(x0,f,maxiter,tol)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter=0;

[fx,dfx]=feval (f,x0) ;
while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
x=x0-fx/dfx;
incr=abs(double (x-x0));
Inc=[Inc incrl;
x0=x;
[fx,dfx]=feval(f,x0);
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

. Método de Traub (TR)

function [x0,iter,p,incr,incr2]=traub(x0,f,maxiter,tol)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter=0;

[fx,dfx]=feval (f,x0) ;
while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
y=x0-fx/dfx;
fy=feval(f,y);
x=x0- (fx+fy) /dfx;
incr=abs(double (x-x0));
Inc=[Inc incr];
x0=x;
[fx,dfx]=feval(f,x);
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+l1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));

. Método de Ostriwski (OS)

function [x0,iter,p,incr,incr2] = ostrowski(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
a = fx/dfx;
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= x0 - a;
y = feval(f,y);
= fy/(fx - 2*fy);
= bxa;
Xn =y - c;
incr = abs(double(xn - x0));
Inc = [Inc incrl;
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

0O T Hh<

4. Método de Jarratt

function [x0,iter,p,incr,incr2] = jarratt(x0,f,maxiter,tol)
incr=tol+1;

incr2=incr;

Inc=[];

iter=0;

[fx,dfx]=feval (f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
m=fx/dfx;
y=x0-2*m/3;
[7,dfy] = feval(f,y);
al=3*xdfy+dfx;
a2=3*xdfy-dfx;
a=al/a2;
x=x0-a*m/2;
incr=abs(double(x-x0));
Inc=[Inc incrl;
x0=x;
[fx,dfx]=feval (f,x0) ;
incr2=abs(double(fx));
iter=iter+i1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));
incr=abs(double(x-x0));

5. Método DC

function [x0,iter,p,incr,incr2] = DC(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 =
Inc = [1;
iter = 0;

incr;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter<maxiter
fx/dfx;

y = x0 - a;

fy = feval(f,y);

b = (fx + fy)/dfx;

z = x0 - b;

a
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fz = feval(f,z);

x = x0 - (fx + fy + fz)/dfx;

incr = abs(double(x - x0));

Inc = [Inc incrl;

x0 = x;

[fx, dfx] = feval(f,x0);

incr2 = abs(double(fx));

iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));

6. Método R1

function [x0,iter,p, incr,incr2] = R1(x0,f, maxiter,tol)
iter = 0; incr = tol+l; incr2=incr;
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter < maxiter
delta = - fx/dfx ;
iter = iter+i1;
y = x0 + 2+delta/3;
[,dfy] = feval(f,y);
H1=(3*dfy+dfx) /(-dfx+3*dfy) ;
z=x0+H1lxdelta/2;

[fz] = feval(f,z);
H3 = fz/dfx;

xn = z - H3;
incr = abs(double(xn - z));
Inc = [Inc incrl;

[fx,dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
x0=xn;

end

P = log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1:end-2));
7. Método RR1

function [x0,iter,p,incr,incr2] = RR1(x0,f,maxiter,tol)
iter = 0; incr = tol+l; incr2=incr;
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while incr2>tol && incr>tol && iter < maxiter
delta = - fx/dfx ;
iter = itert+l;
y = x0 + 2xdelta/3;
[*,dfy] = feval(f,y);
H1=(3*dfy+dfx)/(-dfx+3*dfy) ;
z=x0 + Hlxdelta/2;

[fz] = feval(f,z);
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H3 = 2*fz/(3*dfy-dfx);

xn = z - H3;
incr = abs(double(xn - z));
Inc = [Inc incr];

[fx,dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
x0=xn;

end

P = log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));
8. Método LW8

function [x0,iter,p,incr,incr2] = LW8(x0,f,maxiter,tol)
iter = 0; incr = tol+l; incr2=incr;
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while incr2>tol && incr>tol && iter < maxiter
delta = - fx/dfx ;
iter = iter+l;
y = x0 + delta;
[fy] = feval(f,y);
Hi=fy/(£x-2*fy);
z = x0 +(1+H1)*delta;

[fz] = feval(f,z);
H3=fz/(fy-3*fz);

xn = z-((1+H1) "2+ (1+4*H1) *H3) *fz/dfx;
= abs(double(xn - z));
Inc = [Inc incrl;

incr

[fx,dfx] = feval(f,xn);
incr2 = abs(double(fx));
x0 = xn;

end

p = log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1:end-2));
9. Método BRWS

function [x0,iter,p,incr,incr2] = BRW8(x0,f,maxiter,tol)
iter = 0; incr = tol+l; incr2=incr;
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);

a=1;
while incr>tol && iter < maxiter %&& incr2>tol
delta = - fx/dfx ;
iter = iter+l;
y = x0 + delta;
[fy] = feval(f,y);
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end

delta2 = - fy/dfx ;
Cl=(2xfx-fy)/(2*fx-5xfy);
z=y+Cl*delta2;

[fz] = feval(f,z);

C2=(fx+(2+a) *fz) / (fx+axfz) ;

di=(fz-fy)/(z-y);
d2=(fz-fx)/(z-x0);
d3=(d2-dfx)/(z-x0) ;
C3=fz/(d1+d3*(z-y));
xn=z-C2*C3;

incr = abs(double(xn-x0));
Inc = [Inc incrl;

[fx,dfx] = feval(f,xn);
%incr2 = abs(double(fx));
x0=xn;

p = log(Inc(8:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1:end-2));
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ANEXO 5: M-file con las sistemas de ecuaciones no lineales utilizadas

function [F,dF] = misistemas(x)
global N

switch N

case 1  Jproblema (a)

F(1)
F(2)

exp(x(1))*exp(x(2)) + (x(1))*cos(x(2));
x(1) + x(2) - 1;

o

dF (1,1 =exp(x (1)) *exp(x(2)) + cos(x(2));
dF(1,2)=exp(x(1))*exp(x(2)) - (x(1))*sin(x(2));
dF(2,1)=1;

dF(2,2)=1;

F = [F(1) F(2)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2); dF(2,1) dF(2,2)]1;

case 2 Yproblema (b)

F(4) = x(2)*x(3)+x(4)*(x(2)+x(3));
F(2) = x(1)*x(3)+x(4)*(x(1)+x(3));
F(3) = x(D)*x(2)+x(4)*(x(1)+x(2));
F(1) = x(1)*x(2)+x (1) *x(3)+x(2)*x(3)-1;
dF(1,1) = x(2)+x(3);

drF(1,2) = x(1)+x(3);

drF(1,3) = x(1)+x(2);

dF(1,4) = 0;

dF(2,1) = x(3)+x(4);

dF(2,2) = 0;

drF(2,3) = x(1)+x(4);

drF(2,4) = x(1)+x(3);

dF(3,1) = x(2)+x(4);

dF(3,2) = x(1)+x(4);

dr(3,3) = 0;

dF(3,4) = x(1)+x(2);

dF(4,1) = 0;

drF (4,2) = x(3)+x(4);

dF (4,3) = x(2)+x(4);

dF(4,4) = x(2)+x(3);

F = [F(1) F(2) F(3) F(4)1;

dF = [dF(1,1) dF(1,2) dF(1,3) dF(1,4); dF(2,1) dF(2,2) dF(2,3) dF(2,4);
dF(3,1) dF(3,2) dF(3,3) dF(3,4);
drF(4,1) dF(4,2) dF(4,3) dF(4,4)];

case 3 Jproblema (c)

F(1) = x(1)"2 + x(2)"2 - 1;
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F(2) = x(1)"2 - x(2)"2 - 1/2;

dr(1,1) = 2*x(1);
dr(1,2) = 2*x(2);
dr(2,1) = 2*x(1);
dF(2,2) = -2*x(2);

F =[F(1) F(2)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2); dF(2,1) dF(2,2)]1;

case 4 Jproblema (d)

n=length(x) ;
for i=1:n-1

y(i)= x(@)*x(i+1)-1;
end
y(m)=x(n)*x(1)-1;
Yhsize(x)
a=x(2:n);
a=[a; x(1)]; a=a’; %size(a),
b=x(1:n-1); %size(b)
dy=diag(a)+diag(b,1);
dy(n,1)=x(n);
F=y;
dF=dy;

case 5 Jproblema (e)

F(1) = x(1)"2 - x(1) - x(2)~2 - 1;
F(2) = -sin(x(1))+ x(2);

dF(1,1) = 2*x(1) - 1;

dF(1,2) = -2*xx(2);

drF(2,1) = -cos(x(1));

dF(2,2) = 1;

F =[F(1) F(2)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2); dF(2,1) dF(2,2)];

case 6 Jproblema (f)

F(1) = x(1)~2 + x(2)°2 - 4;
F(2) = exp(x(1)) + x(2) - 1;
dF(1,1) = 2*xx(1);

dF(1,2) = 2*x(2);

dF(2,1) = exp(x(1));

dF(2,2) = 1;

F =[F(1) F(2)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2); dF(2,1) dF(2,2)1;
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case 7 Yproblema (g)

F(1) = x(1)~2 + x(2)~2 + x(3)"2 - 9;
F(2) = x(1)*x(2)*x(3) - 1;
F(3) = x(1) + x(2) - x(3)"2;
drF(1,1) = 2*x(1);

dF(1,2) = 2%x(2);

drF(1,3) = 2*x(3);

dF(2,1) = x(2)*x(3);

dF(2,2) = x(1)*x(3);

dF(2,3) = x(1)*x(2);

dF(3,1) = 1;

dF(3,2) = 1;

drF(3,3) = -2xx(3);

F =[F(1) F(2) F(3)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2) dF(1,3); dF(2,1) dF(2,2) dF(2,3); dF(3,1) dF(3,2) dF(3,3)];

case 8 Yproblema (h)

F(1) = sin(x(1)) + x(2)"2 + logl0(x(3)) - T7;
F(2) = 3*xx(1) + 2°x(2) - x(3)"(-3);
F(3) = x(1) + x(2) + x(3) - 5;
dF(1,1) = cos(x(1));

dF(1,2) = 2*x(2);

dF(1,3) = 1/(x(3)*1og(10));

dF(2,1) = 3;

dF(2,2) = 2°x(2)*log(2);

dF(2,3) = 3/x(3)"4;

dF(3,1) = 1;

dF(3,2) = 1;

drF(3,3) = 1;

F =[F(1) F(2) F(3)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2) dF(1,3); dF(2,1) dF(2,2) dF(2,3); dF(3,1) dF(3,2) dF(3,3)];

case 9 Yproblema (i)

F(1) = (x(1)-1)"6 - x(2);
F(2) = x(2) - 1;

dF(1,1) = 6x(x(1)-1)"5;
dF(1,2) = -1;

drF(2,1) = 0;

dr(2,2) = 1;

F =[F(1) F(2)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2); dF(2,1) dF(2,2)]1;

case 10 Y%problema (j)
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F(1) = log(x(1)~2) - 2*log(cos(x(2)));

F(2) = x(D*tan(x(1)/sqrt(2) + x(2)) - sqrt(2);

dF(1,1) = 2/x(1);

dF(1,2) = 2xtan(x(2));

dF(2,1) = tan(x(2)+(27(1/2)*x(1))/2)+(27(1/2)*x (1) *(tan(x(2)+(27(1/2)*x(1))/2)"2+1)) /2;
dF(2,2) = x(1)*(tan(x(2) + (27(1/2)*x(1))/2)°2 + 1);

F =[F(1) F(2)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2); dF(2,1) dF(2,2)]1;

case 11 Yproblema (k)

F(1) = x(1) + exp(x(2)) - cos(x(2));
F(2) = 3*x(1) - x(2) - sin(x(2));
dF(1,1) = 1;

dF(1,2) = exp(x(2)) + sin(x(2));
drF(2,1) = 3;

dF(2,2) = -1 - cos(x(2));

F =[F(1) F(2)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2); dF(2,1) dF(2,2)];

case 12 Yproblema (1)

F(1) = cos(x(2)) - sin(x(1));
F(2) = x(3)"x(1) - 1/x(2);
F(3) = exp(x(1)) - x(3)"2;
dF(1,1) = -cos(x(1));

dF(1,2) = -sin(x(2));

dr(1,3) = 0;

dr(2,1) = x(3)"x(1)*Llog(x(3));
dF(2,2) = 1/x(2)"2;

dF(2,3) = x(1)*x(3)"(x(1) - 1);
dF(3,1) = exp(x(1));

dr(3,2) = 0;

dF(3,3) = -2xx(3);

F =[F(1) F(2) F(3)1;
dF = [dF(1,1) dF(1,2) dF(1,3); dF(2,1) dF(2,2) dF(2,3); dF(3,1) dF(3,2) dF(3,3)];

case 14 Yproblema (n)

F(1) = 4*x(1) - x(2) + x(3) - x(1)*x(4);

F(2) = -x(1) + 3*x(2) - 2*x(3) - x(2)*x(4);
F(3) = x(1) - 2*x(2) + 3*x(3) - x(3)*x(4);
F(4) = x(1)"2 + x(2)"2 + x(3)"2 + x(4)"2 - 1;
dF(1,1) = 4 - x(4);

dF(1,2) = -1;

dF(1,3) = 1;
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dF(1,4) = -x(1);
dF(2,1) = -1;
dF(2,2) = 3 - x(4);
dF(2,3) = -2;
dF(2,4) = -x(2);
dF(3,1) = 1;
dF(3,2) = -2;
dF(3,3) = 3 - x(4);
dr(3,4) = -x(3);
dF(4,1) = 2*x(1);
dF(4,2) = 2xx(2);
dF(4,3) = 2*x(3);
dF(4,4) = 2xx(4);

F = [F(1) F(2) F(4) F(3)];
dF = [dF(1,1) dF(1,2) dF(1,3) dF(1,4); dF(2,1) dF(2,2) dF(2,3) dF(2,4); dF(3,1)
dF(3,2) dF(3,3) drF(3,4); dF(4,1) dF(4,2) dF(4,3) dF(4,4)]1;

end
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ANEXO 6: Métodos de las familias con cuadratura de Gauss para sistema de ecuaciones no

lineales

1. Familia NeG-S

a). NeG-LD1S

function [x0,iter,p,incr,incr2] = NeGLD1S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)

y =x0 - d;

z = (x0 + y)/2;
[7,dfz] = feval(f,z);
dd=dfz\fx’;

xn = x0 - dd;
incr = norm(double(x0-xn));
Inc = [Inc incr];
x = [x0, xn];
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,x0);
incr2 = norm(double(fx));
iter = iter + 1;
Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

. NeG-LD2S

function [x0,iter,p,incr,incr2] = NeGLD2S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

gq=sqrt(sym(3));
a=vpa((3+q)/6);
b=vpa((3-q)/6);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y = x0 - d;
u = a*xx0 + bxy;
v = b*x0 + axy;
[7,dful] = feval(f,u);
[~,dfv] = feval(f,v);
delta=2% ((dfu+dfv)\fx?);
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xn = x0 - delta;
incr = norm(double(delta));
Inc = [Inc incr]l;
x = [x, xn];
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
incr2 = norm(double(fx));
iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

c). NeG-LT2S

function [x0,iter,p,incr,incr2] = NeGLT2S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;
incr2 = incr;

Inc = [1;
iter = 0;
x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y =x0 - d;
[7, dfy] = feval(f,y);
x = x0 - 2x((dfy+dfx)\fx’);
incr = norm(double(x - x0));
Inc = [Inc incrl;
[fx, dfx] = feval(f,x);
x0 = x;
incr2 = norm(double(fx));
iter = iter + 1;

end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

d). NeG-R2S

function [x0, iter,p,incr,incr2] = NeGR2S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [];

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y =x0 - 4d;
z = (x0 + 2xy)/3;
[7,dfz] = feval(f,z);
dd = (3xdfz+dfx)\fx’; size(dd)
xn = x0 -4x*dd;
incr = norm(double(x0 - xn));
Inc = [Inc incrl;
[fx, dfx] = feval(f,xn);
x0 = xn;
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incr2 = norm(double(fx));

iter = iter + 1;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));

2. Familia TrG-S

a). TrG-LD1S

function [x0,iter,p,incr,incr2] = TrGLD1S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y =x0 - d;
fy = feval(f,y);
dd = dfx\(fx+fy)’;
z = x0 - dd;
u=(y +2)/2;
[~,dful] = feval(f,u);

ddd = dfulfy’;
xn =y - ddd;
incr = norm(double(x0-xn));

Inc [Inc incr];

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);

incr2 = norm(double(fx));

iter = iter + 1;

Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

b). TrG-LD2S

function [x0,iter,p,incr,incr2] = TrGLD2S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

gq=sqrt(sym(3));
a=vpa((3+q)/6);
b=vpa((3-q)/6);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y =x0 - d;
fy = feval(f,y);
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dd = dfx\(fx+fy)’;

z = x0 - dd;

u = axy + b*z;

Vv = bxy + axz;
[7,dfu] = feval(f,u);
[7,dfv] = feval(f,v);

ddd = 2*((dfutdfv)\fy’);
xn =y - ddd;

incr = norm(double(x0-xn));
[Inc incr];

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);

incr2 = norm(double(fx));

iter = iter + 1;

Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

¢). TrG-LT2S

function [x0,iter,p,incr,incr2] = TrGLT2S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [];

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y =x0 - 4d;
[fy, dfy]l = feval(f,y);
dd = dfx\(fx+fy)’;
z = x0 - dd;
[, dfz] = feval(f,z);
ddd = (dfy + dfz)\fy’;
xn =y - 2%ddd;
incr = norm(double(x0-xn));
Inc [Inc incr];

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);

incr2 = norm(double(fx));

iter = iter + 1;

Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

d). TrG-R2S

function [x0,iter,p,incr,incr2] = TrGR2S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;
Inc = [1;
iter = 0;
x=x0(:);
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x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while

end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)

y =x0 - d;

[fy, dfy]l = feval(f,y);

dd = dfx\(fx+fy)’;

z = x0 - dd;

u= (2xz + y)/3;

[, dful = feval(f,u);

ddd = (dfy + 3*dfu)\fy’;
xn =y - 4*xddd;

incr = norm(double(x0-xn));
Inc = [Inc incr];

x = [x, xn];

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);
incr2 = norm(double(fx));
iter = iter + 1;
Inc(iter)=incr;

(incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)

./Inc(1l:end-2));

Universitat Politécnica de Valéncia



204

ANEXO 8: M-file con métodos de sistema de ecuaciones no lineales

function [x0,iter,p,incr,incr2] = M5S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y = x0 - d;
[fy, dfy] = feval(f,y);
a = (dfx - b*xdfy)\(3xdfx + dfy);

b = dfx\fy’;
dd = axb;
xn =y + dd;

incr = norm(double(x0-xn));
Inc = [Inc incrl;
x = [x, xn];
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,x0);
incr2 = norm(double(fx));
iter = iter + 1;
Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

function [x0,iter,p,incr,incr2] = M8S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [1;

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y = x0 - 2%d/3;
z =y + d/6;
[7, dfy] = feval(f,y);
m = dfx-3*dfy;
dd = m\fx’;
u =z + dd;
fu = feval(f,u);
n = fx + 2xfu;
ddd = m\n’;
v = z + ddd;
fv = feval(f,v);
a = dfx\(5xdfx - 3*dfy);
b = dfx\fv’;
xn = v - (axb)/2;
incr = norm(double(x0-xn));
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Inc = [Inc incrl;
x = [x, xnl;
x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);

incr2 = norm(double(fx));

iter = iter + 1;

Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

function [x0,iter,p,incr,incr2] = M10S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [];

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y = x0 - d4/2;
[fy, dfy]l = feval(f,y);
dd = (dfx-2%dfy)\(3*fx-4x*fy)’;
z = x0 + dd;
fz = feval(f,z);
ddd = (dfx-2*dfy)\fz’;
u =z + ddd;
v=(au+2)/2;
[, dfv] = feval(f,v);
dddd = dfv\fz’;
xn = z - dddd;
incr = norm(double(x0-xn));

Inc = [Inc incrl;
hx = [x, xnl;
x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);

incr2 = norm(double(fx));

iter = iter + 1;

Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

function [x0,iter,p,incr,incr2] = M14S(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;

Inc = [];

iter = 0;

x=x0(:);

x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y = x0 - 2xd/3;
z =y + d/6;
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[7, dfy]l = feval(f,y);

m = dfx-3*dfy;

dd = m\fx’;

u =z + dd;

fu = feval(f,u);

n = fx + 2*fu;

ddd = m\n’;

v = z + ddd;

fv = feval(f,v);

dfx\ (b*dfx - 3xdfy);
dfx\fv’;

v - (axb)/2;

(w + v)/2;

~, dfql = feval(f,q);
dfq\fv’;

Xn = v - p;

incr = norm(double(x0-xn));
Inc = [Inc incrl;

x = [x, xn];

-

T Qg T
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I

x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);

incr2 = norm(double(fx));

iter = iter + 1;

Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));
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ANEXO 9: M-file con métodos utilizados para comparaciéon en sistemas no lineales

function [x0,iter,p,incr,incr2] = NewtonS(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;
Inc = [1;
iter = 0;
x=x0(:);
x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);

while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
xn = x0 - d;
incr = norm(double (x0-xn));

Inc = [Inc incrl;
x = [x0, xn];
x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);

incr2 = norm(double(fx));

iter = iter + 1;

Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1:end-2));

function [x0,iter,p,incr,incr2] = TraubS(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;
incr2 = incr;
= [1;
iter = 0;
x=x0(:);
x0=x0(:);

Inc

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y = x0 - d;
fy = feval(f,y);
dd = dfx\(fx+fy)’;
xn = x0 - dd;
incr = norm(double(xn - x0));

Inc = [Inc incr]l;
x = [x, xnl;
x0 = xn;

[fx, dfx] = feval(f,x0);

incr2 = norm(double(fx));

iter = iter + 1;

Inc(iter)=incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));

function [x0, iter, p,incr, incr2] = JarrattS(x0, f, maxiter, tol)
iter = 0;

incr = tol+1;

incr2=incr;

x=x0(:);
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x0=x0(:);
Inc=[];

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y = x0 - (2/3)%d;
[*,dfy] = feval(f,y);
dd = ((3xdfy - dfx)\(3xdfy + dfx))*d;
xn = x0 - (1/2)*dd;
incr = norm(double(xn - x0));
[Inc incr];

x0 = xn;

[fx,dfx] = feval(f,x0);

incr2 = norm(double(fx));

iter = itert+il;

Inc(iter) = incr;
end
p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(1l:end-2));

function [x0,iter,p,incr,incr2] = DCongS(x0,f,maxiter,tol)
incr = tol + 1;

incr2 = incr;
Inc = [];
iter = 0;
x=x0(:);
x0=x0(:);

[fx,dfx] = feval(f,x0);
while (incr+incr2)>tol && iter<maxiter && incr>tol
d = dfx\fx’; size(x0),size(d)
y = x0 - d;
fy = feval(f,y);
dd = dfx\(fx+fy)’;

z = x0 - dd;
fz = feval(f,z);
a = fx+fy+fz;
ddd = dfx\a’;

u = x0 - ddd;

v=(u+ 2)/2;

[7,dfv] = feval(f,v);

dddd = dfv\fz’;

xn = z - dddd;

incr = norm(double(x0 - xn));

Inc = [Inc incrl;

x = [x, xn];
x0 = xn;
[fx, dfx] = feval(f,x0);
incr2 = norm(double(fx));
iter = iter + 1;
Inc(iter)=incr;

end

p=log(Inc(3:end)./Inc(2:end-1))./log(Inc(2:end-1)./Inc(l:end-2));
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ANEXO 10: M-file de calculo y graficas de los Indices

function [IECS,IES]=IndicesS

n= (1:1:10);
n = (10:10:110);
n = (100:50:550) ;

% INDICE DE EFICIENCIA COMPUTACIQONAL

iec_NS = 2.~(1./((1/3)*n."~3+2*n.~2+(2/3)*n)) ;
iec_TS = 3.7(1./((1/3)*n."3+3*n.~2+(5/3)*n));
iec_JS = 4.7(1./((2/3)*n.~3+5%n."2+(1/3)*n));
iec_DCongS = 5.7 (1./((1/3)*n.~3+4*n.~2+(8/3)*n));

iec_aliciaS = 5.7(1./((1/3)*n.~3 + 4*n."2 + (7/3)*n));

iec_NeGLD1S
iec_NeGLD2S

3.7(1./((2/3)*n.~3+4%n.~2+(1/3)*n) ) ;
3.7(1./((2/3)*n.~3+5*%n.~2+(1/3)*n) ) ;
iec_TrGLD1S 5.7(1./((2/3)*n.~3+5%n.~2+(4/3)*n)) ;
iec_TrGLD2S = 5.~ (1./((2/3)*n.~3+6*n.~2+(4/3)*n));
iec_M40A = 4.~(1./((2/3)*n."3 + 4*n."2 + (1/3)*n));
iec_MbS = 5.7(1./((2/3)*n."3 + 7*n."2 + (4/3)*n));
iec_M60A = 6.7(1./((2/3)*n.~3 + 5*n."2 + (4/3)*n));
iec_M8 = 8.7(1./((2/3)*n.~3 + 8*n."2 + (7/3)*n));
iec_M140A = 14.~(1./(n."3 + 9%n.~2 + 2%n));

iec_M4D = 4.~(1./((2/3)*n."3 + 4*n.~2 + (5/3)%*n));
iec_M6D = 6.7(1./((2/3)*n.~3 + 5*%n."2 + (7/3)*n));
iec_M10 = 10.~(1./(n.”3 + 7*n.~2 + 2%n));

iec_M14D = 14.~(1./((2/3)*n.~3 + 8*n."2 + (7/3)*n));
iec_DCGS = 7.7 (1./((2/3)*n.~3+6*xn."2+(7/3)*n));

% INDICE DE EFICIENCIA

ie_ NS = 2.7(1./(n.”2 + n));

ie_,TS = 3.7(1./(n.~2 + 2%n));
ie.JS =4.~(1./(2*n."2 + n));
ie_DCongS = 5.7(1./(m.”2 + 3*n));

ie_aliciaS = 5.7(1./(n.”2 + 3%n));
ie_NeGLD1S = 3.~ (1./(2*n."2 + n));
ie_NeGLD2S = 3.~ (1./(3*n."2 + n));
ie_TrGLD1S = 5.7 (1./(2*n.~2 + 2%n));
ie_TrGLD2S = 5.7 (1./(3*n."2 + 2%n));

ie_M5S = 5.7(1./(2*%n."2 + 2%*n));
ie_M40A = 4.7 (1./(2*%n."2 + n));
ie_M60A = 6.7(1./(2*%n."2 + 2*n));
ie_M8 = 8.~(1./(2*n.~2 + 3%*n));
ie_M140A = 14.~(1./(3*n."2 + 3%*n));
ie_M4D = 4.~ (1./(2*%n."2 + 2%n));b
ie_M6D = 6.7(1./(2*%n."2 + 3%*n));
ie_M10 = 10.7(1./(3*n."2 + 3*n));
ie_M14D = 14.~(1./(3*n."2 + 3%n));
ie_DCGS = 7.~(1./(2*n."2 + 3%n));

IECS=[iec_NS; iec_TS; iec_JS; iec_DCongS; iec_M140A; iec_M14D; iec_DCGS]; IECS = IECS’;
IES=[ie_NS; ie_TS; ie_JS; ie_DCongS; ie_M140A; ie_M14D; ie_DCGS]; IES = IES’;
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subplot(2,1,1), plot(n’,IES),title(’Indice de eficiencia’),
legend(’I_{NC}’,’I_{TR}’,’I_{JT}’,’I_{DCongS}’,’I_{M140A}’,’>I_{M14D}’,’I_{DCGS}’),
xlabel(’Tamano del sistema, n’)

ylabel(’Indice de eficiencia, I°)

subplot(2,1,2), plot(n’,IECS),title(’Indice de eficiencia computacional’),

legend (’IC_{NC}’,’IC_{TR}’,’IC_{JT}’,’IC_{DCongS}’,>IC_{M140A}’,’IC_{M14D}’,’IC_{DCGS}’)
xlabel(’Tamano del sistema, n’)

ylabel(’Indice de eficiencia computacional, IC’)
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8. ANEXOS

ANEXO 11 Gréficas de las funciones de las pruebas numéricas de 1 a 18

cos{x)x

xz-exp(x)-S X+2

sin(x)-x’+1

cos(x)-x ex[:)(:()+><‘2

(x-1)>1

Figura 8.1: Graficas de las funciones de las pruebas numeéricas de 1 a 6

8 x-cos(x)-2 »2

exp(x)-1.5-atan(x)

(sin{x)/2)?

expix)-4 2

atan(x)

Gréficas de las funciones de las pruebas numéricas de 6 a 12

Figura 8.2:
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% 10" % exp(P)-sin(®)+3 cos(x)+E sqri(x>+2 x+6)-2 sin(x)x7+3

1500 pt

1000

500 |+

)t sinf/(x3))-5

Figura 8.3: Graficas de las funciones de las pruebas numéricas de 13 a 18
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