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RESUMEN

En la presente Tesis de Master se desarrolla umgnarma para el
calculo de la integral mediante el Método de Eischen para problemas 2D
cargados en modo mixto de la Mecéanica de la Fracthtastico Lineal
(MFEL). El trabajo realizado durante el desarroliie esta Tesis ha llevado
a la implementacion del Método de Eischen paraaéduto de J mediante
dos metodologias: mediante el célculo de integrdkesontorno y mediante
el método de la Integral de Dominio Equivalente (E[Que resulta en el
calculo de una integral de area y una integral deed en las caras de
grieta.

A través del uso de estos métodos, se han calcldsdategrales J
y b en los problemas analizados y, a partir de estabres, se han
obtenido los Factores de Intensidad de Tensiones K (FIT) y el valor
del T-Stress mediante relaciones conocidas de |&IMF

El programa desarrollado para alcanzar estos oljesi consiste en
un conjunto de rutinas programadas en Matlab. Estdémas postprocesan
los datos obtenidos a partir de un analisis medtart método de los
elementos finitos (MEF), con el objetivo de calcuteagnitudes de interés
tipicas de un problema de la MFEL (3, K, K, y T-Stress). El analisis
mediante el MEF de los problemas analizados se lé@ado a cabo
mediante el uso del programa de analisis por eldosfinitos ABAQUS.

Palabras clave:mecanica de la fractura, modo mixto, integgaintegrald,
Factor de Intensidad de Tensiones, T-Stress, méedtischen, método de
la Integral de Dominio Equivalente.






ABSTRACT

In this Master Thesis, a program for computing theintegral
through the Eischen’s method in mixed mode problemisinear Elastic
Fracture Mechanics (LEFM) has been developed. Towk wealized during
the development of the Thesis led to the implerientaf Eischen’s method
for J, computation through two different methodologieg: means of a
contour integral method and by means of the EqaivaDomain Integral
(EDI) method, which consists of computing a domaiagral and a path
integral over the crack faces.

By implementing these methods, the J andhtkgrals have been
computed in the analyzed problems and Stress itgelRactors (FITs) K
and K, and T-Stress values have been subsequently obhtdipeusing
known expressions of the LEFM.

The program developed to achieve these objectiwesists of
several routines programmed in Matlab environmehhese routines
postprocess the results obtained from a finite el@mmethod (FEM)
analysis, with the aim of calculating target magdes typical of a LEFM
problem (J, 4, K, K; y T-Stress). The FEM analysis has been carried out
by means of the program ABAQUS.

Keywords: fracture mechanics, mixed modk, integral,J integral, Stress
Intensity Factor, T-Stress, Eischen method, EgamnalDomain Integral
method.






RESUM

En la present Tesi de Master es desenrotlla un narmog per al
calcul de la integral g per mitja del Metode d'Eischen per a problemes 2D
carregats en mode mixt de la Mecanica de la Fraxtilastic Lineal
(MFEL). EIl treball realitzat durant el desenrotll@amt d'esta Tesi ha
conduit a la implementacié del Métode d'Eischen gdecalcul de d per
mitja de dos metodologies: per mitja del calcuhtigrals de contorn i per
mitja del métode de la Integral de Domini Equival@eDI), que resulta en
el calcul d'una integral d'area i una integral deik en les cares de clavill.

A través de I'Us d'estos metodes, s'han calcuaintegrals J i den
els problemes analitzats i, a partir d'estos val&han obtingut els Factors
d'Intensitat de Tensions, KK, (FIT) i el valor del T-Stress per mitja de
relacions conegudes de la MFEL.

El programa desenrotllat per a aconseguir estosotijis consistix
en un conjunt de rutines programades en Matlab.eg&stutines
postprocesen les dades obtingudes a partir d'unaliginper mitja del
meétode dels elements finits (MEF), amb I'objectucdlcular magnituds
d'interés tipiques d'un problema de la MFEL (g, K, K, i T-Stress).
L'analisi per mitja del MEF dels problemes analtza'ha dut a terme per
mitja de I'Gs del programa d'analisi per elemeir#$ ABAQUS.

Paraules clau: Mecanica de la fractura, mode mixt, integiaintegralJ,,
T-Stress, metode d'Eischen, metode de la IntegrBlamini Equivalent.
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1 INTRODUCCION

1 INTRODUCCION

Resumen del capitulo:

En este capitulo se presenta, en primer lugar, tablematica
asociada al calculo de la integrab,Jnecesario para calcular los Factores
de Intensidad de Tensiones (FIT)yKK; en problemas en modo mixto de la
Mecanica de la Fractura Elastico Lineal. A contimi@n, se describen los
objetivos que se pretende alcanzar y se concluidapitulo describiendo
como se ha organizado y estructurado la Tesis.

1.1 ANTECEDENTES

La simulacién numérica en la Mecanica de la Fractigne especial
importancia a la hora de disefiar estructuras meaarbajo el criterio de
tolerancia al fallo. Para estructuras complejasobaistez y la precision de
calculo son prerrequisitos esenciales en el dislefinuevas piezas cuando
se utilizan métodos numéricos.

El Método de los Elementos Finitos (MEF) es undatemétodos
mas implementados en el calculo ingenieril debidsuasimplicidad y
versatilidad, y desde los afios 70 hasta nuestasshdi pasado a dominar la
disciplina de los métodos numeéricos en Mecanida éeactura.

Una de los temas mas importantes en la Mecanida Beactura es
el estudio de la propagacion de grieta y su diéecce propagacion en
piezas macanicas (Chang y Pu 1996 [3]). En estxian varios criterios
han sido propuestos para predecir el comportamidatona grieta en el
interior de un material, entre otros los basadogletélculo de la tasa de



liberacion de energi& (véase p.ej. Knowles y Sternberg 1972 [14]).
Existen varios métodos para el célculo @een problemas 2D de la
Mecanica de la Fractura Elastico Lineal (MFEL). Weellos consiste en
en el calculo del vectal, cuyas componentel (k=1,2) se definen a través
de la relacion (véase p.ej. Eischen 1987 [7]):

r,-0Jdr,

_ ou,
J, =lim (Wq -o;n, —‘jdl’ (1.1)
0X,

donderl’; representa un camino infinitamente proximo alerw de grieta,

gue comienza en la cara inferior y termina en fa saperior, recorrido en
el sentido indicado en la Figura 1.1 y de normakémsan que queda a la
derecha del camino. En realidad la expresion amtao es de gran utilidad
para el calculo numérico de las integralgsPor eso, se utiliza la definicion
equivalente:

ou,
J. = jro [Wn( -o;n, a_x:jdr +0,, jr;+rc_Wranr (1.2)

donde se ha utilizado la nomenclatura de la Figutaconl, recorrida del
puntoA al puntoB (AB) y conT, y I superpuestos respectivamente a la

cara de grieta superior (tramB_O) e inferior (tramo@\). Todos los
caminos son recorridos en su sentido de definigi@e forma tal que el

versor normaln se quede a la derecha. Finalmende, es la delta de
Kronecker.

Figura 1.1. Porcion de dominioQ alrededor de una grieta y caminos utlizados en la
definicion del vectorJy.
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Mediante el MEF es posible plantear el calculoadeimtegralesk y,
a partir de dichos valores, estimar Fesctores de Intensidad de Tensiones
(FIT) K, y K;; utilizando relaciones conocidas de la MFEL (relaes de
Cherepanov [5], ver apartado 2.2.4.2). A partir lde FIT es posible
finalmente calcular la tasa de liberacion de eesgi

A la componentel); del vectorJ se le denomina comfiunmente
“integral J’ y, como se puede observar en la ec. (1.2), pa@sputo tan

solo se requiere el calculo a lo largo del camiigo Bajo las hipotesis de
sélido homogéneo con comportamiento elastico (rmesaiamente lineal),
libre de fuerzas por unidad de volumen y contoradal entalla libre de
fuerzas por unidad de superficie aplicadas, laynatd es independiente del
caminol, escogido. Asi, es posible estindagn zonas alejadas del extremo
de la entalla o grieta, donde los gradientes deraefcion no son elevados y
donde la solucién numérica del problema suelesssmablemente precisa.

Bajo las mismas hipotesis, también la componépntdel vectorJ
(llamada “integralJ,”) resulta ser independiente del camifo escogido,

siendo =, +I +_. Sin embargo, a diferencia de la integdalel
computo de la integral, requiere el célculo a lo largo del caming y

también a lo largo de las caras de gri€a=r_ +I_, hasta llegar al

extremo de grieta (punto singular). Por lo tanto,esaluacion numérica
mediante el MEF incluye la integracion en elememosel entorno de la
singularidad, donde la solucion calculada mediagiteMEF es menos
precisa.

Existen varias técnicas que intentan evitar lasuibdes asociadas
al célculo de la integral,. Una de ellas es el Método de Eischen (Eischen
1987 [7]), que se ha implementado en esta Tesia parestudio de
problemas 2D de la MFEL cargados en modo mixto.



1.2 OBJETIVOS

El objetivo principal de esta tesis es el estuédipbblemas 2D de la
mecanica de la fractura elastico lineal (MFEL) ealms en modo mixto
mediante andlisis por el Método de los Elementogds (MEF), con el fin
de calcular los FIT y, en el caso de que sea nm eutérmino de tension no
singularT-Stress

Para poder calcular las magnitudes descritas, @sago en primer
lugar calcular las integraled y J, del problema analizado mediante
elementos finitos. A continuacion, es posible exttribs FIT mediante
relaciones conocidas del la MFEL, mientras qud -8ltresses obtenible
implementando ciertas metodologias que se detallad esta tesis.
Mientras que el computo de la integdan general no presenta dificultades,
por contra la integral, requiere especial atencion, ya que para su computo
es necesario utilizar la solucion procedente deethtos finitos cercanos al
extremo de grieta, donde la solucién es menosga&ePBiara intentar superar
este inconveniente, se ha implementado el métodgisizhen [7] para el
calculo deJ,, utilizando dos metodologias de célculo: mediamenétodo
basado en integrales de contorno y mediante undwmétasado en la
Integral de Dominio Equivalente (EDI). El analigger el MEF de los
problemas estudiados se ha llevado a cabo medaptegrama comercial
ABAQUS 6.6-1. A partir del analisis por el MEFsldatos obtenidos han
sido postprocesados en Matlab 7.0 para el célceldasl magnitudes de
interés (integraled y J,, FIT, T-Stresy Para eso se han utilizado como
punto de partida los desarrollos llevados a cabhoGiner 2001 [11], en
cuya Tesis Doctoral se estudiaron diferentes pnaée2D de la MFEL con
el fin de cuantificar a posteriori el error de dé&tzacion introducido en el
calculo del FIT cuando se evalia a través del MEF.programa
desarrollado en dicha tesis consiste en una serniatiohas para el calculo de
la integralJ y la extraccion de los factores de intensidadedsiones (FIT)
en problemas 2D de la mecanica de la fracturaietébheal (MFEL). El
programa de calculo utilizado por Giner en su T&sstoral ha sido asi
utilizado como base para esta tesis, adaptandwmitegrandolo con macros
de programa desarrolladas ad hoc para alcanzajetivo principal. Para
alcanzar el objetivo principal, ha sido entoncesersario alcanzar los
siguientes objetivos parciales:
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> Revision bibliografica sobre los métodos emplegura el calculo
de las integraledy J, en la MFEL mediante el MEF.

» Adaptacion y ajuste del programa de partida a &®sidades de
esta tesis (preparacion de las mallas de Elemdfito®s y su
parametrizacion para los problemas estudiadosnidéin de las
condiciones de contorno, etc.).

» Desarrollo de un programa para el calculo de kegnatlJ a partir de
caminos concéntricos recorridos alrededor de letgrivalidacion
del programa aplicandolo a problemas de modo BddFEL con
solucion conocida.

» Adaptacion del cédigo desarrollado para el calddda integral)
al calculo de la integrak segun el método de Eischen [7]. Como se
vera mas adelante, esta adaptacion consiste simpleran cambiar
tres de las variables de entrada del programardas expresiones
de las integraled y J, parecidas. Ademas, las mimas rutinas se
podran extender al célculo de la integiakn las caras de grieta,
cosa que no se hace cbal ser esta contribucion nula.

» Adaptacion del cédigo implementado por Giner [1dfgpcalcular la
integralJ mediante EDI (Equivalent Domain Integral — Intégia
Dominio Equivalente) al calculo de la integdalen los problemas
estudiados, e integracion del codigo con las ratpera el calculo
de la integral, en las caras de grieta.

> Aplicacion del cddigo desarrollado al calculo deolpemas en
modo mixto de la MFEL con solucién conocida. Lasgmtudes
calculadas en los problemas analizados seranrawsg y Jo, FIT
KiyKy yT(T-Stress

El estudio de estos problemas permite calcularstdda variables
mas relevantes en problemas de la Mecéanica deatdufa en modo mixto
como sorK,, Ky, J, J, y T (T-Stresy Ademas, a partir de los desarrollos de
esta tesis combinados con los desarrollos obtenmosGiner [11] es
posible calcular ciertas magnitudes implementantioeahtes estrategias, o
gue permite comparar la eficacia de métodos distide célculo aplicados a
este tipo de problemas. En conclusion, el objetvamplementar diferentes
métodos en el céalculo de problemas concretos detanica de la fractura
elastico lineal.



1.3 ORGANIZACION DE LA TESIS DE MASTER

En primer lugar, en el capitulo 2 se detallan lapresiones
matematicas para la descripcion de los campos desiotes y
desplazamientos en los puntos cercanos al extrengoieta para problemas
bidimensionales. A continuacion, se presentaranmeésodos energéticos
gue se han implementado en esta tesis para ell@caleulas diferentes
magnitudes de interés (integthlintegralJ,, FIT K; y K;; y el T-Stres} en
los problemas estudiados. Estos métodos se basrcé&liculo de integrales
de contorno o de integrales de dominio, estos aHitlamados también
métodos de la Integral de Dominio Equivalente (EDI)

En el capitulo 3 se detalla el funcionamiento defypama de calculo
implementado en Matlab, describiendo las funciaesarrolladas para el
calculo de las magnitudes de interés, su integma@on las rutinas
procedentes de trabajos anteriores (Giner 200),[44] como la secuencia
de ejecucion de las diferentes rutinas, las vagabe input y los resultados
de output.

En el capitulo 4 se describen en primer lugampel tie problemas 2D
de la MFEL estudiados. A continuacidn, se presantamarios ejemplos
numericos en los que se estudian los problemagitbssbajo diferentes
condiciones de carga. Los resultados obtenidosesalatan en tablas y
graficas y permitirdn hacer comparaciones entrenimadps calculadas
implementando distintos métodos energéticos (iategrde contorno e
integrales de dominio equivalente).

Las conclusiones extraidas de todo el trabajozaddi se recogen en
el capitulo 5, haciendo especial hincapié en @ubalde la integral, y el
T-Stressen problemas en modo mixto de la Mecéanica de kctéra
Elastico Lineal. Finalmente, en este mismo capitsdoidentifican posibles
lineas de investigacion y desarrollos futuros.

La memoria concluye con una lista de referencibkdgjraficas.
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2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J,
MEDIANTE EL MEF

Resumen del capitulo:

En el presente capitulo se hara una breve introdurcsobre las
ecuaciones para describir los campos de tensiondssplazamientos en
problemas con singularidades. A continuacion, s&hma revision de los
métodos energéticos mas importantes para la evialoate los FIT y de las
integrales J y Jden la MFEL. Finalmente, se presentaran con maaliget
los métodos energéticos implementados en estapasisel calculo de las
integrales J y dy, a partir de esas variables, para el calculolds FIT y
del T-Stress.

2.1 CAMPOS DE TENSIONES Y DESPLAZAMIENTOS EN
PRESENCIA DE SINGULARIDADES

En este subapartado se presentan las ecuacionedesgcrben los
campos de tensiones y de desplazamientos en pieesknsingularidades,
lo que permite modelar una singularidad medianMEfF.

Antes de describir el estado tensional en el eatole una grieta,
conviene dar algunas definiciones y notacionessijwan como referencia.
Consideremos la Figura 2.1, en la que se preséiftenée de grieta de un
sélido 3D. Se puede observar como es posible, @a ganto del frente de
grieta, definir un sistema de coordenadas carteslacal con el ejexs
tangente al frente de grieta, el gjgerpendicular a la superficie local de la
grieta y el ejeq perpendicular al frente de grieta. También eshpesiefinir



un sistema de referencia polar, @) en el plano X;, x2) del sistema
previamente definido, lo que permite estudiar ehpgortamiento de una
seccion del solido considerado.

Figura 2.1. Sistemas de referencia cartesiano y ol utilizados para definir los
campos de tensiones y desplazamientos en un pun&rcano al frente de grieta en
MFEL.

En proximidad al frente de una grieta perteneciantm sélido 3D,
un campo tensional dado se puede considerar debi@superposicion de
tres modos de carga al que el cuerpo se ve somddidhos modos,
llamados modo I, modo Il y modo lll, se represergarFigura 2.1:

=

Modo I Modo II Modo III

Figura 2.2. Modos de carga y de apertura de grieta.

Los tres modos actian como se describe a contdmaci
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* Modo [: este tipo de carga hace que la grieta s @bse cierre) en
direccion perpendicular a la superficie local deniama, es decir en
direccion x,. Este modo de caga se genera mediante tensiones
normales.

* Modo IlI: este tipo de carga hace que las dos somfde la grieta
deslicen en sentido contrario en la direccion ¢elxg y se genera
mediante tensiones de tipo tangencial.

* Modo lll: este tipo de carga hace que las dos $iopy de la grieta
deslicen en sentido contrario en la direccion ¢geke Como para el
modo Il, el modo 1ll es generado por tensioneseanles.

La descripcibn analitica de los campos de tensiones
desplazamientos en proximidad de una grieta engras de la MFEL fue
obtenida por Williams [24].

De acuerdo con la nomenclatura de la Figura 2sletaiaciones de
Williams corresponden a una expansion en seriescpyioneros términos,
para un problema 3D de la MFEL, son:

K,

a,, =
11 /2]1

sen€(2+cosgcos%j+T +0r?)+...

N 27T 2

K @ o 39
cos_| 1+sen_sen— |+

N2m 2 2 2

Al sengcosgcos%+0(r”2)+...

2T 2 2 2

0,; =0 (en tension plana)

6 6 36
COS— 1—sen§sen? -
(2.1)

2.2)

. (2.3)
0., =u(o,,+0,,) (en deformacién plana)



g, = Sen—Ccos—cos— +
v N 27T 2 2 (2.4)
Ku % _ % 1/2 .
+ cos—|1-sen—sen— |+Ol\r~“ )+
N 27T 2 2
KIII 6 1/2
g,.=- sen—+0{r"°)+...
13 E 2 ( ) (2'5)
KIII 9 1/2
g,, = cos—+Of{r~)+...
23 \/ﬁ 5 ( ) (2.6)

donde O(r”z) indica términos proporcionales a'? y los puntos
suspensivos indican términos de orden superiorLas términos de orden

superior ar*? son los que normalmente se desprecian para desenib
estado tensional en proximidad del frente de griggaque en ese caso

r — 0 y los términos proporcionalesra”? (términos singulares) son los
gue dominan sobre los otros términos.

En las ecuaciones anteriores aparecen tres pacntetrk, y Ky),
llamados Factores de Intensidad de Tensiones (#&i) modo |, modo 11y
modo Il respectivamente. Estos parametros caiaateta severidad de una
grieta para el respectivo modo de carga y, compugele observar en las
diferentes expresiones, son parametros caracteizael estado tensional:
conocidos los FIT, quedan totalmente determinades&mpos elasticos de
tensiones y desplazamientos en las cercanias d&nmex de grieta. Se
deduce que cualquier grieta con los mismos FITréeadociado el mismo
campo de tensiones en el extremo de grieta.

Cabe ademas sefialar que existe una relacién eaplé@mostrada
por Irwin en 1957, ver p.ej. Gdoutos [10]) entres IBIT y latasa de
liberacién de energia totalG*, definida como:

! La tasa de liberacién de ener@aepresenta la energia disponipkera el crecimiento de
una grieta. Si la variacion de la energia dispenéd igual o mayor que la necesaria para
romper la cohesién del material existente en aleexb de grieta, esa grieta progresara.
Dependiendo de cada material, habra una resisteaci@teristica que debera ser vencida
para que la grieta progrese. En el caso de la MBiempre e§&=J=J;.
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_dn

G=-——
da

2.7)

siendoa la longitud de grieta ¥1 la energia potencial total del sistema, que
a su vez se define como:

N=U+F (2.8)

dondeU es la energia potencial de deformacion elasti€aeg la energia
potencial de las fuerzas exteriores aplicadas (egeivale al trabajo
cambiado de signo realizado por éstas, asumiengls@uconstantes).

La tasa de liberacion de enerdiay los FIT estan relacionados
mediante la expresion:

KZ K 1+uv
=L 4 4= 7
E' FE E

G K2 =G, +G, +G,, (2.9)

siendo las tasas de liberacion de energia asocackda modo de carga

K3 1+v
FI: : GIII :—E KI?I (2.10)

y dondeE' = E en tension planak' = en deformacion planawes

1-p?

el coeficiente de Poisson.

Se puede ademas observar en la ec. (2.1) la pregnan término
no singular,T. Este término constante, llamadeStress es un parametro
muy importante a la hora de considerar el angutbainde propagaciéon de
una grieta en un cuerpo sometido a cargas en modo (Kim y Paulino
2003 [13]). En su trabajo, Tong [23] llevd a cabwsayos mecanicos en
probetas y describié la influencia deiStressen al menos tres aspectos
relacionados con la propagaciéon de una grieta emuerpo:

1. Enlatasa de crecimiento de la grieta
2. En la forma geométrica del frente de grieta
3. En la estabilidad direccional

11



La propagacion de una grieta en un cuerpo y laenftia delT-
Stressen este aspecto no es objeto de esta tesis,eanbge volvera a tratar
el tema en los apartados siguientes. Aun asi, dasiacar que en esta tesis
se ha incluido el parametiic Stressen el célculo de las tensiones aplicadas
a problemas bidimensionales, y se ha calculado ador \en la fase de
postproceso de datos para compararlo con el vfddofinicial.

Con respecto a los desplazamientos, los primerosirtés del
desarrollo del campo de desplazamientos en puetgamos al extremo de
grieta son:

K cosg(K—cosH)+

=L

2u\2m

H (2.11)
+ﬁ1/Lsen€(2+K+Cosﬁ)+...

2u\N2m 2
u2:ﬁ Lseng(/(—c058)+

2u\2m 2 (2.12)
+ﬁ1/LCOSQ(2—K—COSH)+...

2u \ 2t 2

2Ky Lsen€+... (2.13)

dondeu es el médulo de rigidez a cizalladuraxyes la constante de
Kolosov, que toma los siguientes valores seguipelde estado tensional:

kK =3-4v en deformacion plana

_3-v L (2.14)
kK =—— entension plana
1+v

12



2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J, MEDIANTE EL MEF

2.2 METODOS ENERGETICOS APLICABLES MEDIANTE
EL MEF

En este subapartado se hara una revision de losigaies métodos
energeéticos para el calculo de las integrdlgs), y de los FIT, aplicables
mediante el MEF. A continuacion, se describiran ¢pnés detalle los
métodos implementados en esta tesis para el caleulas integraled y J,

y, a partir de dichos valores, para la extracciémod Factores de Intensidad
de Tensiones (FITs). Dichos métodos son:

» el método de Eischen [7], en el que el calculcadantegrales y J,
se basa en el calculo de integrales de contorno;

» el método de la Integral de Dominio Equivalente (EEquivalent
Domain Integral) en el que el célculo de las irdéEgl y J, se basa
en el célculo de integrales de &r¢aéase Liet al. [16] para la
integrald y Chang y Pu [3] para la integta);

* el método de la Integral de Interaccion de domimiplicado en
forma de integral de contorno y en forma de IntegeaDominio
Equivalente.

El método de Eischen y el método EDI aplicado &uté deJ, han
sido implementados en el marco de la presente. tEsignétodo de la
Integral de interaccion de Dominio y el método pRta el calculo dé han
sido implementados en el trabajo de Giner [11]ag kido reutilizados en
esta tesis para comparar los valored,di, K, y K;, obtenidos con los otros
meétodos en los problemas estudiados.

En Giner 2001 [11] es posible encontrar una remisitas amplia y
detallada de los métodos energéticos y, ademaseuisaon de los métodos
locales para el célculo de los FIT y de las intlegrdy J, mediante el MEF
en problemas de MFEL.

% Para la integral,, el método EDI consiste en el célculo de una nalede area y una
integral de linea a lo largo de las caras de grieta
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2.2.1 Introduccion

El Método de los Elementos Finitos se ha consotiddarante las
Gltimas cuatro décadas como el método numérico vedésatil para el
andlisis de problemas de la mecénica del sdlidas €t establecimiento de
las bases del método, muy pronto surgieron apboasi directas a la
Mecénica de la Fractura. Desde entonces el numerneférencias en la
literatura acerca de la aplicacion del MEF a Mew@rde la Fractura ha
crecido de forma imparable.

Las técnicas que permiten evaluar los FIT y/oésgrales) y J, se
dividen en dos grandes grupos:

* Meétodos locales (o directos) tras un analisis numérico del
problema, la evaluacion de los FIT se realiza &éirpde los campos
de desplazamientos y/o tensiones obtenidos ent@inende grieta.
Por eso, necesitan de una correcta modelizacida siegularidad.

 Meétodos globales (o indirectos) se basan en planteamientos
energéticos extendidos a zonas que no necesarmc@mesponden
al entorno de grieta, lo que hace innecesaria undehzacion
precisa de la singularidad. El parametro cara@sté&calculable con
estos métodos es la tasa de liberacién de en@rgarmitiendo asi
la estimacion indirecta de los FIT.

El objetivo de esta tesis es el célculo de lasgnalesJ y J, en
problemas 2D en modo mixto de la MFEL mediantariplementacién de
meétodos de tipo energético. Por eso, los métodosipde local no se
revisaran en esta tesis.

2.2.2 Los métodos energéticos mediante el MEF

El enfoque sobre el que se fundamentan los méteeséticos (o
indirectos) permite estimar y J, e, indirectamente, los FIK, y K;; si
consideramos problemas 2D en modo mixto de la MEEdimparados con
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2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J, MEDIANTE EL MEF

los métodos de tipo local, estos métodos presemttailes ventajas que los
hacen especialmente indicados para la estimaciéere de discretizacion

inducido en la evaluacion de las magnitudes prestdaencitadas. Ello es
debido a que presentan caracteristicas muy detgacalsaber:

* Permiten obtener resultados precisos utilizanddasmatlativamente
bastas y sin necesidad de ningun refinamiento edpetel entorno
de grieta. Estos métodos implican la evaluaciéalale ciertas
magnitudes energéticas, haciendo intervenir en émpuato
elementos alejados del extremo de grieta, en zdorade los campos
de EF son aproximados con mayor exactitud. Su étepeecision es
una consecuencia del fundamento mismo del MEF:miwaicion de
forma global de un funcional de caracter energétieor tanto, estos
métodos hacen innecesaria la utilizacién de elemsesingulares

* Los métodos energéticos se prestan a una estimdeioarror de
discretizacion cometido al utilizar el MEF. La sutin aproximada
dada por el MEF es la que mejor representa la igmluexacta de
entre todas las disponibles con una malla dada wtegoretable
como la solucion que mejor se ajusta desde un pdatwista de
minimos cuadrados. En general, y dado que el dealiscretizacion
de EF est4 distribuido por todos los elementosadaedlla en mayor
0 menor grado, técnicas globales de estimacioncqusideren el
error de discretizaciéon en un gran niumero de eleysese la malla
permitiran evaluar mucho mejor el error cometido.

Entre los métodos energéticos mas importantessefisdar:
» Diferencias finitas dé&J.
* Integrales de contorno (integrhy otras integrales).

« Meétodo de las funciones de extraccion.

% Minimizacién del funcionaénergia potencial totall .

* Elementos singulares: elementos especificos queitea modelar de forma adecuada el
comportamiento singular en el entorno del extreraogdeta. Su utilizaciéon reduce las
exigencias en cuanto a los refinamientos necesgr@a modelar correctamente el
comportamiento teérico. Evidentemente, la utilidacide elementos singulares en
combinacion con la implementacion de métodos etieogipuede contribuir a la obtenciéon
de una solucién mas precisa.
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* Método de la Integral de Dominio Equivalente (EDI).
* Método de la derivada de la matriz de rigidez.

» Meétodo del cierre virtual de grieta (VCCT).

En general, un gran inconveniente de los métodesyéticos es su
dificultad para separar las contribuciones energétasociadas a cada uno
de los modos de apertura de grieta y asi obtenémassones
independientes d&;, K, y Ky. Sin embargo, con el fin de paliar este
inconveniente, existen técnicas especificas pazacdelar los modos, como
se vera en el apartado 2.2.4.

De todos los métodos energéticos, en esta tegesentaran los
basados enntegrales de contornoy los basados en ehétodo de la
integral de dominio equivalente (EDI), ya que son los que han sido
implementados en esta tesis en problemas en moxio ¢ la MFEL.
Ademas, debido al hecho de que se ha limitadotedliesproblemas 2D, no
se tratara el caso 3D. Para una revision detafladee la extension de estos
métodos al caso 3D, se puede consultar el tratea@imer [11].

2.2.3 Integrales de contorno

2.2.3.1 La integral de contornd

La evaluacion correcta del campo de deformaciones las
inmediaciones de una entalla o grieta con el olgetle permitir su
caracterizacion suele presentar dificultades (@eaal si se considera un
comportamiento no lineal del material). Este hellbedé a Rice [18] a
proponer la conocida integral de contordo originariamente para una
entalla en un problema bidimensional en el quearipp de tensiones solo
depende de dos coordenadas cartesiargs

Bajo las hipotesis de sélido homogéneo con compmeteo elastico
(no necesariamente lineal), libre de fuerzas padadh de volumen y
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2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J, MEDIANTE EL MEF

contorno de la entalla libre de fuerzas por unidadsuperficie aplicadas,
Rice definié su integral como sigue (teniendo en cuenta la disposicién de
la entalla con arreglo al sistema de referenciamads en la Figura 2.3):

_ _ u
J= jr (Wdy T %jdl' (2.15)

dondel” es cualquier camino que rodee el extremo de ar{tallyo contorno
esI?), recorrido en sentido antihorario desde una darka entalla a la otra,
W es la energia de deformacion por unidad de volyihess el vector de
tracciones en el contornd (fuerzas por uds.)u es el vector de
desplazamientos ydes un elemento diferencial de arco de la ciitva

w =2 Vo ne
v = U { P
/’ ,r// \\ \\
T= Ty : - F " ’J‘ /
u = u \ \ / /
\ \ y [
| AN |
//' R . / |

Figura 2.3. Entalla en un dominio bidimensionalI’ es cualquier curva que contenga el
fondo de entallarl’;.

La densidad de energia de deformacWhpara el caso elastico
(lineal o no) viene dada por la expresion

W =W(x,y)= jaij de; (2.16)

en la que; es el tensor de deformaciones infinitesimales.d@ar parte, las
componentes del vector de traccioilesobre el contornd se definen, con
arreglo al vector normal unitarioindicado en la Figura 2.1, como:

® En gran parte de este capitulo se utiliza la m@tatensorial y el correspondiente criterio
de suma respecto a los indices repetidos.

17



T, =0;n, (2.17)

Conviene remarcar que la ec. (2.15) esté plantpadgauna entalla
del tipo mostrado en la Figura 2.3 cuyas caras mmalelas al ejex,
resultando evidente que una grieta alineada cdrodie es un caso limite
del mismo problema.

J como integral independiente del camino

La independencia de la integthton respecto al camirio utilizado
para su evaluacion es sin duda la propiedad queeblao de este método
energético uno de los mas versétiles en las t&migméricas aplicadas a
Mecanica de la Fractura. Asi, es posible estihan zonas alejadas del
extremo de la entalla o grieta, donde los gradsedeedeformacion no son
elevados y donde la solucion numérica del problemele ser
razonablemente precisa. Rice [18] demostré quetégial que aparece en
la ec. (2.15) es nula cuando se evalla a lo laegondontorno cerradd™
que encierre un dominitibre de singularidadesA* de forma que las
funciones a integrar presenten continui@ad En estas condiciones es
aplicable el teorema de Gréepla ec. (2.15) se puede escribir utilizando
notacion indicial como:

ou, ow o Ju,
Wdx, -T,—-dl" |=| | —-—| g, —- | dxd .
M 2T, j IA*(ﬁxl 0x, (0“ axlj]xlxz 219

Por otra parte, la derivada de la energia de defcin por unidad
de volumen se puede expresar del siguiente modo:

oW _owog 1 0 (du Ou;|_ 9 (ay
= =505 + =0; F (2.19)
ox,  0g 0x, 2 " 0% |0x; O0x ox; \ 0%

® Bajo otras expresiones se le denomina tambiérnmode Gauss o de la divergencia.

18



2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J, MEDIANTE EL MEF

: : 00,
ya que g; =0;. Haciendo uso de las ecuaciones de eqwllbg)r(éL:O
j
(puesto que por hipotesis se ha supuesto ausemdigerzas por udv. en el

dominio):

ow _ o0 oy
= . — 2.2
0x, X, ( ’ axlj (2.20)

lo que implica que la integral que aparece endas (@.15) y (2.18) es nula
siI'™* es un contorno cerrado:

_ ou, | _
J= §r*(de2 -7, a—xler =0 (2.21)

Si se elige convenientemente el camirfo(ver Figura 2.4) resulta
inmediato demostrar la independenciald®n respecto al camino tomado:
la contribucion de los tramos del camino que rexolas caras de la entalla,
I'; y Ty, es nula ya que en ellos se verifica g0 y queT;=0 al estar las
caras de entalla libres de fuerzas aplicadas.aPto,tpara que se cumpla la
ec. (2.21), la contribucién de, y I's ha de ser necesariamente la misma,
aungue con signos opuestos debido al sentido ditereon el que se
recorren dichos tramos. Es dedlrtiene el mismo valor si se evalla con
caminos que partan de la cara inferior plana dentalla, terminen en la
cara superior y sean recorridos en igual sentido.

Figura 2.4. Camino cerradol'*= I'j+I',+I'5+I 4 utilizado en la demostracion de) como
independiente del camino.
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Sentido fisico de la integrall

El hecho de presentar la integdatomo un parametro aplicable a
entallas permite dar un cierto sentido fisico (Ri®). Si se escoge como
camino aquél que recorre el fondo de entallgver Figura 2.3) la ec. (2.15)
se reduce a:

3= W (2.22)

ya queT;=0 al estar las superficies de la entalla libres aezas aplicadas.
Por consiguiente] es una medida del grado de deformacién alcanzado en
el fondo de entalla, evaluado a través de una natede la densidad de
energia de deformacio®bviamente, se pierde este sentido fisico cuaado
trata de un extremo de grieta, ya que entohices infinitamente pequefo vy,
bajo la hipdtesis de comportamiento elastibfes infinitamente grande.

Relacion entred y K, en MFEL

En Mecéanica de la Fractura Elastico-Lineal es comoade el
campo de tensiones en el entorno de la grieta éstdinado por la

. . .1 . . .
singularidad de tipe— , donder es la distancia al extremo de grieta. Las
r

T

tensiones del campo elastico bidimensional en emadias polares,(6)
con origen en el extremo de grieta vienen dadasagacs. (2.1)-(2.6). Para
el modo | el campo estd caracterizado UnicamenteKpaa través de
ecuaciones del tipo siguiente [ =12):

v £ (6)+... (2.23)

donde los puntos suspensivos indican términos @gstaque son
despreciables en todo entorno de grieta suficieenégnpequefio comparado
con las dimensiones del problema y con la longitied grieta. Si se
considera una grieta lateral semiinfinita en un ihdon infinito con
comportamiento elastico lineal, es evidente quesesirminos acotados son
despreciables para toda distancia finita desdetetrao de grieta. En esta
situacion se puede evaluhtomando un camino circul&rde radior desde
el extremo de grieta e integrar el campo elésiimgutar antes mencionado.
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Expresando la ec. (2.15) en coordenadas polaresares

J= rf;(w(r,@)cosH—T(r,H)Elgi(r,@)jdé? (2.24)

Xy

Si se tiene en cuenta que el campo de deformacioees dado por
expresiones del tipo

£ =gl (0,k)+.. (2.25)

_ 1 q!
ij m gll

(dondex es la constante de Kolosov, ver ec. (2.14)gi}yson funciones

diferentes segun se trate dkeformacion planao tension plana es
inmediato observar de nuevo la independencid den respecto al radio
del camino tomado tras sustituir en la ec. (2.84)que los términos del
integrando son esencialmente productos de tensjyode®rmaciones y por
tanto

. & D% (2.26)

ij “ij
Llevando a cabo la integracion de la ec. (2.24ulte

J=—L (2.27)

dondeE' equivale a

E'= en deformacion plana

1-v? (2.28)
E'=E en tension plana

Este resultado es generalizable a otros probleneades de
dimensién finita, incluso con pequefa plastificacen el fondo de grieta
(small scale yielding siempre que se pueda encontrar una zona lo
suficientemente pequefia comparada con las dimesssibel problema y la
longitud de grieta y suficientemente alejada deoliaa de plastificacion. En
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otras palabras, una zona donde el campo elasttéoregido por las ecs.
(2.23) con términos acotados despreciables. La geataja que ofrece la
invariancia deJ con respecto al camino tomado es que permite su
evaluacion lejos de la zona dominada por las &23), donde el campo
elastico (en general, analiticamente desconocidogséimado con mucha
mayor precision cuando se utilizan métodos numgrico

La ec. (2.27) se puede generalizar a otros modoapeetura de
grieta o su combinacion:

2 2
K K I e (2.29)
E E E

J

Dado que la relacion entdey K es la misma que la relacion entre la tasa
de liberacién de energfay K (ver ec.(2.9)), este planteamiento prueba la
equivalencial=G en MFEL. Obviamente existe una demostracion dirdet
la relacién entred y G sin necesidad de utilizar el conceptokjecomo se
muestra en el apartado siguiente.

Relacion entreJ y an
da

Rice demostr6 también la relacién existente edtre la tasa de
liberacion de energia por unidad de area de gf@taada (ver p.ej.
Gdoutos [10]). Considérese una grieta en un cueigimensional (espesor
unidad) con comportamiento elastioo necesariamente lineatomo el
mostrado en la Figura 2.5. Sea el contorno detlgdli dividido en dos
porcionesl't y I'y, tales quel =l U, y ' =, nl, =@ . Sobrel't se
suponen aplicadas fuerzas por unidad de supeificigie se consideran
independientesle la longitud de grieta, al igual que las restricciones en
desplazamientos aplicadas sobte Se considera ausencia de fuerzas por
udv. y queT=0 en las caras de grieta. Ademas se supone qistezha de
referenciax;, X es fijo en el extremo de grieta y avanza con eie la
grieta esta orientada en la direccidny cuando avanza lo hace en dicha
direccion.
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(4444

I'r

a

FU
>

Figura 2.5. Grieta en un sdlido bidimensional elago (lineal o no) bajo la accién de
tracciones T. Notar los sistemas de referencia utiados.

Si A es el area total del solido, la energia potenotal 1 (definida
por la ec. (2.8)) se puede expresar como:

N = [WdA-[ T tdr (2.30)

Derivando Il respecto a la longitud de grieday dado que se ha
supuesto qué es independiente @de

din _pdw u
E-L o 9A er %dr (2.31)

Notar que la segunda integral en la ec. (2.31)usel@ extender a la
totalidad del contorno del cuerpd, debido a que los desplazamientos
prescritos e’y son también independientes deAl ser a asimilable al
tiempot (puesto que es una funcion mondtona creciente toal operador

. : ..d .
a se puede interpretar como el operadienvada materlala, utilizado en

Mecéanica del Medio Continuo

d4_0,0 9

dt ot ot dx (2.32)

ya que se utiliza una descripcion euleriana (o@apal ser el sistema,x,
movil con el extremo de grieta. Se puede escriftioreces
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d66x060

da o dadx da ox (2:33)
dado quegﬁ =-1. De esta forma, la ec. (2.31) queda
a
dr oW ow ou.
— ([ === dr 2.34
da A( j RX (68 6&] @39

Por otro lado, bajo la hipétesis de comportamieeld@stico, se
cumple de manera analoga a lo visto en la ec.X2.19

oW _owog; 9 (o,
(2.35)

= =0,
da dg da ' ox\ da

. . Ju, " : - . "
Si se mterpretaa—' como una "velocidad" virtual cinematicamente
a

admisible a partir de la posicion de equilibrioPeincipio de las Potencias
Virtuales establece que la potencia virtual deladias fuerzas externas
aplicadas ha de ser igual a la potencia consunudé#&ap fuerzas internas en
la deformacion del cuerpo:

ou, ou. ow
T ' dI' LldA=| —dA
I j ' ox, (aaj A da (2.36)

donde se ha utilizado la ec. (2.35), lo que persiitgplificar la ec. (2.34).
Haciendo uso del teorema de Green para la integtahdida sobre el area
A (aplicable, ya que la singularidad se encuentlbaesel contornd’) se
puede escribir del siguiente modo, analogo al \stta ec. (2.18)

_d_”aszg AIT 'dI' jWolx2 Tgxidl' J  (2.37)
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Evidentemente, al cumplirse las hipdtesis que asegula
independencia d&con respecto al camino tomado, el contorno deipoue
no es el unico que cumple la ec. (2.18).

En el supuesto de comportamiertastico linealy por definicion de
la tasa de liberacion de ener@gver ec. (2.7)), se cumple queG como
ya se habia demostrado anteriormente. Sin embangda, relacion dada por
la ec. (2.37) el comportamiento no ha de ser neeesante lineal, aunque
si elastico. Esta importante conclusion es la qu@drmitido interpretad
como una generalizacion @ para comportamiento plastico, y justifica la
extensa aplicacion que se ha hecho de este métobis €ltimos 30 afios
(favorecida también por la facilidad de estim@&xperimentalmente).

2.2.3.2 Las integrales de contordg Ly M

Tras el trabajo de Rice en 1968, se han propuesed @mbito de la
Mecénica de la Fractura numerosas integrales déortmn la mayoria
extendiendo la aplicabilidad de la integday generalizando sus hipétesis.
Knowles y Stenberg [14] dedujeron nuevas integrgkenteando el
problema desde el punto de vista mas general déetzdnica del Medio
Continuo tanto para deformaciones infinitesimalkdagticidad lineal y no
lineal) como para deformaciones finitas en elagaidi(hiperelasticidad), de
forma que sus integrales se pueden considerangoaconservativos de la
elastoestatica.

A partir de principios variacionales y un teorenafre invariantes
formulado por Noether en 1918 obtuvieron expresor® nuevos
principios conservativos, aplicables a sélidos hgémeos en campos
elastoestaticos, en ausencia de fuerzas masic&esuna superficie que
encierra un dominio tridimensional con comportartgeelastico (lineal o
no) carente de singularidadesnyes el vector unitario normal saliente a
dicha superficie, entonces se cumple que:

Wn -T o, dS=0
Jo{wn =T, - ds = (2.38)
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Si ademas el comportamientoigdtropq también se cumple que

ou

[ (kanj +Tju, =T, — 5, ]dSz 0 (2.39)
J

dondes;, hace referencia al tensor de permutaciones c$tli€ar ultimo,

Gnicamente si el comportamiento Bseal (aunque no necesariamente

isétropo) se tiene

[[wxn, -1 CLTRVIE S o e (2.40)
ol VXN jaxi T .

Por tanto, los tres principios se cumplen en elocake
comportamiento elastico lineal isétropo. Es intangés sefialar que Knowles
y Stenberg [14] obtuvieron la ec. (2.38) por amliéa del teorema de
Noether con una funcién de transformacion de comdas del dominio
equivalente a undraslacion de sus puntos. Para la ec. (2.39), la
transformacion de coordenadas es equivalente aota@on del dominio y
para la ec. (2.40) a wambio de escalarambién demostraron que bajo la
hipétesis de comportamiento elastico lineal no gabtenibles otros
principios conservativos por aplicaciéon del teoretadNoether.

Sentido fisico de las integrales de Knowles y Stdrerg

Budiansky y Rice [2] denominaron a estas integrdlek y M para
el caso bidimensional en el que los campos depesd@erdex,, X, (estados
de deformacion plana o antiplana, e incluso tengilama generalizada
cuando se interpretar), u; como valores promedio en el espesor):

J :jS W —T.%dr 2.41
k c rl( Jax ( )

k

! &ix =0 si al menos dos de los indices son iguajgstl sii,j,k es una permutacion ciclica
de 1,2,3 o de 1,3,2 respectivamente
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— aup
L —§>C£ijk Wx;n, +T.u; _Tpa_xixj dr (2.42)
M=¢ |Wxn-T ;. dr
_§C xn =T, ox X; (2.43)

donde el camin€ es un contorno cerrado en el plarg Xo).

Resulta evidente que la primera de estas integr@es (2.41))
coincide con la integral (ec. (2.15)) para el cade1l. Para el cask=2
tenemos la integral,, que sera tratada con mas detalles en el apartado
2.2.4.2. Finalmente, en cuantdses trivial comprobar que es siempre nula
en un problema bidimensional. Por ello, BudianskyRice también
denominaron a la ec. (2.41) comak=1,2).

Como sucede para el caso tridimensional, lasmntegralesl, L y M
se anulan en ausencia de singularidades dentro pkraCel caso elastico
lineal e is6tropo (ver demonstracion en apartadb422). Si C encierra
alguna singularidad, las integrales seran en genem nulas e
independientes del camiieuponiendo obviamente que todos los caminos
tomados encierren Unicamente la misma singularidzste hecho permite
utilizarlas como parametros caracterizantes deadsthgularidad, como ya
se razono para la integral

Budiansky y Rice [2] dieron sentido fisico a esiategrales,
considerando el caso mas general tridimensiona. \Sel volumen de
material contenido por una superfi@es, siendos la porcion de superficie
libre de fuerzas por uds. $ la porcidon sobre la que actian las cargas
externas aplicadak, que se suponen constantes en todo el procesmat&e
ahora de apreciar cual es la variacion en la ea@uajiencial totall cuando
se modifica la posicién del contorno libre de cargaon el tiempa®. Al
ser el contorno una funcién del tiem@@ks(t), el volumenV también lo
sera,V=V(t). De acuerdo con la expresion de la energia piatetatal, ec.
(2.8), resulta que:

8 En lugar de realizar el estudio con respectceatpio se puede realizar con respecto a otro
parametro que varie de forma analoga, como poéridaslongituda en el caso de una
grieta.
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n= L\{gdv— LT [wds (2.44)

Estudiando la variacion dd respecto al tiempo y recordando que el
propio volumen varia cona través dex(t) (no asiSni T que permanecen
constantes)

din _, dw . u
e e A %ds+ [, Wy,m,ds (2.45)

dondev; son las componentes del vector velocistambn que se desplazan
los puntos del contorm®y m las componentes del vector unitamonormal
salienteal contornos (ver Figura 2.6), ya que es evidente qu« s el
cambio de posicion de los puntos del contase cumple

dV = (x n)ds (2.46)

d
adv = (vn)ds=v,m,ds (2.47)

igualdad que permite escribir la Ultima integral ldeec. (2.45). Por otra
parte, las dos primeras integrales del lado deraddhda ec. (2.45) se
cancelan entre si en virtud del Principio de laeRoas Virtuales, siempre

., du . . : o .
gue se conS|der%T unavelocidad virtualcineméaticamente admisible (de

forma totalmente analoga a lo visto en la ec. (3.3%r consiguiente

dn
o L(t)ij m,dS (2.48)
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Figura 2.6. Traslacién de una cavidad en el seno de dominio 2D. s(t) es su contorno
y m el vector unitario normal saliente.

Por otro lado, si la superficigt) resulta ser el contorno de una
cavidad en un dominio como la mostrada en la Figu y el vector
velocidad de traslacion es un vectorunidad en una direccion (por
ejemplo, en la direccidér, para el caso bidimensional de la Figura 2.6) se
puede escribir

an _

dt S(t)\/\/rr'ds= _L(t)Wn dS=-J, (2.49)

ya que por definicibm, =—-m por tratarse de un vector hacia la derecha

cuando el contorno se recorre en sentido antittorgta es precisamente la
definicion den que se utiliza en la expresion de la intedgkalegun las ecs.
(2.38) y (2.41). Observando que el contorno llam@eéa la ec. (2.38)J en

la ec. (2.41)) se puede hacer coincidir s@th y queT es nulo ers(t), se
justifica la dltima igualdad de la ec. (2.49).

Este razonamiento es basicamente el mismo quesa) en la
., dn . .
relacion entrel y _d e introduce el concepto de campo de velocidades,
a

demostrando que la integralesta relacionada con la energia liberada por
unidad detraslacion de la cavidad en la direcciGn(avance de grieta en
direccioni en Mecénica de la Fractura).

° En el limite, la cavidad se puede asimilar alexty de una grieta.
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La integralL esta relacionada con la energia liberada por driga
rotacion de la cavidad. Si se considera una velocidad angld modulo
unidadalrededor del ej& (por ejemplo, alrededor del ejgde la Figura 2.7
en un caso bidimensional) se cumple que= —¢,;x; (en la Figura 2.7,

V) = =E30% ==X, ==X, YV, =—&3,,% = X, = ayX), con lo que la ec.
(2.48) quedara
dni _

= W mds=] wlg,xnds=L (250

La relacion esta justificada por la particularifecde la ec. (2.42) al
caso en el que el contor@coincide con la pared de la cavidgt), y por
tanto libre de cargak.

Figura 2.7. Rotacién de una cavidad en el seno d& wlominio 2D al girar con una
velocidad angularms=+1.

De forma totalmente analoga se demuestra que égraitM se
puede asociar con la energia liberadaespandir uniformementeina

cavidad con contorns(t) libre de cargas de acuerdo con la relacior X .

Partiendo de nuevo de la ec. (2.48) y particuladpala ec. (2.43) se
obtiene:

dn

s L(t)wxmd8= - me)g ndsS=-M (2.51)
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Para modo mixto de apertura de grieta (modos ) Buidiansky y
Rice [2] ya anticiparon que, en contra de las etgteas iniciales que
genero el trabajo de Knowles y Stenberg [14], tagralL no suministra el
otro parametro escalar necesario junto dpmpara caracterizar el estado
tensional en el entorno de grieta.

Jk y el tensor de Eshelby

En el contexto de la Mecanica de Sélidos, Eshefjydenomind
"energy-momentum tensodl tensor que permite caracterizar la intensidad
de defectos internos del material, de forma anakdaEshelby lo definié
para un material elastico homogéneo como

5 W3, W, 2.52
L= =0, —— .
ki ki ij an ( )
En sentido estricto, utiliz6 esta notacibn comceneficia a una
descripcion espacial (o euleriana) de la Mecanalavtedio Continuo, por
ejemplo con respecto a un sistema de coordengdasofi el extremo de

grieta. Por simple comparacion con la generalizaai@D de la ec. (2.41) se
puede escribir:

ou
k

que en general sera distinta de cero para una fmigped cerrada que
incluya una singularidad en su interior (debida;, @emplo, a un defecto
interno o grieta).

Jkx como medida del flujo energético

Desde un punto de vista de la teoria general dega@snresulta
evidente a partir de la ec. (2.53) gug es una medida del flujo
correspondiente al campo vectorial representadolgp@omponente ey
del tensor de Eshelb¥,, . Este flujo es de caracter energético y se puede
considerar que tiene consumiderola singularidad (extremo o frente de
grieta en Mecanica de la Fractura Elastico Line@ilando no existen
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singularidades encerradas [®mo existe flujo a través del contorno, y por
aplicacion del teorema de Gauss, la divergencidia® campo evaluada en
el dominio encerrado por el contorB@s nula. Esta es una propiedad de los
denominadogsampos solenoidale&ste hecho es el que permite demostrar
la independencia de la superficteutilizada en la evaluacion de la ec.
(2.53), siempre que contenga la misma singularidad.

Como se ha comentado anteriormente, la interptetaiisica del
flujo es sencilla. Cuando se supone una trasladgifmal del contornds en
direccionk con velocidad unidad, el primer término del ingeglo deJy
representa el cambio energético debiddligb de materialy el segundo
término el aporte energético debido al trabajoizadb por el material
exterior aSsobre el material que queda en su interior (vgr Nakamuraet
al. [17]). Conviene sefialar que en el caso de Mecatecta Fractura, la
traslacion virtual de la grieta implica su movintieromo sélido rigido en
la direccionk en el plano de grietano admitiéndose por tanto cambios en la
direccion de propagacion (Atluri [1]).

2.2.3.3 Evaluacion numérica de la integdainediante el MEF

En este apartado se dan indicaciones acerca devalaaeion
numeérica de la integrdl restringida a expresiones como la ec. (2.15)sy su
correspondientes hipétesis de carga. En estasaionés$,J es simplemente
una integral de linea. Los conceptos aqui expudsiodien se pueden
extender al célculo de la integral,, siendo su implementacidén
practicamente analoga.

El camino a tomar es arbitrario y supondremos en el desarrollo que
sigue que estad formado ptamos rectilineosEs preferible escoger un
camino alejado del entorno del extremo de griein,a fin de evitar la zona
donde los campos solucion del MEF son peor estimdtiaccamind” puede
intersecar los lados de los elementos o bien rexdosr exactamente (ver
Figura 2.8). Desde un punto de vista topoldgiceelgunda opcion es la mas
recomendable, pues hace innecesaria la buUsquedéosdguntos de
interseccion dé& con los lados de los elementos que atraviesa. Ageen
este caso los puntos inicial y final del tramo redo en el elemento
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coinciden con nodos. En cualquiera de las dos ctnes, por las
propiedades de la integral se puede escribir:

NeOF

J=>17, (2.54)

e=1

dondeN, es el numero de elementos atravesado$ pSr se denoming, a
la porcion de caminD que atraviesa el elemergol. sera

J = j [Wnl—a n %Jdr (2.55)
e r, ij '6X e .

1

Figura 2.8. Interseccion del camind” con un elemento. El tramo comprendido eF..
Dcha: el camino se superpone a un lado.

Es conveniente realizar un cambio de coordenadas saistema de
referencia unidimensiona;}'D[— ],1] de forma que el puntB de la Figura

2.8 esté asociado con la coordenada l@eall y el punto Q con la
coordenada locdkl. La integral en el sistema de referencia unidsranal
sera

1 ou; \ PQ
J, = L(Wnl -oyn, %}? dé (2.56)
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donde PQ es la distancia entre los pun®y Q en el sistema de referencia

global ;, x2). En estas condiciones es inmediato aproximamtegral
numéricamente mediante la cuadratura de Gaullg pantos:

P Ng au.
Jo = FQ Hm[Wnl —oh _]J (2.57)
ém

donde la expresion entre paréntesis correspondetegjrando de la ec.
(2.56) evaluado en la coordenagiaasociada al punto de Gaussy a su
respectivo peso de Gaubh, Si se utilizan elementos lineales con una
formulacién en desplazamientos, los campos dedeesiy deformaciones
son constantes en cada elemento. Es suficienteaa®domar un unico
punto de Gaussn=1, de coordenada unidimensiodgtO y pesoH;=2. Si
se utilizan elementos cuadraticos, el integrandtader. (2.56) deja de ser
constante y es necesario realizar la integraciénénga unidimensional al
menos con dos puntos de Gauss;2. Los campos de tensiones y
deformaciones se pueden estimar en las coordenggdason una
interpolacion lineal a partir de sus valores enpostosP y Q (¢=-1 y =1,
respectivamente).

En la tabla siguiente (Tabla 2.1) se dan los pgdas coordenadas
de los puntos de Gauss para integracién unidimealsio
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A Integra
: *5 H exactamente
1 0 2 p=1
2 i\ﬁ 1 p=3
3
5 8
3 L2500 2.2 p=5
5 9 9
3+2\F 3 2\F 18-+30  18++30
— -2, - +
4 5) 5 ; p=7
+ ;o 36 36

7 7
1 10, 1 10 322-13V70 | 322+13J70 128

S x—5+2/— ;- [5-2/— ;0 ; — p=9
3 73 7 900 900 225

Tabla 2.1. Puntos de integracion, pesos de la Cuadura de Gauss y maximo grado de
polinomios integrados exactamente.

Con elementos cuadrilateros es posible definiaglino/” de forma
gue pase precisamente por los puntos de integraci@ada elemento. De
este modo se aprovecha la superconvergencia akégta de la solucion en
los puntos de integracion (ver Figura 2.9). Pala & necesario tomar un
camino tal que sea paralelo a los lados del elemeprovechando asi que
los puntos de integracion unidimensional coincidem los puntos de
integracion bidimensional utilizada en la formudaci de EF. Este
planteamiento implica que la malla ha de estarridistla y ordenada
convenientemente e impide que se pueda tomar umaedmtotalmente
arbitrario. Con elementos triangulares en genemles posible hacer
coincidir los puntosi, de la integracion unidimensional con los puntos de
superconvergencia.
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Figura 2.9. Camino de integracionl’ tomado sobre los puntos de superconvergencia
(puntos de integracién) de elementos cuadrilaterasiadraticos.

Técnicas usadas en esta Tesis

En los problemas analizados en esta Tesis se lileadd mallas
regulares y uniformes con elementos cuadrilatelmsjue permitiria en
principio escoger un camind que pase por los puntos de integracion. Sin
embargo, como se vera en el apartado 4.1 y pomtis/os que ahi seran
explicados, se han escogido camiha®ctilineos superpuestos a los lados
de los elementos para el célculo de las integdesontorno. En ese caso,
es necesario extrapolar los valores de las funsiomeintegrar (p.ej.
W(x;,%,), 0;(X,X,), etc.) en los lados de los elementos. Para eso se

pueden implementar técnicas a@disado local® mediante ajuste por
minimos cuadrados. La técnica consiste basicamemtextrapolar a cada
punto del elemento las estimaciones obtenidas|gdEE en los puntos de
Gauss del elemento, ya que es en estos puntos domdealores de los
campos se estiman con mayor precision. La hipotésisica del
procedimiento (ver p.ej. Hinton y Campbell [12])@se el campo buscado
(p.€j. una tensiow ) se corresponde con el ajuste de un polinomio:

10 plisado local: extrapolacion aplicada a un sélenento. También existen técnicas de
alisado por zongscuando se aplican simultaneamente a un conjwtdaimentos (en una
zona del dominio global), y daisado globalcuando es aplicado simultaneamente a todos
los elementos (a todo el dominio global).

36



2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J, MEDIANTE EL MEF

O* (X %,) = 8y +8,X + 83X, +a,%,%, +agX” +aX,” +...  (2.58)

de orderg y definido localmente en cada elemento.

El polinomio o * que ajusta la tensiéru es funcién de las
coordenadas espacial&sy sus monomios estan multiplicados por unas
constantes,, desconocidas que hay que determinar para resel\sguste.
Asi, para la tensidw a ajustar en el elemento, se tendra:

o*=P'a (2.59)

siendo el vecton el vector de constantes desconocidas donde, en el
caso 2D, el vector de monomiBssera de la forma:

Pz{l X, X, XX, X X5 } (2.60)

El polinomio o * se define de modo que su ordpnoincida comp,
el orden de las funciones de formgeg). Con el fin de determinar los
coeficientesa,, se realiza un ajuste de minimos cuadrados a mhatios
valores g, obtenidos mediante el MEF en los puntos de Gaweds d

elemento. Para ello se minimiza el siguiente fumagiccon respecto a los
coeficientesa, del polinomio que se pretende ajustar:

—0*|g)2 (2.61)

Flan)= S o],

g=1

dondeNPG es el numero total de puntos de Gauss en el etermfg‘g es

la solucion de EF en cada uno de eII0517§7|g el polinomio a ajustar

evaluado en las coordenadas de los puntos de @aluskemento. EI campo
obtenido o* (x,,x,) se puede asi utilizar para calcular los valoregoen

lados del elemento, donde se va a calcular lanaltelp contornal. Para
aumentar la precision de calculo es posible, engsuttel lado en comun de
dos elementos adyacentes, calcular el valor meglio obt&nido a partir del

alisado local de cada elemento, es decir:
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0 (4,5%) = 5[04* (%) + 0 * (%, 2.62

siendo g,* y o0,* los campos de dos elementos A y B adyacentes
calculados en un puntx,,%,) del lado en comdn. Esto no sera obviamente

aplicable si el camino utilizado para calcularrigegral de contorno recorre
algun tramo del borde de un dado dominio, comorecpor ejemplo en el
calculo de la integral, (donde el camino pasa por las caras de la grieta,
2.2.4.2).

Como conclusion de este apartado, se sefiala qumiaario a la
independencia del respecto del camino escogido cuando se calcula
mediante el MEF, ésta se verifica razonablemertammie que el caminb
no atraviese los elementos inmediatos al extremayrekta, donde los
resultados son menos precisos. Por ultimo, indjoarel uso de elementos
que reproduzcan la singularidad en el entorno detagKp.ej. elementos
singulares) no suele tener gran influencia cuaneloutlizan caminos
suficientemente alejados, por lo que su uso nmpeeiscindible.

2.2.4 Integrales de contorno en modo mixto

Uno de los grandes inconvenientes de los plantednsienergéticos
en MFEL es la dificultad de obtener estimacioneependientes de los FIT
en problemas sometidos a modo mixto de apertugride. Las integrales
de contorno, como la integrdl no son una excepcion, ya qieG en
MFEL y por tanto esta relacionada con la tasalmgrdicion de energtatal
en casos de modos combinados (ver ec. (2.29)).r&igeautores han
propuesto métodos pasepararlos modos haciendo uso de integrales de
contorno, generalmente restringidos al caso 2Dc@iren el que la
aplicacion practica de integrales de contorno tegm@ido). A continuacion
se presentan dos métodos:

el método de la integral de Interaccion: este neetbd sido
implementado por Giner [11] en los ejemplos nunoérigropuestos
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en su tesis doctoral y trabajos subsiguientesderetsion EDI, ver
apartado 2.2.5). Las rutinas desarrolladlas poreGihan sido
reutilizadas también en los problemas estudiadda presente tesis,

en especial para validar las rutinas desarrollgdzsa comparar los
valores deK; obtenidos. Por esta razon, en este apartado se
proponen las ecuaciones del método a titulo infovma

* el método de Eischen [7] para la evaluacionldeEste método ha
sido la base para el desarrollo de las rutinas datlall
implementadas en el calculo de problemas 2D casyatdomodo
mixto en esta tesis.

2.2.4.1 Método de la integra¥l; (Integral de interaccioh

Suponiendo comportamientdastico linealy si se consideran dos
estados de equilibrio independientes con sus gmnekentes campos de

desplazamientosi® y u®, es evidente que la suma de estos dos estados
u® =u® +u® corresponde a un nuevo estado de equilibrio.
Aprovechando las propiedades de linealidad de fdi@ai@6n e integracion,

Chen y Shield [4] aplicaron la definicion de intelgl dada por Budiansky
y Rice [2] (ver ec. (2.41)) al campg™ obteniendo
3, (w*)=3,(u®)+3,[u®)+Mm, (u®,u®) (2.63)

dondeM, (u®,u®) incluye los términos cruzados, es decir

ou® ou®
——-0o¥n——1dS (2.64)

M k(u(l) ’U(Z)):,[ W&, _JiJ(Z)ni
s 0X, 0X,

sienddV “? =g =P . Supongamos se aplican estas expresiones

al caso de la integral, es decir,k=1. Si se denota por simplicidad

30 =3,u®), 3@ =3,u®) y 342 =3,(u), se puede escribir para

cada uno de los dos estados de equilibrio:
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0 = Lo +kpf| s 0o =2y +(keF] @en

De la expresion anéloga padd™® y aprovechando la linealidad de
los FIT, es inmediato demostrar que:

Je =30 4 3@ +§[K|(1)K|(2) + KI(Il)K|(|2) (266)
Por comparacion con la ec. (2.63) se tiene:
M, (u® u(z))zi[K DK@ 4 KOK (2.67)
1 ! Ey | | 1l 1] .

A la hora de aplicar el método a un problema bidisienal en modo
mixto, con un campo de desplazamientd¥®, conviene tomar como
segundo estado de equilibrio un estado de modord, pgon campo de

desplazamientos™ y cuyo K, sea conocido, por lo que la ec. (2.67) se
reduce a:

M, (U™ u*! )=E£|<I K (2.68)

donde K, es el FIT desconocido del problema en modo mixto.
Habitualmente suele tomarse como campo auxiliealpo asintotico en el

entorno de grieta, especificando por simplicidéd= . D& esta forma es

posible calculaK, para el problema en modo mixto a través de laiate
M, y obtener el correspondienkg con ayuda de una de las ecs. (2.65).
También es posible calcul&; a través de la aplicacién de la integval

con un campa"" asociado a un modo Il puro'y cuyq, sea conocido:

2

M, (ume u*" ):EK” K (2.69)

Otros autores presentan el mismo planteamientopndieando la
integral M; como integral de interaccionl®?. Este método se suele
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implementar en forma de integral de dominio eqentd (ver apartado
2.2.5).

2.2.4.2 Método de Eischen para el calculoXe

La definicién de las integralek, k=1,2 (ver p.ej. Eischen [7]) es la
gue se presenta a continuacion:

ou.
J =lim| |Wn -o.n—-|dIr .
k . FE( ﬂ( ij |axkj (2 70)

siendo I, un camino infinitamente proximo al extremo de fgrjieque
comienza en la cara inferior y termina en la cangegor recorrido en el
sentido indicado en la Figura 2.10 y de normal

En realidad esta expresién no es de gran utilidad el calculo
numeérico de las integraldgen problemas de la MFEL. Por eso, se utiliza la
definicion equivalente:

ou,
J = jro (WnK -oyn, a—X’Jdr +3,, jrg+rgWr1KdF (2.71)
k

donde se ha utilizado la nomenclatura de la FigutQ, conl’, recorrida
del puntoA al puntoB (ﬁ) yconl y [ superpuestos respectivamente

a la cara de grieta superior (trarB®) e inferior (tramoOA). Todos los
caminos son recorridos en su sentido de definigia@e forma tal que el
versor normaln se quede a la derecha. Finalmendg, es la delta de

Kronecker.
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Figura 2.10. DominioQ definido por el contorno cerradol' =T, +I'; =T +T;.

La equivalencia de las definiciones dadas en las(8c/0) y (2.71)
se puede facilmente demonstrar recordando la definiy las propiedades
de la primera integral de Knowles y Sternberg [(Bt] (2.38)). SEes una
superficie que encierra un dominio tridimensionah ccomportamiento
elastico (lineal o no) carente de singularidade® ¥s el vector unitario
normal saliente de dicha superficie, entonces slique:

Wm =T W, dS=0
IS m o o7 (2.72)

Podemos considerar que la superfiSisea la representada en la
Figura 2.11, donde&s=S, 0 S, 0S OS, (con S, superficie cilindrica de
radio p infinitamente pequefo, rodeada por la superfidiadrica de radio
arbitrario S,) de normal externan y queAs sea un pequefio segmento del

frente de grieta. Comas es un segmento muy pequefio del frente de grieta,
se puede considerar rectilineo y, por tanto, podepensar qué es la
superficie generada por la extrusion del caminoaderI” a lo largo del
segmento de frentks. Se asumira estado de deformacién plana en ebtram
As y por tanto se interpretara el valor obtenido coghavalor promedio
integrado a lo largo de la longituss. Se puede observar que la superficie
cerradaS no encierra ninguna singularidad, y por lo tardoa® se cumple

la ec. (2.72).
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Figura 2.11. Cilindro de radio arbitrario que rodea al cilindro de radio infinitesimal p,
que a su vez engloba un segmeniks de frente de grieta 3D.

Resulta evidente que el dominibde la Figura 2.10, encerrado por
=r,+I',-T +T_, representa una seccion 2D de la superficie S

representada en la Figura 2.11. Bajo la hipétesisdeformacion plana
(campos dependientes soloxdex;) podemos entonces volver a escribir la
ec. (2.72) como:

[[wm -0 W, 4s=astf | wm, -, M lr=o0 (273
ol VM ijmaxk = AR ijmaxk = (2.73)
ya quedS=As[dl . Resulta entonces:

ﬁf Wm, -o, o, dr =0 2.74

Esta ecuacion coincide con la ec. (2.41) obtenmlaBudiansky y
Rice [2], valida para el caso bidimensional enwe tps campos dependen
s6lo dexy, X, (estados de deformacion plana o antiplana, e sodension
plana generalizada cuando se interprefam; como valores promedio en el
espesor).
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Recordando qu& =T, +T', =T, +T'_, podemos volver a escribir la
ec. (2.74) comb:

j W n—auj dr+j W n—auj dar +
-0 N -0 N
., n, il axk r n ij i X

k

(2.75)
+j (Wnk on o, jdl‘ = lim [WnK -o;n aijdr
'O, P ox

I, -0JI,
k

habiendo sustituido el vector con el respectivo vector de cada tramo del
contorno cerrado.

Finalmente, bajo la hip6tesis de caras de gribtadide fuerzas, las
integrales a lo largo dE; y ', quedar?:

W na dr +| (W na dr = WdF 2
J' n —o; ox. J' n —o; ox, J' n (2.76)

y, asumiendo que las caras de grieta sean paraélage x;, también
podemos escribir:

Jio o Wndr =4, f . wndr 2.77)

c

ya quen;=0 en las caras de grieta y por lo tanto la comt¢itn a la integral
de la ec. (2.76) siempre sera nula cuékdo

Por lo tanto la ec. (2.75) queda:

> Observese que en la ec. (2.75) el vent(definido en la Figura 2.10), vate=-m paral’,
y n=m para los otros tramos.

12 Siendo las caras de grieta libres de cargas,cébivde traccione$ seré nulo a lo largo
de las caras de grieta.
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du, B

J-ro Wn - an E dr + 52k J-rc++rc‘vvn‘dr -

(2.78)
_ ou,

= lim (Wnk —o;n, —jdl‘
0X,

r,-0Jr,

lo que demuestra la equivalencia entre las ec&)®.(2.71).

Cabe sefialar que, en la ec. (2.71), pathase obtiene la definicion
deJ dada por Rice [18], ec. (2.15), y glitene el mismo valor si se evalua
con caminos que partan de la cara inferior plania éatalla, terminen en la
cara superior y sean recorridos en igual sentidoal®2 (integral J,), la

ec. (2.71) queda:

ou;
3= (an ~oyn, a—X’Jdr +].... Wn,dr (2.79)
2

Es inmediato demonstrar también la independendiaaheino de la
integral J, (es suficiente observar la ec. (2.78) &s y recordar qu€. es
una curva de radio infinitesimal alrededor de lietg). Cabe sefialar que, a
diferencia de la integral, para la integrall, la independencia del camino
escogido esta condicionada por el calculo de lagibociones a la integral
en las caras de griethS y I'_, cosa que no ocurria con la integhall ser

estas contribuciones nulas (bajo las hipétesisideraia de fuerzas en caras
de grieta). En otros términod; tiene el mismo valor si se evalia con

caminos recorridos en igual sentiic=T', +T'; +T', , que partan de la cara
inferior plana de la entalla, terminen en la canpesior e incluyen los
tramosl] y I, .

Asi, el calculo deJ, requiere el computo de la integral dalto de
la energia de deformacion elastiem las caras de grieta (respectivamente
W para la energia de la cara superiowy para la de la cara inferior),
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debido a que la componemnigdel vector normah vale £1 sobre las caras
de grietd® (si se toma un sistema de referencia como el Biglaa 2.10):

J'rg+rgWr12dr = —J'rng' +J'r5Wd' = —J’rc (\/v+ —W‘)dr (2.80)

En ese caso, la integral a lo largo de las caragid&al, =T +T_
de la densidad de energia de deformadbno es nulafr Wndlr £0) y

por tanto tampoco lo es su contribuciéd, @aunque las caras de grieta estén
libres de fuerzas aplicadas por uds=(@).

Resulta evidente la dificultad de evaluar numérigat@m la segunda
integral a lo largo dd', ya queW es singular en las cercanias del extremo

de grieta, introduciendo grandes imprecisionesaegstimacion dé,. Si se
quiere reducir las imprecisiones en el calculdges importante recurrir a
una modelizacion de la singularidad adecuada,zatido por ejemplo
elementos singulares.

Sin embargo, para superar este inconveniente, éisplopuso un
método alternativo que permite obtener resultada®mnables del, sin
necesidad de recurrir a una modelizacion de laagneediante elementos
singulares o a excesivos refinamiento de malld enterno de grieta. Antes
de presentar el método, es interesante revisamd@asiones entre las
integrales), (k=1,2) y los FIT K; y Ky).

Relaciones] —FIT

Gracias al resultado obtenido por Cherepanov [5], pesible
relacionar las integrales de contorfiocon los factores de intensidad de
tensione, y K;;. En concreto, cuando se aplica al problema degueta
en un problema elastico plano (deformacion o tenpléna), con caras de
grieta libres de carga, Cherepanov obtuvo la sigeieelacion:

13 Recordemos que es un vector normal hacia la derecha cuando sereeel camino en
sentido antihorario. Asi,=-1 en la cara superiorrg=-1 en la cara inferior con arreglo a la
Figura 2.10.
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=Kz k2 ) - (2K K, e, (2.81)

dondee es un vector unitario en direccién x« es el médulo de rigidez a
cizalladura, yx (constante de Kolosov) toma el valor definido anet.
(2.14). Las componentes del vector bidimensiahan funcion de los
factores de intensidad de tensiones también sesxpifrecuentemente del
siguiente modo:

3, == (ki ki) 282)
1
J, :E(—ZKlK”) (2.83)

dondeE' viene dado por la ec. (2.28). Puede ser de mtardefinicion dé&e'
dada por Cherepanov [5] que interpola para estados tensionales
intermedios entre tension y deformacion plana (adores des; estimados
en la cercania del frente de grieta):

E v E
E' = + 33
1-v? (1""/)511"'822 (2.84)

Las relaciones dadas por las ecs. (2.82) y (2.8&cen la gran
ventaja de podedesacoplarlos modos de apertura de grieta mediante
meétodos energéticos que estindgly conocer los valores independientes de
los factores de intensidad de tensioné&s y K,. Despejando
convenientemente se obtiene:

K, =€(\/J1—Jz +¢31+J2) (2.85)
K, zg(\/\ll—\]z -3, +3,) (2.86)

En realidad, estas expresiones soélo son validasyrer combinacion
determinada de los desplazamientos relativos earka superior e inferior.
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Otra forma de despejar de las ecs. (2.82) y (288)luce a las expresiones
siguientes mas generales (ver p.ej. Eischen [7]):

, 2
K, =% EJ, 1+ [1- ﬁ (2.87)
2 J,
E'J 1Y)
K, =t [—1[1F [1-| =2 (2.88)
2 J,

El signo deK; y K; se tomara positivo si los desplazamientos
relativos de la cara superior de gridfg respecto a la inferiof; son
positivos:

K,>0 siu,-u,>0 (2.89)

K, >0 siu -u >0 (2.90)

En cuanto al signo dentro del corchete de la eB7]%e tomara de
la siguiente forma (para la ec. (2.88) se tomanpeksto):

si |u; —u;|2

u; —ul" tomar (+) (2.91)

Si

uy —uj| <

u - ul“ tomar (-) (2.92)

El método de Eischen

Con el objetivo de mejorar el calculo numérico deirlitegralJ,,
Eischen [7] propuso el siguiente procedimientob&sa en las expresiones
de los campos de tensiones en las cercanias deimextle grieta (ver ecs.
(2.1)-(2.6)) para calcular el salto de la energéaddformacionw en las
caras de grieta (ec. (2.80)).

Con arreglo a la Figura 2.12, si se denomia=W(r,77) al valor
gue toma la densidad de energia de deformaciéa earh superior de la
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grietal] y W~ :W(r,—ﬂ) al valor correspondiente a la cara inferiQr, la
integral de contorno extendidda=T_ +I'; se puede escribir como:

J wn,dr =~ [ e -wax, (2.93)

Notar en la Figura 2.12 que es la distancia entre el origen del
sistema de referencha, % y el extremo de grieta, y que dicho origen se
toma en el punto de interseccion del canliramn las caras de grieta.

Figura 2.12. Definiciébn de los caminos utilizadosrela evaluaciéon deJ, segun el
método de Eischen.

En su trabajo, Eischen [7] planted el problema pareestado de
tensidn plana. Sin embargo, el método se puedendxtede forma
inmediata a problemas en estado de deformaciéraplanexpresion de la
energia de deformacion W en el casaeathsion planaes:

1 1
W, = Eg'ij & = oE [0121 +0%, ~ 20,0, + 20122] (2.94)

mientras que en el caso deformacion planas:
1 1-v? v 20,

W.==0¢6 =——"|0g2+0%-20,0,,—+
DP 2 ij “ij 2E 11 22 11 221_V 1—|/

} (2.95)
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Para calcular el salto de energha” -W~ =W(r,77)-W(r,~7) se
necesita calcular las tensiones,,(r,.x7), 0,(rtm) y o,(r.tn).
Utilizando las ecs. (2.1), (2.2) y (2.4) se tiene:

an(r,in):rr%w +O(r”2)+... (2.96)
0,,(r2m)=0(r?)+... (2.97)
o,(rm)=0(rV2)+... (2.98)

Sustituyendo las ecs. (2.96)-(2.98) en las ec94)42.95) y con
sencillas manipulaciones es inmediato comprobar que

. . 4K, T
WL -W, = ——— +O(r1’2)+... (2.99)

Ev2m
Wop =Wpp = -% + O(r 1’2)+ (2.100)

Por tanto, a partir de ahora, se expresara el s@t@nergia de
deformacion en la forma mas general:

4K, T
W"-W =——1__+0(r"?)+... 2.101
N ( ) ( )

recordando queE' = E para tension plana ' = para deformacién

1-v?
plana.

Para evitar la singularidad propia de esta difeeeegpresada por la
ec. (2.101) en la integral a lo largo die, Eischen propuso dividir la

integral de la ec. (2.93) en dos tramos, deternaisgubr la longitudd
suficientemente cercana al extremo de grieta, o querior los campos
singulares tengan validez:
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- [ —w = = e -we i - Ld_{%dxl (2.102)

Como r =d —x, se puede efectuar analiticamente la Ultima de las
integrales y se podra estimay comd*

ou. d-5( . _ 8K, T
Jzz.[r(an -T, a_x;jdr_Io W -w )dxl+—E,\/“2_ﬂx/5 (2.103)

Si al conjunto de las dos integrales de la ecO@®.%e le designa por
J, y se tiene en cuenta la ec. (2.83), se puedeb@scri

2K K, - 8K,T
Jy=—— =g+ 2 s (2.104)
E E'V2r

A la hora de aplicar numéricamente este procedimisa presenta
el problema de estimar el valor delStress Ty la longituds, ya queJ, es

calculable en la forma habitual. Eischen plantedegar dos ecuaciones
mediante aplicacion de la ecuacién anterior convddsres dej diferentes,

o, Y O, (Eischen tomd en sus ejempldos=a/6 y o, =a/l2, siendoa la
longitud de grieta):

- 8K, T -2K K 8K, T
J,. =J, ——L_ |5 = L 0 g, 2.105
21 2 E'\/ZT 1 = E'\/ZT 1 ( )

- 8K, T - 2K, K 8K, T

J,, =3, -—— 5 = I N ) 2.106
2,2 2 E'\/ZT 2 E' E'\/ZT 2 ( )

Se puede despejdr, de las ecs. (2.105)-(2.106):

J. = j2,1\/32_32,2\/51
SEENEAENEY

(2.107)

* No confundir las componentes del vector de trac€idT;) con elT-StresqT).
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y asi obteneK, y K; con ayuda de las ecs. (2.87)-(2.88), ya duees

calculable a lo largo d& al ser independiente del camino. Este método
presenta la ventaja adicional de poder estimaenaion no singulao T-
Stress Ta través de la siguiente relacion:

_ E'v2r j2,2 B j2,1

Ky o, 5,

Conviene insistir en que el procedimiento propuestejora el
calculo de la integrall, sin realizar integracion cerca del extremo detgrie

y por lo tanto hace innecesaria la utilizacion dementos singulares
alrededor del extremo de grieta.

T=

(2.108)

El planteamiento del método de Eischen se basapmesar el salto
de la energia de deformacion elastica implementdasiaexpresiones del
campo de tensiones asintético expresado por las(2d3, (2.2) y (2.4) y
despreciando los términos de orden superior (ver @c94)-(2.101)). Sin
embargo, existen problemas en los que los campoterdgones tienen
expresion analitica conocida, como el problema thcap con grieta
sometida a cargas en el infinito. Puede entonastae interesante obtener
las expresiones del método de Eischen para esibkepras.

Consideremos una placa con grieta de longitud Batabhrgada en el
infinito (problema de Westergaard) con sistema eferenciax;, X, con
origen en el centro de la grieta (Figura 2.13)ekpresion analitica para el
salto de la energia de deformacidén elastica encémas de grieta del
problema considerado es (ver p.ej. Eischen 1997 [7]

_ 4012 (011 - J22) X,

W*—W- = = D(az i (2.109)

Como o, =K, IVm, o, =K, INm y 0, =045, +T (ver p.ej.
Eischen 1987 [7]), resulta:

40;2(0501 _0-;2) _ 4K, T

E' EVm

(2.110)
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y la ec. (2.107) queda:

(2.111)

Figura 2.13. Placa con grieta sometida a cargas ehinfinito.

Si se divide el céalculo de la integral a lo largolds caras de grieta
como se hizo con la ec. (2.102) resulta:

ou. a a
3= =1 2o <o s <[ o w s s

a—

dondeI’ es una curva que empieza y acaba en las carasete g@n un
punto puesto a distancth> o del extremo de grieta como en la Figura 2.12
(pero con sistema de referenaia X, con origen en el centro de la grieta
como en la Figura 2.13), recorrida en sentido ardifio y con versor
normaln que queda a la derecha del camino cuando se esmoisu sentido
de definicion.

Se puede calcular la tercera integral de la et1f).implementando
la ec. (2.111):
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a (. 4K, T
L—J(\N —W )d -[a o ” ( 2 _X)l(lz)llz d)(lz

_ 4K, T o° _ 8K, T 52
20 - — o-
Eevr a EWar

Si a las dos primeras integrales de la ec. (2.442 designa pad,
y se tiene en cuenta la ec. (2.83), se puede #&scrib

(2.113)

J :w:j L 8K T 5_5_2 (2.114)
2 = 2V o

De manera analoga a lo visto anteriormente, segouptintear dos
ecuaciones mediante aplicacion de la ecuacioniantam dos valores d&
diferentes,0, y 9,:

_BK,T s 52 “2KK, 8K, T [ 3

J, =J (2.115)

21 27 = \/— E' E'\/ZT
2 _ 2

3,, =3, -2l s, O Kl ST s ~%  (2116)

' E'm 2a E E'V2r
Se puede despejdr, de las ecs. (2.115)-(2.116):
52
21 PN 22
(2.117)

\/2261\/1261

y asi obteneK, y K; con ayuda de las ecs. (2.87)-(2.88), ya duees

calculable a lo largo dé& al ser independiente del camino. Se puede
observar que para valorédsmuy pequeiosg <<a, la ec. (2.117) queda:
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J :jz,l 52_32,2 51
SN

que coincide con la expresion dada por la ec. 2.10

(2.118)

Latension no singulao T-Stress e calcula a través de la siguiente
relacion:

_E'v2nm jz,z - j2,1

8K, o2 02 (2.119)
Rt
a 2a

T =

Se observa que para valor@smuy pequefos) << a, la ec. (2.119)
gueda:

_EV2m j2,2 B j2,1

Ky V8, o,

que coincide con la expresion dada por la ec. 8.10

T=

(2.120)

Para la implementacion del método mediante el ME&fen las
consideraciones hechas en el apartado 2.2.3.3raBe liasicamente de

calcular dos integrales de contornd,{ y J,;) utilizando la misma
metodologia de célculo utilizada para calculantagral de contornd, pero

incluyendo la integracion del salto de la energiaeformacion en las caras
de grieta.

2.2.5 Método de la Integral de Dominio (EDI)

La evaluacion numérica de las integralegver p.ej. ec. (2.71)) a
partir de su definicion en forma de integral detoamo (de linea en 2D o de
superficie en 3D) es siempre mas compleja y labarigue la integral de
dominio asociada (de area en 2D o de volumen en BDMétodo de la
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Integral de Dominio EquivalenteEQuivalent Domain Integral Method
EDI) propuesto por Let al.[16] varia ingeniosamente la formulacion de la
integral J a través del teorema de Gauss, de formangues necesaria la
evaluacién de una integral de contorno, sino Gnieatd” de una integral
de dominig siempre preferible por su mayor precision y fdadl de
computo (especialmente en problemas tridimensisha@omo se vera en
los proximos apartados, el concepto de la IntedggaDominio Equivalente
aplicado al calculo de la integraltambién se puede extender al calculo de
la integralJ,. En este caso, debido a la necesidad de caleuiatdgral de
linea a lo largo de las caras de grieta, la impleawon del método EDI
para el calculo dé, implicara el cobmputo de una integral de contoumiq
con una integral de dominio.

2.2.5.1 Método EDI para el calculo de la integdal

Recordemos qu@ es independiente del camino en un problema
bidimensional con comportamiento elastico y homegénausencia de
fuerzas por udv. y en caras de grieta. Para eld@asma grieta orientada en
direccidn x; y crecimiento en la misma direccion, y de acuecda la
denominacién y sentido de los caminos empleadda Eigura 2.4, viene
dada por la expresion siguiente:

ou.
i - J i
J= jrg(wq % 3, jnidl' L s ndr (2.121)

siendon el vector normal al contorno que queda a la deretsh camino
cuando se recorre en su sentido de definici@r yas componentes {1 del
tensor de Eshelby. Al ser nulas las cargas en dargsieta y al encontrarse
éstas orientadas en direccidm, esta integral se puede escribir como
extendida al camino cerraddb* =, +I,+;+[, si el integrando se

!5 Siempre y cuando la integrdisea independiente del camino y no incluya el cdmpa
términos a lo largo de las caras de grieta. Estmmie es cierto bajo las hipétesis de sélio
elastico, homogéneo, ausencia de fuerzas por uelv.caras de grieta.
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multiplica por una funcion gque valga la unidad e, y se anule erf;.

Recordando entonces que,n, = d&h las caras de grieth, y ', y

utilizando la funciéng, descrita, podemos volver a escribir la ec. (2.121)
como:

J= _.[r3 Z;gndr - ~[l'4 Zyopndr - J-l'l Zyopndr - -[rz Z;gndr (2.122)

con
0 (x.x)Or,
o (%, %) ={ . (2.123)

Resulta entonces que:

ou,
J= -§r* >, qndr =—§ (Wd -0, ox, Jqln dr (2.124)

Suponiendo que sea una funcidn suficientemente continuaA&n
se puede aplicar el teorema de Gauss, resultando

—__ azli a(11 - _ aql
J= jA( o G +3, a—XijdA— [.% a—)ﬁdA (2.125)

0%,
ya qu
puede calcular a partir de una integral de areaocom
1=[ o, Y _we, |%% ga (2.126)
i 0%, 0x,

Multiplicando y dividiendo la ec. (2.126) por urciemento virtual
de grietala se tiene una interpretacion fisica gecomo unafuncion de

ponderacionque hace variar el desplazamiento virtdal de los puntos
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contenidos em* en direccionx, entre el valor maximda en el contorno
[, y 0 en el contornd, (ver Figura 2.14):

1 ou, 0AX,
J=—"1 |g.—-WJ, |—=2dA con Ax, =Aa )
Aa A*( ij 6)(1 1|j OX, X:I. ql (2 127)

Figura 2.14. Desplazamiento virtualAa de los puntosI's (y de todos los puntos
encerrados porI's) que induce un desplazamiento virtualAx; de los puntos em*.

De otra manerag, es el desplazamiento virtual, de cada punto
en A* adimensionalizado con respecto al incrementaialrtle longitud de

grieta Aa, es decirqg, :% y en el limiteq, :d—xl.
Aa da

2.2.5.2 Método EDI para el calculo de la integdaimediante una
integral de area y una de linea

Bajo las mismas hipétesis vistas en el apartadoeriant
(comportamiento elastico y homogéneo, ausenciaiglezds por udv. y en
caras de grieta) es posible plantear, de manetaga&l método EDI para
el calculo de la integral, (ver p.ej. Chang y Pu 1996 [3] o Webal. 1998
[25]). Para el caso de una grieta orientada ercaB x; y crecimiento en
la misma direccion, y de acuerdo con la denomimagiGsentido de los
caminos empleados en la Figura 2.1B, viene dada por la expresion

siguiente:
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2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J, MEDIANTE EL MEF

ou,
3, =- .frs (Wgzi -0, a_xjn‘ dr + jrm (Wo, )n.dr (2.128)

dondel; =CO y ', =OD en la Figura 2.15, y siendoel vector normal

al contorno que queda a la derecha del camino ouaadrecorre en su
sentido de definicidon (no indicado en las caragria de Figura 2.15).

Figura 2.15. Definicién de los caminos utilizadosneel planteamiento del método EDI
para el célculo del,.

De forma analoga al método EDI para la integrallefinimos una
funciénq; que valga la unidad eR,, ', y ', y se anule e, . Ejemplos
graficos de funciones con estas propiedades semntees en el apartado
2.2.5.3 (Figura 2.16).

ou,
En estas hipotesis y haciendo uso esta veZ deWJd, -0, a—‘
X

2
(componentes (B, del tensor de Eshelby), podemos volver a esdabéc.
(2.128) como:

3, =] andr-[ Sandr+ [ (WeJandr  (2.120)

con
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0 (x.%,)0r,
o (%, %,) =11 (x.x,)Or, (2.130)
1 (x%)Ors 5 (x.%)O0r;

De esta forma no se altera el resultado y la et29} es la misma
que la ec. (2.128).

Si definimos los tramos orientad6§:§3 yrl, =DA (siempre con

n vector normal al contorno que queda a la dereeh@amino cuando se
recorre en su sentido de definicién), podemos afaduitar una cantidad

jr o 22N dr enla ec. (2.129) sin alterar su resultado:

J, = _.[r3 Z,0,ndlr - -[Fl 2, qndr - .[r2+r4 2, qnidr +

(2.131)
] Zaandr+ [ (W, )andr

Cabe sefalar que en las hipétesis planteadas, psdeoiver a
escribir la cuarta integral de la ec. (2.131) como:

ou.
Z,andr = W, —g, = lgndr =
II'2+I'4 2|Oﬂ.ni J-r2+l'4( 2 O-U 0X2 joﬂ.ni (2132)
=[ _ (wg,)andr

M+y

al ser las caras de grieta libres de carga.
Por lo tanto, la cuarta y la quinta integral sedameunir resultando:

.[r2+r4 (Wa, Jndr + J-I.;Jrr;\ (Wa, Jondr =
= (W, Jandr

(Mo +T A )+ (T4 +T R)

(2.133)

recordando quey, =1 enl, y I,, mientras quey, varia entre Oy 1 ef,
yrl,.
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2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J, MEDIANTE EL MEF

Llamando ahorall=r,+;=BO y [lg=l;+l,=0A, y
teniendo en cuenta la ec. (2.132) podemos estibi. (2.131) como:
= _Ur3 2, qnidr + _[_1 2, qndr + .[r2+r4 25 0N, dr} +

(2.134)
+ jr§+rs_ (Wa,, Ja,n,dr

y observando qué& =TI, +I, +I; +I, es un camino cerrado (que encierra
el areaA*, ver Figura 2.15) la ec. (2.134) queda:

J; = _fﬁ— 2, qndr + .fr§+rg (W, Jandr (2.135)

Suponiendo que sea una funcidn suficientemente continuaA&n
se puede aplicar el teorema de Gauss a la primtgral de la ecuacion
anterior, resultando:

3%, d

(2.136)

=-[ %, 8 9% 4a= [ ( ” —WJleaql dA
0x, 0x 0x,

0%,
ya que—= 3 - =0 en las condiciones anteriormente expuestas. Rtw, t
i
se puede calcular a partir de una integral de yad@& una integral de linea
como

ou. aq
J, =jA ( |5 —Wdz,j ~ L dA+j _Wayn,dr (2.137)

donde se ha utilizado la igualdé\lﬁ’é'2i )ni =Wn,.
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2.2.5.3 Formulacion del método mediante el MEF

En este apartado se describe la implementacioméielido EDI en el
MEF para problemas 2D.

Area de integracion

En primer lugar hay que determinar el &rea de iatégn A*. Esta
area puede tener forma anular (como se muestra Eiguira 2.15) siempre
qgue las hipétesis de carga garanticen la indeperaléeJ con respecto al
camino escogido. A efectos practicos, resulta olavieonveniencia de que
el contorno exteriofl; este formado pdiados de elementay también el

. - - *
interior I'; siA es anular).

Eleccién de la funcidong,

Recordemos que la funci@p ha de ser suficientemente continua y
debe cumplir las condiciones dadas por la ec. 8.para el calculo dé
y/o la ec. (2.130) pard, dondel, se reduce a un punto (el extremo de

grieta) en el caso de q¢ no pueda ser anular. De hecho, como afirman
Shih et al. [20], si la precision con la que se calculan lampos de EF
sobre todo el dominio es del mismo orden, entolee®stimaciones de J
seran insensibles al tamafio y forma de la regioreAridependientes de la
funcion g escogida Sin embargo, en la practica la estimacion enolzaz
cercana al extremo de grieta es siempre menossprapie en zonas
alejadas. En estas condiciones, si puede afectmeah* y la funciéng;
elegidas. Como regla general, cuanto mas se eatiefos del extremo de
grieta el &reaA* las estimaciones dé serdn mas precisas. Las mismas
consideraciones se aplican al computo deolmponente de dominite la
integralJ, calculada mediante EDI. Sin embargo, a diferedei¢a integral

J, el resultado global esta condicionado por el aftmple lacomponente de
contornq al ser esta contribucion inevitablemente calalad elementos
cercanos a la grieta. Para superar este inconvenis@ puede aplicar el
método EDI al calculo d& complementando con el método de Eischen. Es
decir, para calculad, se calcula normalmente la integral extendida eh ar
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2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J, MEDIANTE EL MEF

A* de la ec. (2.137), y a continuacién se le sumatégral de contorno en
las caras de grieta calculada mediante el métodosdben.

q1(x1, x2)

qi(x1, x2)

Aq - Extremo de grieta Aq - Extremo de grieta

Figura 2.16. Ejemplo de dos funcioneg; para problemas 2D: tipo piramidal (izda) y
tipo plateau (dcha). Debajo: representacion de lodesplazamientos virtualesAx; en
nodos.

En la Figura 2.16 se representan las funciapespo piramidal y
tipo plateaupropuestas por Shiét al. [20]. Ambas definen el dominio de
integracion alrededor del extremo y cumplen @ue0 en el contorno
exterior,g;=1 en el extremo de grieta y son funciones contin8ase utiliza

una funcion tipglateaulos términos que multlpllcan%lq—1 no contribuyen
X

1

al computo cuando se trata de elementos en laana de la funcidmy
(es decir, sélo importa donde hay gradienteqge Notar que para un
problema en el que las hipotesis de carga seanadasiadas a la
independencia dé del camino tomado, la utilizacién de una funciioot
plateauequivale a la integracion en un domiiid anular, ya que la Unica
contribucién es debida a aquellos elementos dopd® es constante. En
estos casos la eleccion de una funggtipo plateaupresenta la ventaja de
evaluar los resultados lejos de la zona de elevgdadientes, donde la
solucion de EF es mas exacta, aunque por contraeesr el nimero de
elementos que contribuye al computo de la integral.

Cabe destacar la diferencia entre la implementagénona funcion
tipo piramidal o tipo Plateau en el calculoXdenediante EDI:
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* Implementando una funcién de tipo Plateau, podemos
calcular la componente de dominio de la integral en
elementos alejados del extremo de grieta, dondell&cion
de EF es mas exacta. Sin embargo, en la zona géema la
integral de contorno es ponderada a@prl para aquellos
elementos que se encuentran en dicha zona;

e Implementando una funcién de tipo piramidal, caoubs la
componente de dominio incluyendo elementos alradddb
extremo de grieta (donde la solucion de EF es menos
precisa). Sin embargo, la integral de linea noocesigrada en
ningun tramo com=1, ya que la funcion piramidal no tiene
una zona plana como la funcion Plateau. Por esolaen
integral de linea, los elementos cerca de la cangrigta son
ponderados en menor medida respecto a una funeidipal
Plateau (donde eran ponderados gei).

Integracion numérica

Resulta evidente que la integracion extendidaes A&t equivale a la
suma de las integrales extendidas al area de camlalel los elementos
incluidos enA*. La integral en cada elemento de expresiones dasnecs.
(2.126) o (2.137) se realiza entonces numéricamentel dominio de
referenciag,n mediante la cuadratura de Gauss. A continuaciéncbeye a
modo de ejemplo la expresion discretizada de |§2et26). Se supondra el
uso deelementos isoparamétricos

:NSDA* Ng Ng %_ 5 %
I 2L 2 HaH| | 035 Wy o) (2.138)
b &) .

e=1 m=1 n=1 i

donde N, es el numero de elementos contenidos en el arestedgacion

A*, N, es el numero de puntos de Gauss tomados en aadaidin local

de integraciort, 5, siendoH,,, H, sus correspondientes pesos de Gauss y
|J| es el determinante de la matriz jacobiadnde la transformacion de

coordenadas. El integrando (expresion entre carshdia de ser evaluado
en las coordenadas de referencia de los puntosades@,.¢,). Para la
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2 CALCULO DE LAS INTEGRALES J Y J, MEDIANTE EL MEF

evaluacion dea—ql resulta conveniente definir la funcidog, en cada
X
elemento como interpolacion a partir de los valoedales:

Nne

a(¢.7)= 2 No(&7), (2.139)
n=1
donde N, es el nimero de nodos por elemerity(£,77) es la funcién de
forma del nodm en coordenadas de referencia de elemermg gs el valor
de g, asociado al nodn. De esta manera, las derivadasglecon respecto
a las coordenadas espacialese calculan como:

dq, faNn(f,n)

7z U

axl — 11 = 0¢

=J 2.140
LN RSN (2:140)
0x, = 0N .

Aplicacion a la integral de interaccionM , = | ¢

La formulacion del método EDI también es aplicableotras
integrales de contorno distintas de las integrales,. Asi, en el caso 2D y
bajo las hipotesis que permiten la aplicacion délaaio EDI, Shih y Asaro
[19] dan una expresion en forma de integral de dapara la integral de

interaccion M, =1 *? (ver ec. (2.64)):

M, =@ ZJ‘A (J__(l) 4 g® _J_W(Lz)dliJ%dA (2.141)
% X1 Xi
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3 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA

3 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA

Resumen del capitulo:

En este capitulo se presenta, mediante diagramablalgues, la
estructura del programa implementado en esta Tgaia el calculo de la
integral J y del T-Stress mediante los método presentadad eapitulo
anterior.

En los apartados anteriores se ha descrito conrdabel calculo de
las integraled y J, (e indirectamente de los FKR; y K;) y de la tension no

singularT (T-Stres} que aparece en la expresion d@g de las ecuaciones

de Williams (ver ec. (2.1)). La aplicacién de défietres metodologias para el
calculo de las variables descritas en problemasladeMFEL se ha
implementado en Matlab conjuntamente con el progra® analisis por
elementos finitos ABAQUS. Como parte del programabia sido
desarrollado en un trabajo anterior para el calcéda integrall (Giner
2001 [11]), ha sido necesario por un lado adaptamtegrar el codigo
existente y por otro lado desarrollar nuevas rstiran el fin de alcanzar los
objetivos de la presente Tesis. Por eso, esteutapde centrara en las
rutinas desarrolladas para el calculo He(y del T-Stresy mediante el
método de Eischen y mediante el método de la latede Dominio
Equivalente (EDI) complementado con la metodolalgi&ischen.

Debido al gran numero de rutinas involucradas § ddnsidad del
codigo desarrollado, en este apartado tan soélo eseridira de forma
esquematica (mediante diagramas de bloques) eliohamiento del
programa.

El programa de célculo se subestructura en tregsfdsien
diferenciadas, que se muestran en la Figura 3.1:
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* Fase 1 en la primera fase se definen los datos del pmaly se
genera la malla de elementos finitos (nodos y tugial de la malla).
La informacion generada es almacenada en fichenasser leidos e
interpretados por el programa ABAQUS en la fasesiva.

» Fase 2 en esta fase el programa principal llama al @Eogr
ABAQUS que lee la informacién generada en la faseqrente y
resuelve el problema mediante el MEF. A continuacl®BAQUS
genera unos ficheros de resultados que seranadii& para el
postproceso en la fase sucesiva.

« Fase 3 en la fase final, el programa principal lee lesultados
obtenidos a partir del andlisis por el MEF vy, inmpémtando
diferentes rutinas, calcula las variables de istgrd@ra el problema
estudiado (concretamente las integralgsd,, los FITK, y K, y, Si
procede, el-Stresk Finalmente, se generan unos ficheros donde se
almacenan de manera ordenada todos los resulthtErsdns en los
problemas analizados.

{ B

FASE 1

Definicidn parametros
del problema y
generacion malla de
elementos finitos

1 |

FASE 2

Resolucién problema
mediante el MEF

1 |

FASE 3

Postproceso de datos,
calculo de resultados y
almacenamiento

Figura 3.1. Fases principales del programa de caltupara problemas en modo mixto
de la MFEL.
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3 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA

Los diagramas de bloques anteriores representanalforma global
el funcionamiento del programa de calculo de Maitaplementado. Para
conocer de una manera mas detallada su funcionameercontinuacion se
detalla la funcidén que realiza cada fase.

La primera fase del programa est4 formada poretifes subrutinas
gue se encargan de definir los datos generalegsrdelema y de generar la
malla de elementos finitos del problema a estutl@primera fase se puede
dividir en dos subfases (ver Figura 3.2), descedtasntinuacion:

1)

2)

En la primera subfase se definen los datos dellgmah Entre
otros, se definen el modulo de Young E, el codifigede
Poissonv, el estado tensional (tensién plana o deformacion
plana) y las dimensiones de la placa y de la lodgite grieta. A
continuacion, se definen los datos relacionadosetanodo de
carga que se quiere aplicar al problema. Estos dato eK,, el

Ky y el T-Stress TEstos datos, que definiremos “exactos”, son
introducidos por el usuario y permiten, mediante das. (2.1)-
(2.6), definir univocamente un estado tensionalsguaplicara al
problema a estudiar. A continuacién, se define ipb tde
elementos con los que se quiere mallar al geondtiproblema
(cuadréticos o lineales) y, finalmente, el tipopdleblema que se
quiere estudiar (el problema de Westergaard o eblgma
asintético singuldr, ver apartado 4.2).

Con los datos definidos anteriormente, se lanzam serie de
subrutinas que se encargan de generar los ficherossarios
para ejecutar el andlisis de elementos finitos arediABAQUS.
Los ficheros generados basicamente consisten eys ¢ra
generar la malla en ABAQUS (coordenadas nodalepgldgia),
datos para aplicar las cargas nodales previamemtaladas y
datos para aplicar las condiciones de contorndrige®nes en
desplazamientos).

' Problema en el que las tensiones aplicadas sendetieamente al primer término del
campo de tensiones asintético (yfabtrespara la tensidny,).
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FASE 1

1.1 - Definicion datos del problema:

eDatos generales: E, v, TP/DP, dimensiones placa,
longitud de grieta

eModo de carga: K;, Kj;, T-Stress

eDensidad de la malla

*Tipo de elementos: lineales/cuadraticos

*Tipo de problema: Westergaard/Asintdtico singular
*Otros datos

2.1 - Generacién ficheros de input para ABAQUS:
eCoordenadas nodales y topologia malla
eFicheros de cargas equivalentes aplicadas

eCondiciones de contorno aplicadas

Figura 3.2. Descripcion de la fase 1 del programaripcipal y sus sub-fases.

La fase sucesiva consiste en el analisis del pmubleediante el
MEF en ABAQUS. Los ficheros generados en la faseri utilizados por
ABAQUS como input. A partir del analisis por EF generan una serie de
ficheros que seran luego utilizados por el programcipal en la fase 3
(postproceso). Estos ficheros contienen toda tanmécion necesaria para el
calculo de las integrale$ y J, mediante los métodos presentados en el
capitulo 2. Dicha informacién consiste en:

+ Tensioneso; y deformacioneg; en los puntos de Gauss

* Energia de deformacion elastiéen los puntos de Gauss

. . du, du
« Derivadas cruzadas de desplazamientés, —2% en los puntos de
X2 Xl

Gauss

e Otros datos para el postproceso
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3 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA

FASE 2

INPUT: Ficheros procedentes de la Fase 1

| ABAQUS g

1

OUTPUT: Ficheros para postproceso en la Fase 3

eTensiones y deformaciones en PG
eEnergia de deformacion elastica en PG
eDerivadas cruzadas de desplazamientos

oOtros datos

Figura 3.3. Descripcion de la fase 2 del programaripcipal: analisis por el MEF
mediante ABAQUS.

Finalmente, en la fase 3, a partir de los datosnthds del analisis

por el MEF se procede a calcular las integrdlesJ, (Figura 3.4). Las
metodologias empleadas son:

IntegralJ: se calcula mediante el método EDI y mediante é&bdo
de la Integral de Interaccién | (implementada madiauna
formulacién de dominio equivalente) segun la melmgia indicada
en el apartado 2.2.5. Para eso se implementa uegragion
numeérica en el area interesada (como descrito apagtado 2.2.5.2)
a partir de la informacion procedente de los pudm$auss de los
elementos del area. También se calcula la integimplementando
un método de contorno, utilizando por ejemplo la(2d5). Para el
calculo de la integral de contorno se han escogidminos
cuadrados concéntricos alrededor de la grieta dpartado 4.3) y
coincidentes con los lados de los elementos. Laodo&igia de
calculo para la integracion en el lado de un elémanpartir de la
informacion procedente de sus puntos de Gauss éamde ha
descrito en el apartado 2.2.3.3.

71



* Integral J,: se evalla mediante integral de contorno y meeliant
método EDI (que supone una integral de dominio g oréa integral
de contorno). En ambos métodos se implementa ladoleigia de
Eischen [7] para el calculo de (ver apartado 2.2.4.2).

( N\

FASE 3

INPUT: Ficheros procedentes de la Fase 2

i

Calculo integrales:

eIntegral J: método de contorno, método Integral de
Interaccion de dominio, método EDI

elntegral J,: método de contorno y método EDI
(integral de dominio + integral de contorno en las

caras de grieta)

| Ky, Ky, T-Stress |

Figura 3.4. Descripcion de la fase 3 del programaripcipal: postproceso de datos.

A partir de los valores dé&y J, obtenidos, en la fase 3 es posible
calcular los FIT utilizando las relaciones deseriéa el apartado 2.2.4.2 y,
finalmente, también &l-Stresanediante el método de Eischen utilizando la
ec. (2.108). Todos los resultados obtenidos soa@nmados y ordenados en
ficheros para ser leidos una vez terminado el progr

Una vez programado todo el calculo necesario, segya explotar
el programa y extraer los resultados a partir ddlisis de diferentes
problemas de la MFEL en modo I, modo Il o0 modo mixtodos los
resultados obtenidos se muestran detalladamergiesgguiente capitulo.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS
OBTENIDOS

Resumen del capitulo:

En este capitulo se presentan los resultados aldeni
implementando el programa desarrollado mediante iogrejemplos
numéricos. En primer lugar, se describiran los pgembas estudiados y los
datos de partida utilizados. A continuacion, sesprdgaran los resultados
obtenidos a partir de la validacion parcial del grama, aplicando las
rutinas desarrolladas al célculo de problemas catga en modo |I.
Finalmente, se presentaran los resultados obtenimoglementando el
programa en el calculo de problemas cargados enamoikto.

4.1 INTRODUCCION

En el capitulo 2 se ha descrito toda la formulaadateméatica
necesaria para abordar el estudio de problemas €la dVFEL, y en
especial modo para el calculo deed problemas en modo mixto. También
se ha descrito en el capitulo 3, mediante divedsamgramas de bloques, el
funcionamiento basico del programa implementadoMatlab para el
lanzamiento de analisis de problemas mediante & WEI postproceso de
los datos para el célculo de las magnitudes deémidasicamentd J,, K|,

Ky, T-Stresy En este capitulo se presentan los resultadosniolos
implementando el programa desarrollado medianteiosarjemplos
numéricos.

Cabe sefialar que en el proceso de desarrollo dgtgma, se ha
llevado a cabo una validacion parcial del mismanGya se ha comentado
anteriormente, el programa desarrollado en esia ¢afcula la integral,
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mediante el método de Eischen, bien calculandgriakes de contorno, bien
calculando integrales equivalentes de dominio. Blranzar este objetivo,
se ha decidido desarrollar inicialmente un conjud® subrutinas que
permitan calcular integrales) en contornos cuadrados conceéntricos
alrededor de la grietaguperpuestos a los lados de los elementos

Esta eleccion para abordar el problema conlleva sigsientes
ventajas:

1. Una vez desarrollado el programa para el célculla dietegralJ, su
extension al calculo de la integrd es simple e inmediata. De
hecho, considerando la expresion

ou,
J = J'ro (WnK —-o;n, Kjdl‘ + szj'rg+rc_Wr1Kdl' (4.1)

se observa que, una vez desarrollada una rutinangplemente la
ec. (4.1) para el calculo de para calculad, es suficiente cambiar

an . auj . .
n porn, y — (j=12) por — (j=22). A nivel de
0X, 0X,
programacion, se trata simplemente de cambiardaahles de input
de la rutina.

2. El desarrollo de una rutina que calcule integrdie€ontorno en los
lados de los elementos, permite implementar dickiaar de forma
inmediata para el célculo del salto de energia erohacion

elésticaj'ﬁ F_andl' en las caras de griefa =l + I, necesario
[ + c

para el calculo del,. De hecho, en las caras de grieta es
imprescindible que el camino pase por los ladosodeslementos
que constituyen las caras de grieta. Ademas, utiaargon las
caracteristicas previamente descritas se puedernmepitar también
para el célculo dg, mediante el método EDI, ya que para eso se
requiere calcular también una integral de cont@ndas caras de
grieta (ver ec. (2.137))

3. Finalmente, el desarrollo de una rutina que cala@almente la
integral J, permite comparar los resultados obtenidos con los
obtenidos a partir de otros métodos para el caldelb Para eso, se
han utilizado las rutinas realizadas por Giner [ddfa el calculo de
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

J mediante el método EDI y el Método de la Integialinteraccion
(en forma de integral de dominio equivalente). ladidacion de la
rutina desarrollada mediante la comparacion conltees ded
obtenidos por otros métodos permite:

» detectar problemas y errores de forma mas senalllagr mas
sencillo el célculo de la integrdlcomparado con la integraj
(no es necesario calcular la integral en las cdeagrieta, ni
utilizar el método de Eischen que, aunque sena@dobastante
laborioso);

e garantizar la robustez y la validez de la rutina uez extendida
al célculo de la integral, (siendo ademas su extension simple e
inmediata, ver punto 1).

Cabe sefialar que el caracter paramétrico de lemsuiesarrolladas
no limita su aplicacion al célculo de las integsaley J, a lo largo de
caminos concéntricos superpuestos a los ladossdgdmentos, pudiéndose
en un futuro adaptar el programa de forma inmediaiias exigencias si se
requiere (p.ej. caminos no conceéntricos, calculto dargo de caminos
pasantes por puntos de Gauss de elemento, etc.).

Una vez validado el programa, es posible en urcipim pasar a la
implementacion del mismo para el célculo Heen problemas en modo
mixto de la MFEL.

4.2 PROBLEMAS 2D ANALIZADOS

En este apartado se describen los dos problemiasdnisionales que
se han estudiado en esta tesis mediante andlisiselconétodo de los
elementos finitos (MEF). Aunque haya gran variedagosibles problemas
para el calculo de los parametros relevantes eMdeanica de Fractura
Elastico-Lineal, en esta tesis se han estudiadoptoblemas siguientes
(Figura 4.1):

1. el problema asintético singular, donde se estudia porcion de
dominio en proximidad de una grieta describiendo estado
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tensional mediante los primeros términos (térmirsisgulares,
proporcionales &*?) de las ecuaciones (2.1)-(2.6). Cabe sefialar que
ademas de los términos singulares, también se hsidevado el
término T (T-Stres¥ que aparece en la ec. (2.1). Al despreciar los
términos de orden superior, el campo tensionalridleses por lo
tanto un campo truncado al primer término. En éetis se ha
estudiado una placa de dimensiones finitas cotagateral.

el problema de Westergaard donde se estudia una porcion finita
de dominio en proximidad de una grieta de una piafaita, en el
gue el campo de tensiones corresponde a un prolgemancluye
los diferentes términos del desarrollo en seriéeget expresiones
conocidas.

Jll' 022' 012 = f (r e ! 9)

b

|

|

Qo

|

TTTTT

|

Figura 4.1. Porciones de dominio consideradas para problema asint6tico singular
(porcién de placa finita con grieta lateral, izda)y para el problema de Westergaard
(grieta en placa infinita, dcha).

La gran ventaja de estos problemas es que los cadgptensiones y

desplazamientos son conocidos de forma exactajdopgrmite evaluar el
error exacto cometido en el célculo.

Cabe destacar que, aunque en esta tesis se hagaldiral estudio a

los problemas previamente descritos, el caractempgtrico de las macros
del programa de célculo desarrollado permite adagtde forma inmediata
para el estudio de otros tipos problema (en gemsralficiente cambiar las
condiciones de contorno aplicadas). Algunos posidemplos son una
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

secuencia infinita de grietas colineales en el sm@laca infinita 0 una
grieta centrada en una placa da anchura finitagitiod infinita (Figura 4.2)

I b b

Figura 4.2. Ejemplos de otros problemas analizableson el programa: secuencia
infinita de grietas colineales (izda) y grieta cemada en una placa de longitud infinita
y anchura finita (dcha).

A continuacién, se describen con mas detalle los plmblemas
estudiados en el marco de esta tesis.

4.2.1 Problema asintatico singular

En un problema asintético singular se considera euestado
tensional en proximidad de la grieta es completaendescrito por el primer
término del desarrollo de Williams. Esto equivaleoasiderar tan sélo los
términos singulares (proporcionales @?) que aparecen en las ecs. (2.1)-
(2.6), de ahi el nombre de problema “singular”.Hai@proximacion resulta
razonable ya que, de acuerdo con la nomenclaturka deégura 2.1, en
proximidad de la grieta el radiotiende a cero, por lo que predominan los
términos singulares y es posible entonces despresidérminos de orden
superior O(r*"?) y superiores). Sin embargo, es posible afiadtérmino
no singular constante (€Stresyen la expresion de,, (ec. (2.1)). Por eso,
en esta tesis también se ha contemplado el esfiedgvoblemas singulares
en los que er-Stresses no nulo.
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Para definir un problema asintotico singular en diosensiones se
fijan los valores de entrada Hg K, y T que, como se puede observar en las
expresiones de las ecuaciones (2.1)-(2.6), son dos determinan
univocamente el estado tensional en el entorncadgriéta. A partir de
dichos valores es posible entonces calcular lasidees equivalentes en
cada puntao,,(r,8), 0,,(r,8) y o,(r,8) mediante la siguiente expresién
compacta:

g =—L_ f__l (9)+ Kn

oo ! N2

dondeT es elT-Stress J, es el simbolo de Kronecker §' (6) y f,"(6)
son las funciones trigopnométricas que tienen laesin siguiente:

£ (6)+75,9, (4.2)

0 g 36 g 6 36
cos—|1-sen—_sen— sen—Ccos—Cos—
2 2 2 2 2 2

|
fy (6)= 6 6 30 9( 0 3@] (4.3)
Sen—CcoSs—CosS— cos—| 1+sen—sen—
2 ©05500%5 2 2%

9( ) 39) 0( g 30)
—-sen—| 2+c0s—cos— | cos—|l-sen—sen—
2 2 2 2 2 2

30

f,' (6)= 6 6 30 6
COS—(]. - Sen—sen—j Sen—Cc0oSsS—CO0S—
2 27 2 "

[

(4.4)

La idea base del estudio de un problema asintéirgular mediante
el MEF es que se haga un recorte de un solido eentorno de la grieta.
Una vez mallado el recorte mediante elementosfinge le aplican en sus
lados las cargas equivalentes fijando unos vakxastos dé&ey, Kjiex Y Tex
y calculando dichas tensiones mediante las ecuaxiexpresadas por la ec.
(4.2). A continuacion se resuelve el problema mudiaandlisis por
elementos finitos. Finalmente, a partir de la sélu®btenida por el MEF,
es posible postprocesar los resultados para calaslantegraleSes Y Joet V,
mediante las relacionek-FIT vistas anteriormente (ecs. (2.87) y (2.88)),
obtener los valores de de los H{Jes, Kt Y, implementando el método de
Eischen, tambiénl. Estos valores, calculados a partir de la solucion
obtenida por el MEF, se pueden comparar con lageslde partida fijados
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

(Kiexs Kiiex ¥ Tex) para estimar el error cometido en el calculote psoceso
se describe en el esquema que se muestra a camim(gigura 4.3), donde
se ha recortado una porcion de domijode una placa con grieta lateral:

He Klex Klef
=D 8 =) | Kitex Kilef
B Tex Tef

Figura 4.3. Proceso para el calculo de paradmetrosneun problema asintético o
singular.

Este planteamiento permite generar diferentes @nodd (modo |,
modo II, modo mixto) cuya solucién exacta es cot@¢al haber fijado los
valoresKiex, Kiiex Y Tex para describir el estado tensional). Esto a su vez
permite comparar la solucidén obtenida por el MEtalgular el error exacto
cometido en el célculo.

4.2.2 Problema de Westergaard

Como se ha comentado en el apartado anterior, eroblema
asintotico singular se ignoran los términos de mrdeperior en las
ecuaciones que describen el campo de tensionesesioeno de grieta, al
ser los términos proporcionalesr@’? los dominantes. Esta aproximacion
es razonable y permite analizar problemas de la IMp&ia establecer el
error de célculo cometido en los resultados obtenidediante un andlisis
por elementos finitos. Sin embargo, este plante@mieproporciona
inevitablemente un campo de tensiones de partidaeabsta, que no
representa el estado tensional realista en pro&mndk una grieta de un
cuerpo sometido a un cierto estado de carga (pego I, modo Il 0 modo
mixto).

Por este motivo, también se ha planteado un pra@blinreferencia
basado en la solucién analitica de Westergaardymararieta en una placa
infinita. Este problema tiene las siguientes verstaj
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e Como para el problema asintotico singular, es posdenerar
diferentes problemas (modo I, modo I, modo mixti@riando de
manera oportuna los parametros de entkagaK|iex ¥ Tex

* Permite modelar estados de modo I, modo Il y modktorcon
solucion analitica exacta

» Las expresiones analiticas exactas para los cangdsnsiones y
desplazamientos en todos los puntos del dominia@spnacidas.

En principio este ejemplo sigue presentando elnmeniente de que
su dominio de definicidn es infinito. Para evitavdelar el dominio infinito,
se ha considerado una porcién finita del mismo leengorno de grieta
(Figura 4.4) y en su contorno se ha impuesto Iailoligion de tensiones
correspondiente a la solucion analitica de Westedgéde forma similar al
problema asintotico singular).

1
:

t

|

!
|

f
i

T

|

!
|

Figura 4.4. Placa infinita sometida a tensiones uftirmes ¢ (biaxiales) yz en el infinito
con grieta de longitud 2a. Porcion finita de domiro 2, modelable mediante EF.

Tradicionalmente, la expresion explicita de los pasnanaliticos
asociados a la solucion de Westergaard en purggedab del extremo de
grieta no ha presentado una especial utilidad yedbo, es dificil encontrar
una referencia bibliografica que incluya explicitante las funciones de
punto (X, y) que definen los campos analiticos de tensiones vy
desplazamientos para este problema. Debido a est@vieniente, Giner
[11] tuvo que deducir dichos campos en su tral@agsentando en su Tesis
Doctoral las expresiones explicitas que obtuvoug mbién se proponen
en esta tesis.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Solucion para el modo simétrico (modo 1)

El planteamiento de Westergaard utiliza funcionealidcas de
variable complejaz(z), con z=x+iy, y es aplicable a problemas de

fractura donde la grieta de longit@d ocupa un segmento rectilineo del eje
X (ver p.ej. Tada&t al.[22])

Haciendo referencia a la Figura 4.4 y al sistemaca®denadas
representado, la funcién de Westergaard para blggma biaxial cargado en
X ey con una tensién biaxial uniforme en el infinitg con grieta situada en
el segmentea< x<a del ejex es:

Z(2)=—— (4.5)

Z;(Z): dz = (22 _a2)3/2 (4.6)

Z, (z)=J-Z|dz:U\/z2 -a’ 4.7)

Estas relaciones entre las funciones y sus desvadasfacen las
condiciones de Cauchy-Riemann para funciones maalft Se puede
demostrar que los campos de tensiones vienen gados

ol =ReZ, -ylmZ| (4.8)
o, =ReZ +ylmZ, (4.9)
T, =—yReZ| (4.10)

y los campos de desplazamientdsy V' por:

7 Las condiciones de Cauchy-Riemann para un funeialitica Z = ReZ +ilmZ
establecen quRkeZ' =0 ReZ/0x =0IlmZ/dy yquelmZ' =dImZ/0x =-0ReZ/dy.
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20 :KT_lReZ ~yimz (4.11)

+ —
. :KTllm Z - yRez, (4.12)

dondeu es el médulo de rigidez a cizalladura y la cortstaes la constante
de Kolosov, definida en la ec. (2.14). Las ec8){#4.12) son Unicamente
validas para el caso biaxial en el que la tensidlicada enx ey es la
misma. En cualquier otro caso, necesitan de lasnmh de ciertos términos
constantes. Un andlisis mas detallado del caso geasral se puede
encontrar en Eftist al. [6].

Se puede comprobar que las ecs. (4.8)-(4.10) aetisflas preceptivas
condiciones de contorno:

o,=0,=0 ; I,,=0 cuandoyx* +y* - o (4.13)
0,=0;1,=0cuandoy= Q-as<xs<a (4.14)

Con el fin de obtener las expresiones explicitaa s campos de
tensiones y desplazamientos en funciorx,dg se utilizan las definiciones
siguientes:

2

t=22-a? = (x+iy)’ —a = (x> - y* —a?) +i(2xy) = m+in (4.15)
donde se ha definidm y n como:

m:Ret:Re(zz—az):xz—yz—a2 (4.16)

n:Imtzlm(zz—az):ny (4.17)

Notar quem, n son funciones de las coordenadas de punyo El
conjugado dé se denotara pdr=m-in. El médulo dd y det sera:

t| = =vm?+n? (4.18)
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS
Utilizando esta notaciod, se puede escribir como

Z, (Z)=?=W=%(X+W) i (4.19)

La raiz cuadrada de tiene dos soluciones:

|t'|[cosg +i seng}
JE =Jm=in = 4.20
v |f|[cos¥+ i se@} @20
donde:

@=argt =arg(m—in) con an[—ﬂ,ni (4.21)

Diversas comprobaciones realizadas por Giner [l&h das
expresiones que siguen demuestran que la unicai('mlde\/ﬂque tiene

sentido fisico en el semiplano derecka es(da primera de la ec. (4.20)
(denominada valor principal de la raiz). Esta d6luces la Unica que
satisface condiciones de continuidad de tensiorgseyconverge al estado
biaxial puro en la lejania de grieta. La soluci@am {p+ 277) es la vélida
para el semiplanx < .0Los ejemplos numéricos analizados en esta tesis
tomaran porciones del dominiQ, en el semiplanox= Qpor lo que
sustituyendo la solucion correspondiente en 1§4et9) se tiene:

Rez, :%[xcosg— ysengj (4.22)
ImZ, :%(xseng+ ycosgj (4.23)
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Un desarrollo similar par&,; da lugar a las siguientes expresiones
para los campos de tensiones como funciones réaley (recordemos que
m, n, [t| y ¢ son funciones de, y):

_G ( 4 wj 2( 9_ wj_
=—=|| XCOSZ- —ysen- Sen- —Ncos- (4.24)
L 2 2]
\_ T | g_. @ a o o)
g, = |t| _[xcosz ysenij y|t|2 (msenz ncosgj_ (4.25)
% w)
mcos— +nsen- (4.26)
il 2

Andlogamente, calculando la parte real e imagindgaZ,, los
campos de desplazamientos exactos se pueden esonin:

@ @
CO sel I— + yYCOS—
0\/ m (x y 2) (4.27)

__0'\/758 - _T(XCOSQ ysengj (4.28)

dondeg se define como:
@ =argt =argm+in) con @ 0[-77] (4.29)

Con el fin de establecer restricciones de desplezdaos en los

modelos de EF es de interés conocer los desplazarsiexactoss' y V'
en lo ejex, y. Es sencillo demonstrar que:

u' -K‘l—;{la\/x -a’ ; V' =0si|=a,y=0 (4.30)
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS
u' =0 ;v ——a\/a -x* si|y<a,y=0 (4.31)

u' =0 ;v —K—law/y +a’ six=0, Oy (4.32)
au 2,Uw/y +a?

Por altimo, hay que recordar que el FIT para estblpma en modo
| es simplemente:

K, =om (4.33)

por lo que en todas las ecuaciones anterier@siede ser sustituido por

K, I\Nma.

Solucion para el modo antisimétrico (modo 1)

De forma totalmente analoga se puede definir lacifum de
Westergaard para el problema de una placa infio@ia,grieta situada en el
segmento—a< x<a del ejex, y cargada en el infinito con una tension
tangencial uniforme (ver Figura 4.4). Esta funcion es:

ZAA:—%L7 (4.34)
Z"—a

Los campos de tensiones para este caso vienen pados

o! =2ReZ, —ylmZ| (4.35)
g, =ylmzZ, (4.36)
-ImZ, —-yRez, (4.37)
ia’r

siendoZ, =dz, /dz=

3/2 "
(z2 —az)
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Los campos de desplazamientds y v' vienen dados por:

2" :KTHReZ, -ylmz, (4.38)

_1 _
240" =K7Im Z, -yRez, (4.39)

siendoZ, =[z,dz=irz*-a* .

Es sencillo comprobar que las ecs. (4.35)-(4.3@tisfacen las
perceptivas condiciones de contorno:

o, =0, =0 ; 1, =0 cuandoyx’ +y* - o (4.40)
o, =0; 1, =0 cuandoy= Q-as<x<a (4.41)

Con las mismas definiciones y cambios de variabke mpra el caso
de modo |, los campos de tensiones para el modoeldien ser expresados

como funciones reales dey (recordemos qum, n, |t| y ¢ son funciones
dex, y):

2
o, ‘%[ (ycos£)+ xseng)j y|a| (mcos%)+ nsengﬂ (4.42)
t

2
g, =y ar (mcosg+ nsengj (4.43)
t 2 2
2
Ty =—— 4 (xcosg ysengj a (mseng ncosgj (4.44)
\/H 2 || 2 2

Analogamente, los campos de desplazamientos exaetgaieden
escribir como:
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

_r(sem Yo, \/ﬂ(xcosg yse ngj (4.45)
4 4
—rfco 5 2/J\/,[ycos—+xsen§J (4.46)

En cuanto a los desplazamientos exactbsy v"' a lo largo de los
ejesx, Yy (utiles a la hora de imponer restricciones a kespthzamientos en
los modelos de EF):

u" =0 ; v" =/;f—;llr\/x2—a2 sij{za,y=0 (4.47)
n_ K 2_y2- " =0 si -0
== V& X v =0 IX<a,y= (4.48)

u' :K4;1-T\/y2+az+i% V' =0six=0,0y  (4.49)

Por udltimo, es importante sefialar que el FIT pata problema en
modo Il es simplemente:

K, =tdm (4.50)

por lo que en todas las ecuaciones anteriorpsede ser sustituido por

K, /\m.

Solucion para el modo mixto (modo I+11)

Debido a la linealidad del problema, cuando la les cargada en
modo mixto las tensiones equivalentes vendran dpdada suma de las
tensiones asociadas a cada modo de carga, es decir:

o " =0, +0), (4.51)

X
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o, " =0, +0, (4.52)

Ty =Ty, +T, (4.53)

Xy y

Inclusion del T-Stress

Como se ha citado anteriormente, las expresionésnidlas por
Giner [11] para las tensiones y los desplazamieptra el modo | del
problema de Westergaard para una grieta en unaa gldmita son
Gnicamente validas para el caso biaxial en el guerisions aplicada en el
infinito enx ey es la misma. Esto supone, aparentemente, unadidnita
la hora de analizar problemas en los quE-8tresssea no nulo.

Oy o
Lilii11%e
- {—
. | t—
oy — = o2
1 4 [j 11
-~} I,
-} - f
o O FE T Y
01, »
O

Figura 4.5. Problema de Westergaard con grieta enlgca infinita: caso general con
tensiones biaxiales no necesariamente iguales.

Utilizando como referencia la Figura 4.5, la expnesdel T-Stress
para el problema de Westergaard general consid¢vadp.ej. Eischen [7])
es simplemente:

T=0,,-0,, (4.54)

dondeoy; y g,, son las tensiones aplicadas a la placa en eltmfin

Las hipotesis planteadas en el desarrollo de las (éc24)-(4.26)
suponen que las ecuaciones Unicamente sean vélidadoo;; =0, =0,

es decir cuandd =o;; —0,,= .0
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Sin embargo, debido a la linealidad del problemsgasible plantear
una simple estrategia que permite superar esteweoiente con el fin de
aplicar, con una ligera modificacion, las ecs. 4%@&.26) a problemas de
Westergaard coff # .0Considerando la Figura 4.6, un estado genérico de
carga para el problema con grieta en placa infijtefinido por las

tensiones aplicadas en el infinitj, o5, y o0,,) se puede descomponer
como la superposicion de dos estados:

* un estado de carga con tension tangencialo;, y tensiones

biaxialeso ambas idénticas y de valor igualgg, aplicadas en el
infinito (estado 2);

e un estado de carga uniaxial en direcciddebido a una tension
aplicada en el infinito (estado 3).

ya que de la ec. (4.54) se deduce qiie=0,, + T .

Oy o 05, o
Li L4119 [ I I I 4T

— [ = —[ i

~} |- - | =

B . o 0 -} s I"‘ o0

On :L On =05 _, 1= Op+ T
~h = ~h -

e | S |t~ = | 1~ -

L B

+
I
ETEEE
_‘

Lo D R T T e | o bbb
O, O, B
(2P (2P

® ® ®

Figura 4.6. Problema de Westergaard con grieta enla@ca infinita: superposicion de
modos de carga debido a linealidad.

Para el estado 2 se pueden expresar las tensitieando las ecs.
(4.51)-(4.53), resultando:

(0.),=l0"),= (o)), + (o} ), (4.55)
l0,), =0y ), =(0}), (o} ), (4.56)
), =05 ), = (@), + (), (4.57)

89



mientras que para el estado 3 simplemente se tiene:

(0,),=T (4.58)
(0.);=0 (4.59)
ry), =0 (4.60)

Debido a la linealidad del problema, aplicando ghgipio de
superposicion resulta que en el estado 1 se tiene:

(0,).=(0),+(0,). =lot), +(o) ), +7 (4.61)
0,) =lo,), +0,),=(0}), + (o} ), +0 (4.62)
(), =), + (), = 1), +(2h), +0 (4.63)

y por lo tanto es suficiente afiadir un término tame T en la ec. (4.24)
para estudiar problemas de WestergaardleSitressno nulo.

El proceso de resolucion del problema de Westedgaarla
obtencion de resultados mediante analisis por EBimegar a lo descrito
para el problema asintético singular (ver apartdd@ol), como se muestra
en la Figura 4.7. Como se ha comentado anterioeng@ara la resolucion
del problema de Westergaard tan sélo se ha tomatda me la porcion
finita de dominioQy en el entorno de grieta, ya que es posible modelar
problemas de Westergaard en modo |, modo Il y oo considerando
tan sélo mitad dominio y aplicando oportunas capdies de contorno,
como se vera en los apartados siguientes. Este éidamas la ventaja de
reducir drasticamente los grados de libertad détisia y, en consecuencia,

reducir el tiempo de célculo requerido para resad/@roblema mediante el
MEF.
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LLtlolt o, _
VV \\/ i ‘T : Klex Kief
€20 pe
o =F = e | ke — Kitef
- ‘L—N\/( » Tex E Tef
S B Y

Figura 4.7. Proceso para el célculo de parametrs em problema de Westergaard.

4.3 METODOLOGIA DE ANALISIS

En este subapartado se va a detallar como se hadaalboel estudio
de los ejemplos numéricos que se van a presentstermapitulo.

Haciendo referencia a la Figura 4.8, para estudsaproblemas de la
MFEL descritos en el apartado 4.2 se ha utilizado dominio Q,

constituido por una placa de ancha= , ldrgo | =2b= 8y longitud de
grietaa= 1 En problemas cargados en modo | también es posgtudiar
media placa imponiendo condiciones de contornoinhetda (placa con
b=1=4, ver Figura 4.8). De todas maneras, el caracteanp&trico del
programa permite estudiar otros dominios simplemecambiado los
parametros de entrada de la geometria del problema.

ﬁ b
! n

Figura 4.8. Dimensiones principales de las placastadiadas: dominio completo (izda)
y dominio para casos de simetria en modo | (dcha).
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En cuanto al material, se supone elastico lineatrapo Yy

homogéneo, con mddulo de elasticidBd=10" y coeficiente de Poisson
v =0.333.

Para cada problema se ha analizado una secuen6éianddlas con
refinamiento uniforme mediante elementos cuadribdte lineales y
cuadraticos. Se supone un estadael®rmacion planay en consecuencia

se tomardE' = en la ec. (2.28) (el estudio de problemas en estad

2

tension plana se puede hacer de manera analogadorabvalorE’ = E en
la ec. (2.28)). Si se indica coN, el numero de elementos horizontales y

N, el nimero de elementos verticales, cada mad@sentaraN,; xN, ;.

En los problemas analizados en esta tesis se hhmadd 6 mallas
(i=1,2,...,6) cada una coN,;xN, ; elementos, siendoN,; y N,

respectivamente las componentes de los vectores:

N, ={32 48 64 80 96 113 (4.64)
N, =18 12 16 20 24 28 (4.65)

siendol la altura de la placa que vdlee2b= e® un dominio completo y

| =b=4 en un dominio con propiedades de simetria. El fiamdel
elemento de la mallg denominaddy (parametro importante a la hora de
estimar la convergencia en el error, como se veéta adelante), se puede
entonces calcular como:

h N (4.66)

X,i

Como ya se comentdé en apartados anteriores, ellaate las
integrales de contorno se ha hecho a lo largo da@ncs rectangulares
concéntricos alrededor de la grieta. Para poderpacan los resultados
obtenidos con los valores de referencia, es neoemates establecer en cual
de todos los caminos disponibles se calcularamtagrales. Es inmediato
observar que para una familia de mallas el nUmercathinos concéntricos
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

disponibles alrededor de la grieta dependera deilecte a/b segun la
ecuacion®;

N, =2[N, -1 (4.67)

con 1={1 1 1 ..}, de acuerdo con la dimensién del vecthr,.

Obviamente, una vez definidas las dimensiobeg a y el nimero de
elementos horizontales de forma tal que la topalogdg la malla sea
congruente con la geometria del problema, las casmes del vectoN

seran necesariamente nameros enteros. Por ejeempla, Figura 4.9 se ha
representado una placa de dimensiobes , | 48 y a=1, mallada con
N, =16 elementos horizontales N, = 32lementos verticales. El

cocientea/b vale 1/4 y se puede observar como el niumero denoam

disponibles esN, :%ENX—1:%EL6—1:3. En la Figura 4.9 se han

indicado los caminos disponibles numerandolos trukel mas cercano a la
grieta.

Grieta

—

/'
4
\
N

Figura 4.9. Ejemplo de caminos disponibles en undaca con grieta lateral conN,=16
elementos horizontales y un cocient@b=1/4.

Para definir el numero del camino de referenciaekmue se
calcularan las integrales, en el programa desadwlise ha utilizado un

'8 La ecuacion es vélida pam/b < 05. En el caso de qua/b > 05, el namero de

a-b
caminos concéntricos disponibles s&la = T MNy -1
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parametrdC;; para cada malla(i=1,2,...,6), definido como la componeinte
del vector:

C, :kBENX=kEﬂNC+1) (4.68)

dondek es un parametro que para estos ejemplos se ta ﬁjbzg. Cabe

sefialar queC, tiene que estar compuesto por nimeros enteros para

garantizar que el camino escogido pase por losldddos elementos, y eso
dependera de como se fije el paramktro

En los ejemplos numéricos consideradmsl( b=4, k=3/4 y con los
valores escogidos pahd ), C, vale:

c,={6 9 12 15 18 21 (4.69)

garantizando asi que el vec®y esta compuesto por numeros enteros.

En conclusion, el vecto€, indica, para cada malla, el nimero del

camino rectangular (con la grieta en su centra)tado a partir del extremo
de grieta, en el que se calcularan las integratiesahtorno. Habiendo

3 , .
tomado en este caso=—, se impone que las integrales de contorno se
4
. . .3
calculen en caminos que se encuentran a una d&t%rﬂi del extremo de
: . . . 1 .
grieta (también se podria por ejemplo torﬂa:zz, calculando asi las
. . . L .
integrales en caminos a una dlstan%@ del extremo de grieta). En el

ejemplo de la Figura 4.9, resul@, = kBE—NX ZSG}IHBZB’ es decir las
integrales se calculan en el tercer camino queocsenpuede observar, se

.3 .
encuentra exactamente a una dlstarzcm del extremo de grieta.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Esto permite que, en mallas con topologias difesense puedan
calcular las integrales de contorno en caminosdds siempre a la misma
distancia del extremo de grieta. Esto a su vez ipergue los resultados
obtenidos con diferentes mallas sean comparabtes elfos, al haber sido
siempre calculados a la misma distancia de la Endad.

Para comparar resultados obtenidos en una mismaa mal
implementando meétodos distintos (integrales de acont e integrales
mediante método EDI) también es necesario quentagrales se calculen
por el mismo camino. Como los caminos escogidoa phcalculo de las
integrales de contorno son cuadrados, se ha decidiplementar una
funcién q; tipo Plateau (ver Figura 2.16) delimitada por dm@sninos
cuadrados para el calculo de las integrales eanted de dominio (EDI).
En la Figura 4.10 se muestra un recorte alredeeloexiremo de grieta de
una placa. En la placa se ha definido un domiRia@elimitado por un
camino cuadrado interno (puesto a distadgigdel extremo de grieta) y un
camino cuadrado externo (puesto a distadgig del extremo de grieta),
ambos concéntricos con el centro en el extremaideagEn ese dominio se
puede definir una funciogy tipo Plateau como mostrado en la figura.

Figura 4.10. Recorte alrededor de una grieta, domia Q definido por dos caminos
cuadrados y funciong;, tipo Plateau definida enQ.

Para definir el contorno d& para el calculo de las integrales
equivalentes de dominio se ha escogido:

d,, =050 (4.70)
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max

d =km=§a
4

Finalmente, para la implementacion del método idehen, se han
utilizado los valores), =% y o, =1% (ver ecs. (2.105)-(2.106)) propuestos

en su trabajo (véase Eischen 1987 [7]), domdepresenta la longitud de
grieta. Un estudio de la influencia de la elecail@estos valores sobre el
valor de J, se presenta en unos ejemplos numéricos presentadad
apartado 4.5.2.

Con respecto al calculo concreto de las integrales,, siempre se
han calculado dos valores para cada magnitud. lomepwvalor delJ y J, se
ha calculado a partir de los campos obtenidos da eemento interno al
camino considerado, utilizando las ecs (2.59) §1(2.Un segundo valor de
J y J, se ha obtenido utilizando la media de los camp&zilealos en dos
elementos adyacentes (cuyo lado en comun represettamo del camino)
utilizando en cada elemento las ecs. (2.59) y j&/dliego aplicando en el
lado en comun la ec. (2.62) (ver Figura 4.11). &€stdores se indicaran con
el subindice av’, correspondiente average(valor medio). Como a partir
de los valores déy J, se calculan los FIK, y K, y el T-Stress Ttambién
para cada una de estas magnitudes se tendran hbwesvélos valores
obtenidos a partir de los valordg, y J.ay también se indicaran con el
subindice av’: Kay, Kiav, Tay). Cabe destacar que en las caras de grieta no
es posible calcular las integrales utilizando lalimele los campos de dos
elementos adyacentes, al no existir estos fisicean&or lo tanto, tan sélo
se pueden utilizar los campos de un elemento phrealeulo de las
integrales en las caras de grieta.

Camino Camino

Figura 4.11. Calculo de las integrales de contornaitilizando un elemento A interno al
camino (izda) y utilizando 2 elementos A y B con ulado en comadn (dcha).
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

En la Tabla 4.1 se indica la nomenclatura utilizagalra las
diferentes magnitudes que se han analizado y caapaen los ejemplos
numericos presentados en este capitulo:

Magnitud Descripcion
IntegralJ calculada con método de contorno (subindice *
J, Jav si se ha utilizado el valor medio de los camposletado
comun).

Integral J, calculada con método de contorno,
implementando la metodologia de Eischen (subirdicesi

se ha utilizado el valor medio de los campos efa@b
comun).

IntegralesJ y J, calculadas mediante método EDkch,
Jeon JEDI calculada mediante la metodologia de Eischen emcdess
de grieta).

IntegralJ calculada a partir de los FIT obtenidos mediaate |
integral de interaccion |, implementando el mét&do.

K, calculado mediante el método de la integral de
interaccion |, implementando el método EDI.

Valores de los FIT obtenidos a partir de las irdkgd y J,

calculadas mediante métodos de contorno, implemeata

las relaciones FIT (2.87)(2.88) (subindice &V si se han

calculado a partir de los valordsg, y Joay).

T-Stress calculado mediante el método de Eischen (ec.

T, Tav (2.108) o la ec.(2.119) segin el tipo de problema,
subindice av si se ha calculado a partir 8ay Y Joay)

Valores exactos de las distintas magnitudes (dates
partida) impuestos en los ejemplos numéricos aadiz.

‘]21 Jzav

Jlnt

KII,Int

Klr KIav- KIIa KIIav

KIeXa KIIe><r Tex: ‘]eX1 ‘]Zex

Tabla 4.1. Nomenclatura magnitudes de interés anakdas en los problemas
estudiados.

Estudio de la convergencia en el error

El error en una variable genérida se puede definir como la
diferencia:

eF = I:ex - Fef (471)
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donde F,, es el valor exacto de la varialdfeen el problema estudiado
mientras queF, es la evaluacion dé mediante analisis por Elementos
Finitos.

Otra forma de expresar el error en la varidbks el error relativo en
F (habitualmente expresado en %):

F..—F
7 == (4.72)

ex

Fex - Fef
/7':% :F—D.OO (473)

ex

Finalmente, otro parametro de interés para el Estud la
convergencia del error es la velocidad de conveigedefinida como:

e
Iog‘

_|IogeFi —loge. % (4.74)

_‘ logh —logh,

log— ‘
l

siendoi y j dos mallas analizadas ly y h; los respectivos tamarios de
elemento. Se puede observar que representa la pendiente del tramo
rectilineo entre dos puntos en una gré('m:@, h) en escala logaritmica.

A continuaciéon se demuestra que la velocidad deargencia del
error paral vale la unidad en refinamiento uniformes tipg¢es decir si se
refina la malla uniformemente).

Si el refinamiento en la malla dsuniforme, se puede demostrar que
en un problema de EF el error de la solucion empldeamientosy) en
norma energeética cumple

e, | = C.hm D (4.75)
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

dondeh es el tamafio del elementd, es una constante que depende de las
constantes elasticas del material, de la geonudtiproblema, del patrén de
mallado utilizado y del ordep del polinomio de interpolacion (Szabd y
BabusSka [21]), yA es elorden de la singularidadque en MFEL vale

/1:%. Como el grado del polinomio de interpolacion es= pdra

elementos lineales p = Rara elementos cuadraticos, siempre resulta
] < (4.76)

Por otra parte, se puede demostrar que en general
" = ues =™ = Jues]” ~uedl (4.77)

siendo rigurosamenter,, — U |* =|u|’ ~[u.|” sélo en el caso en que, en

el contornodQ del dominioQ del problema estudiado, no hayan fuerzas
por uds. aplicadas. Ademas, la relacion de la n@nsaigética de con la
energia de deformacidh de un problema de EF es:

2
2

Si expresamos ahora el error ©n por las ecs. (4.76) y (4.78) y
teniendo en cuenta la aproximacion dada en lade€r) resulta

2 2
Uex Ue 1 1
g =U,-U, = ” , ” —_” 2f|| :Eneu”2 SEth:CZh (4.79)

donde se ha sustituidd} =C,.
Como en MFEL se verifica que la tasa de liberacérenergia G

vale G = du

, Se cumple:
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dU,, _dUy _de, _d(C,h)

= —%X— < =C;h 4.80
®*""da  da  da da : (4.80)

y recordando que en MFEI=G, resulta
€ =€, <C;h (4.81)

En conclusién, se puede escribir la relacion de@gnaonalidad de
los errores en las magnitud€s J y U y el error en desplazamientos en

normale,| energética:

1
e =e, g, =§||eu||2 <C,h (4.82)

Resulta evidente que la velocidad de convergemc®, dy U es la
misma y, ademas, es el doble de la velocidad deecgencia del error en
norma energética. Ademas, como el errodes proporcional &, resulta
evidente que por la ec. (4.74) la velocidad de eoyencia ed (v, ) vale la

unidad.

Ademas, cuando el refinamiento lesiniforme, se puede demostrar
gue la velocidad de convergencia del erroketambién vale la unidad en

problemas en modo Iv{ =v, = ®n modo I) y que la velocidad de

convergencia del error df), también vale la unidad en problemas en modo
Il (v; =v,, =1 en modo Il). Si se interpreta el FIT como magnitied

interés, por la ec. (4.70) el error i€res
eK = Kex - Kef (483)

Suponiendaun Unico modo de apertura de grieiamodo | 0 modo
I, K,y K, estan relacionados cah, y J,; a través de las expresiones

K, =+EJ

K, =.EJ, (4.84)

ex !

Sustituyendo las expresiones de la ec. (4.84) en.|&4.83) resulta:
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

eK = Kex - Kef = \/E"]ex _\/E'Jef = \/E'(‘]ef + eJ ) _\/E'Jef (485)

donde se ha expresadg, = J,; +e, utilizando la (4.70).

Teniendo en cuenta la definicion de velocidad devemgencia dada
en la ec. (4.74), la expresion (4.85) supone quellacidad de convergencia
en K es la misma que la velocidad de convergencial’®r{véase p.ej.
Fuenmayoret al. 1997 [9]), y por tanto es la misma que la velodidia
convergencia el) y el doble de la velocidad de convergencia dairete
desplazamientos en norma energética:

En conclusiéon, asumiendo un Unico modo de aperderagrieta
podemos escribir:

g Ue, Og, < C'h para el modo | (4.86)
e Ue Ueg, < C"h para el modo Il (4.87)

siendoC' y C" dos constantes. Por lo tanto, la velocidad deegencia
de K, en modo | y la d&K;, en modo Il tienen el mismo valor que la
velocidad de convergencia eh(que, como se ha visto anteriormente,
siempre vale la unidad).

4.4 VALIDACION PARCIAL DEL PROGRAMA:
PROBLEMAS EN MODO |

En este apartado se presenta la validacion padeklprograma
aplicando las rutinas desarrolladas al calculo alentegralJ mediante
integral de contorno. El objetivo es comparar lesultados obtenidos
calculando J como integral de contorno con los valores obtenido

*° Seria la mitad si se definiesy = Kegy ~ Kgf = [Edex —EJ gt
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calculanda) mediante métodos basados en integral de dominivagnte
(EDI). Los métodos EDI que se han implementado [gac@mparacion son
el método EDI clasico y el método EDI basado entiegral de interaccion
| (ver apartado 2.2.5), ya estudiados por Giner 200[L

En primer lugar, para validar el programa se hautadlo la integral
J mediante las rutinas desarrollada en esta tesis {gplementan un
método de contorno). A partir de los valores olotes| se ha calculado el
error relativo en] mediante la ec. (4.72) o la ec. (4.73). A contodi, se
han comparado dichos valores con el errorJeobtenido mediante los
métodos de contorno descritos anteriormente. Adesgban calculado y
comparado las velocidades de convergencia del emod, y se ha
comprobado que su valor sea la unidad (ver apadaglo Finalmente, a
partir de los valores d&calculados mediante el método de contorno, se ha
calculado el valor del FIK;, y se ha comprobado que en modo I, como
cabria esperar, la velocidad de convergencia seastaa quel, es decir la
unidad.

Se analizaran el problema asintético singular ypmblema de
Westergaard en modo | implementando dos modelosagelo simétrico,
en el que se aprovechan las propiedades de sindetries problemas en
modo I, y un modelo con dominio completo. Como sgylos resultados
son basicamente los mismos si se comparan los osd un mismo
problema.

En ambos problemas estudiados (asintético singularde
Westergaard) se han utilizado los siguientes d#gqzartida:
Ko =1;K,.,=0;T=0 (4.88)

lex llex

y por lo tanto, aplicando la ec. (2.82) y recoradaqgde se ha puest® =10
y v =0.333 (ver apartado 4.3), resulta:

2 2 -
3, = KEIe;x , Ké?x _if 12'73332 ) 8 891110000m0° (4.89)
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4.4.1 Problemas en modo I: modelo simétrico

La Figura 4.12 muestra el modelo utilizado paraudiat un
problema en modo | utilizando propiedades de simetPara ambos
problemas (asintético singular y de Westergaardjasmodelado la porcién
de domini0<D[O,4] e yD[O,4] y se han aplicado las respectivas
condiciones de simetria. Con respecto al problesimdadico singular, se ha
aprovechado la simetria de geometria y cargaseetéstespecto al ejg
imponiendo condiciones de desplazamientos nulos deeccion .
Finalmente, se ha restringido el desplazamientdimtcionx del extremo
de grieta. Con respecto al problema de Westergaarlda aprovechando la
doble simetria de geometria y cargas que exisigects al ejex ey,
restringiendo los desplazamientos como indicado laenFigura 4.12.
Finalmente, a partir de los datos del problenkg, (= ,a=ll), se han
impuesto respectivamente las tracciones correspotedi al campo
asintotico singular (ec. (4.2)) y a la solucionlédita de Westergaard (ecs.
(4.24)-(4.26)) en los lados no restringidos (exae@iras de grieta).

A A

A

A
A 4

A
A 4

N
\VAVAAVAAVAAVAAVAAV/
N

YANVANVANZAN YANVANVANZAN

Figura 4.12. Modelos simétricos para estudio de pbbemas en modo I: restricciones
para problema asintotico singular (izda) y para prdolema de Westergaard (dcha).

Los modelos de ambos problemas se discretizaronianted
elementos cuadrilateros lineales y cuadraticos-igura 4.13 se muestra la
primera malla de la familia descrita por las eds64) y (4.65) para cada
problema. A continuacién se presentaran los regdtabtenidos para el
error y la velocidad de convergencia de las magaguwe interés que, para
la validacion del programa, seran la integrgl el FITK,. Se recuerda que,
como se ha comentado en el apartado 4.3, la int&éfydambién la integral
J;) se calcula utilizando dos metodologias distintkes extraccion de
resultados en el lado de elemento que constituyieanmo del camino, con
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lo cual tendremos un resultadd ¥ otro ‘J,, (y en consecuencia también
dos resultados para el FITK/"y ‘Kiay).

Figura 4.13. Representacién de la primera malla déos problemas analizados con
dominio simétrico: deformada y distribucion de ten®nes de Von Mises del problema
asintotico singular (izda) y del problema de Westegjaard (dcha).

Resultados problema asintético singular

En la Tabla 4.2 y la Tabla 4.3 se muestran logltatos obtenidos
en el célculo del error de las magnitudes de istégg este caso la integdal
y el FIT K)) a partir del postproceso de datos obtenidos miisas por el
MEF en el problema asintético singular, implemedtanmallas de
elementos lineales y cuadraticos de tamdfioSe recuerda que las
magnitudes] y J,, se han calculado mediante integral de lideg, se ha
calculado mediante el método EDDy: se ha obtenido a partir de los FIT
calculados con la integral de interaccibifa su vez calculada mediante
integral de dominio equivalente).
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Mk, Tk

Malla h Ny Mo o o _ _
(viaJd) (viaJy)
1 1.25E-01 -0.964 2.981 3.299 3.276 1.302 3.293
2 8.33E-02 -0.545 2.066 2.207 2.197 -0.268 1.040
3 6.25E-02 -0.374 1.580 1.659 1.653 -0.186 0.793
4 5.00E-02 -0.283 1.278 1.329 1.325 -0.141 0.641
5 4.17E-02 -0.227 1.073 1.108 1.106 -0.112 0.539
6 3.57E-02 -0.189 0.925 0.951 0.949 -0.093 0.464

Tabla 4.2. Errores relativos en las magnitudes, Ja, Jepi, Jin Ki Y Kia: problema
asintotico singular en modo | con modelo simétricanallado con elementos lineales.

Mk, % k.. %

Malla h ,73 % ,7‘]av% ,7JEDI % ,7J|m% . .
(viaJd) (viaJa)
1 1.25E-01 2.226 2.236 2.240 2.230 1.126 1.131
2 8.33E-02 1.494 1.497 1.499 1.494 0.750 0.751
3 6.25E-02 1.124 1.125 1.126 1.124 0.564 0.564
4 5.00E-02 0.901 0.901 0.902 0.900 0.451 0.452
5 4.17E-02 0.751 0.752 0.752 0.751 0.376 0.377
6 3.57E-02 0.644 0.645 0.645 0.644 0.323 0.323

Tabla 4.3. Errores relativos en las magnitudes, Ja, Jepi, Jint K Y Kia: problema
asintético singular en modo | con modelo simétrico,mallado con elementos
cuadraticos.

Se observa en la Tabla 4.2 que el errorJefy,,) calculado

utilizando tan soélo la informacién obtenida de étsmentos internos (cuyos
lados componen el camino) es negativo, es deciva@r de J esta
sobrestimado. Por lo tanto, con el fin de dibujarvalor en funcion del
tamafo de elemento en una grafica en escala logaritmica, se tomara su

valor absoluto para cada malla. Ademas, el errdf €, ,,) para la malla

1 con elementos lineales (Tabla 4.2) es positilend® negativo para las
otras mallas. Por eso, se descartara el valor deala 1 y, para las otras
mallas, se tomara el valor absoluto con el fin itbeljer su valor en funcion
del tamafo de elementoen una gréafica en escala logaritmica. Los valores
obtenidos se muestran graficamente en la Figurha 4.1
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Figura 4.14. Errores relativos en las magnituded, Ja, Jeoi, Jint Ki, Kia: problema
asintético singular en modo |, modelo simétrico.

Se puede observar que, con elementos linealesyret en J
(calculado con integral de linea sin promediarinpiee es menor (en valor
absoluto) que el error ed, (calculado con la integral de linea
promediando), y ademas el método de contorno daresejesultados que el
método de dominio equivalente, al ser los erroredg y J,: mayores en
valor absoluto comparados con los errores) gnJ,,. Sin embargo, cabe
sefalar que Giner 2001 [11] encontrd un resultaftweshte, ya que el error
enJ calculado con un método de dominio equivalentéesser menor que
el error enJ calculado mediante integral de contorno. El reslathabitual
tiene obviamente mas sentido ya que:

* el método de dominio utiliza mas informacion (lesa$ procedentes
de todos los elementos del dominio de integracim,sélo los
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cercanos al contorno), lo que ayuda a reducirrel @n el calculo
(el método de dominio es mas “global” que el métded@ontorno)

* la informacion procede también de elementos mamdale del
extremo de grieta, donde los resultados son maspse

No obstante, cabe también sefialar que los errare} &, Jepi Y Jint
obtenidos utilizando elementos lineales son muggdos.

Finalmente, con elementos cuadraticos se obsergaeberror en
todos los parametros considerados es basicamemisrab.

A partir de los valores de error, se han calculldorespectivas
velocidades de convergencia. Las velocidades deecgencia obtenidas
para el problema asintético singular se muestrataehabla 4.4 y en la

Tabla 4.5:
Malla h Vi V‘]av Jepi V‘Jlnt VKI VKIav

1 1.25E-01

2 8.33E-02 1.407 0.904 0.991 0.986 - 2.842
3 6.25E-02 1.311 0.933 0.993 0.989 1.271 0.942
4 5.00E-02 1.248 0.949 0.994 0.991 1.245 0.953
5 4.17E-02 1.208 0.959 0.995 0.993 1.261 0.955
6 3.57E-02 1.179 0.966 0.996 0.994 1.174 0.968

Tabla 4.4. Velocidades de convergencia d& Ju, Jep, Jine K Y Ka: problema
asintotico singular en modo | con modelo simétricanallado con elementos lineales.

Ma”a h V‘J V‘]av ‘]EDI V‘]Im VKI KIav
1 1.25E-01
2 8.33E-02 0.983 0.990 0.991 0.988 1.002 1.009
3 6.25E-02 0.990 0.993 0.994 0.991 0.993 0.996
4 5.00E-02 0.993 0.995 0.995 0.993 0.995 0.997
5 4.17E-02 0.994 0.996 0.996 0.994 0.997 0.998
6 3.57E-02 0.995 0.996 0.997 0.995 0.997 0.998

Tabla 4.5. Velocidades de convergencia d& Ju, Jepi, Jine K Y Ka: problema
asintotico singular en modo | con modelo simétrico,mallado con elementos

cuadraticos.
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En las tablas (Tabla 4.4 y Tabla 4.5) se puederedsseomo el valor

de las velocidades de convergencia tiende a laadnphra todas las
magnitudes. Se representa la velocidad de convaegéente a al tamafio
de elemento en la Figura 4.15:
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Figura 4.15. Velocidad de convergencia del error elas magnitudesd, Ja, Jeoi, Jint K
y Kav: problema asintético singular en modo |, modelo siétrico.

Como se puede observar, la velocidad de conve@eigride a la

unidad con todas las magnitudes bien con elemditeales, bien con
elementos cuadraticos. Para la magniluzk observa que la diferencia en
valor absoluto entre el valor exacto de la velatid@ convergencia (la
unidad) y el valor calculado es generalmente mayer paralay, Jepi, Jint.
Dicha diferencia también es mayor para la magnkudon respecto a la
magnitudK .
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Se verifica entonces que, como comentado en etaajoad.3, en
modo | la velocidad de convergencia en la intedralale la unidad, y
ademas la velocidad de convergencia en elKrids la misma.

Resultados problema de Westergaard

De forma analoga a lo visto con el problema astuadingular, en
las tablas siguientes se presentan los erroreasemagnitudes, Jay, Jepi,
Jnt, Ki Y Kiay (Tabla 4.6 y Tabla 4.7) para el problema de Wgated
modelado con dominio simétrico:

Mk, Tk

Malla h My Mo o o _ _
(viaJd) (viaJy)
1 1.25E-01 0.799 2.522 2.704 1.229 2.851 3.687
2 8.33E-02 0.629 1.688 1.767 0.793 0.318 0.849
3 6.25E-02 0.506 1.268 1.312 0.585 0.254 0.636
4 5.00E-02 0.421 1.015 1.044 0.464 0.211 0.509
5 4.17E-02 0.359 0.847 0.866 0.384 0.181 0.425
6 3.57E-02 0.313 0.726 0.741 0.328 0.158 0.364

Tabla 4.6. Errores relativos en las magnitudes, Ja, Jepi, Jint: Ki Y Kia: problema de
Westergaard en modo | con modelo simétrico, malladoon elementos lineales.

M, % k.. %

Malla h ,73 % ,7‘]av% ,7JEDI % ,7J|m% . .
(viaJd) (viaJa)
1 1.25E-01 1.730 1.741 1.720 0.751 0.873 0.878
2 8.33E-02 1.155 1.158 1.148 0.502 0.580 0.581
3 6.25E-02 0.867 0.868 0.862 0.377 0.435 0.435
4 5.00E-02 0.693 0.694 0.690 0.302 0.347 0.348
5 4.17E-02 0.577 0.578 0.575 0.251 0.289 0.289
6 3.57E-02 0.495 0.495 0.493 0.216 0.248 0.248

Tabla 4.7. Errores relativos en las magnitudes, Ja, Jepi, Jint Ki Y Kiav: problema de
Westergaard en modo | con modelo simétrico malladoon elementos cuadraticos.

A partir de estos valores, se han dibujado lasiagg=fdel error
relativo en funcion del tamafio de elemem&n la Figura 4.16:
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Figura 4.16. Errores relativos en las magnitudes, J,,, Jepi, Jint, Ki, Kia: problema de
Westergaard en modo |, modelo simétrico.

Se puede observar que, con elementos linealespelend y Ji;: €s
menor que el error ek, Y Jepi Y que el error e, es menor que el error en
Kiav.- Con elementos cuadraticos se observa que elanmtly; es menor que
los demas, mientras que para el FIT el error cdeonplementando las dos
metodologias de calculo (promediando y sin pronmgdia

A partir de los valores de error, se han calculdorespectivas
velocidades de convergencia. Las velocidades dgecgencia obtenidas
para el problema de Westergaard se muestran eabla 4.8 y la Tabla 4.9:
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Malla h Vs V‘]av Jepi V‘Jlnt VKI VKIav
1 1.25E-01
2 8.33E-02 0.589 0.991 1.050 1.080 5.409 3.623
3 6.25E-02 0.757 0.994 1.034 1.056 0.788 1.003
4 5.00E-02 0.828 0.995 1.026 1.043 0.829 0.998
5 4,17E-02 0.867 0.996 1.021 1.035 0.837 0.991
6 3.57E-02 0.891 0.997 1.018 1.030 0.895 0.999

Tabla 4.8. Velocidades de convergencia d& Ja, Jepis Jint K Y Kiay
Westergaard en modo | con modelo simétrico, malladoon elementos lineales.

. problema de

Ma”a h VJ V‘]av ‘]EDI V‘]Im VKI VKIav
1 1.25E-01
2 8.33E-02 0.996 1.004 0.996 0.994 1.010 1.018
3 6.25E-02 1.000 1.004 0.997 0.996 1.002 1.006
4 5.00E-02 1.001 1.003 0.998 0.997 1.004 1.006
5 4.17E-02 1.001 1.003 0.998 0.997 1.006 1.008
6 3.57E-02 1.001 1.003 0.998 0.998 1.003 1.004

Tabla 4.9. Velocidades de convergencia d& Ja, Jepis Jint K Y Kiay
Westergaard en modo | con modelo simétrico, malladoon elementos cuadraticos.

. problema de

En las tablas (Tabla 4.8 y Tabla 4.9) se puederaéasseomo el valor
de las velocidades de convergencia tiende a laadngphra todas las
magnitudes. Se representa la velocidad de conveegéente al tamafio de
elemento en la Figura 4.17:
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Figura 4.17. Velocidad de convergencia del error elas magnitudesd, Ja, Jepi, Jint K
Y Kiav: problema de Westergaard en modo | con modelo sirtréco.

Se observa que las velocidades de convergenciaodies tlas
magnitudes tienden hacia la unidad o valores mayimos a la unidad.

4.4.2 Problemas en modo I: modelo con dominio completo

Como se ha visto en el apartado anterior, se hdada el programa
aplicando las rutinas al célculo de las magnitudes interés y los
respectivos errores en modelos con propiedadesra#ri®. Los resultados
obtenidos indican que el programa funciona adecunadte. Sin embargo,
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

para poder analizar problemas en modo Il o modotani@s necesario
implementar modelos que no gozan de propiedadesingdetria. Por eso,
para poder aplicar las rutinas al calculo de probEe en modo mixto,
también fue necesario desarrollar modelos de el@wefinitos con
dominios completos respecto al plano de grieta, Asieste apartado se
presentan los resultados obtenidos aplicando lasasua problemas en
modo | modelados mediante dominios completos régs@dplano de grieta,
gue luego también se utilizaran para el estudigpadblemas en modo
mixto.

La Figura 4.18 muestra el modelo utilizado paraudiat un
problema en modo | sin aprovechar de las propiedadéesimetria. Para
ambos problemas (asintético singular y de Westedyae ha modelado la
porcion de dominitxD[— 4,4] e yD[O,4]. Con respecto al problema
asintotico singular, se han ligado los desplazatogede los nodos extremos
de las caras de griefay B, imponiendo ecuaciones tipo “constraint”:

u,+uz=0 (4.90)

Ademas se ha restringido el desplazamiento delemxirde grieta en
direccién x. La eleccién de utilizar ecuaciones tipo “consitaien
problemas en modo | es debida al hecho de queipstée restriccion se
aplicara también al caso mas general de problemasedo mixto.

Con respecto al problema de Westergaard, se haemprado la
simetria de geometria y cargas que existe respéejey, restringiendo los
desplazamientos ex del lado vertical como indicado en la Figura 4.18.
Ademas, se ha restringido el desplazamiento dekemxt de grieta en
direcciony.

A partir de los datos del problem& (, = ,al=1), se han impuesto

respectivamente las tracciones correspondientagbo asintético singular
(ec. (4.2)) y a la solucién analitica de Westergdacs. (4.24)-(4.26)) en los
lados no restringidos (excepto caras de grieta).
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Figura 4.18. Modelos con dominio completo para esfio de problemas en modo I:
restricciones para problema asintético singular (ida) y para problema de
Westergaard (dcha).

Los modelos de ambos problemas se discretizaronianted
elementos cuadrilateros lineales y cuadraticodaBtgura 4.19 se muestra
la primera malla de la familia descrita por las. €464) y (4.65) para cada
problema. A continuacién se presentaran los retngdtabtenidos para el
error y la velocidad de convergencia de las magagude interés que,
también en este caso, seran la integjsaél FITK;.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

g, Mizes
[Avg: 75%)
+1.480e+00

g, Mizes

(Avg: 75%)
+1.460=4+00
+1. 342e+00
+1.225s+00
+1.107e+00

+1.957e-02 +31799e-03

Figura 4.19. Representacion de la primera malla déos problemas analizados con
dominio completo: deformada y distribucién de tensines de von Mises del problema
asintético singular (izda) y del problema de Westgraard (dcha).

Resultados problema asintotico singular

De manera analoga a lo visto con el modelo sintétse presentan
los resultados de los errores en las magnitddds, Jepi, Jnt, Ki Y Kiay
(Tabla 4.10 y Tabla 4.11). Se recuerda que las magsJ y J,, se han
calculado mediante integral de linekp se ha calculado mediante el
método EDI yJ,,: se ha obtenido a partir de los FIT calculados amgdila
integral de interaccioh (a su vez calculada mediante integral de dominio
equivalente).

Mk, Tk

Malla h Ny Mo Moo o,% _ _
(viaJd) (viaJy)
1 1.25E-01 -0.964 2.981 3.299 3.276 -0.481 1.502
2 8.33E-02 -0.545 2.066 2.207 2.197 -0.272 1.039
3 6.25E-02 -0.374 1.580 1.659 1.653 -0.187 0.793
4 5.00E-02 -0.283 1.278 1.329 1.325 -0.141 0.641
5 4.17E-02 -0.227 1.073 1.108 1.106 -0.113 0.538

6 3.57E-02  -0.189 0.925 0.951 0.949 -0.095 0.464

Tabla 4.10. Errores relativos en las magnitudes, J., Jeoi, Jinty Ki ¥ Kia: problema
asintético singular en modo | con modelo con domini completo, mallado con
elementos lineales.
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Mk, Tk

Malla h Ny Mo o o _ _
(viaJd) (viaJy)
1 1.25E-01 2.226 2.236 2.240 2.230 1.119 1.124
2 8.33E-02 1.494 1.497 1.499 1.494 0.750 0.751
3 6.25E-02 1.124 1.125 1.126 1.124 0.564 0.564
4 5.00E-02 0.901 0.901 0.902 0.900 0.451 0.452
5 4.17E-02 0.751 0.752 0.752 0.751 0.376 0.377
6 3.57E-02 0.644 0.645 0.645 0.644 0.323 0.323

Tabla 4.11. Errores relativos en las magnituded, Ju, Jepi, Jint, Ki Y Kia: problema
asintotico singular en modo | con modelo con domini completo, mallado con
elementos cuadraticos.

Se observa que los errores kn K, con elementos cuadraticos son
negativos. Por lo tanto, como se hizo en el apargaderior, se tomaré su
valor positivo para poder dibujar las gréficas ecaéa logaritmica. Las
graficas del error relativo en funcién del tamagcetementd para el modo
I modelado con dominio completo se muestran engar 4.20:
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS
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Figura 4.20. Errores relativos en las magnitudes, Ja, Jeoi, Jine Ki, Kia: problema
asintético singular en modo I, modelo con dominioampleto.

En las graficas se puede observar que el errdrsegmpre es menor
que los errores ed,, Jepi, Jnt Utilizando elementos lineales. Por tanto,
siempre con elementos lineales, el erroKeas menor que el error &p,y.
Finalmente, para elementos cuadraticos, se obsgrdos errores en las
integrales y los errores en los FIT son basicamiastenismos al utilizar
una metodologia de célculo u otra.

A partir de los valores del error, se han calculsdo respectivas
velocidades de convergencia que se muestran eabia B.12 y la Tabla
4.13:
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Malla h Vi V‘]av Vs EDI V‘Jlnt VKI VKIav

1 1.25E-01

8.33E-02 1.407 0.904 0.991 0.986 1.404 0.909
6.25E-02 1.311 0.933 0.993 0.989 1.309 0.937
5.00E-02 1.248 0.949 0.994 0.991 1.247 0.953
417E-02 1.208 0.959 0.995 0.993 1.207 0.962
3.57E-02 1179 0.966 0.996 0.994 1.178 0.968

o U WN

Tabla 4.12. Velocidades de convergencia d& Ja, Jepi, Jinty K Y Ka: problema
asintotico singular en modo | con modelo con domioi completo, mallado con
elementos lineales.

Ma”a h VJ V‘]av VJ EDI VJIm VKI VKIav

1 1.25E-01

8.33E-02 0.983 0.990 0.991 0.988 0.988 0.994
6.25E-02 0.990 0.993 0.994 0.991 0.993 0.996
5.00E-02 0.993 0.995 0.995 0.993 0.995 0.997
4.17E-02 0.994 0.996 0.996 0.994 0.996 0.998
3.57E-02 0.995 0.996 0.997 0.995 0.997 0.998

o O WN

Tabla 4.13. Velocidades de convergencia d& Ja, Jepi, Jinte K Y Kia: problema
asintotico singular en modo | con modelo con domini completo, mallado con
elementos cuadraticos.

En las tablas (Tabla 4.12 y Tabla 4.13) se puederghr como el
valor de las velocidades de convergencia tiende unidad para todas las
magnitudes. Se representa la velocidad de convaegéente a al tamafio
de elemento en la Figura 4.21:
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b) Elementos cuadratic

Figura 4.21. Velocidad de convergencia del error elas magnitudesd, Jay, Jepi, Jine K

y Kiav: problema asintético singular en modo |, modelo aodominio completo.

Se observa que las velocidades de convergenciaodies tlas
magnitudes tienden hacia la unidad o valores mayimos a la unidad.

Resultados problema de Westergaard

De forma analoga a lo visto con el problema astcuadingular, en
las tablas siguientes se presentan los erroreasemagnitudes, Jay, Jepi,
Jnt, Ki ¥ Kiav (Tabla 4.14 y Tabla 4.15) para el problema de #gatrd

modelado con dominio completo:
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Mk, Tk

Malla h Ny Mo o o _ _
(viaJd) (viaJy)
1 1.25E-01 0.799 2.522 2.704 1.229 0.400 1.269
2 8.33E-02 0.629 1.688 1.767 0.793 0.315 0.847
3 6.25E-02 0.506 1.268 1.312 0.585 0.253 0.636
4 5.00E-02 0.421 1.015 1.044 0.464 0.211 0.509
5 4.17E-02 0.359 0.847 0.866 0.384 0.180 0.424
6 3.57E-02 0.313 0.726 0.741 0.328 0.157 0.364

Tabla 4.14. Errores relativos en las magnituded, J.y, Jeoi, Jint, Ki Y Kia: problema de
Westergaard en modo | con modelo con dominio compte mallado con elementos
lineales.

Mk, % k.. %

Malla h My Moo o 11o,% . .
(viaJd) (via Ja)
1 1.25E-01 1.730 1.741 1.720 0.751 0.869 0.874
2 8.33E-02 1.155 1.158 1.148 0.502 0.579 0.581
3 6.25E-02 0.867 0.868 0.862 0.377 0.434 0.435
4 5.00E-02 0.693 0.694 0.690 0.302 0.347 0.347
5 4.17E-02 0.577 0.578 0.575 0.251 0.289 0.289
6 3.57E-02 0.495 0.495 0.493 0.216 0.248 0.248

Tabla 4.15. Errores relativos en las magnituded, J.y, Jeoi, Jint, Ki Y Kja: problema de
Westergaard en modo | con modelo con dominio compte mallado con elementos
cuadraticos.

A partir de estos valores, se han dibujado lasiagfdel error
relativo en funcion del tamafio de elememtn la Figura 4.22
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Figura 4.22. Errores relativos en las magnitudes, J,,, Jepi, Jint, Ki, Kia: problema de
Westergaard en modo |, modelo con dominio completo.

Se puede observar que, con elementos linealespelend y Ji;: €s
menor que el error ek, Y Jepi Y que el error e, es menor que el error en
Kiav.- Con elementos cuadraticos se observa que elanmtly; es menor que
los demas, mientras que para el FIT el error cdeonplementando las dos
metodologias de célculo.

A partir de los valores de error, se han calculdorespectivas
velocidades de convergencia. Las velocidades dgecgencia obtenidas
para el problema de Westergaard modelado con dondampleto se
muestran en la Tabla 4.16 y la Tabla 4.17:
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Malla h v,

1 1.25E-01

8.33E-02 0.589 0.991 1.050 1.081 0.590 0.996
6.25E-02 0.757 0.994 1.034 1.056 0.759  0.997
5.00E-02 0.828 0.995 1.026 1.043 0.829 0.998
4.17E-02 0.867 0.996 1.021 1.035 0.867 0.998
3.57E-02 0.891 0.997 1.018 1.030 0.892 0.999

o Vi Voo Yk Wk,

o U WN

Tabla 4.16. Velocidades de convergencia dg Ja, Jepi, Jint Ki Y Kiay: problema de
Westergaard en modo | con modelo con dominio compte mallado con elementos
lineales.

Ma”a h VJ V‘]av VJ EDI VJIm VKI VKIav

1 1.25E-01

8.33E-02 0.996 1.004 0.996 0.994 1.000 1.008
6.25E-02 1.000 1.004 0.997 0.996 1.003 1.007
5.00E-02 1.001 1.003 0.998 0.997 1.003 1.005
4.17E-02 1.001 1.003 0.998 0.997 1.003 1.005
3.57E-02 1.001 1.003 0.998 0.998 1.003 1.004

o O WN

Tabla 4.17. Velocidades de convergencia dg Ja, Jepi, Jints Ki Y Kiay: problema de
Westergaard en modo | con modelo con dominio compte mallado con elementos
cuadraticos.

En las tablas (Tabla 4.16 y Tabla 4.17) se puederghr como el
valor de las velocidades de convergencia tienda unidad para todas las
magnitudes. Se representa la velocidad de conveegéente al tamafio de
elemento en la Figura 4.23:
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Figura 4.23. Velocidad de convergencia del error elas magnitudesd, Jay, Jepi, Jint K
Y Kav: problema de Westergaard en modo |, modelo con damo completo.

Se observa en las figuras que las velocidades deengencia de
todas las magnitudes tienden hacia la unidad aeslmuy préximos a la
unidad.

Los resultados obtenidos en el problema de Westatga el
problema asintético singular implementando amboslatos (simétrico y
con dominio completo), indican que las rutinas defladas calculan de
manera correcta la integkhimediante el método de la integral de contorno.
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4.5 APLICACION AL CALCULO DE LA INTEGRAL J
PROBLEMAS EN MODO MIXTO

En el apartado anterior se han aplicado las rutiessirrolladas en
esta tesis al calculo de las integdamnediante integrales de contorno y se
han comparado los resultados con los obtenidosimghtando métodos de
dominio equivalente (método EDI y método de lagraé de interaccion)
con el fin de validar el programa. Los resultadbtenidos indican que las
rutinas calculan de forma correcta la integdah lo largo de caminos
rectangulares concéntricos que pasan por los lddows elementos. El
siguiente paso consiste en adaptar las rutinaglallo de la integral..
Como se ha comentado en el apartado 4.1, estaaataptconsiste
simplemente en:

» cambiar las variables de entrada de las rutinaso(tgponenten, del
versorn normal al contorno por la componentg, y las derivadas
ou. ou .

—= por —+ (j =12));
0x, 0X,

» extender las rutinas al calculo de la integral @ndaras de grieta,
teniendo en cuenta que en el método de Eischeralsala la
integral hasta un punto distante del extremo detagrde una
cantidadd (ver apartado 2.2.4.2)

En los ejemplos numéricos presentados a continnas@nalizaran
el problema asint6tico singular y el problema desWi@gaard en modo
mixto (con y sin T-Stress aplicado) con el objetivo de estudiar la
convergencia del error con refinamiehtaniforme.

La Figura 4.24 muestra el modelo utilizado paradiat problemas
en modo mixto (bien para problema de Westergaaes, para problema
asintotico singular). Para ambos problemas (aswotosingular y de

Westergaard) se ha modelado la porcién de dominie- 44] e yO[04],
y se han ligado los desplazamientos de los nodimeneas de las caras de
grietaA y B, imponiendo ecuaciones tipo “constraint”:

u,+uz=0 (4.91)
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Ademas se ha restringido el desplazamiento delemxirde grieta en
direccionx.

UaF-Ug

A
Y

Figura 4.24. Modelos con dominio completo para estio de problemas en modo
mixto.

4.5.1 Estudio de convergencia de problemas en modo mixto

4.5.1.1 Problemas coit-Stresqulo

Los modelos de ambos problemas se discretizaronianted
elementos cuadrilateros lineales y cuadraticodaBfgura 4.25 se muestra
la primera malla de la familia descrita por las. €464) y (4.65) para cada
problema. En ambos problemas estudiados se haradtl los siguientes
datos de partida:

=2;T=0 (4.92)
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y por lo tanto, aplicando las ecs. (2.82) y (2.8&3ulta:

_KZ  Ki, _(+4)fi-0333)

lex llex

= 4445555000010’

ex EI E! 107 (4 93)
Jex = —2% = otE [(“1;9'3332) = 3.556444000[10~

A partir de los datos del problema, se han impuesgpectivamente
las tracciones correspondientes al campo asintsingular (ec. (4.2)) y a la
solucién analitica de Westergaard (ecs. (4.24B§4.2n los lados no
restringidos (excepto caras de grieta).

A continuacion se presentaran los resultados alienpara las
magnitudes de interés que seran las integthales; y los FITK, y K;;. En
las tablas de resultados no se volvera a presdatavelocidad de
convergencia del error ed, al haberse comprobado su validez en los
ejemplos numéricos anteriores. Los resultados alisren el error de los
FIT y de la integral, (calculados implementando el método de Eischen) no
se prestan a ser representados en graficas era degaritmica (al ser
valores positivos y negativos) y por eso se reptageen graficas en escala
lineal.

g, Mises
(Avg: 75%)
+5. 898e+00

g, Mises
(hvg: T5%)
+5.829e+00

+5.204e-01
+1.407-01

+3.367e-01

Figura 4.25. Representacion de la primera malla di®s problemas analizados en modo
mixto: deformada y distribucion de tensiones de vorMises del problema asintoético
singular (izda) y del problema de Westergaard (dcha
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Resultados problema asintotico singular

En este apartado se presentan los resultados dertwes en las
magnitudes), Jav, Jeoi, Jint, J2, Joav Y Joepi (Tabla 4.18 y Tabla 4.19) y en las
magnitudesK,, Kiay, Ky, Kiav ¥ Kiine (Tabla 4.20 y Tabla 4.21) para el
problema asintdtico singular en modo mixto coRStress nulo,
respectivamente para elementos lineales y cuadsat®e recuerda que las
magnitudes] y J,y Se han calculado mediante integral de lides, se ha
calculado mediante el método EDUy; se ha obtenido a partir de los FIT
calculados mediante la integral de interacdi¢a su vez calculada mediante
integral de dominio equivalente). De forma analdgsamagnitudes; y Joay
se han calculado mediante integral de linea, nasrgue la magnitudbep,
se ha calculado mediante el método EDI, calculamdointegral de area 'y
una integral de linea (en las caras de grietajlfente K es el FIT
calculado a partir de la integral de interacdida su vez calculada mediante
integral de dominio equivalente).

Malla h 3% ”Jav% ”JEDI% ,7~J|m% ,732% ,7‘Jzav% ,7‘JZEDI%

1 1.25E-01 -1.270 2.012 2.255 2.227 48.198 52.046 2.088
8.33E-02 -0.730 1.396 1.504 1.491 12.633 15.1955.141
6.25E-02  -0.503 1.069 1.128 1.121 8.752 10.676 .60E0
5.00E-02 -0.381 0.865 0.903 0.898 7.363 8.904 38.8
4.17E-02  -0.306 0.727 0.753 0.749 6.986 8.271 09®B.2
6 3.57E-02 -0.255 0.626 0.645 0.643 7.131 8.233 7®.1

a b~ wWwN

Tabla 4.18. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jepi, dinty J2, Joav Y J2eDi:
problema asintético singular en modo mixto, malladaon elementos lineales.

Malla h 730 Mo Mg o Mo, Maun  Ma,e%

1 1.25E-01 1.550 1.555 1.524 1.510 19.984 19.993 .9919
8.33E-02 1.030 1.031 1.016 1.010 1.249 1.252 31.25
6.25E-02  0.770 0.771 0.762 0.759 -2.188 -2.187 .18@
5.00E-02 0.615 0.615 0.610 0.607 -2.326 -2.325 .32%
4.17E-02  0.512 0.512 0.508 0.506 -0.073 -0.072 .07D
6 3.57E-02  0.438 0.438 0.435 0.434 0.233 0.233 40.23

g b~ WN

Tabla 4.19. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jepi, Jinty J2, Joav Y J2eDi:
problema asint6tico singular en modo mixto, mallad@on elementos cuadraticos.

127



,7KI % ”Klav% I7KII % ,7Kllav% ”KII JInt %

Malla h
(v.3,3) (V. Jdawdow)  (v.3,32) (V. Jaw J2a)) (vial)
1 1.25E-01 52.916 55.779 -10.021 -8.442 0.987
2 8.33E-02 16.044 17.766 -4.063 -3.126 0.660
3 6.25E-02 11.368 12.659 -2.951 -2.271 0.495
4 5.00E-02 9.619 10.657 -2.496 -1.962 0.397
5 4.17E-02 9.110 9.979 -2.338 -1.898 0.331
6 3.57E-02 9.252 10.001 -2.338 -1.964 0.284

Tabla 4.20. Errores relativos en las magnitude&, Ka, K1, Kjay Y Kijine: problema
asintotico singular en modo mixto, mallado con eleentos lineales.

Malla h ,7K' % ”K'a\'% I7KII % ,7Kllav% ”Ku it %
(v.3,3) (V. Jdawdoa)  (v.3,32) (V. Jan J2a)) (vial)

1 1.25E-01 23.105 23.112 -4.058 -4.056 0.667

2 8.33E-02 0.810 0.812 0.443 0.443 0.445

3 6.25E-02 -3.665 -3.664 1.425 1.425 0.334

4 5.00E-02 -3.715 -3.714 1.339 1.339 0.267

5 4.17E-02 -0.529 -0.528 0.453 0.453 0.223

6 3.57E-02 -0.055 -0.055 0.288 0.288 0.191

Tabla 4.21. Errores relativos en las magnitude&, Ka, K1, Kjay ¥ Kijine: problema
asintotico singular en modo mixto, mallado con eleentos cuadraticos.

Las graficas de resultados se presentan en lagd=g@6 y la Figura
4.27. Con el objetivo de representar los resultatiserror enJ en escala
logaritmica, se ha considerado el valor absoluttodesrrores ed para el
caso con elementos lineales (tercera columna @eldm 4.18).
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS
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b) Elementos cuadratic

problema asintético singular en modo mixto.

Como se puede observar en las gréficas de la Fig@@, con
respecto a las magnitud&slay, Jepi, Jint, J2, Jeav Y J2epi S€ pueden hacer las

siguientes consideraciones:

Jeot Y Jint)-

129

h

La solucion esta convergiendo para la integratalculada con
distintos métodos (mediante integral de linea phat® y sin
promediar, respectivamentey J,, Y mediante integrales de area

El error en la integrall, calculada utilizando distintos métodos
tiende a valores alrededor de 8% con elementoaléseUtilizando
elementos cuadraticos, el error tiende a estatskzalrededor de
valores nulos. Se observa ademas que, para laahtkgel error
obtenido mediante el método EBEp, y el error obtenido a partir de




la integral de contornd,,, con elementos lineales son basicamente
coincidentes. Esto tiene una explicacion evident: se habia
observado cOmo los errores obtenidos mediante lanaru
desarrollada para calcular la integlade contorno son basicamente
iguales a los calculados mediante el método ED . curvas de
Jav Y Jepi en la Figura 4.20a o la Figura 4.22a). Por un,lado
extender la rutina al calculo de la integdal es esperable que los
resultados sean también parecidos con respecteé@rponente de
la integralJ, calculada a lo largo de la cur¥g o en el dominio
equivalente A* de la Figura 2.15, segun el método utilizado
(contorno o dominio). Por otro lado, como el calcdé la integral,

a lo largo de las caras de grieta se hace mediatggral de
contorno también cuando se implementa un métodalaieinio
equivalente, es esperable que esto afecte ennmrditia al resultado
obtenido utilizando un método u otro.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS
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Figura 4.27. Errores relativos en las magnitude&, K, K|, Kjjav ¥ Kiiint: problema
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b) Elementos cuadratic

asintético singular en modo mixto.

Como se puede observar en las gréficas de la Fig@a con
respecto a las magnitud&s Joay, Joeoi, Ki, Kiav Y Kiine S€ pueden hacer las

siguientes consideraciones:

Con respecto &, la solucion no esta convergiendo al valor exacto
utilizando elementos lineales (el error se aproximain 10%),
mientras que la solucién dg se aproxima al valor exacto utilizando
elementos cuadraticos. La diferencia con el calddbK, en un
problema en modo | es que en modo mixté,ese calcula a partir
de las integraled y J,. Al ser la integrall, calculada mediante un
método aproximado (método de Eischen), esto inftayebién en el
calculo deK, obtenido a partir de las relacionkg=IT. De hecho, se



puede observar como las curvas del erroKemsiguen el mismo
patron de las curvas del error®&r(ver Figura 4.26 y Figura 4.27).

El error enK; calculado mediante la integral de interaccion de
dominio proporciona resultados excelentes ya querel converge
hacia valores nulos. Si se implementa el métodaisighen, el error
converge alrededor de un 2% (valor absoluto) cemehtos lineales
y alrededor de 0% con elementos cuadraticos.

Resultados problema de Westergaard

De forma analoga a lo visto con el problema ascudingular, en

las tablas siguientes se presentan los erroreasemagnitudes, Jay, Jepi,

Jnt, J2, Joav Y Joepi (Tabla 4.22 y Tabla 4.23) y en las magnitubdesKiay,

Kii, Kiav Y Kiiint (Tabla 4.24 y Tabla 4.25) para el problema de ¥/gatard

en modo mixto coff-Stressnulo, respectivamente para elementos lineales y

cuadréticos.
Malla h 739 Mo Mg Mo Mo, Maun M, %
1 1.25E-01 1.895 4.262 4.549 2.219 54.895 58.021 .2268
2 8.33E-02 1.401 2.884 3.011 1.488 14.637 16.751 .8006
3 6.25E-02 1.103 2.180 2.251 1.119 10.700 12.300 .3022
4 5.00E-02 0.907 1.752 1.797 0.897 9.004 10.291 2780.
5 4.17E-02 0.770 1.465 1.496 0.749 8.270 9.347 $.32
6 3.57E-02 0.669 1.258 1.281 0.642 8.225 9.151 .12

Tabla 4.22. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jeoi, Jinty J2, Joay Y

problema de Westergaard en modo mixto, mallado coelementos lineales.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Malla h 3% ”Jav% ”JEDI% ,7~J|m% ,732% ,7Jzav% ,7~JZED|%
1 1.25E-01  3.017 3.018 2.987 1.506 21.365 21.358 .3331
2 8.33E-02  2.010 2.010 1.995 1.008 2.107 2.106 52.09
3 6.25E-02 1.507 1.507 1.498 0.758 -1.517 -1.517 523
4 5.00E-02 1.205 1.205 1.199 0.607 -1.811 -1.812 .818
5 4.17E-02 1.004 1.004 0.999 0.506 0.356 0.356 .35
6 3.57E-02  0.860 0.860 0.857 0.434 0.592 0.592 00.59

Tabla 4.23. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jepi, dinty J2, Joav Y J2eDi:
problema de Westergaard en modo mixto, mallado coelementos cuadraticos.

Malla h ,7K' % ”K'SV% I7KII % ,7Kllav% ”Ku it %
(v.3,3) (V. Jdawdow)  (v.3,32) (V. Jaw J2a)) (vial)
1 1.25E-01 58.536 61.001 -8.781 -7.643 0.979
2 8.33E-02 17.117 18.708 -2.992 -2.408 0.656
3 6.25E-02 12.666 13.895 -2.251 -1.853 0.493
4 5.00E-02 10.750 11.753 -1.957 -1.657 0.395
5 4.17E-02 9.949 10.797 -1.865 -1.625 0.330
6 3.57E-02 9.963 10.696 -1.930 -1.730 0.283

Tabla 4.24. Errores relativos en las magnitudek, K, K|, Kijav Y Ki1int: problema de
Westergaard en modo mixto, mallado con elementoskales.

Malla h ,7K' % ”K'SV% I7KII % ,7Kllav% ”Ku it %
(v.3,3) (V. Jdawdow)  (v.3,32) (V. Jan J2a)) (vial)

1 1.25E-01 23.890 23.883 -3.318 -3.317 0.665

2 8.33E-02 1.141 1.139 0.978 0.978 0.445

3 6.25E-02 -3.402 -3.403 1.823 1.823 0.334

4 5.00E-02 -3.537 -3.537 1.667 1.667 0.267

5 4.17E-02 -0.369 -0.370 0.722 0.722 0.223

6 3.57E-02 0.071 0.071 0.521 0.521 0.191

Tabla 4.25. Errores relativos en las magnitudek, K, Ki|, Kjjav Y Kii1nt: problema de
Westergaard en modo mixto, mallado con elementos adraticos.

A partir de estos valores, se han dibujado lasiaggsfdel error

relativo en funcion del tamafio de elementen la Figura 4.28 en la Figura

4.29.
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Figura 4.28. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jepr, Jiny J2, Joav ¥V J2eDi:
problema de Westergaard en modo |, modelo con dornimcompleto.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS
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Figura 4.29. Errores relativos en las magnitudek], K, K|, Kjjav ¥ Ki11nt: problema de
Westergaard en modo mixto.

Como se puede observar en las gréficas, el conmpierio del error
en las distintas magnitudes es basicamente el migu® en el caso
asintético singular y por lo tanto son validasridsmas conclusiones.

Conclusiones sobre los problemas en modo mixto cdn=0

En conclusién, cuando se estudian problemas en mugim con
T =0 implementando el método de Eischen para el cateila integrals,,
los resultados obtenidos tienen errores aceptables utilizan elementos
cuadraticos. Sin embargo, cabe sefalar que enalnhepra en modo mixto
en el queT = Qla contribucion a lo largo de las caras de grsgtanpre es
nula al resultar:
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W*-W~OK,T (4.94)

tanto para el problema asintotico singular (ecl1Q2)) como para el
problema de Westergaard (ec. (2.111)). En los prmoa$ analizados en
estos apartados se ha calculado la contribucian lar¢jo de las caras de
grieta aunque fuese teéricamente nula.

Por lo tanto, en un principio, para calcular lagralJ, cuandoT=0
es suficiente calcular tan sdlo la contribuciénoadrgo del camino que
empieza y acaba en las caras de griEtarn( la Figura 2.12), ya que la
contribucion a lo largo de las caras de grietan@soantidad no nula tan sélo
cuandoT # 0(en modo mixto y en modo II).

Cabe finalmente sefalar la robustez del célculo Kg
implementando la integral de interaccion de domir@@mmo se puede
observar, si se utilizan elementos del mismo ordeeyror calculado es el
mismo para el problema de Westergaard y para dlg@ma asintotico
singular.

En el siguiente apartado se estudiardn los mismoblgmas
estudiados en este apartado, pero Eeh . Sévera como, al introduclr
Stressen las tensiones aplicadas y al adquirir relewalas contribuciones
en las caras de grieta por la ec. (4.94), los esrobtenidos en el calculo
resultan ser bastante elevados.

4.5.1.2 Problemas coi-Stressno nulo

En los problemas que se presentan a continuaciénhase
implementado como dato de partida los mismos Fllizados para los
problemas anteriores (problemas en modo mixto Tddtressnulo), y
ademas se ha introducideStresgle valorT = 3

Resumiendo, para el problema asintotico singulzeira el problema
de Westergaard estudiados se han utilizado logesigs datos de partida:

Ko =1; K, =2:T=3 (4.95)

lex

y por lo tanto, aplicando las ecs. (2.82) y (2.8&3ulta:
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

- KIfex + Kﬁex - (1+4)|:(ﬂ'_03332)
R = E' 10’
K, K

Joex = —2—'EXE, o = 12 E(“l‘ci"m) = 3.556444000010°"

= 4.4455550000107

(4.96)

como para los problemas presentados en el apattadol.

A partir de los datos del problema, se han impuestpectivamente
las tracciones correspondientes al campo asintsingular (ec. (4.2)) y a la
solucién analitica de Westergaard (ecs. (4.24B§4.2n los lados no
restringidos (excepto caras de grieta).

A continuacion se presentaran los resultados alienpara las
magnitudes de interés que seran las integdaye®, los FITK, y K, y el T-
Stress T

Resultados problema asintético singular

En este apartado se presentan los resultados derrtwes en las
magnitudes], Jav, JeDIy dint, J2, Joav Yy JoeDI (Tabla 4.26 Yy Tabla 4.27), en las
magnitudesK|, Kiay, Kii, Kiav Y Kiint (Tabla 4.28 y Tabla 4.29) y en las
magnitudesT y T,, (Tabla 4.30 y Tabla 4.31) para el problema asou6t
singular en modo mixto cold-Stressno nulo, respectivamente para
elementos lineales y cuadraticos. Se recuerdaagumagnitudes y J,, se
han calculado mediante integral de lingay, se ha calculado mediante el
método EDI yJ,,: se ha obtenido a partir de los FIT calculados amdila
integral de interaccioh (a su vez calculada mediante integral de dominio
equivalente). De forma analoga, las magnituijeg J,,, s€ han calculado
mediante integral de linea, mientras que la madniitp, se ha calculado
mediante el método EDI, calculando una integrafid& y una integral de
linea (en las caras de grieta). FinalmeKig,: es el FIT calculado a partir
de la integral de interaccioh (a su vez calculada mediante integral de
dominio equivalente),T el T-Stresscalculado mediante el método de
Eischen a partir de las integralésy J, (calculadas como integrales de
linea) yT,y el T-Stresscalculado mediante el método de Eischen a pagtir d
las integraled,, y Joav (Calculadas como integrales de linea)
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Malla h 3% ”Jav% ”JEDI% ,7~J|m% ,732% ,7Jzav% ,7~JZED|%
1 1.25E-01 -0.196 2.047 2.255 2.227 76.775 86.464 7.378
2 8.33E-02 -0.011 1.409 1.504 1.491 19.783 26.307 6.65B
3 6.25E-02  0.041 1.077 1.128 1.121 18.713 23.634 7983
4 5.00E-02  0.056 0.871 0.903 0.898 16.561 20.513 .5920
5 4.17E-02  0.060 0.730 0.753 0.749 12.496 15.797 .8385
6 3.57E-02  0.059 0.629 0.645 0.643 14.211 17.045 .06B7

Tabla 4.26. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jepi, dinty J2, Joav Y J2eDi:
problema asint6tico singular en modo mixto, mallad@on elementos lineales.

Malla h 730 My i Mo Mo, Mauw M, %
1 1.25E-01 1.569 1.574 1.524 1.510 85.422 85.458 .5985
2 8.33E-02 1.039 1.040 1.016 1.010 18.698 18.708 .7688
3 6.25E-02 0.775 0.776 0.762 0.759 9.309 9.314 8.34
4 5.00E-02 0.618 0.619 0.610 0.607 6.318 6.320 26.34
5 4.17E-02 0.514 0.514 0.508 0.506 9.361 9.362 .37
6 3.57E-02 0.440 0.440 0.435 0.434 8.876 8.877 83.88

Tabla 4.27. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jepi, dinty J2, Joav Y J2epi:
problema asint6tico singular en modo mixto, mallad@on elementos cuadraticos.

Malla h ”Kl % ”Klav% ,7K|| % ”Kllav% ,7K|| int %0
(v.J,32)  (V.Jawdoa) (v.J,J2) (V. Jay J2a) (vial)
1 1.25E-01 79.157 87.749 -11.427 -10.484 0.987
2 8.33E-02 23.672 30.056 -5.094 -5.360 0.660
3 6.25E-02 22.468 27.338 -4.843 -5.097 0.495
4 5.00E-02 20.064 24.033 -4.382 -4.635 0.397
5 4.17E-02 15.424 18.832 -3.461 -3.738 0.331
6 3.57E-02 17.399 20.300 -3.860 -4.083 0.284

Tabla 4.28. Errores relativos en las magnitude&, K a, K1, Kjay ¥ Kijine: problema
asintotico singular en modo mixto, mallado con eleentos lineales.

138



4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Malla h ,7Kl % ”Klav% ,7Ku % ,7Kllav% ,7K|| int %0
(v.3,3) (V. Jdawdow)  (v.3,32) (V. Jaw J2a)) (vial)

1 1.25E-01 86.835 86.866 -10.727 -10.725 0.667

2 8.33E-02 21.935 21.946 -4.147 -4.149 0.445
3 6.25E-02 11.207 11.212 -2.137 -2.138 0.334

4 5.00E-02 7.650 7.652 -1.442 -1.443 0.267
5 4.17E-02 11.439 11.441 -2.347 -2.348 0.223

6 3.57E-02 10.904 10.905 -2.276 -2.277 0.191

Tabla 4.29. Errores relativos en las magnitude&, Ka, Kii, Kjay Y Kiiint: problema
asintético singular en modo mixto, mallado con eleentos cuadraticos.

Malla h Mo ,7Tav%

(V- J, \]2) (V- ‘]av- ‘]Zav)
1 1.25E-01 -19.467 -20.486
2 8.33E-02 -1.016 -0.761
3 6.25E-02 -0.725 -0.482
4 5.00E-02 -0.884 -0.640
5 4.17E-02 -0.374 -0.106
6 3.57E-02 -0.980 -0.764

Tabla 4.30. Errores en las magnituded§ y T, problema asintético singular en modo
mixto, mallado con elementos lineales.

Malla h Mo ,7Tav%

(V- \]- ‘]2) (V- Jav: \]Zav)
1 1.25E-01 -23.631 -23.633
2 8.33E-02 -0.277 -0.275
3 6.25E-02 1.413 1.413
4 5.00E-02 1.453 1.453
5 4.17E-02 0.250 0.250
6 3.57E-02 0.046 0.046

Tabla 4.31. Errores en las magnituded y T,,: problema asintético singular en modo
mixto, mallado con elementos cuadréticos.

Las graficas de resultados se presentan en lad#®a0, la Figura
4.31 y la Figura 4.32. Como para los problemasizags en el apartado
4.5.1.1, los resultados se presentaran en graficasscala logaritmica tan
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solo para los resultados de la integialSe descartaran los primeros dos
resultados obtenidos con elementos lineales pamaagnitudJ (tercera

columna de la Tabla 4.26), al ser estos negativos.
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Figura 4.30. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jepr, Jiny J2, Joav ¥V J2eDi:
problema asint6tico singular en modo mixto.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS
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asintético singular en modo mixto.
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Figura 4.32. Errores relativos en las magnitude¥ y T,,: problema asintotico singular
en modo mixto.

Se puede observar cémo, al ser ahbra (y @n consecuencia al
ser no nula la contribucion a la integdalen las caras de grieta, donde la
precisidbn es menor), los errores en la intedgrdly enK; calculado a partir
de J;) son en general mayores si se comparan con elepnabasintético
singular conT = 0 Por ejemplo, con elementos cuadratico§ ¥ se)
alcanzan errores e, del orden 0.3% implementando mallas muy finas
(ver p.ej. Figura 4.27b), mientras que cuaid® el 6rror es del orden 2%
(ver Figura 4.31b). Con respecly se pasa desde errores alrededor de cero
para mallas muy finas con elementos cuadratichs=y (Fidura 4.26b), a
errores del orden del 10% con la misma malla® (Figura 4.30b).

Con respecto al célculo dg se observa que el error converge a
valores proximos a cero; este hecho es debido ecmharprobabilidad a una
cancelacién de errores al utilizar la ec. (2.1GBYyye, para calculdr.

« se calcula la diferencial,, -J,, utilizando las ecs. (2.105) y

(2.106);

» se utiliza la ec. (2.107) para calculary a continuacion se utiliza la
ec. (2.88) para calcul&y;

« se hace el cociente entre la diferendig — J,, y Ki. Al hacer esta
operacion, el error se cancela ya que es aproximeata del mismo
orden paral,, - J,, y paraK;.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

al implementar la integral de interaccién de domini

Resultados problema de Westergaard

Finalmente, cabe sefalar la precision excelentel ealculo deK,.

De forma analoga a lo visto con el problema astuadingular, en

las tablas siguientes se presentan los erroreasemagnitudes, Jay, Jepi,
Jints J2, Joav Y Joepy (Tabla 4.32 y Tabla 4.33), en las magnitudesa,, Ky,
Kiav Y Kine (Tabla 4.34 y Tabla 4.35) y en las magnitu@lesT,, (Tabla
4.36 y Tabla 4.37) para el problema de Westergaanthodo mixto cof -
Streso nulo, respectivamente para elementos lineatesgraticos.

Malla h 3% ”Jav% ”JEDI% ,7~J|m% ,732% ,7‘Jzav% ,7J2EDI%
1 1.25E-01  2.755 4.274 4.549 2.219 83.608 93.142 5334
2 8.33E-02 1.982 2.887 3.011 1.488 20.824 27.262 .8477
3 6.25E-02 1.545 2.183 2.251 1.119 20.369 25.234 .54p5
4 5.00E-02 1.263 1.754 1.797 0.897 18.078 21.988 .1632
5 4.17E-02 1.068 1.466 1.496 0.749 13.494 16.764 .8786
6 3.57E-02  0.925 1.259 1.281 0.642 15.250 18.060 .1388

Tabla 4.32. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jepi, Jinty J2, Joay Y

problema de Westergaard en modo mixto, mallado coelementos lineales.

Joeni:

Malla h 730 Mo i Mo Mo, Maun M, %
1 1.25E-01 3.022 3.027 2.987 1.506 89.741 89.777 .9789
2 8.33E-02 2.014 2.015 1.995 1.008 19.817 19.828 .9189
3 6.25E-02 1.509 1.509 1.498 0.758 10.144 10.149 .19%0
4 5.00E-02 1.206 1.207 1.199 0.607 6.946 6.949 16.98
5 4.17E-02 1.005 1.005 0.999 0.506 10.042 10.044 .0680
6 3.57E-02 0.861 0.861 0.857 0.434 9.485 9.486 2.50

Tabla 4.33. Errores relativos en las magnitudes), Ja, Jepi, dinty J2, Joav Y J2epi:

problema de Westergaard en modo mixto, mallado coelementos cuadraticos.
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Malla h ,7K| % ,7Klav% I7K|| % ,7K||av% ,7K|| int %0
(V- J, JZ) (V- JaV! JZav) (V- ‘]! JZ) (V- Jav; \]2av) (via |)

1 1.25E-01 85.098 93.728 -10.001 -9.343 0.979
2 8.33E-02 23.817 30.421 -3.929 -4.541 0.656
3 6.25E-02 23.535 28.555 -4.140 -4.647 0.493
4 5.00E-02 21121 25.219 -3.859 -4.320 0.395
5 4.17E-02 15.985 19.524 -2.965 -3.430 0.330
6 3.57E-02 18.097 21.104 -3.476 -3.858 0.283

Tabla 4.34. Errores relativos en las magnitudek, K, Ki|, Kjjav Y Kiiint: problema de
Westergaard en modo mixto, mallado con elementoskales.

Malla h ”Kl % ”Klav% ,7K|| % ”Kllav% ,7K|| int %0
(v.J,32) (V. Jdawdoa)  (v.3,32) (V. Jdaw Joay) (vial)

1 1.25E-01 90.674 90.706 -10.002 -10.000 0.665

2 8.33E-02 22.678 22.689 -3.700 -3.701 0.445
3 6.25E-02 11.735 11.740 -1.802 -1.803 0.334

4 5.00E-02 8.016 8.019 -1.163 -1.163 0.267
5 4.17E-02 11.941 11.942 -2.156 -2.156 0.223

6 3.57E-02 11.363 11.364 -2.119 -2.119 0.191

Tabla 4.35. Errores relativos en las magnitudek, K, Ki|, Kjjav Y Kiiint: problema de
Westergaard en modo mixto, mallado con elementos adraticos.

Malla h Mo ,7Tav%

(V- J1 \]2) (V- ‘]av- ‘]Zav)
1 1.25E-01 -24.741 -25.491
2 8.33E-02 -2.388 -1.789
3 6.25E-02 -2.056 -1.561
4 5.00E-02 -2.049 -1.597
5 4.17E-02 -1.266 -0.812
6 3.57E-02 -1.853 -1.479

Tabla 4.36. Errores en las magnitude§ y T,: problema de Westergaard en modo
mixto, mallado con elementos lineales.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Malla h Mo ,7Tav%

(V- J, \]2) (V- ‘]av- ‘]Zav)
1 1.25E-01 -27.443 -27.446
2 8.33E-02 -1.054 -1.052
3 6.25E-02 0.934 0.935
4 5.00E-02 1.108 1.108
5 4.17E-02 -0.168 -0.168
6 3.57E-02 -0.338 -0.338

Tabla 4.37. Errores en las magnitude§ y T,: problema de Westergaard en modo
mixto, mallado con elementos cuadraticos.

Las graficas de resultados se presentan en lad#®88, la Figura
4.34 y la Figura 4.35. Como para los problemasizags en el apartado
4.5.1.1, los resultados se presentaran en graficasscala logaritmica tan
solo para los resultados de la integral
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS
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Westergaard en modo mixto.
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Figura 4.35. Errores relativos en las magnitudes y T, problema de Westergaard en
modo mixto.

Las observaciones que se pueden extraer a partaisdgraficas de
resultados para el problema de Westergaard en modo conT # 0son
basicamente las mismas que se obtuvieron paraoblepna asintético
singular conT # 0

Conclusiones sobre los problemas en modo mixto cdnz 0

En conclusién, cuando se estudian problemas en mugim con
T # 0 implementando el método de Eischen para el cabeilla integrals,,
los errores en el célculo de(y en consecuencia #g) son mayores que en
el caso conlT = OEn la literatura cientifica no existe un estudiglicito
sobre la convergencia del método, como afirman dieggt al. 2008 [15].
Estos autores estudiaron la convergencia del méiadco un problema con
Ke =1, K,y =1, T =2 utilizando una malla con grados de libertad

enriguecidos. Encontraron que el valorJdeno converge al valor exacto,
registrando errores relativos del orden de un 1@%aemagnitudl,. Estos
resultados estan en linea con los 6rdenes de mdgde los errores
relativos observados en los ejemplos numéricosestpa en los apartados
anteriores. Los autores concluyen que la no coeweig del valor de la
integral J2 calculada con el método de Eischerusdeatribuir a:

llex

* imprecisiones debidas a la solucion de los camptenala mediante
el método de los elementos finitos;
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

« términos espurios proporcionales @ que no desaparecen durante
la integracion a lo largo de las caras de grietanéiodo de Eischen
y las ecuaciones que lo rigen se plantean a pdetirsalto de la
energia de deformacion elastica en las caras deaggue para el
problema de Westergaard y para el problema agint&ingular es
proporcional ar *? (ver p.ej. ec. (2.101)). Sin embargo, mientras
que el salto de la energia de deformacion elasscaroporcional a
r¥2, la energia de deformacion elastica también irclidgyminos
proporcionales a . A la hora de implementar el método, lo que se
hace en realidad es integrar en cada cara de daietaergia de
deformacion elastica, y luego sumar las contribuesode cada cara
para calcular el salto. En este punto, la inteQradncompleta
(debido a que se integra la energia hasta llegamaadistancia del
extremo de grieta) puede dar lugar términos espuesiduos de
ordenr ™ que no se cancelan cuando se suman las contnit@scite
cada cara de grieta, lo que genera imprecisiones eficulo global
de la integrals,.

Finalmente, cabe sefalar que el método de la adtegrinteraccion
de dominio demuestra una fiabilidad y una robusigzelente para el
calculo deK; en problemas en modo mixto 2D, al no verse esotado
por la presencia o0 menos dEIStress como en vez pasa al utilizar el
método de Eischen.

4.5.2 Influencia del pardmetréd en el método de Eischen

En los problemas analizados hasta ahora en estaloape han
utilizado los valoresd, =al/6 y o, =a/12 (con a longitud de grieta)
escogidos por Eischen [7] para el computo de lapeaivas integrales
aproximadasl,, y J,,, cuyo calculo conduce a la obtencion del valolade
integralJ, implementando la ec. (2.107) (para problema asat&ingular)

o la ec. (2.117) (para problema de Westergaard)eBibargo, Eischen [7]
no justificdé en su trabajo la eleccién de dichotones, ni llevd a cabo
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estudios para establecer la influencia de estoanpros en el error
cometido en el computo de la integial

En este apartado se estudiara el problema de Waatdren modo
mixto en el que se han fijado los valores de I0B ¥Idel T-Stressy se
estudiara el error e al variar los parametrog, y J,.

El modelo utilizado es lo que se muestra en laraigu24, y se ha
discretizado mediante una malla de elementos ctieasaon:

N, =48 (4.97)
N, =96 (4.98)

Los datos de partida utilizados son los siguientes:
Kex =1; Koy =2;T=3 (4.99)

lex

y por lo tanto, aplicando las ecs. (2.82) y (2.8&3ulta:

_ K2 Ki, _(+4)fi-0333)

oo =t T = 4.445555000010”

(4.100)

Jpey = —2—'einf"eX =12 [(“1'09'3332) = 3.55644400010°

A partir de los datos del problema, se han impusdracciones
correspondientes a la solucion analitica de Westedy(ecs. (4.24)-(4.26))
en los lados no restringidos (excepto caras déajrie

El estudio se ha hecho manteniendo constante @ val=a /12 vy,
para cada malla, se ha escogido el param@trde forma tal que siempre
sead, > 0,. Los valores d&), impuestos en cada céalculo han sido:

51=a[ﬂ0.10 015 020 025 030 035 040 045

050 055 060 065 (4.101)

y se ha tomade=1.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

En la Tabla 4.41 se muestran los errores obtemiddas magnitudes
Jo ¥ Joav Y Joepi @l variar del valord, para el problema considerado. Se
recuerda que las magnitudisy J.oy Se han calculado mediante integral de
linea, mientras que la magnitdg-p; se ha calculado mediante el método
EDI, calculando una integral de area y una integediinea (en las caras de
grieta).

Malla 51 52 ,7J2% ,7J2,3v% ”JZEDI%
1 1.00E-01 8.33E-02 30.313 30.324 30.397
2 1.50E-01 8.33E-02 23.721 23.732 23.805
3 2.00E-01 8.33E-02 18.753 18.763 18.836
4 2.50E-01 8.33E-02 18.063 18.074 18.147
5 3.00E-01 8.33E-02 18.169 18.180 18.253
6 3.50E-01 8.33E-02 17.874 17.884 17.957
7 4.00E-01 8.33E-02 17.672 17.683 17.755
8 4.50E-01 8.33E-02 17.479 17.489 17.562
9 5.00E-01 8.33E-02 17.317 17.327 17.400
10 5.50E-01 8.33E-02 17.185 17.196 17.269
11 6.00E-01 8.33E-02 17.059 17.070 17.143
12 6.50E-01 8.33E-02 16.960 16.970 17.043

Tabla 4.38. Variacién del error enJ,, Joay Y Joepy al variar del pardmetro d;; problema
de Westergaard con elementos cuadraticos.

Los resultados obtenidos en los errores de lami@distmagnitudes se
han dibujado en funcion del parametioen la Figura 4.36:
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Figura 4.36. Error relativo en las magnitudesJd,, Jo,, Y Joep para el problema de
Westergaard con elementos cuadraticos analizado cénvariable y 6,=a/12.

Se observa como el error disminuye rapidamente pafares
0.1< 9, <02, alcanzando valores alrededor de 17% para 065.

Si ahora se fija el valor dé,, por ejemplod, = 065, es posible
también estudiar como evoluciona el error al veglggarametrod,, siendo
J, < ¢o,. Manteniendo constani® , se estudia el mismo problema variando
0, con los siguientes valores:

5,=aff010 012 014 016 018 020 022 024

4.102
026 028 030 032} (4.102)

En la Tabla 4.42 se muestran los errores obtemiddas magnitudes
Jo y Joav Y Joep @l variar del valord, para el problema considerado:
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

Malla 51 52 ,7J2% ,7J2,3v% ”JZEDI%
1 6.50E-01 1.00E-01 14.695 14.706 14.779
2 6.50E-01 1.20E-01 12.464 12.475 12.548
3 6.50E-01 1.40E-01 11.647 11.658 11.731
4 6.50E-01 1.60E-01 13.129 13.140 13.212
5 6.50E-01 1.80E-01 14.454 14.465 14.537
6 6.50E-01 2.00E-01 14.459 14.470 14.543
7 6.50E-01 2.20E-01 14.360 14.370 14.443
8 6.50E-01 2.40E-01 14.375 14.385 14.458
9 6.50E-01 2.60E-01 14.185 14.196 14.268
10 6.50E-01 2.80E-01 13.524 13.534 13.607
11 6.50E-01 3.00E-01 12.954 12.965 13.038
12 6.50E-01 3.20E-01 12.663 12.674 12.747

Tabla 4.39. Variacién del error enJ,, J,ay Y Joepy al variar del pardmetro &,: problema
de Westergaard con elementos cuadraticos.

Los resultados obtenidos en los errores de lami@istmagnitudes se
han dibujado en funcion del parametipen la Figura 4.37:

32

anf .
;) .
6}
2 ’732%

22+ - = _,7‘]2av% 4

ot = ”Jzzm %

ERROR RELATIVO [%]

1 ! 1 1 1 1
0.05 01 015 0.z 0.25 0.3 0.35
Delta2

Figura 4.37. Error relativo en las magnitudesJd,, Jo,, Y Joep para el problema de
Westergaard con elementos cuadraticos analizado cép=0.65 yé, variable.

Se observa que, en el rango de valores consideradesor en las
distintas magnitudes tiene un minimo en alredeéod, 0= 014, aunque la
variacion no es muy significativa.
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Sin embargo, el comportamiento es diferente sistgd&a el mismo
problema implementando elementos lineales. Losltegkas obtenidos al
variar ded, mantenienda, constante se presentan en la Tabla 4.43.

Malla o 0, 173,% 175,.,% 175,00,%
1 1.00E-01 8.33E-02 5.806 12.244 12.723
2 1.50E-01 8.33E-02 17.651 24.089 24.568
3 2.00E-01 8.33E-02 16.927 23.365 23.844
4 2.50E-01 8.33E-02 18.694 25.132 25.611
5 3.00E-01 8.33E-02 17.681 24.119 24.598
6 3.50E-01 8.33E-02 17.788 24.226 24.705
7 4.00E-01 8.33E-02 17.541 23.979 24.458
8 4.50E-01 8.33E-02 17.297 23.735 24.214
9 5.00E-01 8.33E-02 17.464 23.902 24.381
10 5.50E-01 8.33E-02 17.028 23.465 23.944
11 6.00E-01 8.33E-02 16.994 23.432 23.911
12 6.50E-01 8.33E-02 16.875 23.313 23.792

Tabla 4.40. Variacion del error enJd,, J.q Y J2ep; al variar del parametro é;; problema
de Westergaard con elementos lineales.

Los resultados obtenidos en los errores de lami@distmagnitudes se
han dibujado en funcion del parametioen la Figura 4.38:
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4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS
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Figura 4.38. Error relativo en las magnitudesJd,, Jo,, Y Joep para el problema de
Westergaard con elementos lineales analizado cénvariable y d,=a/6.

Se observa entonces que, al aumentar el parardgtneanteniendo
constante el parametrd, = a/12, el error aumenta hasta alcanzar valores
alrededor de un 17% paday un 23% pardzay Y Joepi.

Si por ejemplo se fija el valod, = 065 como se ha hecho en el
ejemplo precedente, es posible ver el comportamigek erro al variar del
parametrod, . Los resultados obtenidos se muestran en la Bada
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Malla 51 52 ,732% ,7‘Jzav% ”JZEDI%

1 6.50E-01 1.00E-01 18.752 25.190 25.669
2 6.50E-01 1.20E-01 19.111 25.549 26.028
3 6.50E-01 1.40E-01 17.661 24.098 24577
4 6.50E-01 1.60E-01 14.565 21.003 21.482
5 6.50E-01 1.80E-01 15.163 21.601 22.080
6 6.50E-01 2.00E-01 16.803 23.241 23.720
7 6.50E-01 2.20E-01 16.707 23.145 23.624
8 6.50E-01 2.40E-01 14.661 21.099 21.578
9 6.50E-01 2.60E-01 13.620 20.058 20.537
10 6.50E-01 2.80E-01 14.468 20.906 21.385
11 6.50E-01 3.00E-01 14.206 20.644 21.123
12 6.50E-01 3.20E-01 12.666 19.104 19.583

Tabla 4.41. Variacién del error enJ,, Joay Y Jogpy al variar del pardmetro d,: problema
de Westergaard con elementos cuadraticos.

Los resultados obtenidos en los errores de lami@istmagnitudes se
han dibujado en la Figura 4.39 en funcion del patéor, :

a0

% @"é\é\ i
3 =y
o ot
>t é\%’& & q
E &
5
L
4
@ 150 —
= —T3,%
4
w - = _I7‘]2avo/0
10} -
= I7J2ED| %
5 0 o 0E 0z 0m 03 0%

Delta2

Figura 4.39. Error relativo en las magnitudesJd,, Jo,, Y Joep para el problema de
Westergaard con elementos lineales analizado cép=0.65 yé, variable.

Se observa entonces que, al aumentar el parardgtnoanteniendo
constante el parametr@ = 065, el error disminuye en el rango de valores

156



4 EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS OBTENIDOS

J,considerados hasta alcanzar valores alrededor de2#nparal, y un
19% paralzay Y J2epi.

En conclusién, la variacion del error en el calcdéla integrall;
depende de la eleccion de los parametdpsy J,. Estos parametros
dependen a su vez de diferentes factores, comejporplo el orden del
elemento utilizado o también la geometria del mwia (ratio longitud de
grieta/ancho de placa). En conclusion, su optinla@ara minimizar el
error cometido dependera del tipo de problemawalizst
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5 CONCLUSIONES Y DESARROLLOS FUTUROS

5 CONCLUSIONES Y DESARROLLQOS
FUTUROS

Resumen del capitulo:

En este capitulo se recogen las principales commhes extraidas de
los capitulos anteriores y se enumeran posiblesardatos futuros que
contindan la linea de investigacion en la que smanca la Tesis aqui
presentada.

5.1 CONCLUSIONES

En el capitulo anterior se presentaron mediantersis tablas y
gréficas los resultados procedentes de los sigagajemplos numéricos:

* los ejemplos numéricos en modo I, utilizados pasdidar el
programa;

* los ejemplos numéricos en modo mixto, a los qubasaplicado el
método de Eischen para el célculo de la intedrdly de los FIT
utilizando las relacionek-FIT) y del T-Stress

Las conclusiones que se pueden extraer de todoscdlwsilos
realizados y del desarrollo de esta Tesis sondasestes:

> El célculo de la integral, requiere en general el computo del salto
de energia de deformacion elastica a lo largo sledsas de grieta.
Sin embargo, el salto es proporcional al produtp (T (ver

apartado 2.2.4.2); por lo tanto, la contribucioncémputo de la
integral a lo largo de las caras de grieta es ha tam solo cuando
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K, #0 y T # 0. En cualquier otro caso, dicha contribucion esnul

y tan sélo cuenta la contribucion calculada aigdadel camino que
empieza en una cara de grieta y acaba en la otra.

» Con elementos lineales, el error obtenidalgnl, calculadas como
integrales de linea es en general menor si se pliamés valores
de los campos procedentes de dos elementos adgsarip largo
de los caminos concéntricos). Sin embargo, con eriérs
cuadraticos, el error es basicamente coincidenligamdo ambos
meétodos (promediando y sin promediar).

> Los errores obtenidos en el calculoddy en consecuencia dg,)
cuandoT # 0son mayores que en el caso dor . EBto se debe,
por un lado, a las imprecisiones propias del métoeo los
elementos finitos y por otro lado a la presenciéédainos espurios
proporcionales a2, que no desaparecen cuando se calcula la
contribucién a lo largo de las caras de grieta (aieget al. 2008
[15], ver apartado 4.5.1.2). Sin embargo, segun dowres, es
posible que el calculo de la contribuciéd,aen las caras de grieta
mediante el método propuesto por Eischen conduzosgérdida
de convergencia.

> EIl error obtenido en el célculo dé@lStressconverge a valores
proximos a cero. Como ya se ha comentado en efaajpad.5.1.2,
esto se debe probablemente a una cancelacion det at
implementar las formulas del método de Eischen.

» La calidad de los resultados se ve afectada pefelecion de los
parametrosd, y J,. Su valor optimo puede depender bien del

problema (tipologia, geometria, etc.), bien del eardde los
elementos de la malla.

5.2 DESARROLLOS FUTUROS

Las posibles areas de trabajo que se proponen contimuacion de
la linea de investigacion en la que se enmarcalesia son las siguientes:
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5 CONCLUSIONES Y DESARROLLOS FUTUROS

» Estudio de convergencia del método de Eischen mmgi¢ando
elementos con grados de libertad enriquecidos ®edecanias del
extremo de grieta en problemas en modo mixto 2D.

» Anadlisis mas detallado de la influencia de la dtatcde los valores
0, y O, del método de Eischen en el error cometido eraleuto

aproximado dd,.
» Aplicacion y estudio de convergencia de otros metogdara el

calculo deJ; (p.ej. Legrairet al. 2008 [15]) en problemas en modo
mixto 2D de la MFEL.

» Ampliacion del desarrollo para el célculo dey del T-Stressa
aplicaciones que modelen la propagacion de griet@endo en
cuenta la influencia ddl-Stressen la direccion de propagacion.

» Ampliacion del desarrollo para el calculo deen problemas en
modo mixto 2D para el calculo de problemas en nmoao 3D.
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