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Resumen

En esta tesis doctoral se presenta el desarrollo de una investigacién sobre la
cinematica del tronco en la postura sedente, aplicada a la definicién de un
modelo biomecdnico del movimiento de flexo-extensién, y al estudio de la
relacién entre el movimiento del tronco y los mecanismos de reclinacién de
las sillas de trabajo.

Esta investigacion parte de una nueva forma de caracterizar los movi-
mientos del cuerpo humano. Se ha utilizado una notacién vectorial unifica-
da para estudiar las velocidades y los desplazamientos finitos. El principal
elemento de estudio ha sido el eje instantdneo de rotacién, que describe las
caracteristicas geométricas del movimiento y sirve para interpretar como se
encuentran articulados los segmentos corporales. El procedimiento de anéli-
sis se basa en férmulas explicitas, que permiten una estimacién matematica
de los errores instrumentales y controlar su magnitud, aspecto critico a la ho-
ra de calcular los ejes instantdneos de rotacion.

El tronco se ha modelado como una cadena cinematica formada por dos
cuerpos rigidos (pelvis y térax) que se mueven respecto al asiento. No se ha
impuesto ningtn tipo de restriccion previa al modelo, dejandole libertad para
que el movimiento se describiese a si mismo.

Se ha llevado a cabo una serie de experimentos para validar la teoria que
da base a la metodologfa, cuantificar los errores que afectaban a las medidas,
y estudiar el movimiento del tronco en relacién con una serie de sillas de
oficina. Se ha definido un modelo biomecanico de la flexién del tronco en la
postura sedente sin respaldo, que presenta un eje de rotacién de la pelvis mas
elevado que el de modelos previos y una rotacién secuencial de las vértebras
lumbares. Ademads se ha estudiado experimentalmente la cinematica de los
mecanismos de sillas reclinables y cémo se altera el movimiento del térax al
sentarse en ellas.

Los resultados obtenidos aportan una nueva visién sobre el movimiento
humano en general y el de la postura sedente en particular, y también contri-
buyen al desarrollo de nuevas ideas sobre el disefio de sillas y su relacién con
la movilidad del tronco.
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Resum

En aquesta tesi doctoral es presenta el desenvolupament d’una investigaci6
sobre la cinematica del tronc en la postura sedent, aplicada a la definicié d'un
model biomecanic del moviment de flexo-extensio, i a ’estudi de la relacio
entre el moviment del tronc i els mecanismes de reclinaci6 de les cadires de
treball.

Aquesta investigaci6é parteix d’'una nova forma de caracteritzar els movi-
ments del cos huma. S’ha utilitzat una notacié vectorial unificada per a estu-
diar les velocitats i els desplacaments finits. El principal element d’estudi ha
estat I’eix instantani de rotaci6, que descriu les caracteristiques geometriques
del moviment i serveix per a interpretar com es troben articulats els segments
corporals. El procediment d’analisi es basa en férmules explicites, que perme-
teixen una estimaci6é matematica dels errors instrumentals i controlar la seva
magnitud, aspecte critic a 1'hora de calcular els eixos instantanis de rotacio6.

El tronc s’ha modelat com una cadena cinematica formada per dos cossos
rigids (pelvis i torax) que es mouen respecte al seient. No s’ha imposat cap
tipus de restricci6 previa al model, deixant llibertat per a que el moviment es
descriga a si mateix.

S’ha dut a terme una serie d’experiments per a validar la teoria que déna
base a la metodologia, quantificar els errors que afectaven a les mesures, i
estudiar el moviment del tronc en relacié amb una serie de cadires d’oficina.
S’ha definit un model biomecanic de la flexi6é del tronc en la postura sedent
sense respatller, que presenta un eix de rotaci6 de la pelvis més elevat que el
considerat per models previs i una rotacié seqiiencial de les vertebres lum-
bars. A més s’ha estudiat experimentalment la cinematica dels mecanismes
de cadires reclinables i com s’altera el moviment del torax al seure-hi.

Els resultats obtinguts aporten una nueva visié sobre el moviment huma
en general i el de la postura sedent en particular, i també contribueixen al
desenvolupament de noves idees sobre el disseny de cadires i la seva relaci6
amb la mobilitat del tronc.






Abstract

This PhD Thesis presents a research on trunk kinematics in seated posture,
applied to defining a biomechanical model of the flexion-extension move-
ment, and exploring the relationship between the trunk movement and the
mechanisms of reclining work chairs.

This research starts from a new way of characterizing human body move-
ments. The proposed method uses a unified vector notation to analyze ve-
locities as well as finite displacements. The main parameter was the instanta-
neous axis of rotation, which describes the geometric characteristics of move-
ment, and may be used to interpret how body segments are joined. The anal-
ysis is based on explicit formulas, which allow a mathematical estimation of
instrumental errors and controlling their size, which is critical in the calcula-
tion of the instantaneous axis.

The trunk was modeled as a kinematic chain consisting of two rigid bod-
ies (pelvis and thorax) that move relative to the seat. No restrictions were
imposed on the movement beforehand, so that this free model let the move-
ment describe itself.

We conducted a series of experiments to validate the theory that sup-
ported the methodology, to quantify the errors that affected the measures,
and to study the trunk movement in relation to a variety of office chairs.
These experiments yielded a biomechanical model of trunk flexion in seated
posture, that showed a rotation axis of the pelvis higher than former models,
and a sequential rotation of lumbar vertebrae. We also studied experimen-
tally the kinematics of reclining chairs mechanisms, and how they altered the
movement of the thorax when subjects sat on them.

The results of this research provide a new insight on human movement
in general, and about seated posture in particular, and they also contribute to
developing new ideas about the design of chairs and their relation to trunk
mobility.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

La postura sedente es una de las adoptadas mds frecuentemente en nues-
tra sociedad, a la que en este sentido le resulta muy apropiado el calificativo
de sedentaria. Se trata de una postura que domina en mayor o menor medida
gran parte de las tareas que realizamos de forma cotidiana. Es por ello que
parte de la actividad investigadora en el Instituto de Biomecanica de Valen-
cia (IBV) se encuentra estrechamente relacionada con la postura sedente. Esta
ha sido objeto de muchos estudios vinculados con los entornos de trabajo, in-
cluyendo el sector del mueble (y mas concretamente el mobiliario de oficina),
y también con el &mbito de la automocién y los medios de transporte, donde
la mayor parte de la actividad se realiza sobre un asiento.

Ademas de su evidente interés desde el punto de vista de la ergonomia, la
postura sedente también supone un prometedor campo de trabajo cientifico.
Es interesante observar la persistente asociacién del verbo sentar y todo su
campo léxico con la idea de inmovilidad. No en vano su ancestro latino sedere
(del que procede a través del latin vulgar sedentire) se referia al estado general
de permanecer fijo en un lugar, méas que a la postura o conjunto de posturas
que entendemos como «estar sentado». No es de extrafiar, por tanto, que la
postura sedente se haya estudiado tradicionalmente desde una perspectiva
esencialmente estatica, observando fotografias para medir los angulos que
forman los miembros del cuerpo, radiografias de la columna vertebral, o lec-
turas medias de transductores para conocer las cargas fisicas que soporta la
persona.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Sin embargo esto ya no es asi. Hoy en dia estd ampliamente aceptada la
idea de que uno de los aspectos cruciales de la ergonomia en la postura se-
dente es, de hecho, su movilidad. Por eso la bisqueda del confort y la salud
postural en el disefio de sillas ya no se limita a adecuar las dimensiones del
producto a la diversidad antropométrica de los usuarios, o a procurar un apo-
yo estable de todas las partes del cuerpo. Ahora también se buscan soluciones
dindmicas que estimulen el movimiento, el riego sanguineo, la nutricién de
los discos intervertebrales, etc.

Es en este aspecto en el que se encuentran grandes oportunidades de
avance cientifico, pues a pesar de la evolucién en el enfoque, los analisis de la
postura sedente siguen utilizando métodos que mas bien pertenecen al domi-
nio de los estudios estédticos; métodos que estdn, digdmoslo asi, muy asentados
en la comunidad cientifica. Por poner un par de ejemplos, si la postura se ha
parametrizado tradicionalmente en funcién de los angulos de la columna, la
ciencia aprovecha las nuevas tecnologias para medirlos de forma continua,
pero habitualmente el analisis de resultados se sigue centrando en el mismo
pardmetro: los angulos medios, sus rangos de variacién, etc. Las variables
derivadas (velocidades, aceleraciones...) se estudian con mucha menos fre-
cuencia. Asimismo, el andlisis de los esfuerzos estéticos al nivel de la tercera
o quinta vértebra lumbar, donde maés lesiones se dan por cargas posturales,
ha dado como herencia modelos biomecénicos de una sola articulacién fija,
utilizados luego para el anélisis de unos movimientos que son en realidad
mucho mas complejos.

La evolucién del enfoque en los estudios de la postura sedente permite
apreciar, por contraste, el relativo estancamiento metodoldgico, pero no es
éste el tnico campo de la biomecanica en el que ocurre algo semejante. La
cinemética es por si misma una parte limitada de la mecénica, que estudia
el movimiento de los cuerpos pero prescinde de las fuerzas que lo producen.
No obstante en muchos estudios sobre el movimiento humano se suele redu-
cir més atn su aplicacién. En el d&mbito de la biomecanica, para un analisis
cinematico no se pide més que medir la posicién de las partes del cuerpo du-
rante el movimiento, por dénde y en qué posturas se ha movido cada miembro
lo largo del tiempo. Las caracteristicas instantdneas del movimiento, que ex-
plican cémo se efecttia el movimiento en cada momento, son una informacién
valiosa pero también problematica, pues su calculo se ve mucho maés afectado
por los errores de medida, el eterno enemigo de todo investigador. Asi pues,
segun el caso es licito y aceptado prescindir de dicha informacién.

Evidentemente, quienes estudian mdquinas y mecanismos también se en-
frentan a los errores de medida. Sin embargo en este campo la cinematica ins-
tantdnea no es una parte que se pueda obviar, por lo que es de mucho interés
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observar qué estrategias se siguen para resolver este problema. Diriase que
la Mecanica, como madre de la Biomecénica, es una fuente valiosa a la que
su hija puede visitar, aunque ésta lleve tiempo emancipada y tenga una larga
vida propia. No se trata s6lo de un recurso ttil, sino esencial: para hablar de
cémo procurar una adecuada movilidad del tronco en la postura sedente, pri-
mero se debe conocer la naturaleza del movimiento humano en esa postura,
igual que se ha tenido que medir a las personas para definir las dimensiones
de las sillas. Se trata, sin duda, de un razonamiento obvio. Y sin embargo son
pocos los estudios que han abordado esta cuestién en profundidad.

Por estas razones el movimiento de la postura sedente se introdujo como
uno de los objetos de estudio en una serie de proyectos de investigacion sobre
modelos biomecénicos, llevados a cabo en el IBV de forma coordinada con la
Universidad Politécnica de Valencia (UPV): Nuevos Modelos Biomecinicos Ba-
sados en Sistemas No Paramétricos (Plan Nacional 1+D, DP12003-07883-C02-02),
y Generacion de Criterios para el Desarrollo de Modelos Biomecdnicos Articulares a
partir de Datos Antropométricos Funcionales (DP12006-14722-C02-02), con conti-
nuacion presente en el proyecto Modelado cinemdtico y dindmico del movimiento
de los tejidos blandos (DPI12009-13830-C02-02, coordinado también con el Hos-
pital Clinico Universitario de Valencia).

En esta investigacion el método cientifico y los conocimientos en Teoria de
Maéquinas y Mecanismos hacen de perfectos aliados de los intereses técnicos y
ergonémicos de la Biomecanica. La estrecha y necesaria relacién entre ambas
disciplinas se ha aprovechado para mejorar las metodologias de anélisis de
movimientos humanos. El principio que ha regido la investigacién es estudiar
los pardmetros cinemaéticos de forma abierta, segtin las leyes generales de la
mecdénica; sin obligar a que cada uno de los elementos que constituyen el
método forme parte de un atributo anatémico, y haciendo la interpretaciéon
biomecénica al final del proceso.

De este modo se han buscado técnicas de andlisis que aporten una visiéon
mads completa de cémo se mueve una articulacién. Cémo se flexiona y extien-
de el tronco en la postura sedente es, en particular, el objeto de estudio en esta
tesis doctoral, aunque las herramientas desarrolladas para ello forman parte
de un todo mayor, orientado al anélisis de cualquier otra parte del cuerpo
humano.

1.2. Estructura del trabajo

En la revision bibliogréfica que da pie a la investigacién (capitulo 2) se da
una vision histérica de los estudios sobre la postura sedente, y se presenta el
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estado actual de la ciencia en materia de modelos biomecanicos en general,
instrumentos y técnicas de andlisis cinematico, y sobre el importante proble-
ma de los errores.

Alaluz de los antecedentes revisados se ha detectado una serie de oportu-
nidades para avanzar en el conocimiento, que se han definido como objetivos
de investigacion en el capitulo 3. En este capitulo también se presenta el plan
de trabajo definido para resolver los problemas planteados.

El capitulo 4 describe al detalle el trabajo realizado, que se divide en dos
grandes bloques. En primer lugar se ha desarrollado una metodologia para el
andlisis cinematico que busca la simplicidad matematica en los célculos. Esta
metodologia difiere de las técnicas habituales en el campo de la biomecénica;
parte en su lugar de analogfas mecdnicas y de transformaciones geométri-
cas, que permiten formular las relaciones entre pardmetros cinematicos con
operaciones lineales y ecuaciones explicitas. Este desarrollo, al margen de su
interés tedrico, presenta una ventaja practica crucial para el éxito de la inves-
tigacion: la posibilidad de hacer una estimacién a nivel analitico de los errores
en los pardmetros cinemadticos, lo cual permite controlarlos de forma eficaz,
con el uso de conceptos sobre estadistica multivariante.

El segundo bloque de trabajo ha sido la ejecucion de seis experimentos,
cuyos resultados se presentan en el capitulo 5. Los tres primeros tenfan como
objetivo validar la metodologia propuesta, y los tres tiltimos medir la flexién
del tronco con distintas configuraciones de la postura sedente: sobre un asien-
to plano sin respaldo ni otras restricciones, o bien sobre sillas de trabajo, que
también fueron caracterizadas cinematicamente.

A partir de esos resultados, en el capitulo 6 se discuten las ventajas y limi-
taciones de la metodologia de andlisis y se hace una interpretacién del modelo
biomecénico obtenido, asi como de la relacién entre el disefio de las sillas y
la movilidad del tronco. Las principales conclusiones quedan sintetizadas a
continuacién, en el capitulo 7.

El trabajo concluye con dos apéndices: uno dedicado a los procedimientos
matematicos empleados (a un nivel de detalle mayor que el expuesto en el
capitulo 4), y otro con las publicaciones en revistas y congresos cientificos
que han resultado de esta investigacion.



Capitulo 2
Revisidn bibliografica

2.1. Postura sedente y movimiento del tronco

Los estudios biomecénicos de la postura sedente se remontan a los co-
mienzos de la Ergonomia como disciplina cientifica. Desde una perspectiva
histérica, como la aportada en la revisién de Harrison et al. (1999), se pueden
destacar dos grandes periodos: una primera fase centrada en los estudios pos-
turales, y una segunda mads orientada a los aspectos funcionales. Esta tltima
perspectiva, basada en la bisqueda del confort mas que en el mero cuida-
do de la salud, comenz6 a imponerse hacia el segundo tercio del siglo XX,
aunque ambas aproximaciones han coexistido siempre y lo siguen haciendo
hoy.

En las primeras décadas, desde la obra seminal de Staffel (1884) hasta en-
trada la década de 1960, el énfasis se puso sobre el concepto de la «postura
ideal», en base a consideraciones antropométricas, teorfas biomecénicas sobre
las acciones musculares y de los ligamentos en funcién de la postura, obser-
vaciones sobre el comportamiento y el confort manifestado por los usuarios,
y sobre todo estudios radiograficos. Estos tltimos proporcionaron la eviden-
cia cientifica que demostraba los cambios en la forma de la columna vertebral
debidos a la postura.

Ya en los primeros estudios la curvatura de la columna en la postura er-
guida de pie se utilizaba como referencia para definir las posturas saludables.
En sedestacién la pelvis suele encontrarse inclinada hacia atrés, lo cual pro-
voca la flexién de la columna y reduce la lordosis lumbar, pudiéndose llegar
a adoptar una curvatura cifética (véase la figura 2.1). Los modelos mecéni-

5
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Figura 2.1: Curvaturas caracteristicas de la columna vertebral. En la postura de pie

(figura de la izquierda), la zona lumbar que une el térax y la pelvis suele formar una

curva céncava desde un punto de vista externo (lordosis). En la postura sedente (de-

recha), la rotacién de la pelvis «arrastra» las vértebras lumbares, reduciéndose la lor-
dosis y pudiendo llegar a presentarse una curvatura convexa (cifosis).

cos del cuerpo humano predecfan un desplazamiento del centro de gravedad
hacia delante, y en consecuencia un desequilibrio en las tensiones muscu-
lares. Este fenémeno se ha considerado tradicionalmente una de las causas
del dolor lumbar asociado a la postura sedente (Kendall et al., 1952; Keegan,
1953), lo cual ha sido la base para las recomendaciones de adoptar una postu-
ra sedente con la pelvis poco inclinada y el tronco erguido, con una lordosis
lumbar «normal». Esta idea se acept6 de forma generalizada hasta mediados
del siglo XX (Kroemer, 1994), y también se ha mantenido en las décadas pos-
teriores, aunque las técnicas y metodologias de estudio mds modernas han
matizado o criticado algunas de las conclusiones tradicionales.

En la segunda mitad del siglo XX se dio una nueva aproximacién al estu-
dio de la postura sedente, basada en procedimientos mds repetibles y fiables
para realizar evaluaciones del confort y el dolor, y nuevas técnicas como la
electromiograffa (EMG) y los transductores de presion intradiscal (Harrison
etal., 1999). Esto ha permitido recoger datos empiricos en sujetos vivos de los
fenémenos fisioldgicos que hasta el momento eran principalmente materia de
teorias biomecdanicas o experimentos in vitro, como el esfuerzo muscular o la
presioén en los discos intervertebrales. El muy citado estudio de Nachemson
(1966) mostré que entre un amplio conjunto de posturas, casi todas provoca-
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ban una presién intradiscal en la zona lumbar mayor que la postura de pie,
con la salvedad de las posturas tumbadas, e incluyendo las sentadas sin apo-
yo. Sin embargo, también se pudo verificar que el apoyo proporcionado por
el respaldo en posturas reclinadas compensa el aumento de carga sobre la
columna que la flexién del tronco provoca, y que este efecto es tanto mas no-
table cuanto mas inclinado esté el tronco hacia atrds (Andersson et al., 1974).
Los estudios indirectos mediante estadiometria (medida de la variacién tran-
sitoria en la estatura) también han demostrado que la reduccién de estatura
con el paso de las horas, y por lo tanto la presién intradiscal, es menor con el
uso del respaldo (Eklund & Corlett, 1984).

Estos y otros resultados han dado lugar a una larga discusién sobre el pa-
pel de la configuracién de la columna en la ergonomia de la postura sedente,
y a estrategias opuestas en el disefio de asientos «ergonémicos». Una de las
estrategias es la abanderada por el estudio de Mandal (1976), que popularizé
el uso de sillas de trabajo (especialmente para trabajos de manipulacién) con
asiento inclinable hacia delante. El disefio de este tipo de sillas tenia el objeti-
vo de favorecer una postura con un dngulo de cadera més abierto (comparada
por el autor con la postura de montar a caballo), en la que la pelvis estuviera
menos inclinada y se redujese la flexién lumbar. Con la misma finalidad, pero
aportando un apoyo en las rodillas para prevenir el deslizamiento provocado
en esa postura, también se extendi6 el uso de las llamadas kneeling chairs. Este
modelo alternativo conseguia aumentar méas la lordosis lumbar y favorecer
la postura erguida, aunque la valoracién subjetiva del usuario resultaba peor
para largos periodos de uso (Bendix et al., 1988). La otra estrategia consiste en
descargar el peso del tronco apoyandolo sobre un respaldo reclinable, que ha
de inclinarse ligeramente hacia detrds y suele presentar una curvatura con-
vexa a la altura lumbar (el «apoyo lumbar») para favorecer la lordosis. Este
tipo de asientos son los mds habituales en entornos de oficina, y una de las
finalidades de su disefio es estimular la movilidad (Kroemer, 1994; Reinecke
& Hazard, 1994). En cualquier caso, se ha observado que la postura adoptada
en sedestacién no queda determinada por el tipo de asiento utilizado, sino
que depende principalmente de la tarea realizada (Bendix et al., 1988; Hsiao
& Keyserling, 1991; Graf et al., 1993). Esto también es aplicable a los efectos
fisiolégicos atribuidos a la postura: en términos de estadiometria se ha obser-
vado que permanecer sentado mientras se realizan tareas de oficina produce
la misma reduccién de estatura que trabajar de pie en una cadena de montaje,
mientras que permanecer sentado manteniendo una conversacién no provoca
tal reduccién de estatura (Leivseth & Drerup, 1997).

Ahora bien, la controversia cientifica no se cifie a las soluciones para cum-
plir los criterios ergonémicos, sino que también afecta a los principios mismos
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en los que se basan dichos criterios. Como contrapartida a las consecuencias
negativas asociadas a la cifosis lumbar se ha afirmado que los discos interver-
tebrales eston mejor preparados para soportar la presién en su regién anterior
(la parte comprimida en cifosis), y que en dicha posicién se reduce la carga
de las articulaciones entre las apdfisis vertebrales, lo cual supone una ventaja
fisioldgica para la cifosis moderada (Adams & Hutton, 1985; Graf et al., 1993).
Asimismo, en términos subjetivos se ha encontrado una relacién directa en-
tre lordosis lumbar y disconfort postural (Vergara & Page, 2002). A esto hay
que afiadir que los estudios mas modernos sobre la presién intradiscal arro-
jan resultados semejantes para posturas tanto de pie como sentadas, entre 0.5
y 0.6 MPa, en contraste con los 1.24 MPa obtenidos para la postura sedente en
los estudios de mediados del siglo XX, lo cual se atribuye a limitaciones ins-
trumentales y en las muestras de sujetos de los experimentos antiguos (Claus
et al., 2008). Y los mismos autores que llaman la atencién sobre esa cuestion
también discuten la utilidad practica del concepto de la postura ideal, ante la
evidencia de que las personas no suelen ser capaces de reproducir la llama-
da «lordosis corta» (ligera cifosis tordcico-lumbar con lordosis lumbar) que se
recomienda habitualmente en los manuales de ergonomia (Claus et al., 2009).

En la actualidad no se aboga tanto por la adopcién de una postura sedente
«correcta» como por una adecuada movilidad, que facilite los cambios postu-
rales tinicamente con la accién del cuerpo, a lo cual se le ha dado el nombre
de dynamic sitting, i.e. «sedestaciéon dindmica» (Graf et al., 1993; Festervoll,
1994; Kroemer, 1994; Faiks & Reinecke, 1998). Se ha comprobado que man-
tenerse sentado durante mds de una hora aumenta la rigidez de la columna
en la regién lumbar (Beach et al., 2005), mientras que el movimiento conti-
nuo del tronco facilita la nutricién y renovacién de los fluidos en los discos
intervertebrales, a través de un proceso de bombeo producido por los ciclos
de compresién y descompresion (Graf et al., 1993; Reinecke & Hazard, 1994).
Cabe matizar, sin embargo, que los grandes cambios posturales pueden ser
una manifestacién del disconfort, siendo los «micromovimientos» breves y
de alta frecuencia los que se asocian a una reduccién del mismo (Vergara &
Page, 2002).

La sedestacién dindmica es una estrategia postural que se da de forma na-
tural (Branton & Grayson, 1967; Callaghan & McGill, 2001). Pero también se
ha postulado que las sillas han de facilitar el movimiento, no sélo para evitar
los esfuerzos estéticos y prevenir el disconfort (van Dieén et al., 2001; de Loo-
ze et al., 2003), sino también para mejorar la ejecucion de las tareas (Corlett,
2006). Este principio de movilidad postural en sedestacién ha sido utilizado
para evaluar los distintos disefios de asiento con resultados dispares: algu-
nos estudios afirman que la inclinacién hacia delante en la parte anterior del



2.1. POSTURA SEDENTE Y MOVIMIENTO DEL TRONCO 9

Figura 2.2: Algunos conceptos de «disefno ergonémico» para las sillas de trabajo: (a)
silla de asiento inclinable hacia delante; (b) silla flexible; (c) silla con asiento deslizante;
(d) silla de asiento rotatorio.

asiento facilita la movilidad (Graf et al., 1993), mientras otros rebaten la su-
puesta ventaja en ese sentido de las sillas inclinadas (Jensen & Bendix, 1992).
Otras soluciones propuestas pasan por el uso de estructuras flexibles que ce-
dan a los movimientos del cuerpo (Festervoll, 1994), y disefios mas innova-
dores, a saber: formas alternativas de articular las partes de la silla, como el
deslizamiento horizontal del asiento sincronizado con la inclinacién del res-
paldo (Suzuki et al., 1994), e incluso sistemas neumaticos o motorizados que
producen un empuje ciclico sobre la zona lumbar (Reinecke & Hazard, 1994)
0 una rotacién del asiento en el plano horizontal (van Deursen et al., 2000;
Lengsfeld et al., 2000). La figura 2.2 muestra algunos ejemplos de estos dise-
nos.

El interés suscitado por la sedestacién dindmica es alto, pero lamentable-
mente la base para las soluciones proporcionadas por la industria no tiene
detrds tanta investigacion cientifica como los estudios sobre la postura. Los
criterios ergonémicos para facilitar la movilidad en la postura sedente han
de basarse en el conocimiento de cémo se mueve el tronco de forma natural
cuando una persona estd sentada (Faiks & Reinecke, 1998). En las siguientes
secciones se presenta una revision detallada de los modelos y métodos em-
pleados en el campo del anélisis de movimientos para estudiar el movimiento
del cuerpo humano en general, y del tronco en particular. La informacion re-
cogida servira para establecer los conocimientos que se han publicado sobre
el movimiento del tronco en la postura sedente, y las carencias que existen a
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la luz de otras aplicaciones de los movimientos humanos, lo cual sentaré las
bases sobre las que se desarrolla el resto de la investigacién.

2.2. Modelos biomecé¢anicos

2.21. Modelos del cuerpo humano

El movimiento del cuerpo humano es muy complejo, y para su estudio
es habitual definir a priori un modelo en base al cual establecer las variables
que se desean medir. La forma de analizar los movimientos humanos depen-
de de la complejidad del modelo. Los mds sencillos, y en consecuencia mds
empleados, son los modelos basados en cadenas de sélidos articulados. En
estos modelos el cuerpo se fracciona en segmentos que se consideran rigidos
(normalmente estos segmentos se corresponden con partes en torno a huesos
o estructuras dseas), que se enlazan entre si formando una cadena abierta.

Los modelos de cadenas articuladas pueden utilizarse para estudios de
partes concretas del cuerpo (de miembros inferiores, superiores, columna, ex-
tremidades, etc.) o para estudios del movimiento del cuerpo completo. Para
estos ultimos los modelos estdn compuestos por un ntimero de segmentos
que suele variar entre diez (Ormoneit et al., 2005) y veintiuno (Unuma et al.,
1995), aunque también se encuentran modelos intermedios entre catorce y
dieciséis segmentos (Kingma et al., 1996; Ambrésio et al., 2001; Herda et al,,
2001), y en aplicaciones de animacién por ordenador se pueden usar mode-
los atin mas complejos (figura 2.3). En los estudios detallados de partes del
cuerpo los modelos suelen ser mas sencillos, pero pueden llegar a un nivel
de complejidad comparable. Por ejemplo, Zhang et al. (2003) realizaron un
estudio en el que se consideraban quince articulaciones de la mano.

Los enlaces utilizados habitualmente entre cada dos segmentos son pares
con un centro de rotacion fijo, y por lo tanto presentan un méximo de tres gra-
dos de libertad (gdl) por cada articulacién, y a menudo menos. En un modelo
de cadena abierta con N segmentos (y por lo tanto N — 1 articulaciones), el
ntmero de grados de libertad con este tipo de articulaciones serfa como ma-
ximo de 3N + 3 (afiadiendo 6 gdl por el movimiento del cuerpo en conjunto).
No obstante, el uso de articulaciones con menos de 2 gdl hace que el ntimero
de grados de libertad suela quedar bastante por debajo de este maximo.

Kinzel & Gutkowski (1983) revisaron los distintos modelos de articulacio-
nes empleados en los estudios de movimientos humanos, incluyendo pares
superiores. De este estudio se puede destacar la tipologia de articulaciones
utilizadas normalmente en funcién de la parte del cuerpo estudiada:
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Figura 2.3: Modelos de Ormoneit et al. (2005) y Unuma et al. (1995).

= Las «bisagras» o pares de revolucion de 1 gdl (rotacién alrededor de
un eje fijo), utilizadas a menudo por su simplicidad para la mayoria de
articulaciones, en estudios de gestos especificos.

= Las rétulas esféricas de 3 gdl (rotacién alrededor de un punto fijo), uti-
lizadas habitualmente para cadera, hombro, codo, muiieca, rodilla y to-
billo.

= Las rétulas esféricas de 2 gdl, que son simplificaciones de las anterio-
res con un sentido de rotacién restringido, utilizadas para las mismas
articulaciones.

= Los pares planos de 3 gdl (movimiento libre paralelo a un plano), em-
pleados para el movimiento de rodilla, hombro, codo, columna, tobillo,
mandibula y articulacién radio-ulnar.

= Pares de movimiento general de 6 gdl (sin restriccién), utilizados oca-
sionalmente para la rodilla, mandibula, mufieca, columna y hombro,
aunque son dificiles de medir y describir.

En los dltimos afios se han impulsado los estudios de movimientos humanos
sin modelo (model-free). Este innovador enfoque se utiliza con medidas de
formas, siluetas y superficies del cuerpo humano, las cuales se segmentan
en partes empleando informacién anatémica de tipo muy general, como el
ndmero de miembros del cuerpo humano, su tamario relativo, y de qué modo
se conectan (Corazza et al., 2006; Miindermann et al., 2006).
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Figura 2.4: Regiones de la columna vertebral.

2.2.2. Aplicacién al tronco

La columna vertebral estd formada por 24 vértebras moviles, mas los cuer-
pos vertebrales fusionados del sacro y el coccix. Las vértebras moéviles son
naturalmente las que articulan el movimiento del tronco, y se dividen en tres
regiones (figura 2.4):

= La regién cervical, compuesta por siete vértebras desde la base del cra-
neo hasta el térax (C1-C7).

s La region tordcica, compuesta por doce vértebras de las que parten las
costillas (T1-T12). La caja torédcica formada por las costillas aporta a esta
zona un cierto grado de rigidez, mayor que en las regiones superior e
inferior de la columna.

= La regién lumbar, compuesta por cinco vértebras que unen el térax con
la pelvis (L1-L5).

Cada par de vértebras se encuentra unido por un disco intervertebral (sal-
vo las del sacro y el coccix) y una serie de ligamentos. Todo este conjunto
posee una complejidad mecénica considerable, por lo que no existe un mo-
delo ideal para todas las aplicaciones. El modelo matemdtico de Schultz &
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Galante (1970) considera cada una de las vértebras moviles de forma indi-
vidual, lo cual da lugar a 144 coordenadas (24 vértebras x 6 coordenadas de
posicién y orientacién), restringidas por ecuaciones no lineales. Se trata de un
modelo estatico que busca el equilibrio mecénico (suma de energias nula). Sin
embargo la complejidad de este modelo es tal que en la préctica se ha aban-
donado en favor de otras aproximaciones, entre las que se pueden destacar
los modelos de elementos finitos (King, 1984).

No obstante, salvo que el objetivo sea especificamente el andlisis de las
cargas u otros detalles a nivel vertebral, se suele optar por modelos mucho
mads simplificados. La mayoria de modelos de tronco consideran, ademds de
la pelvis, tinicamente de uno a tres segmentos, a saber: el térax, o bien las
lineas de la columna y los hombros, o el tronco superior e inferior mas un
segmento lumbar (Leardini et al., 2009). En los trabajos aplicados a la ergono-
mia en postura sedente de hecho predominan los modelos que consideran el
tronco como un solo cuerpo articulado con la pelvis, fijdndose la articulaciéon
correspondiente al nivel de L3 (Eklund & Corlett, 1986; Serber, 1994) o L5
(Hsiao & Keyserling, 1991; Goossens & Snijders, 1995; Kayis & Hoang, 1999).

La conveniencia de fijar la articulacién tedrica tiene su origen en los mo-
delos posturales estdticos, cuya finalidad es estimar el momento de fuerzas
soportado por dichas vértebras (Eklund et al., 1983), ya que es en torno a
ellas donde se suelen localizar el dolor y las lesiones lumbares, aunque mo-
delos semejantes aparecen aplicados a tareas tan poco estaticas como levantar
pesos (de Looze et al., 1992). Sin embargo, a la hora de analizar el movimiento
resulta una restriccién artificiosa, que no se encuentra validada por estudios
que establezcan el lugar donde se encuentra realmente el eje de rotacién en
términos cinematicos.

2.3. Técnicas instrumentales

2.3.1. Técnicas generales para la medida de los movimientos
humanos

Existen distintas tecnologias para la medicién de los movimientos huma-
nos, cuya utilidad depende de las condiciones en las que se haga el estudio.
Las diversas opciones han sido revisadas, por ejemplo, por Ladin (1995) o
Winter (2009). En grandes rasgos, las técnicas instrumentales més usadas para
medir el movimiento humano se pueden clasificar en las siguientes familias:

1. Técnicas de visién o fotogrametria: basadas en la grabacién secuencial
de imdagenes de las partes del cuerpo estudiadas, y la deteccién en las
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mismas de puntos o formas caracteristicas, mediante técnicas de trata-
miento de imagenes. La ubicacién de dichos puntos y formas en el espa-
cio 3-D se consigue con una adecuada calibracién de la correspondencia
entre medidas de la imagen y medidas del espacio, y normalmente me-
diante la grabacion simultdnea desde varias direcciones para tener una
vision estereoscopica. Este tipo de medidas se suele realizar con el apo-
yo técnico de marcadores reflectantes iluminados por focos infrarrojos,
o bien con marcadores activos (LEDs), colocados en los puntos o zonas
del cuerpo cuya posicién se desea medir, para generar en las imdgenes
«puntos iluminados» féciles de aislar y detectar mediante los algorit-
mos de tratamiento de imagenes. Este tratamiento puede llegar a ser
muy compejo dependiendo del ntiimero de marcadores a detectar (o si
no se utilizan marcadores), y del grado de automatizacién programado
(detecciéon de los puntos tinicamente en la imagen o célculo simultdneo
de su posicién 3-D, seguimiento de los marcadores de forma individua-
lizada o combinada, etc.). Por lo tanto, las medidas se suelen procesar
a posteriori tras las sesiones de medida, y pueden requerir una inter-
vencién humana importante, aunque hoy en dia existen incluso «cama-
ras inteligentes» con procesadores incorporados (Bésemann, 2005), que
proporcionan directamente la informacién métrica en lugar de (o com-
plementariamente a) las imégenes.

. Goniémetros: se trata de instrumentos que miden el dngulo, en uno o

mas ejes, entre dos piezas rigidas que se ajustan a las dos partes en torno
a una articulacién; por ejemplo en mano y antebrazo para medir el mo-
vimiento de la mufieca, en fémur y tibia para la rodilla, etc. Aunque
antiguamente esto se hacfa de forma visual hoy en dia los goniémetros
estdn sensorizados con potenciémetros, lo cual hace que su tamafio sea
mucho mds reducido, y que emitan directamente una sefal eléctrica con
la informacién a tiempo real del angulo medido. A este tipo de goni6-
metros también se les llama «electrogoniémetros» para distinguirlos de
los tradicionales. Las medidas proporcionadas por este tipo de instu-
mentos no estdn referidas a un sistema absoluto externo, sino que son
medidas anatémicas, relativas a la postura de referencia para la que se
ha calibrado el instrumento. Es decir, un goniémetro no informa direc-
tamente del angulo formado entre un miembro del cuerpo y los ejes de
coordenadas del laboratorio, sino de la diferencia entre el angulo que
forman los segmentos en la postura de referencia y en cualquier otro
instante. Aunque estos sensores requieren cierto cableado, existen efi-
caces sistemas de telemetria que permiten limitar la cantidad de cables



2.3. TECNICAS INSTRUMENTALES 15

empleados a los imprescindibles para enviar las sefiales eléctricas a un
emisor portatil.

3. Sensores electromagnéticos: estos instrumentos estan formados por un
emisor de ondas electromagnéticas que se fija en un punto del labora-
torio, més uno o varios receptores ubicados en las partes del cuerpo a
medir. El receptor proporciona una sefial en funcién de la intensidad y
el gradiente del campo electromagnético captado, lo cual a su vez de-
pende de la distancia y la orientacién en la que se encuentra respecto
al emisor. Este tipo de sensores mide en coordenadas absolutas, referi-
das al sistema externo definido por el emisor, y un solo receptor puede
proporcionar informacién tanto de su posicién como de su orientacién
respecto al sistema de coordenadas. Por lo tanto resultan especialmen-
te aptos para caracterizar el movimiento de cuerpos sélidos con pocos
sensores fijados al cuerpo. Como contrapartida, el ntimero de sensores
que se pueden usar es limitado, y las medidas son extremadamente sen-
sibles a las fuentes de ruido electromagnético, que pueden deformar el
campo y distorsionar los resultados, sin que la causa sea perceptible a
los sentidos mientras se efecttia la medicién. Por lo tanto, las condicio-
nes del laboratorio han de ser muy controladas.

4. Sensores inerciales: consisten en transductores que se fijan a las partes
del cuerpo y emiten sefiales eléctricas en funcién de los fenémenos fi-
sicos que acttian sobre ellos con el movimiento. La principal diferencia
con los otros sensores radica en que los inerciales son sensibles a los
efectos dindmicos del movimiento. El instrumento de este tipo mds ha-
bitual es el acelerémetro, que mide el efecto de las fuerzas de inercia
sobre el material del sensor, en uno o varios ejes. En condiciones esta-
ticas o de velocidad homogénea e invariante, un acelerémetro produce
una sefial constante por el efecto de la gravedad. Si se tara a cero para
eliminar este efecto, la sefial del variarad en funcién de la inclinacién y
las aceleraciones durante el movimiento. Esta propiedad se puede apro-
vechar para utilizarlos a modo de inclinémetros. En la tltima década
también se ha ampliado el uso de giréscopos en biomecénica para me-
dir velocidades angulares (Mayagoitia et al., 2002), gracias a los avances
en su miniaturizaciéon. Los sensores inerciales son especialmente ttiles
para medir con fiabilidad las derivadas temporales del movimiento, y
evitar de este modo los graves efectos del ruido sobre las mismas (véase
la seccién 2.5). Sin embargo, la integraciéon necesaria para calcular po-
siciones a partir de estos datos introduce efectos de deriva, y en caso
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de impactos o grandes aceleraciones hasta la pequefia masa de los sis-
temas miniaturizados puede causar artefactos. Por lo tanto, para hacer
andlisis de movimientos completos los sensores inerciales han de ser
combinados con otros tipos. De hecho existen soluciones comerciales
que combinan sistemas de multiples sensores en un traje integrado, con
los cables canalizados para facilitar la instrumentacién.

Todas las técnicas mencionadas estan destinadas a medir variables geométri-
cas o cineméticas del movimiento en si mismo, pero segtin el estudio también
puede interesar informacién sobre las fuerzas de accién y reaccién que pro-
ducen el movimiento. Por esa razén a menudo se combinan con otro tipo de
medidas. Asi, las fuerzas externas se miden con instrumentos como las pla-
taformas de fuerza o sensores de presion, la actividad muscular con electro-
miografia (EMG), y el consumo metabélico con calorimetria (Cappozzo et al.,
2005).

2.3.2. Técnicas empleadas para medir el movimiento tronco

Como se ha comentado en la seccién 2.1, los estudios mds antiguos sobre
la biomecéanica del tronco se basaban en la observacién de radiografias, que se
pueden encuadrar dentro de la familia de técnicas de visién, aunque dichos
estudios eran estaticos, muy centrados en los angulos de la columna y no
analizaban aspectos relacionados con el movimiento. Mas adelante, ese tipo
de medidas se combinaron con registros de las fuerzas internas a través de
EMG y transductores de presién, o indirectamente mediante estadiometria.

Como es natural, a la hora de analizar los movimientos del tronco exis-
te una tendencia a seguir aplicando las mismas técnicas o adaptaciones de
las mismas. Muchos estudios sobre el movimiento del tronco utilizan secuen-
cias de radiograffas (Pearcy & Bogduk, 1988; Amevo et al., 1991; Harvey &
Hukins, 1998; Kaneoka et al., 1999; Frobin et al., 2002; Sprigle et al., 2002; Mc-
Cane et al., 2006), en algunos casos desde distintas direcciones simultaneas
(estereorradiografias) para poder analizar el movimiento de las vértebras en
las tres dimensiones (Plamondon et al., 1988; Stokes, 1995). No obstante las
radiograffas resultan demasiado invasivas y se encuentran limitadas en el
nuimero de imdgenes que se pueden tomar en una sesién (Amevo et al., 1991;
Bogduk & Mercer, 2000), lo cual restringe la utilidad de esta técnica para el
analizar movimientos. El marcado carécter clinico de los trabajos tradiciona-
les sobre la biomecénica del tronco también ha dado lugar a muchos experi-
mentos in vitro con fragmentos de cadaveres, que permiten observar y mani-
pular la columna con mayor libertad (a través tanto de radiografias como con
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otros instrumentos), y obtener asi resultados muy detallados y precisos, aun-
que evidentemente no pueden revelar todas las cualidades del movimiento
natural en el ser vivo (Panjabi et al., 1981; Goel et al., 1984; Haher et al., 1992;
Kettler et al., 2004; Mansour et al., 2004; Rousseau et al., 2006; Wachowski
et al., 2009).

En mayor o menor medida, las técnicas instrumentales mas comunes pa-
ra los estudios in vivo también se han usado para analizar el movimiento del
tronco, tomando medidas al nivel de la piel. Por una parte esté la forma ha-
bitual de fotogrametria con imdgenes de video, también llamada «videogra-
metria» (Gruen, 1997) para distinguirla de las técnicas de visién que utilizan
otros registros gfaficos , como los mencionados rayos X, fluoroscopia (Gerber
et al., 2006) o resonancias magnéticas (Konig & Vitzthum, 2001). En contraste
con los minuciosos anélisis de radiografias, los estudios del tronco basados en
videos suelen presentar metodologias poco sofisticadas. Algunos analizan las
imagenes de una forma meramente visual, buscando sélo cambios de postura
cualitativos (Jensen & Bendix, 1992) o midiendo los dngulos de la espalda de
forma aproximada (Mandal, 1991; Graf et al., 1993). Los estudios que usan las
técnicas de fotogrametria con marcadores para tomar medidas més precisas
también suelen limitarse a analizar los angulos de la espalda y su variacion,
tanto si se centran en la postura sedente (Riley & Bader, 1988; Faiks & Reine-
cke, 1998) como en otros casos (Schache et al., 2002; Giorcelli et al., 2004). El
movimiento detallado del tronco considerando los 6 grados de libertad posi-
bles se ha estudiado para la zona cervical en relacién con lesiones de cuello
(Woltring et al., 1994; Ohberg et al., 2003) y para la zona lumbar en contextos
generales (Cerveri et al., 2004), pero hay una carencia al respecto en relaciéon
con la postura sedente.

Las demds técnicas instrumentales también se han utilizado para medir el
movimiento del tronco. Hay estudios sobre la postura del tronco y su movi-
miento en sedestacion, especialmente de la zona lumbar, realizados con digi-
talizadores tridimensionales (Black et al., 1996), inclinémetros (Bridger et al.,
1992), goniémetros (Kasahara et al., 2008) o instrumentos semejantes basa-
dos en galgas extensiométricas —llamados «lordosimetros» (Reinecke et al.,
1994) o «raquimetros» (Vergara & Page, 2000)—, con sensores electromagné-
ticos (Callaghan & McGill, 2001; Lee & Wong, 2002; Sprigle et al., 2002), de ul-
trasonidos (Hsiao & Keyserling, 1991), acelerémetros (Wong & Wong, 2008) y
giréscopos (Lee et al., 2003). La ventaja de estos sensores sobre la fotograme-
tria es que, si estan suficientemente miniaturizados, pueden emplearse para
medir aun en sillas con respaldo, soslayando asi el problema de ocultacién
de los marcadores, que es el mayor inconveniente de la fotogrametrfa (Chia-
ri et al., 2005). Como contrapartida muchos de ellos (inclinémetros, girésco-
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pos, electrogoniémetros y montajes semejantes) s6lo pueden dar informaciéon
angular. Sin embargo, como se ha comentado en el caso de los estudios de
fotogrametria, la mayoria de los estudios se centran precisamente en ese ti-
po de resultados, posiblemente por la importancia que generalmente se ha
dado a la curvatura de la columna sobre otro tipo de variables biomecani-
cas, y la preponderancia de los modelos basados en articulaciones fijas, para
los que tinicamente es necesario determinar las rotaciones (véase la seccién
2.2.2). De hecho, incluso los estudios citados con sensores electromagnéticos,
que proporcionan datos tanto sobre su orientacién como de su posicién en el
espacio, analizan tinicamente la informacién relativa a las flexiones y giros de
la columna.

En el estudio que se plantea en el presente trabajo las técnicas de foto-
grametria resultan especialmente idéneas. El objetivo es obtener informacion
cinematica del movimiento relativo entre dos segmentos del cuerpo, dado un
movimiento «libre» con 6 gdl. Para ello es necesario obtener en cada instan-
te datos precisos tanto de los cambios de posicién como de orientacién de
los segmentos del cuerpo, pero como se ha comentado, la mayoria de senso-
res s6lo proporcionan informacién parcial. Un sensor electromagnético en ca-
da una de las partes del cuerpo proporcionaria la informacién necesaria. Sin
embargo las variables cinemadticas que se desea estudiar son especialmente
sensibles a los errores instrumentales (véase la seccién 2.5.1.2), por lo que es
conveniente tener informacién redundante ademads de precisa, y el problema
de las interferencias cobra mayor importancia.

Por el contrario, la fotogrametria permite usar un ndmero de marcadores
tan alto como se esté dispuesto a asumir en términos de coste computacio-
nal, y cuya posicién relativa es conocida en cada instante con la precisiéon
del propio sistema de medida. En estudios de movimientos que revisten una
gran complejidad los sistemas basados en imagen son los tinicos que pue-
den capturar toda la informacién (Winter, 2009). La fotogrametria de hecho
es considerada en términos generales una de las técnicas mds idoneas (Chiari
et al., 2005), contando con diversas ventajas frente a las demas (Ladin, 1995):
la instrumentacién presenta pocas restricciones mecdnicas al movimiento, es
generalmente poco invasiva, no es sensible al ruido electromagnético del en-
torno y no presenta problemas de deriva temporal de la medida. Ademads, el
hecho de que el objeto de analisis sea un video permite una inspeccién visual
directa de la medida, lo cual presenta una importante ventaja de cara al con-
trol de los experimentos: los resultados de las mediciones, aunque finalmente
se traduzcan a variables matematicas para su procesado, pueden ser obser-
vados, con lo cual es mucho maés fécil detectar fallos o problemas, tanto en el
desarrollo del experimento como en el procesado de las imédgenes.
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2.4. Principios del andlisis cinemaético

24.1. Desplazamientos finitos

Existen numerosos modelos matematicos para analizar el movimiento de
los cuerpos rigidos a partir de los datos obtenidos en experimentos con foto-
grametria. Cappozzo et al. (2005) han realizado una revisién exhaustiva sobre
la materia.

Los algoritmos mas habituales son los que se basan en describir el movi-
miento como un desplazamiento finito respecto a una posicién inicial, expre-
sado mediante una matriz de rotacién M (3 x 3, ortogonal) y un vector de
traslacién § (3 x 1). Cada una de estas entidades matematicas representa un
aspecto distinto del movimiento. La matriz caracteriza el cambio de orienta-
cién del cuerpo respecto a los ejes del sistema de coordenadas. El vector ca-
racteriza la traslacion solidaria al cuerpo de un punto arbitrario del espacio,
y depende tanto del movimiento experimentado como del punto escogido.
Si se toma como punto de referencia el origen del sistema de coordenadas
(0), la siguiente ecuacion determina la traslacién de cualquier otro punto del
cuerpo, como resultado de aplicar el desplazamiento finito en cuestion:

Ez — E1 = MR'l + 5o, (2.1)

donde &, representa que el vector de traslacion se ha definido para O, y Ry,
ﬁz son los radios desde O de la posicién inicial y final, respectivamente, del
punto escogido.

Utilizar el origen de coordenadas como punto de referencia es ttil para
la composicién de desplazamientos, lo cual requiere utilizar una referencia
comun a todos los movimientos. Pero a efectos practicos, para analizar el mo-
vimiento individual de un cuerpo resulta mds conveniente tomar un punto
conocido solidario al cuerpo. De ese modo, al conocer su posicién en cada
instante, se conoce también su traslacion, con lo cual el pardmetro s’ queda
inmediatamente determinado. A menudo se toma como punto de referencia
el centro geométrico del conjunto de marcadores, G, cuyo radio Rg se cal-
cula como la media aritmética de las posiciones de los marcadores, y cuya
traslacion asociada (5g = Kcz — ﬁGl) es también la media de las traslaciones
individuales.

El uso de un punto de referencia solidario al cuerpo y conocido permite
separar el problema de la traslaciéon del de la rotacién. En un primer paso
se calculan las posiciones (y por tanto la traslacién) del punto en cuestion,
como se ha comentado, y luego se procede al cdlculo de M. Para resolver este



20 CAPITULO 2. REVISION BIBLIOGRAFICA

Figura 2.5: Posicion de los puntos de un cuerpo en relacién al origen de coordenadas
y un punto de referencia fijo al cuerpo (G).

segundo problema la posicién de los puntos del cuerpo no se expresa con
sus radios desde el origen de coordenadas, sino de forma relativa al punto
de referencia escogido (figura 2.5). Por ejemplo, si se utiliza el centroide G el
vector de posicién relativa del punto es

7=R—Rg. (2.2)

La ecuacion (2.1) expresada en funcién de 7 permite prescindir del término
de traslacién:

f, =7 = (Ry — Ry) — (Rgz — Rer) = M. (2.3)

El célculo de M, sin embargo, no es un problema tan trivial como el de
la traslacion. La ecuacién (2.3) se puede resolver facilmente usando la infor-
macién de tres puntos no alineados (Beggs, 1966). Sin embargo, dicha aproxi-
macién produce resultados imprecisos en condiciones experimentales, en las
que la medida de la posicién de los puntos tiene un error asociado (Gupta &
Chutakanonta, 1998). En tales casos es necesario utilizar informacién redun-
dante, con un niimero de marcadores mayor, lo cual da lugar a un problema
no lineal. La solucién de este problema implica el uso de procesos de optimi-
zacién numérica como los propuestos por Spoor & Veldpaus (1980), Angeles
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(1986a), Veldpaus et al. (1988), Soderkvist & Wedin (1993), Challis (1995), Shi-
flett & Laub (1995), Gupta & Chutakanonta (1998) o Vithani & Gupta (2004).

Por otra parte, aunque la representacién de los desplazamientos finitos (y
la rotacién en particular) a través de matrices es muy habitual en el campo
de la biomecénica, existen muchas otras formas de representarlos, que se han
desarrollado a lo largo de los dos tltimos siglos en el campo de las maquinas
y los mecanismos. Se puede encontrar una revisién histérica de las distintas
formulaciones teéricas en Dai (2006). Las rotaciones tienen 3 gdl, por lo que
las representaciones mas cldsicas se basan en vectores en el espacio R3. Una
de las méas populares consiste en los &ngulos de Euler, aunque éstos dependen
de la secuencia supuesta del movimiento y no son univocos (Baker, 2003), y
ademds no existe una estructura algebraica equivalente para representar la
traslacion, al contrario que en otras notaciones (Dai, 2006).

Otra representacién en IR® consiste en los pardmetros de Rodrigues, que
se basan en el teorema de Chasles, a saber: que cualquier desplazamiento
de un cuerpo rigido, tanto finito como infinitesimal, puede reproducirse en
forma de una rotacién alrededor de un eje en el espacio mds una traslacién a
lo largo del mismo eje, lo que se conoce en la literatura como screw (“tornillo’).
La férmula de Rodrigues para un screw (Bottema & Roth, 1990) especifica que
la traslacién de un punto viene determinada por

Ry — Ry = tan (‘5) i x (Ry + Ry — 2M) + di, 2.4

donde ¢ es el dngulo de giro del screw, ii es el vector unitario que define la
direccion del eje de rotacién, d es la traslacion del screw en esa direccién y el
vector H identifica un punto cualquiera del eje (véase la figura 2.6). Existen
diversas férmulas y algoritmos explicitos para transformar una matriz de ro-
tacién en los correspondientes pardmetros de Rodrigues y viceversa. Se pue-
den encontrar, por ejemplo, en Kinzel et al. (1972), Spoor & Veldpaus (1980),
Woltring (1994) o Cheze et al. (1998).

Si se estd analizando s6lo la rotacién, por ejemplo cuando se trabaja con
vectores de posicién relativos a un punto fijo del cuerpo, la férmula de Rodri-
gues se simplifica a

Py — 7, = tan (;’) i x (7 +71). 2.5)

La tangente del «angulo mitad» ¢/2 que aparece en la férmula de Rodri-
gues puede resultar un elemento poco intuitivo, aunque constituye un ele-
mento esencial en la parametrizacién de las rotaciones y es la representacion
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Figura 2.6: Desplazamiento finito en forma de screw: el punto ﬁl pasa a la posicion ﬁz
a través de un giro ¢ en torno al eje paralelo a if que pasa por H mds una traslacion 4
paralela al mismo.

maés elegante de la rotacién pura (Dai, 2006). Asimismo, la presencia de la
posicion final (7;) en ambos términos de la ecuaciéon hace que su aplicacion
para reproducir rotaciones (una vez conocidos los pardmetros de Rodrigues)
no sea explicita, al contrario que (2.3). Para salvar estas complicaciones se
suele utilizar una formulacién alternativa de (2.5):

Fo—T1 = Sil’l(gb)ﬁ X 71+ (1 — COS((])))ﬁ X (ﬁ X ?1) . (2.6)

Existen diversas variaciones de los pardmetros de Rodrigues, aunque en
definitiva todas ellas expresan el mismo fenémeno. Por ejemplo el «vector
de orientacién» (attitude vector), paralelo a i y cuyo médulo es el angulo de
giro ¢ (Woltring, 1994). Tal 4ngulo de giro puede combinarse con un «paso»
(pitch) p para determinar el desplazamiento d a lo largo del eje, de modo que
d = p - ¢; de forma andloga se define el «pseudo-paso», quasi-pitch, g-pitch o
quatch en relacién al pardmetro de Rodrigues (Hunt & Parkin, 1995):

(4/2)

1= tan(9/2) (2.7)

También se han desarrollado notaciones mads sofisticadas para los despla-
zamientos finitos, basadas en nuevos tipos de dlgebra como los cuaterniones
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de Hamilton (Ude, 1999; de Leo & Rotelli, 2003), los angulos duales de Study
(Keler, 2000) y combinaciones de ambos conceptos (Daniilidis, 1999), entre
otras. En la revisién de Dai (2006) se puede encontrar una relacién exhaustiva
de las distintas formulaciones. Segtin la aplicacién que se haga del analisis de
movimientos, dichas notaciones pueden ofrecer ventajas, aunque las aplica-
ciones directas de los métodos més sencillos basados en la formulacién Ro-
drigues son idénticas a las de otros métodos mas modernos (Williams & Fyfe,
2010).

2.4.2. Desplazamientos infinitesimales

El andlisis de los movimientos humanos no se limita a estudiar la confi-
guraciéon de las partes del cuerpo respecto a una postura de referencia, sino
también como varia dicha configuracién. En la teoria cinemaética estos dos
problemas se distinguen como el anélisis de los desplazamientos y el anélisis
cinemaético instantdneo, respectivamente (Bottema & Roth, 1990). En el campo
de la biomecanica, donde predominan los estudios del primer tipo, es me-
nos frecuente que se haga esa distincién tedrica. En algunos casos se habla de
geometria cinemdtica para referirse al andlisis de los desplazamientos, y de ci-
nemdtica diferencial en lugar de instantdnea (Zatsiorsky, 1998). En el problema
instantdneo o diferencial se estudian las derivadas temporales de los despla-
zamientos finitos, por lo que puede considerarse un caso particular de los
mismos, en el que la magnitud del desplazamiento es infinitesimal.

La formulacién habitual de este problema se basa en la ecuacién vectorial
del campo antisimétrico de velocidades (Annequin & Boutigny, 1973):

—
Up =04+ & X AB, (2.8)

donde 74, U son las velocidades del cuerpo en los puntos A y B, respectiva-

mente, AB es el vector que define la separacién en el espacio entre A y B, y
@ es la velocidad angular del cuerpo. En términos de un screw infinitesimal
(¢ — 0), cuyo eje de giro sea perpendicular al vector unitario if y en el que la
derivada del angulo de giro sea ¢,

& = il 2.9)

Estas formulas se pueden obtener como derivadas de las que definen los
desplazamientos finitos. Por ejemplo, si (2.8) se reinterpreta con A como el
origen de coordenadas (O) y B como un punto conocido del cuerpo (sien-

do AB = R), dicha férmula es exactamente la derivada de la ecuacion (2.1),
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Figura 2.7: Relacién entre velocidades de distintos puntos en un sélido

donde la velocidad en el origen @, se corresponderia con el desplazamien-
to del origen 5, y el producto vectorial & x R derivaria de la multiplicacién
matricial MR cuando el desplazamiento es infinitesimal (ﬁl R ﬁz, y Mesla
matriz identidad I3). Esta relacién entre el producto vectorial y el matricial
se debe a que, bajo las condiciones descritas, al ser M ortogonal (MM = I)
se cumple que M + (M)T = 03, es decir que la derivada de M es una matriz
antisimétrica:

0 —wz Wy
M = w; 0 —wy |, (2.10)
—wy Wy 0

con lo que, tal como se ha comentado, MR =& xR para & = (wy, wy,wz)T.

Por otra parte, si como referencia se escoge un punto conocido del cuer-
po (por ejemplo el centroide G), la parte de traslacién del andlisis cinematico
queda inmediatamente resuelta y se puede separar del problema de la rota-
cién, como también ocurre en los desplazamientos finitos. En un primer paso
se calcula la velocidad en el punto de referencia (7 si se utiliza el centroide),
y luego se analiza la velocidad angular (figura 2.7):

T—0c=wx7, (2.11)
siendo 7 el vector que identifica cualquier punto del cuerpo en relacién con el
centroide, como se define en (2.2).

La ecuacioén (2.11) equivale a las derivadas de las férmulas que determi-
nan la rotacién en los desplazamientos finitos, (2.3) en notacién matricial y
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(2.5) con los pardmetros de Rodrigues. En relacién con la segunda, es inme-
diato observar que @ se corresponde con la derivada de 2 - tan(¢/2)ii para
¢ = 0 (cuando 71 ~ 73), lo cual coincide con la definicién presentada en (2.9).

El problema cinemadtico instantaneo, hallar la velocidad angular del cuer-
po vy la velocidad lineal del punto escogido, se transforma bajo esta perspec-
tiva en derivar los parametros de rotacién y traslacion de los desplazamien-
tos finitos. Esta aproximacién se emplea a menudo en biomecdnica (Woltring
et al., 1994). Como se ha comentado anteriormente, aunque el andlisis de las
traslaciones es trivial, calcular las rotaciones implica la resolucién de un pro-
blema no lineal, por lo que las complicaciones presentes en el andlisis de des-
plazamientos finitos se «heredan» en el caso infinitesimal si se aborda con
la perspectiva comentada. Sin embargo, las restricciones no lineales (condi-
ciones de ortogonalidad y términos trigonométricos) no se encuentran pre-
sentes en las férmulas de los desplazamientos infinitesimales, por lo que el
andlisis de velocidades en realidad es un problema intrinsecamente lineal.
Asi pues, también existen técnicas explicitas para calcular los parametros ci-
nematicos independientemente del problema de la posicién, que no requie-
ren algoritmos de optimizacién aunque estén sobredeterminados (Vithani &
Gupta, 2004; Page et al., 2007).

En condiciones experimentales, el escollo principal es el cdlculo de las de-
rivadas de las posiciones de los marcadores. Inevitablemente, las medidas
experimentales de la posicién llevan asociadas cierto error que se amplifica
al derivar, y resulta necesario minimizar. Esta cuestién y las posibles técnicas
para resolverla se abordan en la seccién 2.5.

2.4.3. Ejes articulares. Aplicaciones biomecanicas

Como ya se ha comentado, segtin el teorema de Chasles todo desplaza-
miento, finito o infinitesimal, puede describirse como un screw alrededor y
a lo largo de un eje definido en el espacio. Este eje recibe diversos nombres
segln la aplicaciéon. En movimientos planos se conoce como eje o centro «de
rotacién», mientras que en el caso mds general, que implica un posible des-
plazamiento a lo largo del eje, se le llama «de tornillo» o «helicoidal» (screw o
helical axis). Todo desplazamiento finito entre dos posiciones de un cuerpo en
el espacio lleva asociado un «eje finito helicoidal» (Finite Helical Axis o FHA).
Su posicién se puede definir a partir de los parametros de Rodrigues (véase la
ecuacion 2.4). Por ejemplo, si AR = R, — Ry define la traslacién del punto Ry

a ﬁz, el radio R{H desde ﬁl al FHA queda determinado del siguiente modo
(Cheze et al., 1998):
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Rip = A% _dE, HXOR (212)
2 2 2tan(¢/2)

Sin embargo, esta abstraccién matemadtica s6lo se corresponde con una
realidad fisica cuando el movimiento se realiza alrededor de un eje fijo. De
lo contrario el FHA representa un eje tedrico en torno al cual se podria dar
un movimiento que desplazase el cuerpo entre las posiciones inicial y final
observadas, aunque el movimiento real no coincidiria necesariamente con él.
Ahora bien, para dos posiciones infinitesimalmente adyacentes si existe un
eje de movimiento real, que es el limite del FHA cuando la rotacién tiende a
cero, y se distingue como «eje instantaneo helicoidal» (Instantaneous Helical
Axis o IHA, cfr. Mansour et al., 2004).

Dado un campo vectorial que cumpla la condicién de antisimetria defini-
da para las velocidades de un cuerpo rigido en (2.8), existe siempre un lugar
geométrico en el que el valor de este campo es minimo. En el caso de los des-
plazamientos infinitesimales, este lugar geométrico es el mencionado IHA,
donde la velocidad del cuerpo es minima. Siempre que haya una velocidad
angular no nula, el IHA converge en una linea recta, la velocidad del cuerpo
en este eje es paralela al mismo, y las velocidades en todos los demaés puntos

«giran» en torno a él. El vector radio OH desde un punto O hasta el eje cen-
tral del campo (el IHA) viene definido por la siguiente férmula (Annequin &
Boutigny, 1973):

(2.13)

La ubicaciéon de los ejes del movimiento es un dato muy importante en
la teoria de mdquinas y mecanismos, campo en el que se han desarrollado
distintas técnicas para calcularla (Angeles, 1986b; Sommer III, 1992; Shiflett
& Laub, 1995; Vithani & Gupta, 2004). Por analogia, la posicion y el despla-
zamiento de los ejes en los que se articula el movimiento también se utilizan
frecuentemente en biomecénica, como una forma intuitiva y practica de ca-
racterizar las articulaciones del cuerpo humano (Kinzel et al., 1972; Kinzel &
Gutkowski, 1983). Pero a pesar de tales analogfas, las articulaciones de las
maéquinas y las del cuerpo humano son esencialmente diferentes. Las prime-
ras son habitualmente lo que se conoce como «pares inferiores», formados
por superficies en contacto continuo que restringen el movimiento relativo
entre cada pareja de piezas. Las articulaciones de los modelos biomecanicos
a menudo se simplifican a modo de rétulas fijas, como se ha comentado en
2.2. Sin embargo, en realidad rara vez responden a ese modelo. En la mayoria
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de casos el movimiento relativo esta restringido por los ligamentos y otros
cuerpos flexibles entre las estructuras 6seas, por lo que la posicién del eje no
obedece a una caracteristica geométrica tan clara como en las barras de un
mecanismo.

Aun asi, la localizacién de los ejes cinematicos tiene un lugar relevante
en muchos estudios biomecénicos. El lugar ocupado por los ejes de los mo-
vimientos humanos tiene que ver con la estabilidad de los segmentos anat6-
micos (Haher et al., 1992) y determina cémo acttian las fuerzas musculares
(Pearcy & Bogduk, 1988). Ademds la forma caracteristica en la que se mueven
los miembros del cuerpo depende esencialmente de por dénde pasan dichos
ejes, de tal modo que localizaciones anormales de los mismos pueden estar
asociadas a lesiones (White III & Panjabi, 1990).

Debido a estas razones existen multiples estudios de movimientos huma-
nos que abordan el andlisis de los ejes. Una de las articulaciones mds estudia-
das desde este punto de vista es la cadera. Al contrario que la mayoria de las
articulaciones humanas, la cadera se asemeja excepcionalmente a una rétula
esférica. Por lo tanto existe un punto en el que convergen los distintos IHA
que pueden tener lugar durante el movimiento. A este punto se le da el nom-
bre de «centro de la articulacién de la cadera» (Hip Joint Center o HJC). Hay
numerosos modelos predictivos para determinar la posicién de este punto en
relacién a las marcas anatémicas (véanse, por ejemplo, los diez métodos re-
visados por Kirkwood et al., 1999), pero son menos precisos que los métodos
funcionales basados en analizar el movimiento observado de la pelvis y el fé-
mur (Kang, 2004; Piazza et al., 2004). Se pueden encontrar otros andlisis con
métodos funcionales en Bush & Gutowski (2003), Camomilla et al. (2006) o
Leardini et al. (1999a), por ejemplo. Métodos semejantes también se han em-
pleado para controlar el centro de rotaciéon de rodillas implantadas (Karlsson
et al., 1997; Gerber et al., 2006), aunque en condiciones normales los giros de
la rodilla tienen una naturaleza mas compleja (Oberg, 1983).

La aproximacién basada en centros de rotacion o ejes finitos también se
aplica por simplificacién a articulaciones como la mufieca (Woltring et al.,
1985), los dedos de la mano (Zhang et al., 2003), el tobillo (Demarais et al.,
2002) o el miembro superior en general (Nussbaum & Zhang, 2000). En rela-
cién con el movimiento del tronco, también abundan los estudios radiografi-
cos o in vitro (como se ha explicado en la seccién 2.3.2) que analizan los ejes
de rotacién entre pares de vértebras del cuello (Amevo et al., 1991; Kaneo-
ka et al., 1999) o la zona lumbar (Pearcy & Bogduk, 1988; Haher et al., 1992;
Zhang & Xiong, 2003; Kettler et al., 2004; McCane et al., 2006). También se
encuentra, de forma excepcional, algtin estudio que evaltia los centros de ro-
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tacién intervertebrales mediante fotogrametria convencional (Cerveri et al.,
2004).

El eje instantdneo se ha analizado en rodillas no implantadas (Muller,
1993; Wolf & Degani, 2007), en el tobillo (Leardini et al., 1999b), el hombro
(Dempster, 1955) y la murieca (Patterson et al., 1998), asi como en el cuello
(Woltring et al., 1994). También se ha analizado en la columna vertebral com-
pleta (Wachowski et al., 2009) o especificamente en la zona lumbar (Mansour
et al., 2004; Rousseau et al., 2006), pero estos estudios parten de radiografias
o muestras in vitro, con las limitaciones que eso conlleva.

A pesar de la variedad de estudios citados, todavia hay bastante que avan-
zar en el estudio de los ejes articulares en el campo de la biomecénica. A la
variabilidad intrinseca que existe en los movimientos naturales, y las limi-
taciones comentadas en relacién con los estudios del tronco, hay que afiadir
que los errores de medida y de derivacion se magnifican de manera exponen-
cial al realizar los calculos especificados en (2.12) o (2.13). Esto puede llevar
a resultados erraticos tanto en el calculo de ejes finitos (Woltring et al., 1985;
Crisco et al., 1994) como sobre todo en los infinitesimales (Woltring et al.,
1994). Ademas, la nomenclatura en biomecénica no estd exenta de ambigtie-
dades. El término «instantdneo» se utiliza a menudo para referirse a los ejes
del desplazamiento finito de un cuerpo en una secuencia de posiciones dis-
tintas (respecto a otra de referencia), enfatizindose asi que el eje se calcula
especificamente para la posicién observada en cada instante; este uso se pue-
de observar, por ejemplo, en Pearcy & Bogduk (1988), Amevo et al. (1991),
Crisco et al. (1994), Bogduk et al. (1995) o Demarais et al. (2002). Sin embargo,
este uso fue criticado como «inapropiado» por Woltring et al. (1994), debido
a su confusién con el IHA asociado a los desplazamientos infinitesimales, tal
como se ha presentado anteriormente.

2.4.4. Sistemas de referencia anatémicos
2.4.4.1. Sistemas de coordenadas normalizados

Para caracterizar la cinemadtica del cuerpo humano, especialmente si se
estudia la posicién de los ejes articulares, es necesario definir sistemas de
referencia locales ligados a puntos conocidos del cuerpo. Estos sistemas se
suelen definir a partir de marcadores ubicados sobre puntos caracteristicos
palpables de la anatomia (anatomical landmarks), normalmente prominencias
Oseas; pero también se pueden definir a partir de informacién morfolégica
sobre las partes del cuerpos, bien obtenida mediante fotogrametria, bien con
otra técnica, como escéneres de cuerpo (Cappozzo et al., 2005). La obtencion
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de algunos puntos, como los centros de rotacién de las articulaciones, es en si
misma el objeto de algunos andlisis de movimientos, como se ha comentado
en la secciéon 2.4.3.

Las referencias anatémicas se definen especificamente para cumplir los
requisitos de repetibilidad intra- e inter-sujetos, de modo que los resultados
(dngulos, ubicacién de las articulaciones, etc.) se puedan dar en sistemas de
referencia consistentes y comparables entre estudios. La necesidad de com-
partir y contrastar resultados de estudios ha dado lugar a procedimientos y
précticas comunes, que han cristalizado en recomendaciones como la de la
International Society of Biomechanics (ISB) para la definicién de sistemas de
referencias anatémicos, usada con modelos basados en pares inferiores (Wu
et al., 2002, 2005).

Esta recomendacién se basa en la definicién de sendos sistemas de coor-
denadas cartesianos (CCS, por Cartesian Coordinate Systems) para cada uno de
los dos segmentos adyacentes de una articulacién, y otro sistema de coorde-
nadas de la articulacién (JCS, por Joint Coordinate System), en el cual se expre-
san los parametros del movimiento. Los ejes de los CCS se definen por marcas
anatémicas palpables o por rayos X; el JCS se define con un origen fijo entre
los dos segmentos en el punto que se considere el centro de rotacién, mds dos
ejes solidarios a cada uno de los segmentos adyacentes, estando el tercer eje
«flotante» determinado por la condicién de ortogonalidad (figura 2.8).

Las mayores ventajas de este criterio normalizado para presentar los re-
sultados se dan en los estudios dirigidos al &mbito médico, dado que los ejes
de los JCS se aproximan a los planos frontal, transversal y sagital del cuerpo
(Cappozzo et al., 2005), y es mads facil comunicar las rotaciones en lenguaje
clinico cuando se usan ejes solidarios a los segmentos corporales (Wu et al.,
2005). Entre sus inconvenientes se encuentra que estos sistemas estan defini-
dos para expresar rotaciones de los segmentos en dngulos de Euler o Cardan,
que presentan los ya comentados problemas de ambigiiedad (Baker, 2003), y
que si se usan modelos en los que los segmentos no se articulan en puntos
fijos, la definicién y la interpretacién de los JCS pierde su eficacia.

2.4.4.2. Sistemas de referencia del tronco

Asi como el andlisis de movimientos del miembro inferior (y la marcha en
particular) es objeto de una larga y abundante produccién cientifica, ya se ha
visto que el movimiento del tronco, y mas concretamente el del tronco en la
postura sedente, es un terreno sélo parcialmente explotado. Por lo tanto no
existe a estas alturas un uso normalizado de sistemas de referencia que cubra
las necesidades generales de este campo de investigacion.
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Zf L

FE FE

Figura 2.8: Definicién de los sistemas de coordenadas para la cadera, segiin Wu et al.
(2002). E1 CCS de la pelvis queda determinado por las rectas y planos que forman los
marcadores de las crestas ilfacas superiores anteriores (ASIS) y posteriores (PSIS), y
tiene su origen el centro de articulacién de la cadera (HJC). E1 CCS del fémur queda
asimismo determinado por las rectas y planos entre el HJC y los epicéndilos femorales
(FE), y tiene su origen en el HJC. El JCS tiene el mismo origen que los CCS de cada
segmento, su eje Z es el del CCS de la pelvis, su eje Y es el del CCS del fémur, y su eje
X es el eje «flotante».

La recomendacién de la ISB para los sistemas de referencia de la columna
proporciona definiciones al nivel de cada vértebra (Wu et al., 2002), por lo
que no resulta practica para representar el tronco de forma general. En una
reciente revision Leardini et al. (2009) observaron que los sistemas de coorde-
nadas anatémicos y técnicos empleados en los estudios del tronco son muy
dispares, y propusieron una serie de puntos anatémicos de referencia para
cada parte (figura 2.9):

» C7 para la zona cervical.

= Acrémiones derecho e izquierdo (RA, LA, respectivamente) para los
hombros.

» T2, T8 y T10 para el térax por la parte posterior, mas la escotadura su-
praesternal y la apdfisis xifoides (extremos superior e inferior del ester-
noén, identificados respectivamente como IJ y PX) para la parte anterior.

» L5 para la zona lumbar.

= Cretas iliacas anteriores (RASIS, LASIS) y posteriores (RPSIS, LPSIS)
mads la segunda vértebra sacral (SACRUM) para la pelvis.
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Figura 2.9: Puntos de anatémicos de referencia para el tronco, segtin la propuesta de
Leardini et al. (2009)

Un aspecto importante para que un sistema de referencia sea ttil es que
la localizacién de los puntos anatémicos que lo definen sea fiable y repetible.
Algunos de los puntos citados son f4ciles de determinar por palpacién. Para
la localizacién de las vértebras més inciertas son de utilidad las proporciones
métricas publicadas por Vergara et al. (2006).

2.5. Errores en fotogrametria

Como toda técnica, la fotogrametria estd sujeta a un error de medida cuyo
control es imprescindible para asegurar la validez de los resultados. El efecto
de estos errores es una desviacion entre las variables cinemaéticas obtenidas
en el andlisis y las caracteristicas reales del movimiento que se desea medir. El
movimiento relativo resultante se puede clasificar en funcién de su naturaleza
(Cappozzo et al., 1997):

= Movimientos aparentes, debidos a defectos de los medios instrumenta-
les por los cuales las coordenadas tridimensionales reconstruidas no se
corresponden con las de los puntos observados.

= Movimientos reales, debidos a que algunos de los puntos observados
(normalmente puntos superficiales sobre la piel del sujeto) son distin-
tos de aquéllos que realmente se desea medir (muy a menudo puntos
internos, pertenecientes a las estructuras dseas).

En los siguientes apartados se comentan las fuentes de estos errores, su efecto
sobre los resultados y cémo se pueden controlar.
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2.5.1. Errores instrumentales
2.5.1.1. Magnitud y clasificacién de los errores instrumentales

El primer tipo de error comentado, que da lugar a movimientos aparentes,
tiene como origen las limitaciones de la técnica instrumental. Una caracteristi-
ca de estos errores es que habitualmente se encuentran a escala con el tamafio
del espacio que se estd midiendo: mientras mas pequefio es el espacio obser-
vado por las cdmaras, las fuentes de error instrumental pueden tener efectos
de menor magnitud, y por lo tanto el error absoluto también es mds pequefio.
Por esta razon, al definir el error instrumental de fotogrametria es convenien-
te hacer también referencia al tamafio del espacio de trabajo, o expresarlo en
términos relativos. Un criterio habitual es formular el error como una frac-
cién de la diagonal del espacio de trabajo, asumiendo que este espacio sea un
prisma de base rectangular (Pedotti & Ferrigno, 1995).

Chiari et al. (2005) revisaron una serie de estudios sobre la magnitud del
error instrumental en diversos sistemas de fotogrametria. Segtin esta revi-
sién, la magnitud tipica del error atribuido por los fabricantes es del orden
de 1:3000 (o lo que es lo mismo, aproximadamente 0,33 mm para un volumen
de 1 m de diagonal). Sin embargo, en los experimentos de validacién de los
errores instrumentales, realizados sobre volimenes de 900 mm de diagonal,
se obtuvieron errores cuya media variaba entre los 0,48 y los 11,6 mm (apro-
ximadamente de 1:1900 a 1:80), y con una desviacion tipica desde 0,53 mm
hasta 4,2 mm (de 1:1700 a 1:200). Dicha revisién también sefiala que en los
sistemas de andlisis de movimiento configurados para grabar en voltiimenes
reducidos se pueden medir desplazamientos muy pequefios (del orden de
0,1 mm) con gran exactitud.

En cuanto al control de los errores instrumentales, la calidad de un siste-
ma de fotogrametria se define en términos de «precisién» (precision) y «exac-
titud» (accuracy) de la medida (Allard et al., 1995; Pedotti & Ferrigno, 1995).
La precisién es la repetibilidad del sistema la hora de tomar varias veces una
misma medida. El error asociado a la falta de precisiéon es de tipo aleatorio,
con media nula y no predecible; se suele cuantificar mediante parametros es-
tadisticos como la desviacién tipica o el valor eficaz (Allard et al., 1995). Este
error aleatorio puede tener lugar por el ruido electrénico en la generacién de
las imégenes, la «fluctuacién» de los marcadores (la imprecisién con la que
los marcadores se convierten en puntos de la imagen), el proceso de digitali-
zacién que transforma la imagen de los marcadores en valores numéricos de
su posicién, o la deformacién en la imagen del marcador debida al efecto de
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velocidad, el ocultamiento parcial, o la superposicién con otros marcadores o
brillos accidentales (Chiari et al., 2005).

La exactitud es la fidelidad con la que la medida proporcionada por el sis-
tema reproduce la posicién real de los puntos observados, al margen del error
aleatorio sefialado arriba. El error asociado a la falta de exactitud es de tipo
sistemético, dado que se repite para distintas mediciones del mismo elemen-
to. Estos errores sistematicos se deben a defectos de la calibracién, bien por
el uso de un modelo que no represente fielmente el comportamiento de las
cdmaras, o por una estimacion de los pardmetros de calibracién inadecuada.
Su magnitud depende del tamafio del campo de medida y de la posicién del
punto medido (Chiari et al., 2005).

2.5.1.2. Errores aleatorios

Como se ha comentado anteriormente, el valor de los errores aleatorios no
es predecible, pero es posible estimar su orden de magnitud mediante para-
metros estadisticos. Este tipo de error en la posicién de un marcador se puede
describir normalmente como una variable aleatoria, que sigue una distribu-
cién estadistica centrada en cero, y con una dispersién determinada.

Esta dispersién dependera de diversos factores, incluyendo las caracte-
risticas del marcador y su posicién. Los marcadores cuya proyeccién en las
imagenes de las cimaras ocupa un mayor espacio, por ejemplo, daran lu-
gar a una menor fluctuacién en la determinacién de su centro cuando el drea
del marcador se analiza por umbralizacion (Pedotti & Ferrigno, 1995). Por lo
tanto, mientras mds grandes sean los marcadores y més cerca estén de las ca-
maras, si se encuentran correctamente enfocados la magnitud esperada del
error aleatorio en su posicién serd menor para las mismas condiciones de ilu-
minacién y visibilidad.

Por otra parte, en general el error aleatorio sera anisétropo. Es decir, que
en cada direccién de los ejes del sistema de referencia (x, y, z), la magnitud
esperada del error aleatorio en la posicién de un marcador sera distinta. La
forma de describir esta naturaleza del error matematicamente es mediante
una matriz de covarianzas (Héardle & Simar, 2007; véase también una expli-
caciéon més exhaustiva en el apéndice A.3):

Oxx xy Oxz
r=| o2 o2 o (2.14)
Xy vy yz : ’
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Figura 2.10: Sistema de dos camaras (C1 y C2) visto en el plano paralelo a los dos ejes

focales. Dichas lineas se cruzan formando el llamado angulo de vergencia («). El eje

de profundidad es la recta que forma un dngulo minimo (#/2) con cada uno de los ejes
focales de las cdmaras.

Los elementos en la diagonal de X son las varianzas del error en las di-
recciones de los ejes del sistema de referencia. Los otros elementos son las
covarianzas, que cuantifican la dependencia que hay entre los errores en dos
direcciones. Si el error actda de forma simétrica e independiente en las dis-
tintas direcciones del espacio la matriz de covarianzas puede reducirse a un
Gnico pardmetro escalar. Estas circunstancias no son las mas habituales, aun-
que son asumidas a menudo por simplificacion.

La anisotropia del error aleatorio se ha estudiado ampliamente para los
sistemas con dos cdmaras, en los que hay un eje de «profundidad» que forma
un dngulo minimo con los ejes focales de las dos cAmaras. En estos sistemas el
error en la direccién de este eje (error de profundidad) es tipicamente mayor
que en las otras dos (figura 2.10)

El error de profundidad se reduce al aumentar el dngulo de vergencia,
alcanzdndose un error minimo para una configuracién de 90°, aunque dicha
configuracién puede ofrecer problemas de visibilidad simultdnea de los mar-
cadores y un campo de visién limitado (Pedotti & Ferrigno, 1995), y también
hay otros aspectos que afectan al error de profundidad como la resolucién de
las cdmaras o la longitud focal (Rivera-Rios et al., 2005). No existe, por lo tan-
to, una configuracién 6ptima de las cAmaras en términos generales (Sahabi &
Basu, 1996). No obstante, un criterio recomendado consiste en situar las cé-
maras a 60°, aunque una vergencia de 30° puede ser suficiente para obtener
una buena tasa de error (Thornton et al., 1998).

Los errores de naturaleza aleatoria se amplifican considerablemente al cal-
cular las derivadas de las posiciones, lo cual haria inviable cualquier andli-
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sis de velocidades. Afortunadamente, la misma naturaleza aleatoria permite
realizar un andlisis estadistico sobre la informacién registrada y estimar las
trayectorias mas verosimiles de los marcadores, asumiendo ciertas hipéte-
sis sobre la forma de la trayectoria real o las caracteristicas del error. Existen
numerosos métodos de filtrado o suavizado de funciones dirigidos a elimi-
nar errores aleatorios, algunos de los méas populares revisados por Woltring
(1995). Las metodologias para el andlisis funcional de datos (Ramsay & Sil-
verman, 1997) también han proporcionado técnicas para definir trayectorias
y sus derivadas a partir de datos con ruido aleatorio.

En biomecénica suelen emplearse los llamados «métodos no paramétri-
cos» de suavizado. Reciben este nombre en oposicién a los métodos paramé-
tricos, que asumen una forma predefinida de la funcién objetivo en todo el
rango de medida (un polinomio de grado 7, una sinusoide, etc.), determinada
por una serie de coeficientes o parametros. Los métodos paramétricos tinica-
mente son ttiles para problemas mecédnicos muy concretos; los movimientos
humanos, por el contrario, siguen patrones que no se pueden comparar a una
funcién sencilla. Por lo tanto en este campo se usan técnicas de andlisis que
no presuponen una estructura definida en el rango de medida completo.

Los métodos mas usados son los basados en filtros paso-bajo, series de
Fourier, bases de splines y polinomios. Los filtros y las series de Fourier son
técnicas derivadas del tratamiento de sefiales. Analizan las variables en el do-
minio frecuencial, tratando las trayectorias como una suma de infinitas fun-
ciones periédicas de distinta frecuencia. Son métodos sencillos para eliminar
el ruido de las sefiales, que asumen que el error aleatorio estd enteramente
constituido por las funciones de mas alta frecuencia, ya que éste varia de for-
ma indefinida entre fotograma y fotograma, y que el movimiento humano
queda comprendido por las funciones de baja frecuencia.

Sin embargo estos procedimientos fueron inventados para sefales de na-
turaleza periédica, lo cual no es una hipétesis realista en general (Chiari et al.,
2005): por ejemplo, en biomecénica y especialmente en movimiento deporti-
vo, hay cambios bruscos en el contenido en frecuencia de las sefiales cinema-
ticas, debido a la transicién entre componentes de baja y alta frecuencia a lo
largo del tiempo. En estos casos la seleccién de una frecuencia de corte no
puede proporcionar una estimacion insesgada de las trayectorias, y especial-
mente de sus derivadas, pudiéndose dar importantes «fenémenos de Gibb»,
es decir falsas oscilaciones a lo largo del registro (Woltring, 1992).

Entre las alternativas para evitar este problema se encuentran los méto-
dos que utilizan el dominio temporal (Giakas et al., 2000): realizan un filtrado
adaptativo en los dominios del tiempo y de la frecuencia, y posteriormente
calculan las derivadas de la sefial filtrada por diferencias finitas. El inconve-
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40 45 50 55 60 65 70

Figura 2.11: Ejemplo de regresién polindémica local. La linea discontinua es una fun-
cién a partir de la cual se han generado las observaciones (puntos), introduciendo un
error aleatorio de media nula. Las dos lineas continuas representan los polinomios de
tercer grado que estiman el comportamiento de la funcién generadora, alrededor de
los puntos x = 50 y x = 55. Los circulos son los valores de dichos polinomios en los
puntos correspondientes. Se puede observar que, aunque los polinomios se desvian
de la funcién original en los puntos alejados, proporcionan una buena aproximacién
local al comportamiento de la misma.

niente de algunos de estos métodos, como la descomposicién en wavelets o
la funcién Wigner, es su complejidad para aplicarlos de forma automatizada.
Una alternativa que soluciona este problema son las técnicas basadas en el
andlisis singular del espectro (Alonso et al., 2005). Este método descompone
la sefial original en una serie de componentes independientes con peso de-
creciente, y aisla de forma automdtica aquéllas que se corresponden con el
ruido.

Otra técnica destacable es la regresion local polindmica (Fan & Gibels,
1996), que se aplica enteramente en el dominio temporal. Esta técnica con-
siste en calcular, para cada uno de los instantes registrados, un polinomio
de grado n que se ajuste a los datos de su entorno. El ajuste consiste en una
regresion lineal por minimos cuadrados, en la que el valor de los residuos se
pondera con un peso que va disminuyendo segtin el instante al que pertenece
el residuo se aleja del instante para el que se hace la regresion (figura 2.11).

La regresion polinémica local presenta una serie de puntos fuertes (Cle-
veland & Loader, 1996): se adapta bien a los problemas de desviacion en los
puntos del contorno y en las regiones con mucha curvatura, es facil de enten-
der, interpretar y programar para procesos de calculo rdpidos, su simplicidad
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permite definir variaciones del método para trabajar con modelos muy dis-
tintos, el calculo de las derivadas es directo (a partir de los coeficientes de
los polinomios para cada punto), no requiere las condiciones de suavidad y
regularidad de otros métodos, y la estimacion tiene una respuesta lineal.

2.5.1.3. Errores sistematicos y calibracién de las caAmaras

Los errores instrumentales de tipo sistemadtico tienen su origen principal-
mente en los defectos de la calibracién. La fotogrametria se basa en las rela-
ciones geométricas que existen entre la ubicacién de un punto en el espacio
tridimensional (5 = (x,y,z)”) y sus proyecciones bidimensionales en las im4-
genes de las cdmaras (7. = (u¢,vc)"). En términos generales estas relaciones
se pueden expresar mediante una serie de ecuaciones:

ﬁé = g(ﬁlﬁ(ﬁ/ EC)/ (215)

donde X, representa una serie de pardmetros intrinsecos de cada cAmara (dis-
tancia focal, punto de la imagen en donde se proyecta el centro 6ptico, carac-
teristicas de la lente...), y & son unos pardmetros extrinsecos (con 6 gdl) que
definen la relacion en el espacio entre el sistema de coordenadas en el que se
define P y el sistema de coordenadas de la imagen en el que se define .. Si la
forma de (2.15) es conocida, con los datos de las imagenes se puede recons-
truir la posicién que ocupan en el espacio los puntos vistos por las cdmaras
(figura 2.12).

Una calibracién ideal implicaria definir un modelo matemaético de la fun-
cién g que describiese de forma perfecta el proceso con el que la luz reflejada
se proyecta en las imédgenes, y obtener con absoluta exactitud los valores de
los pardmetros ¥ y &. Existe un modelo de proyeccion cénica generalmente
vélido para las cAmaras estenopeicas (pin-hole cameras), cuya formulacién se
puede encontrar por ejemplo en Gruen (1997) o Pedotti & Ferrigno (1995). Pe-
ro a menudo no se utiliza exactamente ese modelo matemadtico, sino la varia-
cién del mismo que se define en la técnica DLT (Direct Linear Transformation)
expuesta por Abdel-Aziz & Karara (1971). La DLT expresa la ley de proyec-
cién cénica en forma de un problema lineal cuya solucién minimo-cuadratica
se calcula de forma explitica, lo cual es la razén de la popularidad de esta
técnica. Ahora bien, este método introduce un grado de libertad ficticio, de
modo que el modelo se ve alterado. Por otra parte, debido a las imperfeccio-
nes o defectos de alineacién en las lentes, en la prédctica puede aparecer un
efecto de distorsién en la imagen respecto al mencionado modelo proyectivo.
Este problema se suele abordar corrigiendo las ecuaciones de la proyecciéon
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SRG

Figura 2.12: Medida tridimensional con dos cdmaras. En la imagen de cada cdmara

hay un punto proyectado (7] y 5, sobre los sistemas de referencia SRI; y SRIy, res-

pectivamente). El modelo proyectivo define, en el sistema de referencia global (SRG),

una recta que pasa por cada punto y el foco de la correspondiente cdmara (represen-

tados por los orificios de los rectdngulos negros). El punto en el SRG mads cercano a

ambas rectas es el punto y reconstruido en 3D. En un caso ideal, las dos rectas han de
cortarse en el punto que ha creado las proyecciones.

cénica con un modelo complementario de la distorsiéon. Este modelo toma la
forma de unas ecuaciones polinémicas (Ahmed & Farag, 2005), que propor-
cionan una aproximacion al modo en que la luz se refracta desvidndose de la
proyeccién cénica. Pero el efecto de la distorsion puede no ajustarse exacta-
mente a las ecuaciones empleadas, lo cual ya introduce una fuente de error
en el modelo.

Sin embargo la mayor fuente de error en la calibracién se debe al calcu-
lo de los parametros de las cdmaras. Su definicién correcta requiere proce-
dimientos de optimizacién no lineal, con una buena solucién inicial y una
distribucién cuidadosa de las vistas usadas para la calibracién, pues de otro
modo es fécil llegar a soluciones incorrectas (Chiari et al., 2005). Uno de los
métodos clésicos es el de «ajuste en bloque» (bundle adjustment) (Allard et al.,
1995). Actualmente son mas habituales las técnicas de autocalibracién como
el SMAC (Woltring, 1980) o el método de Zhang (2000), que utilizan imagenes
en movimiento de un patrén rigido de puntos, cuadros u otras figuras.

Por otra parte, cualquiera que sea la técnica empleada, las imagenes que se
utilizan para calcular los pardmetros de calibracién se encuentran afectadas
por un nivel de ruido inevitable, que también afecta a los resultados. Kop-
parapu & Corke (2004) observaron que este ruido influye de forma especial-
mente importante en los pardmetros extrinsecos de las cdmaras, sobre todo
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en la orientacién de las cdmaras, asi como en la proyeccién del punto focal en
las imédgenes y en el factor de escala que define el tamafio de los pixeles.

Los errores a causa de la calibracién provocan que las ecuaciones formu-
ladas en (2.15) estén determinadas incorrectamente. Como consecuencia, la
funcién inversa que reconstruye la posicién tridimensional de un punto a par-
tir de sus imédgenes también incorporard un error, que dependerd del punto
en cuestion. Si pjr define la posicién reconstruida por fotogrametria del punto
cuya coordenadas reales son p, se tendra que

pr =P +E€(p). (2.16)

El error por calibracién sera por lo tanto una funcién vectorial definida
en el espacio calibrado, del tipo &(7). La forma de esta funcién depende de
tantos factores como la calibracién misma, pero generalmente encontrara los
valores mds pequefios en los puntos del espacio cuyas proyecciones se en-
cuentren centradas en las imagenes de las cdmaras (donde la distorsién es
minima), y en el entorno de los puntos utilizados para calibrar las cdmaras.
Wood & Marshall (1986) encontraron que fuera del espacio determinado por
los puntos de control, el error por calibracién utilizando la técnica DLT es
entre un 50 % y un 100 % mayor que dentro de dicho espacio.

Existen distintas técnicas dirigidas a comprobar la magnitud de los erro-
res de calibracién, algunas de las cuales han sido revisadas por Chiari et al.
(2005). Estas técnicas graban las posiciones de marcadores en objetos rigidos
que desplazan por del espacio calibrado, y comprueban en qué medida va-
rian las distancias entre los marcadores a lo largo del recorrido. Los datos
resultantes de estas pruebas también pueden utilizarse para corregir las cali-
braciones mediante las técnicas de autocalibracion.

2.5.2. Errores de medida

Los resultados de un estudio pueden verse alterados, al margen de los
errores instrumentales, por la existencia de una interposicién entre los mar-
cadores y los puntos que realmente se pretende identificar con ellos. En este
caso el problema consiste en que se estd midiendo un movimiento real, pero
distinto del que se desea analizar. Estos errores de observacion pueden clasi-
ficarse en dos categorias:

= Artefactos de movimiento, debidos a que el material interpuesto entre
el elemento observado y el que se desea medir se deforma y se desli-
za. Estos artefactos se dan a menudo a causa de los tejidos blandos del
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cuerpo humano (piel y tejidos internos), cuando se desea medir el mo-
vimiento de un hueso a partir de marcadores superficiales.

= Desplazamientos de los sistemas de referencia, debidos a la determina-
cién incorrecta de las marcas anatémicas que los definen.

Ademads, ambos tipos de errores tienen consecuencias a la hora de localizar
los ejes articulares del cuerpo. A continuacién se comentardn las causas y
efectos de estos errores, y las técnicas empleadas para reducirlos.

2.5.2.1. Artefactos por tejidos blandos

Alos artefactos por el movimiento de los tejidos blandos se les atribuye ser
la limitacién mds importante para avanzar en el andlisis de los movimientos
humanos (Andriacchi & Alexander, 2000). Por mds que se mejore la precision
y la exactitud con la que se mide la posicién de los puntos de una imagen,
si existe un movimiento relativo incontrolado entre dichos puntos y el objeto
que se desea estudiar, el error en la medida serd siempre por lo menos de la
magnitud de dicho movimiento.

Este artefacto tiene dos componentes: un deslizamiento en bloque de todo
el conjunto de marcadores superficiales respecto al hueso o la estructura inter-
na que se quiere medir, y una deformacién de la superficie sobre la que estan
los marcadores. Esta deformacién se puede prevenir utilizando estructuras
rigidas de marcadores, en lugar de colocarlos individualmente sobre la piel.
Aun en presencia de deformacion, su efecto sobre los resultados se reducen
en gran parte cuando se impone la condicién de cuerpo rigido en el analisis.
Pero hay gran parte del efecto de los artefactos, especialmente el movimiento
relativo en bloque, que sigue estando presente.

Existen otras técnicas que tienen la finalidad de reducir con mayor eficacia
los errores debidos a los artefactos, algunas de las cuales han sido revisadas
detalladamente por Leardini et al. (2005).

Una de las mds basicas consiste en la «solidificacién» de sistemas con mds
de tres marcadores (Cheéze et al., 1995). Se asume que la deformacién de la
superficie en la que estdn ubicados los marcadores es heterogénea, existien-
do unos marcadores cuya posicién experimenta una deformacién mayor que
otros. El método consiste en obtener analiticamente, para cada segmento, el
subconjunto de tres marcadores no alineados que mejor representan el movi-
miento rigido. Los resultados con esta técnica no superan sustancialmente al
método de reduccién de deformacién por minimos cuadrados, aunque si fa-
cilita la deteccién de fotogramas en los que se magnifique el error por causas
accidentales.
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Una desventaja de la técnica de solidificacién es que para cada segmento
establece dos categorias de marcadores: los tres «mejores» y todos los demads,
y tnicamente aprovecha la informacién del primer conjunto, descartando asi
parte de los datos registrados. La técnica del conjunto de puntos (point clus-
ter technique, Andriacchi et al., 1998; Alexander & Andriacchi, 2001) también
da més importancia a los marcadores cuyo movimiento es més coherente con
el de un cuerpo rigido, pero aprovecha toda la informacién registrada. Esta
técnica se basa en una analogia mecdnica: a cada uno de los marcadores se le
asocia una masa arbitraria, y el desplazamiento de cada segmento se calcula a
través de la transformacién geométrica del tensor de inercias. La caracteristi-
ca dela técnica del point cluster es que la asignaciéon de masas a los marcadores
se hace buscando la minima variacién de los momentos de inercia principa-
les entre fotogramas sucesivos. Con ello se proporciona un peso mayor a los
marcadores que mds contribuyen a mantener el valor de los momentos de
inercia principales; es decir, los mds coherentes con el movimiento rigido.

El modelo de superficie flexible (pliant surface modelling, Ball & Pierry-
nowski, 1998) sigue la estrategia opuesta las ténicas anteriores: en lugar de
reducir la importancia de la parte no rigida de los movimientos, asume una
deformacién de la superficie con 6 gdl, que aumenta a 12 los gdl del mo-
vimiento del cuerpo completo. El movimiento se parametriza mediante una
matriz de transformacién afin, que no sélo define una rotacién y una trasla-
cién, sino también un escalado y una cizalladura.

La calibracién dindmica (Lucchetti et al., 1998) consiste en calibrar los ar-
tefactos, es decir, medir las deformaciones de los sistemas de marcadores du-
rante movimientos controlados, y componer con ella una «tabla de artefac-
tos». La magnitud de estos artefactos se sustrae del movimiento registrado
durante la medida experimental, en funcién de la fase del ciclo del movimien-
to. Este método tiene la limitacién de que, para aplicarlo, el movimiento que
se realiza ha de ser como el realizado durante la calibracién de los artefactos.

Siguiendo una estrategia similar, la calibracion mudltiple de las marcas
anatomicas (Cappozzo et al., 1995) tiene como objetivo reducir el error produ-
cido por los artefactos debido al desplazamiento y deformacién de los siste-
mas de referencia anatémicos. La calibracién de los sistemas de coordenadas
se hace con los miembros en la posicién inicial y final del movimiento que se
desea medir, y la configuracién de dicho sistema para cada instante se calcula
por interpolacion.

Y también estd la técnica de optimizacién global (Lu & O’Connor, 1999,
2000), que se basa en minimizar los minimos cuadrados del movimiento que
no es coherente con el modelo articular definido para los segmentos estudia-
dos (véase la seccion 2.2). Este método cuenta con la ventaja de que es efectivo
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para reducir el efecto del movimiento en bloque de los marcadores, no sélo la
deformacién, aunque obliga a utilizar un modelo de articulacién predefinido.

En cualquier caso, ninguna de estas técnicas elimina de manera absoluta el
efecto de los artefactos. En la mencionada revisién sobre este tema (Leardini
et al.,, 2005) se sefiala la magnitud del efecto por artefactos en algunas me-
didas biomecanicas del miembro inferior. Por ejemplo, se ha documentado
que los artefactos en los movimientos de las piernas producen traslaciones de
los marcadores de hasta 40 mm. En el movimiento de la rodilla esto produce
errores de orientacion de hasta 28° en los ejes anatémicos, segtin la direccién
del gesto, y un error en el rango de rotacién que puede variar entre el 10 %
(para la flexién-extension) y el 100 % (para la rotacién interna).

2.5.2.2. Error en los sistemas de referencia anatémicos

Como se ha sefialado en la seccién 2.4.4, en la mayoria de estudios se de-
finen sistemas de referencia locales ligados a puntos conocidos del cuerpo,
en base a los cuales se expresan los resultados de los andlisis. Es importante
que la determinacién de estos sistemas de referencia sea repetible, para que
los resultados entre estudios y los de distintas medidas en un mismo estu-
dio sean comparables. Sin embargo, como en cualquier otro procedimiento
que implica una medida, existe un error asociado a la determinacién de las
marcas anatémicas que definen estos sistemas de referencia.

En una revisién sobre esta materia, della Croce et al. (2005) distinguieron
entre el error debido a la identificacién de marcas anatémicas subcutdneas
por palpacién y el asociado a las marcas internas, cuya determinacién se ha-
ce por métodos indirectos. En el primer caso los autores sefialaron tres cau-
sas principales del error: (a) el hecho de que las marcas anatémicas no son
realmente puntos, sino superficies a veces grandes e irregulares; (b) la inter-
posicién de tejidos blandos de espesor variable entre la marca anatémica y
el punto en el que se ubica el marcador; y (c) la variabilidad en los procedi-
mientos de identificacién por palpacién de las marcas anatémicas. El error
de determinacion de las marcas por palpacién fue estudiado por della Croce
et al. (1999) para puntos del miembro inferior, quienes obtuvieron una varia-
bilidad intra-examinador desde 4,8 mm hasta 21,0 mm, y entre examinadores
desde 11,8 mm hasta 24,7 mm. Los amplios rangos de variabilidad se deben
a que algunos puntos anatémicos son identificables con mayor repetibilidad
que otros. Los menores errores se daban para la prominencia de la tuberosi-
dad tibial, y los mayores para la cresta ilfaca superior.

Las medidas de error proporcionadas dan un orden de magnitud de la
traslacién que pueden sufrir los sistemas de referencia anatémicos. Pero el
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desplazamiento de las marcas anatémicas también da lugar a una rotacién de
los sistemas, que en la revisiéon comentada se estima entre 0,9° y 9,4°.

La traslaciéon de un sistema de referencia provoca que todos los puntos
referidos en el mismo se vean igualmente desplazados, pero no afecta a la
medida de sus desplazamientos ni a las distancias o dngulos formados por
los puntos del mismo sistema. Estas medidas si pueden verse afectadas, en
cambio, si los puntos que las determinan estan referidos en sistemas distintos.

De modo similar, la rotacién de los sistemas de referencia hace que todos
los puntos se encuentren girados alrededor del origen, lo cual tampoco afecta
a su posicién relativa o a la magnitud de los desplazamientos, aunque si a la
parametrizacién de estas variables en los ejes y planos anatémicos que defi-
nan los sistemas de referencia. Al medir rotaciones este problema puede ser
especialmente importante si se expresan en dngulos de Euler o Cardan, de-
bido al efecto cruzado entre ejes, ya que las rotaciones no son conmutativas
(Woltring, 1994).

En la revision de della Croce et al. (2005) se comentan dos estrategias para
reducir el problema de la definicién de los sistemas de referencia anatémicos:
(a) minimizar la incertidumbre de la posicién de las marcas anatémicas, con
instrucciones rigurosas sobre como hacer la palpacién o utilizando técnicas
de identificacién con imagenes; y (b) reducir el efecto de dicha incertidum-
bre, definiendo los sistemas de referencia de manera que su orientacién sea
robusta ante pequefias variaciones de los puntos empleados para su deter-
minacién. Una forma de conseguir este segundo objetivo es utilizar puntos
anatomicos separados, de manera que las imprecisiones en su localizaciéon
tengan un efecto pequefio sobre los ejes de coordenadas.

2.5.2.3. Errores en la localizacion de las articulaciones

El error en la posicion de las articulaciones es considerado por della Croce
et al. (2005) como un tipo de error en la ubicacién de los puntos anatémicos,
que es tratado junto a los errores en la localizacién de las marcas subcutdneas
ya comentados. El aspecto que diferencia ambos casos es que los centros de
articulacién son marcas internas, para cuya determinacién existen métodos
predictivos y métodos funcionales, pero no se pueden localizar directamente
por palpacién.

Los métodos predictivos se basan en modelos anatémicos para estimar
la posicion del centro articular en funcién de la posicién conocida de otros
puntos del cuerpo. El error asociado a estos métodos esta directamente rela-
cionado con el error en la localizacién de los puntos predictores, el cual se
puede ver aumentado o reducido segtin el modelo de prediccién. En la revi-
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sién de della Croce et al. (2005) se sefialan errores tipicos de entre 21 y 23 mm
para este tipo de métodos.

Los métodos funcionales se basan en analizar el movimiento de los seg-
mentos del cuerpo articulados, y calcular su centro o eje (véase la seccion
2.4.3). En este caso el error vendra condicionado por el de la medida del mo-
vimiento, en el que los artefactos por los tejidos blandos tienen un papel ma-
yor. Existen importantes discrepancias en la magnitud estimada de este error;
della Croce et al. (2005) indican que la determinacién del centro de la cadera
por métodos funcionales tiene un error en torno a los 12 mm. En un estu-
dio con datos generados artificialmente (no aplicados a ninguna articulaciéon
concreta) Crisco et al. (1994) hallaron errores entre 4 y 24 mm para el centro
de rotacién en un movimiento plano. Pero en un anélisis del IHA cervical
Woltring et al. (1994) obtuvieron un error de ubicacién entre 2 y 6,5 mm de-
pendiendo del suavizado de datos (y 50,6 mm sin suavizar), lo cual es un
resultado sorprendentemente pequefio comparado con los otros estudios so-
bre ejes finitos, y atin mds considerando los problemas que afiade el calculo
de velocidades necesario para definir el IHA.

Woltring et al. (1985), Crisco et al. (1994) y Page et al. (2007) han analiza-
do cémo la distribucion de los marcadores afecta al error en la determinacién
de los ejes articulares. En grandes rasgos, para minimizar dicho error convie-
ne maximizar el niimero de marcadores y la separacion entre ellos, asi como
distribuirlos de modo que estén bastante separados del eje del movimiento,
pero manteniendo el centro del conjunto cercano al eje. Ademads, al analizar
el FHA el error aumenta indefinidamente cuando el dngulo de giro ¢ se apro-
xima a 0 6 27t. Esto es un aspecto importante a considerar si se usa el FHA
como aproximacién al IHA, ya que el dngulo ¢ entre dos posiciones conse-
cutivas ha de ser pequefio para que la aproximacion sea vélida, pero si no es
bastante grande se obtienen resultados con mucho ruido, salvo que se realice
un suavizado adecuado a los datos (Woltring et al., 1994).

2.6. Conclusiones

Los hechos que se han comentado en los apartados anteriores describen el
panorama actual de la ciencia en relacién con los estudios cinematicos de la
postura sedente. De forma resumida se pueden destacar las siguientes claves:

» Los estudios ergonémicos sobre la postura sedente han estado tradicio-
nalmente centrados en andlisis estaticos sobre la forma de la columna,
siendo su objetivo buscar la posicién del tronco y los miembros en la
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que la columna adopta su configuracién «ideal». El criterio para definir
la postura éptima se ha basado, desde mediados del siglo XX, princi-
palmente en minimizar la presién en los discos intervertebrales, como
una de las causas primordiales a las que se atribuye el dolor lumbar. Sin
embargo atin hoy existe controversia sobre algunos de los aspectos fun-
damentales, como las ventajas de la lordosis lumbar o las caracteristicas
que se deberfan primar en el disefio de las sillas.

= Otro aspecto ergonémico al que se le reconoce una importancia vital
es la movilidad de la postura. Existe un consenso sobre los beneficios
de mover frecuentemente las extremidades y el tronco mientras se estd
sentado. Entre estos beneficios se cuenta la nutricién de los discos in-
tervertebrales, que contrarresta los efectos perjudiciales de la presién, y
un menor nivel de disconfort. En acorde con esto, durante las tiltimas
décadas han surgido conceptos de disefio de sillas con el objetivo de
facilitar los movimientos y cambios de postura.

= Los estudios biomecénicos sobre el movimiento en la postura sedente,
que deberian ser la base para el disefio de las sillas orientadas a tal fin,
estan generalmente limitados al andlisis de rangos y frecuencias de las
variables angulares, probablemente por influencia de los estudios esta-
ticos tradicionales. Los modelos de tronco revisados emplean una sola
articulacion fija al nivel de las vértebras L3 o L5, lo que asimismo pro-
cede de los estudios que analizan momentos estédticos sobre los discos
lumbares.

= Hay una notable escasez de trabajos que estudien cémo afectan las ca-
racteristicas mecanicas de las sillas al movimiento del tronco. Entre los
trabajos encontrados que comparan los aspectos ergonémicos de distin-
tas sillas, ninguno aborda con profundidad un andlisis cinematico. Para
este tipo de analisis es preciso disponer de modelos biomecanicos abier-
tos, que no restrinjan las posibilidades de movimiento de los segmentos
corporales. Existen aproximaciones al andlisis de los movimientos hu-
manos «sin modelo» (model-free), pero los estudios en este campo estan
principalmente orientados a la marcha, en la que hay amplios rangos de
movimiento y los ejes articulares se mueven poco respecto a la anato-
mia.

= No se ha encontrado literatura previa que estudie el movimiento del
tronco en postura sedente de forma integral, considerando tanto la rota-
cién como la traslacion. Los trabajos sobre el tronco que contemplan los
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6 gdl del movimiento pertenecen principalmente al &mbito clinico, no
el ergonémico, y se centran en los movimientos entre pares de vértebras
para la deteccion de posibles anomalias. Dichos trabajos suelen emplear
fragmentos in vitro para definir los modelos y medidas radiograficas pa-
ra analizar los movimientos in vivo, lo cual limita las aplicaciones de sus
métodos.

Uno de los parametros cinematicos fundamentales para definir el movi-
miento completo (rotacién + traslacién) entre dos segmentos rigidos es
la ubicacién de los ejes de rotacion (o screw, en el caso general). Este es
un problema clasico en la teorfa de mdquinas y mecanismos, que ha flo-
recido en los estudios biomecénicos desde finales de la década de 1980.
Para algunas aplicaciones clasicas de la biomecénica, como el andlisis
de la marcha o del movimiento de las extremidades en general, se ha
encontrado en la fotogrametria una de las técnicas instrumentales mds
apropiadas.

El anélisis de los ejes articulares en biomecanica presenta diversas opor-
tunidades de investigacién en general. Muchos de los estudios se cen-
tran en el andlisis de los «ejes finitos» asociados al desplazamiento de
los segmentos corporales entre una postura de referencia y cualquier
otra. Sin embargo dichos ejes son pardmetros tedricos que sélo repre-
sentan el centro real del movimiento en el caso de articulaciones fijas.
Para describir los verdaderos centros articulares en cada momento se
deben emplear «ejes instantdneos», a partir del problema cinemético
diferencial. Por otra parte el calculo de los ejes se ve gravemente influi-
do por los errores de medida, a los que han de afiadirse los errores de
diferenciacién en el caso de los ejes instantaneos. Esta cuestion ha sido
estudiada en algunos trabajos con resultados dispares.

Estas conclusiones revelan la necesidad de desarrollar una forma avanzada
de estudiar la cinemadtica articular; una metodologia que evite las limitacio-
nes de las técnicas convencionales basadas en el andlisis de posiciones, en
las que los procedimientos numéricos no permiten hacer un control eficaz de
los errores. Con estas herramientas se debe emprender la definicién de un
modelo biomecénico del tronco en la postura sedente, y también estudiar la
relacién entre el movimiento de las sillas y el del tronco. Las articulaciones
de este modelo no deben estar condicionadas por los resultados de los estu-
dios basados en posturas estaticas, sino que han de definirse en funcién del
movimiento realmente observado.



Capitulo 3

Objetivos y plan de trabajo

La revisién bibliogréfica expuesta en el capitulo anterior pone de mani-
fiesto la carencia de modelos cinematicos adecuados para la postura seden-
te, mas alld de los andlisis sobre variaciones en los dngulos de la columna y
los modelos basados en articulaciones fijas. Por otra parte, se ha visto que
los estudios sobre el disefio de sillas suelen limitarse a la comparacién entre
posturas segun la silla empleada, no habiéndose encontrado trabajos que es-
tudien la relacién entre el movimiento de los mecanismos (asiento, respaldo
o sincronizacién entre los dos) y el del tronco del usuario. El presente trabajo
aborda estos dos problemas:

1. Conocer con precisién el movimiento del tronco en la postura sedente a
partir de las variables cinematicas relevantes, prescindiendo de restric-
ciones impuestas por el modelo cinematico.

2. Aplicar el conocimiento generado al estudio de las relaciones entre el
movimiento de las sillas de trabajo reclinables y el del tronco.

Del amplio espectro de movimientos que puede realizar el tronco se ha es-
cogido el de flexo-extensién, que es el que presenta un mayor rango sobre el
cual medir, y a su vez el principal movimiento del tronco facilitado por los
mecanismos moviles de las sillas de trabajo. El tronco humano se ha mode-
lado como una cadena de dos segmentos rigidos: la pelvis y la caja toracica,
de tal modo que los principales pardmetros cinemaéticos estudiados son sus
ejes instantdneos de rotacién y el del movimiento relativo entre los dos. Estos
ejes son los lugares geométricos en los que se minimizan las velocidades del
movimiento, y siguiendo una analogia mecénica, los que determinan cémo y
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dénde se tendria que articular una cadena de piezas rigidas para reproducir
el movimiento humano. El estudio se ha planteado sin definir de antemano
el lugar que han de ocupar los ejes, dejando que sea el propio movimiento el
que los determine.

Tal estudio proporcionard conocimiento sobre aspectos biomecanicos que
no habian sido analizados en detalle con anterioridad, asi como una base cien-
tifica en la que se puede apoyar el disefio de sillas desde una perspectiva
ergonodmica.

Estos objetivos generales llevan asociados los siguientes objetivos particu-
lares, para cada uno de los cuales se ha definido una accién:

1. Definir un procedimiento de andlisis cinemdtico. La mencionada carencia
de modelos cinemadticos de la postura sedente va de la mano de cier-
tas limitaciones en las técnicas de andlisis de movimientos humanos
en general. En consecuencia se ha desarrollado un método de andlisis
de movimientos basado en los principios generales de la cinemaética.
Las caracteristicas del movimiento se han planteado como campos vec-
toriales, partiendo del andlisis instantdneo y definiendo el andlisis de
los desplazamientos finitos por analogia con el anterior. Los calculos a
realizar en ambos casos son explicitos, al contrario que en los métodos
convencionales.

2. Conocer y controlar los errores instrumentales. Para resolver el importan-
te problema de los errores, que afecta especialmente al cdlculo de los
ejes del movimiento, se ha planteado una teoria matematica basada en
el célculo diferencial y la estadistica multivariante. Esto ha sido posible
gracias al cardcter explicito del método de andlisis cinemético. A través
de la teoria se han definido unos criterios de disefio para los conjun-
tos de marcadores, que minimicen el error instrumental en el célculo
cinematico.

3. Validar el planteamiento tedrico. Dado que el procedimiento de analisis
y control de errores propuesto no es parte de los métodos habituales
en los estudios sobre movimientos humanos, ha sido necesario probar
experimentalmente su validez. Esto se ha hecho a través de un expe-
rimento con un mecanismo cuyo movimiento ha sido controlado, para
comparar la magnitud de los errores medidos con los teéricos.

4. Obtener un modelo biomecdnico de la flexion y extension del tronco. La me-
dicién precisa del movimiento parte del cumplimiento de los objetivos
anteriores, pero también requiere un disefio experimental correcto y va-
lidado. Se ha definido y realizado un experimento con sujetos, mas dos
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0G1 0G2 .
L . Acciones
Conocer mov. de tronco Aplicacion a las sillas
OP1 Definir nueva
Procedimiento de anélisis cinematico metodologia
OP2 Caélculo diferencial
Control de errores y estadistico
TI
OP 3 Experimento con
Validar planteamiento teérico mov. controlado
OP 4 Experimentos con sujetos
Modelo biomecénico + control de errores
OP5 . Experimentos con sillas
Modelo de sillas
OP6 Experimentos con
Efecto de las sillas sujetos + sillas

Figura 3.1: Esquema de objetivos generales (OG), objetivos particulares (OP) y accio-
nes asociadas.

pruebas previas para controlar el orden de magnitud de los errores ins-
trumentales y de los artefactos.

5. Comparar el movimiento natural del tronco con los mecanismos de las sillas.
Esto se ha logrado caracterizando cinemdticamente un conjunto de si-
llas, aplicando el mismo método que para medir el movimiento del
tronco.

6. Comprobar el efecto de los mecanismos de sillas sobre el movimiento del tronco.
Para cumplir este objetivo se ha medido el movimiento del tronco de
sujetos sentados en dos sillas suficientemente distintas, comparando los
resultados entre ellas y con el movimiento «libre» sobre una superficie
sin respaldo.

La figura 3.1 presenta de forma esquemadtica las relaciones entre estos objeti-
vos y las acciones que conforman el plan de trabajo.






Capitulo 4

Material y métodos

4.1. Introducciéon

El eje instantaneo de la flexion del tronco, que es el objeto principal de la
presente investigacién, resulta ser un pardmetro cinemético muy sensible a
los errores de medida. Los métodos de andlisis cldsicos en biomecanica pre-
sentan importantes limitaciones, que los hacen poco aptos para este proble-
ma. El principal obstadculo se encuentra en la naturaleza misma de la mayoria
de estudios biomecanicos: la tendencia predominante de los andlisis cinema-
ticos se limita al problema de los desplazamientos, lo cual deja de lado cual-
quier calculo de pardmetros instantdneos. En parte debido a esto, la resolu-
cién del problema instantdneo, cuando se aborda, suele hacerse con técnicas
derivadas del planteamiento para los desplazamientos finitos. Estas técnicas
emplean algoritmos de optimizacién en los que la relacién entre las medidas
directas y el resultado final es inextricable, y esto dificulta el control de los
errores, que como se ha dicho son un aspecto critico del problema a resolver.

Esta situacion hace necesario un enfoque nuevo, que aproveche el conoci-
miento presente en otras dreas de conocimiento relacionadas, mds una valida-
cién de los métodos para su aplicacién biomecanica. Este capitulo dedicado a
las metodologias presenta, por tanto, dos grandes bloques:

1. La primera seccién estd dedicada al desarrollo de los métodos de anali-
sis cinematico y al control de errores. Las técnicas presentadas se basan
principalmente en la teoria de maquinas y mecanismos, el célculo dife-
rencial y la estadistica multivariante. Algunos pormenores matemaéticos
de esta metodologia se presentan con més detalle en el apéndice A. Es-
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te planteanteamiento teérico, aunque ha sido utilizado para estudiar el
movimiento del tronco, realmente es generalizable a cualquier otra ar-
ticulacién, y aun a otras aplicaciones mas alld de la biomecénica. Por lo
tanto, para un mayor provecho del mismo, se presenta en términos ge-
nerales como una metodologia para analizar el movimiento de cuerpos
rigidos cualesquiera.

2. La segunda seccién expone la parte experimental de la investigacion,
formada por seis experimentos. Los tres primeros tuvieron como objeti-
vo validar la teoria sobre la propagacién y el control de errores, asi como
el método de andlisis de flexién del tronco utilizado en el experimento
principal, que se realiz6 en cuarto lugar. Los dos tltimos experimentos
consistieron en unas medidas para caracterizar la mecdnica de un gru-
po de sillas de trabajo, y la influencia de las mismas sobre la cinematica
del tronco en postura sedente.

Los movimientos estudiados, tanto en el tronco como en las sillas, eran esen-
cialmente de tipo plano. Por lo tanto, aunque se midieron y analizaron sus
6 gdl, se esperaba que la rotacién tuviera una direccién predominante y la
traslacién fuese despreciable en dicha direccién. Es por ello que, en lugar de
hablar de «ejes helicoidales», en esta seccién y en lo que sigue del trabajo se
hard referencia mds propiamente a los «ejes de rotacién». El interés se centré
particularmente en los aspectos de la cinematica instantdnea. Por lo tanto el
objeto principal del estudio fue la trasposiciéon al movimiento plano del con-
cepto que en la literatura recibe el nombre de Instantaneous Helical Axis (IHA),
y que a efectos del presente trabajo se llamard «Eje Instantdneo de Rotacién»
(EIR).

4.2. Desarrollo tedrico

4.2.1. Analisis cinemético instantineo

La aproximacién mds habitual al problema cinematico, por ser quiza la
mds intuitiva, parte del andlisis de los desplazamientos finitos y aborda el
calculo de velocidades por diferenciacion. Ahora bien, a pesar de que las le-
yes de la cinemadtica instantdnea son intrinsecamente lineales, no ocurre lo
mismo con los desplazamientos finitos. Emplear estos tltimos como medio
para el cdlculo de velocidades requiere, por lo tanto, usar algoritmos de opti-
mizacién cuando se emplean mds de tres puntos. Esto introduce errores nu-
méricos y oscurece el efecto que puedan tener los errores de medida sobre los
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pardmetros cinemadticos (véase el comentario al respecto en la seccién 2.4.1).
Por esta razén se ha seguido un procedimiento distinto, que parte del ana-
lisis de velocidades en base a una analogia mecénica: las ecuaciones lineales
que relacionan los momentos lineales y angulares de un cuerpo rigido en mo-
vimiento se usan para expresar la relacion entre velocidades de traslacion y
rotacion, respectivamente.

Las medidas de fotogrametria proporcionan la posicién en el espacio de
un conjunto de marcadores i = 1,2,...,n (n > 3) para cada instante. Dichos
instantes dependerédn de la frecuencia de muestreo de las cdmaras, pero se
puede asumir que ésta serd lo suficientemente alta como para tener un regis-
tro casi continuo. De este modo se podra definir, para cada marcador i, una
funcién continua R;(t) con su posicién dependiendo de ¢, y una funcién @;(t)
con su velocidad, calculada como la derivada temporal de R;(t). Las deriva-
das se calculan por un proceso de suavizado, para el que se ha escogido el
ajuste polinémico local de grado ctbico, con un ancho de banda calculado
para conseguir el suavizado 6ptimo (véase el apéndice A.1 para mds deta-
lles). Ademas, para cada marcador se debe definir una masa m;, siendo m
la masa sumada de todos los marcadores. El criterio para definir esta masa
es arbitrario: puede ser igual para todos los marcadores, determinarse segtin
caracteristicas geométricas del marcador, o cualquier otro.

El problema cinético planteado toma como punto de referencia el centro
de gravedad del sélido a estudiar (en este caso un conjunto de marcadores).
Por lo tanto serd necesario definir en cada instante la posicién de dicho centro
G, asi como la posicién de cada marcador respecto a ese punto, tal como esta
descrito en la seccién 2.4.1:

Re(y=32— @1

7i(t) = Ri(t) = Rg (t). 42)

A partir de estos datos se puede calcular, para cada marcador, una canti-
dad de movimiento y un momento cinético respecto a G:

pi(t) = m;v;(t). (4.3)

Lgi(t) = 7i(t) x pi(t). (4.4)
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Por otra parte, las leyes del movimiento de s6lidos establecen una relacién
andloga entre la cantidad de movimiento y el momento cinético de un cuerpo
rigido, y los vectores de su torsor cinematico (Annequin & Boutigny, 1973):

p(t) = mig(t), (4.5)

Lo(t) = Jo(t)a@(t), (4.6)

siendo J;(t) el tensor de inercia del conjunto de marcadores respecto a G,
que se calcula a partir de las posiciones de los marcadores segtn la siguiente
férmula:

i=1 i=1
2., .2
yi + 7 ;xi]/iz —X;zj
= Z m; —XiYi X;+7z; ;iniZ . 4.7
i=1 —Xizi  —YiZzi XY

La cantidad de movimiento 7(t) del conjunto de marcadores es la suma
de las cantidades de movimiento individuales 7;(t) de cada marcador. Apli-
cando este principio a (4.5) se puede calcular la velocidad 7 (t) del centro de
gravedad de los marcadores mediante una media ponderada:

Xn: m;v;(t)
=

g(t) = (4.8)

m

Por otra parte, el momento cinético total del conjunto de marcadores Le(t)

también es la suma de los momentos cinéticos individuales L¢;(t) de cada

marcador, aplicando lo cual a (4.6) se puede calcular la velocidad angular

@(t) del sistema de marcadores, a través de una mera multiplicacién matri-
cial:

n

@(t) = J5' (1) )_ (miF;(t) x ;(1)). (4.9)
i=1
El célculo de @(t) segun (4.9) requiere que la matriz J;(t) definida en (4.7)
sea invertible. Esta condicién se cumplird siempre que el sistema de marca-
dores esté formado por al menos tres marcadores no alineados.
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Mediante este algoritmo queda definido el torsor cinemaético en el centroi-
de {@(t),Ts(t)}. La velocidad 7g(t) dependerd, obviamente, de la posicién
del centroide R (t), a su vez dependiente de las masas asignadas. En el caso
mas sencillo, si se escoge una distribucién de masas homogénea (m; = m;,
Vi, j), se pueden obviar los coeficientes m; de todas las ecuaciones anteriores
y sustituir la masa total m por el niimero de marcadores #, haciendo coincidir
el centro de gravedad con el centro geométrico.

Una vez conocido el torsor cinemaético en el centroide, se puede calcular
cudl es el punto H del EIR mds préximo a él, mediante la férmula (2.13) que
ya se ha expuesto en la revisién bibliografica:

@) x (1)
B="a0r

Otros pardmetros que se pueden definir del EIR es su direccién, determi-
nada por el vector unitario i

(4.10)

@(t)

()]
Ademas, en el caso general de que el movimiento no fuera una rotacién

pura y el campo de velocidades tuviera una componente en la direcciéon del

eje, se podria calcular la magnitud de dicha velocidad en el eje (vy), 0 el «pa-
so» ps del screw o torsor infinitesimal:

i(t) = (4.11)

on(t) = —E0 (4.12)
_ou(t) @) - v6(t)
ps(t) = FOTIOTR (4.13)

En el anélisis de la flexién del tronco, que es un problema esencialmente
plano, ii(t) tendrd una sola direccién y el campo de velocidades serd perpen-
dicular a ella, por lo que vy (t) y ps(t) tendrédn un valor despreciable. Asi

—
pues, el tnico parametro relevante del EIR serd el vector GH(t), que junto a
R (t) determinara la posicion del eje en cada momento.

4.2.2. Analisis de desplazamientos finitos

Como ya se ha comentado, el andlisis de la rotacién en los desplazamien-
tos finitos se hace habitualmente mediante métodos numéricos, pues no tiene
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un cardcter lineal que dé lugar directamente a férmulas explicitas como las
expuestas para el caso infinitesimal.

Ahora bien, presentando juntas la férmula de Rodrigues para la rotacion
esférica y la férmula del campo de velocidades —ya vistas en (2.5) y (2.8)—,
se puede comprobar una gran semejanza formal entre ellas:

Py — 7, = tan (‘5) i x (2 +71). (4.14)
—
Up =74+ & x AB. (4.15)

Esto permite definir un campo antisimétrico relacionado con el campo de
desplazamientos finitos, aunque no sea el mismo, y un procedimiento de
calculo explicito, analogo al usado para el andlisis de velocidades, que en este
caso dara valor a los pardmetros de Rodrigues. Para ello se introducen a con-
tinuacién los conceptos de «cuerpo virtual» y «desplazamientos virtuales»,
comparables a los «semidesplazamientos» o quatched screws introducidos por
Hunt & Parkin (1995). Esta idea también ha sido retomada recientemente por
Williams & Fyfe (2010), que dan a estos conceptos los nombres de midpoints y
midpoint-displacement vectors, respectivamente.

Tal como se ha expuesto para el problema instantdneo, se parte de un con-
junto de marcadoresi = 1,2,...,n, con n > 3, a cada uno de los cuales se les
puede asociar una masa m; para ponderar su importancia en el cdlculo, y cuya
posicién inicial viene determinada por ﬁil. El centroide G y la posicién de los
marcadores respecto a él en la configuracion inicial son Rg y 7ip, definidos
segln (4.1) y (4.2), respectivamente. Tras un desplazamiento finito en forma
de solido rigido los vectores correspondientes pasan a tomar los valores K,
Reo y 7ip (figura 4.1).

A la hora de analizar este desplazamiento lo mds intuitivo y habitual es
plantear las férmulas que definen la transformacién de los vectores X; a X,
(siendo X un vector cualquiera). Pero lo que define la formula de Rodrigues
de modo explicito es una transformacion entre sumas y diferencias de ellos.
Para aprovechar estas relaciones se define un «cuerpo virtual», en el que los
marcadores se encuentran en el punto medio entre ﬁil y ﬁizz

Ryt R

R, = ~2t Rt (4.16)
2

Este es el punto de referencia usado a menudo en la teoria de maquinas y

mecanismos para analizar los desplazamientos finitos (Hunt & Parkin, 1995;
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Figura 4.1: Resolucién del problema de desplazamientos finitos. Los desplazamientos

virtuales definidos sobre el cuerpo virtual intermedio forman un campo antisimétri-

co, cuyo gradiente es proporcional a tan(¢/2); véase el detalle en el extremo superior
derecho.

Parkin, 1997b,a; Huang, 2000). También ha sido usado por Woltring et al.
(1985) en el ambito de la biomecénica, aunque esta aproximacién ha sido poco
seguida en estudios posteriores.

Por otra parte se define un «desplazamiento virtual» para cada marcador,
que es la mitad del desplazamiento observado:

= Rp—Rj

ARy = =25 (4.17)

A partir de estas férmulas se derivan directamente las definiciones del
«centro de gravedad virtual» (Gy) y las posiciones y desplazamientos virtua-
les en relacién al mismo:

. R R ~
RUG — GZ; G1 — i=1 — , (418)
P = 20T R Ry, (4.19)
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AT, = % — AR,; — AR,c. (4.20)

Si en la férmula de Rodrigues para desplazamientos esféricos (4.14) se
dividen ambos términos por dos, se obtiene una ecuacién que relaciona de
forma explicita los vectores que se han definido como 7,; y A7,;:

Fo—Ti ¢\ - Tot+Ta
— = tan (2> i X — (4.21)

Finalmente la ecuaciones (4.19), (4.20) y (4.21) se pueden combinar para
definir la férmula de un campo antisimétrico:
AR, = ARyc + Q x 7, (4.22)

donde Q) es el llamado vector de Rodrigues:

A = tan (‘é’) = Qi 4.23)

Dada la identidad formal entre (4.22) y la férmula del campo de veloci-
dades (4.15), se desprende que el método de cdlculo del torsor cinemético
instantdneo puede ser empleado para obtener los pardmetros de los despla-
zamientos finitos, utilizando las siguientes equivalencias:

» Alas posiciones instantdneas reales, R;(t), Rg(t), 7i(t), les corresponden
las posiciones virtuales Ry;, Ry, Fyi, respectivamente.

= Alas velocidades ¥;(t), g (t) les corresponden los desplazamientos vir-
tuales AR,;, AR,c.

= Ala velocidad angular &(t) le corresponde el vector de Rodrigues Q).

» A la matriz de inercias J(t) le corresponde una matriz de inercias vir-
tual J,g, calculada a partir de 7,; tal como estd definido en (4.7).

También se puede calcular un «eje virtual» andlogo al IHA, que de hecho
coincidird con el FHA del desplazamiento:

- ﬁ X AﬁvG

GoH =~ (4.24)

S
I

(4.25)

ojjel
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Y el «paso virtual» definido de forma analoga a (4.13) sera igual al «pseudo-
paso» definido segtin Hunt & Parkin (1995):

QAR ’ARUH‘ _ (d72)

17 T a T an@e)

De este modo se consigue un método de célculo explicito, sin necesidad

de algoritmos de optimizacién, de los parametros o) y AR,¢ que definen los
desplazamientos finitos. Para facilitar la interpretaciéon de las variables, en
el campo de la biomecénica se tiende a evitar el parametro de Rodrigues
tan(¢/2). En la propuesta de Woltring (1994) para representar la orientacién
de las articulaciones humanas se hace uso del «vector orientacion» ¢, seme-
jante al vector de Rodrigues Q, pero cuyo médulo es directamente el angulo
¢. Habida cuenta de que en los estudios biomecénicos se suele utilizar la ma-
triz de rotacién M para representar los desplazamientos finitos segtin (2.1), el
mencionado trabajo proporciona una férmula para obtener M a partir de ¢.

(4.26)

Pero dicha férmula se puede adaptar para hacerla funcién de 3, obteniéndo-
se una ecuacién atin mas directa (Betsch et al., 1998):

A(Q) + A%(Q)

=I3+2 4.27
M 3+ 1+ 02 ’ ( )
donde A representa la matriz antisimétrica asociada a un vector:
(e = o 0 =G &
A@) = (&x7 Exj &xk)=| & 0 —& |. @29
_éy gx 0

Del mismo modo (2.6) sirve para calcular explicitamente la rotacién de
cualquier vector 7| a través de operaciones vectoriales con los pardmetros ¢ y
i, sin tener que recurrir a matrices. Pero la misma ecuacién puede expresarse

como funcion de ):

QOx7H4+Qx (Qx7)
1+ 0?2 ’
Para afadir el término de traslacién al resultado de esta rotacién tnica-
mente hay que sumar el desplazamiento de G, cuya determinacién es inme-
diata, siendo su valor Aﬁc = ZAﬁUG:

o7 =2

(4.29)

-

Ry —Rp = (7, — 1) + ARG (4.30)
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Para mas propiedades matemadticas del concepto del «cuerpo virtual», y
una exploraciéon mds detallada de la relacién entre desplazamientos finitos
e infinitesimales en base a los métodos presentados para su andlisis, puede
consultarse el apéndice A.2.

4.2.3. Composicién de movimientos
4.2.3.1. Desplazamientos infinitesimales

El movimiento estudiado en este trabajo es la flexién del tronco respecto
a la pelvis. La fotogrametria no proporciona directamente datos sobre el mis-
mo, sino del movimiento de cada uno de los segmentos respecto al sistema
de coordenadas del laboratorio. Asi pues, para analizar la cinematica de la
articulacién entre tronco y pelvis es necesario realizar una composicién de
movimientos.

En el caso infinitesimal el calculo del movimiento relativo se reduce a una
diferencia, gracias al caracter lineal del campo de velocidades. Ahora bien,
el término de velocidad de traslacion tiene que estar referido a un mismo
punto para realizar esta operacién, por lo que si se ha empleado el algorit-
mo descrito en la seccién 4.2.1 primero hay que realizar un cambio al torsor.
Un punto de referencia conveniente puede ser el origen de coordenadas O.
Concretamente, si {7 (t), 5L (t)} es el torsor cinemético asociado al térax y
{@P(t),5E(t)} es el torsor cinematico asociado a la pelvis, primero se calculan
las velocidades de traslacién correspondientes en O:

T (1) = o (r) — &7 (1) x RE (), (431)
o (1) = BE(1) — @"(t) x RE(H), (4.32)

y a continuacién se realizan las restas para calcular el torsor cinematico
relativo:

aR(t) =T (t) — (1), (4.33)
Ty (1) =T, (1) = Ty (£).- (4.34)
A partir del torsor {@R(t),5R(t)} se pueden calcular los demds pardme-

tros del movimiento relativo, como el lugar geométrico ocupado por el IHA.
Se puede destacar, no obstante, que su posicién viene determinada por unas
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" THAI

Figura 4.2: IHA de dos campos de velocidades y su suma. La linea discontinua repre-
senta la recta que corta perpendicularmente a los tres ejes.

restricciones geométricas, comentadas en detalle por Ball (1998) para todo ti-
po de campos torsoriales, y recogidas para el caso cinematico por Keler (2000)
a través del algebra dual. Una de estas restricciones es que, dado un par de
campos de velocidades y el campo que resulta de sumarlos, existird una recta
que corta perpendicularmente a sus tres respectivos ejes (figura 4.2). Ademads
existird una relacién entre los angulos formados por los ejes, las distancias
que los separan y la magnitud de las velocidades angulares y de traslacién a
lo largo de los ejes. Estas relaciones se simplifican para el movimiento plano
(todos los ejes son paralelos entre si y perpendiculares al plano del movi-
miento). En tal caso, las proyecciones de los ejes sobre el plano del movi-
miento forman un trio de puntos alineados, lo que se conoce por el teorema
de Aronhold-Kennedy (Bottema & Roth, 1990), y las distancias entre dichos
puntos estan relacionadas segtn las siguientes igualdades (véase la figura
4.3):

w1 wy w1 + wy

= = . 4.35
HyH3 HsH; HyH3 + H3H; ( )

Las magnitudes en los numeradores y denominadores de (4.35) se consi-
deran con signo positivo o negativo segiin el sentido de las velocidades angu-
lares y las separaciones entre los ejes. Asi pues, si wy y w» tienen igual signo,
lo mismo ocurriré con las distancias Hy H3 y H3H», y viceversa. Dicho de otro
modo, si wy y w» tienen el mismo sentido, el punto H3 se encontrard en un
punto intermedio entre H; y Hp, mientras que si tienen signo contrario, Hj
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W1+02

Figura 4.3: Relacién geométrica entre los EIR de un movimiento plano. A la izquierda,

si las velocidades angulares sumadas (w7 y wy) tienen el mismo signo, también lo

tienen las distancias de Hy a H3 y de H3 a Hy (en ese sentido), por lo que el EIR del

movimiento resultante (H3) se encontrara entre los otros dos (H; y H). A la derecha,

si w1 y wy tienen signos opuestos, también las distancias serdn opuestas, por lo que
Hj estard a un extremo.

se ubicard fuera del segmento. En cualquier caso Hj estard mds cerca del eje
cuya velocidad angular sea mayor. Si w; = w», el EIR de la suma estara justo
en medio de los otros dos. En el caso singular en que w; = —wp, la suma
obviamente da un campo con velocidad angular nula, sin EIR determinado.

4.2.3.2. Desplazamientos finitos

Los pardmetros que definen un desplazamiento finito son una abstrac-
cién tedrica que describe como podria haberse movido un cuerpo desde una
posicion inicial a una final. Pero en realidad existen infinitas formas en las
que dicho movimiento podria haberse realizado, problema que se manifies-
ta claramente cuando se trata de definir un «desplazamiento finito relativo».
La figura 4.4 representa la pelvis y el térax como dos cuerpos rigidos (P y
T, respectivamente), que se han movido desde la posicién 1 a la posicién
2. El problema de definir el desplazamiento provocado por la articulacién
lumbar consistiria en averiguar qué movimiento habria de realizar el térax
para que, afiadiéndolo al movimiento observado de la pelvis (P;_,,), se ob-
tenga como resultado el desplazamiento total del térax (T;_,). Sin embargo
se puede apreciar que esta respuesta depende de «cudndo» se considere que
el movimiento relativo tiene lugar. Si se supone que primero se efecttia P;_,»,
el térax pasa por virtud de ese movimiento a ocupar la posicién intermedia
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) iy

T2

P2
P1

Pi-2

Figura 4.4: Dos alternativas para definir el desplazamiento relativo del cuerpo T (t6-

rax) respecto al cuerpo P (pelvis). En el caso representado a la izquierda el desplaza-

miento relativo (Tx_,,) se realiza después del desplazamiento P;_,; aplicado a ambos

cuerpos, que deja al térax en la posicion Ty. En el caso de la derecha el desplazamien-

to relativo (T7_.,) es el primer movimiento, al cual sucede P;_,5, que deja a ambos
cuerpos en su posicién final.

Ty, siendo el movimiento buscado T,_,, (figura 4.4 izquierda). Por el con-
trario, si se supone que el movimiento relativo del térax antecede a P;_,, la
incognita serd T;_,, (figura 4.4 derecha). Por la falta de conmutatividad de los
desplazamientos finitos, T,y 7# Tx—p. También se podria considerar que el
movimiento relativo ocurre a medio camino de P;_,, dando lugar a infinitud
de posibles soluciones, aunque aqui sélo se consideraran esos dos posibles
escenarios.

A la luz de lo visto, para calcular un desplazamiento finito relativo es ne-
cesario definir de antemano cual es la secuencia de movimientos con la que se
desea trabajar. En funcién de la secuencia escogida la solucién serd distinta.
La figura 4.5 representa una composicién de desplazamientos general, en la
que un cuerpo (como podria ser el térax en el ejemplo anterior) pasa de la po-
sicién 1 a la 2 por medio de la posicién x. Del movimiento completo son datos
conocidos tanto el término de rotacién como la traslaciéon de un punto de re-
ferencia, que serd G si se ha utilizado el método descrito en 4.2.2. Ademads, de
uno de los dos movimientos parciales se conoce el término de rotacién, mas
la traslacién de otro punto, llamémosle F, que puede ser el centroide del se-
gundo cuerpo involucrado. Dando nombre a las variables, esto significa que
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Figura 4.5: Composicién de desplazamientos finitos.

{012, Aﬁg} es uno de los screws conocidos, ademas de {1, AR¥} o bien
{2, AR},

El término de traslacién y el de rotaciéon se pueden calcular por separado.
Para el primero es inmediato observar que, tal como muestra la figura 4.5

ARZ = ARY + ARZ. (4.36)

Como ya se ha visto Aﬁg es un dato conocido, pero del movimiento del
otro cuerpo no se sabe el desplazamiento en G, sino en el punto F. Por lo tan-
to, para hacer la suma primero es necesario «convertir» ese desplazamiento al
correspondiente en G. Esto se puede hacer a partir de los demds pardmetros
disponibles, mediante (4.29) y (4.30):

Zélx X F1Gy +(’)1x X (élx X FlGl)'

AR = AR¥ + (4.37)
¢ i 1+ (Q1x)?
N . (’)x2 F _ ﬁxZ (’)xZ E
ARZ — AR 4 X B X (2 xBG) (4.38)
1+ (0¥2)

Con esto el célculo de la traslacién relativa queda inmediatamente resuel-
to, despejando (4.36).

La composicién de rotaciones se hace a menudo mediante multiplicacio-
nes de las matrices de rotacién, pero también existe una férmula para com-
poner directamente los vectores de Rodrigues (Betsch et al., 1998):

le + ﬁxZ o ﬁlx > 6x2

(_’)12 _ élx D ﬁxZ _
1— Qlx. 2

(4.39)
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Figura 4.6: Ejemplo de promediado funcional de una variable (coordenada Z del cen-
troide) en funcién de la variable de par 6. Los bucles en linea gris discontinua re-

presentan las repeticiones ciclicas de la variable; la linea continua negra representa la
trayectoria media.

Esta operacién (que no es conmutativa) se puede realizar de forma cir-
cular cambiando el signo de las rotaciones que convengan, de modo que la
rotacion relativa respondera a una de las siguientes férmulas, segtin cudl sea
la incégnita:

. ()12 _ ﬁx2 T ﬁlZ % ﬁxZ

Qv = (4.40)
14+ 012.0Ox2 '
. _Qx L Q12 4 Alx o A12
A2 = Ha A ) (4.41)

14+ Qlx. Q12

4.2.4. Promediado funcional

La ubicacién calculada del EIR puede presentar una variabilidad impor-
tante, pues tal como se desarrolla a continuacién, en la seccién 4.2.5, errores
pequeiios de medida o instrumentales pueden reflejarse en grandes errores
en el EIR. En tanto estos errores no se repitan de forma sistemética cada vez
que se repite el movimiento, una forma de atenuarlos consiste en medir va-
rios ciclos del movimiento, y obtener una «trayectoria promedio» del mismo
(figura 4.6).

Una estrategia adecuada para realizar este promediado es la basada en
los grados de libertad funcionales (gdlf). Este concepto ha sido introducido en
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los tltimos afios para referirse a un subconjunto reducido de los grados de li-
bertad posibles, que incluye un ndmero minimo de variables necesarias para
reproducir el movimiento tal cual se realiza en la realidad (Li, 2006; Li & Tang,
2007). Esta es una idea muy Ttil en el &mbito de la biomecanica, ya que los
distintos movimientos que pueden efectuar las articulaciones humanas sue-
len realizarse de forma coordinada: aunque una articulacién pueda moverse
con 6 gd], tal como se analiza con los métodos empleados, la ejecucion de los
movimientos se realiza en la practica con menos gdlf. Muchos movimientos
humanos tienen un tnico gdlf, pudiéndose explicar con una sola variable,
incluso tratdndose de articulaciones complejas como el hombro o el cuello
(Page et al., 2008a,b, 2009b,c, 2010).

Si dado un movimiento cualquiera se verifica la hipétesis de que tiene
1 gdlf, al promediar entre ciclos se reducen las variaciones espurias que se
dan de un ciclo a otro, y el resultado que se obtiene es mas préximo al movi-
miento tedrico que subyace en todos los ciclos. Esto no elimina, sin embargo,
los errores que se repitan sistematicamente en todos los ciclos, como los arte-
factos por tejidos blandos.

Siguiendo esta filosofia, en los experimentos realizados en este trabajo se
midieron movimientos que se realizaban ciclicamente, de tal modo que cada
registro consistfa en un conjunto de repeticiones seguidas. En algunos ané-
lisis se llevé a cabo un promediado entre los ciclos de acuerdo al siguiente
procedimiento:

1. Calculo en el dominio temporal de los pardmetros cinemaéticos de inte-
rés para cada movimiento: los parametros de posicion Q(t), Rg(t), las
velocidades @(t), 7 (t), y el vector GH (t) del EIR para cada cuerpo y
para el movimiento relativo. Por simplicidad, en los siguientes pasos
cualquier variable de posicién se denominard q(t), y su derivada 4(t)
serd la variable que le corresponde de velocidades, ya que en el movi-
miento plano se cumple que

Qt) = = (4.42)

Rg(t) = vg(¢). (4.43)
Es importante observar que la ecuacién (4.42) es cierta para el movi-
miento plano, pero no en otros casos, para los cuales la relacién entre

Q(t) y @(t) es distinta. Puede consultarse el apéndice A.2.2 para mas
detalles al respecto.
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2. Obtencién de la variable de par asociada al gdlf. Tratdndose de movi-
mientos esencialmente planos, se tom6 como variable mds representati-
va el dngulo de rotacién principal 6(t). Este era la componente perpen-
dicular al plano principal del vector orientacién asociado al movimiento
de mayor amplitud. Por ejemplo, al estudiar la flexién del tronco, se to-
m6 el vector orientacién ¢(t) del térax, tal como se ha definido en la
seccién 4.2.2; expresado en grados:

. - 180 Q(t)
=2tan 1 (Q(t)) — 2. 4.44
§(e) =260 (1) 2 515 (4.44)
A continuacion se obtuvo la direccién promedio de cﬁ (t), expresada co-
mo un vector unitario i, y 8(t) se defini6 como la proyeccién de ¢(t)
sobre ii:

0(t) = P(t) - il. (4.45)

Al tratarse de un movimiento plano, en este caso se cumplia que 6(t) era
semejante al médulo de ¢(t), pero con signo positivo o negativo segin
la direccion del movimiento; es decir que ¢(t) = 6(t)ii.

3. Transformacién de todos los pardmetros cinemaéticos del dominio tem-
poral al geométrico (q(t) — q(0), §(t) — 4(0)). Esto se consigue nu-
méricamente reordenando la variable 6(¢) con un criterio ascendente
respecto a si misma, y aplicando la misma secuencia de reordenacién al
resto de parametros. Con esta reordenacion, la «primera» observaciéon
de cualquier variable transformada ya no se corresponde con el menor
valor de t, sino con el minimo valor de 6, etc.

4. Ajuste de las variables de posicién q(#) para eliminar la variabilidad
debida a las diferencias entre ciclos, dejando tnicamente la debida al
supuesto gdlf. Este proceso da lugar a unas variables «promedio» §(6),
cuyas derivadas en el dominio geométrico han de ajustarse a las medi-
das en el dominio temporal, segtn la siguiente relacion:

j(0) = 4000 _ da(0)do) w6

Esta operacién se puede realizar a través de un ajuste polinémico lo-
cal utilizando 6 como variable independiente, semejante al proceso de
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suavizado de variables (véase el apéndice A.1). La diferencia con el sua-
vizado que se usa para eliminar el ruido de la sefial es el criterio de se-
leccion de ancho de banda 6ptimo, ya que la variabilidad local de g(6)
no es debida en este caso a un ruido aleatorio. Otra opcién es segregar
q(6) en distintos ciclos y calcular un promedio aritmético. Los detalles
de ambas opciones se presentan en el apéndice A.4.

5. Comprobar la validez de 8 como tinico gdlf. En los primeros articulos
que tratan el concepto de grados de libertad funcionales se utiliza el
andlisis de componentes principales para determinar el ndmero de gdlf
presentes en el movimiento (Li, 2006; Li & Tang, 2007). Sin embargo
esta técnica puede sobreestimar la variabilidad del movimiento cuando
la coordinacién entre los gdl naturales no es lineal (Page et al., 2008b,
2009c). Para estos casos se propone comprobar la bondad de () y su
derivada geométrica respecto a los datos observados, a través de un
coeficiente de correlacién no lineal.

6. Célculo del EIR promedio a partir de los correspondientes pardmetros
cinematicos, a través de la formula (4.10). Este procedimiento es mds
adecuado que promediar las trayectorias medidas del EIR, ya que su
relacién con las variables del movimiento no es lineal, y un promedio
directo de dichas trayectorias no aseguraria que el movimiento recons-
truido representase adecuadamente el observado (Page et al., 2009c).

Con este procedimiento, los parametros de posicién Q(t), R (t) se convier-

ten en unas funciones que sélo dependen de la variable de par (€2(6), R (6)).
De este modo la cinematica articular queda planteada como una caracteristica
geométrica, independiente del tiempo. Sus derivadas en el dominio geomé-
trico son unas velocidades «normalizadas», cf')n(ﬂ), 5(;,1(6), que modelan las
velocidades «reales» (las derivadas temporales), aunque para obtener éstas
hay que afiadir 6(t) como factor, segtin se expone en (4.46).

La ubicacién del EIR, sin embargo, no viene condicionada por ninguna
funcién del tiempo, a pesar de que la ecuacién (4.10) utiliza derivadas tempo-
rales. Esto es asi porque las componentes temporales estdn compensadas en
el numerador y el denominador de la férmula; de este modo el EIR también
resulta ser una caracteristica netamente geométrica (que sélo depende de la
variable de par):

(4.47)
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4.2.5. Estimacion de los errores cinematicos

Los procedimientos de anélisis presentados dan lugar a soluciones expli-
citas en el calculo de los pardmetros cinematicos, a partir de la informacién
proporcionada por la fotogrametria. Esta propiedad, ademds de reducir el
coste computacional, permite comprobar de modo igualmente explicito c6-
mo repercute en la solucién la introduccién de pequerias variaciones en los
datos de entrada. Es decir, permite calcular férmulas de la propagacion de
errores, desde los datos de entrada hasta el resultado del analisis.

Este principio ha sido utilizado por Woltring et al. (1985) para calcular la
magnitud del error en el cdlculo de desplazamientos finitos, realizado a través
de matrices, cuando los errores son tinicamente de tipo aleatorio, insesgados e
is6tropos, y los puntos también estdn distribuidos de forma homogénea en el
espacio. En este trabajo se amplia la teoria para aplicarla al calculo vectorial
de desplazamientos tanto finitos como infinitesimales, y para una variedad
mas amplia de errores y configuraciones de marcadores.

En términos generales, tomemos una funcion vectorial de n dimensiones

cualquiera, llamada f, que pueda calcularse explicitamente a partir de las
variables x1, X2 . .. X, que conforman el vector m-dimensional ¥. Entonces, si
la medida ¥ se ve afectada por un error 6%, en el calculo de f se dard un error

of cuyo efecto de primer orden se puede aproximar del siguiente modo:

d d

BBy
of ~ Do | 0T = 0R, (4.48)

oh . '

dxq Xy

siendo % el jacobiano de la funcién f(X).
Este principio puede aplicarse de forma secuencial para calcular los erro-
res resultantes al componer funciones. Del mismo modo, la regla de la cadena

puede emplearse para calcular el error de las derivadas de funciones:
2 (dfi df.\" _ofdx _of .
6f = iﬁ %7{:7:—{;53& (4.49)
dt dt ox dt  oX

Para operaciones lineales como productos escalares o vectoriales no es

necesario recurrir a expresiones matriciales, pues se puede comprobar que
a(d-x)

ox

b=a-b, (4.50)
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a(d x X)
ox

De este modo, en los siguientes apartados se desarrollan las férmulas de

los errores en los pardmetros cineméticos en funcién de los errores instrumen-

tales, que servirdn para conocer las condiciones experimentales en las que los

errores resultantes quedan minimizados. En todos los casos se considera que

los errores son pequefios en relacién con el orden de magnitud de las medi-

das, de manera que pueden despreciarse los efectos de orden cuadrético o
superior.

b=1axD. (4.51)

4.2.5.1. Error de posicién

La informacién de partida estd constituida por las posiciones R;(t) de
los marcadores (para i = 1,2,...,n) en distintos instantes de tiempo ¢. Di-
chas medidas tendran un error asociado que en adelante se identificard como
(Sﬁi(t) .

En la seccién 2.5 se han comentado los distintos tipos de errores que pue-
den afectar a las posiciones medidas por fotogrametria:

» Errores instrumentales, que a su vez pueden dividirse en errores aleato-
rios (identificados por la matriz de covarianzas X) y sistemaéticos, pro-
ducidos principalmente por la calibracién y parametrizables como una
funcién de la posicién de los marcadores, £(R).

» Errores de medida, que pueden venir dados por una identificacién poco
precisa de los marcadores anatémicos o, sobre todo, por artefactos de
los tejidos blandos.

En esta parte del trabajo se estudia como controlar los errores a priori, creando
unas condiciones de medida que permitan minimizar su magnitud, desde un
punto de vista matematico. Este tipo de control es posible para los errores
instrumentales, que tienen un modelo matematico definido. Los errores de
medida necesitan ser controlados de otro modo, tal como se ha presentado
en la seccién 2.5.2. Por lo tanto 6R;(t) se analizard como la suma de la parte
aleatoria y la sistemadtica del error instrumental:

OR;(t) = 6R;x(t) + 6R;g (1), (4.52)

donde 0R;x(t) es la parte parametrizable como un error aleatorio, y la dife-
rencia con él serd esencialmente el error sistematico de calibracién,
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SRir(t) = E(R;(t)). (4.53)

La metodologia de andlisis seguida introduce un proceso de suavizado de
las variables, que se aplica a las medidas para reducir el error aleatorio y cal-
cular derivadas. Tal como queda comentado en el apéndice A.1, dedicado a
esta técnica, al suavizar las posiciones R;(t) se puede considerar que el error
aleatorio 6R;y (t), definido por la matriz de covarianzas Z;(t), se convierte en
otro del mismo tipo cuyas covarianzas Z;(t) son proporcionales a las prime-
ras (y de menor magnitud). La parte sistemédtica del error, 5ﬁiR(t), se vera
inalterada por el suavizado.

Las posiciones relativas al centroide, 7;(t), tendran un error 67;(t) correla-
cionado con R;(t), aunque condicionado por el error en el resto de marcado-
res de tal modo que, por definicion, }; 67;(t) = 0.

4.2.5.2. Error de las velocidades

El método directo para calcular los pardmetros cinematicos instantaneos,
descrito en la seccién 4.2.1, requiere conocer no sélo la posicién de los marca-
dores en cada instante, sino también su velocidad 7;(t), que llevard asociada
un término de error §7;(t).

Las velocidades son las derivadas de primer orden de la posicién y su
célculo depende del proceso de suavizado, cuyo efecto sobre las medidas se
comenta detalladamente en el apéndice A.1. El error resultante en las veloci-
dades también podra dividirse en una parte aleatoria y otra sistematica:

0T;(t) = 6U;s(t) + 6T;R(¢). (4.54)

En el apéndice A.1 se muestra matemdticamente que los errores aleatorios
se magnifican cuando aumenta el orden de derivacién, aunque generalmente
se podra seguir asumiendo que el error es pequerio respecto al orden de mag-
nitud de la sefial. En cuanto a la parte sistemdtica del error, asi como OR; (1)
depende tinicamente de la posicién del marcador R;(t), 8z (t) dependera de
su velocidad ;(t). Aplicando (4.49),

5Ti(t) = agft)a,-(t). (4.55)

Asi pues, el error sistematico 67;r(t) serd linealmente proporcional a la
velocidad misma del marcador. Para movimientos lentos el error serd me-
nor en términos absolutos y viceversa; pero en términos relativos la razén
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sefial/error serd constante e igual al gradiente local del error de posicién. En
esto se diferencia del error de origen aleatorio, d7;x (t), que se magnifica res-
pecto al correspondiente error de posicién. En definitiva, si las partes aleato-
ria y sistematica del error de posicién tienen un orden de magnitud semejante
((5ﬁi ~ (5ﬁiR ~ 5ﬁi2), el error de velocidad de origen aleatorio oscureceré el
causado por los defectos de calibracién:

5271'2(1') > 5?71‘1{(1') = 551(t) ~ (551'):(1'). (456)

4.2.5.3. Error en el torsor cinemético!
Férmulas generales

Cuando el torsor cinemdtico {@,Tg} se calcula a partir de las variables
Ei, ¥; como se ha explicado en la seccién 4.2.1, el error resultante se puede
calcular a partir de SR;, 67;.

La férmula (4.8), que define la velocidad en el centroide 7, da lugar a la
siguiente definicién de su error:

— i=1

UG = pra— (4.57)
Asi pues, se puede observar que el error 67 de velocidad de traslacion es
una media de los errores de velocidad de los marcadores 07;, ponderados por
las masas asignadas m;. De esta definicién se desprende que 07 siempre serd
menor que el mayor 47;. Pero ademds puede ser incluso menor que cualquier
07, silos errores de velocidad de los marcadores se compensan mutuamente.
En cuanto al error en la velocidad angular, a partir de (4.9) se puede de-

ducir que

n n
6 = JG'Y (mi; x 6T;) + J 'Y _(mioF; x G;)
i

i

— 15016 Y (miF; x 7). (458)

En lo que sigue de esta seccién se trabaja sobre las variables cineméticas en un instante cual-
quiera, y en las operaciones realizadas la variable ¢ no tiene relevancia. Por lo tanto la notacién
de las funciones f(t) se simplifica a f para mayor claridad de las férmulas mas complejas.
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Si se desarrolla el sumatorio del segundo término de esta expresion, te-
niendo en cuenta que la suma de 67; es nula, obtenemos:

n n
2(7711'571' X 27,) = Z(mzé?z X ((IJ X ?l))
i i
n

= &Zn:(mlé?l 71) — Z(ml(d; . 571)71) (4.59)

1

El primer sumando resultante tiene que ver con la «expansién» o «com-
presién» aparente del cuerpo, y el segundo con la «cizalladura» aparente en
la direccién de @. Algo semejante ocurre con el tercer término de (4.58), que
depende de 6], y por tanto de 67; = (dx;,dy;, 0z;).

n 2yiby; +22;0z;  —x;0y; — yidx;  —x;0z; — Y;0z;
6Jc =Y mi | —xidy; —yiox; 2x;0x; +2zi6z; —y;bz; —zidy; | . (4.60)
i=1 —X;i0zj — Yi0zi  —Yi0zi — ziYi 2Xi0x; + 2Y;0y;

En este caso son los elementos diagonales los que se relacionan con la «ex-
pansioén» o «compresién» aparente, mientras que los demads elementos de la
matriz se relacionan con la «cizalladura». En definitiva, si los errores instru-
mentales no deforman el cuerpo o esta deformacién se compensa de algin
modo, el tinico término relevante de (4.58) serd el primero, y por lo tanto se
podra asumir la siguiente aproximacion:

n
6 ~ J'Y (mi¥; x 63)). (4.61)
i

Esta expresion s6lo depende de los errores de velocidad, que ademas se
componen de forma lineal, lo cual simplifica los célculos. Cuando los errores
sistemédticos no son muy grandes se puede despreciar el efecto de las defor-
maciones simétricas aparentes, lo cual hara valida esta aproximacién. En ella
Ial tiene un efecto multiplicador o reductor segtin la magnitud de sus valores
propios, que son a su vez la inversién de los autovalores de [ (los momen-
tos de inercia principales). Esto significa que mientras mas separados estén
los marcadores entre si, aumentando asi sus momentos de inercia, mas se re-
ducird el tamafio del error 5.

El error del torsor cinemaético es a su vez otro torsor {6@,7g}, al cual
se le puede asociar un campo antisimétrico de errores de velocidad. Existir4,
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por lo tanto, un eje en el espacio en el que este campo de errores de velocidad
tenga una magnitud minima. El lugar geométrico del este eje dependera de
los valores de 0 y 67, mediante las mismas férmulas que determinan el eje
del campo «real».

Error aleatorio del torsor

Cuando el error sistematico de posicién no es muy grande, y por lo tanto
el error de velocidades estd dominado por las fuentes aleatorias, los vectores
0@y 89 proceden de realizar operaciones lineales sobre 47;, que se aproxi-
man a variables aleatorias de media nula. Por lo tanto los vectores resultantes
también serdn variables aleatorias, que podran describirse con sus respectivas
matrices de covarianzas.

La forma en la que los errores de tipo aleatorio se propagan como resul-
tado de operaciones lineales esta descrita de forma completa en el apéndice
A.3. Para los propo6sitos de esta seccién basta considerar que si las imagenes
de los marcadores no interfieren entre si, el error de origen aleatorio afectard
de forma independiente a cada marcador; y cuando dos vectores aleatorios
independientes 7 y b se combinan linealmente, la matriz de covarianzas de
la operacién obedece a la siguiente ley (siendo Z,, X; las matrices de cova-
rianzas de los vectores mencionados, y A, B dos matrices —no aleatorias—
cualesquiera):

Var(Ai + Bb) = AL, AT + BL,B'. (4.62)

Para describir la magnitud del error en el torsor se utilizardn las matrices
de covarianzas X, Z,g, que dependerdn de las que caracterizan los errores
de velocidad de cada marcador, X,;. En particular, la matriz de covarianzas
de 67 sera

n

2
Zmi Loi
i=1

X,G = Var(6tg) = = (4.63)

)

La férmula (4.63) implica que L, es menor que la media de X,; (dendtese
por Xy). Esto se aprecia més claramente en la forma que toma la ecuacién si
se asignan las mismas masas a los n marcadores:

Too= "L = % (4.64)
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En cuanto a las covarianzas de 6 (t), teniendo en cuenta la definicién de
(4.61),

Lo & Var(6d) = Jg [2 m?A, Ly AL TS, (4.65)

donde A,; es la matriz antisimétrica asociada al producto vectorial de 7;, tal
como se ha definido en (4.28).

La expresion (4.65) adopta una forma mucho mads sencilla en el caso par-
ticular de que los errores J7; sean is6tropos; es decir, cuando existe un escalar
o, tal que

Lo = 021;. (4.66)

En este caso,
ZmZA AL = 2ZmZA A (4.67)

Por otra parte el tensor de inercias descrito en (4.7) puede definirse en
funcion de A,;:

n
— Y miA. (4.68)

Y al ser A,; matrices antisimétricas (ArTi = —A,), aplicando este principio
a (4.68) y sustituyendo en (4.67) y (4.65), finalmente resulta:

o~ o) (4.69)

A partir de (4.69) resulta inmediato comprobar que el error 6 estard mo-
dulado por los momentos de inercia del sistema de marcadores, como se ha
comentado antes. Esto se aprecia atin més claramente si se considera un siste-
ma de referencia cuyos ejes estén alineados con los ejes de inercia principales
del conjunto de marcadores. En tal caso,

]G = diag()\l, )\2, /\3), (4.70)

donde Aq, Ay, A3 son los autovalores de ], es decir los momentos de inercia
principales del conjunto de marcadores. En este sistema de referencia (4.69)
se simplifica a
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o2 o2 o2
X, = diag(c?,,02,,025) = diag ()\” =2, A”) : (4.71)

1 /A2 A3
Finalmente cabe analizar cémo afecta el error cinematico aleatorio al cam-
po de velocidades en general. El torsor-error {4, 67 } genera un campo an-
tisimétrico de velocidades que también es aleatorio, por lo que no se puede
saber con certeza su efecto. Sin embargo, bajo ciertas condiciones la regiéon en
la que el error se minimiza con una mayor probabilidad se encuentra en torno
al centroide del sistema de marcadores. La demostracién de este principio se
presenta en el apéndice A.3.2, donde se hace un andlisis méds detallado sobre
cémo se propagan los errores alteatorios de forma general. Las condiciones

en las que esto ocurre son las siguientes:

= Fuente aleatoria del error: el error del torsor cinemaético estd dominado
por los errores de velocidad, de origen aleatorio.

= Independencia entre marcadores: el error de velocidad en cada marca-
dor no influye sobre el error de los otros marcadores.

» Equilibrio en la dispersién de los errores: los errores de velocidad de los
distintos marcadores tienen matrices de covarianzas semejantes, o su
valor es proporcional y se compensa con las masas asignadas de modo
que m%Zw se puede considerar una matriz constante.

Las dos primeras se cumplen siempre que la calibraciéon no tenga defectos im-
portantes y los marcadores no interfieran entre si en las imagenes. La magni-
tud del error aleatorio en cada marcador depende, ademds de los pardmetros
de suavizado, de factores tales como el tamafio del marcador, su visibilidad,
iluminacién y enfoque, tal como se ha comentado en la seccién 2.5.1.2. Por lo
tanto, si estas condiciones son semejantes para todos los marcadores se podré
asumir que los errores son homogéneos. En cualquier caso, salvo que haya un
desequilibrio muy importante en los errores, el minimo error de velocidad del
campo se encontrard en una region cercana a G.

4.2.5.4. Error de los desplazamientos finitos

El calculo de los desplazamientos finitos se ha descrito en la seccién 4.2.2,
donde el término de traslacién se ha determinado directamente a partir del
desplazamiento del centroide G, y la rotacién se ha resuelto por el procedi-
miento del «cuerpo virtual».
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El error en la traslacién es una media ponderada de los errores de posicion
de los marcadores en los instantes inicial y final:

n
Y mi(6R; — 6Ry)

SARG = 6Rgy — 6R gy = =1 - . (4.72)

Los errores en cada instante pueden compensarse mutuamente si estan
correlacionados positivamente, o tener un efecto aditivo en el caso contrario.

Con el de método de andlisis propuesto, la rotacion queda determinada
por el vector de Rodrigues (). Sin embargo no es conveniente definir el error
de rotacién directamente a través de su incremento 5Q). El modulo de este
vector es tan(¢/2), que no se comporta de manera lineal respecto a la magni-
tud del giro (el dngulo ¢), por lo que errores que dieran lugar a discrepancias
semejantes en la rotacion (valores de ¢ parecidos) podrian reflejarse en va-
lores de Q) muy dispares. Concretamente, se puede apreciar que

69 = —5—09. (4.73)

Una forma mdés adecuada de representar el error de la rotacién es me-
diante las rotaciones diferenciales 6®;, 6®, asociadas al error de origen en
la posicién inicial y final, respectivamente, que compuestas con la rotacién
«real» Q) darfan lugar a la rotacion observada, Q + 6Q) (figura 4.7). Estos tér-
minos son el error de unas rotaciones @, ®, que nominalmente tienen valor
nulo, por lo que su médulo si se comporta de forma lineal respecto a ¢:

o0, 2%, s
—— 0= ——90p = —. 4.74
A continuacién se hace el desarrollo para el error 55152, debido a los errores
de origen finales 67;; se obvia el desarrollo para 6®;, que es analogo a éste.
Para estimar el error en el vector de Rodrigues () que define cualquier
rotacién se puede partir de la férmula que lo relaciona con el momento ciné-
tico y la matriz de inercia virtuales, andloga a (4.6) para los desplazamientos
infinitesimales:

n
JocQ = Log = Z MTyi X AFy;. (4.75)

I
—
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5 @

Figura 4.7: Las rotaciones diferenciales (5431, (5'52 representan en forma de vector de

Rodrigues los errores de rotacién asociados a la posicién inicial y final, respectiva-

mente. Al componerse con la rotacién «real» () dan lugar a otro término 6}, mediante
operaciones no lineales.

En el caso que nos ocupa, el vector Q) de la ecuacion (4.75) se corresponde
con la rotacién &, desde la posicion final, cuyo valor en ausencia de errores
serfa nulo. Para esa rotacién nula, el cuerpo virtual coincide con el real (7; =
7i2, Jog = J o), ¥ los desplazamientos virtuales son igualmente nulos (A7,; =
0). Derivando (4.75) con estos valores en funcién de 7,

5 n . . 1 n . .
Ja0®r = Y miTip x AT, = 5 Y miFp x 67 (4.76)
i=1 i=1

Y despejando la ecuacion se obtiene:

2 1 v - -
(SCDZ ~ EIGZ 2 m;rip X (51"1‘2. (477)
i=1

Es inmediato comprobar que la rotacién diferencial asociada a la posicion
inicial tiene una férmula analoga:

n
JOSES %Ia% 2 mi¥n X 071. (4.78)
i=1

Esta solucién es practicamente idéntica a la férmula (4.61) para el error
en la velocidad angular, sustituyendo el error de velocidad por 7j; 0 67, y
afiadiendo el factor 1/2. Por lo tanto, para unos errores de origen dados, los
aspectos que influyen sobre el error de velocidad angular son los mismos que
influyen sobre el error en las rotaciones finitas.
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Figura 4.8: Error en el EIR.

Si se desea, el efecto de (5391 y 5P, sobre Q) se puede calcular derivando la
composicién de rotaciones correspondiente, tal como se muestra en la figura
4.7. Desarrollando dicha derivada a partir de la férmula (4.39),

56 ~ (=P @ﬂﬂ) @sz)(@l n (=P @HQ) S
2%, 2,

= (6@y — 6®1) + (Q- (6D, — 6D1))Q) — Q x (6D + D). (4.79)

5P, =

4.2.5.5. Error en el EIR

Debido al error cinematico el EIR del movimiento medido sera distinto del
real. Concretamente sera el eje del campo de velocidades debido a la suma del
torsor cinemadtico real y el torsor de errores.

Tal como se ha expuesto en la seccién 4.2.3, al sumar dos campos de ve-
locidades los EIR de los campos que se suman comparten una perpendicular
comn con el EIR del campo resultante. Esto queda representado en la figura
4.8 para la suma del campo de velocidades tedrico (cuyo eje se denota como
EIR?!) y el campo de errores (cuyo eje es EIR), que da lugar al campo medido
(con EIR™ como eje).

Para errores pequefios EIR™ serd naturalmente muy parecido a EIR. Su
discrepancia se puede formular en términos de un error en el vector unitario
del eje, dif, més una separacion entre los dos ejes, 6H.
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Error en la orientacion

Derivando la férmula (4.11) en funcién de @ y despreciando los términos
diferenciales de orden cuadratico o superior, se deduce que

sin 00 9 (“"5“’> = o X (‘qu)'(zw). (4.80)

@ @]\ @ @] @

El producto vectorial entre los vectores unitarios de EIR' y EIR™ serd un
vector paralelo a su comin perpendicular, con médulo igual al seno del 4n-
gulo formado entre ellos (para dngulos pequefios, este médulo serd aproxi-
madamente igual al &ngulo en radianes):

Jaﬁzﬁx(ﬁ—k&ﬁ):ﬁxéﬁ’:cﬁd (4.81)

En (4.81) se observa que el error de orientacién del EIR es proporcional a
la componente del error 6@ perpendicular a @, e inversamente proporcional
al médulo de @. Asi pues, el error en la orientacion del eje serd tanto menor
cuanto mayor sea la velocidad angular.

Separacidn entre los ejes

La separacion entre EIR! y EIR" es la distancia 6 H que hay entre sus res-
pectivos puntos de corte con la recta perpendicular a ambos. Este vector serd
el resultado de derivar la férmula (2.13) cuando el punto resultante sea preci-
samente la interseccién de EIR! con dicha perpendicular comtn. Al realizar
esta operacién, despreciando de nuevo los términos diferenciales de orden
cuadratico o superior,

5ﬁz@xiﬁo+5cﬁxzﬁo_2cﬁxzﬁo (r;-(sz(r; “82)
@ @ @ @

Para conseguir que JOH sea la minima separacion 0H que buscamos, su-
pongamos a efectos tedricos que el valor exacto del error cinemaético es cono-
cido, y por lo tanto se puede calcular el lugar geométrico de EIR®. Considére-
se entonces que O es el punto del EIR! que se encuentra a la minima distancia
de EIR®, y por tanto en la perpendicular comtdn a ambos ejes (véase la figura
4.8).

Como en este supuesto O pertenece a EIR!, en movimientos de rotacion
pura como el que nos ocupa 7, = 0, ya que O es un punto del eje de rotacién;
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en el caso mas general serd un vector paralelo al eje, y el factor de escala entre
U, y @ sera el paso ps definido en (4.13). Por otra parte, J7, puede obtenerse
del error de velocidad en cualquier otro punto. Para que el resultado pueda
interpretarse en términos de las relaciones geométricas entre los ejes de rota-
cién, tomemos un punto E del EIR?, en el que el error de velocidad 7 es
minimo. Entonces 67, serd

—

0T, = 00 + OE X 0. (4.83)

Aplicando estos principios (4.82) daria lugar a la distancia minima entre
EIR"y EIR™:

5Ei — 55E = @ Xff’; @ x (c?; 5@) qu;?o‘
|| || ||

(4.84)

En (4.84) se observan tres términos del error, todos ellos en la direcciéon
perpendicular a EIR!, EIR™ y EIR®:

— —

~ W XU

§Hy = Y22 (4.85)
@
9 x (OF x 0@) @ -6
— . —
5H2:“’X(42X “’):“’42‘*’ E. (4.86)
| (o]
§Hy = 29X %0 _ , 0OXE s, (4.87)

El primer término, §Hj, es directamente proporcional al error minimo de
velocidad 67, e inversamente proporcional a la velocidad angular. Para mi-
nimizarlo serd necesario reducir los errores de velocidad del campo cinemé-
tico (por ejemplo aumentando el niimero de marcadores), si bien su efecto
también se reducird cuando aumente la velocidad angular del sistema.

. —
En el segundo término, dHj, aparece OE multiplicado por un factor pro-
porcional al error & en la direccion de @. En consecuencia este término se

reduce cuando el EIRC esté cerca de EIR! (cuando OF es pequerio). Si se pue-
de tener cierto control sobre el campo de errores o la ubicacién del eje de
rotacién, es recomendable hacer coincidir los puntos de error de velocidad
minimo con el EIR. Por ejemplo, si el error cinemadtico es de naturaleza fun-
damentalmente aleatoria, se demuestra en el apéndice A.3.2 que el lugar geo-
métrico en el que se puede esperar un error minimo es en torno al centroide
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de los marcadores; por lo tanto conviene configurar el sistema de marcadores
de modo que se encuentre centrado alrededor del eje del movimiento.

El tercer término JHj es proporcional al éngulo formado entre EIR! y
EIR™, asi como al paso del campo cinemédtico. En movimientos de rotacién
pura (ps = 0) esta componente del error no tiene relevancia.

Para esta explicacion tedrica de H se ha hecho un calculo de 67, basado
en el error del punto E en el EIR®. Sin embargo este punto es en general
desconocido, por lo que es més practico emplear un punto bien determinado,
como el centroide G. Para las estimaciones que se realizan en este trabajo,
por lo tanto, se utilizard una férmula equivalente a (4.84), pero referida a los
valores en G y en la que se omite el término relacionado con el paso helicoidal,
por trabajarse con rotaciones puras:

(4.88)

Error de representacién

En la practica el el punto donde el EIR' y el EIR™ estdn mds proximos es
desconocido. Por lo tanto el punto que define el eje no es el definido como
O en la figura 4.8, sino el mds cercano a G, que llamaremos H, y que viene
definido por la férmula (4.10). Su incremento diferencial debido al error ci-

— —_—
nematico no serd la distancia minima éH, sino el vector GH que resulta de
aplicar (4.82) utilizando §7; y 7.
La figura 4.9 representa la relacion entre los errores en la ubicacioén del EIR
segun la situacién de G respecto a O. Entre 7 y ¥, hay una diferencia igual
—
al producto vectorial @ x OG. Asimismo, entre los errores de velocidad 7
—
y 67, la diferencia es 6o x OG. Como la férmula (4.82) es lineal respecto a 7,
y 0T,

00 x OG) 6@ x (& G 0 x O0G) (W6

— —

SCH — i wx(cjf ) wx(wzx ) 2w><(ai>2< )(w#;}
|| | || ||
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Figura 4.9: Discrepancia de la distancia minima entre EIR! y EIR™ (§H) con el incre-
—_— ——
mento diferencial de GH (§GH), segtn la ubicacién del centroide G.

Y considerando las definiciones de i/ y éii en (4.11) y (4.80), esta férmula
se reduce a

— _ — —
6GH — 6H = (OG - ii)sii + (OG - 5ii)i. (4.90)

Es decir, la discrepancia de SGH respecto a 6H depende de la proyeccién

—
de OG sobre en el plano comtn a EIR! y EIR™: la componente de esta pro-
yeccién en la direccion de EIR' (if) aflade una componente en la direccién de
oii (perpendicular a if), y viceversa. Estas componentes anadidas son perpen-

diculares a 6H, por lo que SGH siempre tendrd una longitud mayor que la
separacion minima entre los ejes.

Esto significa que cuando se calcula el punto Hg del EIR mds cercano a
G, el error cinematico influye de dos maneras. Por una parte hace que el eje
al que se refiere esté desalineado y separado una distancia d H respecto al eje
tedrico, como se ha visto. Pero el incremento que sufriré el vector GH como
consecuencia no sera igual a §H, sino mayor. Esta discrepancia es debida a
la falta de paralelismo entre EIR! y EIR™, de tal modo que cuanto mds ale-
jado estd G (y por lo tanto H) del lugar en que se cruzan (el punto O), mds
se aprecia la divergencia entre los ejes, aunque su separacién minima es la
misma.

A efectos de representacion esto puede ser problemaético. Por ejemplo, el
lugar geométrico ocupado por el EIR de un cuerpo a lo largo del tiempo es
una superficie reglada (el llamado axoide), pero cuando se quiere analizar un
movimiento plano, como es el caso en este trabajo, se suele utilizar la curva
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que traza el axoide sobre el plano de movimiento. Si esta curva se calcula a
partir de Hg el resultado serd distinto en funcién de la posicién de G respecto
a los ejes. Por lo tanto es recomendable disefiar el experimento de forma que
G esté cercano al punto tedrico O donde EIR! y EIR™ estdn mds proximos.
Este punto depende de la naturaleza del error, y por lo tanto no se puede
saber su ubicacién exacta, pero aun asi es posible controlar la separacién de
G respecto a él. En primer lugar O es un punto del EIR, por lo que si se tiene
una idea previa de por dénde se encuentra el eje del movimiento, mientras

mads se acerque G a él mds se acotaré el vector de OG. Esta recomendacion
aumenta en importancia cuando el error es fundamentalmente aleatorio y se
minimiza en el entorno de G. En ese caso acercar G al EIR no reducira solo la
discrepancia entre GH y la separacién minima éH, sino la propia magnitud
de 6H esperada, como ya se ha explicado anteriormente.

4.2.5.6. Error cinemaético relativo

En este trabajo se desea caracterizar la flexiéon lumbar, que es un movi-
miento relativo entre dos segmentos (pelvis y térax). Este movimiento no se
mide de forma directa, sino restando los torsores cinematicos asociados a ca-
da cuerpo. Por lo tanto, si dichos torsores se ven afectados por un error, el
torsor del movimiento relativo tendra un error igual a la suma de los anterio-
res. Si {p, Ugp } es el torsor cinematico de la pelvis, {&r, g} es el del térax,
y sus respectivos errores son {6@p,6Ugp} v {0, d7cT}, €l torsor del error
relativo (térax respecto a pelvis) expresado en un punto arbitrario Q serd

S@DR = 8o — 6p, (4.91)
— —
55QR = 0UgT — 0Ugp + 6001 X GTrQ — 6p X GpQ. (4.92)

Al ser ésta una operacion lineal, si el error de ambos torsores componentes
es aleatorio, también lo serd el del torsor relativo. Supéngase que el error en
velocidad angular de la pelvis y el térax estd caracterizado por las matrices de
covarianzas Y y £T y que las matrices para los errores de velocidad lineal
en sus centroides son ch y ZZG. La suma (o la resta) de ambos torsores en Q
tendrd también un error aleatorio, cuyas matrices de covarianzas se podran
calcular a partir de las anteriores, utilizando las matrices antisimétricas Apg

. = —> .
y At asociadas a GpQ y GrQ, respectivamente

LR = EoT + Xwp, (4'93)
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Zoor = EoGT + Zocp + ATQEwT AT + ApQLwpApg. (4.94)

La ecuacioén (4.88) expresa el minimo error en la ubicacién del EIR de un
cuerpo, dado el error de su torsor cinematico en el centroide y la distancia
de éste respecto al eje. Dicha expresion se puede aplicar también al error del
EIR relativo, cuando éste se calcula a partir de su torsor cinematico en Q. Si

—
el vector QHR expresa la separacién entre el punto Q y el EIR relativo,

O X 0Tgr g - 0@
CRZOPOR _ R OUR Oy, (4.95)

—_—
5QHR ~
|@r | |@g|?

Desarrollando (4.95) a partir de (4.91) y (4.92),

(TJR X (55GT (DR . 567)7“ —

—
(SQHR ~ )
[ | R

. q L
————%  +— % (QHr — GpQ)

|OR| &R
o - GrO @r - GpQ
+ ORI 5y — R 2P 5. (4.96)
|&R| | &R

Esta ecuacién se simplifica si se considera un movimiento plano, y ademaés
los centroides Gt y Gp coinciden en un mismo plano perpendicular a los EIR.
Al ser todas las velocidades angulares paralelas:

WR WR

Ademas, si se escoge cualquier punto Q en el mismo plano que Gt y Gp,
— —

en las condiciones expuestas GpQ y GrQ serdn perpendiculares a &g, y los
dos ultimos sumandos de (4.96) se anularan, con lo cual quedara

wp (CT)p X 57_}GP CT)p . 5(,?)[3

—_—
e - GpHR>. (4.98)
|cop| |cop|
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La férmula (4.98) contiene sendos términos semejantes a los del error en
el EIR propio de cada cuerpo, pero en este caso la excentricidad de los cen-
troides se refiere al EIR relativo. Ademads cada término estd multiplicado por
la razén de velocidades angulares entre el cuerpo correspondiente y el movi-
miento relativo. La mejor opcién para minimizar este error, por tanto, consiste
en acercar los centroides de ambos cuerpos al eje del movimiento relativo, y
en caso de tener que priorizar, acercar mas el del cuerpo que gira més rapido.

4.2.6. Disefio experimental para minimizar los errores

El anterior desarrollo tedrico lleva a las siguientes recomendaciones a la
hora de disefiar un sistema de marcadores para el anélisis cinemético de cuer-
pos rigidos:

= Emplear un ntimero alto de marcadores. Aunque se requiere un mi-
nimo de tres marcadores no alineados para realizar el analisis, es con-
veniente emplear un niimero mas elevado para minimizar el error de
origen aleatorio en el campo de velocidades. El valor minimo de este
error se encontrard con la méxima probabilidad en el entorno del centro
de gravedad del conjunto, y su varianza serd inversamente proporcio-
nal al ntimero de marcadores.

= Procurar la mayor inercia posible del conjunto de marcadores. No bas-
ta con emplear un ntiimero alto de marcadores, sino que se deben dispo-
ner separados para minimizar el error de origen aleatorio en la veloci-
dad angular. La proyeccién de este error en una direccién determinada
serd inversamente proporcional al momento de inercia del conjunto de
marcadores en esa direccién. Por eso, si la nube de marcadores estd muy
poco separada de una recta en el espacio, habrd un error grande en esa
direccién (figura 4.10).

» Centrar los cuerpos en el espacio calibrado. Se ha discutido la repercu-
sién en el calculo cinematico de distintos errores de origen sistematico:
los errores invariantes en el tiempo no influyen sobre este cdlculo, y los
artefactos se han de atajar controlando el movimiento realizado, ya que
no son un error del andlisis, sino un movimiento real que interfiere so-
bre el que se desea medir. El otro tipo de error sistemético discutido es
el provocado por defectos en la calibracién o el sistema proyectivo, y
éste suele tener un efecto local, simétrico y contrapuesto en las distintas
regiones del espacio calibrado. Si los marcadores de un cuerpo ocupan
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Figura 4.10: Aumento de la inercia en un sistema de marcadores. El sistema de la

izquierda tiene muy poca inercia alrededor del eje sefialado, y el error de la velocidad

angular en ese eje serd grande. Con el mismo nimero de marcadores, a la derecha

se ha afadido un soporte que sobresale del cuerpo y permite aumentar la inercia del
sistema (reduciéndose por tanto el error) en ese eje.

en un instante la parte central de este espacio, el resultado sera equiva-
lente a una deformacién simétrica del sistema de marcadores, que se ve
compensada con el procedimiento de célculo.

= Disponer el sistema de marcadores centrado con el EIR. De este modo
el campo de errores aleatorios de velocidad tendra su eje cercano al EIR,
y se reducird la separacién entre el EIR real y el medido.

= Realizar los movimientos a una velocidad de giro alta. De esta manera
el error relativo de la velocidad angular disminuird, y se minimizara el
error en la determinacion del EIR. La velocidad de giro a realizar tendra
que ser acorde con la velocidad de grabacién: mientras mas alta sea la
frecuencia de muestreo de las cAmaras, mds rapidos podrén ser los mo-
vimientos grabados sin que se pierda la condicién de «desplazamiento
infinitesimal» que se ha considerado para todo el desarrollo teérico. Te-
niendo en cuenta esta limitaciéon, mientras més alta sea la velocidad de
giro méds preciso serd el cdlculo de los ejes de rotacion.
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4.3. Desarrollo experimental

4.3.1. Herramientas de medida y anilisis

Los métodos de andlisis cinematico presentados difieren de los comun-
mente usados en el estudio de los movimientos humanos (véase la revision
de Cappozzo et al. (2005) para los protocolos de medida més habituales). Esta
propuesta nace de las limitaciones observadas en las técnicas comunes para
medir con precisién y controlar el error del EIR, como se ha expuesto al co-
mienzo de este capitulo. Su utilidad, por tanto, estd sujeta a que el desarrollo
teérico que fundamenta el método se pueda verificar en condiciones experi-
mentales. Por esta razon, antes de estudiar la flexion del tronco con usuarios
se ha realizado una bateria de pruebas de validacién y control de errores, que
verificasen la aptitud del método para esta aplicacion.

Los detalles de los seis experimentos llevados a cabo se exponen en los
apartados siguientes. Todos ellos, tanto los de validacién del método como
las medidas con usuarios y sillas, se han realizado con el sistema de fotogra-
metrfa Kinescan-IBV en el Laboratorio de Movimientos Humanos del Institu-
to de Biomecénica de Valencia. Se emplearon dos cdmaras fijas sincronizadas,
equipadas con filtros infrarrojos, grabando a una velocidad de 25 fotogramas
por segundo (fps). Las cdmaras estaban a 3,4 metros de altura del suelo, in-
clinadas 45° respecto al plano horizontal y separadas 5 metros entre si. El
espacio de trabajo se calibr6 a través del método DLT (Abdel-Aziz & Karara,
1971), a partir de las coordenadas (conocidas previamente) de un conjunto de
12 marcadores, dispuestos en una estructura fija.

Para los experimentos de validacién y control de errores aleatorios se uti-
liz6, como patrén de movimiento controlado, un mecanismo sencillo con un
eje fijo. Este mecanismo estaba formado por una barra cilindrica apoyada so-
bre rodamientos en una estructura fija, mas una tabla atornillada a la barra.
Sobre esta tabla se fijaron los distintos sistemas de marcadores empleados en
las pruebas, de tal modo que su movimiento era una rotacién perfecta alrede-
dor de un eje fijo.

Para los experimentos con sujetos, siguiendo los principios expuestos en
la seccién 4.2.6, se utilizaron dos sistemas de marcadores rigidos, disefiados
para fijarlos externamente al térax y la pelvis. Ambos sistemas estaban com-
puestos por sendas barras ligeras y rigidas de aluminio, dobladas para formar
una estructura con un area mayor que la de los segmentos corporales, sobre
cada una de las cuales se fijaron 8 marcadores (figura 4.11).

En todas las pruebas se usaron marcadores retrorreflectantes de 25 mm de
didmetro. Las grabaciones se hicieron en el laboratorio a oscuras, con focos in-
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Figura 4.11: Sistema de marcadores empleado para el térax (izquierda) y la pelvis
(derecha).

frarrojos alineados con el eje focal de cada cdmara, para que en las imdgenes
grabadas se distinguiese claramente el reflejo de los marcadores de cualquier
otra fuente de luz. La posicién de cada marcador sobre las imagenes se de-
fini6 a través de los centroides de las dreas iluminadas, y a partir de estas
posiciones se definieron las coordenadas 3-D de los marcadores.

Partiendo de dichas coordenadas, mediante los métodos de andlisis pre-
sentados en la seccién 4.2 se calcularon los pardmetros cinematicos relevantes
para cada experimento. Estos cdlculos se hicieron con el software matematico
MATLAB de The MathWorks' ", en un PC con Windows XP.

En los experimentos de validacién se hicieron pruebas estadisticas para
dimensionar el error instrumental y para comprobar si las desviaciones de
los resultados respecto a las hipétesis de partida podian explicarse como efec-
tos de dicho error. Estas pruebas pueden clasificarse en dos grupos, segtin la
naturaleza de las variables a contrastar:

= Variables que podian oscilar entre valores positivos y negativos en torno
a cero (por ejemplo la proyeccién de cualquier vector sobre uno de los
ejes de coordenadas). Para estas variables se hicieron pruebas T, en las
que se comprob6 que pudiesen proceder de una distribucién con media
nula. A algunas de ellas también se les hizo una prueba bilateral de
X? para comprobar que su variabilidad coincidia con la esperada. Los
valores que se contrastaron en estas pruebas fueron las varianzas de la
muestra y las tedricas, pero las medidas de variabilidad que se reflejan
en las tablas de resultados son las desviaciones tipicas (raiz cuadrada de
las varianzas). Al contrario que las varianzas, las desviaciones tipicas
tienen las mismas unidades que la variable, y pueden compararse con
el orden de magnitud de los resultados medios.
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= Valores absolutos de variables (por ejemplo los médulos de los vecto-
res). Dado un vector que varfa de forma aleatoria e insesgada, la media
de su médulo al cuadrado equivale a la varianza total de sus compo-
nentes, que es la traza de su matriz de covarianzas (véase el desarrollo
matematico en el apéndice A.3). Por ejemplo, dado el vector variable

§=(xy2),
E (‘ED =02 + 02 + 0% = tr(Eg). (4.99)

En los experimentos que analizaron este tipo de variables, su magni-
tud se parametriz6 en forma de media cuadrética (RMS). Este valor al
cuadrado es la media muestral del cuadrado de la variable:

2
_ YiX

RMS?(x1,...,x,) -

(4.100)
Esto es lo mismo que decir que la RMS al cuadrado es el mejor estima-
dor del pardmetro representado en (4.99). Asi pues, a estas variables se
les aplicé una prueba de x?, en la que se contrasté la RMS al cuadrado
con la varianza tedrica del error.

En todas las pruebas el nivel de significacién utilizado fue « = 0, 05. El trata-
miento estadistico se hizo con MATLAB y SPSS 14.0 de SPSS Inc.

4.3.2. Experimento 1: Validacién de la teoria de propagacién
de errores

4.3.2.1. Disefio del experimento

En primer lugar se realiz6 una validacion experimental de la teorfa de pro-
pagacion de errores en el andlisis cinematico. El movimiento registrado era el
de un sistema rigido de 16 marcadores ubicados sobre una tabla que giraba
respecto a un eje fijo, con dos marcadores que se ubicaron en sendos extremos
de la barra. Los marcadores de la tabla estaban uniformemente distribuidos,
en 2 filas de 8 marcadores, con 70 mm de separacién entre cada pareja de
marcadores de una misma fila, y 160 mm de separacién entre las filas; la dis-
posicion de los marcadores era simétrica respecto al eje (figura 4.12).

Se tom6 un registro del movimiento de los marcadores, consistente en 15
ciclos de giro oscilatorio. Se realizé un andlisis cinemético de este movimien-
to, tomando un sistema de referencia con el origen de coordenadas (punto O)
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Figura 4.12: Sistema de marcadores del Experimento 1.

en el punto medio de la barra, con el eje Z paralelo al eje de la barra, el eje X
perpendicular al eje vertical del laboratorio, y el eje Y en sentido ascendente
(figura 4.13).

4.3.2.2. Andlisis

Se definieron todas las combinaciones posibles de 2 6 més columnas de
marcadores entre las 8 existentes (figura 4.14), y se realiz6 un andlisis cinema-
tico de los 247 subconjuntos de marcadores resultantes (subconjuntos pares y
simétricos respecto al plano XY, de 4 a 16 marcadores).

Para comprobar la validez de las férmulas de error presentadas en la sec-
cién 4.2.5 era necesario tener unas estimaciones fiables de los errores de par-
tida. Para lograr esto se requerirfa disponer de informacién precisa sobre el
movimiento real. Como aproximacién al mismo se consideraron los resulta-

dos de un analisis con los 16 marcadores, en el que los valores 6ptimos R*(t),

U7 (t) se obtuvieron de suavizar las coordenadas R;(t) medidas.
Para los demads analisis se tomaron las posiciones R;(t) sin suavizar, y las

velocidades ¥;(t) se calcularon por diferencias finitas:
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Figura 4.13: Representacién del sistema de referencia respecto a la tabla y el eje.

\

2

1A 2A 3A- 4A 6A 7A 8A

Figura 4.14: Las 8 columnas de marcadores en el Experimento 1.
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3ty = Rt + 28 — Ri(t) (4.101)
At

El valor de At era el intervalo de tiempo entre dos fotogramas consecuti-
vos; dado que las cdmaras grababan a una frecuencia de 25 fps, este intervalo

erade 0,04 s.
En el caso de que no existiesen errores en las posiciones, esta aproximacién
introducirfa un error en el célculo de la velocidad, cuya magnitud dependeria
de las derivadas de orden superior. El desarrollo de la serie de Taylor de la

funcion R(t + At):

R(t 4 At) = R(t) + T(t)At +5(At), (4.102)

siendo d(At) una funcién vectorial que tiende asintéticamente a un valor des-
preciable frente a At, cuando At — 0 (si la funcién es continuamente diferen-
ciable). Concretamente,

= = [ 1d(R())
o(Ar) = k; (k!dtkAt . (4.103)

Al calcular la velocidad mediante (4.101), por lo tanto, se introduce un
error igual a

o(At)
At
es decir, una funcién que tiende asintéticamente a cero. Asi pues, ante la exis-
tencia de los errores de posicion 0R;(t) y 6R;(t + At), se puede atribuir a ellos
todo el error en el calculo de la velocidad.
Del andlisis cinematico se tomaron los siguientes parametros para contro-
lar el efecto de la geometria sobre el error:

57;(t) = =3(1); (4.104)

» Velocidad angular @(t) en el eje Z (el eje de rotacion).

» Velocidad lineal 7 (t) en el centroide de los marcadores.

—
» EIR, parametrizado mediante el vector GH (t) de minima distancia entre
el centroide de los marcadores y el EIR.

Como todos los célculos se hicieron sobre la misma medida, cambiando sélo
el conjunto de marcadores analizados y el suavizado de las sefiales, las dife-
rencias en los resultados eran tinicamente producto de c6mo se propagaron



94 CAPITULO 4. MATERIAL Y METODOS

los errores en cada configuracién geométrica. El error resultante de cada con-
figuracién se estimé a través de la diferencia con el resultado 6ptimo (con los
16 marcadores y las sefiales suavizadas):

00 = @& — @&, (4.105)
67 = ¢ — TL. (4.106)
— — —

SGH = GH — GH*. (4.107)

Para el control del error en el vector GH , como su magnitud depende no
sOlo de la geometria del sistema de marcadores, sino también de la velocidad
angular instantdnea @, se compararon sélo las medidas en instantes dentro
de una franja estrecha de velocidad angular. La franja tomada fue la corres-
pondiente a una velocidad angular en la direccién de Z entre 1,1 y 1,6 rad/s,
que contenia el 76 % del recorrido (48° de los 62° recorridos en total). Para

definir el valor 6ptimo de GH* se consider6 que el EIR debia ser un punto
fijo:

ATk _ l T x w* x %(T) _ P
GH(1) = = /O (RG(T)JFJJ*(T)'Z >dT Rx (1), (4.108)

Los errores observados se contrastaron con los teéricos, segtn las siguien-
tes formulas procedentes de (4.57), (4.61) y (4.88), respectivamente:

n
6 = J' Y7 x 67 (4.109)
i=1
1 n
60 = = ) 47;. (4.110)
nia
— WX U D0 —==
6GH=——>2 — ———GH. (4.111)
(] (]

En el andlisis estadistico se comprobd que el error de posiciones y el de
velocidades fuesen de tipo aleatorio, insesgados, con unas matrices de cova-
rianzas L y L, respectivamente, relacionadas por el efecto de la operacién
lineal (4.101). Se esperaba que los errores del torsor cinemético, definidos en
(4.109) y (4.110) por operaciones lineales sobre 7;, fuesen asismismo varia-
bles aleatorias insesgadas, aunque su variabilidad dependeria de la configu-
racién geométrica del andlisis.
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El sistema de marcadores tenia una distribucién simétrica respecto al eje
Z, por lo que se esperaba que la proyeccién de 6@ en dicho eje tuviese una
desviacion tipica (raiz cuadrada de la varianza) inversamente proporcional a
la raiz del momento de inercia de los marcadores en esa direccién (A;). Por
otra parte se esperaba que la desviacién tipica de 67; dependiese inversa-
mente de la raiz cuadrada del nimero de marcadores (1) en todas las direccio-
nes. Para comprobar la validez de estas hipétesis se hicieron unas regresiones
lineales segtn los siguientes modelos:

1
MW: ¢(6&0) = A—= + B en la direccién de Z. (4.112)

VAL

MV: 0(87;) = A\}ﬁ + B en todas las direcciones. (4.113)

Por su parte, el error en GH se podia descomponer en dos partes igual-
mente aleatorias (5G_I>-I 1y 5(?[2), correspondientes a los dos sumandos de
(4.111). La componente § G_Ijl 1, relacionada con 67, deberfa seguir una ley se-
mejante a MV (considerando que la variacion de & era pequena en los tramos
analizados). Asimismo ¢ GH 2, relacionada con 4, seguiria una ley semejante
a MW multiplicada por la magnitud del vector GH. Ademads, esta segunda

—
parte actuaria sélo en la direcciéon de GH, mientras que la primera actuaria
indistintamente en todas las direcci(ﬂe)s.
Esta fuerte direccionalidad de §GH, en funcién de un vector que variaba
—
en el tiempo (GH), hacfa que no se pudiese generalizar su magnitud esperada
—_—
en los ejes de coordenadas. Las componentes de §GH se parametrizaron, por
lo tanto, en funcién de su médulo, que es un elemento independiente del
sistema de coordenadas.
—_— . ., —_— —_— ,
La componente de dGH en la direccién normal a GH (6GH | ) se tom6

—
como parte integra de §GH, y se analizé su ajuste al siguiente modelo:

MGH1: RMS (‘(SG—I){LGHD ) (4.114)

vn
—
Una vez confirmado que el modelo de dGH; era correcto, se calculé una
— —
aproximacién a dGH; restando a dGH el primer sumando de (4.111) (utili-

—
zando los valores experimentales 6ptimos de &*, 75 y GH*):
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* X 0T,
5GH, = 6GH — =06
||
* o 7 Pt SR
—GH-GH* - 2% & %%
|| ||

—GH- Y 2% (4115
@

Sobre esta componente se hicieron dos pruebas. En primer lugar se ana-

liz6 la direccién de 6GH 2(t) en relacién con la del vector GH (), a través de
sus vectores unitarios ilsgp2(t) v ilgy(t), respectivamente. Segun la teoria,
dichos vectores habian de ser paralelos. Para comprobarlo se calcularon los
angulos Bscya(t) v Bou(t) que formaban con la vertical (el eje Y), y se ana-
liz6 la correlacién entre ellos. Se compararon estos dos dngulos, en lugar de
analizar directamente el dngulo entre ilsgyo (t) v iy (t), para que la hipétesis
nula de la prueba estadistica fuese una relacion aleatoria entre los vectores, en
lugar de su paralelismo. De este modo, si se obtenia un resultado positivo, se

tendria una mayor seguridad de que la direccién de & GH 2(t) venia realmente
—

determinada por GH(t). La segunda comprobacién fue una regresion lineal
al siguiente modelo:

—

GH"

=A

VA2

Con esta bateria de pruebas se estudi6é en qué medida los errores instru-
mentales se propagaban de forma lineal al torsor cinemdtico, segin las leyes
propuestas, y de forma no lineal al calculo del EIR, con una componente ma-

s * % 5T
SGH—w X 07U

MGH2: RMS < +B. (4.116)

|

—
yor en la direccién de GH, proporcional a la magnitud de este vector.

4.3.3. Experimento 2: Control del error aleatorio

Como primera medida de control de los errores en la localizacién de los
EIR anatémicos, se realiz6 una prueba semejante al Experimento 1, fijando el
sistema de marcadores toracico a la tabla articulada, con el centroide en torno
al eje de rotacion (figura 4.15). El sistema formaba un conjunto rigido con un
eje fijo, libre de los posibles artefactos que se podfan dar en el movimiento
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Figura 4.15: Sistema de marcadores del térax fijado a la tabla articulada.

humano. Por lo tanto los calculos cinemdticos estaban sujetos tinicamente al
efecto de errores instrumentales, principalmente de tipo aleatorio.

El conjunto se hizo girar ciclicamente en un rango aproximado de 90° des-
de la posicién horizontal a la vertical, y se calcularon para cada instante los

vectores ii(t) y GH (t) que determinaban el EIR, de forma semejante al Expe-
rimento 1. Los promedios de estas variables se tomaron como mejor estima-
cién de su valor real, y se analizé la magnitud de los errores a partir de su
desviacion tipica, que en este caso era lo mismo que la RMS del error. Estos
valores se compararon con el orden de magnitud esperado, considerando las
leyes de propagacién de errores descritas en la secciéon 4.2.5.5 y validadas en
el Experimento 1, tal como se desarrolla a continuacién.

Como dato de partida se necesitaba conocer el error en las velocidades
suavizadas de los marcadores. La magnitud de este error se estimé partiendo
de una de las variables suavizadas, que se utilizé como patrén de medida
«sin error». A esta variable se le afiadié un ruido aleatorio del mismo tamafio
que el error de posicién original (obtenido del Experimento 1). El resultado
se volvid a suavizar, y la diferencia entre la nueva derivada y la calculada
antes de afiadir el error se tom6 como medida del error de velocidad, con
desviacion tipica igual a 0.

El error de orientacién estaba definido en (4.81) como el producto vectorial
entre los vectores unitarios del EIR medido y el teérico:

L WX 0w

Sani = (4.117)

)
||
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El médulo de este vector seria el valor absoluto del &ngulo d« entre los EIR
medido y tedrico. Su valor cuadratico esperado seria la traza de la matriz de
covarianzas asociada al calculo de (4.117). Para simplificar su calculo se con-
siderd un error de velocidades is6tropo, con una desviacién tipica igual a o
De este modo la matriz de covarianzas de (4.117) se podia definir facilmente,
utilizando sélo la velocidad angular del cuerpo y el tensor de inercias. Como

@ debia ser un vector en la direccién Z (&0 = wE), utilizando (4.62) y (4.69),

o2 0 —w 0 0 —w 0
Var(dai) = w—i w 0 0 |Jj'|{w 0 o0]. (4.118)
0 0 0 0 0 0

La traza de esta matriz se podia calcular a partir de los autovalores de ]51,
que son los valores inversos a los momentos de inercia principales de J. Por
lo tanto el valor esperado para el cuadrado de da era

o2 w? w? o2 /1 1
E(6a?) = tr [ 2 diag | —, — =2 (—4+=). 4.11
(00%) r<w4 lag(/\z'M'O)) w? </\1 +)\2> (4119)

Para estimar el error de ubicacion del EIR se consideraron los dos términos
independientes definidos en el Experimento 1:

5GH; = % (4.120)
||
6GH, — _“’;TZ“’ GH (4.121)
w

El valor esperado de estos términos se estimé de forma andloga el error
de orientacion:

SN o2 2 o2
Var(6GH:) = —3-diag (1,1,0) = E (‘(5GH1‘ ) =20 (@412
N o2 xch xGIgyGH XGHZGH
Var(6GHy) = 2 XGHYGH  Ygu  YoHZGH | =
z

XGHZGH YGHZGH ZZGH
e(lscm) = % |cal. @iz
6GHy| ) = 75 |GH[ . @129
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Como 6GH 1 es tedricamente un vector independiente de & GH 2, era posi-
ble sumar (4.122) y (4.123) para estimar el médulo de su suma al cuadrado
(véase el apéndice A.3.3). Por lo tanto, en definitiva, el error del EIR debia
estar determinado por la siguiente férmula:

G—) 2
E (’55’1@ - Z—% %Jr ‘ /\z‘ (4.124)

4.3.4. Experimento 3: Control de los artefactos
4.3.4.1. Naturaleza de los artefactos en la flexion del tronco

Para finalizar con la fase de experimentos de validacion se llevé a cabo
una prueba de control de los artefactos, que son considerados la mayor fuente
de error en muchos andlisis biomecédnicos (Andriacchi & Alexander, 2000;
Leardini et al., 2005).

Dado que el sistema de marcadores no formaba parte del cuerpo de los
sujetos, se contempl¢ la posibilidad de que hubiera un movimiento relativo
entre ambas partes, que podria falsear los resultados. Por lo tanto se realizé
una comprobacién experimental de la magnitud de dicho deslizamiento en la
espalda y la pelvis, con el fin de tener bajo control esta fuente de error.

En la literatura sobre errores por artefactos se suele dar especial impor-
tancia a la deformacién de los tejidos blandos subcutédneos, que queda fuera
del alcance de este experimento ya que su control riguroso requiere el uso de
técnicas altamente invasivas. La deformacién de los tejidos blandos produce
un movimiento relativo entre la piel y el esqueleto, que por lo tanto no ha
sido controlado. Ahora bien, dado que el movimiento analizado era de flexo-
extension del tronco, se esperaba que el principal artefacto entre la piel y la
columna vertebral fuese un desplazamiento longitudinal, es decir un movi-
miento de traslacién J7 aproximadamente homogéneo en la direccién de la
columna con un error de rotaciéon éw. Segun se desprende de la ecuaciéon
(4.88), esto implicarfa un desplazamiento transversal del EIR, en la direccién
antero-posterior, pero no afectarfa a la ubicacién del EIR en la direccién lon-
gitudinal de la columna.

Por otra parte, se ha demostrado que la deformacion de la piel en la espal-
da acomparia al movimiento de las apdfisis vertebrales (Vergara et al., 2006),
lo cual indica que los artefactos por tejidos blandos son pequefios en este ca-
so. Ademads, los posibles movimientos de las partes internas del cuerpo, de
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Figura 4.16: Sistemas de marcadores empleados para el control de los artefactos por

deslizamiento en el térax (izquierda) y en la pelvis (derecha). En rojo estan delineados

los sistemas de marcadores fijados al cuerpo del sujeto, y en azul los fijados en el
sistema rigido.

crucial importancia en los estudios clinicos, son menos criticos en las aplica-
ciones industriales relacionadas con el disefio de sillas. El contacto directo de
la silla con el cuerpo se realiza a nivel superficial, por lo que el movimiento
externo de la piel tiene, en este caso, interés por si mismo.

4.3.4.2. Procedimiento de medida y anilisis

En este experimento se registr6 el movimiento de los marcadores de las es-
tructuras metélicas atadas a ambos segmentos, al mismo tiempo que el movi-
miento de otros marcadores adheridos superficialmente a su alrededor, sobre
una prenda cefiida, mientras los sujetos realizaban el ejercicio del Experimen-
to 4 (véase la secciéon 4.3.5 y la figura 4.16). Las pruebas se realizaron con cinco
sujetos, cada uno de los cuales realiz6 una prueba para los artefactos del térax
y otra para los artefactos de la pelvis. Dado que para este experimento no se
requeria determinar el movimiento relativo entre térax y pelvis, las pruebas
para cada uno de los segmentos se realizaron separadamente, por economia
operativa en el procesado y andlisis de los datos.

En cada medida, el deslizamiento que se deseaba controlar venia determi-
nado por el movimiento relativo entre el conjunto de marcadores adheridos
directamente al cuerpo (sistema A, marcado en rojo en la figura 4.16) y los
marcadores de la estructura metélica (sistema B, marcado en azul). Para ca-
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da medida se calcul6 el torsor cinemaético de ambos sistemas: {@A,ﬁé Ay

{@B, B}, Y para poder componerlos, se cambi6 el punto de referencia del

torsor B, de modo que ambos movimientos estuvieran referidos al centroide
’ —-B =B 1r 2 —B =B .

de A. Asi pues, en lugar de {&°, 72} se utiliz6 {&”, T2 4 }, siendo

R— o8 — o4, (4.125)

-, B A~~~

La diferencia entre {04,754 ,} y {@B, 78 ,} era el torsor del movimiento
relativo en G4, {LTJR, z?lé 4} es decir el artefacto a controlar. Como el principal
objetivo del estudio era obtener la posicion de los EIR, también se calculé la
separacion entre los EIR de ambos sistemas:

HuHp = GoHp — GAH,. (4.127)

Siendo el movimiento esencialmente plano, se analiz6 la magnitud de 7% ,

y H4Hp en el plano sagital (XY), que es en el que tenia lugar el movimiento,
y la magnitud de @R en la direccién perpendicular a dicho plano (Z).

—_—
En ausencia de artefactos, @R, vlé 4 Y HaHpg serfan nulos, pero en la prac-

tica podia esperarse un movimiento relativo aparente, debido al efecto de los

errores instrumentales. Teniendo esto en cuenta se establecieron unos inter-

valos de confianza para los errores en el movimiento relativo, bajo la hipétesis

de artefactos nulos. En dicho caso los torsores tedricos de A y B serian idén-

ticos, pudiéndose formular de forma comtn como {&, 74 }, y naturalmente
e

tanto Gy H como G4 Hp serian un mismo vector G4 H. Por su parte, el torsor
relativo y la distancia observada entre los EIR serfan tinicamente los términos
de error combinados de los sistemas A y B:

R

» &R serfa el término de error 6@, combinacién de 64 y 5@B.

» 7R, seria el término de error 67 4, combinacion de 674 , v 678 ,.
GA GA GA Y 9UGAa

e — P — P —  ——
= H,Hp seria el término de error G4 H, combinacién de G, Hy y G4 Hp.

En caso de artefactos nulos se podria esperar que estos errores fuesen pri-
mordialmente aleatorios, y las RMS al cuadrado de los parametros medidos
fuesen coherentes con las varianzas de ese error. Considerando las férmulas
(4.93) y (4.94), las matrices de covarianzas del error en el torsor cinematico
deberian ser las siguientes:
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X, =zl +zB (4.128)
— —
Toca = Zo- + 2B+ A(GAGR)ZB A(GAGs)T. (4.129)

La parte de interés en 6 era la componente en Z. Su valor cuadrético
esperado era el tercer valor de la diagonal de X, 02, ,, y de (4.128) se deduce
que

E(6w?) = 0%, = (a;;wf - (ag,w)Q. (4.130)

Los dos sumandos de la ecuacién anterior se obtuvieron a partir del error
de velocidades tedrico, siguiendo el mismo procedimiento que en el Experi-
mento 2:

(Uéiw)z = Aii : (UZ,W)Z = )‘i (4.131)

Por otra parte, tanto para el térax como para la pelvis, los sistemas A y
B eran aproximadamente simétricos respecto al plano sagital, y no se espera-
ba ningtin artefacto perpendicular a dicho plano en el movimiento de flexo-

extension. Por lo tanto G4 Gg se podia aproximar a un vector (x,y,0) defini-
do en el plano XY. Si, para simplificar, se obvian las correlaciones entre las
distintas direcciones del error 6&® (es decir, si £E, se aproxima a una matriz
diagonal), al desarrollar la ecuacion (4.129) se obtiene la siguiente submatriz
de X, 4 en relacién con el plano XY (que es el plano de interés para 67 ):

XY XYyA | XYyB v -y B )2
Zooa =2l e+ (Y, 2 ) (El) . @
La traza de XY, 4era el valor esperado de las componentes de d7;4 en

el plano XY, sumadas al cuadrado:

E(00g a0, + &’ZGAy) = (UQC.UGA>2 + (‘Tﬁ.ch)z
+ (fo.vc3>2 + (Ufy.vcg)z + \mf (afga,f (4.133)

Los errores de velocidad de A y B en sus respectivos centroides, necesarios
para completar la ecuacién anterior, se obtuvieron de forma andloga a los
errores de velocidad angular:
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2 2 2 2 0-2
A A B B
(Uxx.vGA) = (Uyy.vGA) = (axx.vGB) = (Uyy.vGB) = ?v (4-134)

Finalmente, se esperaba que existiese un error en el célculo del EIR para
cada uno de los conjuntos de marcadores, y que estos errores se sumasen al
—_
calcular H4Hp. Bajo la hipétesis de errores aleatorios y artefactos nulos, el
error de célculo para cada conjunto de marcadores seria independiente; por
lo tanto, aplicando el mismo principio que en el Experimento 2,

2 2
() e [, T
(‘ A ’)_wz PR SRR e

(4.135)

A partir de los errores instrumentales obtenidos del Experimento 2 para
el sistema rigido de marcadores, contando con la configuracién geométrica y
cinemética de los marcadores dispuestos sobre la piel, se calcularon los valo-
res modelo definidos en (4.130), (4.133) y (4.135). A continuacién estos valores
se compararon con las RMS al cuadrado del artefacto medido, para verificar
si realmente existia un deslizamiento entre el sistema de marcadores y la piel
mads grande que el error aleatorio inherente a la medida.

4.3.5. Experimento 4: Flexién del tronco
4.3.5.1. Disefio del experimento

El experimento principal de este trabajo tenia como objetivo medir la posi-
cién y desplazamiento de los EIR asociados a la flexo-extension del tronco en
una postura sedente sin restricciones. En este experimento participaron once
sujetos entre 26 y 41 afios de edad, cuya antropometria se resume en la tabla
4.1. Todos eran sujetos sanos, sin dolor ni sintomas de lesiones lumbares.

Los sistemas de marcadores se fijaron a la parte posterior del térax a la
altura de los omoplatos y la pelvis a la altura del sacro de los sujetos. El seg-
mento central de cada barra estaba unido a una placa semirrigida que se ajus-
taba al cuerpo de los sujetos con unas bandas flexibles. Estas bandas se cefifan
al cuerpo cruzandolas en el pecho para el sistema toracico, y ajustdndolas a
modo de cinturén y arnés para el sistema pélvico (figura 4.17).

Los sujetos se sentaron en una caja rigida, cuya altura relativa al suelo se
regul6 con un soporte en los pies, ajustable en altura, de tal manera que los
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Tabla 4.1: Medias y desviaciones tipicas (entre paréntesis) de las caracteristicas antro-
pométricas de los sujetos

Peso (kg) Estatura (mm) Altura sentada (mm)
Hombres (N =7) 74,6 (7,2) 1723 (50) 875 (28)
Mujeres (N =4) 57,5(4,2) 1642 (75) 840 (20)

Figura 4.17: Sujeto con los sistemas de marcadores de térax y pelvis.
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pies apoyasen firmemente en él, las rodillas formasen un dngulo de aproxi-
madamente 90°, y los muslos se mantuviesen horizontales. A través de tres
marcadores en la parte posterior de la caja se definié un sistema de coorde-
nadas, cuyo origen se centr6 al nivel del asiento, y en el que los ejes eran los
siguientes:

= X: eje frontal.
= Y: eje vertical.

= Z: eje medio-lateral.

Se emplearon marcadores anatémicos adicionales, situados en las vértebras
T12, L3 y en las crestas ilfacas posteriores (LPSIS y RPSIS), para poder referir
los resultados a los puntos anatémicos.

Cada sujeto realizé una prueba haciendo un movimiento oscilatorio de
flexo-extension, que se grabé enfocdndolo con las cdimaras desde la espalda.
La postura de partida era la de méxima flexién, con los brazos cruzados sobre
el pecho y cada mano sobre el hombro opuesto, estando los codos apoyados
sobre las rodillas. A partir de esta postura los sujetos tenfan que extender
el tronco hacia detrds tanto como pudieran de forma natural y confortable,
volviendo luego a la postura inicial. Este movimiento se repetia ciclicamente
durante 30 segundos, a la velocidad con la que el sujeto se sintiera cémodo.

4.3.5.2. Andlisis

Como resultado del experimento se obtuvieron los pardmetros cinemati-
cos del movimiento de cada segmento (térax y pelvis), calculados segtin los
métodos definidos en las secciones 4.2.1 y 4.2.2, y que se compusieron para
obtener el torsor cinematico y el EIR del movimiento relativo (el de la articu-
lacién lumbar), conforme a las operaciones descritas en 4.2.3. Para el anélisis
descriptivo se parti6 de las siguientes variables:

» Angulos de flexo-extensién para el movimiento de la pelvis (8p(t)), el
térax (07(t)) y el movimiento relativo (P (t)). Dichos dngulos eran la
proyeccién sobre el eje Z del vector de orientacién ¢(t) de cada movi-
miento, tal cual se ha definido en (4.44).

— —
» Radios de los EIR de la pelvis (OHp(t)), el térax (OHt(t)) y el movi-

miento relativo (O—H r(t)) desde el origen de coordenadas situado en el
asiento. Para controlar el error de esta variable, sélo se cacul6 en los ins-
tantes en los que el médulo de la velocidad angular superaba el 50 % de
su valor maximo.
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Se evalud la altura respecto al asiento de los tres EIR (componente en Y de

los respectivos vectores), asi como el recorrido anatémico de OH r(t), que
representaba el eje de la articulaciéon lumbar. Para esto tltimo se calculé la
posicion longitudinal y transversal del EIR respecto al segmento L1-L3 (véase
la figura 4.18):

I(t) = (OHg(t) — OL3()) - %28] (4.136)

LIL3(t) x |(OHR(t) — OL3()) x L1L3(1)]
d(t) = . (4.137)
L1L3(t) - L1L3(t)

También se calculd la relacién entre el angulo de flexo-extensién relativo
y la posicién longitudinal del EIR relativo, mediante el coeficiente de correla-
cién y la pendiente de la regresion lineal entre ambas variables:

(4.138)

S
Big = 19—, (4.139)
56

donde 0, I son los promedios de las variables 6 (t) y [(t), respectivamente,
y Sp, 51 son sus desviaciones tipicas.

Como descripcion estadistica de los resultados se calcularon los valores
centrales (medianas) y de dispersion (cuartiles) de los distintos sujetos. Se
hizo uso de estos estimadores, més robustos que la media y la desviacion
tipica, para dar una descripcién més precisa de las distribuciones, que no eran
perfectamente simétricas. El conjunto de las variables utilizadas se presenta
en la tabla 4.2.

4.3.6. Experimento 5: Caracterizacién de sillas
4.3.6.1. Definicién del experimento

El siguiente experimento tuvo como objetivo caracterizar los ejes de rota-
cién de una muestra de sillas de trabajo reclinables, para compararlos con los
ejes del movimiento anatémico. El movimiento de las sillas viene determina-
do por el disefio de sus mecanismos, constituidos principalmente por barras
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Hy T12
T

g-g

52

g
= L3

Distancia
transversal

Figura 4.18: Distancia longitudinal y transversal del EIR del movimiento relativo res-

Variable

pecto a la linea L3-T12.

Tabla 4.2: Variables medidas en el Experimento 4.

Descripcion

AMP
AMT

AMR
RFP
RFT
RFR

RL
MD

CLFR

PLFR

Mediana de la altura del EIR pélvico desde el asiento (OHpy)
—

Mediana de la altura del EIR torécico desde el asiento (OHTy)
—

Mediana de la altura del EIR relativo desde el asiento (OHp,,)
Rango del dngulo de flexo-extension de la pelvis (6p)
Rango del dngulo de flexo-extension del térax (67)
Rango del dngulo de flexo-extension relativo (6r)
Desplazamiento longitudinal del EIR relativo (rango de [)
Distancia transversal del EIR relativo (mediana de d)
Coeficiente de correlacion lineal entre [ y 0

Pendiente de la relacion lineal entre | y 0
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Figura 4.19: Sillas utilizadas en el Experimento 5.

rigidas, articulaciones y deslizaderas. El comportamiento cinemdtico de estos
mecanismos es conocido de antemano; por lo tanto en un principio serfa po-
sible estimar el lugar que ocupan los ejes de rotacién «sobre plano», mediante
la inspeccién de las partes desmontadas.

No obstante, hay ciertos aspectos del movimiento que no pueden conocer-
se con una mera inspeccién estatica: algunos ejes pueden moverse a lo largo
del recorrido, y lo que es mds importante, los elementos pueden deformarse
por efecto de la compresion, bajo el peso del usuario. Estos efectos tinicamen-
te pueden medirse de forma fiable en pruebas de uso experimentales.

Para este experimento se utilizaron 8 sillas distintas (figura 4.19) de las que
se midi6 el movimiento del asiento y el respaldo, de forma andloga a como
el Experimento 4 midi6 el movimiento de la pelvis y el térax de los sujetos.
Los modelos fueron escogidos de forma aleatoria entre las sillas de trabajo
de gama media-alta usadas en los puestos del Instituto de Biomecanica de
Valencia. No hubo participacién de ninguna empresa en la definiciéon ni en el
desarrollo de los experimentos.

En el lateral de cada una de las partes se fijaron dos marcadores, utilizando
un marcador de cada cuerpo para identificar sendos puntos significativos: la
linea del apoyo pélvico en el asiento (AP), y la linea del apoyo lumbar en el
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Figura 4.20: Esquema de la configuracién de los marcadores en la silla. Los marcadores
rojos son los fijados al asiento (con AP en la linea del apoyo pélvico). Los marcadores
azules son los fijados al respaldo (con AL en la linea del apoyo lumbar).

respaldo (AL). Ademas se disefiaron dos sistemas de marcadores rigidos, con
6 puntos cada uno, que se amarraron al respaldo y el asiento de las sillas como
se representa en la figura 4.20. Para la fijacién de estos sistemas se utilizaron
abrazaderas metalicas, dispuestas de distinto modo segtin permitia el disefio
de la silla. La estructura del asiento se dispuso centrada en la zona donde
se encontraba el mecanismo, para minimizar la distancia entre el centro de
gravedad de los marcadores y el eje de rotacién, y en consecuencia minimizar
el error de calculo. Debido a la dificultad de centrar la estructura del respaldo
en la misma regién, los puntos del respaldo se encontraban mas distantes
respecto a su eje de rotacién, aunque el error de calculo que esto afiadiria
quedaba compensado por la mayor velocidad de rotacién del respaldo.

Las sillas se ubicaron con un lateral orientado hacia las dos cdmaras, de
modo que éstas captasen de forma 6ptima todos los marcadores a lo largo del
recorrido. La silla, con el asiento en la posicién maés baja, se apoy6 en la es-
tructura metalica de las patas (sin ruedas), de forma que se evitase el despla-
zamiento horizontal de la silla en conjunto. El giro alrededor del eje vertical
no se bloque6 debido a la imposibilidad de hacerlo sin alterar la funcionali-
dad de la silla. Asf pues, se asumi6 la existencia de un artefacto en forma de
rotacién alrededor del eje vertical; sin embargo, la influencia de este artefacto
se controld en el analisis, como se comenta a continuacién.

Una vez instrumentada la silla, un investigador se sentaba en ella, con la
espalda apoyada en el respaldo en la posicién mds adelantada. Partiendo de
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esta postura inicial se procedia a grabar una secuencia de 30 segundos, en la
que el investigador empujaba el respaldo hasta la posicién més reclinada, y a
continuacién se inclinaba hacia delante para permitir el retorno a la posicién
mads avanzada, manteniendo en todo momento el contacto con el respaldo,
para asegurar un movimiento suave y continuo. Este movimiento se repitié
ciclicamente entre 5 y 7 veces por prueba, hasta que terminaba la grabacién,
procurando que el giro del asiento alrededor del eje vertical fuese el minimo
posible.

4.3.6.2. Analisis

Tras la grabacion de cada ensayo se calcularon los pardmetros cinemati-
cos del asiento, el respaldo y el movimiento relativo, al igual que en el Ex-
perimento 4, expresando las variables en el sistema de referencia global del
laboratorio. A partir de este resultado se definié un sistema de referencia lo-
cal, segtin los siguientes criterios:

= Como origen del sistema se escogié punto AP del asiento en la posicién
inicial.

» El eje Z se hizo coincidir con el promedio de los EIR del respaldo.

» El eje X se definié6 de modo que estuviese contenido en el plano ho-
rizontal (perpendicular al eje vertical del laboratorio), orientado de la
parte trasera a la delantera de la silla.

= El gje Y se orient6 en sentido ascendente.

Todos los pardmetros cinematicos se transformaron a este sistema de coor-
denadas local. A continuacién se corrigié el posible artefacto por el giro del
asiento alrededor del eje vertical, asumiendo que el movimiento de reclina-
cién debia de ser una rotacién alrededor de un eje horizontal (en el plano
XY).

Bajo esa condicidn, el vector @ (t) de cualquiera de los movimientos se po-
dia descomponer facilmente en la componente debida al artefacto (@,(t)]]})
y la propia de la reclinacién (&, (t)Lj). El eje de @(t) debia estar entre los
ejes de la reclinacioén y el artefacto, compartiendo los tres una perpendicular
comtn, como se comenta en la seccion 4.2.3. Por otra parte, aunque tanto la
reclinacién como el artefacto fuesen rotaciones puras, el movimiento obser-
vado podia ser de tipo helicoidal, con una velocidad 7y (t) paralela a @(t) en
su eje (figura 4.21). Dadas estas condiciones, y suponiendo que la direccién
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Figura 4.21: Relacioén entre ejes de la reclinacién (@), el artefacto (&, ) y el movimiento

observado (&), que es la suma de los dos anteriores. Este tiltimo es un movimiento de

tipo helicoidal, con una velocidad 7y paralela al eje. Si H es un punto del eje observa-

do, el EIR de la reclinacién tiene un punto cercano a la distancia dy en la direccién de
giro del artefacto, y dy, en la direccién perpendicular.

de @,(t) era el eje Z, dicha velocidad seria (utilizando las variables definidas
en la figura),

(1) = —wr(B)dur (£) (K X 7) + wa(H)dua(t) (7 X 7). (4.140)

Por otra parte, si ps(t) es el paso del movimiento observado, tal como se
ha definido en (4.13),

T (t) = ps(t) (wr (K + wa (b)) (4.141)

Asi pues, combinando (4.140) y (4.141) se podia obtener la separacién en
X entre el eje observado y los EIR de la reclinacién y el artefacto:

wa(t)

dyy = @ (D ps(t). (4.142)
_ wr(t)
Aya = wa(t) ps (). (4.143)

El valor de dy, serfa la minima separacién entre el eje observado y el ver-
dadero EIR de la reclinacién. Pero dependiendo del punto de referencia que
se escogiese para localizar el EIR, también habria una separacién en vertical
dy entre el punto H medido y el EIR buscado, tal cual se ha explicado en la
seccién 4.2.5.5. Como se observa en la figura (4.21), esta separacién aparente
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Figura 4.22: El punto del eje medido se encuentra a una distancia w, que es aproxima-

damente la mitad de la anchura de la silla, del lugar en el que los EIR de la reclinacién

y el artefacto se cruzan perpendicularmente. Esta separacién determina el error come-
tido en la direccién vertical al ubicar el EIR.

depende de la distancia w a la que se encuentre H de la perpendicular comutn
a los ejes, en la direccién de Z:

dy = w. (4.144)

Todos los marcadores empleados en las medidas se encontraban en un
lateral de la silla; por lo tanto el punto H observado de cada eje, que es el més
cercano a los centroides, también habia de encontrarse en el plano lateral. Por
otra parte, el eje de giro de las sillas estaba localizado en la seccion central de
las mismas. En consecuencia, la distancia w podia aproximarse a la mitad de
la anchura de la silla, tal como se representa en la figura 4.22. De este modo,
a través de las férmulas (4.142) y (4.144) se hizo una correccién del EIR de los
tres movimientos (asiento, respaldo y movimiento relativo). Como medida de
control adicional se repitieron los experimentos con aquellas sillas en las que
la componente vertical de @ (t) (el artefacto) superaba un 10 % de la magnitud
de la velocidad angular de reclinacién.

La correccién descrita era la tinica restriccién que se imponia al movi-
miento, pero por su naturaleza mecdnica se esperaba que la reclinacién de
las sillas s6lo tuviera un grado de libertad. Por lo tanto se aplic6 el método
de promediado funcional descrito en la seccién 4.2.4, utilizando la inclinacién
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Tabla 4.3: Variables medidas en el Experimento 5.

Variable Descripcién
RIA Rango de inclinacién del asiento (¢ 4)
RIR Rango de inclinacién del respaldo (¢r)
PRA Pendiente de la relacion lineal entre ¢4 y ¢r
MEA Posicién mediana del EIR del asiento
MER Posiciéon mediana del EIR del respaldo
MERA Posicién mediana del EIR del movimiento relativo
DEA Desv. tip. de la posicién del EIR del asiento
DER Desv. tip. de la posicién del EIR del respaldo

DERA  Desv. tip. de la posicién del EIR del movimiento relativo

del respaldo como variable independiente, y el procedimiento de ajuste por
semiciclos para el paso 4 del método (véase el apéndice A.4).

Las variables que se tomaron para describir los mecanismos son las pre-
sentadas en la tabla 4.3.

4.3.7. Experimento 6: Efecto de la silla sobre el tronco

Para concluir la investigacion se hizo un experimento en el que se midié
parcialmente la flexién del tronco restringida por la reclinacién de las sillas.
La finalidad de estas pruebas era doble: comprobar en general cémo influye
en general la silla sobre el movimiento del térax, y como esta influencia puede
quedar condicionada por diferentes soluciones constructivas de la silla.

Se escogieron las dos sillas que dieron resultados mds distintos en el Ex-
perimento 5, y se realiz6 una medida semejante a la del Experimento 4, mo-
dificando las siguientes condiciones:

= El sistema de marcadores del térax se fij6 sobre el pecho de los sujetos,
debido a que el respaldo impedia grabar por la espalda. En lugar de
cruzar los brazos sobre el pecho, los sujetos los mantuvieron apoyados
sobre las piernas, y se les indic6é que aguantasen la respiracién durante
los 30 segundos de la prueba para evitar artefactos por el movimiento
del pecho.

= Se descart6 la medida del movimiento de la pelvis, ya que el sistema
de marcadores pélvico no podia fijarse por la parte delantera. En conse-
cuencia, sélo se analiz6 el movimiento toracico, no pudiéndose evaluar
el relativo.
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Tabla 4.4: Medias y desviaciones tipicas (entre paréntesis) de las caracteristicas antro-
pométricas de los sujetos del Experimento 6.

Peso (kg) Estatura (mm) Altura sentada (mm)
Sillal (N =6) 76,3 (10.6) 1795 (76) 915 (42)
Silla2 (N =6) 75,0(9.1) 1813 (98) 924 (53)

Tabla 4.5: Variables medidas en el Experimento 6.

Variable Descripcién
RFT Rango de flexién del térax
MET  Mediana de la posicion del EIR del térax
RET Rango de la posicién del EIR del térax

» El sistema de referencia local se definié con un marcador en el punto
de apoyo de la pelvis (sobre el asiento, medido antes de sentar a los
sujetos) para definir el origen de coordenadas, y con el mismo criterio
que en el Experimento 5 para definir la direccién de los ejes.

» La posicién inicial y final del movimiento vino marcada por el rango de
reclinacién de la silla, como se ha descrito en el Experimento 5.

El experimento se realiz6é con 6 hombres en cada una de las dos sillas evalua-
das. Sus caracteristicas antropométricas se resumen en la tabla 4.4. Se analiz6
la cinematica del térax siguiendo el método descrito en las secciones 4.2.1 y
4.2.2. Como no se disponia de las marcas anatémicas de la espalda que se
habfan empleado en el Experimento 4, para representar la ubicacién del EIR

en relacién al cuerpo del sujeto se aplicé a GH (t) una rotacién en el sentido
opuesto de (}(t), utilizando la férmula (4.29). De este modo se obtuvo la po-

sicién del EIR vista sobre la configuracién inicial del cuerpo, la adoptada en
el instante #:

OHio(t) = R (tg) + 2 H 1) X Q1) ﬁ?(g(:)z(ﬂ(t) x GH(t))

(4.145)

Las variables evaluadas fueron las descritas en la tabla 4.5.



Capitulo 5

Resultados

5.1. Experimento 1: Validacién de la teoria

5.1.1. Error de posicién

Para validar la teoria de propagacién de errores en primer lugar se com-
probé la magnitud del error de posicion, que es el origen de los demds errores.

Debido a imprecisiones de las medidas, la posicién Ei(t) de los marcado-
res estaba afectada por un error 6R;(t), que se podia suponer de naturaleza
aleatoria y centrado en cero. El suavizado eliminaba todo lo que fuese posible
de ese error aleatorio; por lo tanto, las coordenadas suavizadas se utilizaron
como aproximacién a la posicion real R (t).

El error calculado a partir de esta aproximacion, 0R;(t) = R;(t) — ﬁf(t),
mostr6é una distribucién aleatoria insesgada, como se habia esperado (p >
0,05, véase la tabla 5.1). La matriz de covarianzas promediada para todos los
marcadores era

0,61 —0,18 —0,00
r=| —-0,18 0,62 0,03 | mm? (5.1)
—-0,00 0,03 0,23

La tabla 5.2 muestra los elementos principales que componen . Los com-
ponentes de la tabla estdn ordenados de forma descendente respecto a los
autovalores (las varianzas principales); las desviaciones tipicas son las raices
cuadradas de las varianzas, y las direcciones principales son los vectores pro-
pios de la matriz.

115
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Tabla 5.1: Prueba T para el error de posicién. (Hipétesis nula: la media de todos los
marcadores a lo largo de la prueba es cero en todas las coordenadas.)

Eje Error medio (mm) Desv. tip. (mm) t gdl p
X —1,59-107° 0,78 -0,002 13023 0,998
Y 1,36-1073 0,79 0,197 13023 0,844
zZ —2,87-107* 0,48 -0,068 13023 0,946

Tabla 5.2: Descomposicion espectral de la matriz del error de posicion.

Varianzas (mm?) Desv. tipicas (mm) Direcciones
AM=02=0,79 o = 0,87 F1=(0,69 —0,72 —0,041)T
Ay =03 =0,44 o = 0,65 Y= (0,72 0,69 0,08 )
A3 =02 =0,23 73 = 0,48 F3=( —0,03 —0,09 1,00 )"

La direccién con minimo error (¥3) era el eje de separacién de las cdmaras.
Esta direccién era practicamente paralela al eje Z local, que era el eje de rota-
cién del movimiento. Los otros dos ejes principales se encontraban inclinados
46° respecto a los ejes X e Y. Esto viene explicado por la configuracién de las
cadmaras, que se encontraban elevadas y enfocaban la escena en una direccién
inclinada respecto al plano horizontal (véase la figura 5.1). El mayor error era
el del eje de profundidad en la visién de las dos cdmaras (7).

5.1.2. Error de velocidad

La velocidad real de cada marcador, 7} (t), se estimo a partir del suavizado
de las posiciones. Para los andlisis sin suavizar la velocidad @;(t) se calcul6
por diferencias finitas. El error asociado a este calculo era

551 (1) = SRi(t+ AAti —ORi(t). 52

El test de correlacién de Pearson para el error de ﬁi(t) en dos instantes
consecutivos no mostré que existiese ninguna autocorrelacién entre los erro-
res (p > 0,05). Por lo tanto la matriz de covarianzas esperada para 07;(t) era
(sabiendo que At = 0,04 s):

rf = éz = 1250%. (5.3)
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Figura 5.1: Elipsoide del error de posicién en el sistema de coordenadas local. Las
cadmaras estaban dispuestas simétricamente respecto al plano XY. Por lo tanto el eje
perpendicular a este plano (Z) era practicamente paralelo a uno de los ejes principales
del error, 73 (subfiguras a y c). Los ejes principales en el plano XY (subfigura b) eran el
eje de profundidad de visién (71) y el perpendicular al mismo (y,). Como las lineas de
vision estaban inclinadas respecto al plano horizontal, estos otros ejes no coincidian

conXeY.
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La matriz de covarianzas resultante fue
765,7 —262,9 -18,2 2
mm )

¥, = | —262,9 7834 33,3 (—
-18,2 33,3  285,8 s

(5.4)

La tabla 5.3 muestra los resultados de las pruebas estadisticas sobre los
errores de velocidad. Como hipétesis nula (Hp) se consider6 que:

» Las medias debian ser cero (errores insesgados), para lo cual se realiza-
ron pruebas T con Hy = 0.

» Las desviaciones tipicas (raices cuadradas de las varianzas) medidas en
cada eje debian corresponderse con las estimadas. Para esta comproba-
ci6n se hicieron pruebas bilaterales de x? sobre las varianzas, compa-
rando los valores de la diagonal de (5.4) con los de (5.3) a partir de (5.1).

s Las covarianzas de los errores de velocidad deberfan guardar las mis-
mas relaciones proporcionales que las de posicién. Esto se comprobé a
partir de los coeficientes de correlacién de Pearson, que se esperaban
iguales a los del error de posicion.

Las medias y varianzas se ajustaron perfectamente a las hipétesis. Tan sélo
los coeficientes de correlacién de v, con el error en las otras direcciones eran
significativamente distintos a los del error de posicién (p < 0,05), a pesar
de que sus 6rdenes de magnitud eran semejantes. En definitiva, estos resul-
tados reflejan que el error de velocidad tenia el tamafio esperado, aunque su
distribucién en el espacio no era exactamente igual.

5.1.3. Errores en el torsor cinematico

Para cada anélisis se calcul6 la velocidad angular de la tabla en la direc-
cion de Z (w(t)) y la velocidad del centroide de los marcadores (7g(t)) en
todas las direcciones. Los valores calculados se compararon de nuevo con
los mejores estimadores, w} (t) y g (t), procedentes del analisis con todos los
marcadores y variables suavizadas. En este caso se esperaba que la magni-
tud de los errores fuese distinta para cada analisis, segtin el subconjunto de
marcadores seleccionado, pero que en cualquier caso fuesen errores insesga-
dos. Para confirmar esta hip6tesis, por cada andlisis se calculé un estadistico
T asociado a las distintas variables:

T— é\/ﬂ (5.5)
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Tabla 5.3: Pruebas estadisticas para los errores de velocidades.

Variable Valor Hy Estadistico gdl p
60, B —1,25-10°1 0 t=-0,514 12991 0,608
6o, T —8,81-107° 0 t=-0,036 12991 0971
60, M  9,73.1073 0 t = 0,066 12991 0,948
s(dvy), M 27,7 27,6 x*=1,31-10* 12991 0,521
s(6vy), B 27,9 279 x*=1,31-10* 12991 0,553
s(6v;), B 16,9 170 x*>=1,29-10* 12991 0,586
p(6vy, 6vy) 0,34 029 t=-561 12990 0,000
p(dvy, 00;) -0,04 001  t=-3,72 12990 0,000
p(6vy,6v;) 0,07 0,07 t=-0,24 12990 0,807

Tabla 5.4: Prueba T aplicada al error normalizado del torsor cinemédtico, asumiendo
que esta distribuido segtn N(0,1).

Variable = T\/VTC gdl=n.—1 p

5w 2,540 246 0,012
506y 0,315 246 0,753
SvGy 1,135 246 0,257
506, 0,544 246 0,584

donde X era la media a lo largo de la prueba de la variable X (cualquiera de
las coordenadas del error en el torsor), s su desviacién tipica, y #n; el niimero
de instantes registrados. Esta era una medida normalizada del error medio,
que bajo la hipétesis propuesta deberia distribuirse segin una ¢ de Student
de n; — 1 grados de libertad (Domenech, 1982). El valor de n; era 812 para
todas las medidas, suficientemente alto para aproximar esta distribucién a la
normal N(0,1). Se realiz6 una prueba T sobre la distribucién de este estadis-
tico en los n, = 247 casos, que sélo dio una diferencia significativa para el
error en la velocidad angular (tabla 5.4).

La tabla 5.5 presenta los resultados de la regresion lineal para la desvia-
cién de dw; segun el modelo MW. Estos resultados reflejan un ajuste casi
perfecto al modelo.

La bondad de este ajuste puede observarse graficamente en la figura 5.2.
Esta grafica presenta las desviaciones tipicas de éw, en los distintos analisis,
y las estimadas te6ricamente a partir de los errores de velocidad de los mar-
cadores. Los datos tinicamente se desvian ligeramente para los conjuntos de
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Tabla 5.5: Resultados de la regresion lineal de o(éw;) al modelo MW (con intervalos
de confianza al 95 % para los pardmetros):

A (mm/s) B(rad/s) R? F p
242+£0,5 (3,840,2)-10°2 0971 80926 0,000

0.22f
0.2}
0.48f
|
— 016}
3
=
5 0.14}

0.12}

0.1r

0.08
0

A, (mm?) x 10°

Figura 5.2: Error en la velocidad angular en funcién del momento de inercia (A;).
Puntos: errores experimentales; linea continua: errores estimados.

marcadores con mayor inercia, para los que el error estd ligeramente sobrees-
timado.

La tabla 5.6 y la figura 5.3 presentan el ajuste de las desviaciones tipicas de
07¢ al modelo MV, en los tres ejes de coordenadas. Se observa que de nuevo
el ajuste medio es bueno, aunque la dispersién de los resultados reales es
sensiblemente mayor que en el caso de las velocidades angulares.

5.1.4. Error en el EIR

El error en el EIR, que es el resultado de operaciones no lineales sobre el
torsor cinematico, era también una variable aleatoria. Su media variaba alre-
dedor de cero y su desviacién tipica oscilaba entre los 5 mm y varios centime-
tros, segn el andlisis (véase la tabla 5.7 y la figura 5.4). Sin embargo su distri-
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Tabla 5.6: Resultados de la regresion lineal de 0 (67g) al modelo MV (con intervalos
de confianza al 95 % para los pardmetros):

Eje A (mm/s) B(mm/s) R? F P
X 32,1+23 —1,9+0,9 0,751 7403 0,000
Y 28,9421 0,3+0,8 0748 7269 0,000
Z 17,24+0,8 -0,24+0,3 0,883 1846,0 0,000

N° de marcadores

Figura 5.3: Error en la velocidad del centroide en funcién del nimero de marcado-
res. Simbolos (¥, +, -, ver leyenda): errores experimentales; lineas continuas: errores
estimados.
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Tabla 5.7: Rangos del error medio y la desviacién tipica del error en el EIR (en el plano

XY).
Coordenada Media (mm) Desv. tipica (mm)
X [ 7,8 4,6 ] [ 5,7 40,2 ]
Y [ —23,4 12,0 ] [ 4,8 104,7 ]

Tabla 5.8: Prueba T aplicada al error normalizado del EIR en el plano del movimiento.

Coordenada t=T/n. gdl=n,—1 p
X 0,033 246 0,974
Y -10,723 246 0,000

bucién no se correspondia exactamente con una variable normal insesgada,
debido a la no linealidad de las operaciones. La tabla 5.8, con los resultados
de la misma prueba realizada con el torsor cinematico, muestra diferencias
significativas con una distribucién normal insesgada para la coordenada Y.

La diferencia entre el error en X y en Y tiene que ver con el hecho de que,
como se ha expuesto en la secciéon 4.3.2.1, se esperaba que el error tuviera un

comportamiento en la direccién del vector GH (t) distinto al comportamiento
en la perpendicular. Para esta tltima se definié el modelo MGH1, semejante
a MV. Los resultados del ajuste se presentan en la tabla 5.9 y la figura 5.5. Esta
regresién mostré una respuesta parecida a la de la velocidad en el centroide,
aunque con un ajuste mas moderado.

En la direccién paralela a GH (t) se esperaba un error que sumase el del
modelo MGH1 y el efecto de la excentricidad del sistema de marcadores res-

Tabla 5.9: Resultados de la regresion lineal de RMS (‘(5 C?jl 1 D al modelo MGH1 (con
intervalos de confianza al 95 % para los parametros):

—

RMS (|6GH,|) = A—L + B en la direccia dicular a G
(‘ 1 ’) = ﬁ + en la direccion perpen 1cular a
A (mm) B(mm) R? F p
22,4+2,4 -0,54+0,9 0575 3314 0,000
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Figura 5.4: Histogramas de los errores en el EIR. Arriba: error en X; abajo: error en
Y; izquierda: errores medios; derecha: desviaciones tipicas del error. Algunos de los
valores extremos quedan fuera de los limites de las gréficas.
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4 6 8 10 12 14 16

— —
Figura 5.5: Componente de GH perpendicular a GH, en funcién del niimero de mar-
cadores. Puntos: errores experimentales; linea continua: errores estimados.

pecto al EIR. Para aislar este tltimo se habia calculado & GH 2(t) segun (4.115):

SGH,(t) = GH(t) — (5.6)

Una de las pruebas sobre este término consistia en comparar la direcciéon

— —
de los vectores unitarios #scpa(t) v Hgy(t) asociados a SGHy(t) y GH(t),
respectivamente (figura 5.6). Se obtuvo una correlacién significativa entre los

dngulos que formaban con la vertical, siempre que el médulo de GH fuese
mayor de 80 mm (en los sistemas analizados esta medida variaba entre 40 y
220 mm).

Ademas se comprobé el ajuste de la magnitud de (5(7)-12 con el modelo
MGH2. Los resultados se muestran en la tabla 5.10, que refleja un ajuste casi
perfecto al modelo.

—

La figura 5.7 presenta las desviaciones tipicas del médulo de 6GHj, to-
mando sélo los sub-andlisis de dos columnas consecutivas de marcadores
(n =41, < 10* mmz), para poder apreciar el efecto de GH sin la interac-

—
cién con el efecto de A;. Se observa, como era de esperar, que el error en GH
aumenta linealmente con la separacién entre el EIR y el centro geométrico de
los marcadores.
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Figura 5.6: Relacién entre los vectores unitarios de (5@2(1‘) y GH (t) en funcién de
la excentricidad. Izquierda: proyeccién de ilzgp2 () sobre #igy(t). Derecha: valores
p para la correlacién entre los dngulos formados con la vertical (Bscg2 v Bgr)- Los
casos significativos (p < 0,05) estan marcados con circulos; el resto estan marcados

—
con cruces. Se observa que para todos los casos en los que el médulo de GH es mayor
que 80 mm la correlacién es significativa.

Tabla 5.10: Resultados de la regresion lineal de RMS (‘15 @Iz D al modelo MGH2 (con
intervalos de confianza al 95 % para los parametros):

RMS(’(SGHZD —A +B
VAz
A (mm) B(mm) R? F 4

13,1+0,4 2,8+0,2 0,939 3791,2 0,000
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Figura 5.7: Efecto de la excentricidad para los grupos de cuatro marcadores en dos
columnas contiguas. Puntos: errores de experimentales; linea continua: errores esti-
mados.

5.2. Experimento 2: Control del error aleatorio

En este experimento se dimensioné el error de tipo aleatorio que se es-
peraba cometer al definir el EIR en las pruebas con usuarios. Se emple6 el
mismo montaje con eje fijo del Experimento 1, pero el sistema de marcado-
res que se fijé fue el disefiado para el térax, y el analisis cinemaético se hizo
suavizando la sefial.

Aligual que en el Experimento 1, se tomé el EIR medio como mejor apro-
ximacién al real, y se defini6 su error a partir de la oscilacion de las medidas
alrededor de esta media. Este error se comparé con el que se esperaria segtn
las leyes validadas en el experimento anterior. El dato de partida para calcu-
lar el error esperado era el error en las velocidades de los marcadores, pero
debido al proceso de suavizado se esperaba que éste fuese mucho menor que
el estudiado en el Experimento 1. Para dimensionarlo se hizo un analisis so-
bre una variable «modelo», que fue la coordenada con mayor rango de los
marcadores, después de haberla suavizado. A esta variable se le afiadi6 de
forma simulada un ruido normal aleatorio, distribuido con una desviacion
tipica de 0,8 mm, semejante al error de posicién observado en el Experimento
1 para las coordenadas X e Y. Tras volverla a suavizar, se compararon las po-
siciones y derivadas resultantes con las obtenidas antes de afiadir el ruido. El
tamafio de los errores residuales, que cumplieron la hipétesis de sesgo nulo
(p > 0,05), se presenta en la tabla 5.11.
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Tabla 5.11: Errores de posiciéon y velocidad residuales tras el suavizado. Las pruebas
T arrojan un resultado coherente con la hipétesis de variables insesgadas.

Variable Error medio  Desv. tip. t gdl p
Posicion  2,05-10 >mm 0,42mm -0518 416 0,605
Velocidad 0,2 &¢ 317 1,155 416 0,121

Tabla 5.12: Errores en orientacion (6«) y posiciéon (6GH) en el EIR.

Medido (RMS) Estimado (Desv. tipica)

32 ) 0,24 0,38
—

6GH;| (mm) N/A 1,7
—

6GH,| (mm) N/A 0,9
—

’(SGH‘ (mm) 1,0 1,9

Ademads del error de velocidad, para calcular la magnitud prevista del
error en el EIR era necesario conocer las caracteristicas geométricas y cinema-
ticas del sistema de marcadores:

» El nimero de marcadores era n = 8.

= La excentricidad del centroide respecto al EIR era 84,5 mm (calculada

como el promedio de ‘G—IJI ‘ a lo largo de la prueba).

= Los momentos de inercia principales del sistema de marcadores eran,
de mayor a menor A; = 1,05 - 10® mm?2, A, = 8,54 - 10° mm? y A3 =
1,93 - 10° mm?. La direccién principal asociada a este dltimo coincidia
con el eje Z, y no variaba sensiblemente a lo largo de la prueba.

= En el tramo en el que se calculé la posicion del EIR, la media cuadratica
(RMS) de la velocidad angular era RMS (|&|) = 0, 66 rad/s.

Con estos valores, empleando las férmulas descritas en la seccién 4.3.3, se
calcularon los errores estimados en la orientacién y la posiciéon del EIR. La
tabla 5.12 muestra de forma conjunta los valores medidos y estimados de
estos errores.

Como se puede observar, las estimaciones predecian un error con un or-
den de magnitud semejante al medido, aunque las desviaciones tipicas esti-
madas eran aproximadamente el doble que la RMS observada.
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5.3. Experimento 3: Control de los artefactos

Para controlar el deslizamiento que pudiera existir entre los sistemas de
marcadores y la piel, en este experimento se fijaron marcadores directamente
sobre las prendas cefiidas a la piel de cinco sujetos, y se midié el movimiento
relativo de estos conjuntos (A) respecto a los sistemas de barras (B). Se hicie-
ron pruebas separadas para el térax y la pelvis. En cada prueba se calcul6 la
RMS de la velocidad angular relativa en el eje principal (wX), el médulo de
la velocidad relativa en el centroide del conjunto A (7% ), y la distancia entre

—_—
los EIR de los conjuntos A 'y B (H4 Hp).

Para comprobar si estos valores podian explicarse como efecto de los erro-
res aleatorios, se calcularon los errores estimados para el movimiento relati-
vo, utilizando las caracteristicas geométricas y cinematicas de los sistemas de
marcadores:

= Como estimacion del error de velocidad de los marcadores se tomé la
misma que en el Experimento 2 (un ruido aleatorio isétropo con desvia-
cién tipica 0, = 3,1 mm/s en todos los ejes).

» El niimero de marcadores era n = 8 para todos los conjuntos.

= Los momentos de inercia de los sistemas de barras en el eje de rotacién
(Z) eran 1,93 - 10° mm? para el térax y 2,07 - 10° mm? para la pelvis.

Todos los deméds pardmetros necesarios (momentos de inercia de los conjun-
tos de marcadores superficiales, distancias entre centroides y el EIR, y la ve-
locidad angular del movimiento) variaron de una prueba a otra. Con estos
datos se estimaron las desviaciones tipicas esperadas de los errores de velo-
cidad angular y lineal, de forma semejante al Experimento 2 y aplicando las
férmulas definidas en la seccién 4.3.4.

Los pardmetros cineméticos del movimiento relativo observado se com-
pararon con el error aleatorio estimado para cada una de las cinco medidas.
Los valores p de la comparacién estadistica se corrigieron segtin el criterio de
Sidak para evitar falsos positivos por repeticién de la prueba (Abdi, 2007). Los
resultados de las medidas, el tamafio de los errores estimados y los valores de
las pruebas estadisticas se muestran en las tablas 5.13, 5.14 y 5.15.

Se observa en estas tablas que la velocidad angular relativa entre los con-
juntos A y B de marcadores era significativamente alta en dos de las cinco
medidas del térax, y en todas las de la pelvis (p < 0,05). La velocidad relati-
va en el centroide de A, en cambio, era en general pequefia, y s6lo superaba
significativamente la estimada por el error aleatorio en una de las medidas
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Tabla 5.13: Prueba estadistica sobre la velocidad angular relativa (wf). Los valores p
estan corregidos segtin el criterio de Sidak (5 comparaciones). Los sujetos que mostra-

ron diferencias significativas con el error aleatorio se marcan con asteriscos.

Variable Sujeto RMS (%) Hy (%) X2 gdl p
Térax 1 1,3-1002 1,2-10°2 462,7 406 0,128
Térax 2 1,4-1072 1,5-1072 3454 404 1,000
Térax 3* 2,7-1072  1,2-10"2 26255 500 0,000
Térax 4 1,3-1072 1,4-1072 4373 488 1,000
Térax 5* 1,9-1072 1,5-1072 5914 389 0,000
Térax Media 1,7-102
Pelvis 1* 6,8-1002 3,6-1072 13276 383 0,000
Pelvis 2* 6,4-1072 5,3-1072 5250 349 0,000
Pelvis 3* 9,3-1072 2,3-1072 8109 509 0,000
Pelvis 4* 53-1072 2,3-1072 1856,5 538 0,000
Pelvis 5* 4,3-1072 3,1-1002 681,5 362 0,000
Pelvis Media 6,4-1072

Tabla 5.14: Prueba estadistica sobre la velocidad relativa en el centroide del conjunto
A (|z7§ n }). Los valores p estan corregidos segtin el criterio de Sidak (5 comparaciones).
Los sujetos que mostraron diferencias significativas con el error aleatorio se marcan
con asteriscos.

2

Variable Sujeto RMS ("3*) Hp ("{) X gdl p
Toérax 1 0,55 1,8 40,1 406 1,000
Toérax 2 0,98 1,6 1474 404 1,000
Torax 3 1,04 1,8 175,3 500 1,000
Toérax 4 0,20 1,7 6,2 488 1,000
Toérax 5 1,00 1,7 1243 389 1,000
Térax Media 0,75
Pelvis 1 1,9 1,9 402,3 388 0,829
Pelvis 2 1,8 1,9 303,7 349 1,000
Pelvis 3* 2,9 1,9 1196,6 509 0,000
Pelvis 4 0,9 1,9 133,1 538 1,000
Pelvis 5 2,0 1,9 408,3 362 0,213
Pelvis Media 1,9
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—_—
Tabla 5.15: Prueba estadistica sobre la discrepancia en el EIR ()H AHBD. Los valo-

res p estan corregidos segun el criterio de Sidak (5 comparaciones). Los sujetos que
mostraron diferencias significativas con el error aleatorio se marcan con asteriscos.

Variable Sujeto RMS (mm) Hp(mm) x>  gdl p

Torax 1 3,4 9,8 11,8 76 1,000
Torax 2 4,3 8,8 123 50 1,000
Torax 3 10,3 10,0 986 93 0,862
Torax 4 5,8 18,3 8,0 79 1,000
Torax 5 5,1 8,3 7,1 19 1,000
Térax  Media 5,8

Pelvis 1 13,3 23,2 9,2 28 1,000
Pelvis 2 11,7 27,9 47 27 1,000
Pelvis 3* 23,4 14,0 210,7 100 0,000
Pelvis 4 32,6 36,8 734 93 1,000
Pelvis 5 27,0 47,7 6,4 20 1,000

Pelvis Media 21,6

de la pelvis. La ubicacién del EIR también se vio poco afectada por el posi-

ble movimiento relativo: el tamario de H4Hp se podia explicar en todos los
casos como un efecto del error aleatorio, y s6lo en una de las medidas de la
pelvis esta distancia era significativamente mayor que la estimada (la misma
medida en la que |75 | era significativamente alto).

En definitiva, los artefactos por deslizamiento en el térax eran general-
mente pequerios, y en la gran mayorfa de casos insignificantes respecto al
error aleatorio. En velocidad angular de la pelvis sf existian importantes di-
ferencias de forma generalizada; en la mayoria de los casos esto no afectaba
a la localizacién del EIR de forma significativa, ya que la velocidad relativa
en el centro del cuerpo era pequefia y el error aleatorio esperado superaba en
magnitud el efecto del artefacto, pero el posible impacto en los calculos de la
pelvis debia ser considerado.

5.4. Experimento 4: Flexién del tronco

La tabla 5.16 muestra los valores descriptivos de los resultados de los ex-
perimentos con sujetos (véase la tabla 4.2 para la descripcién de las variables).
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Tabla 5.16: Resumen de los resultados del Experimento 4 (N = 11). Se muestran las
medianas (percentil 50 %) y los cuartiles inferior (25 %) y superior (75 %).

Variable 25% 50% 75%
AMP (mm) -6,8 46,6 522
AMT (mm) 1114 1729 2269
AMR (mm)  201,0 239,6 289,0

RFP (°) 187 209 281
RFT (°) 577 647 742
RFR (°) 308 468 524

RL (mm) 627 964 1225

MD (mm) 89,1 955 104,
CLFR 054 071 087
PLFR (mm/°) 10 16 25

Aunque habia importantes diferencias entre los sujetos, existian algunas
caracteristicas comunes que permitieron definir un patrén del movimiento.
La figura 5.8 representa un caso ejemplar de este patrén.

Los valores positivos de la altura del EIR pélvico (AMP) muestran que la
posicion de este eje se encontraba normalmente por encima del plano del
asiento. Las implicaciones de este resultado sobre la naturaleza del movi-
miento de la pelvis se discuten en el siguiente capitulo. Por otra parte, el EIR
del térax se encontraba claramente por encima del asiento, con una altura me-
diana (AMT) de 173 mm. M4s alto atn se encontraba el EIR del movimiento
relativo, con una altura mediana (AMR) de 240 mm. La distancia mediana de
este eje respecto a la piel (MD) estaba en un rango estrecho entre 89 y 104 mm
(véase la figura 5.9).

Los rangos de flexo-extensién del térax presentaban una dispersién rela-
tivamente baja (rango intercuartilico, RI, de 16,5°). Mayor era la variabilidad
del movimiento relativo respecto a la pelvis, con un RI de 21,6°. E1 RI de la
flexo-extension pélvica era 9,4°.

El rango de desplazamiento longitudinal (RL) muestra que el EIR del mo-
vimiento relativo se desplazaba a lo largo de las vértebras lumbares cuando
aumentaba la extension. El eje se desplazaba en un rango cuyo valor central
era de casi 100 mm. La relacién entre este desplazamiento y el movimiento de
flexo-extension se aprecia claramente en la correlacion que presentaba el an-
gulo de extensién y la posicién longitudinal del EIR relativo (CLFR, véase la
figura 5.10). Esta correlacién era positiva en todos los sujetos, con una media-
na de 0,71. El EIR ascendia durante el movimiento de extensién y descendia
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Figura 5.8: Ejemplo de la posicién de los EIR en el movimiento del tronco. En la figura
de la izquierda se muestran los tres ejes en distintos colores, vistos de forma solidaria
a los propios segmentos corporales en una postura erguida (el EIR relativo se muestra
como visto desde la pelvis). Las areas coloreadas son las regiones de confianza al 95 %
para el error aleatorio; los contornos sin relleno son los de un error méas conservador,
de magnitud semejante a las discrepancias entre ejes vistas en el Experimento 3. Los
dos circulos negros representan los marcadores de T12 y L3 en la postura erguida.
A la derecha se muestra con mayor detalle el EIR relativo, visto de forma solidaria a
los dos segmentos corporales en la misma postura erguida. Sélo se representa el area
de confianza relativa al error aleatorio. Las estructuras 6seas estan representadas de
forma figurativa, para ayudar a la interpretacién: se puede observar que el EIR de la
pelvis, a pesar de su error de medida, se encuentra claramente por encima del nivel
del asiento (Y = 0), y que el EIR relativo recorre gran parte de la columna lumbar.
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Figura 5.9: Vista transversal del EIR del movimiento relativo, para uno de los sujetos.

El eje es practicamente paralelo a Z a lo largo de todo el movimiento y se desplaza

muy poco en la direccién antero-posterior. La vértebra L3 esta representada de forma

figurativa, a escala con las medidas de Panjabi et al. (1992), para comparar su tamafio
con la distancia transversal desde el marcador de L3 hasta el EIR (d).

durante la flexion. Este patrén se daba en todos los sujetos, salvo en uno cuyo
EIR se desplazaba de forma mads irregular. El coeficiente PLFR cuantificaba
cuanto ascendia el EIR relativo en término medio cuando aumentaba la ex-
tension; en la muestra analizada esta pendiente estaba entre 1 y 2,5 mm por
cada grado de extension.

En el ejemplo de la figura 5.8 se muestran unas areas de confianza para
la posicién de los EIR, en base a la medida de un sujeto de ejemplo. Estas
dreas se definen alrededor de las trayectorias de los EIR, promediadas entre
los distintos ciclos y representadas en los sistemas de referencia ligados a la
pelvis y el térax, cuando éstos se encontraban en una postura de referencia
erguida. En estos sistemas de referencia su representacién geométrica puede
compararse con una figura anatémica estatica.

Los contornos se han calculado a partir de una circunferencia de radio
r = 1,96, que seria el limite de confianza al 95 % para una distribucién bidi-
mensional normal. A esta circuenferencia se le ha aplicado una transforma-
ci6n de Mahalanobis inversa (Hardle & Simar, 2007). Para esta transforma-
cién se ha utilizado como punto medio el valor promedio del EIR en cada
instante del recorrido, y se han considerado dos matrices de covarianzas por
cada movimiento:

= La asociada al error aleatorio, considerando (como en los Experimen-
tos 2 y 3) que los marcadores tienen un error de velocidad con ¢, =
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Figura 5.10: Relacién entre el desplazamiento longitudinal del EIR del movimiento
relativo y el dngulo de flexo-extension para un sujeto. Se representan todos los ciclos
de flexiéon y extensién, mds la recta con el ajuste lineal.

3,1mm/s, v los pardmetros geométricos y cinemadticos de los sistemas
de marcadores. La region de confianza relativa a este error es la repre-
sentada en un drea de color en la gréfica izquierda de la figura 5.8, y la
utilizada en la de la derecha.

» La asociada a un error cuya desviacion tipica fuese igual a la discrepan-
cia media entre ejes del Experimento 3. Es decir, un error que tuviese
el tamarfio del posible artefacto, aunque modelado como error aleatorio
sin una direccién definida (matriz de covarianzas diagonal). La regién
de confianza correspondiente es la representada mediante un contorno
sin relleno en la gfafica de la izquierda (no se emplea en la derecha).

Para el movimiento relativo las matrices de covarianzas se han calculado con-
siderando la férmula (4.98).

5.5. Experimento 5: Caracterizacién de sillas
La tabla 5.17 muestra los valores descriptivos de los resultados de las

pruebas con sillas (véase la tabla 4.3 para la descripcién de las variables). Las
posiciones y trayectorias medias de los EIR se muestran graficamente, para
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Tabla 5.17: Resumen de los resultados del Experimento 5 (N = 8). Se muestran las
medianas (percentil 50 %) y los cuartiles inferior (25 %) y superior (75 %).

Variable 25% 50 % 75 %
RIA () 73 114 135

RIR (°) 207 250 281
PRA 017 036 0,51

X 953 1458 2045

MEA (mm) 1505 1183 1056
X 89 197 481

MER (mm) -159,9 -120,1 -96,7
X 836 740 -68,0

MERA (mm) y 4009 1262 770
X 32 49 100
DEA (mm) " 4,0 9,0
X 3,1 3,8 51
DER (mm) 55 S5 33
X 64 7 4 96

DERA (mm) /) 72 116

cada silla por separado, en la figura 5.11, de forma analoga a la primera grafi-
ca dela figura 5.8 en el Experimento 4. El lugar geométrico de los ejes también
se muestra en forma de dreas de confianza, calculadas del mismo modo que
para el error aleatorio en los ejes del movimiento humano. En este caso los
EIR se representan en el sistema de coordenadas fijo del laboratorio.

La rotaciéon de las partes de la silla era, en términos medios, de 11° para
el asiento (RIA) y 25° para el respaldo (RIR), con un rango intercuartilico
de 7° para ambas partes. Esta variabilidad era, en términos proporcionales,
mucho mayor para el asiento. Esto daba lugar a una variabilidad grande en la
relacién de sincronismo (PRA), cuyo rango intercuartilico (RI) oscilaba entre
0,17 (1° del asiento por cada 6° del respaldo) y 0,51 (1° grado del asiento por
cada 2° del respaldo).

Todos los EIR se encontraban muy por debajo del asiento, donde suelen
estar articuladas las piezas (coordenadas Y de MEA, MER y MERA negati-
vas). La silla S6 es la tinica en la que ninguno de los ejes descendfa mds de
100 mm bajo la linea del asiento. Ademas, en todas las sillas el EIR del asiento
se ubicaba en una zona claramente anterior (coordenada X de MEA positi-
va), y el EIR del movimiento relativo en una zona posterior (coordenada X
de MERA negativa), quedando el EIR del respaldo entre ellos dos. La ubica-
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Figura 5.11: Areas de confianza al 95 % para los EIR de las ocho sillas (el orden de pre-

sentacion no se corresponde con la secuencia de fotografias de la figura 4.19). El c6digo

de colores es analogo al de la figura 5.8: rojo para el EIR del asiento, azul para el del

respaldo, y negro para el del movimiento relativo. Las crucetas en linea discontinua

marcan los ejes en torno al origen de coordenadas local: 1a linea horizontal representa

el plano del asiento, y la linea vertical el punto central de apoyo, aproximadamente en
linea con el eje de giro de la silla.
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cion horizontal de este tltimo (coordenada X de MER) solia estar cerca del
punto de apoyo del asiento, o ligeramente por delante.

La oscilacién de los ejes era generalmente pequefia para el respaldo, en
el que la desviacion tipica del eje (DER) se encontraba en torno a los 4 mm
en el eje X y 3 mm en el eje Y, con un RI del orden de 1 mm. Sélo la silla S6
se apartaba de este patrén, con una gran oscilacién vertical, cuya desviacion
tipica era 15 mm. Los EIR del asiento y el movimiento relativo tenian una
oscilacion (DEA y DERA, respectivamente) de mayor magnitud: en el eje X el
cuartil superior de ambos duplicaba el de la oscilacién del eje del respaldo, y
en el eje Y se llegaba a triplicar. El cuartil inferior para asiento y respaldo era
semejante, y menor que el del movimiento relativo.

En resumen, la caracteristica comun de los EIR de todas las sillas es que
se encontraban por debajo del asiento, con el eje del asiento en una region
anterior, el del movimiento relativo en una regién posterior, y el del respaldo
centrado entre los otros dos. Estos ejes podian mantenerse fijos o desplazarse,
segtn el modelo de silla. En general el més fijo era el eje del respaldo, mien-
tras que los otros dos podian moverse mds alld de lo que cabria esperar por
el error instrumental (véanse las regiones de confianza de la figura 5.11; pero
el patrén de movimiento variaba entre sillas. 56 se distinguia de las demds
en que todos los ejes se encontraban més cerca del plano de asiento, y el del
respaldo experimentaba un gran desplazamento vertical. En el siguiente ca-
pitulo se discuten los distintos mecanismos de reclinacién y cémo se pueden
explicar las diferencias observadas.

5.6. Experimento 6: Efecto de la silla

El dltimo experimento se realizé con el propésito de comprobar cémo
afectaba el disefio mecénico de las sillas a la cinematica de la flexién del tron-
co. Se escogieron dos sillas cuyas articulaciones fuesen claramente distintas,
entre las medidas en el Experimento 5. Estas sillas fueron S1 (altura media de
los EIR, con poca oscilacion y el eje del respaldo en una posicién mds posterior
que el resto) y S6 (ejes més elevados que el resto, con mucha mds oscilacién en
el EIR del respaldo, que se encontraba centrado horizontalmente). Las sillas
también diferian en el rango de reclinacién del asiento, de tal manera que S1
tenia una relacién de sincronismo asiento-respaldo ligeramente mds alta que
S6 (figura 5.12). La tabla 5.18 muestra los valores descriptivos de los resulta-
dos de las pruebas con sujetos en cada una de estas sillas (véase la tabla 4.5
para la descripcién de las variables).
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Figura 5.12: Relaciones entre los angulos de asiento y respaldo en las sillas S1 y S6. Las

lineas grises representan los valores a lo largo de todos los ciclos del movimiento; las
lineas negras gruesas son las curvas promedio.

Tabla 5.18: Resumen de los resultados del Experimento 6 (N = 6 para cada silla). Se
muestran las medianas (percentil 50 %) y los cuartiles inferior (25 %) y superior (75 %).

Variable Silla 25% 50% 75%
i 51 259 300 315

RET () g6 255 298 339
s X 261 383 57

Y -1113 -82,7 -50,

MET (mm) s X 237 73 375
Y 124 204 1136

g X 2B 395 506

RET am) Y 410 594 744
mm g6 X 410 641 706
Y 896 944 1384
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Figura 5.13: Ejemplos del recorrido del EIR tordcico cuando se usa la silla S1 (izquier-

da) y cuando se usa S6 (derecha). Los recorridos estdn promediados a lo largo de los

ciclos, y representados en un sistema solidario al térax en la postura mas adelantada.

Se muestran las dreas de confianza al 95 %, considerando sélo el error instrumental

aleatorio (drea rellena) o un error de igual tamafio que la discrepancia entre ejes me-

dida en el Experimento 3 (contorno vacio). Las crucetas en linea discontinua marcan
los ejes en torno al origen de coordenadas local.

En el siguiente capitulo se comparan estos valores con los medidos en
el Experimento 4 sobre un asiento rigido y plano, sin respaldo. En grandes
rasgos, destaca que la posicion del EIR mucho era mads baja, llegando a estar
por debajo del asiento (coordenada Y de MET negativa), y que en el caso de
la silla S1 el recorrido era, ademads, mucho més reducido (menores valores de
RET). Esto se observa claramente en los dos ejemplos de la figura 5.13, que
muestran el recorrido del EIR tordcico, calculado del mismo modo que en la
gréfica de la figura 5.8 para el Experimento 4.

Las pruebas estadisticas de la tabla 5.19 confirman que los recorridos de
los EIR eran distintos entre sillas, para todo el conjunto de medidas. El rango
de flexién (RFT) y las coordenadas X de MET y RET no diferian de forma
significativa, pero las coordenadas Y (en la direccién vertical) si lo hacian
(p < 0,05); en términos medios, cuando se usaba la silla S1 el EIR toracico
estaba 115 mm mads bajo y recorria 48 mm menos que cuando se usaba la silla
Sé.



140 CAPITULO 5. RESULTADOS

Tabla 5.19: Prueba estadistica para las diferencias en el movimiento del térax entre las
dos sillas (S1 y S6). La prueba de Levene compara las varianzas de ambos grupos de
medidas. La prueba T compara la diferencia entre las medias de S1 y S6.

Levene T
Variable F p S1-56 t gdl p
RFT? 2,64 0,135 -2,3° -0,56 10 0,590
MET Xb 6,03 0,034 276mm 1,38 59 0,218
Y& 425 0,066 -1145mm -3,89 10 0,003
RET X2 027 0,616 -16,6 mm -1,17 10 0,268
Y2 0,25 0,626 -47,7mm  -3,1 10 0,012

@ Se asumen varianzas homogeneas (p > 0,05 en el test de Levene).

b Se consideran varianzas diferentes (p < 0,05 en el test de Levene)



Capitulo 6
Discusion

6.1. Método de andlisis cinemaético

La primera parte del trabajo desarrollado fue definir un método de anéli-
sis cinemaético para cadenas de segmentos con 6 gdl, en el que no se impusiese
ninguna restriccién previa al movimiento. Ademads se buscaba que el método
pudiese controlar de forma eficaz los errores instrumentales en el cdlculo de
los parametros del movimiento, y especialmente en el EIR. Este objetivo se ha
logrado a través de los procedimientos y férmulas descritas en la seccién 4.2.

El método propuesto para el andlisis instantdneo es una generalizacién del
método invariante desarrollado por Angeles (1986b) para tres marcadores. El
mayor niimero de marcadores empleados ha permitido disponer de informa-
cién redundante, lo cual es un aspecto crucial para mejorar la precisiéon en
el cdlculo de los pardmetros cinemaéticos (Vithani & Gupta, 2004). El método
que se ha presentado en este trabajo permite usar mds de tres marcadores sin
perder la sencillez de calculo asociada al método invariante. El célculo del
torsor cinemético y los ejes instantaneos se realiza a través de férmulas expli-
citas, mds simples que los métodos de descomposicién en valores singulares
(Woltring et al., 1994; Vithani & Gupta, 2004) o los basados en édlgebra lineal
(Shiflett & Laub, 1995).

El procedimiento de andlisis de los desplazamientos finitos es igual de
sencillo en términos de célculo, y supone una alternativa eficiente a los mé-
todos convencionales basados en matrices de rotacién (Spoor & Veldpaus,
1980; Woltring et al., 1985; Veldpaus et al., 1988; Soderkvist & Wedin, 1993;
Challis, 1995). Su principal valor practico es la naturaleza explicita y lineal

141
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de las ecuaciones, que permite obtener los pardmetros del movimiento a tra-
vés de operaciones vectoriales sencillas, a partir de los datos de fotograme-
tria. Ademads emplea una analogia con el célculo del movimiento instanténeo,
que complementa otras aproximaciones geométricas dirigidas a establecer un
vinculo entre los desplazamientos finitos e infinitesimales, como propusieron
Huang et al. (2008). Para ello se utiliza el concepto del «cuerpo virtual», ba-
sado en las posiciones intermedias de los puntos, utilizadas a menudo en
la teorfa de los desplazamientos finitos (Bottema & Roth, 1990; Hunt & Par-
kin, 1995; Parkin, 1997b; Huang et al., 2008). Los pardmetros obtenidos no
son los empleados habitualmente para representar los desplazamientos fini-
tos, pero la transformacion a cualquier otra notacién es inmediata: el término
de traslacion resultante es la mitad del desplazamiento del centroide de los
marcadores; el término de rotacién es el vector de Rodrigues, estrechamente
relacionado con el vector orientacién (Woltring, 1994), y que se puede utilizar
directamente para componer desplazamientos o reproducir la traslacion de
cualquier punto. La analogia empleada entre los anélisis de desplazamientos
finitos e infinitesimales (instantdneos) da lugar a un procedimiento de calculo
comun para ambos.

En ambos métodos se hace uso de una analogia mecénica con el calcu-
lo de cantidades de movimiento y momentos cinéticos, que da lugar a una
técnica para priorizar la informacién aportada por distintos marcadores, en
caso de necesidad o conveniencia. Esta priorizacién se realiza asignando ma-
sas ficticias a los marcadores individuales, dando mads valor a aquéllos que
proporcionen informacién mds consistente o con menos error. Esta técnica fa-
cilita el proceso de optimizaciéon ponderada propuesto por Sommer III (1992)
a través de métodos estadisticos, sin que la sencillez del proceso de célculo se
vea afectada.

El efecto de los errores instrumentales en el torsor cinemaético y en los ejes
del movimiento queda controlado a través de férmulas igualmente explicitas,
como funcidn del error en las velocidades de los marcadores, su distribucién
geométrica, la excentricidad del conjunto respecto al eje y —en el caso del
andlisis instantdneo- la velocidad angular del movimiento. Los trabajos ante-
riormente publicados sobre la materia normalmente parten de distribuciones
isétropas de marcadores, sin considerar la naturaleza vectorial y anisétropa
del calculo de los pardmetros cineméticos (Woltring et al., 1985, 1994), o se
han limitado al estudio de movimientos en 2-D (Crisco et al., 1994) y despla-
zamientos finitos (Soderkvist & Wedin, 1993).

El método se complementa con dos técnicas numeéricas para reducir los
errores. El suavizado de las variables elimina las fluctuaciones que tienen ca-
racteristicas matemadticas de un residuo aleatorio, dejando sélo la sefial com-
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patible con una funcién continuamente derivable, y proporcionando al mis-
mo tiempo el valor de sus derivadas. El promediado funcional reduce la va-
riabilidad de los resultados que no esté asociada a un grado de libertad fun-
cional tinico. Estas dos técnicas complementarias se basan en algoritmos mas
complejos, que en este trabajo solo se analizan de forma teérica (véase el desa-
rrollo matematico en el apéndice A.1 y A.4). Para una comprobacién experi-
mental de las técnicas véanse Page et al. (2006b, 2008b,a, 2009b,c, 2010)

El resto de la metodologia se validé experimentalmente. El Experimento 1
tenia como objetivo comprobar que el error estimado tenfa el mismo orden de
magnitud que el medido, dado un movimiento controlado en el que se tuvie-
se una buena aproximacion a los valores reales de las variables cinematicas.
Esta aproximacion se consiguié utilizando el conjunto completo de marca-
dores y aplicando las técnicas numéricas de reduccién de errores; el campo
cinemaético asi medido se comparé con el resultante de otros 247 analisis, rea-
lizados con distintos subconjuntos de marcadores y velocidades calculadas
por diferencias finitas.

Las discrepancias entre los resultados de estos andlisis y el «ideal» mos-
traron un ajuste excelente con la teoria. El error instrumental en las posiciones
(OR;) coincidia con una distribucién aleatoria e insesgada, cuyos ejes princi-
pales venian determinados por la posicién de las cdmaras: la desviacién tipica
del error era 0,48 mm en el eje de separacién de las cdmaras, 0,65 mm en el
eje perpendicular del plano de visién y 0,87 mm en el eje de profundidad. Es-
tos errores se encuentran dentro de lo habitual en sistemas de fotogrametria,
segln la revisién de Chiari et al. (2005). El error en la velocidad de los mar-
cadores (67;) era proporcional al de las posiciones, amplificado exactamente
en la medida que se habia estimado. La parte angular del error en el torsor
cinematico (dw;) era inversamente proporcional a la raiz cuadrada del mo-
mento de inercia de los marcadores en el plano de rotacién, y su parte lineal
(07¢) se reducia proporcionalmente con la raiz del nimero de marcadores.
Ademas, los coeficientes lineales de las regresiones calculadas eran semejan-
tes a la desviacién tipica de 47; en los distintos ejes, tal como se esperaba
(opx = 27,7mm/s, 0y = 28,0mm/s, 0, = 17,0mm/s). Por su parte, el error en
la ubicacién del EIR (zSG—Ii) también se ajustaba al estimado en la direccién
perpendicular al vector GH (un error proporcional a 67¢), y se comprob6 que
una vez sustraida esa componente, el error que quedaba en el EIR era paralelo
y proporcional a E)I, y también aumentaba proporcionalmente con dw..

Por otro lado, los andlisis estadisticos también mostraron algunas diferen-

cias significativas con los valores estimados, aunque todas ellas tienen una
explicacion tedrica. Dos de las tres covarianzas de 67; (las que involucraban
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al eje X) no tenian la misma distribucion que las de 6R;, aunque su tamario si
era el esperado. Esto podia ser el efecto de una autocorrelaciéon en JR;,, que
era suficientemente pequefia como para no encontrarse en un analisis coor-
denada por coordenada, pero se revel6 al cruzar el error en los distintos ejes.

El error en la velocidad angular, por su parte, mostré un pequerio sesgo,
que se podia explicar por el efecto obviado de dR;; en la seccion 4.2.5.3 se ha-
bia planteado que el célculo de @& puede verse afectado por la deformacién
aparente del conjunto de marcadores, aunque normalmente este efecto pue-
de despreciarse frente al del error de las velocidades. Ademas en la grafica
5.2 se aprecia que dw, estaba ligeramente sobreestimado en los andlisis para
los conjuntos de marcadores de mayor inercia. Esto se explica por el méto-
do de célculo de dw;,: este parametro no era, en realidad, el error total en la
velocidad angular, sino la diferencia entre el error total y el error de la me-
jor estimacién (dw}), hecha con todos los marcadores y los datos suavizados.
Este dltimo error, aunque pequefio en comparacién con el total, no era nu-
lo y ademas estaba correlacionado con el primero. En consecuencia dw, era
algo menor que el error real, y esto se notaba mds cuanto maés se parecia el
sistema de marcadores analizado al empleado para la mejor estimacién. Es-
to también explicaria que el coeficiente lineal de la regresién al modelo MW
(A = 24,2mm/5) fuese alrededor de un 12 % menor que la desviacién tipica
de 67; en el plano XY, asi como el valor significativamente distinto de cero
(aunque pequerio) del segundo coeficiente, con B = 3,8 - 102 rad/s de media.

La parte lineal del error en el torsor, d7;, cumplié todas las hipétesis ca-
si a la perfecciéon. Sélo en la coordenada X los intervalos de confianza de
los coeficientes de MV no incluian los valores previstos: los limites de A se
encontraban a 2,1 mm/s de 0,y (un 7,5 % de su valor nominal) y los del coefi-
ciente B a 1,0mm/s de cero. Esta pequefia desviacién puede relacionarse con
la encontrada en las covarianzas de 67;.

El error en GH mostraba un sesgo en la coordenada Y, que es a la que
afectaba principalmente la excentricidad de los marcadores. Esto era conse-
cuencia de la naturaleza no lineal de la operacién para el cdlculo del EIR, que
implica la multiplicacién y divisién de velocidades angulares y lineales. Sin

—
embargo la magnitud de las componentes de GH si se ajustaba muy bien
a la prevista, sobre todo en la parte en la que no intervenia la excentricidad
del sistema de marcadores. El efecto de esta excentricidad se ajustaba bien a

—
los valores esperados cuando ’GH ‘ era mayor de 80 mm; en caso contrario el

error en el EIR quedaba dominado por la otra componente.
En definitiva, se demostré que el método de andlisis cinemdtico era valido
para los propdsitos de la investigacién, y que los errores instrumentales ac-
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tuaban tal como estaba previsto. El andlisis pormenorizado del error a nivel
estadistico mostré algunas diferencias respecto al modelo ideal, aunque se
ha podido encontrar una explicacién matematica a todas esas divergencias,
y el tamafio de las mismas es pequerio respecto a la magnitud de los errores,
que se ajustaban bien a los valores esperados. La deteccién de esas diferen-
cias, por lo tanto, no era consecuencia de discrepancias importantes entre los
valores estimados y medidos, sino de la sensibilidad de las pruebas estadis-
ticas, que contaban con un niimero de datos suficientes para hallar cualquier
desviacion.

6.2. Control de los errores experimentales

Los Experimentos 2 y 3 se llevaron a cabo para tener un orden de mag-
nitud de los errores que podian cometer en los experimentos con sujetos y
sillas. El tamafio de los errores instrumentales se podria estimar a partir de
las férmulas validadas en el Experimento 1 aunque el error de partida serfa
menor, ya que las variables se suavizarian para calcular las posiciones y velo-
cidades (en el Experimento 1 esto sélo se hizo para calcular la aproximacién
al campo cinematico real).

En el Experimento 2 se comprobé que el suavizado reducia ocho veces el
error de velocidad en los marcadores. El error en el célculo del EIR se contro-
16 ademas utilizando un sistema de 8 marcadores con un momento de inercia
alto alrededor de los ejes de rotacién. Debido a las limitaciones de la superfi-
cie disponible en las regiones pélvica y tordcica, los marcadores se colocaron
en sendos soportes que se extendian por fuera del cuerpo de los sujetos. Con
este sistema bien centrado, la variacién en un EIR fijo era del orden de 1 mm
en cada coordenada, mas 0,24° (4,2 - 1073 rad) en su orientacién. Esto tltimo
suponia un incremento de 4,2 mm en el error de representacioén del EIR por
cada metro de separacién entre el plano con el error minimo y el utilizado
para representarlo (véase la seccién 4.2.5.5).

Sin embargo la teoria predecia, utilizando el error de partida en la veloci-
dad de los marcadores (0, = 3,1mm/s), aproximadamente el doble de error:
1,9 mm en la posicién y 0,38° en la orientacién (6,6 - 1073 rad 6 6,6 mm por
metro). Esto podia explicarse en parte por las hip6tesis asumidas en la estima-
cién, en especial haber simplificado la distribucién de §7; a un error isétropo.
Pero la principal razén podia ser la misma que se ha comentado en el Experi-
mento 1 en relacién con dw, para conjuntos de marcadores con momentos de
inercia altos. En ambos casos el error estimado superaba al medido, y la ra-
z6n podia ser la misma, a saber: que las variables consideradas como valores
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«reales» de los pardmetros cinematicos (en este caso la posicién y orientacién
del EIR) no habian sido calculadas de forma independiente, sino aproxima-
das a partir de los mismos datos que se estaban comparando con ellas. El
error asociado a esta aproximacién ideal estaba directamente influido por los
errores cometidos en cada instante. Por lo tanto era esperable que al medir
los errores como la diferencia entre las medidas y esa aproximacién, el va-
lor resultante tuviese un valor menor que el estimado segtin procedimientos
estadisticos. Esto implica que el error medido experimentalmente, aunque
podia ser una buena aproximacién al cometido y tenia un claro soporte em-
pirico, era una aproximacién «optimista» al error real, que podia alcanzar el
doble de magnitud.

Los errores por artefactos eran potencialmente mayores; la discrepancia
entre el EIR medido con los soportes externos y el medido con marcadores di-
rectos sobre el cuerpo (utilizando prendas eldasticas cefiidas) era, en términos
medios, de 6 mm para el térax y 21 mm para la pelvis. Ahora bien, el anélisis
estadistico mostraba que la mayor parte del movimiento relativo entre ambos
conjuntos de marcadores entraba dentro de lo explicable como efecto de los
errores instrumentales aleatorios. Esta comprobacién se hizo con cada uno de
los cinco sujetos participantes, corrigiendo el resultado del analisis estadistico
para evitar falsos positivos por la mera repeticion de la prueba.

El pardmetro del torsor relativo que mds se aproximaba al limite del error
aleatorio o lo superaba era la velocidad angular; ésta superaba el valor espe-
rado en caso de artefactos nulos en dos de las pruebas del térax, y en todas las
de la pelvis. En cambio, la velocidad relativa en el centro de los puntos fija-
dos sobre el cuerpo era generalmente menor que la esperable s6lo por el error
aleatorio, salvo en una medida para la pelvis. Este resultado implica que el
movimiento de flexo-extensién del tronco producia un giro sobre el conjunto
de marcadores superficiales que el sistema de barras no podia medir, pero la
traslaciéon de ambos sistemas era normalmente solidaria. Esta rotacién «in-
visible» al sistema de marcadores externo era, probablemente, efecto de una
deformacion local del conjunto de marcadores dispuestos sobre el cuerpo, a
la que el sistema indeformable de barras era insensible.

Las discrepancias entre los EIR de ambos conjuntos de marcadores estu-
vieron dominadas por el término de traslacién relativa: en el térax no se en-
contr6 ninguna discrepancia de tamafio superior al esperado por los errores
instrumentales, y para la pelvis el tnico caso significativo fue el mismo en el
que habia una traslacién significativamente alta. Esto ocurrié a pesar de que
el error instrumental obtenido en el Experimento 2 era mucho menor (1 mm
frente a los 6 mm del térax y los 21 mm de la pelvis en el Experimento 3), de-
bido a que el error aleatorio estimado también era mucho mayor en este otro
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experimento: el niimero de marcadores era el mismo en todos los conjuntos,
pero los momentos de inercia no podian ser tan grandes en los marcadores
fijados al cuerpo, ni se podian aproximar tanto al EIR del movimiento (preci-
samente la razén por la que se disefiaron los sistemas de barras). Al calcular el
movimiento relativo y comparar las posiciones del EIR se componian ambos
errores, amplificindose asi su magnitud esperada.

Asi pues, la hipétesis de artefactos nulos era en general coherente con los
datos (mds para el térax que para la pelvis), pero aun ignorandola el error
en la ubicacién del EIR tenia un valor muy aceptable. En la revisién de della
Croce et al. (2005) se sefialan errores en la determinacién en los puntos anaté-
micos que van desde desde 11.8 mm hasta 24.7 mm entre examinadores; y
en relacién con el cdlculo de centros de rotacion articulares, el error alcanza-
do para la cadera es de 12 mm utilizando métodos funcionales (entre 21 y
23 mm para los métodos predictivos).

6.3. Modelo biomecanico del tronco

En el Experimento 4 se analiz6 la flexo-extensién del tronco utilizando un
asiento rigido y plano, sin respaldo, y un modelo de tronco sencillo con dos
cuerpos rigidos, el térax y la pelvis. Midiendo en 3-D ambos segmentos se
calculé el lugar geométrico ocupado por el EIR de tres movimientos: el de la
pelvis sobre el asiento, el movimiento absoluto del térax respecto al sistema
de referencia local y el movimiento relativo del térax respecto a la pelvis.

La primera conclusién que se obtiene de los resultados se refiere a los
rangos de flexo-extension, que es uno de los pardmetros habituales en los es-
tudios sobre la postura sedente. En este experimento los sujetos realizaban un
movimiento controlado entre dos posturas extremas, por lo que se podia es-
perar una variabilidad pequefia en los rangos del dngulo de flexo-extensién.
El RI del rango toracico (RFT) era 16,5°, lo cual suponia un 26 % de su va-
lor central. Pero los RI del rango pélvico y del movimiento relativo (RFP y
RER) eran, respectivamente, 9,4° y 21, 6°, en ambos casos un 45 % de su valor
central. Por lo tanto se puede concluir que la variabilidad en las estrategias
individuales para realizar el movimiento eran ciertamente grandes, a pesar
de la semejanza del movimiento global: dependiendo del sujeto se observaba
una mayor contribucién de la rotacién de la pelvis o del movimiento lumbar.
Estos resultados coinciden con la variabilidad entre sujetos encontrada pa-
ra los rangos de movimiento en estudios anteriores sobre la postura sedente
(Bridger et al., 1992; Black et al., 1996; Faiks & Reinecke, 1998), asi como en
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postura de pie (Gatton & Pearcy, 1999) o en el movimiento de levantarse de
un asiento (Tully et al., 2005).

Kasahara et al. (2008) analizaron la coordinacién pélvico-lumbar en la pos-
tura sentada sin respaldo y encontraron valores similares en el rango de mo-
vimiento del tronco, aunque distintas contribuciones de la pelvis y de la zona
lumbar. El rango pélvico en aquel estudio era mayor que en éste (35, 8° frente
a 20,9° en términos medios), mientras que el rango lumbar era menor (27, 6°
frente a 46,8°). Cabe destacar que las posiciones inicial y final de dicho es-
tudio eran distintas de las utilizadas en éste, y no analizaron el movimiento
de forma ciclica entre las posturas de flexién y extensién extremas. Verga-
ra & Page (2002) encontraron una gran variabilidad en los rangos pélvicos y
lumbares incluso en tareas cuasi-estaticas en sillas de oficina convencionales
(rangos pélvicos entre 1,6° y 70,5°, y rangos lumbares entre 1,9° y 48,9°). En
ese caso la gran variabilidad se podia atribuir a las diferentes estrategias pos-
turales, clasificadas por Callaghan & McGill (2001) como «estatica» y «dina-
mica». Los menores rangos pélvicos y mayores rangos lumbares encontrados
en el presente estudio se pueden deber a las diferencias en el tipo de movi-
miento analizado, sin respaldo y partiendo de una postura muy flexionada.
En su estudio sobre sedestacién prolongada (2 horas) sin respaldo, Callaghan
& McGill (2001) hallaron variaciones en el d&ngulo lumbar de entre el 30 % y
el 80 % de su rango.

En la mayoria de los sujetos (nueve de los once participantes) el EIR pél-
vico se encontraba por encima del nivel del asiento (AMP > 0). Esto significa
que la pelvis no pivotaba sobre las tuberosidades isquidticas. Al estar elevado
el eje de rotacién, durante el movimiento de extension la velocidad de las tu-
berosidades isquidticas debia tener una componente en la direccién anterior,
que provocaba un deslizamiento de las mismas respecto al asiento, probable-
mente sobre la capa interna de la piel (figura 6.1). Este tipo de movimiento
se percibe en la compresiéon que se experimenta en la parte superior de los
muslos al reclinarse, o puede notarse con mayor claridad sentdndose sobre
la propia palma de la mano: al reclinarse se nota cémo las tuberosidades is-
quidticas se deslizan sobre la capa interna de la piel, mientras la externa se
mantiene fija sobre la mano.

Este posible deslizamiento de las tuberosidades isquidticas deberia ser te-
nido en cuenta en los modelos biomecanicos de la postura sedente. Algunos
modelos representan el contacto entre pelvis y asiento como una articulacién
(Goossens & Snijders, 1995; Kayis & Hoang, 1999), asumiendo implicitamente
que el deslizamiento de la pelvis que provoca las posturas ciféticas extremas
puede evitarse inclinando el asiento o por friccion. Los resultados obtenidos
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Figura 6.1: Distribucién de las velocidades en la pelvis segtin el tipo de deslizameinto

de las tuberosidades isquidticas. A la izquierda EIR al nivel del asiento; la pelvis pivota

sin deslizar. A la derecha EIR por encima del asiento; las tuberosidades isquiaticas se
deslizan hacia delante cuando la pelvis se inclina hacia detras.

en nuestro experimento, en cambio, muestran un grado de libertad adicional
que deberia ser considerado en relacién con la estabilidad de la postura.

Esta conclusién debe tomarse con cautela, dado que los artefactos podian
afectar al movimiento de la pelvis (véase el apartado anterior). No obstante
la mediana de AMP (46,6 mm) era mayor que el efecto del posible artefacto,
como se aprecia en el ejemplo de la figura 5.8: se puede ver en ella c6mo el
drea de confianza del EIR pélvico no alcanza el plano del asiento, ni siquie-
ra en la estimacién mds conservadora. En cualquier caso, el resultado pone
de manifiesto la necesidad de analizar en profundidad el posible efecto, pa-
ra conocer en qué condiciones ocurre tal deslizamiento y su efecto sobre las
variables cinemaéticas.

La ubicacién y el desplazamiento del EIR lumbar (el del movimiento re-
lativo entre pelvis y térax) tiene que ver con la naturaleza del movimiento
de la columna. Su altura mediana (AMR) estaba manifiestamente por encima
del asiento, con un RI entre aproximadamente 200 y 300 mm. El valor medio
de este rango es semejante a la altura media de la zona lumbar (Pheasant,
1996). Por otra parte la distancia transversal entre este eje y la piel tenia un
RI estrecho entre 89 y 104 mm. Estos valores son ligeramente mayores que
la distancia entre el centro del cuerpo vertebral y el extremo de la apofisis
lumbar posterior (Panjabi et al., 1992) y muy similares a la distancia entre un
marcador externo al nivel de L2 y el centro de del disco L2 o L3, a la que
Snyder et al. (1972) dieron la medida de 88 mm. El resultado obtenido impli-
ca que el EIR se encontraba en un punto ligeramente anterior al centro de los
discos. Esto contrasta con los resultados de experimentos in vitro que localiza-
ron el EIR de la flexo-extensién lumbar en la region posterior de las vértebras
(Rousseau et al., 2006; Wachowski et al., 2009).
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Figura 6.2: Interpretacién del desplazamiento del EIR lumbar. En cada punto del mo-

vimiento la posicién del EIR (A;) es el centro de los ejes de rotacién de cada par de

vértebras. El desplazamiento del EIR significa un ascenso secuencial del conjunto de
vértebras implicadas en el movimiento.

El desplazamiento de este eje a lo largo de la columna lumbar se explica
como consecuencia de un movimiento secuencial de los cuerpos vertebrales a
lo largo de la flexo-extension. La figura 6.2 expone graficamente este efecto. El
movimiento relativo se puede descomponer en un conjunto de movimientos
entre cada par de vértebras consecutivas; movimientos cuyo eje de rotacion
se encuentra localizado en el espacio intervertebral (Pearcy & Bogduk, 1988;
Bogduk et al., 1995), aunque en la flexién puede ascender a la altura del cuer-
po vertebral superior (Rousseau et al., 2006). Al sumar los movimientos el
eje resultante se ubica en el centro geométrico de los ejes de los movimien-
tos intervertebrales, mds cerca de los pares de vértebras que giren a mayor
velocidad entre si. Asi pues, una posicion baja del eje global implica que las
vértebras inferiores contribuyen maés a la rotacién que las superiores, y vi-
ceversa. En el experimento realizado se observa que el EIR lumbar ascendia
segun se extendia el tronco y descendia en la flexién en un rango alrededor de
100 mm, lo que significa que en la postura mas flexionada eran las vértebras
inferiores las que contribuian al movimiento, y las superiores participaban
maés en en las posturas extendidas. Esta activacion secuencial fue ya sugerida
por estudios radiogréficos, que detectaron un pequefio desfase angular entre
los movimientos de vértebras consecutivas (Kanayama et al., 1996; Harada
et al., 2000). El andlisis del EIR proporciona una medida més sensible de ese
movimiento secuencial.
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Finalmente, se vio que el EIR tordcico se encontraba a una altura interme-
dia entre el pélvico y el del movimiento relativo, mds cerca del EIR lumbar (la
mediana de AMT era 172,9 mm). Esta ubicacién era consecuencia directa de
las relaciones geométricas entre los pardmetros cinemdticos: el movimiento
tordcico es la suma del pélvico y el lumbar, por lo que su eje debia ser una
media de las de los otros dos, ponderada por la velocidad angular de cada
cuerpo. Al ser el movimiento relativo mayor que el de la pelvis, el eje se apro-
ximaba més a la zona lumbar que a la pélvica. Esta ubicacién cambié al medir
la flexo-extensién en una silla reclinable con respaldo, debido a que se modi-
ficaron las restricciones al movimiento, y con ellas la contribucién de cada
segmento corporal al movimiento total del térax. Este efecto se discute en el
siguiente apartado.

Al margen de las diferencias entre el movimiento «libre» medido en el
Experimento 4 y el movimiento que se da al usar otro tipo de asientos, los
resultados obtenidos ayudan a comprender cémo tiene lugar la flexién del
tronco en la postura sedente, y permite extraer conclusiones relevantes en re-
lacién con los actuales modelos biomecanicos de esta postura, asi como con
el disefio de distintos tipos de sillas. Incluso para movimientos sencillos, co-
mo el estudiado en este experimento, los modelos basados en articulaciones
fijas no representan bien la cinematica real. Los EIR no son puntos fijos de la
anatomia, sino que experimentan un desplazamiento. Un modelo mds ade-
cuado serfa el de un mecanismo con varias articulaciones intermedias, que
aportasen 3 gdl al movimiento. Por otra parte, la ubicacién resultante del EIR
pélvico sugiere la posibilidad de un deslizamiento de las tuberosidades is-
quidticas sobre la capa interna de la piel, incluso aunque la piel misma no
deslice sobre el asiento. Esto implica un posible grado de libertad adicional,
que no suele considerarse en los modelos biomecanicos y que podria afectar
a la estabilidad de la pelvis en la postura sedente.

Ademas se ha mostrado que el EIR toracico se encuentra por encima del
asiento. Esto es un aspecto a considerar en el disefio de las sillas de trabajo,
con el fin de ajustar mejor el movimiento del respaldo al de la espalda. Si el
respaldo no se mueve de forma coherente con la espalda se puede esperar
una restriccién del movimiento lumbar. Esto es un aspecto ergonémicamente
relevante, ya que la ausencia de movimientos lumbares se ha asociado con la
fatiga y el disconfort (Vergara & Page, 2002). Asismismo, si el eje de rotacién
del respaldo no coincide con el EIR toracico puede haber un desplazamiento
relativo entre ambos cuerpos, dando lugar a un mal alineamiento entre la
columna lumbar y el soporte lumbar, asi como a fuerzas tangenciales en el
respaldo.
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6.4. Caracterizacion y efecto de las sillas

Para comprobar el efecto que podian tener las sillas sobre el movimien-
to del tronco, primero se caracteriz6 un conjunto de ocho sillas de trabajo
en el Experimento 5. Las sillas se escogieron entre varios modelos de gama
media-alta, con respaldo y asiento reclinables. Se descartaron sillas en las que
algunas de las partes fuese fija y las que no presentaban ningtin movimien-
to relativo entre ellas, para poder comparar los ejes de rotacién con los del
cuerpo humano.

El asiento y el respaldo tenian un rango de rotacién considerablemente
menor que la flexo-extensién de la pelvis y el térax, ya que los mecanismos
de reclinacién estan esencialmente disefiados para las posturas extendidas.
Mas relevante es el hecho de que la proporcién entre inclinacién de asiento y
respaldo (PRA) presentaba valores muy variables (RI entre 0,17 y 0,51, 0 en
una escala entera entre 1:6 y 1:2). La proporcién 1:3 observada generalmente
para la rotacion de pelvis/térax en el Experimento 4 se encontraba cubierta
por ese rango, pero también las habia mucho mayores y menores.

Por otra parte, la ubicacién de los ejes de rotacion era completamente dis-
tinta a la observada para los EIR del Experimento 4. Todos los ejes estaban
muy por debajo del asiento, totalmente al contrario que en el movimiento
humano segtn dicho experimento. La alineacién horizontal de los ejes tam-
bién era consistente entre las sillas, si bien distinta de la alineacién vertical en
el cuerpo humano. El EIR del asiento siempre se encontraba en una regién an-
terior, mds cerca del borde delantero del asiento. Esto es una préctica comtn
para mantener constante la altura de las rodillas y evitar la pérdida de apoyo
de los pies cuando se reclina el asiento (Festervoll, 1994). E1 EIR del respaldo
era en casi todas las sillas un punto fijo con muy poco rango de movimiento,
ubicado en una posicién media inferior, y el EIR del movimiento relativo se
encontraba, en consecuencia, en una regién posterior. La ubicacién de estos
ejes y la poca o nula movilidad del EIR del respaldo obedece a razones cons-
tructivas, que no tienen que ver con la naturaleza del movimiento humano.
En la mayoria de sillas la reclinacién se conseguia esencialmente a través de
mecanimos situados por conveniencia debajo del asiento. Los patrones obser-
vados en la ubicacion y posicion de los EIR se correspondia claramente con
los propios de mecanismos sencillos de cuatro barras. En particular hay dos
tipos de mecanismos que podrian explicar dichos patrones (figura 6.3):

1. Respaldo articulado a la barra fija, y asiento articulado directamente
al respaldo. El eje del respaldo se mantiene fijo, pero al no haber una
articulacién directa entre el asiento y la barra fija, el eje del asiento varfa
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Respaldo

]
------------

Figura 6.3: Posibles configuraciones de los mecanismos de cuatro barras que modelan

el movimiento de las sillas. Las barras rojas representan el asiento, y las azules el

respaldo. Los puntos y lineas de color representan los EIR: rojo para el asiento, azul
para el respaldo y negro para el movimiento relativo, a semejanza de la figura 5.11.
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Figura 6.4: Composicién de movimientos en un respaldo flexible.

segtin la inclinacién (figura 6.3-a). Este mecanismo puede representar el
movimiento de las sillas 52, S6 y S7.

2. Respaldo y asiento articulados a la barra fija. Tanto el eje del respaldo
como el del asiento permanecen fijos. El eje del movimiento relativo se
desplaza necesariamente, pero segtin la configuracién de las barras este
desplazamiento puede ser grande (figura 6.3-b) como ocurre claramente
en la silla S4, o poco apreciable (figura 6.3-c), como ocurre en la mayoria
de los casos.

En todos los casos habia un eje aparentemente fijo al soporte, que es el del
respaldo, salvo en el caso de la silla S6. Esta era la tinica que no se correspon-
dia con ninguno de esos modelos (se ha de destacar que éstos no describen
necesariamente la configuracion real de los demds mecanismos, sélo son re-
presentaciones equivalentes a su comportamiento). Los EIR se desplazaban
de forma singular en S6, incluyendo un movimiento vertical del eje del res-
paldo. Este desplazamiento podia ser explicado por la flexibilidad de la sec-
cién inferior del respaldo. El sistema de marcadores con el que se midi6 el
movimiento del respaldo se fij6 a su parte dorsal, que era rigida pero se mo-
via de forma flexible respecto a la parte inferior. Debido a esta peculiaridad,
el respaldo se movia como si tuviese una doble articulacién: una por debajo
del asiento, como la mayoria de sillas, y otra en el propio respaldo. De este
modo el EIR resultante se desplazaba verticalmente entre las dos articulacio-
nes, segin la contribucién de la superior al movimiento de reclinacién (figura
6.4).
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A la vista de estos resultados, en el Experimento 6 se escogieron las sillas
S1 y S6 para medir su efecto sobre el movimiento del tronco. En este expe-
rimento s6lo se midi6 el EIR del térax, debido a que las propias sillas obsta-
culizaban la instrumentacién para medir el movimiento de la pelvis como en
el Experimento 4, y los sistemas de marcadores del cuerpo humano y la silla
no podian observarse simultdneamente con la configuracién del sistema de
fotogrametria.

Las trayectorias del EIR toracico usando las sillas de trabajo eran clara-
mente distintas a las observadas en el Experimento 4, y también diferian en
funcién de la silla empleada. Si se compara la coordenada Y de la altura me-
diana del EIR toracico (MET) con la medida en el Experimento 4 (AMT), se
observa que al reclinarse en una silla de trabajo el eje desciende de forma
destacada, pudiendo llegar a encontrarse por debajo del asiento. Este descen-
so del EIR era mucho mds notable para la silla S1, que también presentaba
un rango de desplazamiento del eje tordcico (RET) mucho menor. Las dife-
rencias entre sillas eran significativas en la direccién vertical. Los datos en el
eje horizontal no aportaron diferencias significativas, ni tampoco informacién
comparable con la del movimiento sin respaldo.

Al disponer tnicamente de los datos sobre el movimiento absoluto del
tronco no se pudieron extraer valores cuantitativos sobre la accién de la ar-
ticulacién lumbar. No obstante si es posible hacer una interpretacion a nivel
cualitativo de los resultados, haciendo uso de las relaciones que existen entre
los pardmetros cineméticos de movimientos compuestos. El movimiento me-
dido del térax era la suma del movimiento absoluto del asiento, la rotacion
de la pelvis sobre el asiento y la flexo-extensién lumbar del térax respecto a la
pelvis. Llamense EA, EPA y ETP los respectivos ejes de estos tres movimien-
tos. Siguiendo el principio presentado en la seccion 4.2.3, esto significa que si
EA, EPA y ETP formaban un tridngulo en el plano del movimiento y las tres
rotaciones tenfan simultdneamente el mismo sentido, entonces el EIR del mo-
vimiento absoluto del térax estaria necesariamente dentro de ese tridngulo. Si
ademads se asume que la pelvis seguia rotando alrededor de un punto cercano
al asiento (a su nivel o ligeramente por encima), y que el movimiento lumbar
también se articulaba en la zona de la columna, esto da lugar a unas configu-
raciones como las presentadas en la figura 6.5. En ellas se han dibujado unas
mismas posiciones de EPA y ETP, mientras que EA y el EIR tordcico (repre-
sentado por la elipse negra) se han ubicado en relacién con la silla segtin el
resultado de los Experimentos 5 y 6. Las medidas representadas en la figura
son aproximadas; no reflejan los valores exactos de los experimentos.

En la silla S1 se observa que el EIR del térax se encontraba principalmente
en el segmento entre EA y EPA, y mas cerca del primero. Bajo las hipétesis
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Figura 6.5: Interpretacién geométrica de la composicion de movimientos que da lugar
al EIR tordacico observado en la silla S1 (izquierda) y S6 (derecha).

presentadas, esto significarfa que la contribucién de la zona lumbar al movi-
miento del térax era muy baja, estando éste principalmente determinado por
la rotacién del asiento y la de la pelvis. En S6 el EIR del térax se encontraba
maés cerca de EPA, ascendiendo hacia ETP, lo cual significa que en esa silla se
daba una mayor contribucién del movimiento lumbar, aunque la rotacién de
la pelvis seguia jugando un papel mayor que en el Experimento 4.

Es necesario recalcar el cardcter tentativo de esta interpretacion, que de-
pende de las hipétesis establecidas. Si alguna de tres rotaciones que com-
ponian el movimiento del térax tuviese un sentido opuesto a las demads, el
EIR resultante podia encontrarse fuera del tridngulo, pero ésta es la hipétesis
con un fundamento més robusto: la rotacién del asiento estaba sincronizada
positivamente con la reclinacion del respaldo en ambeas sillas, y la rotaciéon
coordinada de la pelvis en relacién con la reclinacién del tronco es un efecto
ya observado desde los estudios radiograficos de Keegan (1953), populariza-
do por Schoberth (1962) en su clasificacion de las posturas sedentes (media,
anterior y posterior), y que posteriormente se ha medido con otras técnicas
(Reinecke et al., 1994). Es posible, sin embargo, que los asientos acolchados
alterasen la forma en la que rotaba la pelvis, o que las restricciones del mo-
vimiento modificasen la secuencialidad del movimiento lumbar medido en
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el Experimento 4. Esto podria alterar la ubicaciéon de EPA y ETP, y en con-
secuencia el drea de los tridngulos representados representados en la figura
6.5. Por otra parte, la muestra de sujetos empleada con cada silla en el Ex-
perimento 6 era mds reducida que en el Experimento 4 y no incluia mujeres.
Esta diferencia plantea otra causa posible de variacion en los resultados de
un experimento respecto al otro, si bien no afecta a los efectos observados en
cada uno de ellos.

Aun asi, en términos cualitativos no se esperaria una gran desviacién en
la interpretacién de los resultados, que son coherentes internamente y con es-
tudios previos. La pérdida de movilidad lumbar para ambas sillas en favor
de la contribucién de la pelvis estd en linea con los resultados de otros expe-
rimentos, en los que se simularon tareas reales realizadas con sillas de oficina
(Vergara & Page, 2002). Las diferencias encontradas en S6 respecto a S1 son,
a su vez, coherentes con las diferencias en las caracteristicas de las propias
sillas. La posicién mas elevada del EIR toracico, que se ha relacionado con
una mayor contribucién lumbar, podia deberse en parte a que el asiento de
S6 se elevaba menos que el de S1 para una misma reclinacion del respaldo, y
por lo tanto el movimiento relativo entre las partes de la silla era mayor, aun-
que esta diferencia no era muy grande entre ellas (véase la figura 5.12). La
diferencia entre los ejes de los asientos, que era mas notable, también puede
haber jugado un papel importante: es posible que el respaldo flexible, que se
comportaba como si tuviera una doble articulacién, facilitase el movimiento
de la zona lumbar. Asimismo, el mayor rango vertical del EIR toracico en esa
silla concuerda con el hecho de que S6 era la tnica silla en la que el EIR del
respaldo se desplazaba (también en direccién vertical).

Dados los beneficios atribuidos a la movilidad de la zona lumbear, estos
resultados parecen favorecer la solucién de disefio asociada a S6. Hay distin-
tas estrategias de disefio que pueden procurar un efecto semejante, ademads
de emplear materiales deformables. Una de ellas es afiadir grados de libertad
a los mecanismos de reclinacién. Otra seria modificar las articulaciones del
asiento y el respaldo de tal manera que el eje de rotacion entre ambos se acer-
que a la regién lumbar; esto se podria conseguir alineando las articulaciones
adecuadamente, o también empleando otras tipologias de mecanismos. Estas
propuestas buscan que el movimiento relativo entre el asiento y el respaldo
sea cinematicamente similar al que se observa de forma natural entre la pel-
vis y el térax, para propiciar que la flexiéon movimiento lumbar se encontrase
menos «bloqueada» por la silla.

Sin embargo, la lectura ergonémica que se ha realizado de los resultados
debe hacerse con cautela, debido a las condiciones en las que se han realizado
los experimentos. Tanto el Experimento 4 que midi6 el movimiento sin res-



158 CAPITULO 6. DISCUSION

paldo, como el Experimento 6 realizado con sillas de trabajo, se han limitado
a analizar un movimiento de flexo-extensién entre dos posiciones extremas,
repetido ciclicamente en 30 segundos. Este movimiento, aunque ttil para de-
finir un modelo biomecanico, es muy distinto del movimiento realizado en
condiciones reales. Durante el uso cotidiano de una silla el usuario perma-
nece sentado por periodos mucho més largos, los movimientos de flexién
tan amplios son poco frecuentes, y por el contrario se dan otros movimien-
tos (cambios de postura, apoyo sobre la mesa o los reposabrazos, sentarse y
levantarse, etc.) que no han formado parte del esta investigacién, principal-
mente orientada a la caracterizacion cinemaética de un modelo biomecénico.

Asimismo, aun si los beneficios ergonémicos contemplados se comproba-
sen en tales contextos, antes de aplicar esta filosoffa de forma generalizada
habria que tener en cuenta otras consideraciones con las que puede entrar en
conflicto puntualmente. Por ejemplo, al observarse en el Experimento 4 que el
EIR de la pelvis se encuentra por encima de las tuberosidades isquidticas, po-
dria proponerse la conveniencia de articular el asiento en una regién proxima.
Pero esto se opondria al ya citado criterio de de mantener el eje de rotacién
del asiento en torno a las rodillas, para evitar que la reclinacién provoque una
elevacion de las mismas —y en consecuencia también de los pies—. Asi pues,
la generacién de nuevos disefios en base a los resultados observados siem-
pre debera ir acompariada de su correspondiente validacién con pruebas de
confort, con el objetivo de verificar en qué medida las ventajas introducidas
compensarian los efectos derivados de modificar los mecanismos.

En estudios previos se han hallado relaciones significativas entre la mo-
vilidad y el confort en la postura sedente (Vergara & Page, 2002): el factor
que mas influye son los «micromovimientos» (oscilaciones alrededor de pos-
turas estables), y son especificamente los mas rdpidos y de menor amplitud
los que tienen un efecto beneficioso, ya que cuanto mds lentos y amplios son,
mads se incrementa el disconfort, dando lugar a frecuentes cambios posturales
de mayor magnitud («macromovimientos»), que son un reflejo de molestias
lumbares. Siguiendo una aproximacién semejante, se puede buscar la rela-
cién entre los mecanismos de las sillas, la cinemadtica del tronco y el tipo de
movimientos lumbares asociados al disconfort, o su relacién directa con el
confort global y las molestias en partes del cuerpo.
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Conclusiones

Los principales logros, resultados y aportaciones del trabajo que se ha pre-
sentado en esta tesis doctoral se sintetizan en los siguientes puntos:

1. A través de las ecuaciones del movimiento de los cuerpos rigidos se ha
definido una nueva metodologia de andlisis cinematico, que unifica el
estudio de la cinematica instantdnea y los desplazamientos finitos y es
aplicable a cualquier cadena de segmentos rigidos, independientemen-
te del tipo de movimiento que exista entre ellos. Es el propio método
de andlisis el que determina las restricciones cinematicas, a través de la
caracterizacién del eje instantdneo de rotacién (o del movimiento heli-
coidal, en términos més generales). Esta metodologia se puede usar en
estudios biomecénicos para analizar el movimiento de cualquier articu-
lacién, y se ha empleado en particular para analizar la flexién del tronco
en la postura sedente.

2. Uno de los aspectos cruciales de la técnica de andlisis es su precision y
la capacidad de controlar los errores instrumentales, que son criticos en
el calculo del EIR. Este control se puede realizar de forma eficaz a tra-
vés de férmulas tedricas, que se han validado experimentalmente con
una prueba de alta sensibilidad estadistica. Al aplicar este método a la
medida del movimiento del tronco y las sillas se consiguié mantener el
error instrumental al nivel de 1 mm en el EIR.

3. Los errores de medida por artefactos quedaron controlados a través de
un cuidadoso disefio de la instrumentacién. Las pruebas estadisticas no
encontraron artefactos que se pudieran distinguir del error instrumen-
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tal, y en el peor de los casos eran del orden de magnitud o menores que
los de otros métodos para definir centros de rotacién.

Los experimentos con sujetos realizando un movimiento controlado de
flexo-extension proporcionaron un modelo biomecénico distinto de los
habituales, que suelen estar basados en articulaciones fijas al nivel del
asiento y L3 o L5. El nuevo modelo, al no imponer restricciones arti-
ficiales al movimiento, proporciona una representacién mas fiel de la
cinematica de la flexién del tronco.

El movimiento que se observé en la pelvis es una rotacién centrada por
encima del asiento, que implica un deslizamiento de las tuberosidades
isquidticas sobre la capa interna de la piel. Por lo tanto la rotacién de la
pelvis presenta mas de un grado de libertad, en oposicién a los mode-
los tradicionales. Esto puede tener consecuencias no consideradas ha-
bitualmente sobre la estabilidad de la pelvis en la postura sedente, e
invita a replantear los modelos mecanicos sobre el equilibrio de fuerzas
en dicha postura.

La flexo-extensién lumbar mostré un patrén secuencial, con un eje que
asciende a lo largo de la columna segiin aumenta la extensién del tron-
co. Este movimiento secuencial también contrasta con los modelos sim-
plificados que asumen una articulacién fija, e implica que los mecanis-
mos basados en ejes fijos no pueden reproducir con fidelidad el movi-
miento natural.

Sobre la base de este patrén se observaron notables diferencias entre
sujetos, que revelan distintas estrategias a la hora de combinar el movi-
miento pélvico y el lumbar para flexionar o extender el tronco. Algunos
sujetos tienden a realizar el movimiento con una mayor contribucién de
la pelvis y otros con mayor contribucién lumbar. Este resultado verifica
la existencia de al menos dos grados de libertad a nivel funcional, que
no pueden reproducirse con un mismo mecanismo de cuatro barras (el
habitual en sillas de trabajo) para todos los usuarios.

El modelo biomecénico es también muy diferente del comportamiento
cinematico de las sillas medidas, cuyos ejes estaban en todos los casos
por debajo del asiento y distribuidos de la misma forma, al margen de
diferencias individuales entre sillas. Esta discrepancia implica que los
mecanismos de las sillas de trabajo producen movimientos de asiento y
respaldo distintos a los del movimiento natural de la pelvis y el térax, y
aun distintos a los de los modelos biomecanicos simplificados.
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9. En el ultimo experimento se observé que las sillas alteraban de forma
notable los patrones de flexo-extension toracica. Esta alteracién se in-
terpret6 de forma coherente con lo visto en estudios previos y con las
discrepancias entre el modelo biomecénico y los mecanismos de las si-
llas. Esta interpetacién implica una mayor rotacién de la pelvis y una
reduccién del movimiento lumbar, en distinto grado segtin el tipo de
silla empleado: el supuesto «bloqueo lumbar» se daba de forma maés
notable en la silla de respaldo rigido con articulacién fija, y menos en
la silla de respaldo flexible, que tenia un mayor rango de inclinacién
respaldo-asiento y se comportaba como si tuviera una doble articula-
cién.

10. El conjunto de resultados obtenidos constituyen una aportacién original
para el andlisis de movimientos humanos en general, tanto a nivel me-
todolégico como por el modelo biomecanico desarrollado. Este modelo
y el efecto observado de las sillas también proporcionan un conocimien-
to prometedor para el campo de la ergonomia y el disefio de de sillas.
Esta investigacion abre nuevas vias de profundizacién en los modelos
biomecénicos, asi como en el andlisis ergonémico de la postura sedente
desde una perspectiva dindmica.

Como trabajo futuro, desde el punto de vista del disefio de sillas, una mejora
en la instrumentacién permitiria ampliar el estudio sobre el efecto de las sillas
en el movimiento del tronco, midiendo de forma sincronizada el movimiento
del térax, la pelvis y las partes del asiento. Por ejemplo, el uso combinado de
sensores inerciales podria permitir la medicién de los segmentos que quedan
ocultos a las cdmaras por interposicién de otros cuerpos, como la pelvis en
las sillas de trabajo.

Ademas, a nivel ergondémico es necesario combinar la informacién de los
modelos resultantes de estos experimentos con datos de observaciones maés
«naturales». Estas tltimas pueden revelar aspectos sobre el confort asociado
al uso real de las sillas, que no estan al alcance de los experimentos con movi-
mientos controlados, aunque éstos son necesarios para obtener informacién
fiable sobre la cinemaética articular. A través de pruebas de uso con usuarios
realizando o simulando tareas habituales podrian identificarse las variables
cinematicas que mads influyen sobre el confort.

Otro de los aspectos en los que se puede profundizar es el de las distintas
estrategias de movimiento. Con una base de experimentos més amplia serfa
posible definir distintos patrones, y compararlos segtin las caracteristicas de
los sujetos.
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Las técnicas y modelos desarrollados también pueden aplicarse para la va-
loracién funcional de la zona lumbar, ya que las alteraciones en los patrones
de movimiento provocadas por una dolencia pueden tener un claro reflejo en
el eje de rotaciéon y otros parametros cinematicos. También podria incorpo-
rarse parte de la metodologia al estudio de la sedestacion en sillas de ruedas,
para definir criterios de configuracién y disefio de las mismas que optimicen
simultdneamente la estabilidad y la accién funcional de sus usuarios.

En definitiva, el trabajo que se ha llevado a cabo aporta una visién nueva
y detallada sobre las caracteristicas del movimiento del tronco en la postura
sedente, que se ha dedicado a una exploracién de cémo las sillas de traba-
jo condicionan dicho movimiento, si bien esta aproximacién ergonémica no
constituye un limite de aplicacién, sino un punto de proyeccién para otros y
mads amplios estudios.
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Apéndice A
Procedimientos matematicos

El método de analisis cinemético y de errores presentado en el capitulo 4
depende de una serie de procedimientos y principios matematicos (calculo de
derivadas, leyes estadisticas, etc.) que, aun siendo cruciales para la correcta
aplicacién de las técnicas, por su cardcter auxiliar y en aras de la concrecién
s6lo se han comentado superficialmente. En este apéndice se desarrollan en
detalle, haciendo referencia a las secciones del capitulo 4 en las que se aplican.

A.1. Suavizado y diferenciacién de variables

A.1.1. Principios del ajuste polinémico local

En los célculos cinematicos diferenciales es necesario obtener las deriva-
das temporales de las variables de posicién. Por ejemplo, en las férmulas (4.8)
y (4.9) de la seccion 4.2.1 aparecen las velocidades de los marcadores 7;(t), que
han de obtenerse por diferenciacién de las posiciones R;(t). La técnica escogi-
da para ello ha sido el ajuste polinémico local comentado en la seccién 2.5.1.2,
que es un método adecuado para el andlisis de sistemas dindmicos que no ac-
tdan conforme a un modelo predefinido, y para las variables biomecédnicas en
particular (Page et al., 2006a,b).

Dada una funcién y(x) el ajuste polinémico local proporciona, para ca-
da instante x;, una funcién polinomica de grado p, f;(x), que se ajusta a las
observaciones de la variable medida en el entorno de x;:

Fr(x) = Bro+ B (x — x1) + Pra(x — x6)* + ...+ Brp(x — x1)P. (A1)
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051

15 . . . . . . .
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura A.1: Ejemplo de la ponderacién con una funcién kernel. La linea continua es la
funcién parabdélica de Epanechnikov, con un maximo en 0 y definida entre [—10, 10].
Los circulos son un residuo aleatorio con una distribucién normal de media nula.
Los asteriscos son dichos residuos modulados por el valor del kernel. Alrededor de
0 los valores practicamente coinciden; segtin se distancia la ordenada, los residuos
ponderados se hacen mas pequefios, y para x < —10 0 x > 10 son siempre nulos.

Este polinomio es el que satisface el criterio de minimas diferencias cua-
dréticas entre sus valores y los datos y(x) observados en el entorno de x;, pon-
deradas seguin una funcioén kernel w(u) simétrica y con su maximo en u = 0:

min (Zw (x hxt) (y(x) - ﬁ(x>)2> . (A2)

X

Esta ponderacion hace que los residuos entre el polinomio f;(x) y las ob-
servaciones y(x) tengan mayor peso cuanto mds cercano esté x al instante de
referencia x;. El pardmetro / es el «ancho de banda» de la funcién de pesos,
de modo que para una misma w(u), mientras més grande sea h mas influiran
los puntos alejados de x; (figura A.1).

La diferencia con una regresién polinémica convencional es que el poli-
nomio obtenido es distinto para cada instante, de modo que el resultado se
ajusta perfectamente a cualquier conjunto de datos, si la funcién «real» de
la que proceden es continuamente diferenciable hasta orden p y el ruido se
distribuye de forma aleatoria e incorrelacionada.

Aplicando esta técnica se pueden calcular los valores de la funcién suavi-
zada y sus derivadas hasta orden p en todos los puntos:
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d fi(x)

dxk

= KBy (A.3)

X=Xt

De este modo, por ejemplo, dadas las coordenadas de los marcadores
R;(t) observadas en cada instante se calculan su posiciones corregidas (con
el minimo error aleatorio) y sus derivadas primeras, 7;(1), que se requieren
para calcular los pardmetros cinemaéticos diferenciales.

A.1.2. Parametros del suavizado

El problema que se presenta es qué valores dar a los pardmetros del suavi-
zado: el grado del polinomio, el tipo de funcién kernel y, sobre todo, el ancho
de banda k. El grado de polinomio se ha escogido en funcién de las derivadas
a calcular; para el célculo directo de velocidades (derivadas de primer grado)
se han escogido polinomios ctibicos. La eleccién del kernel no es especialmen-
te critica, aunque se recomienda escoger una funcién suave y definida tinica-
mente en un entorno limitado alrededor de cero (Cleveland & Loader, 1996);
siguiendo este criterio se ha empleado la funcién de Epanechnikov (Héardle,
1992):

2
() = {0,75(1 —u2) |ul <1 "
0 lu| >1

La eleccién del ancho de banda 6ptimo es normalmente el problema prin-
cipal, y hay mdltiples estrategias para resolverlo. En general se recomienda
utilizar un criterio que no se base directamente en el tamario de }, sino en
el nimero de puntos cubiertos en el intervalo definido por el kernel (el lla-
mado criterio de nearest neighbours o «vecinos préoximos»). Entre las técnicas
habituales para seleccionar el mejor ancho de banda se cuenta la validaciéon
cruzada y los métodos plug-in (Cleveland & Loader, 1996). La técnica usada
en este trabajo se basa en el criterio de autocorrelacién minima de los resi-
duos, especialmente adecuado para funciones con cambios de curvatura cuya
forma es desconocida (Braun & Rousson, 2000). Este método parte de la hipé-
tesis de que los errores aleatorios estan incorrelacionados en el tiempo, por lo
que busca el valor de / para el que se minimiza el estadistico de Box-Pierce:

Q) = Y2 (h), (A5)
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donde 7;j(h) es la autocorrelacion de los residuos con un desfase de j obser-
vaciones, cuando el suavizado se ha realizado con un ancho de banda h. El
indice m es un maximo arbitrario de los desfases empleados para el cilculo
de Q(h).

En el procedimiento seguido en este trabajo la funcién objetivo no es di-
rectamente el estadistico de Box-Pierce, sino una modificaciéon del mismo en
la que las autocorrelaciones no estan elevadas al cuadrado:

Q* (1) = Y. 7;(h). (A6

Esta variacién aprovecha el distinto caracter de r;(/) segtin el tamafio re-
lativo de h:

» Si el suavizado es deficiente (el valor de & es pequefio), el criterio de
ajuste (A.2) generara residuos con valores cuadraticos minimos (de signo
positivo y negativo equilibrados) en entornos estrechos. Por lo tanto el
signo de los residuos alternard a intervalos muy cortos, y sus autocorre-
laciones r;(h) seran predominantemente negativas para j < m.

= Sipor el contrario el suavizado es excesivo (con valores de & muy altos),
existird una desviacién local grande entre la funcién suavizada y los
valores observados. En sefiales con cambio de curvatura esto producira
tramos largos con residuos de valor semejante, y sus autocorrelaciones
rj(h) serén predominantemente positivas para j < m.

En consecuencia, se espera que para las variables que han de ser suavizadas,
la funcién Q*(h) definida en (A.6) sea mondtonamente creciente, y que el mi-
nimo del estadistico de Box-Pearce se corresponda con una raiz de Q*(h). La
btisqueda de raices de una funcién es un problema numérico habitualmente
maés sencillo que la basqueda de minimos, siempre que la raiz exista real-
mente en el intervalo definido. Hay multiples algoritmos para su resolucién,
como los métodos clasicos de bisecciéon o de la secante, o los métodos de La-
guerre, Halley, Ostrowski y Euler, entre otros (Hansen & Patrick, 1976). Para
este trabajo se ha escogido el método «Pegasus», una modificacioén del Regula
Falsi (Dowell & Jarratt, 1972). Como intervalo de partida para & se ha toma-
do aquél para el que el ntimero de vecinos préximos oscila entre 5 y 50, y el
desfase maximo para el calculo de Q* (%) se ha establecido en m = 5.
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A.1.3. Error de las medidas suavizadas

El suavizado convierte la secuencia de posiciones proporcionada por la
fotogrametria a una funcién del tiempo, y ademads reduce el error aleatorio
de la sefal de entrada, pero no lo puede eliminar completamente ni corrige
los errores sistemdticos. De hecho se ha visto que los suavizados excesivos
introducen sesgos en la sefial, que son otro tipo de error sistematico.

En la teoria sobre el suavizado de sefiales las medidas de este sesgo y el
error aleatorio residual se tratan en términos estadisticos. Dada una funcién
tedrica f(x) muestreada en unos puntos x¢, y unos pardmetros de suavizado
fijos, el resultado de realizar el ajuste, representado por la familia de polino-
mios f;(x), dependera de los errores de la medida. Y como éstos son supues-
tamente una variable aleatoria, f;(x) también sera una funcién aleatoria, con
un valor medio y una varianza para cada punto x;. El llamado bias es la di-
ferencia entre f(x) y la media funcional de f;(x), y representa el sesgo que
se comete de forma sistematica al suavizar. La varianza de f;(x) cuantifica la
oscilacién que se espera del ajuste alrededor de su media, y por lo tanto es
una medida del error residual.

En los teoremas presentados por Francisco Ferndndez & Vilar Fernandez
(2001) se formulan estimaciones asintéticas para el sesgo y la varianza de
fi(x) y sus derivadas cuando la funcién est4 definida en el intervalo x € [0,1],
aunque esto no limita su aplicabilidad a funciones definidas en otros interva-
los. También consideran que el ancho de banda & es relativamente pequefio
respecto al dominio de x, mas unas condiciones de la funcién kernel y las co-
varianzas del error aleatorio original que pueden darse por ciertas en el pro-
blema que se aborda en este trabajo. Las férmulas mencionadas dependen
de los distintos pardmetros que determinan el proceso de suavizado (funcién
kernel, niimero n de puntos medidos, grado p del polinomio, propiedades
estadisticas de la variable independiente y el error original), asi como del or-
den de derivacién k < p para el que se estima el error. Dichas expresiones
se pueden simplificar del siguiente modo para mostrar sélo las relaciones de
proporcionalidad con los parametros principales:

k! hpHl

Bins (79(0)) = /T 0B (o). (A7)
1\ 2
var (f®(x)) = (,’;) V(1 4+ 0(1)) (A8)

Los términos B* y V* son términos en los que se combinan de forma no
lineal los parametros antes mencionados, y el factor asintético 1+ o(1) impli-
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ca que el error cometido al usar estas aproximaciones es despreciable frente a
su propio valor (véase Shoup, 2009 para la notacién asintética).

Para las variables de posicién (k = 0) el primer factor de (A.7) y (A.8) es
igual a 1 y se puede obviar. Como puede observarse, el sesgo depende pro-
porcionalmente de la derivada de orden p + 1 de la funcién tedrica original,
mientras que la varianza del error aleatorio tras el suavizado es directamente
proporcional a la del error original, representada en (A.8) por ¢2. En cuanto al
efecto del ancho de banda /, se encuentra modulado en el primer caso por el
grado p del polinomio, y en el segundo por el ntimero n de puntos medidos.
Pero para unos mismos valores de estos pardmetros, un incremento de & au-
menta exponencialmente el sesgo, al tiempo que reduce proporcionalmente
el error aleatorio.

Las condiciones para las que estadn definidas estas férmulas restringen los
posibles valores de / al intervalo abierto 0, 1/2][. Por lo tanto, para todo ajuste
de grado p > 1 el sesgo presentard un grado de incremento respecto a h
mas «lento» que la reduccién del ruido. Ademas, el método de suavizado
que se ha seguido incluye una btisqueda ancho 6ptimo, con el que el residuo
sustraido a la sefial tenga una autocorrelacién minima, y por lo tanto no exista
sesgo alguno entre los datos observados y la funcién ajustada.

Esto verifica las condiciones expresadas en la seccién 4.2.5 sobre los erro-
res de posicidn, a saber: que el error aleatorio en las posiciones medidas se ve
reducido en magnitud por el proceso de suavizado, quedando la parte siste-
matica del error inalterada.

A.1.4. Error de las velocidades

Para las estimaciones del error en los pardmetros cinematicos, desarrolla-
das alo largo de la seccién 4.2.5, se ha asumido de forma generalizada que el
error de las velocidades, 67;(t), estd dominado por la componente aleatoria,
ya que el error aleatorio se magnifica en las derivadas, mientras que esto no
ocurre con el error sistemdtico. Esta magnificacién del error aleatorio se veri-
fica en las ecuaciones (A.7) y (A.8) cuando se aplican a las derivadas primeras
(k=1).

Los resultados de estas ecuaciones diferiran de los obtenidos para los erro-
res de posicién por los valores de los pardmetros B* y V*, y sobre todo por
el factor 1/n afiadido (que esté elevado al cuadrado en el célculo de la varian-
za). Para valorar el efecto de este factor hay que tener en cuenta el cambio
de escala que supone trabajar con las derivadas. En los experimentos de esta
investigacién se miden movimientos ciclicos; considérese, a tal efecto, que el
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rango recorrido en un ciclo de la variable f(x) es F, y que el error de su ajuste
polinémico estd caracterizado en proporcién a dicho rango:

P N

e(f(x)) = £ (f (%) = f(x))- (A.9)

El error de su derivada podrfa normalizarse, andlogamente, de forma pro-
porcional a la velocidad caracteristica de la funcion. Si la duracién tipica de
un semiciclo ocupa una fraccién X del intervalo [0, 1] (en el que esta definida
la variable x), la velocidad tipica puede definirse como el cociente entre F y
X. Asipues,

e(f'(x)) = () — £ () (A10)

En consecuencia, la relaciéon de proporcionalidad entre los errores norma-
lizados de posicién y velocidad seria, en funcién de k,

e(f1(x)) o Ze(F(x)). (A1)

Normalmente el ancho de banda serd una fraccién pequefia de un ciclo. Es
decir, que el factor X/n serd un ntiimero mayor que 1. Por lo tanto la relacién
(A.11) implica que el error normalizado de velocidad es varias veces mayor
que el error normalizado de posicién, tal como se habia propuesto.

A.2. Propiedades del cuerpo y el torsor virtual

A.2.]1. Interpretacién geométrica del cuerpo virtual y configu-
raciones singulares

En la seccién 4.2.2 se ha presentado el método de célculo lineal para re-
solver el problema de desplazamientos finitos, basado en la definicién de un
campo antisimétrico de «desplazamientos virtuales» aplicado sobre un «cuer-
po virtual». La geometria del cuerpo virtual se relaciona con la del cuerpo
real en el punto medio de la rotacién, que es la posicién empleada por Parkin
(1997b) para calcular las transformaciones matriciales de desplazamientos fi-
nitos. Esta relacién se muestra en la figura A.2, donde se representa un cuerpo
en la posicién inicial, final y «<semirrotada», considerando sélo la rotacién pu-
ra alrededor del centroide G, que no experimenta ningtin desplazamiento. El
vector 71 representa la posicién de un punto arbitrario respecto a G, siendo
72 y 7 sus reflejos en la posicion final y en la semirrotada, respectivamente.
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Figura A.2: Relacién geométrica entre el cuerpo virtual y el real: el cuerpo virtual es
similar al real en la posicién intermedia, pero comprimido en torno al eje de rotacién
por el factor cos(¢/2).

En un sistema de coordenadas con origen en G y eje Z alineado con el FHA
(if = k), la relacién entre los vectores mencionados se puede derivar de (2.6):

71 = 7y — sin (i) K x P + (1 — Cos (i)) k x (E X ), (A.12)

7y = P + sin (‘é’)k’x?w (1—cos <‘§)>%x (k X Top). (A.13)

Asi pues, el vector del cuerpo virtual 7, puede definirse explicitamente a
partir de las coordenadas de la posiciéon media 7, = (X, Y, zm)T:

L T +T . >
Ty = % = cos (i) T + <1—cos <(§>>zmk

cos(¢/2)xp
= | cos(¢/2)ym (A.14)

Zm

Como muestra (A.14), la geometria del cuerpo virtual es similar a la del
cuerpo real en la posicién semirrotada, aunque «encogida» en torno al FHA
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en proporcién al factor cos(¢/2). Esto crea una configuracion singular cuando
¢ = (2k — 1)1t (para k € IN). En dicho caso el cuerpo virtual degenera en una
serie de puntos alineados con el FHA; la matriz de inercias virtuales J,; no
es invertible, y el médulo de () es infinito.

En esta situacion singular el método propuesto para resolver los despla-
zamientos finitos da soluciones numéricamente indeterminadas, aunque la
solucion algebraica existe y es finita para todos los pardmetros salvo el mé-
dulo de Q. El calculo de AR, no se ve afectado por las singularidades de la
rotacién. En cuanto al FHA, dado que coincide con todos los puntos del cuer-
po virtual, puede determinarse como la recta que mejor se ajusta a los mis-

mos; en particular se puede apreciar que el limite de G,H en (4.24) cuando

\ﬁ| tiende a infinito da como resultado un vector nulo. Asimismo, conocida
la direccién i del giro (que es la direccién de la linea formada por el cuerpo
virtual), se pueden calcular los limites de las ecuaciones (4.27) y (4.29) que de-
finen la matriz de rotacién y el desplazamiento esférico de cualquier punto,
respectivamente:

Mo—oo = I3 +2A%(ii). (A.15)

(72 — ?1)():00 =2il X (1:[ X 71) (A,]6)

Esta singularidad cobra importancia cuando el cuerpo bajo estudio pue-
de girar 180° 6 mas desde su posicion de referencia. La flexién del tronco en
postura sedente tiene un rango de movimiento mucho maés reducido, cual-
quiera que sea la posicién de referencia escogida. Por lo tanto en este caso no
es necesario establecer un control sobre las potenciales singularidades en el
célculo.

A.2.2. Relacién entre desplazamientos finitos e infinitesima-
les

En las secciones 4.2.1 y 4.2.2 se describen los métodos para calcular de
forma independiente el torsor cinematico {@(t), 7 (t)} y los parametros del
desplazamiento entre dos posiciones dadas, Q) y AR. Pero evidentemente
existe una relacién matematica entre estas variables que puede aprovecharse
si s6lo uno de los métodos se puede aplicar adecuadamente, para obtener
los otros pardmetros por integracion o derivacion, segtn el caso. También se
puede aprovechar, ademds, para aplicar el método de promediado funcional
que se detalla en la seccién A 4.
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Por ejemplo, la medida directa de los desplazamientos finitos puede pre-
sentar problemas practicos si las posiciones inicial y final observadas son muy
distintas, y los marcadores vistos en cada una no son los mismos, en cuyo ca-
so no se pueden aplicar las ecuaciones propuestas. Una solucién para casos
como ése es calcular el torsor cinematico en todos los instantes intermedios
({@(t),Us(t)} parat € [ty, t2]) y obtener el desplazamiento finito por integra-
cién. El célculo cinematico instantaneo sélo requiere un nimero suficiente de
puntos comunes entre cada pareja de instantes adyacentes (por lo menos 3 no
alineados, preferiblemente mas), lo cual no entraria dificultad si se emplea un
numero alto de marcadores. Hay que tener en cuenta, eso si, que el conjunto
de marcadores vistos en una situacién como ésta ird fluctuando, y por lo tanto
el centroide G no serd un punto fijo del cuerpo a lo largo del intervalo de inte-
gracion. Por lo tanto 7 () no se podré integrar directamente; serd necesario
calcular en cada instante la velocidad asociada a un punto teérico del cuerpo,
de forma que el término de traslacién integrado estara referido a él.

Por otra parte, cuando el disefio experimental proporciona las coordena-
das para todos los marcadores en todas las posiciones, el célculo del torsor
cinematico puede tener un alto coste computacional, especialmente a la ho-
ra de suavizar y calcular las velocidades de cada uno de los marcadores in-
dividuales (véase la seccién A.1). Como en tal situacién es posible calcular
el desplazamiento finito entre cualesquiera dos posiciones del cuerpo, una
alternativa mas eficiente seria la siguiente: tomar la posicién del cuerpo en
primer instante como referencia (ﬁil = ﬁi (t = 0)), calcular los desplazamien-
tos finitos respecto a ¢l en todos los instantes (R;; = R;(Vt)), obteniendo asi
unas funciones temporales Q(t), AR (t), y aplicar el proceso de suavizado
unicamente a este resultado, para obtener los torsores {@(t), U (t)} por deri-
vacion.

En ambos casos hay un paso intermedio necesario, que es establecer la re-

lacién entre el torsor infinitesimal {&(t), 75 (t)} y las derivadas Q(t), AR (t).
La relacion entre los términos de traslacion es trivial:

ic(t) = ARg(b). (A17)

La relacién entre @(t) y Q(t), sin embargo, no es tan obvia. En Page et al.
(2009a) se da un método para calcular cada uno de esos vectores en funcién
del otro, con una explicacién basada en la representacion de rotaciones infi-

nitesimales. En resumen, @ (t) y Q(t) mantienen una relacién directa de pro-
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porcionalidad cuando €)(t) = 0, es decir cuando la posicién del cuerpo en el
instante t coincide con la que se ha considerado como inicial:

- d (tan(¢/2)if)

Q) Q=0 - dt

_ ldg
T

_ @)

0= (A.18)

¢=0 ¢=0

Por lo tanto el calculo de @&(t) no se basa directamente en la derivada
de Q)(t), sino la de otra rotacién ®.(t) equivalente, pero definida para cada
t = 7 de manera que & (1) = 0. Esta rotacion viene a ser Q)(t) precedida de
la rotacién inversa en ese instante, (), segun (4.39):

. [ ey Gy — —O0) + O +O(x) x O(r)

S (A.19)
14+ Q(7) - Q1)

Derivando (A.19) en t = 7, y dado que en ese instante se cumple la condi-
cién para la que se ha definido (A.18),

(1) =21 _ = 1+20(t)2 (630 + 63 x E3(1)) . (A.20)

La ecuacién (A.20) proporciona la definicién de @(t) en funcién de Q(t)
y su derivada. Por otra parte, si lo que se desea es calcular Q)() por integra-
cién a partir de @(t), esta ecuacién se puede transformar para obtener una

expresion explicita de ()(t). De forma analitica:

= =

(1) x (O(t) x Q1) = A (A(t) x Q)

Q) x (Qt) x @(t)) =2

14+ Q(t)?
(A.21)
Ademads, de (A.20) también se desprende:
. A ()2 .
A0t x 68 = “E2E 50 ), (A.22)

Y sustituyendo este resultado sucesivamente en (A.21) finalmente se ob-
tiene la definicion explicita de Q)(t):

—

Q@) = = (c?)(t) + &) x Q) + (&) .ﬁ(t))ﬁ(t)) . (A.23)
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De este modo se puede calcular ()(t) por integracion en cualquier instan-
te:

t

Q) = Q) + 5/ (CJ(T) +&(1) x Q1) + (&(7) - Q(T))()(T)) dr.

t
' (A.24)

Notese que (A.24) es una férmula recursiva para el calculo de Q)(t), pues
requiere conocer de antemano el valor de Q)(7) para T € [t1,]. Si la integra-
cién se hace progresivamente a lo largo del intervalo, los valores para T < ¢
podran obtenerse de las integrales realizadas hasta el momento, pero tam-
bién serd necesario hacer una primera estimacién de ﬁ(’f = t), que se ird
ajustando iterativamente.

En el articulo mds detallado sobre el método publicado por Page et al.
(2009a) se mide experimentalmente la discrepancia entre los célculos cinema-
ticos segtin si se hacen con los métodos directos (los expuestos en las seccio-
nes 4.2.1 y 4.2.2), o mediante los indirectos descritos en esta seccién. El error
en @(t) es de 0,016rad/s (un 0.5 % de la velocidad angular media), y en )(t)
equivale a una rotacién de 0,05°. En ambos casos las magnitudes son del or-
den de la precisién del sistema de medida.

A.2.3. Error de los métodos indirectos

En las secciones 4.2.5.3 y 4.2.5.4 se han proporcionado las férmulas que
definen el error en el torsor cinemético diferencial y el de desplazamientos
finitos, cuando se calculan mediante los métodos directos expuestos en 4.2.1
y 4.2.2. A continuacién se presenta una demostracién de que los métodos
indirectos recién planteados dan lugar a los mismos errores de calculo.

Asumiendo que los errores de las derivadas son proporcionalmente ma-
yores que los de las medidas, como se ha detallado en A.1.4, el error 6 calcu-
lado por el método indirecto podré considerarse primoridalmente un efecto

de 5Q) al derivar (A.20), es decir,

0@ = 50+ O x (56) . (A.25)

1+ 02 (
Por otra parte, aplicando el principio de propagacién de errores en las
derivadas,

- Q - Q -
56 = 905, + 225, (A.26)
ad, ad,
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siendo ®; y ®, las rotaciones ficticias «afiadidas» a la posicién inicial y final,
respectivamente, con el objetivo de cuantificar el error al calcular las rotacio-
nes, tal como se ha desarrollado en la secciéon 4.2.5.4.

En el método indirecto para el cdlculo de @ se utiliza siempre la misma
posicion inical del cuerpo, por lo que ®; es constante y su derivada es nula
(mientras que <_I32 es un concepto equivalente a CTDT(t)). Asi pues, el primer
sumando de (A.26) no interviene, y (A.25) da lugar a

@ = — 2 (af)(@z +0Ox (;&?5@)) . (A.27)

La derivada parcial que aparece en (A.27) se puede redefinir del siguiente

modo a partir de la ecuacién (4.79) (usando cualquier vector ¢)

70 F S
Eé—éﬂo.g)o—ﬂxg (A.28)

Y desarrollando (A.27) a partir de este resultado,

2

5_‘:
“ 14+02

(5&52 +(Q-68,)0 - A x (O x (552))
2

= ((scﬁz + Qzécf)z) = 26%,. (A.29)

Por otra parte, la formula (4.77) sirve para estimar 6@, en funcién de la
geometria del cuerpo en su posicién final y de los errores 7j. Si se deriva
dicha ecuacion, sustituyendo 7, por 7;(t), J a% por J(t)~1, y 67, por 85;(t)
en virtud de (4.49), se llega finalmente a

> 1
6D, = E]G(t)_l m;¥;(t) X 6T;. (A.30)

n
i—1

Y dicha expresién es, multiplicada por el factor 1/2, exactamente igual a
(4.61), que define el error d& utilizando el método directo. Combinando es-
te resultado con (A.29) queda claramente demostrado que ambos métodos
no s6lo dan lugar al mismo resultado, sino que conllevan el mismo error de
célculo.

En definitiva, se constata que el orden empleado para el célculo de la ve-
locidad angular (suavizado+calculo cinematico diferencial, o cdlculo de des-
plazamientos finitos+suavizado) no influye en el modo en que se propagan
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los errores de medida. Andlogo proceso lleva a concluir que lo mismo ocurre
con el calculo de Q)(t), sea de forma directa o indirecta, integrando su deriva-
da. Las divergencias que se pueden encontrar serdn debidas, principalmente,
a diferencias en el proceso de suavizado que den lugar a distintos errores de
las derivadas. No obstante, si se sigue un mismo criterio de suavizado 6ptimo
se llegaréa a soluciones semejantes, como han demostrado experimentalmente
Page et al. (2009a)

A.3. Propagacion de errores aleatorios

A.3.1. Definiciones generales

En la seccién 4.2.5.3 se han calculado las matrices de covarianza asociadas
al error aleatorio en el torsor cinemaético (X, L), en base a unos principios
e hipétesis sobre la naturaleza estadistica de los errores de medida, que han
de ser confirmados. En este apéndice se desarrollan los detalles teéricos que
dan pie a las afirmaciones realizadas en esa seccién.

Partiendo de los conceptos més bdsicos, por definicién los errores aleato-
rios de medida son variables cuyo valor exacto es indeterminado, pero que se
suponen distribuidos de forma controlada alrededor de unos valores medios
o esperanza estadistica, representada por el operador lineal E:

pr =X = E(x). (A.31)

En el caso de ser errores insesgados, este valor medio es nulo, y si su dis-
tribucién es normal, cada variable unidimensional puede describirse simple-
mente a través de su varianza:

02 =Var(x) = E((x —%)?) = E (x2> . (A.32)

Cuando se realiza un andlisis con multiples variables, como pueden ser
las tres dimensiones de un vector, ademas de la varianza de cada variable
entra en juego la covarianza entre cada par de ellas. En el caso de variables x
e y insesgadas:

72, = Coo(x,y) = E((x - £)(y — 7)) = E(xy). (A.33)

La covarianza indica la medida en la que los valores esperados de una
variable estdn condicionados por el que adopte la otra; si las variables son in-
dependientes la covarianza entre ambas es nula. También puede observarse
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que la definicién de varianza en (A.32) es equivalente a la covarianza de una
variable cruzada consigo misma, por lo cual se puede utilizar equivalente-
mente U,%x = (7%.

Para un conjunto n-dimensional de variables su dispersién se describe
matricialmente a través de la matriz de covarianzas X (de dimensién n X n),
como se ha hecho en la descripcién de los métodos. Las matrices de cova-
rianzas tienen una serie de propiedades de interés. Son matrices simétricas, y
sirven para calcular la varianza de cualquier combinacién lineal de las varia-
bles representadas, a través de la forma cuadratica asociada a la matriz. Por
ejemplo, si T es la matriz de covarianzas del vector (x,y), para la operaciéon
z = ax + by (siendo g, b coeficientes constantes) la varianza de z serd

0% = Var(ax + by) = E((ax)? + (by)? + 2abxy). (A.34)

Y siendo la esperanza estadistica un operador lineal,

0% = a®E(x?) 4+ b*E(y*) + 2abE(xy)

2 2
~(a b)(i%; %ﬁ)(i) (A.35)

Otra propiedad interesante es que, si las variables representadas por Z
forman un vector de un espacio n-dimensional determinado, la varianza to-
tal del vector es la traza de X (la suma de sus autovalores, que es igual a la
suma de los elementos de la diagonal). Este valor no depende de la base en la
que estén expresados los vectores, y equivale a la esperanza estadistica de la
norma al cuadrado del vector. Por ejemplo para el vector de dos dimensiones

(x,y):

tr(Z) = 07 + 0y = E(x*) + E(?) = E(® +%) = E([|(x,y)[*).  (A36)

Hay otras propiedades de las varianzas en los andlisis multivariantes, que
pueden encontrarse en Hardle & Simar (2007). Entre ellas son de especial in-
terés las que llevan al cdlculo de nuevas matrices de covarianzas, asociadas al
resultado de operaciones lineales sobre vectores aleatorios. Esto es una exten-
sién del célculo sencillo con escalares que se ha mostrado en (A.34) y (A.35).
En lugar de la varianza o2, asociada a un escalar aleatorio se utiliza la ma-
triz Xy correspondiente al vector X, y en vez de la covarianza U,%y entre dos
escalares se utiliza la matriz de covarianzas entre los dos vectores:
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Cov(x1,y1) ... Cov(x1,ym)

Ly = Cov(X,7) = : : . (A.37)
Cov(xpn,y1) ... Cov(xy,Ym)

Se puede apreciar que la matriz de covarianzas que describe la variabi-

lidad de un vector es un caso particular de (A.37), donde el vector se cruza
consigo mismo:

Ly x = Cov(¥X,X) = Var(X) = Zy. (A.38)

Sin embargo, ciertas propiedades de la matriz de covarianzas de un vec-
tor no se mantienen cuando se cruzan dos vectores diferentes: Z,, no es en
general simétrica; de hecho no es necesariamente cuadrada, y el orden en el
que se especifican las variables es relevante. En particular se cumple que

Loy =Zy, (A.39)

Las operaciones lineales sobre vectores se pueden expresar a través de
productos matriciales. La siguiente férmula sintetiza cémo estas operaciones
se reflejan en la transformacién de las matrices de covarianzas, utilizando los
vectores aleatorios ¥, i/ mds las matrices A, B:

T
Var(A% + Bj) = AZ, AT + BE,BT + AL, BT + (AZWBT) . (A40)

La ecuacién (A.40) se puede expresar mas compactamente con matrices en
bloque, para ver més claramente la analogia con el caso escalar representado
en (A.35):

Vur((A B)(* ]7)T>:(A B)(ZZ;X Z{j)(’;};) (A.41)

De estas formulas se deriva la expresién mas simple (4.62), aplicable a los
casos en los que los distintos vectores a operar son independientes.

A.3.2. Naturaleza del campo de velocidades aleatorio

Para definir el error del torsor {6, 7 } en la seccion 4.2.5.3 se ha partido
de la hipétesis de que los errores de velocidad 67;, a partir de los cuales se
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realiza el calculo, son independientes entre marcadores, por lo que las consi-
deraciones anteriores sobre las matrices de covarianzas cruzadas son prescin-
dibles en ese caso.

Sin embargo, ese hecho no implica necesariamente que los vectores resul-
tantes & y 60 sean a su vez independientes. En general es posible que la
matriz de covarianzas entre ellos tenga valores no nulos:

Lo = Cov(3@,65¢) # 0s. (A.42)

El valor de I, determinard la naturaleza del campo de velocidades gene-
rado por el error. Esta influencia se puede apreciar tomando cualquier punto
P distante del centroide G segtn el vector 7p. El error de velocidad en P ge-
nerado por {6, 67} serd un vector aleatorio cuya matriz de covarianzas se
calcula aplicando (A.40):

va = Var(&z_fp) = Vlll’(éi_fc — ?p X (S(TJ)
T
= z“vG + APEwA}; — ApXpy — (APZwv) ’ (A-43)
siendo Ap la matriz antisimétrica asociada a este vector.
Como se puede observar, las covarianzas del error de velocidad en P (X,p)
difieren de las del error en G (X,¢) seglin una serie de términos que dependen
de X, ¥ Zwy, modulados por la matriz Ap. La magnitud del error resultante

puede cuantificarse por la traza de la matriz de covarianzas, tr(X,p). Si se
toma un sistema de referencia alineado con los ejes principales de Z:

X, = diag (UZ,X, af,y, afuz) , (A.44)

y desarrollando la ecuacién (A.43) con7p = (x, Y, z)T se obtiene:

tr(ZvP) = tr(ZvG)
+ 2705y + 002) + Y (00 + 002) + 27 (055 + 00y)
+ 2x(cov(dw, dvy) — cov(dwy, dv;))
+ 2y(cov(bwy, 8v;) — cov(dws, 5vy))
+ 2z(cov(dwy, 6vy) — cov(dwy, dvy)). (A.45)

Se puede observar que tr(X,p) toma distintos valores en funcién de 7p, es
decir que la variabilidad de 67p depende del punto escogido. El valor minimo
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se dard para el vector 7p con el cual Vtr(Zy,) = 0, que derivando la ecuacién
anterior resulta ser

cov(Swy,0v; ) —cov(dwz,dvy)

Vz%g+‘73)z
1 dw;, 00y ) — Owy,0
75;1111 _ cov(8ws,0vx cozv( wy,60z) ) (A46)
wy wz
cov(Swz,dvy) —cov(dwx,dvy)
Ooxt05y

Asi pues, se comprueba que las covarianzas entre 6@ y 67 influyen sobre
el lugar en el que se minimiza el error aleatorio de velocidades. Concreta-
mente, cuando estas covarianzas se minimizan (cuando 6@ y 67 son inde-
pendientes) el lugar de minimo error es el centroide ("’””” = 0). Esta es la
situacion que se ha planteado en diversos puntos de la metodologia, en par-
ticular al estimar los errores en la ubicacién del EIR. Veamos cuéles son las
condiciones para las que esta hip6tesis se cumple.

Si 07 y 0 se expresan en funcién de 07; a través de las férmulas (4.57),
(4.61), respectivamente, y el producto vectorial 7; x 07; de la segunda ecua-
cidn se representa matricialmente como A,;67;, la matriz de covarianzas entre
0@ y 87 serd

Yo = Z ZCOZJ <szG A,;07;, ]50
i=1j=1

\/

= ZZ e IclAnCOU(&Jl,?SU]) (A.47)
i=1j=1

Pero considerando la independencia entre los errores de distintos marca-
dores y la definicién de (A.38):

n

2
mx=
— i 7—1
Lo = Z 7](; Ay (A~48)
~ m
i=1
De (A.48) se desprende que si el error de velocidad es homogéneo para
todos los marcadores y se selecciona una misma masa m, para ellos, o de
forma mads genérica, si mlz):.m- es igual a un mismo valor m%Zw para todos los
marcadores,

miL
Lo = = ]G Z A, = 03. (A'49)
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En definitiva, estos célculos verifican que cuando d& y d7; son errores
independientes se cumple que el error minimo de velocidad se encuentra en
el centroide de los marcadores, y esta condicién se da siempre que los errores
entre los marcadores sean independientes (hipétesis generalmente asumible),
y ademas su dispersion sea semejante o se compense con las masas asignadas
a cada marcador.

A.3.3. Suma de vectores aleatorios

En los Experimentos 1, 2 y 3 se hicieron estimaciones del error aleatorio
esperado para los distintos pardmetros cinematicos. El error en la ubicacién
del EIR dependia de dos términos, cada uno de los cuales tenfa un caracter
anisétropo distinto.

El primer término § GH 1 era proporcional al producto vectorial & x 7.
La velocidad angular & tenia una direccién fija y el error 67 era la media de
los errores de velocidad de los marcadores, cuya matriz de covarianzas era
constante. Por lo tanto se esperaba que este término de error mantuviese una
distribucién espacial igualmente constante, es decir,

Var(5GH, (1)) = 021 (1)S, (A.50)

donde S seria una matriz constante.
Por el contrario G H; era proporcional al producto escalar & - 6@ y al pro-
—
pio vector GH, siendo su direccién paralela a este tiltimo. Como este vector
podia cambiar a lo largo del movimiento, la matriz de covarianzas asociada
también variaria en algo mdas que su magnitud:

Var(6GHy(1)) = 02 (1) T(1), (A51)

donde T(t) es el tensor de (?I(t) = (x(t),y(t),z(t)):

T(t) = GH(t) @ GH(H) = | «x Hz(t) |.  (A52)

Ahora bien, la medida experimental que se tomaba del error en el EIR era
la suma de estos dos términos, no cada uno de ellos de forma individual. Para
evaluar la magnitud de su médulo, por lo tanto, era necesario conocer cuél
era el tamario esperado de esa suma.
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Dados dos vectores & y 4 dispuestos en un dngulo 7 entre si, al sumarlos
se obtiene un vector cuyo médulo cumple la siguiente ley:

a2 = (& +12 2| - || costm. (A5)

Si estos vectores son aleatorios e independientes entre si, el &ngulo 7 de-
beria ser una variable aleatoria uniforme en [0, 77|, y su coseno otra variable
aleatoria, igualmente independiente, con media nula. De este modo, aunque
no se trate de una composicién lineal de variables, al calcular la esperanza
estadistica de (A.53) puede obviarse el tercer sumando. Y si las matrices de
covarianzas de ¢ y { son conocidas (E¢ y X¢, respectivamente), aplicando
(A.36) se obtiene que

E (’E+ ED = tr(Zg) + tr(Zg). (A54)

Este principio se puede aplicar al médulo del error aleatorio en el EIR.
Aunque uno de sus dos términos tenia una direccién definida, la orientacién
del otro era aleatoria e independiente. Por lo tanto, una vez estaban estimadas

las matrices de covarianzas de (55)1 1Y (5(7)-12, sumando sus trazas se definia
el valor esperado del médulo de su suma (el error total) al cuadrado.

Este razonamiento también sirve como demostracion alternativa a la afir-
macion de la seccion A.3.2: que si 6@ y d7 son aleatorios e independientes, el
error d7p se minimiza en el entorno de G. En efecto, al no haber dependencia
entre el tamafio ni la orientacién de ambos vectores, aplicando (A.54) la traza
de X,p sera

tr(Zop) = tr(Toc) + tr(ApZ,AL). (A.55)

Y como ambos sumandos de esta ecuacién han de ser positivos, su valor
minimo se alcanza cuando se anula el segundo término, es decir cuando la
distancia entre G y P, y por lo tanto la matriz Ap, son nulas.

A.4. Ajuste de ciclos

A.4.1. Ajuste por regresion local

En la seccién 4.2.4 se han descrito los pasos generales para un proceso
de promediado funcional, en el que dada una variable g(8) registrada en los
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puntos 6; de distintos ciclos, se calcula la funcién promedio §(0) que mejor
representa el conjunto de observaciones.

Una técnica de ajuste es la utilizada en los experimentos publicados por
Page et al. (2008b,a, 2009b,c, 2010). Este método aplica el algoritmo de regre-
sién polinémica local que se ha empleado para el suavizado y diferenciacién
de variables (véase la secciéon A.1 de este apéndice), utilizando 6 como varia-
ble independiente y cambiando el criterio de seleccién del ancho de banda.
En este caso el objetivo es procurar que la primera derivada resultante se
ajuste de forma 6ptima a las derivadas de la funcién observada. Al partir de
6 como variable independiente, la derivada de q(#) que proporcione la regre-
sién local estard calculada en ese dominio geométrico, no en el de la variable
temporal f; pero ambas derivadas estdn relacionadas del siguiente modo:

dq(0) _ dq(6) do
i 48 ar (A.56)

El criterio utilizado para definir el ancho de banda & éptimo en este caso
es, por lo tanto, buscar el mejor ajuste en las derivadas, es decir minimizar la
funcién D (h) definida como sigue:

) ~(n. . 2
D(h) = ; (dqsfl) - dq(;é’h) : decgf’)) , (A.57)

donde la derivada geométrica se expresa en funcion de &, porque es la funcién
obtenida por el proceso de regresién local, y es su valor el que cambia en
funcién del ancho seleccionado.

En el procedimiento propuesto las funciones a promediar son Q(6) y R ().
La derivada de la segunda, a utilizar en la condicién (A.57), es la velocidad
UG (0). Para el parametro de rotacion, sin embargo, la variable diferencial que

normalmente se tendra es (), no (}(6). Para salvar este inconveniente se
pueden usar las férmulas presentadas en la secciéon A.2.2 de este apéndice,
que establecen las relaciones entre dichos pardmetros.

Las condiciones matemadticas que rigen este procedimiento, expresadas
en (A.2) y (A.57), aseguran que el resultado serd la funcién de 1 gdlf que
mejor represente las variables observadas y sus derivadas, si se cumplen las
hipétesis estadisticas en las que se basa la regresion polinémica local. Ademds
tiene la ventaja procedimental de aprovechar unos algoritmos de cédlculo y
optimizacién ya empleados en otras partes del analisis.
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A.4.2. Ajuste por interpolacién y promediado

Si se violan las hipétesis de partida de la regresion local el método anterior
puede proporcionar resultados incorrectos, por lo que conviene utilizar otro
procedimiento de promediado funcional. Una de las hipétesis mas vulnera-
bles es la naturaleza aleatoria e incorrelacionada del error. Los valores () en
el entorno de cada 6; serdn los de () en los distintos ciclos cuando 6(t) ~ 6;.
Y si q(t) adopta valores suficientemente dispares cada vez que 6(t) pasa por
6;, al tratarse de una funcién continua, las distribuciones de q(6) se repetiran
de forma sistemadtica, perdiéndose el cardcter aleatorio de los residuos.

Ademas, para cada 6; la regresion local da un peso a los distintos valores
de g(0) segun la distancia (6 — 6;). Es decir, que el punto con mayor peso es
el de la trayectoria en la que se ha dado la observacion 0;, y luego progre-
sivamente el de las otras trayectorias, segtin la «distancia» de 6; a la que se
hayan muestreado. Si las velocidades de cada ciclo son suficientemente ho-
mogéneas, todas las trayectorias entraran con pesos similares en el proceso de
calculo, pero nunca iguales. La consecuencia es que la sefial resultante puede
presentar un «rizado», pues para cada punto los distintos ciclos «participan»
con un peso cambiante.

Una solucién alternativa que evade estas limitaciones consiste en segre-
gar q(0) en los distintos ciclos o semiciclos, homogeneizar la base de 6 para
todos ellos y realizar un promediado aritmético de la variable y su derivada
en el dominio geométrico. En este procedimiento se tiene en cuenta que el
conjunto de observaciones g(6;) procede de una familia de funciones g(6, c)
parac = 1,2...n., definidas en el intervalo ®, y se trabaja sobre sus valores
en cualquier punto 6 € ©. Las funciones objetivo a minimizar, para que §(6)
y su derivada se ajusten de forma éptima a las observaciones, son

¢

¥1(0) =Y (q(6,c) —4(0)). (A.58)
c=1
Ne C - 2
¥,(6) = ; (dq(d(i), ) _ d’;@) . (A.59)

Las soluciones a (A.58) y (A.59) se consiguen de forma sencilla, prome-
diando los distintos ciclos:

1 i q(6,c). (A.60)

e .3

q(0) =



A.4. AJUSTE DE CICLOS 205

43(6) _ 1 3 dg(6,c)
o ne = do (A.6D)
Ahora bien, el uso de este método implica disponer de los valores de
q(6,c) y su derivada geométrica para cualquier valor de 6 y c. A priori s6-
lo se tienen los valores q(6;), donde cada 6; pertenece a un semiciclo distinto,

y los de la derivada temporal % en dichos puntos. Pero aplicando técnicas
de andlisis funcional es posible obtener los pardmetros necesarios, ya que se
conocen las relaciones matemaéticas que los gobiernan. Para ello es necesario
modificar algunos pasos del procedimiento de anélisis:

1. En el proceso de suavizado en el que se definen 6(t), q(t) y sus deri-
vadas temporales conviene llegar a un orden de derivacién mayor que
el de los resultados del anélisis. Como se ha comentado en la secciéon
A.1 de este apéndice, para el calculo de velocidades (derivadas prime-
ras), se han realizado suavizados con polinomios de orden ctbico. Para
obtener derivadas de mayor grado con precisién conviene utilizar poli-
nomios de orden quinto.

2. Se han de definir de los limites inferior y superior de 8 para los distintos
semiciclos (0;,7(c) y Osup(c), respectivamente, véase la figura A.3). Estos
limites vienen determinados por la primera derivada temporal de 0(t):
los extremos de cada semiciclo son aquellos puntos en los que 6(f) cam-

bia de sentido, y por lo tanto ‘ % alcanza valores minimos. A continua-

cién se define el dominio geométrico © en el que quedara determinada
la familia de funciones (6, ¢):

0= {méx(@inf(c)),min(@sup(c))} . (A.62)

3. Antes de proceder a la segmentacién por semiciclos y al promediado
se han de calcular las derivadas en el dominio geométrico, para todos
los casos observados en los que § € ©. Tal como se han definido los
limites de ese dominio, para todos los casos contenidos en él % tiene un
valor no despreciable, por lo que su inversa % tendra un valor finito.

n k
Por lo tanto serd posible definir cualquier derivada %' si se conoce %
K o o
y ZT’? para k < n (véase el siguiente apartado). Para la aplicacién de
este método en el presente trabajo se han calculado las tres primeras

k
derivadas geométricas (7(¥) equivale en las siguientes formulas a 2727):



206 APENDICE A. PROCEDIMIENTOS MATEMATICOS

(1)
dq(t) _a (A.63)

- - . (A.64)

@) (92
Pat) P q@e@  g0e®) g (62)
a6 (g0’ 3(9(1))4 (9(1))4+3 PO (A.65)

4. Al realizar el cambio de dominio de g(t) y sus derivadas, cada obser-
vacion se asigna s6lo al semiciclo que corresponda. Debido a esto, el
subconjunto de puntos 6; en el que ¢(6,c) y sus derivadas se conocen
inicialmente serd distinto para cada semiciclo. Estos datos se utilizan
para calcular, mediante series de Taylor, los valores de las funciones y
las derivadas en una base de puntos 6; € © comun a todos los ciclos.
Por ejemplo, si para el ciclo ¢, se tienen observaciones en los puntos 6;
y 0i11, se puede estimar el valor de q(6, ¢,) en cualquier punto ; inter-
medio del siguiente modo:

9(0j,¢0) ~ 3 (‘7(91'/60) +q(0i1,¢0) + %597 - %(5&)

4L (dqz(ei,ca)éga + dqz(eirCu)(gei)

212 dae? d6?

d (6;,c0 dg (6;,¢0
oy (Hgelo0> — W) 563 ), (A66)
siendo 60— = (0; — 0;) y 66+ = (6;y1 — 6;). La figura A4 muestra un
ejemplo de este procedimiento.

Tras estos pasos se tiene toda la informacién necesaria sobre las funciones
para calcular los promedios (A.60) y (A.61) en cualquier punto de ©. Esta
técnica de promediado presenta algunos inconvenientes, como la necesidad
de calcular derivadas de orden superior a las que se reflejan en los resultados,
y la imposibilidad de obtener datos en puntos més all del ciclo més corto (en
los extremos de dicho ciclo, % diverge y no se puede realizar el calculo).

No obstante, también cuenta con una serie de ventajas frente al ajuste por
regresion local, aparte de las limitaciones de éste cuando se violan las hi-
potesis de aleatoriedad e incorrelacién de los errores. Todos los calculos de
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Figura A.3: Delimitacién de semiciclos. Las lineas discontinuas verticales marcan el

inicio y el final del primer y tltimo ciclo completo. Las lineas discontinuas horizonta-

les marcan los limites definidos para el dominio ©. En trazo més grueso estd marcado
uno de los semiciclos, limitado por estos parametros.

Figura A.4: Ejemplo de interpolacién y promediado geométrico de una variable (coor-

denada Z del centroide). Las lineas negras representan tramos de los ciclos medidos.

Los puntos registrados (circulos vacios) se corresponden con valores distintos de la

variable de par () en cada ciclo. La variable se ha recalculado por interpolacién, para

obtener medidas de todos los ciclos en los mismos valores de 0 (asteriscos). La linea
gruesa con circulos rellenos representa el promedio de todos los ciclos.
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derivacion, interpolacién y promediado son explicitos y no requieren ningtn
mecanismo de optimizacién. Ademds, aunque la regresiéon admite puntos no
cubiertos por el ciclo més corto, los ajustes locales presentan «efectos de bor-
de» que reducen la validez de la informacién en los extremos de los ciclos.

A.4.2.1. Error en la interpolacién

Una desventaja potencial del método de ajuste por interpolacion y prome-
diado es que el conjunto de datos que se promedian es distinto del medido;
sus valores se calculan a partir de las derivadas geométricas, que podrian
incorporar errores diferentes a los de medida, y esto podria afectar a la pro-
pagacion de errores que se ha examinado en la seccién 4.2.5. Sin embargo, en
la practica el efecto de las derivadas geométricas sobre los errores sélo llega
a ser relevante cuando el movimiento se ralentiza y % tiende a cero, como se
comprueba a continuacién.

Partamos de la forma inversa de la férmula de Faa di Bruno, para compo-
ner derivadas de cualquier orden (Pirsic, 2007):

dn nodj nj d ~(n+k)

donde las funciones R, j«(x) son nulas para las siguientes combinaciones de
fndices:

» j=0,salvocuandoj=n=k =0,
» k=0, salvocuandoj=rn,

y en cualquier otro caso R, ;x(x) es la siguiente suma de términos:

B 1 n+k—1 dhf(x)  dbf(x)
Ruj() = ). k!(j—l, bl,...,bk) dxbt dxbe (A.68)

by,by

donde by, . .., by son cualquier combinacién k de ndmeros enteros mayores o
iguales que 2, que cumplan la siguiente condicién:

k
Y by=n+k—j, (A.69)
h=1
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En el caso que estamos estudiando, x se corresponde con la variable tem-
poral ¢, f(x) es 8(t), y la funcién g se corresponde con la variable g. Utilizan-
do esta nomenclatura, la férmula (A.67) se puede redefinir convenientemente

del siguiente modo, donde q(" (t) y (") (t) expresan la derivada n-ésima de
g o 6 en funcién de f, y se obvia el caso trivial en el que n = 0:

drq(t) _ q"
don (9(1)

) a0 oo
(t))n =+ ]; (6(1)(t))n = Sn,],k(t)' (A-70)

donde S, ; «(t) se define de forma anéloga a R,  x(x):

) — (=D n4k-1 kot (1)
Sujk(t) = b Y <]. by -,bk> g GOl (A.71)

A partir de estas ecuaciones se puede evaluar el efecto que tendria cual-
quier error en q\/)(t) 0 8U) (t) sobre las derivadas geométricas. Segtin se des-
prende de (A.70), cualquier desviacion de (") (t) tendra un efecto sobre la
derivada geométrica del mismo orden modulado por la primera derivada de

0(t):

d"q(t)
W _ (9(1>(t))*”. (A.72)

En cambio, el efecto de ¢1/) (t) para j < n dependera también de las deri-
vadas de orden superior de 6(t):

JET

daon ) _ ( ) —n n_j '
000 (6" ) . Snja(t) (A.73)

La primera derivada de 6(t) tendrd el siguiente efecto:

d (d:;?a(t)> —1 o) b g D
") _ 7" (1 qU)(t) K)S, ()| (A74
001 o0 (” (9<1>(t))"+]; (9<1>(t))"];(”+ )Suik(t) | (A74)

El efecto més complejo es el que tienen las derivadas 8(") (t) para2 < m <
n. Estas s6lo estan presentes en los términos Sn,]-,k(t) definidos en (A.71). Con-
cretamente, para cada sumando s, j () que compone ese término (donde b
representa una combinacién especifica de by, . . ., by):
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(=D* w00
. dby, =m I+ , —.
) [ 0wt GO TT G
iﬂbh:ml}—o

La complejidad de estas relaciones se reduce a la hora de usar las deri-
vadas geométricas en la interpolacién, tal como se ha especificado en (A.66).
Tomemos un punto 6* = 6(+*) en el que se desea interpolar la variable g,
sea Tq(6*,n) el término n de la serie de Taylor en el dominio geométrico, y
6, = 0(t,) uno de los puntos mds proximos en los que se conocen las deri-
vadas geométricas, afectadas por el error que se estd estudiando. Si 40 es la

distancia entre 6, y 6*, el efecto que tendra el error de d“ge(t) serd

oTq(O",n) _ 1 son. (A.76)

W‘mz

Siempre que 6(V)(¢) no sea nula y toda 8U)(t) esté acotada, la funcién 6(t)
tendrd un comportamiento localmente lineal. Utilizando la notacién asint6ti-
ca cuando 6t — 0 (Shoup, 2009):

50 = 0 (£,)0t + 0 (9(1>(t0)5t) , (A.77)

siendo Jt la diferencia entre t* y f,.
Esto significa que el efecto de la derivada primera dominara sobre el de
las derivadas de cualquier otro orden m > 1:

00 (to)ot™
O o(1). (A.78)

Sustituyendo (A.78) en (A.71) y (A.75) también se deduce que, en estas
condiciones,

00 (t,)5t™ = 0(0V) (£,)6t) =

Sn,jk(to)t" ™ = o(1), (A.79)
03y ikp(to) . i 1
RO syn—j—m+1 1 A.80
300 (t,) o0 (1) "V (A-80)

Por lo tanto, multiplicando (A.76) por (A.72), (A.73), (A.74) y (A.75), final-
mente se obtiene, tras operar:
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oTq(0*,n) ot "
20Ty = iz +o(3t"). (A.81)

oTq(6%,n) ot

20y = 7 0(1) j<n. (A.82)
oTq(6*,n) —q") (t,)t" =l g0 (t,)6t
_ _ 1). A83
0D (1) (n— 1260 (1) ]; 21260 (1) " (A.83)
ATq(6*,n) _ w1\ 49 (k)0
——— = {t ————0(1 : > 2. A.84
900 (1) = e ()" P2 (4.84)

Se puede observar que sélo hay dos términos que no tienden a desapare-
cer cuando 6t — 0 (no estan multiplicados por la funcién «o pequefia»): los
primeros sumandos de (A.81) y (A.83). En definitiva, si las derivadas n-ésimas
de q(t) y 6(t) en t, se ven afectadas por los errores 6q() (t,), 80P) (t,), respec-
tivamente, el error sobre la interpolacién sera

P n : dTq(0*,n ;
-y Y (aTq O 1) 500 (1) + aT(jé)(to))M(])(tO))

n=1j=1 (tO)

)(t)ot" 560 (t,)
= Z ) (1 n 00 (1y) (1+0(1)). (A.85)

El primer factor de los sumandos de (A.85) corresponde exactamente al
error que se cometeria interpolando directamente a partir de las derivadas
temporales, en lugar de las geométricas. Como se puede observar, al inter-
polar en el dominio geométrico este término se encuentra modificado por el
error proporcional de la primera derivada de 6(t).

Esto significa que, en puntos donde la primera derivada de 6(t) es su-
ficientemente grande, la interpolacién de q() en el dominio geométrico no
introducird ningtn error apreciable, no mayor que interpolar q(t) en el do-
minio temporal, al menos. Sin embargo, alli donde la derivada de 6(t) tiende
a anularse (cuando el movimiento tiene poca vlocidad), la interpolacién geo-
métrica puede dar resultados menos controlados. Como el método de calculo

presentado elimina del dominio ® los puntos en los que )%’ tiene un valor

muy pequefio, se puede asumir de forma general que el proceso de interpola-
cién no alterara los principios de propagacién de error que se han presentado
en la seccién 4.2.5 de este trabajo.






