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Resumen

Este trabajo propone una estrategia de Control por Rechazo Activo de Perturbaciones (ADRC), usando observadores extendidos
de perturbación, para estabilizar una bicicleta en movimiento, sin conductor y con una velocidad de avance variable. Aunque la
bicicleta tiene una dinámica inestable y no lineal alrededor de su posición vertical, que puede modelarse como un sistema Lineal
de Parámetros Variantes (LPV) dependientes de la velocidad, el diseño del controlador usa un modelo simplificado de parámetros
concentrados invariantes en el tiempo y una velocidad nominal constante. El esquema ADRC agrupa las discrepancias entre el
modelo simplificado y la planta, junto con las perturbaciones externas en una señal aditiva unificada, que es estimada a través del
observador y realimentada mediante una ley de control lineal para rechazarla. La efectividad de la estrategia es validada mediante
una co-simulación entre ADAMS y MATLAB, la cual exhibe un alto desempeño y robustez sobre un modelo dinámico virtual de
la bicicleta, sometida a perturbaciones externas severas y variaciones de parámetros.
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Bicicletas robóticas, Rechazo activo de perturbaciones, Control robusto, Observadores de perturbación, Sistemas dinámicos de
multicuerpos, Sistemas no lineales, Vehı́culos autónomos.

Automatic Stabilization of a Riderless Bicycle using the Active Disturbance Rejection Control Approach

Abstract

This work proposes an ADRC (Active Disturbance Rejection Control) strategy by disturbance extended observers to stabilize
a moving riderless bicycle with a variant forward speed. Although the bicycle has an unstable and non-linear dynamics when in
its upright position, which can be modeled as a LPV (Linear-Parameter-Varying) system that depends on the forward speed, a
simplified time-invariant and lumped-parameter model, with an nominal constant forward speed is used in the controller design.
ADRC scheme groups discrepancies between the simplified model and the plant, with external disturbances into an equivalent
additive unified disturbance signal at input, which is estimated via the observer and rejected through a linear control law. The
effectiveness of this strategy is validated by a co-simulation between ADAMS and MATLAB, which exhibits a high performance
and robustness in a virtual dynamic model of the bicycle, submitted to severe external disturbances and parameter variations.

Keywords:
Robotic bicycles, Active disturbance rejection control, Robust control, Disturbance observers, Multibody systems dynamics,
Non-linear systems, Autonomous vehicles.

1. Introducción

Una bicicleta es un sistema que tiene una dinámica inesta-
ble similar al péndulo invertido, pero que varı́a sus fuerzas y
momentos de acuerdo con la velocidad de avance. Básicamen-

te, su inclinación es afectada por la gravedad, la posición de su
centro de masa, la velocidad de avance y la posición angular de
la dirección (Gordon Wilson and Jim Papadopoulos, 2004). Va-
rias investigaciones como las presentadas en (Neimark and N.
A. Fufaev, 2004; Schwab et al., 2005a,b), muestran que puede
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lograrse la estabilización autónoma de una bicicleta bajo cier-
to rango de velocidad de avance, mediante algún sistema de
control en su dirección. La mayor dificultad radica en las in-
certidumbres de los modelos desarrollados hasta el momento,
porque solamente capturan el comportamiento esencial de la
bicicleta y algunas de sus perturbaciones. En (Limebeer and
Sharp, 2006; Schwab and Meijaard, 2013; Åström et al., 2005)
se presenta una revisión substancial sobre modelos matemáti-
cos de diferente complejidad, obtenidos mediante el análisis de
parámetros concentrados y algunas condiciones para estabili-
zar estos sistemas. Entre los modelos referenciados por estas
revisiones, el presentado en (Meijaard et al., 2007; Papadopou-
los, 1987) es el más utilizado en aplicaciones de control. En
este modelo asumen que la bicicleta sólo está constituida por
cuatro cuerpos rı́gidos y obtienen un modelo en espacio de es-
tado con parámetros variantes (LPV), a partir de unas ecuacio-
nes diferenciales de movimiento que provienen del principio de
D’Alembert (Whipple, 1899). La validación del anterior mode-
lo se desarrolló en (Kooijman et al., 2008) mediante la adqui-
sición de datos en tiempo real de una bicicleta en movimiento.
Este modelo es base del diseño utilizado en la estrategia pro-
puesta del presente trabajo.

Existen otras contribuciones más orientadas al planteamien-
to de estrategias de control para estabilizar la bicicleta. En (Mi-
chini and Sean Torrez, 2007), se implementa un controlador
LQR en la dirección que logra estabilizar una bicicleta a ve-
locidad constante, por medio de un motor eléctrico acoplado en
la rueda trasera. Este trabajo merece ser citado debido a que
es uno de los primeros que muestra resultados experimentales
satisfactorios y que han estimulado el desarrollo de este tipo
de prototipos. En (Cerone et al., 2010), logran la estabilización
mediante un controlador de realimentación de estado con ga-
nancias que se ajustan automáticamente, solucionando una De-
sigualdad Matricial Lineal (LMI) dependiente de la velocidad
de avance. Un mayor reto lo constituye el diseño de controla-
dores independientes de la velocidad de avance, dada la refe-
renciada dependencia de la velocidad con su dinámica, ese en-
foque es precisamente el abordado en esta propuesta. En (Nen-
ner et al., 2010) se diseña e implementa un controlador robus-
to basado en el modelo linealizado de la bicicleta y formulado
mediante el enfoque de la teorı́a de realimentación cuantitati-
va (QFT), para estabilizar una motocicleta sin conductor a una
velocidad mayor a 2.5 m/s, mostrándose resultados satisfacto-
rios. En (Lam, 2011), muestran resultados experimentales de un
eficiente controlador PD que estabiliza una bicicleta para niños
por medio de un giroscopio de control de momento. Y por últi-
mo, un trabajo interesante fue presentado en (Jin et al., 2015),
donde se construyó un pequeño robot movil tipo bicicleta, con
un núcleo de estabilización basado en el efecto de precesión gi-
roscópica, actuado mediante un controlador PID para garantizar
la estabilidad en su postura vertical.

En la actualidad, se aprovechan las herramientas compu-
tacionales para desarrollar modelos dinámicos virtuales y simu-
lar su dinámica como un sistema de multicuerpos. En algunos
trabajos como los presentados en (Tanelli et al., 2006; Yuan-
yuan et al., 2017), se utilizan estas herramientas para validar en
una forma más realista las estrategias de control propuestas que
resuelven el problema de estabilidad de la bicicleta. Estas simu-
laciones aprobarı́an su posterior implementación instrumental,

entonces serı́a interesante validar los controladores presentados
en (Ai-Buraiki and Thabit, 2014; Bickford and Davison, 2013;
Brizuela et al., 2016; Hwang et al., 2009), donde sólo se reali-
zan simulaciones numéricas con el modelo matemático.

En este artı́culo, el problema de estabilización de una bi-
cicleta en movimiento y sin conductor, fue abordado mediante
una estrategia de control basada en la técnica ADRC, la cual
ha sido aplicada a un amplio número sistemas inciertos pertur-
bados para el seguimiento robusto de referencias (Cortés Ro-
mero et al., 2014). El esquema propuesto considera un modelo
lineal simplificado de la dinámica de la bicicleta pero perturba-
do. Bajo esta técnica, las perturbaciones son unificadas en una
señal equivalente a la entrada de control, que tiene en cuenta de
manera conjunta las dinámicas no modeladas y perturbaciones
externas asociadas. Esta señal de perturbación es estimada me-
diante un observador extendido GPI y rechazada en lı́nea por
medio de una ley de control lineal que inyecta esta estimación
(Cortés Romero et al., 2010).

El diseño se basa en un modelo aumentado a partir del mo-
delo aproximado de la planta y la inclusión de un modelo in-
terno aproximado lineal de la perturbación. La estrategia de
control basada en observador extendido GPI, logra que el sis-
tema de lazo cerrado recupere el desempeño del modelo lineal
nominal tanto como la sintonización de las ganancias del ob-
servador lo permitan. La estrategia de diseño propuesta evita el
uso de observadores basados en la estructura no lineal del sis-
tema y propone en su lugar un observador estrı́ctamente lineal.
La estimación arbitrariamente cercana de la perturbación agre-
gada, o incertidumbre aditiva total de planta, permite entonces
su cancelación aproximada mediante la acción de control apro-
piada. El controlador propuesto fue evaluado mediante simu-
laciones realı́sticas que utilizan modelos dinámicos virtuales, a
través de los paquetes profesionales de simulación de ADAMS
y MATLAB. Estas simulaciones permiten la validación de la
robustez de la estrategia por medio de la aplicación de pertur-
baciones severas que consisten básicamente en variaciones de
la velocidad de avance, fuerzas externas laterales aplicadas al
marco trasero de la bicicleta y cargas concentradas que cambian
la posición de su centro de masa. Estas perturbaciones varı́an
drásticamente la dinámica de la bicicleta, alejándose de su com-
portamiento esencial caracterizado por el modelo matemático
simplificado.

El resto del artı́culo está organizado de la siguiente mane-
ra: La Sección 2 presenta el modelamiento de la bicicleta. La
Sección 3 explica en detalle la formulación de la estrategia de
control para abordar el problema de estabilización. En la Sec-
ción 4 se exhiben y discuten los resultados obtenidos en las
simulaciones desarrolladas para evaluar la estrategia propuesta.
Finalmente, la Sección 5 entrega algunas conclusiones de este
trabajo.

2. Ecuaciones del Movimiento de la Bicicleta

Inicialmente se considera el esquema simplificado que se
exhibe en la Fig. 1, el cual describe a la bicicleta como un sis-
tema que se desplaza en un plano horizontal, con toda su masa
concentrada en el punto (b,h), y con un eje de dirección verti-
cal, lo que implica que tiene un ángulo con respecto al eje x de
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α=90°, y una distancia horizontal con respecto al punto de con-
tacto de la rueda frontal de c=0. Este sistema tiene tres grados
de libertad (δ,ϕ,ψ) con respecto al sistema de coordenadas xyz,
localizado en el punto de contacto de la rueda trasera.

x

yz

R

h

b w

δ

ϕ

ψ

Figura 1: Esquema de la bicicleta en su forma simplificada.

La dinámica del ángulo de inclinación, ϕ, está regida por
la ecuación (1). En donde se captan los efectos de la gravedad
y las fuerzas centrifugas que afectan al sistema. El balance de
momento angular con respecto al eje x, realizado en (Golds-
tein, 1953), muestra la dependencia de la dinámica de inclina-
ción con respecto a la velocidad de avance, lo cual se vuelve
explı́cito a continuación:

Jtwϕ̈ −mtghwϕ = Dtδ̇v +mthδv2, (1)

donde Jt representa el momento de inercia de la bicicleta
completa con respecto al eje x, mientras que Dt hace referencia
a su tensor de inercia con respecto a los ejes xz, w es la distancia
entre los puntos de contacto de las ruedas con el piso, mt con-
centra la masa total de la bicicleta y g representa la aceleración
de la gravedad. Si se supone una velocidad de avance constante,
vcte, la ecuación (1) se transforma en una representación lineal
del sistema, lo cual permite extraer su transformada de Lapla-
ce. Ası́, la relación en el dominio complejo entre el ángulo de
inclinación ϕ(s) y el ángulo de la dirección δ(s) está dado por
la función de transferencia que se muestra a continuación:

ϕ(s)
δ(s) = vcte

Dt s +mthvcte

Jtws2 −mtghw
, (2)

La ecuación (2) representa un sistema dinámico de orden
n=2, que relaciona la rotación en la dirección δ, con el ángulo
de inclinación ϕ. Esta función de transferencia tiene dos polos
ubicados en

p1,2 = ±
√

mtgh
Jt

(3)

y un cero en

z = −mtvcteh
Dt

(4)

que depende de la magnitud de la velocidad vcte. El mode-
lo matemático desarrollado hasta este momento permitirá, en la

Subsección 3.2, plantear un sistema de control para la inclina-
ción de la bicicleta por medio de la manipulación del ángulo de
la dirección. En la Tabla 1, están consignados los parámetros
requeridos por la ecuación (1). Estos parámetros se obtuvieron
de los valores de masa y su distribución en los cuerpos de un
modelo CAD (Computer Assisted Design) de una bicicleta de
montaña real, desarrollado con el software Solid Edge ST4 tal
y como se muestra en la Fig.2.

DRAWN
CHECKED
ENG APPR
MGR APPR

UNLESS OTHERWISE SPECIFIED
DIMENSIONS ARE IN MILLIMETERS

ANGLES ±X.X°
2 PL ±X.XX 3 PL ±X.XXX

NAME
baqumau

DATE
08/08/16 Solid Edge

TITLE

SIZE
A2

DWG NO REV

FILE NAME: baqumau2.dft

SCALE: WEIGHT: SHEET 1 OF 1

REVISION HISTORY

REV DESCRIPTION DATE APPROVED

6
15

1
7
1

3
1

4
2

1
1

9
1

8
1

2
1

Item Nombre Cantidad Masa (Item)

1 Marco Trasero 1 4.850 kg

2 Rueda Trasera 1 2.058 kg

3 Piñones 1 0.550 kg

4 Biela 2 0.356 kg

5 Plato 2 1 0.129 kg

6 Plato 1 1 0.141 kg

7 Plato 3 1 0.074 kg

8 Manubrio + Tenedor Frontal 1 1.950 kg

9 Rueda Frontal 1 2.051 kg

Figura 2: Modelo CAD de una bicicleta de montaña real.

Tabla 1: Parámetros de la bicicleta entera.
Item Sı́mbolo Valor Unidad

Masa total de la bicicleta mt 12.514197 Kg
Momento de inercia con respecto al eje x Jt 4.095365 Kg ⋅m2

Producto de inercia con respecto a los ejes xz Dt 3.492466 Kg ⋅m2

Distancia entre ejes w 1.06016 m
Altura del centro de masa h 0.502656 m

Distancia horizontal del centro de masa b 0.514899 m
Gravedad g 9.807 m/s2

Velocidad de avance vcte constante m/s
Una extensión de la formulación anterior, se obtiene a par-

tir de las ecuaciones linealizadas de movimiento presentadas en
(Papadopoulos, 1987; Schwab et al., 2005a), las cuales, descri-
ben la dinámica fundamental de una bicicleta conceptual que
consiste de cuatro cuerpos rı́gidos llamados como, el marco
trasero, el tenedor frontal con el manubrio (marco frontal), y
las ruedas trasera y frontal. Se asume que los cuatro cuerpos
están interconectados mediante articulaciones de revolución, y
que son simétricos con respecto al eje longitudinal x. El con-
tacto entre las ruedas y una superficie del suelo asumida como
plana y nivelada, es modelada por restricciones holonómicas
en la dirección normal y por restricciones no-holonómicas en
su dirección longitudinal y lateral. La Fig. 3 muestra el esque-
ma de la bicicleta conceptual con sus cuatro cuerpos rı́gidos, su
sistema de coordenadas xyz, y sus tres grados de libertad, los
cuales son, el ángulo de inclinación ϕ, el ángulo de dirección δ
y la velocidad de avance definida como v = −Rrwθ̇r. Este mo-
delo tampoco tiene en cuenta el par de perturbación ejercido
sobre el eje de la dirección, que se genera por el efecto de la
precesión giroscópica en la rueda frontal, el cual es capaz in-
cluso de girar el marco frontal hacia el sentido donde se inclina
la bicicleta y estabilizarla automáticamente a cierto rango de
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velocidad (Kooijman et al., 2011).
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Figura 3: Esquema de la bicicleta en su forma básica.

Rueda Frontal Rueda Trasera Marco Frontal Marco Trasero

Figura 4: Modelo CAD de la bicicleta dividida en cuatro cuerpos.

Las ecuaciones linealizadas del movimiento, son dos ecua-
ciones diferenciales de segundo orden acopladas dinámicamen-
te, de la forma Mq̈ +Cq̇ +Kq= f, las cuales, pueden escribirse
con mayor detalle de la siguiente manera:

Mq̈ + vC1q̇ + (K0 + v2K2)q = f (5)

en donde,

q = [ ϕ δ ]T
y f = [ Tϕ Tδ ]T

Tϕ es el par de inclinación considerado como una pertur-
bación exógena, Tδ es el par de dirección aplicado al eje del
manubrio y ϕ y δ son las variables de inclinación y dirección.
Los parámetros son: 1) La matriz simétrica de masa M, la cual
entrega la energı́a cinética de la bicicleta a una velocidad de
avance de cero. 2) La matriz de amortiguamiento dependiente
de la velocidad de avance C = vC1, la cual captura los pares
giroscópicos antisimétricos que se deben a las variaciones en
la dirección e inclinación. 3) La matriz de rigidez K la cual es
la suma de dos partes: una parte simétrica independiente de la
velocidad y proporcional a la aceleración gravitacional gK0, y
otra parte v2K2 que se origina por los efectos centrı́fugos y gi-
roscópicos. Los coeficientes de las matrices M, C1, K0 y K2
fueron calculados por medio del algoritmo propuesto en (Mei-
jaard et al., 2007), el cual utiliza los parámetros consignados
en la Tabla 2, que se derivan del modelo CAD dividido en cua-
tro cuerpos tal y como se muestra en la Fig. 4. Este algoritmo

entrega los siguientes resultados:

M=[4.09537 0.31541
0.31541 0.16216] , C1=[ 0 4.11551−0.58511 0.51821] ,

K0=[−61.76730 −4.80033−4.80033 −1.31521] , K2=[0 6.69605
0 0.57886]

(6)

Tabla 2: Parámetros básicos de la bicicleta conceptual.
Parámetro Sı́mbolo Valor
Distancia entre ejes w 1.06 m
Paso c 0.06 m
ángulo del cabezal α arctan(3.51) rad
Gravedad g 9.81 m/s2

Velocidad de avance v variable m/s
Rueda trasera:
Radio Rrw 0.32 m
Masa mrw 2.61 kg
Momentos de inercia de masa (Axx,Ayy,Azz) (0.09,0.18,0.09) kg ⋅m2

Marco trasero:
Posición del centro de masa (xr f , yr f , zr f ) (0.42,0.003,−0.56) m
Masa mr f 5.91 kg

Momentos de inercia de masa

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Bxx 0 Bxz

Byy 0
sym. Bzz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.32 0 0.05
0.56 0

sym. 0.26

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
kg ⋅m2

Marco frontal:
Posición del centro de masa (x f f , y f f , z f f ) (0.94,0,−0.75) m
Masa m f f 1.95 kg

Momentos de inercia de masa

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Cxx 0 Cxz

Cyy 0
sym. Czz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.14 0 −0.01
0.13 0

sym. 0.03

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
kg ⋅m2

Rueda frontal:
Radio R f w 0.32 m
Masa m f w 2.05 kg
Momentos de inercia de masa (Dxx,Dyy,Dzz) (0.09,0.18,0.09) kg ⋅m2

Mediante manipulaciones algebraı́cas, la ecuación diferen-
cial (5) se escribe en la forma de un sistema en espacio de esta-
do, seleccionando ϕ, δ y sus derivadas ϕ̇ y δ̇, como las variables
del estado x(t), Tδ y Tϕ como las entradas u(t), y la salida y(t)
como el mismo estado x(t), debido a que pueden medirse fácil-
mente en la realidad. Entonces, Las ecuaciones en espacio de
estado resultan ası́:

ẋ(t) = A(v)x(t) +Bu(t),
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(7)

en donde,

x(t) = [ ϕ δ ϕ̇ δ̇ ]T
, y(t) = x(t) y

u(t) = [ Tϕ Tδ ]T (8)

Las matrices A(v), B, C y D, se obtienen con las siguientes
operaciones algebraı́cas tomadas de (Schwab et al., 2012):

A(v) =[ 0 I−M−1 (K0 + v2K2) −M−1 (vC1) ] ,
B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0

M−1 [ 1
0 ] , M−1 [ 0

1 ]
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, C = I y D = 0

(9)

La dependencia de A sobre la velocidad v, califica este mo-
delo como un sistema LPV, debido a que (7) describe un sistema
lineal invariante en el tiempo (LTI), para cada valor del paráme-
tro variante en el tiempo v. Tomando como base el análisis re-
portado en (Cerone et al., 2010), las trayectorias de sus valores
propios como función de la velocidad de avance v, se muestran
en la Fig. 5 y la Fig. 6 respectivamente, ambas en un intervalo
de [0,10] m/s.
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Cuando v es cero, el sistema tiene cuatro valores propios
reales ubicados en λ1 = 3.8804, λ2 = 2.5721, λ3 = −3.8819 y
λ4=−2.6598, los cuales están marcados con cı́rculos rojos en la
Fig.5. La ubicación de λ1 y λ2 en el semiplano derecho, expli-
ca la inestabilidad de la bicicleta en su posición vertical. Este
serı́a el estado más crı́tico para controlar ϕ, actuando solamente
sobre δ. A medida que v aumente, λ1 y λ2 se convierten en com-
plejos conjugados y sus partes reales disminuyen hasta ubicarse
dentro del semiplano izquierdo y estabilizar el sistema, a partir
de v = 3.15 m/s. También, λ4 se incrementa desplazándose ha-
cia el semiplano derecho, retornando el sistema a su condición
inestable desde v=3.95 m/s.
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Figura 5: Trayectorias de los valores propios de la matriz A(v) con v entre 0 y
10 m/s.
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Figura 6: Trayectorias de la parte real de los valores propios de la matriz A(v)
en función de v.

La Fig. 6 muestra una franja de equilibrio para valores de
v entre 3.15 m/s y 3.95 m/s, donde la bicicleta sin control se
hace auto-estable, debido a que todos los valores propios están
dentro del semiplano izquierdo. Por fuera de esta franja, exis-
ten dos zonas inestables que están localizadas antes de vw=3.15
m/s, y después de vc=3.95 m/s. La zona en la cual la velocidad
está por debajo de vw, es la más difı́cil de estabilizar porque
la acción de control debe ser fuerte y rápida para contrarrestar
las oscilaciones laterales de la bicicleta originadas por la baja
velocidad de avance. La otra zona, en donde la velocidad está
por encima de vc, la estabilidad podrı́a lograrse con acciones
de control tenues y lentas en comparación con la zona anterior.
Con esta información podrı́a diseñarse un sistema de control
que sea capaz de estabilizar la bicicleta con una mı́nima veloci-

dad de avance, asegurando su efectividad para velocidades más
elevadas.

Asumiendo que la bicicleta se mueve alrededor de su po-
sición vertical con valores de la inclinación cercanos a cero
(ϕ = 0) y con una variación de velocidad de avance tan suave
que puede aproximarse como constante durante un intervalo de
tiempo (v(t)=vcte), entonces, puede obtenerse a partir de (7), el
siguiente modelo simplificado lineal e invariante en el tiempo
para representar la dinámica de la dirección:

Jdδ̈ + vcteCdδ̇ + (gK0d + v2
cteK2d) δ = Tδ + ξ, (10)

donde Jd=0.1379, Cd=0.2012, K0d=−0.0963 y K2d=0.0632,
respectivamente. Tδ es el par de control aplicado en el eje de
la dirección, mientras que ξ es una señal variante en el tiempo
que considera de manera agrupada los efectos de los acopla-
mientos dinámicos con el ángulo de inclinación, las dinámicas
no modeladas y las perturbaciones externas. Despreciando mo-
mentáneamente las perturbaciones agrupadas en ξ(t) y aplican-
do la transformada de Laplace a la ecuación (10) se obtiene la
siguiente función de transferencia del modelo nominal no per-
turbado:

δ(s)
Tδ(s) = 1

Jd s2 + vcteCd s + (gK0d + v2
cteK2d) . (11)

Finalmente, bajo las consideraciones y suposiciones rea-
lizadas, la dinámica total de la bicicleta se describe por me-
dio de dos funciones de transferencia en cascada, lineales, con
parámetros concentrados, perturbados equivalentemente a cada
entrada de control y que serán la base en el planteamiento de la
estrategia de control en la siguiente sección.

2.1. Modelo Dinámico Virtual Construido en ADAMS

Para construir un modelo dinámico en ADAMS, el mode-
lo CAD desarrollado en Solid Edge, fue importado al entorno
ADAMS/View y se completaron los siguientes procedimientos:

1. Se ingresa el valor de masa de cada cuerpo de la bicicleta.
2. Se interconectan todos los cuerpos mediante articulacio-

nes de revolución.
3. Se establece en las articulaciones el modelo de fricción

de Coulomb de la Fig.7, con los siguientes parámetros:

µs = 0.05, µd = 0.03, vs = 0.1, vd = 2vs,

donde µs y µd son los coeficientes de fricción estática y
dinámica, y vs y vd, son las transiciones de velocidad que
satisfacen a cada uno de los coeficientes.

4. Se agregan los actuadores que moverán la bicicleta.
5. Se construyen acoples virtuales para simular las relacio-

nes de transmisión de las articulaciones enlazadas.
6. Se crea una superficie solida plana que funcionará como

la pista donde se moverá la bicicleta, y se modelan las
fuerzas de contacto y de fricción entre la bicicleta y esta
pista utilizando los parámetros de la Tabla 3.
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Figura 7: Modelo de fricción de Coulomb.

Tabla 3: Parámetros usados para modelar las fuerzas de contacto y de fricción.
Fuerza normal de impacto

hhhhhhhhhhhhhhhParámetros
Materiales acero vs asfalto caucho vs asfalto

Rigidez 1.0E+008 1.0E+008
Exponente de fuerza 2.2 2.2
Amortiguamiento 1.0E+004 1.0E+004
Profundidad de penetración 1.0E-004 1.0E-004

Fuerza de fricción de Coulomb
hhhhhhhhhhhhhhhParámetros

Materiales acero vs asfalto caucho vs asfalto

Coeficiente de fricción µs 0.6 0.72
Coeficiente de fricción µd 0.4 0.72
Velocidad de transición vs 0.1 0.1
Velocidad de transición vd 1.0 1.0

7. Se expecifican las variables de entrada y salida que serán
manipuladas de forma externa.

8. Se exporta el modelo no lineal de ADAMS/View hacia el
entorno MATLAB/Simulink, por medio de la herramien-
ta ADAMS/Controls.

La Fig.8 muestra el modelo dinámico completado en ADAMS,
en donde el bloque naranja representa el modelo exportado a
MATLAB/Simulink.

gravity
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z
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 [Tt] 
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Steering Torque

[D] 
External Force
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[SA] 

Steering angle
[RW]

Rear wheel angular speed
[C]

TimeAdams bicycle model

Figura 8: Modelo dinámico virtual de la bicicleta.

3. Formulación del Esquema de Control

En esta sección, se diseña un controlador de velocidad de
avance, que permite al sistema de tracción de la bicicleta se-
guir perfiles suaves de velocidad con aceleraciones controla-
das. Luego, se propone un esquema de control en cascada para
maniobrar el sistema de dirección de la bicicleta y estabilizarla
dentro de un rango amplio de valores de velocidad de avance.
La Fig.9 muestra el esquema general de todo el sistema de con-
trol para estabilizar la bicicleta con una velocidad de avance
establecida.

+ Controlador
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Modelo de
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δ�t�
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δ��t�
Tδ�t�

Trw�t�

Figura 9: Esquema general de los sistemas de control de inclinación y velocidad
de avance de la bicicleta.

3.1. Sistema de Control de Velocidad de Avance

Considerando que v = −Rrwθ̇r, se propone controlar la ve-
locidad angular de la rueda trasera θ̇r, aplicándole el par reque-
rido a su eje de giro. La dinámica del sistema de tracción de
la bicicleta puede simplificarse como un conjunto de fuerzas y
momentos que intervienen en la rueda trasera para generar su
movimiento. La Fig. 10, muestra en un diagrama de cuerpo li-
bre, las fuerzas y momentos concentrados en la rueda trasera,
en donde v es la velocidad lineal del centro de masa, Fn es la
fuerza normal concentrada en el eje, la cual, es exactamente el
peso de la bicicleta, asumiendo que se mueve sobre una super-
ficie plana, F f es la fuerza de fricción que ejerce el suelo sobre
la rueda y Trw es el par aplicado por el actuador.

Rrw

Trw
v

Ff

Fn

2

Rueda trasera con fricción concentrada

Figura 10: Diagrama de cuerpo libre de la rueda trasera.

A partir de las fuerzas y momentos definidos en la Fig.10, se
deriva el siguiente modelo lineal de parámetros concentrados:

F f = mtRrwθ̈r,

Trw = Ayyθ̈r + µd θ̇r + RrwF f ,
(12)

donde mt es la masa total de la bicicleta, Ayy es el momento de
inercia de la rueda con respecto a su eje de giro (ver Tabla 2), y
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µd = 0.03, es el coeficiente de fricción dinámico correspondien-
te a la articulación de la rueda. Combinando estas dos ecuacio-
nes tenemos que

(Ayy +mtRrw) v̇ + µdv = TrwRrw. (13)

El modelo (13), no considera deslizamiento ni deformación
de la rueda trasera cuando hay tracción, es decir, que no hay
fricción dinámica entre el suelo y la rueda, y el coeficiente de
deslizamiento del suelo siempre es constante, independiente-
mente del par aplicado en su eje (Canudas de Wit and Tsiotras,
1999). La función de transferencia desde el par Trw hasta la ve-
locidad v es

GvT(s) = v(s)
Trw(s) = Rrw(Ayy +mtRrw) s + µd

. (14)

Considerando la función de transferencia GvT(s), una ac-
ción de control PI es adecuada para gobernar la salida v. La
acción de control PI es expresada como

Trw = −Kpev − Ki ∫ t

0
evdt, (15)

donde ev = v−v∗ es el error de seguimiento y v∗ es la velocidad
de avance deseada. La función de transferencia de lazo cerrado
desde la referencia v∗ hasta la salida v resulta en

To(s) = Kps + Ki

(Ayy +mtRrw

Rrw
) s2 + (KpRrw + µd

Rrw
) s + Ki

. (16)

Entonces, la sintonización de las ganancias Kp y Ki, se realiza
mediante una localización arbitraria de los polos de To(s), ası́:

Kp = 2 (Ayy+mtRrw) ζ0ω0 − µd

Rrw
, Ki = (Ayy+mtRrw)ω2

0

Rrw
, (17)

donde ζ0 y ω0 son parámetros deseados de factor de amortigua-
miento y frecuencia natural del lazo cerrado.

3.2. Sistema de Control de Inclinación
Para estabilizar la bicicleta, se propone un esquema de dos

lazos de control en cascada diseñados bajo la filosofı́a del re-
chazo activo de perturbaciones. El primer lazo (controlador de
estabilización), genera la referencia de posición angular reque-
rida en la dirección para estabilizar la bicicleta. El segundo lazo
(controlador de seguimiento) se encarga de seguir esa referen-
cia aplicando par al sistema de dirección. La Fig.11 muestra en
detalle todo el esquema de control propuesto para estabilizar la
bicicleta con una velocidad de avance establecida.

3.2.1. Controlador de estabilización
El controlador de estabilización genera la referencia de po-

sición angular δ∗ que debe seguir el sistema de dirección para
estabilizar la bicicleta. Este controlador es diseñado con base
en el modelo de la bicicleta linealizado en un punto de opera-
ción, asumiendo una velocidad de avance constante v(t) = vcte∀t, donde vcte ≥ 1.5 m/s. Considere el modelo (2), el cual se
puede reescribir ası́:

ϕ̈ − mtgh
Jt

ϕ = vcte

Jtw
(Dtδ̇ +mthvcteδ) + ξext, (18)

donde ξext es una perturbación equivalente a la entrada del sis-
tema que agrupa posibles perturbaciones externas desconocidas
y términos endógenos del sistema derivados principalmente por
incertidumbres debido a la linealización.

El sistema (18) puede definirse de forma simplificada, ası́:

ϕ̈ = mtgh
Jt

ϕ + uext + ξext (19)

donde,
uext = vcte

Jtw
(Dtδ̇ +mthvcteδ) (20)

es una entrada de control auxiliar que será usada para definir la
ley de control del lazo externo.

Debido a que las variaciones de inclinación de la bicicleta
son relativamente suaves y lentas, se utiliza una aproximación
lineal de primer orden como el modelo interno de la función de
perturbación:

ξ̇ext ≈ ε (21)

donde ε es una constante cercana a cero. Ası́ entonces, es po-
sible encontrar un sistema en espacio de estados que incluye
los estados de la planta (19) y también los estados de la pertur-
bación suministrados por la aproximación del modelo interno
(21). El sistema aumentado es el siguiente:

ẋext = Aext xext + Bextuext + Fextξ̇ext

ϕ = Cext xext (22)

donde,

Aext =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0
mtgh

Jt
0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Bext =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Fext =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Cext = [ 1 0 0 ] , xext =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xext
1

xext
2

xext
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

y xext
1 =ϕ, xext

2 = ϕ̇, xext
3 = ξext son las variables de estado del sis-

tema aumentado. Nótece que anteriormente ξext correspondı́a a
una perturbación a la entrada del sistema, pero ahora la pertur-
bación es una variable de estado y en consecuencia puede ser
estimada usando un observador de estados.

Considere el siguiente observador basado en (22):

˙̂x
ext = Aext x̂ext + Bextuext + Lext (ϕ − ϕ̂)
ϕ̂ = Cext x̂ext (23)

donde Lext = [lext
1 lext

2 lext
3 ]T es el vector de ganancias del obser-

vador, y x̂ext
1 = ϕ̂, x̂ext

2 = ˆ̇ϕ, x̂ext
3 = ξ̂ext son las estimaciones de

ϕ, ϕ̇ y ξext, respectivamente. La dinámica del error de estima-
ción ẽext = xext − x̂ext, es dominada por los valores propios de(Aext − LextCext), entonces una apropiada selección del vector
de ganancias del observador Lext para obtener valores propios
negativos en (Aext−LextCext), proporciona una convergencia del
error de estimación, ẽext, hacia una región cercana a cero donde
cada error de estimación, ẽext

1 = ϕ−ϕ̂, ẽext
2 = ϕ̇− ˆ̇ϕ, ẽext

3 = ξext−ξ̂ext,
permanece últimamente acotado.

Ahora, el objetivo de control es gobernar la salida ϕ(t) del
sistema simplificado (19), para obligarla a permanecer alrede-
dor de cero idependientemente de la función de perturbación
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ξext(t). Entonces, se propone la siguiente ley de control auxi-
liar:

uext = −kext
1

ˆ̇ϕ − kext
0 ϕ − ξ̂ext, (24)

donde kext
0 y kext

1 son ganancias de control. Reemplazando la ley
de control auxiliar (24) en el sistema en lazo abierto (19), se
obtiene

ϕ̈ = mtgh
Jt

ϕ − kext
1

ˆ̇ϕ − kext
0 ϕ − ξ̂ext + ξext.

Agrupando términos y reorganizando, la dinámica de lazo ce-
rrado se convierte en

ϕ̈ + kext
1 ϕ̇ − mtgh

Jt
ϕ + kext

0 ϕ = ξext − ξ̂ext + kext
1 (ϕ̇ − ˆ̇ϕ) , (25)

donde, se observa que la dinámica de ϕ es dominada por el si-
guiente polinomio caracterı́stico

(s2 + kext
1 s + kext

0 − mtgh
Jt

) , (26)

cuyas ganancias de control se seleccionan para imponer una
dinámica deseada de segundo orden para el lazo externo.

Finalmente, la ley de control del lazo externo se obtiene con
base en (20) y se calcula como una función de la ley de control
auxiliar, ası́:

δ∗(s) = Jtw
vcte (Dt s +mthvcte)uext(s). (27)

3.2.2. Controlador de Seguimiento
Para iniciar con la formulación del controlador para el se-

guimiento de δ∗(t), considere el sistema (11), el cual se rees-
cribe de la siguiente forma:

δ̈ = −vcteCd

Jd
δ̇ − (gK0d + v2

cteK2d)
Jd

δ + 1
Jd

Tδ + ξint, (28)

donde ξint = 1
Jd
ξ agrupa perturbaciones del lazo interno debi-

das a términos exógenos (par externo reflejado en la dirección
por el efecto de fuerzas laterales aplicadas en la bicicleta), posi-
bles acoplamientos entre lazos, e incertidumbres en el modelo
debido a la linealización.

Con el fin de proporcionar una estimación adecuada de ξint,
es necesario definir un modelo interno aproximado de la per-
turbación. En este caso, una aproximación local de bajo orden
ξ̇int(t) ≈ 0 para el modelo interno de la perturbación ξint(t), con-
lleva a la necesidad de diseñar un observador con alto ancho de
banda, lo cual es un inconveniente cuando se tienen señales rui-
dosas o en especial cuando en el lazo interno se tienen perturba-
ciones que varı́an rápidamente (vea detalles en Cortés Romero
et al. (2014)). En consecuencia, se decide definir el modelo in-
terno como una aproximación local de orden 4, la cual propor-
ciona un adecuado equilibrio entre ancho de banda del observa-
dor, disminución de las ganancias del observador y desempeño
en la estimación:

d4

dt4
ξint ≈ ε, (29)

donde ε es una constante cercana a cero.

Considere el siguiente sistema aumentado que contiene las
variables de estado de la planta y las variables de estado co-
rrespondientes a la aproximación local del modelo interno de la
perturbación:

ẋint = Aintxint + BintTδ + Fint
d4

dt4
ξint

δ = Cintxint
(30)

con,

Aint=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0

− (gK0d+v2
cteK2d )

Jd
− vcteCd

Jd
1 0 0 0

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,Bint=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
Jd

0
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Fint=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
0
0
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,Cint=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
0
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

T

, xint =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xint
1

xint
2

xint
3

xint
4

xint
5

xint
6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

donde, xint
1 = δ, xint

2 = δ̇, xint
3 = ξint, xint

4 = ξ̇int, xint
5 = ξ̈int y

xint
6 = ...

ξ int son las variables de estado del sistema aumentado.
Con base en (30), considere el siguiente observador:

˙̂x
int = Aint x̂int + BintTδ + Lint (δ − δ̂)
δ̂ = Cint x̂int

(31)

con
Lint = [lint

1 lint
2 lint

3 lint
4 lint

5 lint
6 ]T,

donde, x̂int es el vector de variables de estado estimadas por el
observador y contiene: x̂int

1 = δ̂, x̂int
2 = ˆ̇δ, x̂int

3 = ξ̂int, x̂int
4 = ˆ̇ξint,

x̂int
5 = ˆ̈ξint y x̂int

6 = .̂..
ξ int. La dinámica del error de estimación,

ẽint = xint − x̂int, de este observador es dominada por los valo-
res propios de la matriz (Aint−LintCint), en donde una selección
apropiada de Lint –valores propios negativos en (Aint−LintCint)–
asegura la convergencia de x̂int hacia una vecindad cercana a
xint, donde cada variable de estado permanece últimamente aco-
tada. En consecuencia se tendrán estimaciones precisas de cada
variable de estado cuya cota última depende principalmente de
la magnitud de la parte real de los valores propios de la matriz(Aint − LintCint) (vea detalles en Cortés Romero et al. (2014)).

Ahora, con base en las estimaciones ˆ̇δ y ξ̂int suministradas
por el observador (31), se propone la siguiente ley de control
para el lazo interno:

Tδ = [ ˆ̈δ
∗ − kint

1 ( ˆ̇δ − ˆ̇δ
∗) − kint

0 (δ − δ∗) + vcteCd

Jd

ˆ̇δ
∗ + ...

+gK0d + v2
cteK2d

Jd
δ∗ − ξ̂int] (32)

donde, kint
0 , kint

1 son las ganancias de control, y δ∗(t), ˆ̇δ∗(t) y
ˆ̈δ∗(t) son las trayectorias deseadas de posición, velocidad y ace-
leración angular del sistema de dirección de la bicicleta.
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Figura 11: Esquema detallado del sistema de control de la bicicleta.

Luego, reemplazando la ley de control (32) en el sistema
en lazo abierto (28), se obtiene la siguiente dinámica de lazo
cerrado para el ángulo de la dirección:

δ̈ + vcteCd

Jd
δ̇ + (gK0d + v2

cteK2d)
Jd

δ = ˆ̈δ
∗ − kint

1 ( ˆ̇δ − ˆ̇δ
∗) ...

−kint
0 (δ − δ∗) + vcteCd

Jd

ˆ̇δ
∗ + (gK0d + v2

cteK2d)
Jd

δ∗ − ξ̂int + ξint.

(33)

Reorganizando (33) y definiendo eδ = δ − δ∗ como el error
de seguimiento de lazo de control interno, se obtiene la siguien-
te dinámica del error de seguimiento:

ëδ + (vcteCd

Jd
+ kint

1 ) ėδ + (gK0d + v2
cteK2d

Jd
+ kint

0 ) eδ = ...
( ˆ̈δ

∗ − δ̈∗) + vcteCd + kint
1 Jd

Jd
( ˆ̇δ

∗ − δ̇∗) ...
+kint

1 (δ̇ − ˆ̇δ) + (ξint − ξ̂int) .
(34)

Observe que el lado derecho de la ecuación (34) es acotado y
cercano a cero asumiendo estimaciones precisas de ξ̂int, ˆ̇δ, ˆ̇δ

∗
y

ˆ̈δ
∗
. Las primeras dos estimaciones las proporciona el observa-

dor (31), y las últimas dos estimaciones se obtienen mediante
el algoritmo de seguimiento y diferenciación “Tracking Diffe-
rentiator”, el cual es sintonizado en la Sección 4.

Por lo tanto, dado el carácter acotado y cercano a cero de los
errores de estimación (ξint − ξ̂int), ( ˆ̈δ

∗−δ̈∗), ( ˆ̇δ
∗−δ̇∗) y (δ̇ − ˆ̇δ),

el lado izquierdo de (34) se torna dominante, y entonces la se-
lección de las ganancias de control [kint

0 , kint
1 ], se realiza pa-

ra imponer una dinámica dominante deseada de segundo orden

del error de seguimiento del lazo interno de acuerdo al siguiente
polinomio caracterı́stico:

s2 + (vcteCd

Jd
+ kint

1 ) s + (gK0d + v2
cteK2d

Jd
+ kint

0 ) . (35)

4. Simulación y discusión de resultados

La estrategia de control propuesta fue implementada me-
diante una co-simulación, que utiliza a MATLAB/Simulink pa-
ra ejecutar la estrategia a través de su entorno de bloques y a
ADAMS/View para simular la dinámica de multicuerpos de la
bicicleta virtual. La Fig. 11 presenta en diagrama de bloques
la estrategia de control de esta co-simulación mientras que la
Fig. 12, exhibe un despliegue de pantalla donde se realiza la
animación interactiva de la bicicleta controlada en el entorno
ADAMS/View.

Figura 12: Animación de la bicicleta en ADAMS/View.

En esta co-simulación se consideró una velocidad de avance
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nominal de vcte = 1.5 m/s, y su esquema de control fue sintoni-
zado de la siguiente manera:

1. El controlador de velocidad de avance se sintonizó me-
diante una localización clásica de polos, en donde se ha-
ce coincidir el polinomio caracterı́stico de la función de
transferencia de lazo cerrado (16), con p(s)= s2+2ωnςns+
ωn

2, seleccionando una frecuencia natural y un factor
de amortiguamiento de ωn = 2 y ςn = 1 respectivamen-
te, para imponer una dinámica del error de seguimiento
(ev=v− v∗) dependiente de sus polos [−2 −2]. Entonces,
las ganancias del controlador PI fueron calculadas me-
diante (17), obteniendo como resultado: Kp=Ki=52.2.

2. Se agregó un esquema anti-windup al controlador de ve-
locidad tal y como se indica en (Åström and Hägglund,
1995), para reducir los incrementos de la acción integral
que sobrepasan los niveles de saturación preestablecidos
en la salida del actuador ([−10 10] Nm). La ganancia de
este esquema fue calculada como:

Ka = 4(√Ki/2Kp).
3. El observador de (23) fue sintonizado mediante el méto-

do del estimador cuadrático lineal (LQE - filtro de Kal-
man), suponiendo señales de ruido blanco aditivas en la
entrada uext y la salida ϕ del sistema (19), que satisfacen
las siguientes covarianzas (ver Lewis and Popa (2008)):

E[σσT] = Qext = 5.10×10−4,

E[%%T] = Rext = 1.06×10−4,

E[σ%T] = Next = 3.15×10−6,

(36)

siendo σ(t) la señal de ruido asumida en la entrada de
control y %(t) la señal de ruido asumida en la medición
de la salida. Definiendo la matriz de ponderación de σ
como Gext= [0.01 0.01 83000]T, el método LQE entrega
el vector de ganancias Lext= [113.56 6448 182239.1]T,
que permite una estimación óptima del estado del siste-
ma, ubicando los valores propios del error de estimación
ẽext=(xext−x̂ext) en [−56.79 −28.385+49.023 j −28.385−
49.023 j], para establecer un ancho de banda de (≈ 112
rad/s), y un adecuado amortiguamiento en la respuesta
transitoria del observador.

4. La ley de control (24) fue sintonizada con kext
0 = 17.725

y kext
1 = 3.462, para lograr que la dinámica del ángulo de

inclinación de la bicicleta sea dominada por los polos:[−2.31 −1.15].
5. Para el observador de (31), se propone su sintonización

también mediante el método LQE, suponiendo que la en-
trada Tδ y la salida δ del sistema (28) están contaminadas
con señales de ruido blanco m(t) y n(t) respectivamente,
las cuales satisfacen las siguientes covarianzas:

E[mmT] = Qint = 5.5×10−3,

E[nnT] = Rint = 2.5×10−4,

E[mnT] = N int = 3.3×10−6.

(37)

Definiendo la matriz de ponderación de m como Gint =[0.1 0.1 4000 1 0.1 0.1]T, este método entrega el vec-
tor de ganancias Lint=[69.98 2448.22 47015.04 2007.34

43.35 0.47]T, que permite la estimación óptima del esta-
do del sistema, ubicando los valores propios del error de
estimación ẽint

x =(xint − x̂int) en [−36.3 −17.91+31.17 j −
17.91−31.17 j −0.02 −0.01+0.02 j −0.01−0.02 j], para es-
tablecer un ancho de banda de (≈72 rad/s), y un adecuado
amortiguamiento en la respuesta transitoria del observa-
dor.

6. La ley de control de (32) fue sintonizada con kint
0 = 1760

y kint
1 = 88, para forzar la dinámica del error de se-

guimiento eδ = (δ− δ∗) a ser dominada por los polos[−57.266 −30.734].
7. Las derivadas con respecto al tiempo de la trayectoria de

referencia δ∗, requeridas por la ley de control (32), se
obtienen a partir del algoritmo “Tracking Differentiator
(TD)” propuesto en (Gao et al., 2014), para generar un
eficiente desempeño en el seguimiento y diferenciación
de señales de entrada caracterizadas por suaves variacio-
nes, compensando las posibles no linealidades causadas
por perturbaciones y en algunos casos, ruido en la señal.
Por esta razón ha sido utilizado en varias aplicaciones
de ingenierı́a tales como (Emaru and Tsuchiya, 2005; Su
et al., 2005; Sun and Zhiqiang Gao, 2005). Con este al-
goritmo fue posible generar apropiadamente las señales
δ̇∗ y δ̈∗ solamente con el ajuste de dos parámetros de-
finidos como el factor de velocidad y factor de filtrado,
cuyos valores fueron asignados para esta aplicación co-
mo rT D =750 y hT D =0.005 respectivamente.

A continuación se demuestra en la co-simulación que la es-
trategia de control propuesta logra estabilizar efectivamente el
modelo dinámico virtual de la bicicleta. Para evaluar el desem-
peño y robustez de la estrategia, se realizaron dos tipos de si-
mulaciones: en la primera, la bicicleta es sometida a cambios
de velocidad alrededor de la nominal, y a fuerzas laterales en
el marco trasero para simular el efecto de las perturbaciones
externas y se muestra la respuesta del sistema de control para
rechazarlas. En la segunda prueba se analiza el efecto de las
incertidumbres paramétricas, agregándole una masa al marco
trasero para modificar las propiedades mecánicas de la bicicleta
(ver Tabla 2), y se exhibe la robustez de la estrategia ante estos
efectos.

4.1. Prueba de rechazo de perturbaciones externas

En esta simulación, se demuestra que las estrategias de con-
trol de velocidad e inclinación logran estabilizar la bicicleta ac-
tuando en ella desde el reposo (v(0) = 0 m/s), y con una in-
clinación inicial de ϕ(0) = 5.5°. En la Fig. 13(f) se muestra la
velocidad v alcanzada por la bicicleta y se observa el desem-
peño del controlador PI en el seguimiento de la referencia v∗.
El par Trw generado por la acción PI se muestra en la Fig.13(e).
Algunos sobrepicos de velocidad que aparecen cuando la refe-
rencia es constante, se originan por el perfil de fuerza externa
de la Fig.13(a) aplicado al marco trasero.

Ante los cambios de velocidad y la fuerza externa inyectada
en el sistema, la Fig.13(b) muestra claramente que el controla-
dor de inclinación es efectivo en la estabilización de ϕ. El con-
trolador estabilizador hace su parte generando la referencia ba-
lanceadora δ∗, mientras que el controlador seguidor cumple con
su tarea de imponer un seguimiento robusto de esa referencia al
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(a) Fuerza de perturbación aplicada al marco trasero.
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(b) Salida de inclinación ϕ y su estimación ϕ̂.
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(c) Par de control aplicado en la dirección Tδ.
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(e) Par de control aplicado en la rueda trasera Trw.
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(f) Salida de velocidad de avance v.

Figura 13: Resultados obtenidos en la simulación de rechazo de perturbaciones externas.
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(a) Señal de perturbación asociada a la inclinación.
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(b) Señal de perturbación asociada a la dirección.

Figura 14: Estimaciones de las funciones de perturbación en la simulación de rechazo de perturbaciones externas.
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sistema de dirección, tal y como se muestra en la Fig. 13(d).
La acción de control Tδ generada por el controlador seguidor,
muestra en la Fig.13(c) que el mayor par aplicado al manubrio
se produce en los primeros segundos de la simulación, en donde
excede los lı́mites de saturación preestablecidos (-10 a 10 Nm).
Esto se debe a la inclinación inicial y su arranque desde el re-
poso. En la Fig. 14(a) y Fig. 14(b) se exhiben las funciones de
perturbación estimadas por los observadores extendidos.

4.2. Prueba de compensación de variaciones paramétricas
En esta prueba se observa en segunda instancia, la robus-

tez de la estrategia de control propuesta, ante variaciones de las
propiedades mecánicas de la bicicleta por medio de una ma-
sa colocada en la parte superior del marco trasero tal y como
se muestra en la Fig. 15. Esta masa fue ubicada con una incli-
nación de 20.6°con respecto al plano longitudinal lateral, para
desplazar la posición del centro de masa desde su posición ini-
cial, localizada muy cercana a este plano. En la simulación se
toma una referencia constante de velocidad de avance (v∗ = 2
m/s ∀ t) y una inclinación inicial de ϕ(0) = 5°. La carga fijada
en el tubo superior del marco trasero es habilitada a partir de
los 10 segundos para observar el cambio de la dinámica de la
bicicleta en este procedimiento.

Figura 15: Masa fijada en el tubo superior del marco trasero.

En la Fig. 17(a) se observa notoriamente que la estrategia
de control es capaz de estabilizar la bicicleta a pesar de los di-
ferentes pesos colocados a este sistema, desde 2 Kg hasta 12
Kg, siendo este último casi el doble del peso de la bicicleta. La
Fig. 17(b) muestra el movimiento giratorio de la dirección que
hace posible esta estabilización, compensando el efecto del pe-
so de la masa inclinada de perturbación que desplaza el centro
de masa de la bicicleta; y la Fig. 17(c) y Fig. 17(d) presentan
la estimación de las funciones de perturbación asociadas a los
grados de libertad de la dirección e inclinación. El mayor pe-
so colocado a la bicicleta aumenta la magnitud y frecuencia de
las oscilaciones de las señales de perturbación estimadas por
los observadores. La realimentación de estas dos señales per-
miten la estabilización del sistema bajo estas condiciones, pero
se reducen notablemente los márgenes de estabilidad de lazo
cerrado.

4.3. Comparación con otra estrategia de control
El control de inclinación propuesto en este trabajo es com-

parado con otro sistema constituido por dos controladores PID

en cascada, tal y como se muestra en la Fig. 16. Ambos con-
troladores son sintonizados a partir de las ecuaciones de movi-
miento definidas en la Sección 2 para la inclinación y dirección
de la bicicleta y el método gráfico de sintonización de controla-
dores PI/PID presentado en (Srivastava and Pandit, 2016) para
sistemas de primer y segundo orden con tiempo de retardo.

+ Controlador
de velocidad
de avance

PID
PID

Modelo de
la Bicicleta

ϕ�t�

δ�t�
v�t�

Perturbación

Tϕ�t�

Trw�t�

Tδ�t�
δ��t�

v��t�

Controlador de Inclinación

Kdos2+Kpos+Kio

s Kdi s2+Kpi s+Kii

s

Figura 16: Estrategia de control clásica.

Según este método, es posible encontrar un conjunto de
parámetros de Kp, Ki y Kd que satisfacen las especificaciones de
respuesta transitoria de cada lazo del sistema de control de in-
clinación, garantizando un adecuado margen de ganancia (GM)
y margen de fase (PM), mediante una localización de polos do-
minantes que es soportada por un criterio gráfico que ayuda
a identificar las regiones de estabilidad y de márgenes de ga-
nancia y fase predefinidos, en donde se pueden seleccionar los
valores de las ganancias del controlador que cumplen con estas
especificaciones.
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Figura 18: Región de estabilización, lı́mites de margen de fase y de ganancia y
el rango de Kpo y Kio que cumple con las especificaciones deseadas en el lazo
externo del control de inclinación (con Kdo =0.1).

La Fig.18 exhibe el mapa de la región de estabilidad del la-
zo externo del control de inclinación, sobre un plano que toma
como ejes a Kpo y Kio , fijando previamente la ganancia deriva-
tiva en Kdo =0.1. Dentro de la región de estabilidad se observan
las curvas de margen de ganancia GM=10 dB y margen de fa-
se PM = 85° respectivamente, en donde algún punto (Kpo ,Kio )
dentro de estas curvas garantiza los márgenes anteriormente es-
pecificados. También, aparece en la gráfica la curva que satis-
face un factor de amortiguamiento de ζd = 0.95 con diferentes
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(a) Respuestas de la inclinación ante variaciones de peso en el marco
trasero.
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(b) Respuestas de la dirección ante variaciones del peso en el marco trasero.

0 5 10 15 20 25 30
-2

-1

0

1

2

3

Tiempo (seg)

S
eñ

al
 d

e 
pe

rt
ur

ba
ci

ón
 (

N
m

)

 

2 Kg
4 Kg
8 Kg
12 Kg

(c) Señales de la estimación de la perturbación asociada a la inclinación.
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(d) Señales de la estimación de la perturbación asociada a la dirección.

Figura 17: Respuestas del sistema de control de la bicicleta ante cambios de su peso en el marco trasero.

valores de una deseada frecuencia natural ωd para el sistema de
lazo cerrado. Con esta información se seleccionan las ganancias
proporcional e integral como Kpo=4.8 y Kio=19.6, siendo estos
valores el punto donde se cumplen las especificaciones desea-
das de margen de ganancia, margen de fase, factor de amorti-
guamiento y frecuencia natural para el sistema de lazo cerrado.
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Figura 19: Región de estabilización, lı́mites de margen de fase y de ganancia y
el rango de Kpi , y Kii que cumple con las especificaciones deseadas en el lazo
interno del control de inclinación (con Kdi =2).

Aplicando el mismo método al lazo interno del control de
inclinación se obtienen las curvas de la Fig. 19, predefiniendo

la ganancia derivativa como Kdi =2. Para lograr un seguimiento
adecuado de la referencia δ∗, se eleva el ancho de banda del
controlador con la restricción de no sobrepasar la curva del
lı́mite de estabilidad. Entonces, se consideran las curvas para
un margen de ganancia de GM=1.3dB y un margen de fase de
PM=10°. Las ganancias proporcional e integral se seleccionan
en el punto (Kpi =17.5, Kii =80), donde la curva que satisface un
factor de amortiguamiento deseado en lazo cerrado de ζd =0.95,
se intersecta con la curva de margen de fase cuando la frecuen-
cia natural del sistema de lazo cerrado es ωd =1.8 rad/s.

Esta sintonización para las ganancias del controlador de este
sistema de control permitió obtener las respuestas que se mues-
tran en la Fig.20 para la simulación de rechazo de perturbacio-
nes externas y en la Fig.21 para la simulación de estabilización
ante variaciones paramétricas, siendo estas, las mismas pruebas
que se realizaron para la estrategia de control propuesta.

Al comparar estas respuestas con respecto a las obtenidas
anteriormente en las simulaciones con la propuesta de control,
se evidencia que la estrategia de control clásica no logra el
desempeño ni la robustez del esquema de dos lazos en casca-
da diseñados bajo el enfoque ADRC. En la simulación de re-
chazo de perturbaciones externas, la estrategia de control clási-
ca muestra en la Fig. 20(a) que la estabilización queda con-
dicionada por las oscilaciones en la salida de inclinación, cu-
ya magnitud se incrementa cuando las fuerzas laterales pertur-
ban a la bicicleta; contrario a lo que sucede con la estrategia
de control propuesta, en donde las perturbaciones son efectiva-
mente rechazadas aunque la velocidad de la bicicleta varı́e (ver
Fig.13(b)).
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(a) Respuesta de la inclinación ante las perturbaciones externas.

0 5 10 15 20 25 30
-60

-40

-20

0

20

40

60

80

Tiempo (seg)

Á
ng

ul
o 

(g
ra

d)

 

Referencia
Salida de dirección

(b) Respuesta de la dirección ante las perturbaciones externas.
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(c) Evolución de la velocidad de avance de la bicicleta.
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(d) Par aplicado a la dirección por el sistema de control.

Figura 20: Respuesta del esquema de control clásico ante las perturbaciones externas.
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(a) Respuestas de la inclinación ante las variaciones parámetricas.
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(b) Respuestas de la dirección ante las variaciones parámetricas.

Figura 21: Respuestas del esquema de control clásico ante las variaciones
parámetricas.

En la simulación de variaciones paramétricas, la Fig. 21(a)
exhibe la respuesta de la salida de inclinación generada por el

esquema clásico, en donde es observable su incapacidad para
estabilizar la bicicleta con la carga inclinada de 8 Kg y 12 Kg.
En la Fig.17(a) se observa la contundencia y robustez de la es-
trategia ADRC, validando su capacidad para estabilizar el sis-
tema con estas dos cargas. Sin embargo, aparecen oscilaciones
de considerable magnitud en las estimaciones de las funciones
de perturbación cuando la carga es de 12 Kg. Estas oscilaciones
reducen los márgenes de estabilidad del sistema de lazo cerra-
do.

5. Conclusiones

La filosofı́a de control ADRC ofrece la posibilidad de di-
seños simples lineales de controladores para la estabilización
de la bicicleta a partir modelos inciertos. La efectividad de es-
ta estrategia de control, radica en la estimación activa de las
no-linealidades y perturbaciones que afectan al modelo virtual
durante su movimiento, por medio de observadores extendidos
GPI. Se comprueba que gracias a esta estimación se reestable-
ce el desempeño del modelo lineal simplificado de la bicicleta,
permitiendo ası́, que la estructura lineal de las leyes de control
establecidas en el lazo de estabilización, impongan las dinámi-
cas de las referencias de entrada. Particularmente, se han reali-
zado adaptaciones que permiten gran variación de los paráme-
tros del modelo, especı́ficamente los ceros de no mı́nima fase
de la función de transferencia base del diseño, equivalente a la
representación dinámica de la inclinación de la bicicleta.

Se mostró mediante pruebas y validaciones en simulación,
que las estrategias de control ADRC propuestas, permiten rea-
lizar la estabilización efectiva de la bicicleta incluso ante varia-
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ciones paramétricas, no linealidades en el sistema y el efecto de
perturbaciones externas, a pesar de que son estructuras del tipo
lineal.

Se analizó la robustez de los sistemas de control ante va-
riaciones de la velocidad de avance, perturbaciones externas de
fuerzas laterales severas y emulación de diferentes cargas fija-
das al marco trasero para desplazar lateralamente el centro de
masa de la bicicleta. Aunque el controlador estabilizador fue di-
señado sobre un punto de operación, asumiendo una velocidad
de avance constante, puede observarse su excelente desempeño
para un amplio rango alrededor del valor nominal (vcte = 1.5
m/s). El desempeño y robustez de este controlador se reduce
tanto como la velocidad de avance disminuya del valor nomi-
nal, hasta el punto donde el sistema se vuelve inestable (cuando
v≈0.85 m/s), lo cual corresponde a los lı́mites naturales de con-
trolabilidad del sistema.

El método propuesto es enteramente lineal y no requiere de
adaptaciones dependientes de la velocidad de avance. La equi-
valente adaptación que realiza este esquema es por medio del
observador extendido, el cual considera todos los cambios del
modelo debidos a la velocidad dentro de la perturbación unifi-
cada. Se considera en el futuro plantear una estrategia de con-
trol que además de estabilizar la inclinación, posibilite el segui-
miento de trayectorias.
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Åström, K. J., Hägglund, T., 1995. PID Controllers: Theory, Design, and Tu-
ning, 2nd Edition. ISA, Ch. 3, pp. 80–92.

Åström, K. J., Klein, R. E., Lennartsson, A., Aug 2005. Bicycle Dynamics and
Control: Adapted Bicycles for Education and Research. IEEE Control Sys-
tems 25 (4), 26–47.

Su, Y. X., Zheng, C. H., Dong Sun, Duan, B. Y., Aug 2005. A Simple Nonlinear
Velocity Estimator for High-Performance Motion Control. IEEE Transac-
tions on Industrial Electronics 52 (4), 1161–1169.

Sun, B., Zhiqiang Gao, Oct 2005. A DSP-based Active Disturbance Rejec-
tion Control Design for a 1-Kw H-bridge DC-DC Power Converter. IEEE
Transactions on Industrial Electronics 52 (5), 1271–1277.

Tanelli, M., Schiavo, F., Savaresi, S. M., Ferretti, G., Oct 2006. Object-Oriented
Multibody Motorcycle Modelling for Control Systems Prototyping. In:
IEEE International Conference on Control Applications. pp. 2695–2700.

Whipple, F., 1899. The Stability of the Motion of a Bicycle. Quart. J. Pure Appl.
Math. 30 (120), 312–348.

Yuanyuan, F., Runjia, D., Yuping, X., 2017. Steering Angle Balance Control
Method for Rider-Less Bicycle Based on ADAMS. Springer Singapore, Sin-
gapore, Ch. 1, pp. 15–31.

100 Mauro Baquero-Suárez et al. / Revista Iberoamericana de Automática e Informática Industrial 15 (2018) 86-100


	Introducción
	Ecuaciones del Movimiento de la Bicicleta
	Modelo Dinámico Virtual Construido en ADAMS

	Formulación del Esquema de Control
	Sistema de Control de Velocidad de Avance
	Sistema de Control de Inclinación
	Controlador de estabilización
	Controlador de Seguimiento


	Simulación y discusión de resultados
	Prueba de rechazo de perturbaciones externas
	Prueba de compensación de variaciones paramétricas
	Comparación con otra estrategia de control

	Conclusiones
	Referencias



