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Resumen

El objetivo del presente tutorial de control fraccionario es presentar los fundamentos de esta disciplina y las princi-
pales herramientas computacionales disponibles para su uso y aplicacién por parte del ingeniero de control. El enfoque
escogido pretende hacer accesible desde el primer momento su ubicacion en el control cldsico y las bases para entender
cémo cualquier estrategia de control que haga uso de los operadores derivada y/o integral (es decir, casi todas) puede
generalizarse al considerar la posibilidad de utilizar dichos operadores con un orden no necesariamente entero. Los casos
de estudio considerados (el doble integrador y el servomecanismo de posicién) han sido elegidos no para exponer las
bondades del control fraccionario, sino para mostrar la amplitud de posibilidades que proporciona su utilizacién incluso
considerando sistemas extraordinariamente comunes en la literatura de control.
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1. El integrador fraccionario en los albores del con- que siguen vigentes en la actualidad. Este sistema de refe-
trol clasico. A modo de introduccién rencia viene descrito por la funcién de transferencia
L S 2
... un descubrimiento es prematuro si sus implicaciones G(s) @, (1)

. L. S)= ("
no pueden conectarse, por una serie de escalones 16gicos s(s +268 (x),,) ’

y simples, con el conocimiento canénico o aceptado por
todos. siendo § el coeficiente de amortiguamiento y @, la pulsa-

cién natural no amortiguada. En ausencia de friccién (6 =
0) el sistema se comporta como un doble integrador

Gunther S Stent
Lo dinico y lo prematuro en el descubrimiento cientifico.

:8.\,

Es bien conocido que el extraordinario desarrollo que Go(s) = 2 )
la teorfa cldsica de control experimenté durante el segundo
tercio del siglo XX fue en gran parte debido a la confluen-
cia de las técnicas en el dominio de la frecuencia desa-
rrolladas en electrénica de comunicaciones y la teoria de
servomecanismos. Los trabajos seminales de Black, Ny-
quist, Bode o Hazen, entre otros (Bennett, 1993), no solo
proporcionaron herramientas para el andlisis de sistemas y
el disefio de controladores, sino que establecieron la ter-
minologia (margenes de ganancia y de fase, coeficiente de
amortiguamiento, pulsacion natural no amortiguada, etc.)
y el sistema de referencia (el servomecanismo de posicion)

No es tan conocido, sin embargo, el hecho de que por
esas mismas fechas destacados investigadores daban pasos
hacia la adopcién de un sistema de referencia alternativo.
En (Bode, 1940) H. Bode establecia las relaciones magni-
tud/fase en la respuesta en frecuencia, y en (Bode, 1945),
basdndose en esas relaciones, presentaba una elegante so-
lucién al problema de disefio robusto planteado: obtener un
amplificador realimentado que en lazo cerrado fuera inva-
riante a variaciones en la ganancia del amplificador. A esta
solucién la denominé caracteristica de corte ideal, y era
ideal en el sentido de que su diagrama de Nyquist es una
linea recta desde el origen correspondiente a un margen de

* Autor en correspondencia. fase invariante a los cambios en la ganancia. Es decir, era
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donde @, es la frecuencia de cruce de ganancia y el margen
de fase constante es
MF = n—kZ. (4)
2
Aunque las nociones introducidas por Bode han llega-
do a ser claves en la teoria de control automatico, ésta de
la funcion ideal no ha sido tan discutida en la literatura es-
pecializada. No obstante, ya en 1958, A. Tustin public6 un
largo articulo (mds bien una monografia) sobre “El disefio
de sistemas para el control automético de la posiciéon de
objetos grandes y pesados”(Tustin et al., 1958). En la pri-
mera seccion de este trabajo, que venia a ser una nueva
contribucién de A. Tustin al control de servomecanismos,
se estudian los requerimientos en conflicto para el sistema
de control de posicién expresados como restricciones en el
diagrama de magnitud de la respuesta en frecuencia para
el lazo de control. En las secciones 1.5 y 1.6, habla de que
las relaciones deseables en estos diagramas corresponden
a funciones de frecuencia de la forma

Y(jo)= o) &)

puesto que en forma polar corresponden a lineas rectas
desde el origen (igual que en Bode) con pendiente k y for-
mando un dngulo de k7 /2, coincidiendo con los ejes si k es
un niimero entero. Posteriormente habla de como obtener
aproximaciones a esta caracteristica partiendo del servo-
mecanismo “ideal con funcién de frecuencia

K

Y(jo)=——. 6
(jo) o) (6)
Es obvio, aunque no para Tustin en aquel momento,
que una forma simple de obtener las caracteristicas desea-
das a partir de este servomecanismo ideal, es introducir un

controlador con funcién de transferencia
D(s) = s%, 0<oa<l, @)
obteniendo asi un sistema en lazo cerrado como el de la

Figura 1.

Figura 1: Lazo ideal a partir del servo ideal.

Fue el investigador japonés Shunji Manabe de la em-
presa Mitsubishi Electric quien primero recogié las ideas
de Bode y Tustin y hablé explicitamente de la integral no
entera y sus aplicaciones en sistemas de control (Manabe,
1961). En la introduccién de su articulo se puede leer lo
siguiente:

“Entre varios tipos de funciones de transferencia en la-
zo abierto que tedricamente satisfacen las especificaciones

dadas, solo una de ellas satisface el requisito practico de
que el sistema mantenga suficiente estabilidad y precisién
incluso bajo los fuertes efectos de la saturacién inherente
a los equipos de control en el lazo.

De acuerdo con la teoria de la funcién descriptiva, la satu-
racioén se considera como un componente de ganancia va-
riable, en el que la ganancia depende de la amplitud de la
entrada. Para que el sistema sea estable incluso con varia-
ciones de ganancia, el margen de fase del elemento lineal,
ademas del elemento no lineal de saturacion, debe ser sufi-
cientemente grande no solo a la frecuencia de cruce lineal
sino también para un rango de frecuencias relativamente
amplio.

Generalmente un buen disefio requiere que el margen de
fase se mantenga aproximadamente constante para este ran-
go de frecuencias. Como resultado, su funcién de transfe-
rencia en lazo abierto se aproximard a la de la integral no
entera 1/s¥, donde k es un valor entre 1y 2.”

Esto es, vuelven a repetirse los requisitos y argumen-
tos de Bode y Tustin, pero dando nombre a esa funcion de
transferencia ideal en lazo abierto: es un integrador frac-
cionario de orden entre 1 y 2.

En el mismo afio en que se publicé la version inglesa
del articulo de Manabe, en la Universidad de Kansas G.
E. Carlson y C. A. Halijak publicaron un informe sobre el
derivador y el integrador de orden 1/2 y su posible uso en
servomecanismos (Carlson y Halijak, 1961), informe que
se veria continuado en una tesis de master en 1966 sobre
el servo tipo Strait (Opdycke, 1967).

Aunque la Teoria Cuantitativa de Control de Horowitz
(Horowitz, 1963; Horowitz y Sidi, 1972) recoge esta idea
de robustez introducida por Bode, no se habla de control de
orden no entero (fraccionario) hasta el surgimiento a prin-
cipios de los 80 del denominado Control Robusto de Or-
den No Entero (CRONE) por Alain Oustaloup y su equi-
po (Oustaloup, 1991). En el trabajo continuado del equi-
po CRONE se han establecido hasta el momento tres ge-
neraciones de controladores, pero su base fundamental es
el conformado del lazo teniendo al integrador fraccionario
como referencia.

En las Figuras 2 y 3 se muestran las respuestas al es-
calén unitario del sistema de la Figura 1 para distintos va-
lores de los pardmetros o y K. En ellas se puede ver como
la ganancia solo influye en la rapidez de la respuesta, mien-
tras que la sobreoscilacion solo depende de «, es decir, del
orden del integrador fraccionario resultante.

Es pertinente mencionar que en el capitulo 12 de (Astrom
y Murray, 2008), dedicado a la robustez, se estudia esta
Sfuncion ideal, y se dice que los disefiadores de amplifica-
dores operacionales estdn haciendo grandes esfuerzos por
obtener aproximaciones validas sobre un amplio rango de
frecuencias.

1.1.  Estructura del articulo

Después de esta introduccioén, lo que resta del articulo
estd organizado como sigue. En la seccién 2 se introdu-
cen los operadores fraccionarios (derivada e integral) y se
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Figura 2: Respuesta al escalon del lazo ideal del servo con K = 1 y dife-
rentes valores de .
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Figura 3: Respuesta al escalén del lazo ideal del servo con & = 0,5 y
diferentes valores de K.

describen algunos de los métodos concebidos para aproxi-
marlos y poder utilizarlos tanto en simulaciones como en
aplicaciones pricticas. La seccién 3 estd dedicada a los sis-
temas fraccionarios, sus modelos, caracteristicas dindmi-
cas y estabilidad. En la seccion 4 se muestran ejemplos de
disefio de controladores fraccionarios tomando el doble in-
tegrador y el servomecanismo de posicién como casos de
estudio. En la seccidn 5 se describen las principales herra-
mientas computacionales para el andlisis y disefio de sis-
temas y reguladores fraccionarios desde el punto de vista
del usuario. Finalmente, en la seccion 6 se hace un breve
resumen de lo expuesto y se apuntan algunas perspectivas
futuras en control fraccionario a modo de conclusién. En
el apéndice se da una breve noticia bibliométrica sobre la
presencia del control fraccionario en las principales bases
de datos.

A lo largo de todo el articulo, concebido como un tu-
torial o guia de uso, se reducen al minimo las sutilezas
matemadticas dejando lo absolutamente imprescindible en
un trabajo de tipo tutorial y de motivacién para su estudio.
Por el mismo motivo, se ha limitado el nimero de referen-

cias citando solo aquéllas que se han estimado necesarias
y suficientes por la calidad de los resultados obtenidos o la
cantidad de informacién aportada. Por otra parte, el enfo-
que quiere ser distinto y complementario al de (Vinagre y
Monje, 2006).

2. Operadores fraccionarios

2.1.  Definiciones

Desde los tltimos cursos de bachillerato los estudian-
tes conocen los operadores diferenciales d /dx, d? / dx?, ete.,
pero probablemente pocos se preguntan si es necesario que
el order de diferenciacién sea un entero. ;Por qué no un
nuimero racional, fraccionario, irracional o incluso com-
plejo? Ya en el comienzo del calculo diferencial e integral,
en una carta a L’Hopital en 1695, el propio Leibniz plan-
ted la cuestion: «;Puede generalizarse el significado de las
derivadas de orden entero a derivadas de 6rdenes no ente-
ros?» L’ Hopital sinti6 curiosidad ante la pregunta y respon-
di6 con otra: «;Qué ocurriria si el orden fuera 1/2?» Leib-
niz, en una carta del 30 de Septiembre de 1695, respondi6:
«Esto conduciria a una paradoja, de la cual se obtendran
consecuencias ttiles algtin dia». La cuestién planteada por
Leibniz ha sido un asunto tratado durante mas de 300 afios,
y ahora se conoce como célculo fraccionario, una genera-
lizacién de la derivada y la integral ordinarias para 6rdenes
arbitrarios (no enteros).

Asumiendo por el momento condiciones iniciales nu-
las, si se define F(s) como la transformada de Laplace de
la funcién f(¢), F(s) = Z[f(¢)], en la ecuacién

G(s) = S F(s), ®)

se puede reconocer el equivalente en el dominio de Laplace
de la integral n veces de la funcién f(¢). Si se considera
una primitiva de la funcién f(¢), 2! f(t), entonces

1
7710 = [ ) ©
Ahora, aplicando el operador nuevamente se obtiene

1 X
7210 = [ [ si)avax. (10)
La ecuacién (10) puede considerarse como una doble
integral, y teniendo en cuenta el plano x-y sobre el que se
estd integrando, es posible cambiar el orden de las integra-
ciones haciendo los cambios adecuados en los limites. Se
obtiene as{
D 1 1
7210 = [ [ fo)dsay. (an
y
Como f(y) es una constante con respecto a x, la inte-
gral interna es simplemente (r —y) f(y), y se tiene que

720 = [G-rea. a2
JO
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De manera similar, se puede obtener que

7750 =3 [[G-pe,

y asi sucesivamente, obteniendo finalmente la férmula

//f S e =t

(14)
La dltima ecuacién, que muestra que una integral re-
petida puede expresarse como una integral ponderada con
una funcién de ponderacién muy simple, es conocida co-
mo la formula de Cauchy para la integral repetida. Genera-
lizando (14) para el caso de n € R™, y haciendo uso de la
funcién Gamma (generalizacién del factorial para nimeros
no enteros), se obtiene

1
I'(n).

77 f(0)

77"f(t) = 5)

g1

[ 10)E=y"ay,
que corresponde a la conocida como definicion de Riemann-
Liouville para la integral fraccionaria de orden n € R* (Pod-
lubny, 1999a; Miller y Ross, 1993).

Es posible obtener el mismo resultado siguiendo un ca-
mino diferente. Haciendo la transformada inversa de La-
place, la funcién correspondiente a 1/s",n € R™ es

]

Ast, siendo (8) el producto de las funciones 1/s" y F(s)
en el dominio de Laplace, corresponde a la convolucién en
el dominio del tiempo

tnfl
T(n)

16)

n—1

[(n)

Si ahora se consideran las derivadas, el operador s”,n €
R™ en el dominio de Laplace requiere un operador de la
forma d” /di" en el dominio del tiempo. De acuerdo con
la definicion comun de la derivada como el limite de una

7710 = Fs 10 = gy [ 10)0=yay. 17

diferencia, la derivada primera de la funcién f(¢), 2' £(¢),
se define como
d —f(t—nh
91710 = Y0 _ g LOSER)

Similarmente, se puede definir la derivada segunda co-
mo

2 d*f(r)
£y =TI = tim - 17(0) 270~ )+ (0~ 2m)
(19)
e iterando n veces, es posible obtener
n df) 1y
7'f) =, hﬁoh—Z ( ) —kh), (20)
donde
n\ _ nn—1)n-2)---(n—k+1)
<k) N k! @h

es la notacién usual para los coeficientes binomiales. Para
n € R la ecuacién (20) es conocida como definicion de
Griinwald-Letnikov para la derivada fraccionaria de orden
n (Podlubny, 1999a; Miller y Ross, 1993).

Es posible preguntarse si (15) y (20) pueden utilizarse
para cualquier n € R, con objeto de obtener definiciones
unificadas para los operadores derivada e integral genera-
lizados. De hecho asi es, pero teniendo en cuenta ciertas
sutilezas matematicas concernientes tanto a las funciones
afectadas como a los limites de las propias operaciones.
Las definiciones anteriores no son las tnicas establecidas
para los operadores fraccionarios, pero si las mas utilizadas
en aplicaciones practicas junto con la conocida como defi-
nicion de Caputo, que tiene la ventaja de considerar con-
diciones iniciales que vienen dadas por derivadas de orden
entero (ver (Podlubny, 1999a; Miller y Ross, 1993) para
mas detalles). El lector interesado también puede encon-
trar informacién sobre el desarrollo histdrico del célculo
fraccionario en (Oldham y Spanier, 2006; Miller y Ross,
1993; Dugowson, 1994).

2.2.  Aproximaciones

Como se puede deducir de lo expuesto en las secciones
anteriores, los operadores fraccionarios s*¢ implican una
memoria infinita, es decir, es necesario un infinito nimero
de términos para aproximar su comportamiento dindmico,
ya sea en el dominio del tiempo o en el de la frecuencia.
Sin embargo, las aplicaciones practicas requieren realizar
dichos operadores con un algoritmo de duracién finita, lo
que implica que, comparadas estas realizaciones con el ori-
ginal, son, desde el punto de vista de la frecuencia, vali-
das solamente en un determinado rango de frecuencias. Si
se considera el caso de érdenes reales, en la literatura se
pueden encontrar muchos métodos para realizar los opera-
dores derivada e integral fraccionaria, pero todos ellos se
pueden incluir en alguna de las siguientes categorias:

= Realizaciones continuas: aproximacién de s*% por
una combinacién finita de ceros y polos;

= Realizaciones discretas:

e segtn el tipo de filtro digital obtenido: 1) filtros
FIR (realizacion directa de (20) o expansion
en serie de potencias de las funciones del tipo
w%(z~!) correspondientes a las distintas apro-
ximaciones de la derivada); 2) filtros IIR (ex-
pansién en fracciones continuadas de las fun-
ciones w*(z~!), u otras que den como resulta-
do funciones racionales de z);

e seglin el operador aproximado: 1) discretiza-
cién de realizaciones continuas (discretizacion
del operador s por alguno de los métodos tradi-
cionales); 2) discretizacion directa (aplicacion
de un esquema numérico para la solucién de la
ecuacion diferencial fraccionaria, o expansion
de las funciones w*(z~!)).
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Todas ellas responden a la forma

m i
§% ~ Yilobis

> (22)
s+ YT ais
para las aproximaciones continuas, o bien
m b: i
i—0 DiZ
§@n _EizobiZ (23)

Y aid

para las aproximaciones discretas.

En esencia, desde el punto de vista de la ingenieria de
control, se trata de reemplazar el operador de orden frac-
cionario por una funcién de transferencia continua o dis-
creta cuyas caracteristicas dindmicas sean suficientemente
aproximadas. Hay muchas maneras de obtener tales apro-
ximaciones pero, desafortunadamente, no es posible decir
cudl es la mejor porque, entre las buenas, los méritos relati-
vos de cada una dependen de factores tales como: el orden
fraccionario, la banda de frecuencias de interés, el com-
portamiento a bajas frecuencias (aproximacion al estado
estacionario), si el interés estd en el dominio del tiempo o
en el de la frecuencia, o cdmo de complejo pueda ser el
algoritmo de control (orden n de las aproximaciones).

Un enfoque distinto y més conveniente desde el punto
de vista del control cldsico, es utilizar técnicas de identi-
ficacion, fundamentalmente en el dominio de la frecuen-
cia, para obtener sistemas de orden entero cuya respuesta
se ajuste Optimamente a la del controlador fraccionario di-
sefiado.

El lector interesado puede consultar el capitulo 12 de
(Monje et al., 2010) y las referencias alli incluidas para
obtener mas detalle de todos estos métodos y su aplicacion.

3. Sistemas Fraccionarios

En esta seccién se extienden las técnicas de modela-
do habituales para sistemas dindmicos de orden entero al
caso de sistemas de orden fraccionario. Supdngase que un
sistema dindmico viene descrito por la siguiente ecuacién
diferencial de orden fraccionario (o no entero), que es una
generalizacion de la ecuacidn diferencial ordinaria

an Py (t) +an1 2%y (t) + -+ ac7%y(t) =
b DPru(t) + by PP u(t) + -+ bo 2Pou(t).
o, B eR

24

En el caso de que en esta ecuacion todos los érdenes de
derivacion fueran miiltiplos enteros de un orden base o, es
decir, oy, B = ka, o« € Rt k € N, se dice que el sistema
es de orden conmensurable y (24) se convierte en

Xn: axP*y(t) = i b 7" u(t). (25)

k=0 k=0

Si ademds se verifica que & = 1/¢, ¢ € N en (25), se
dice que el sistema es de orden racional.

Por tanto, los sistemas lineales invariantes con el tiem-
po (LTI) pueden clasificarse en:

Racionales
Conmensurables .
No enteros Irracionales
LTI
No conmensurables
Enteros
3.1. Representacion mediante funciones de transferencia

Si se aplica la transformacion de Laplace a (24) con
condiciones iniciales nulas, se obtiene la representacién
entrada—salida de un sistema de orden fraccionario, que
viene dada por una funcidn de transferencia de la forma

_ busPr by ysPrt 4 4 bysho (26)

S +ap_18%-1 4 - -+ aps%

Y0
Us)

Gs)

que, en el caso de ser un sistema de orden conmensurable,
adquiere la forma

% bk(sa)k
_ k=0

G(s) = 27

¥ a(s? )

k=0

que es una funcién racional en la variable A = s*:

m
Y. bk
G =L (28)
Y a Ak
k=0
3.2.  Representacion mediante variables de estado

Considérese un sistema LTI multivariable de orden frac-
cionario. Su representaciéon mediante variables de estado
serd

2% = Ax+Bu (29)
y = Cx+ Du, 30)
donde o = [, 0, , 0], u € R™ es el vector columna

de entrada, x €R" es el vector columna de estado, y € R”
es el vector columna de salida, A €R"*" es la matriz de
estado, B €R"™ es la matriz de entrada, C €RP*" es la
matriz de salida y D €R”*"™ es la matriz de transmision
directa. La notacion anterior establece que la derivada de
orden fraccionario 2% se aplica tnicamente al elemento
x; del estado x en (29). La ecuacién (29) recibe el nombre
de ecuacion de estado de orden fraccionario y la (30) de
ecuacion de salida.

Este modelo de orden fraccionario puede simplificarse
en el caso particular de que o; = &, 1 <i < n, en cuyo caso
la ecuacion (29) se convierte en

2%x = Ax+ Bu, (31)

donde ahora el operador 2 significa que todos los estados
se derivan con orden . Ademads, con objeto de simplificar
las expresiones resultantes, es habitual suponer que 0 <
a<l.

269



270

Si se toman transformadas de Laplace en (31), en el
caso de que 0 < & < 1, se obtiene que:

s¥X(s) —s*1x(0)
X(s) =

= AX(s) +BU(s) =
(s*T—A) "' BU(s) + (s“T— A) ' 5%~ 'x(0)
Y(s) = CX(s) +DU(s). (33)

En el caso de condiciones iniciales nulas (x(0) = 0),
(32) se convierte en

(32)

X(s) = (s*I—A) ' BU(s), (34)

que combinada con (33) da lugar a

Y(s) = G(s)U(s),

donde I es la matriz identidad de dimension n x n, y la ma-
triz G(s) tiene p filas y m columnas. G(s) representa una
matriz de funciones de transferencia cuyos numeradores y
denominadores se expresan en funcién de potencias ente-
ras de s%. Consecuentemente, se hace notar que la hipdte-
sis o = o implica que el sistema (29)-(30) es de orden
conmensurable.

G(s) =C(*I—A)"'B+D, (35

3.3.  Comportamiento dindmico

Como consecuencia de todo lo anterior, a partir de aho-
ra se consideraran sélo los sistemas LTI de orden conmen-
surable. A continuacion se estudia su dinamica.

3.3.1.  Respuesta temporal

La hipdtesis anterior implica que G(s) es de la forma
G(A), con A = s%. Si se realiza la descomposicién en frac-
ciones simples, obtenemos

m

Y arAk
G =—=Y

Y bAk k=1 A— — Pk
k=0
(36)
Teniendo en cuenta la relacion
L) seP _ Blgp
Z {s"‘—p} =P, 5 (pt%), (37

donde &, g(z) es la funcién de Mittag-Leffler de dos pardme-

tros, definida como
&

é’a_ﬁ(z) = Z W7

k=0

R(a) >0, R(B)>0, (38)

haciendo § = o se obtiene la respuesta impulsional del
sistema:

g(t)=2"1{G(s)} = Z”k[ Yo (pit®).  (39)

De la misma manera, la respuesta ante escaldn unitario:

. 1 @ . 1 /! rks71
R e B {E](sa—pk)}’ “

N
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puede obtenerse haciendo B = o+ 1 en (37):

= Zrktaéoa,oc+l (Pkta)~ (41)
k=1

La funcién de Mittag-Leffler desempefia en los siste-
mas fraccionarios el mismo papel que la funcién exponen-
cial en los de orden entero, por ser la funcién propia de las
ecuaciones diferenciales que los caracterizan. Igual que en
los sistemas de orden entero, la forma de la respuesta tran-
sitoria estd definida por el argumento de dicha funcidn, que
se corresponde con la posicion en el plano complejo de los
polos de G(A) o valores propios de la matriz de estado. El
sistema serd estable siempre que |arg(pg)| > a%, Vk.En
la Figura 4 se representan todas estas posibilidades.

Figura 4: Posicion de los polos sobre la circunferencia unidad en el plano
complejo y respuestas transitorias asociadas.

3.3.2. Respuesta en frecuencia

Con cardcter general, la respuesta en frecuencia debe
obtenerse mediante la evaluacion directa de la funcién de
transferencia de orden irracional a través del eje imagina-
rio haciendo s = jo, @ € [0,0). Sin embargo, en el caso
de sistemas de orden conmensurable, se pueden obtener
diagramas anédlogos a los de Bode, es decir, la respuesta en
frecuencia puede obtenerse mediante la suma de las con-
tribuciones individuales de los términos de orden ¢ resul-
tantes de factorizar la funcién

I (2 —2z) 1 ((j)® - z)
G(A) = —— = Gljo) = ——.
1) T (o)~ po)

En cada uno de estos factores, y suponiendo zi, py < 0, el
diagrama de mddulos tiene una pendiente que comienza
en cero a bajas frecuencias y tiende a +£20¢ dB/dec a al-
tas frecuencias. El diagrama de fases evoluciona desde 0
a bajas frecuencias hasta +am/2 rad a altas frecuencias.
Segtn que el factor esté en el numerador o denominador,
la contribucién del mismo sera positiva o negativa.
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3.3.3.  Controlabilidad y Observabilidad

Las condiciones de controlabilidad y observabilidad son
andlogas a las de los sistemas de orden entero.

El sistema (31) es controlable si la matriz

¢=[B AB A’B...A"'B|. (42)
es de rango completo n. Y el sistema (31)—(30) es observa-
ble si la matriz

C

CA

0= (43)

CA’HI

es de rango completo 7.

4. Control fraccionario

4.1. Generalidades

Es habitual en los primeros cursos de control realimen-
tado introducir las acciones bdsicas de control y sus efec-
tos en el comportamiento del sistema controlado haciendo
uso del dominio de la frecuencia. Asi, se sabe que estas
acciones (proporcional, derivativa e integral) tienen como
efectos principales:

= proporcional: incrementar la velocidad de la respues-
ta y disminuir el error estacionario y la estabilidad
relativa;

= derivativa: aumentar la estabilidad relativa y la sen-
sibilidad al ruido;

= integral: eliminar el error estacionario y disminuir la
estabilidad relativa.

Los efectos positivos de la accién derivativa (aumento
de la estabilidad relativa) se pueden observar en la respues-
ta en frecuencia por el adelanto de fase de 7/2 introduci-
do, y los negativos (incremento de sensibilidad a los ruidos
de alta frecuencia) por el incremento de pendiente de 20
dB/dec en la curva de ganancia. Para la accién integral, la
eliminacién del error estacionario puede deducirse por la
ganancia infinita en continua, y la disminucién de estabili-
dad relativa por el retardo de 7/2 en la fase. Asi pues, es
natural concluir que generalizando estas acciones de con-
trol de la forma s”,1/s",n € R™, es posible obtener com-
promisos mas satisfactorios entre efectos positivos y nega-
tivos, y que combinando las acciones se podran desarrollar
métodos de disefio mas potentes y flexibles para satisfa-
cer las especificaciones. La combinacion de estas acciones
basicas de control generalizadas darfa lugar al denomina-
do PID fraccionario, que en el dominio de Laplace puede
ponerse de la forma

K;
PID(s) =K, + 7 +Kys*, AucRY. 44

Teniendo en cuenta que un PID introduce una ganan-
cia, un polo en el origen y dos ceros, y que su sintonia

puede verse como la seleccidn apropiada de la ganancia y
los ceros para que la respuesta del sistema controlado sea
la especificada, disponer de los pardmetros adicionales A y
U, los 6rdenes de la integral y la derivada respectivamente,
proporciona otros grados de libertad: en particular, elegir
las pendientes de alta y baja frecuencia en la aportacién del
controlador. En (Dormido et al., 2012), utilizando el en-
torno Sysquake, se presentan dos herramientas interactivas
que permiten disefiar controladores PID fraccionarios tan-
to analizando los efectos de cada uno de los parametros en
la respuesta (temporal o frecuencial), como obteniéndolos
aplicando técnicas de conformado de lazo (loop shaping).

Como puede inducirse de lo expuesto hasta el momen-
to, las técnicas de disefio en el dominio de la frecuencia son
especialmente adecuadas para el caso de sistemas fraccio-
narios.

Los ejemplos que se presentan estdn concebidos para
mostrar las posibilidades de uso del control fraccionario,
fundamentalmente para el control realimentado de siste-
mas de orden entero que son los que habitualmente se con-
sideran en ingenieria de control. En otras palabras, se trata
de mostrar las posibilidades de una herramienta, y serd el
problema concreto de control el que diga si los resultados
aconsejan su uso o no. Siempre estard la opcion de elegir
valores enteros para los érdenes de derivadas e integrales,
y utilizar las distintas estrategias de control como se viene
haciendo habitualmente.

4.2. Casos de estudio

Para mostrar algunas técnicas bdsicas de control frac-
cionario se han elegido dos casos de estudio: el doble inte-
grador y el servomecanismo de posicién. El primero por-
que, como ya se vio en la introduccién, aparece en los
origenes del control fraccionario como funcién de referen-
cia alternativa y es uno de los sistemas fundamentales en
aplicaciones de control (Rao y Bernstein, 2001) por repre-
sentar el movimiento de traslacion o rotacién con un solo
grado de libertad, aplicable a mdltiples problemas de con-
trol: sistemas con baja friccion (el servo ideal de Tustin
y Manabe), movimiento libre del sélido rigido, guiado de
vehiculos y control de grupos de vehiculos, robética, etc.
El segundo porque es el modelo habitual de los sistemas de
control de posicion y el sistema de referencia cominmente
utilizado.

La dindmica del doble integrador viene dada por la
ecuacion diferencial §(¢) = u(t), la representacién de es-
tados

RN
y = [1 0], (46)

o la funcién de transferencia
P(s) = slz 47
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En el caso del servomecanismo de posicion, los mode-
los correspondientes son:

k’””.(’) = () +y(1), (48)
Bj - [8 fll/f} m +[kmo/f} u  49)

y = [1 0], (50)
Ps) = S(T’s‘%]) 5h

4.3.  Control cldsico

Existe una amplia literatura sobre el uso de PIDs frac-
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Respuesta al escalén

Amplitud
)
[

i

’ == Control PD
— Derivador orden 0.78 |
- - -Derivador orden 0.7
g Derivador orden 0.6
0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Figura 5: Comparacién de respuestas al escalén: control PD y derivador

cionarios, argumentando, principalmente, la flexibilidad ofre- fraccionario.

cida al poder sintonizar de manera mds fina los érdenes de
la derivada y de la integral (ver (Monje et al., 2010) o el
capitulo 15 de (Vilanova y Visioli , Eds.)). Los beneficios
de esto pueden verse desde dos puntos de vista: las nuevas
posibilidades de conformar el lazo (técnicas de loop sha-
ping), o la posibilidad de satisfacer mas especificaciones
al tener mas parametros de ajuste. Es claro que los méto-
dos de disefio y los controladores resultantes resultan ser
mds complejos, y eso sin tener en cuenta la necesidad de
aproximar, ya sea los operadores por separado o los con-
troladores en su conjunto.

Se considera a continuacién un control PD con ley de
control del tipo

u(t) = kp(r(t) = y(1)) = kay(2), (52)

con lo que el sistema controlado tendrd una funcién de
transferencia de la forma:

kp

F =
Po(s) 52 +kgs +kp

(33)

Las ganancias del controlador se sintonizan para ob-
tener una sobreoscilacién M), ~ 0,08 y un tiempo de pico
tp~4s. Asi, k,=1yk; =1,25.

Como alternativa, se propone un controlador de la for-
ma 2%, con lo cual la ley de control es

u(t) = w7 *D*(r(t) —y(t)) (54)

y el sistema controlado adquiere la forma ya mencionada
en la introduccién

o
Fpa(s) = W (55

Las respuestas al escalon para distintos valores de o
se muestran en la Figura 5, en la que se puede observar
que incluso en el caso de obtener una sobreoscilaciéon y un
tiempo de pico similares, las evoluciones temporales son
diferentes.

4.4. Control en el espacio de estados

... la creacion de estructuras, o el reconocimiento de
modelos, no es mas que la destruccién selectiva de
informacion.

Gunther S. Stent (op.cit.)

Las técnicas de control en el espacio de estados exi-
gen la descripcién del sistema en este mismo dominio, es
decir, un modelo de estados del sistema a controlar. En el
caso de que el sistema sea de orden conmensurable, se pue-
den aplicar las técnicas tradicionales directamente, aunque
teniendo en cuenta las nuevas relaciones entre localizacién
de polos y comportamiento dindmico para estos sistemas.
No obstante, el caso mds habitual y el aqui considerado es
que nuestro sistema sea de orden entero. En este caso, uti-
lizando la técnica presentada en (HosseinNia et al., 2010),
es posible obtener un modelo fraccionario con la introduc-
cién de «pseudoestados» que permitan inducir una dinami-
ca fraccionaria en el sistema mediante el controlador. Ello
exige, naturalmente, el uso de observadores de estado que
son los que incorporan los pseudoestados al sistema. A par-
tir de ese momento, y teniendo en cuenta como siempre las
implicaciones dindmicas de la ubicacién de los polos en la-
zo cerrado, el procedimiento de disefio se puede hacer de
la manera habitual.

El significado fisico de esos pseudoestados, lo mismo
que el de los operadores fraccionarios (o su interpretacion
geométrica), es un asunto de gran interés pero que esta fue-
ra de los propdsitos de este trabajo. Se hardn solamente un
par de comentarios. Primero, el control en el espacio de
estados no exige que todas las variables de estado tengan
un significado fisico, sino tan solo aquellas que medimos
y que, habitualmente, tomamos como salidas. El uso de
observadores libera de dicha exigencia. En segundo lugar,
el observador permite «mirar dentro» del sistema y obte-
ner cuanta informacién dindmica resulte conveniente para
propositos de control, ya venga ésta ofrecida por estados o
pseudoestados. Siempre se hace uso de lo que en el epigra-
fe de esta seccién se denomina «destruccién selectiva de
informacion».
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Como ejemplo de uso se aplicard al doble integrador
la técnica de recuperacion del lazo (LQR/LTR) cuyos fun-
damentos se pueden encontrar en (Stein y Athans, 1987).
Para ello, primero se obtiene el sistema aumentado corres-
pondiente al doble integrador, definiendo el vector de esta-
dos (y pseudoestados)

x= [xl =y 0=9%x »u=2%xn=y x= _@0=SX3] .

(56)
Se obtiene asi el modelo
105 = Ax+Bu, y=Cx, (57)
con
01 0 0 0
0010 0
A=1o 0 0 1" B=o| (58)
00 00 1
c=[1 0 0 0]. (59)

El problema se presenta en la Figura 6(a). Se pretende
diseiiar el controlador C(s) de la forma
C(s)=K(sI—A+HC+BK) 'H, (60)

para lo cual es necesario obtener las matrices de ganancias
H y K de la Figura 6(b).

r @ e,{ (.1(.5') u

h J

P(s) ‘ AR

(a)

i }1
i . b d
(b)

Figura 6: Diagrama de bloques del problema: (a) sistema controlado (b)
controlador LQG/LTR C(s).

Aplicando el procedimiento, se define primero el de-
nominado bucle objetivo
Gr(s) =C®(s)H, ®(s)=(sI—A)"', (61
siendo H la matriz de ganancias de un filtro de Kalman
ficticio, obtenida mediante la solucion de la ecuacién ma-
tricial

1
AP+PAT +LLT — EPCTCP =0 (62)

H=oc"'Pc" (63)

donde L, la matriz que pondera el ruido del proceso, y o,
que determina la intensidad del ruido en las medidas en el

problema tradicional de Kalman, son ahora parametros de
disefio. En la etapa de recuperacién del lazo, se soluciona
el problema LOR

J= /0 ) [x" Qx +u” Ru] dt, (64)
resolviendo, para Q = CTC y R = pI, la ecuacién
SA+ATs+cTc— %SBBTS =0. (65)
para asi obtener las ganancias de la forma
K=p 'Bs. (66)
Se puede probar que
lim (C(s)P(s)) = CD(s)H. 67)

p—0

El procedimiento para calcular K se repite para dife-
rentes valores del parametro de disefio p hasta obtener la
recuperacion del lazo deseada.

En las Figuras 7 y 8 se presentan la respuesta al es-
calén unitario del sistema doble integrador original para
los parametros p = [10,1,1072] y 6 = [1072,1073,107°]:
bucle objetivo para diferentes valores de p (Figura 7), y
sistema controlado para p = 1 y diferentes valores de &
(Figura 8).

Respuesta al escalén del bucle LQR

Salida

Tiempo (s)

Figura 7: Respuestas del bucle LQR (bucle objetivo) para diferentes va-
lores de p.

En las Figuras 9 y 10 se repite esta evaluacion para el
modelo aumentado del doble integrador (59).

4.5. Control no lineal

El control fraccionario también se ha extendido a técni-
cas de control no lineal, principalmente control deslizante
(SMCQ), control adaptativo (MRAS y Gain Scheduling), y
control reset. Trabajos pioneros de algunas de estas técni-
cas se pueden ver en (Monje et al., 2010) y algunos desa-
rrollos posteriores en (HosseinNia, 2013) y (Tejado, 2014).

Ahora se considera el control de posiciéon de un ser-
vo, en particular el del equipo Quanser Qube™-Servo.
Su modelo corresponde a (50) con 1/7=7,69y k,/T =

273
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Sistema controlado (LQG/LTR) con p=0.01

Igrloop
—oc=1e-2||
---c=1e-5

c=1e-9

4
Tiempo (s)

Figura 8: Respuestas del sistema controlado para diferentes valores de ©.

Respuesta bucle LQR

1.4 :
—p=10
---p=1
12 p=0.01[]
©
h=]
T
(]
0.2
|
G‘ L
(] 2 8 10

4 6
Tiempo (s)

Figura 9: Respuestas del bucle LQR (bucle objetivo) para el sistema au-
mentado y diferentes valores de p.

178,46. La superficie de deslizamiento elegida tiene la for-
ma

S=A1(x1 —r) + Axp + A3x3 + Agxa, (68)

correspondiente a una dindmica en deslizamiento ideal (S =
0)
X 1 (S) 1

= ; (69)
R(s) %51*54-%3”—&- %305—%1

para el sistema aumentado. Para el sistema sin pseudoesta-
dos basta con poner A, = A4 = 0. El control es de la forma

u(t) =—S—sgn(S). (70)

En las Figuras 11, 12 y 13 se muestran los resultados
obtenidos utilizando dos métodos para obtener los pesos
A; de S (optimizacién, y eleccién directa por localizacién
de polos de (69), tanto para el caso entero (SMC en las
figuras) como el fraccionario (FSMC en las figuras). Los
valores obtenidos para las ganancias se muestran en la Ta-
bla 1.

Los detalles de las simulaciones son los siguientes: 1)
en este caso como en los anteriores, los operadores frac-
cionarios se han aproximado siguiendo el método de Ous-
taloup (Oustaloup, 1991) en un rango de frecuencias @ €
[0,01,100] rad/s; 2) la ley de control se ha implementado

con la funcién pseudo-signo V(8) = ﬁ con & = 0,01

Sistema controlado (LQG/LTR) con p=0.01

1.4
Igrioop
—oc=1e-2
1.2p ---c=1e-5[|
- c=1e-9
i S n e
B e e S
!
'
'
P 0.8 B
2 '
3 '
0.6)*
'
'
'
0.4
|
1
0.2[4
1
0 I
0 2 8 10

4
Tiempo (s)

Figura 10: Respuestas del sistema controlado para el sistema aumentado
y diferentes valores de ©.

(Edwards y Spurgeon, 1998); y 3) para obtener las res-
puestas del movimiento deslizante ideal (69) se ha utiliza-
do la funcién fode_sol () (ver seccién 5y (Monje et al.,
2010) para mas detalles).

Tabla 1: Ganancias A;.

M A A3 A

FSMC 3,04 0,04 0,18 0,01
SMC 4,16 - 036 —
T 2 == =
0.8
 0.6F
b} .
] :
@ :
oaf i
o —FSMC_,
: ( FSMC, (A, =0.1,%,=0.1)
0.2F : FSMC, (A, = 0.01, A, = 0.005)
o “ Ref
4 _..SMC
F] P
op—- i : :
0 05 1 15 2
Tiempo (s)

Figura 11: Control de posicién del Qube™-Servo con SMC y FSMC:
salida y.

5. Herramientas computacionales

Esta seccidn describe brevemente las principales herra-
mientas computacionales desarrolladas para el modelado,
andlisis y diseflo de sistemas de control de orden fraccio-
nario basadas en MATLAB, destacando especialmente las
cuestiones que las diferencian. La Tabla 2 resume las ca-
racteristicas mas relevantes de cada una de ellas, asi como
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—_FSMCpq
FSMC, (A, =0.1,4,=0.1)
FSMC, (, = 0.01, %, = 0.005)

- - -SMCpgo

(S

Superficie de deslizamiento

1
Tiempo (s)

Figura 12: Control de posicién del Qube™-Servo con SMC y FSMC:
superficie de deslizamiento S.

0.8

0.6

Salida

0.4

-+ Ref
___FSMC,,,

FSMC, (1, =0.1,,=0.1)
FSMG, (i, = 0.01, 2, = 0.005)

0.21

; ;
1 1.5 2
Tiempo (s)

Figura 13: Movimiento deslizante ideal para el control de posicién del
Qube™_Servo.

otra informacion de interés para el lector. Se presentan un
par de ejemplos a modo de guia de uso préctico.

Cabe destacar que se han omitido otras muchas he-
rramientas computacionales que se han desarrollado para
célculo fraccionario a lo largo de estos afios dado su enfo-
que a otras disciplinas distintas a la puramente de control;
una revision actual puede encontrarse en (Li et al., 2016;
Petras, 2011b) y en File Exchange de la web de The Math-
Works, haciendo una biisqueda del término “fractional”.

5.1. @fotf

@fotf (de fractional order transfer function) es una he-
rramienta para el control de sistemas fraccionarios desa-
rrollada por Dingyii Xue et al. que extiende las principa-
les funciones integradas en MATLAB para el andlisis de
los sistemas cldsicos (de orden entero) para su aplicacion
a sistemas fraccionarios. En esencia, esto es posible gra-
cias a una serie de funciones que permiten definir una clase
TOTF (es decir, una funcién de transferencia de orden frac-
cionario) y, consecuentemente, trabajar con objetos TOTF.

5.2. CRONE Toolbox

El grupo de investigacién francés CRONE tiene desa-
rrolladas dos herramientas: Crone CSD (acrénimo de Con-
trol System Design), para el disefio de sistemas de control,
y ooCrone (de Object Oriented), una version orientada a
objetos. La primera es la herramienta clésica del grupo que
en la actualidad consta de un tinico médulo para el disefio
y la implementacién de controladores fraccionarios robus-
tos tipo CRONE (de primera, segunda o tercera genera-
cién). En versiones anteriores a la actual, la V2015, esta
herramienta incorporaba asimismo un médulo matemati-
co y otro para la identificacién de sistemas fraccionarios
en el dominio del tiempo y la frecuencia. ooCrone es una
herramienta orientada a objetos para el analisis de sistemas
fraccionarios a partir de clases que permite definir sistemas
fraccionarios, no solo mediante funciones de transferen-
cia, como en el caso de @fotf, sino también a partir de su
ganancia, ceros y polos y como modelo de estado. De es-
te modo, ooCrone también permite utilizar los comandos
clasicos de Matlab para el andlisis y simulacién de siste-
mas enteros para los de orden fraccionario.

5.3. FOMCON
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FOMCON (acrénimo de Fractional-order Modeling and

Control) es una herramienta para el modelado y control de
sistemas fraccionarios desarrollada por Aleksei Tepljakov.
Se trata de una herramienta bastante completa, que incor-
pora hasta seis médulos para el andlisis e indentificacién
de sistemas fraccionarios, el disefio, optimizacién e im-
plementacién de controladores PID fraccionarios, asi co-
mo para el disefio de controladores PID de orden entero
para sistemas fraccionarios. La principal caracteristica de
FOMCON es que cada uno de los médulos dispone de su
propia interfaz gréfica de usuario que facilita considerable-
mente su uso. Asimismo, se trata de una herramienta com-
patible con las dos anteriores, en el sentido de que, por un
lado, utiliza @fotf para la definicion de la clase asociada
a los sistemas fraccionarios, y por otro, permite exportar
el modelo del sistema (funcién de transferencia y modelo
de estados) de la forma de ooCrone. Otra particularidad de
FOMCON es que incorpora una libreria de Simulink con
bloques para el operador (derivada e integrador) fraccio-
nario, la funcién de transferencia fraccionaria (de tiempo
continuo o discreto) y los controladores PID fraccionarios
clasico (también continuo y discreto) y 6ptimo, y el con-
trolador Tilt integral-derivativo (TID).

5.4. Ninteger

La herramienta Ninteger (de Non-integer) surgi6 en 2005

a raiz de la tesis doctoral de Duarte Valério para el mo-
delado y andlisis de sistemas de control fraccionarios. La
principal caracteristica de Ninteger es que implementa una
gran variedad de métodos de aproximacion de las deriva-
das de orden no entero: para el caso continuo, la aproxima-
cion de Oustaloup, los métodos de Carlson y Matsuda y las
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aproximaciones de fraccién continuada de alta y baja fre-
cuencia; y para el caso digital, Tustin, Simpson, transfor-
mada Delta, basada en la respuesta al impulso y al escalén
y las aproximaciones de diferencias finitas hacia atrds de
primer, segundo y tercer orden. Asimismo, cabe destacar
que dispone de interfaz grafica de usuario para el disefio de
controladores fraccionarios, en concreto, PIDs y CRONEs
de segunda o tercera generacion, definiciones de derivadas
fraccionarias de orden variable, asi como de una libreria de
Simulink, formada por bloques para el operador derivada
y el controlador PID fraccionario, ambos con opciones de
seleccion del método de aproximacion de entre los antes
mencionados.

5.5. Otras

A continuacidén se citan otros materiales que podrian
resultar utiles para el lector:

s FSST — libreria de Simulink para sistemas fraccio-
narios discretos en espacio de estados, desarrolla-
da por (Sierociuk, 2003). Principalmente, destacar
el bloque que implementa el filtro de Kalman frac-
cionario.

= FOCP - herramienta para problemas de control 6pti-
mo fraccionario usando la aproximacién recursiva
de Oustaloup, desarrollada por (Tricaud, 2008).

= DFOC () — funcién para obtener la funcién de trans-
ferencia de un controlador PID fraccionario discreto,
desarrollada por (Petras, 2011a).

= NFOC () — funcién para obtener la ecuacién de un
controlador PID fraccionario no lineal, desarrollada
por (Petras, 2015).

= forlocus () —funcién pararepresentar el lugar de
las raices de sistemas fraccionarios, desarrollada por
(Li, 2015). Otro cédigo de MATLAB para el mismo
propésito puede encontrarse en (Tenreiro Machado,
2011).

5.6. Ejemplos

En la literatura especializada se pueden encontrar mul-
titud de ejemplos de sistemas fisicos cuyas caracteristicas
dindmicas hacen pertinente el uso de modelos fracciona-
rios, ya que los operadores fraccionarios son adecuados
para modelar fenémenos tales como: transporte de masa,
transporte de carga, memoria, actuacién distribuida, vis-

coelasticidad, porosidad, fractalidad, etc. (ver, e.g., el capitu-

lo 10 de (Podlubny, 1999a)). No obstante, por brevedad y
claridad en la exposicién, los ejemplos aqui tratados son
disefiados ad hoc.

Ejemplo 1. Se tiene el siguiente sistema fraccionario

N(s) 1

Gls) =~ = ‘
)= D) = 51325 12409 5 1

(71)
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Se muestra a continuacion como se podria analizar este
sistema en MATLAB en el dominio del tiempo y de la fre-
cuencia con las herramientas @fotf'y ooCrone.

Con @fotf, 1a definicién de la funcién de transferencia
del sistema se hace a partir de vectores con los coeficientes
y 6rdenes tanto del numerador como del denominador, es
decir:

b=[11; nb=[01; %N (s)

a=[1 3.2 2.4 1]; na=[2.3 1.4 0.9 01;% D(s)

G=fotf (a,na,b,nb); $F. transferencia

De manera alternativa, el sistema podria haberse defi-
nido como:

s=fotf(’'s’);

G=1/(s"(2.3)+3.2xs7(1.4)+2.4%s"(0.9)+1);

Para obtener su respuesta exacta ante una determinada
entrada u (suma de escalones de diferente amplitud), con-
siderando un incremento de tiempo de 50 ms

u=[ones (1,800) 1.5xones(1,600)...
0.4%xones (1,1000)171;

Ts=0.05;

t=(0:1length(u)-1) *Ts; $Vector de tiempo
se tendrian dos opciones. En el primer caso, utilizar el co-
mando clasico de MATLAB 1sim():

y=lsim(G,u, t);

o bien, resolver la ecuacion diferencial que describe la dindmi-

ca del sistema, es decir
D*y(t)+322"4y(t) +242%y(1) +y(t) = u(t), (72)

mediante el comando fode_sol () de la herramienta:
yl=fode_sol (a,na,b,nb,u,t);

Si ahora se quiere obtener un modelo entero aproxima-
do del sistema utilizando la aproximacién modificada de
Oustaloup (ver e.g. (Monje et al., 2010)) de orden 4 para
el rango de frecuencias @ € [1073,103] rad/s, se procederia
como sigue. Primeramente, habria que aproximar las par-
tes estrictamente fraccionarias de los 6rdenes de derivacion
o integracion,

N=3; wl=le-3; w2=1e3; $Datos aprox.

g3=ousta_-fod(0.3,N,wl,w2); $Aprox. s 0.3

g2=ousta_-fod(0.4,N,wl,w2); $Aprox. s 0.4

gl=ousta_fod(0.9,N,wl,w2); $Aprox. s°0.9
para obtener posteriormente el modelo de orden entero del
sistema como

s=tf('s’);

G Oust=1/(s"2xg3+3.2xs%xg2+2.4xgl+1l);
que resulta en un modelo con 21 ceros y 23 polos. (Evi-
dentemente, este modo de proceder es poco practico, pues
resultara casi siempre mds ventajoso obtener un modelo
entero aproximado del sistema utilizando técnicas de iden-
tificacioén en el dominio de la frecuencia).

Las respuestas temporales exactas del sistema y las del
modelo aproximado se muestran en la Figura 14. Se puede
observar que las dos respuestas exactas obtenidas coinci-
den, mientras que existe una pequefia diferencia entre éstas
y la del modelo aproximado.

Si se resuelve este mismo ejemplo con la herramien-
ta 0oCrone, la definicion de la funcién de transferencia se
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Tabla 2: Herramientas computacionales mas relevantes para el modelado, analisis y disefio de sistemas de control fraccionarios

Interfaz de Comando para Libreria Sistemas con Web de
Herramienta Aplicaciones/Médulos usuario abrir la interfaz de Simulink retardo Manual descarga
(comando)
@fotf Andlisis y control de sistemas No — No Si (Chen et al., 2009) —
fraccionarios (orientado a objetos) (Monje et al., 2010)
1) Crone CSD: disefio de sistemas Si crone_control No (CRONE Group, 2010c)  (CRONE Group, 2010a)!
CRONE de control fraccionarios (tipo CRONE) No
Toolbox 2) ooCrone: andlisis de sistemas No — No (CRONE Group, 2010b)
fraccionarios (orientado a objetos)
1) Andlisis de sistemas fraccionarios Si fomcon
2) Disefio de PID fraccionarios Si fpid
3) Optimizacién de PID fraccionarios Si fpid optim
4) Disefio de PID cldsicos Si iopid_-tune Si Si (Tepljakov, 2015) (Tepljakov, 2016)
FOMCON para sistemas fraccionarios (fod)
5) Identificacién de sistemas Si fotfid/
fraccionarios (dominio del tiempo fotfrid
y frecuencia)
6) Implementacion de controladores Si impid
fraccionarios (dominio de la frecuencia)
1) Andlisis de sistemas fraccionarios No
(dominio de la frecuencia)
Ninteger 2) Diseiio de controladores PID Si ninteger Si Si (Valério, 2005¢) (Valério, 2005a,b)
fraccionarios y tipo CRONE (nintblocks)

3) Identificacién de sistemas fraccionarios No

(dominio de la frecuencia)

! Para descargarlas, hay que registrarse en la web y recibir autorizacién del administrador.

harfa creando una clase con frac_tf (), que necesita la
funcién frac_poly_exp () para definir polinomios de
orden fraccionario a partir de sus coeficientes y sus érde-
nes, como se indica:

G=frac_tf (fracpoly_exp(b,nb), ...

frac_poly._exp(a,na),N, [wl,w2]);

Notese que los dos ultimos argumentos (N: orden de
la aproximacion y [wl, w2]: rango de frecuencias para la
aproximacidn) s6lo son necesarios cuando se quiera apro-
ximar el sistema.

Una vez definido el sistema, previo a la obtencién de
su respuesta temporal, se debe seleccionar el método de
resolucion de la ecuacién diferencial fraccionaria con el
comando set () (la resolucién exacta se obtiene con la
férmula de Griinwald-Letnikov, mientras que también se
puede optar por aproximar el sistema fraccionario y simu-
lar). Por ejemplo:

set (G, ’sim’,’grun’); $Método Griinwald

y-Grun=1sim(G,u,t);

set (G, " sim’,’Oust’); $Aprox. Oustaloup
y-Oust=1lsim(G,u,t);
set (G,’sim’,’'Trig’); $Aprox. Trigeassou

y-Trig=1lsim(G,u,t);

La respuesta en frecuencia del sistema fraccionario se
puede obtener, gracias a las clases definidas con ambas he-
rramientas, simplemente definiendo el vector de frecuen-
cias para el rango de interés

w=logspace (-4,4,200);

y usando el comando bode () como se indica:

rf=bode (G, w) ;

[mag fase]=bode (G_.aprox,w) ;
donde G es la planta definida como funcién de transferen-
cia fraccionaria y G_aprox, la funcién de transferencia del
modelo aproximado. Nétese que en el primer caso no es
posible obtener la magnitud y la fase de la respuesta en fre-
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cuencia directamente, pero si a partirde r f . ResponseData

(variable dentro de la estructura de datos resultado que

contiene la respuesta en frecuencia del sistema). Por lo tan-

to, la magnitud y la fase (en °) se pueden obtener haciendo
rf.ResponseData=squeeze (rf.ResponseData) ;
m=20%10gl0 (abs (rf.ResponseData)) ;

f=rad2deg (unwrap (angle (rf.ResponseData)));

(las funciones squeeze () yunwrap () se usan para eli-
minar el exceso de dimensiones en rf .ResponseData
y corregir la fase, respectivamente).

Las respuestas en frecuencia del sistema fraccionario
(71) se muestran en la Figura 15. Se observa que las res-
puestas en frecuencia de los modelos aproximados difieren
de la exacta especialmente en fase, y sobre todo a alta fre-
cuencia. La respuesta en frecuencia exacta se ha obtenido
sustituyendo la variable s en la funcién de transferencia por
jo:

s=Jj»w;

Gex=1./(s.”(2.3)+3.2*s.7(1.4)+...

+2.4%s.7(0.9)+1);

Ejemplo 2. Considérese el siguiente sistema fraccionario

’
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---------- Entrada
)
wenae ¥ fode_sol
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0 20 40 (-] 80 100 120
Tiempo (s)

Figura 14: Respuestas temporales del sistema fraccionario (71) con la
herramienta @fotf.

acta
.. Exacta

(]
Oy e

Magnitud (dB)

107 107 10
Frecuencia (rad's)

Figura 15: Respuestas en frecuencia del sistema fraccionario (71) con las
herramientas @totf y ooCrone.

de orden conmensurable

G(s) !

T 105505+ 1

(73)

Se van a usar las herramientas FOMCON y Ninteger para
obtener su modelo de estado y analizar el sistema en el
dominio de la frecuencia.

Una vez definida la planta con la herramienta @fotf, el
andlisis con FOMCON es sencillo, siguiendo los siguien-
tes pasos: 1) escribir fomcon en la ventana de comandos
de MATLAB para abrir la interfaz grafica de usuario; 2)
elegir el sistema fraccionario con el que se quiere trabajar
(la herramienta reconoce todas las funciones de transfe-
rencia que estén en el espacio de trabajo); 3) en el menu de
funciones de transferencia de orden fraccionario (a la iz-
quierda), elegir exportar el sistema como espacio de esta-
dos fraccionario en el mend desplegable de abajo; y 4) pul-
sar el botén 'Go’, indicando el nombre con el que se quiere
guardar la nueva variable. El resultado viene expresado de
la forma

2%x = Ax+Bu
y=Cx+Du

-10 -1 -1 1
conA=| 1 0 0 [,B=|O0[.C=[0 0 1],
0 1 0 0

D =0y o =0,5. También es posible exportar el sistema
como funcioén de transferencia y espacio de estados con
formas compatibles con ooCrone.

Si fuera preciso, ademads, obtener la respuesta en fre-
cuencia de este sistema, por ejemplo, con Ninteger se uti-
lizarfa el comando

bodeFr (tf(1,[1 10 1 1]),0.5);

Como ejemplo de identificacidén, se obtiene la salida
del sistema (73) para una entrada que es la suma de un con-
junto de senoidales de amplitud 5 y frecuencias compren-
didas entre 0,01 y 0,3 rad/s y se le suma un ruido blanco de
amplitud 0,8. Para proceder con la identificacion, hay que
cargar la herramienta con el comando fotfid y seguir
los siguientes pasos:

1. Importar los datos a identificar a través del menti *Im-
port’ — *Time domain data’, asigndndoles un nom-
bre. De este modo, automdaticamente se actualiza la
casilla ’FIDATA objects’ del menti "Identification and
options’ con los datos cargados. Es recomendable
representar los datos importados para verificar que
no hay errores. Para ello, ir al ment 'Data’ — "Plot’.

2. Elegir el método de ajuste de entre Trust-Region-
Reflective o Levenberg-Marquardt (el método por
defecto es el primero).

3. Indicar la estructura del modelo a identificar. Entre
otras opciones, es posible fijar el numerador o deno-
minador, asi como el rango de variacién del orden
fraccionario.

4. Pulsar el botén ’Identify’. La informacién del pro-
ceso de identificacion se puede ir comprobando en
la ventana que se abre automaticamente al iniciar el
proceso. En ella, es posible parar el proceso en cual-
quier instante mediante el botén 'STOP’ (recomen-
dable cuando el nimero de iteraciones sea elevado
para no alargar demasiado el proceso).

5. Una vez obtenido el modelo, la funcién de transfe-
rencia se muestra en la ventana principal. En nuestro
caso, ésta es:

1

2,315135 49435092 1 (0,835046 4 1,1850.02°
(74)

Gest =

Asimismo, la herramienta proporciona los resultados
de validacion del modelo, en términos de la norma del
error y porcentaje de ajuste con los datos originales, en
el ment *Model’ - ’Validate’ (véase la Figura 16).

6. Conclusiones y perspectivas futuras

En las conclusiones de (Vinagre y Monje, 2006) se
decia: «Queda, sin embargo [.....] la formulacién clara de
una Teorfa de Control para Sistemas de Orden Generali-
zado, es decir, queda reformular la actual teoria de control
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Figura 16: Resultados de identificacién en el dominio del tiempo con la
herramienta FOMCON.

(al menos de sistemas LTI) tomando los sistemas de orden
entero como casos particulares». Aunque €ésta es todavia
una tarea pendiente, es mucho lo que se ha avanzado en el
tiempo transcurrido desde aquel trabajo a éste: el PID frac-
cionario se ha empezado a utilizar en aplicaciones practi-
cas, se ha profundizado en la generalizacion de estrategias
de control, tanto lineales como no lineales, utilizando mo-
delos entrada—salida y modelos de estado, y, lo que es mas
importante desde un punto de vista practico para el posible
usuario, se han desarrollado herramientas computacionales
que permiten el acceso al control fraccionario sin necesi-
dad de conocer en profundidad todo el aparato matematico
que lleva aparejado.

Esto mismo es lo que se ha pretendido con este articu-
lo, entendiendo que el lector interesado accederd a los asun-
tos de detalle consultando la bibliografia bdsica suminis-
trada en caso de que le resulte necesario. Al mismo tiem-
po, se ha querido hacer evidente que la principal ventaja
del control fraccionario deriva del hecho simple de poder
variar de forma continua los 6rdenes de las derivadas e in-
tegrales utilizadas en los algoritmos de control; y su princi-
pal inconveniente la complejidad afadida a dichos algorit-
mos, bien sea por el mayor nimero de pardmetros a sinto-
nizar, bien por el mayor niimero de operaciones a realizar
(correspondiente al orden de las aproximaciones).

La popularidad creciente del control fraccionario es in-
discutible, y como muestra de ello, en el apéndice se pre-
senta una breve noticia bibliografica sobre las publicacio-
nes en este campo.

English Summary
Fractional Control: Fundamentals and User Guide
Abstract

The purpose of this tutorial on fractional control is to

present the foundations of this discipline and the main compu-

tational tools available for its use and application by the

control engineer. The chosen approach aims to make ac-
cessible from the very beginning its location in the classi-
cal control and the foundations for a clear understanding
on how any control strategy that makes use of the deriva-
tive and / or the integral operators (i.e., almost all) can be
generalized by considering these operators with not neces-
sarily integer order. The case studies considered (the dou-
ble integrator and the position servo) have been chosen not
to expose the benefits of fractional control, but to show the
range of possibilities that provides remarkably even con-
sidering its application to systems of common use in the
literature of control.

Keywords:

Fractional Control, Fractional Systems, Robust Con-
trol.
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Apéndice A. Breve noticia bibliométrica

Este apéndice da una breve noticia bibliométrica sobre
la presencia del control fraccionario en las principales ba-
ses de datos. Realizada una bisqueda bésica de los térmi-
nos “fractional control OR "fractional order control*
OR ’fractional controller* OR ”fractional order contro-
ller” en las bases de datos de la Web of Science (WoS) y
Scopus, la Tabla A.3 resume los resultados (bases consul-
tadas el dia 5 de abril de 2016).

Tabla A.3: Datos bibliométricos sobre la presencia del control fracciona-
rio en la Web of Science (WoS) y Scopus. (Porcentajes respecto al niimero
total de articulos en cada una de las bases)

WoS Scopus

N° articulos 481 917

N° citas 5121 9391

(4026 sin (6598 sin

autocitas) autocitas)

Indice h 34 45

Tipos de Revistas: 57,80 48,64

documentos Congresos: 41,37 4526

Otros: 0,83 6,10

N° patentes: 10 14
Articulos 1°) (Podlubny, 1999b)
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