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Resumen

El estudio de la propagacion de ondas transversales en el interior de un tejido aporta informacion acerca de la
elasticidad de éste que puede emplearse para disefiar nuevas técnicas de diagndstico médico. Sin embargo, la
alta atenuacién de estas ondas dificulta extraer informacién de capas profundas. En este trabajo se emplea un
haz focalizado de ultrasonidos para inducir Fuerza de Radiacion en el interior del tejido, generando asi un
foco de ondas transversales secundarias. El objetivo del presente trabajo es estudiar la propagacion de dichas
ondas transversales mediante prediccion numérica basada en diferencias finitas en dominio temporal
(FDTD), introduciendo excitaciones acuUsticas mdviles bajo un sistema de referencia euleriano. Los
resultados muestran como mediante la adecuada excitacion en profundidad del tejido es posible generar
ondas transversales supersénicas que aportan nuevas posibilidades a la hora de caracterizar el tejido
mejorando asi las capacidades de diagnostico.
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. OBJETIVOS

Este proyecto tiene como objetivo principal el estudio de la propagacion de éstas ondas
transversales generadas mediante fuerza de radiacion. La metodologia empleada principalmente es

la prediccion numérica basada en diferencias finitas en dominio temporal.

A partir de las deformaciones producidas mediante fuerza de radiacién generada por un haz de
ultrasonidos focalizados en el interior de un tejido biol6gico blando se induce en dicho tejido un
foco secundario de ondas transversales. El presente trabajo aporta un método de analisis para la
propagacion de las ondas transversales mediante la introduccion de una fuente acustica acorde con

las deformaciones producidas por el haz principal de ultrasonidos focalizados.

En un segundo paso, variando la posicion del foco del haz de ultrasonidos en funcion del tiempo a
una velocidad superior a la velocidad de propagacion de las ondas transversales se logra una fuente
acustica movil capaz de producir un frente de ondas transversales supersénicas. A través de las
caracteristicas de propagacion de este frente de ondas se extrae informacién muy precisa acerca de
la elasticidad del tejido por el que se propagan las ondas transversales, permitiendo obtener una

imagen de diagnéstico médico de la elasticidad del tejido bioldgico.
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Il. INTRODUCCION TEORICA

I. 1. Elastografia
La elastografia es un método de imagen médica no invasivo en el cual se caracteriza la rigidez o la

deformacion de los tejidos blandos utilizando un sistema basado en ultrasonidos. En los dltimos
afios esta técnica de imagen se esta investigando y utilizando para la deteccién y clasificacion de
tumores. Un tumor o un cancer sospechoso normalmente es de 5 a 28 veces més rigido que el
fondo de tejido blando normal. Cuando se aplica una compresion mecénica o vibracion, el tumor se
deforma menos que el tejido circundante. Por lo tanto, una imagen de la deformacion puede, bajo
determinadas hipdétesis simplificadoras, interpretarse como representacion de la distribucion
subyacente del moédulo de Young (0o moédulo de elasticidad). Se ha demostrado que los
elastogramas (imagenes de la deformacion del tejido) se ven afectados por el grado de adherencia
del tumor a su entorno, lo que indica una gran oportunidad para extender la elastografia a la
caracterizacién de la movilidad del tumor para mejorar la precision diagndstica y orientacion

quirdrgica.

TECNICAS DE ELASTOGRAFIA
ARFI (Acoustic Radiation force impulse)

En este método un haz de ultrasonidos focalizados (FUS, focused ultrasound) se utiliza para
aplicar una fuerza de radiacién localizada en pequefios volimenes durante poco tiempo y se
miden los desplazamientos de tejido resultantes. Los desplazamientos de los tejidos son
inversamente proporcionales a la rigidez de los tejidos y, por tanto, una zona de tejido mas
rigido presenta desplazamientos méas pequefios que una zona menos rigida. Debido a la corta
duracidn de la aplicacién de la fuerza, este método proporciona informacién sobre la respuesta
mecénica al impulso del tejido, lo que refleja las variaciones en las caracteristicas viscoelasticas

del tejido.

HMI (Harmonic Motion Imaging)
Esta técnica basada también en la fuerza de radiacion, induce desplazamientos oscilatorios
(harménicos) en la zona focal del transductor FUS (focalizado) para la deteccion de cambios en

la rigidez de zonas localizadas.

SWEI (Shear wave elasticity imaging)
Esta técnica es un nuevo enfoque de la imagen y la caracterizacion de las estructuras de
tejido basado en la utilizacion de ondas acusticas transversales inducidas a distancia por la

fuerza de radiacién de un haz de ultrasonido enfocado. SWEI proporciona al médico un "dedo"
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virtual para probar la elasticidad de las regiones internas del cuerpo. En SWEI, en comparacion
con otros métodos de elastografia, la tension inducida en el tejido puede ser muy localizada, ya
que las ondas transversales inducidas de forma remota se atentan por completo dentro de un
area muy limitada de tejido en las proximidades del punto focal del haz focalizado. SWEI
puede afiadir una nueva calidad a los métodos convencionales de ultrasonido o resonancia
magnética. La adicion de datos de corte elasticidad ("informacion palpacién™) mediante la
superposicion de codigo de color de datos sobre la elasticidad de las imagenes de resonancia
magnética o ultrasonido puede permitir una mejor diferenciacion de los tejidos y aumentar ain
mas el diagnostico. Se demuestra que la exposicion tipica de ultrasonidos de SWEI esta

significativamente por debajo del umbral de los efectos dafiinos de ultrasonidos.

SSI (Supersonic Shear Imaging).

Es una técnica de imagen de elasticidad de tejidos basada en la estimacién de la velocidad de
una onda transversal generada con fuerza de radiacion. Se genera una fuerza de radiacion a
distancia (o “pushing beam”, haz de empuje) mediante un transductor focalizado utilizando una
sonda ultrasonica convencional. Esta fuerza de radiacion da lugar a en un desplazamiento de
unos pocos micrometros de tejido que hace que se propague una onda transversal en el medio.
Si sucesivamente focalizamos varios haces en profundidades crecientes obtenemos un frente de
ondas transversales cuasi plano.

Después de la generacion de la onda transversal, el dispositivo de medida cambia al modo de
adquisicion de datos a una frecuencia de imagen muy elevada (mas de 5000 imagenes/seg.)
utilizando la misma sonda ultrasénica. Cada ecografia ultrarrapida se consigue transmitiendo
una Unica onda plana ultrasonica formada durante el proceso de recepcién en el postprocesado.
Luego utilizando un algoritmo de correlacion cruzada en una dimension, las consecutivas
imégenes ultrasonicas se comparan para determinar el desplazamiento axial inducido por la

propagacion la onda transversal dentro del tejido.
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I1. 2. Modelo fisico

Con el objetivo de caracterizar como interacciona una onda a lo largo de un medio, en este apartado
se estudiara las propiedades elasticas del medio (Ley de Hooke) y como éste interactla cuando esta
sometido a la accién del movimiento (Ley de Newton), ésta parte de la Fisica se conoce como
Mecénica Racional. Este estudio de los estados de equilibrio y movimiento de los cuerpos, se

subdivide a su vez en las siguientes ramas:

Mecanica del Punto Material: en esta rama se asume que toda la masa de un cuerpo esta

concentrada en un punto llamado centro de masas o de gravedad. Con esta teoria se puede explicar,

entre otros, el movimiento de los planetas

Mecénica del Sélido Rigido: ésta teoria se basa en queé las dimensiones del material del cuerpo no

se ven alteradas ante la accion de una fuerza, es decir, su forma no varia y el cuerpo es
indeformable. Con ella se explica satisfactoriamente los movimientos que puede sufrir un mévil y

caracterizarlos matematicamente.

Mecénica de los Medios Continuos (MMC): en este caso el cuerpo si puede deformarse ante la

accion de una fuerza (incluso llegando al limite de romperse). Dependiendo del estado de la
materia que lo compone, esta teoria se subdivide en Mecéanica de Fluidos y Mecénica de Sélidos.
Esta Ultima, a su vez, se subdivide dependiendo del comportamiento que se asuma para el cuerpo

(Elasticidad, Plasticidad, Viscoelasticidad y Viscoplasticidad).
Para este estudio es interesante por tanto, definir que propiedades presentaré el sélido eldstico:

— Deformable elastico, puede variar su forma ante la accion de una fuerza y volver a su

estado inicial cuando ésta deja de aplicarse.

— Continuo, no existen saltos (vacio) entre una porcion de material y el inmediatamente
siguiente. Esta implicacién nos permite tomar elementos infinitesimales del material y que

estos estan completamente unidos a los circundantes.

— Homogéneo, el medio presenta la misma composicién y propiedades en cualquier parte del

mismao.

— Isétropo, las propiedades del material son las mismas en cualquier direccion del espacio, es
decir una rotacion del cuerpo no implica que los fendmenos que vallan a ocurrir sean

diferentes.
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I. 2. a. Mecanica de Sélidos. Formula de Cauchy

Supongamos un sélido elastico que se encuentre en equilibrio estatico (o en movimiento de
traslacion y rotacidn uniformes, es decir la fuerza y momento torsor resultante es nulo: ); F, = 0
y ZiW = 0), pero que si esté sujeto a fuerzas (que opuestas vectorialmente se anulan, pero no

en médulo,2i|ﬁ| > 0), éstas tienden a deformar el objeto. La deformacion que presenta el
cuerpo no sélo depende de la fuerza, también depende inversamente de la superficie donde se
aplique la fuerza, es decir la misma fuerza actuando sobre una superficie mas grande obtendra
una menor deformacion. Por lo tanto, si tomamos un &rea muy pequefia (pero finita) AS se
define vector tension mecanica o esfuerzo (), como el vector resultante de calcular la relacién
entre la fuerza aplicada y la superficie donde se aplica cuando ésta tienda a cero:

7= limgs [Pe = e

A efectos practicos, suponiendo que la distribucion de fuerzas es constante para toda la

Aﬁ[ N]

superficie S,,:

Oy F->
o= O'y =S_
0, n

El vector esfuerzo dependerd de la superficie S, caracterizada por el vector normal
1 = (ny,ny,n,), perpendicular a ésta y de mddulo la unidad. Por lo tanto podemos definir las
componentes normal y tangencial del vector esfuerzo:

— Esfuerzonormal: ¢ = 7 - 1 = t,n, + Ty, + 1,1,

— Esfuerzo tangencial: 7 = VT -7 — 02

A pesar de la sencillez de trabajar con un vector, el calculo se vuelve complejo si suponemos
que por un punto pueden pasar infinitos planos y por consecuente infinitos vectores de tension
referidos a cada superficie. Por tanto otra forma conveniente de trabajar el estado tensional de
un cuerpo es tomar un paralepipedo, de aristas diferenciales y caras paralelas a los planos
coordenados, correspondiente a la zona infinitesimal en torno al punto de aplicacion. Al ser tan
pequefio el cubo, se puede suponer que no existen variaciones de tension entre caras paralelas,
por tanto con 3 vectores tensidn aplicados en cada una de las 3 caras independientes, podemos

caracterizar su estado tensional.
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i () T(J")

Txz Oyy

Reescribiendo cada vector por sus componentes y agrupandolos es una matriz obtenemos lo
gue se conoce como Matriz 6 Tensor de Tensiones 6 de Esfuerzos:

Oxx Txy Txz
[t] =|Tyx Oyy Tyz
Tzx Tzy Ozz

Llegados a este punto es conveniente remarcar que esta matriz posee simetria. Para
demostrarlo se aplicara la condicion de equilibrio del momento torsor Zim =7FxF=0 y se
obtendrd que las componentes tangenciales no son independientes si no que son iguales en
parejas t;; = Tj;.

Fijandonos en una cara del paralepipedo, se pueden expresar las componentes de esfuerzo en
torno al punto de aplicacién como, la magnitud de dicho esfuerzo més un pequefio incremento
producido por no estar aplicado directamente sobre el punto (serie de Taylor). Este incremento

dependerd de como varia esa funcion con respecto a la dimensidn escogida por la distancia
recorrida:
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da,, dy
Oyy ay 2

Tyz

dy 2

Propagacion de ondas transversales mediante fuerza de radiacion

do,,dz
iy

0t,, dz
Ty +—2—
2 0z 2

0Ty, dy
A —
Ty, + dy 2
dz o P T— .4 day, dy
yy 6)/ 2
_ %d_y dy

01, dz

ty =5, 2

do,,dz
%" "9, 2

Aplicando el equilibrio del momento torsor

EMP=ZF(T)=0—>F;=FZT—>Ty.Sy=TZ-SZ

dt,, d
<‘L'yz + Tz

dy 2 + Ty, —

0y @Y\ iy = (2, + + (dx - dy)
y 2 XA =\ Ty T,y T T g, )N

0T,y dz 01T,y dz

Tyz = Tzy

Por lo tanto la matriz de esfuerzos:

[t] = Oyy Tyz
Sim Oz

Este resultado se conoce como “Teorema de Reciprocidad de las tensiones tangenciales”. De

él se duce que de las 18 componentes de tension asociados a las caras que rodean al

paralepipedo asociado a un punto, solo 6 son realmente independientes: (0xx, Gyy, 0z Txy,

Txz» Tyz) :

Hasta ahora se conoce de un punto el vector esfuerzo y la matriz esfuerzo, por lo tanto el

altimo paso necesario seria conocer la relacion entre uno y otro. Para ello se secciona el

paralepipedo anterior con un plano cuyo vector normal sea 7 = aX + By + yZ, de este modo se

crea la superficie Q y tres superficies proyectadas sobre las caras del paralepipedo Q,, Qy, Q.

Ya que el punto de aplicacion de los esfuerzos no se encuentra sobre una superficie, los

esfuerzos sobre éstas variaran ligeramente afiadiéndose un pequefio incremento.
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o0+ Ac = (0, + Aoy )X + (0, + Acy)Y + (0, + Aoy)Z

TXY + (ATxy)y i * Oxx + AO-xx
0,y 1 Ao Y
vy y% f' P/v Tyy + (ATxy)f,/

x
Ty, + (ATyz Ty, T (Asz)

TX'Z + (ATXZ)Z y

Tyy + (A’[yz)z'
|

v
0,, +A0,,

Si se impone el equilibrio estatico en el tetraedro:

ZFx=O

—(Oxy + MO )0, — (Txy + Arxy).Qy — (Tyy + AT,,)02, + (0, + Ac, )2 + F,

S =0

1
—(Txy + ATy )2y — (0yy + Boyy )2y, — (Ty, + ATy, )2, + (0 + Acy )2 + F, 3h2=0

Y=o

1
=Tz + AT )2y — (Ty; + ATy, )2y, — (04, + Ao, )2, + (0, + Ao, )2 + F, §hn =0

h2 =0

W) =

Si ahora se considera que la altura (k) es tan pequefia que tiende a cero y se sustituye el valor
de las areas proyectadas por el correspondiente referido al &rea de la seccion (Q, = Qcosa =
Qa, Qy =QcosB=Q0B, O, =Qcosy = (y), obtenemos:

Ox = Oxx@ + Txyﬂ + TxzV
Oy = Tuy@ + 0y f + Ty ¥

Oz = Ty, + Tyzﬁ + 0,7
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Que expresado matricialmente:

Oyx Oxx Txy Txz a
Oyl =|Txy Oyy Tyz|- B
Oy Txz Tyz Ogzz )4

Esta relacion se conoce como Formula de Cauchy:

o=|[t]-n

I1. 2. b. Elasticidad

La elasticidad es la propiedad mecénica que poseen todos los cuerpos en mayor o menor
grado, de recobrar su forma primitiva cuando la fuerza que los habia deformado deja de actuar.
Esta propiedad depende directamente del esfuerzo aplicado al cuerpo.

Como se ha visto anteriormente el vector tension se puede descomponer en dos componentes
normales entre si, que fisicamente producen efectos diferentes. Esas dos componentes son el
esfuerzo normal (perpendicular al plano sobre el que actta) y el esfuerzo cortante (paralelo al

plano)

Cuando un material estd sometido a esfuerzos tiende a deformarse de la siguiente manera

genérica:

Formacion
de huso vy rotura
- - S B

Fortalecimiento

(o] e
Zona
ul:wnca.l Zona plastica
e -l o S

__Zona elastico - plastica
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Zona elastica: (entre 0y a,), en una primera parte el material se deforma proporcionalmente
al esfuerzo producido sobre éste. La grafica es completamente recta hasta el punto p (limite de
proporcionalidad), donde entra en una zona no proporcional (curva), pero que el material aun
asi sigue volviendo a su estado inicial hasta e (limite elastico).

Zona elastico-plastica: En esta zona, en caso de cesar la fuerza se observarian deformaciones

permanentes En ella se encuentra el limite de fluencia (f), hasta este punto los alargamientos
son pequefos, pero llegados a él aumentan incluso sin necesidad de aumentar la fuerza. En
algunos tipos de materiales existe incluso un limite inferior de fluencia (f;), para el cual la fuerza
necesaria para seguir alargando el material incluso disminuye.

Zona pléstica: llegados a este punto el material tampoco recupera por completo su estado
inicial y la relacion entre la deformacion y el esfuerzo toma una curva hasta un limite maximo
Ilamado limite de resistencia a la traccion o tension de rotura, a partir del cual el material se
rompe. Esta rotura no se produce de manera inmediata, si no que ocurre instantes después.
Mientras el material forma una pequefia garganta o huso, reduciéndose rapidamente la seccion

transversal para finalmente romperse (punto k).

En resumen, a bajas amplitudes de esfuerzo podemos considerar que el material se comporta
como un sélido elastico: vuelve a su posicion de equilibrio y la deformacidn es directamente
proporcional al esfuerzo. Anteriormente, ya se ha estado trabajando con el esfuerzo separando
su parte normal de su parte ortogonal, esta distinciéon tiene sentido fisico dado que cada

componente ocasiona una deformacion diferente que se pasa a estudiar.

a) Deformacion Axial (Ley de Hooke):
Si se somete a un material a una fuerza perpendicular a una de sus superficies se estara

sometiendo al material a un esfuerzo normal (o). Si la fuerza va en sentido hacia dentro del
material estaremos provocando una compresion, si por el contrario, va en sentido hacia fuera
del material estaremos provocando una traccion. Ambos esfuerzos provocardn una
deformacion del material a lo largo del eje. Esta deformaciéon, no sélo depende del esfuerzo
producido, sino que también depende de la longitud del material. Por ejemplo, supongamos
dos gomas elésticas de diferentes tamarfios, si estiramos la mas grande hasta alcanzar una
longitud y después la méas corta hasta alcanzar la misma longitud, el en segundo caso la
fuerza de traccion ejercida es mucho mayor que la ejercida en el primer caso aunque ambas
hayan alcanzado una longitud final idéntica. Por lo tanto es conveniente relacionar el
esfuerzo, no con la deformacidn resultante, si no con la deformacién axial con respecto a la
longitud del material. Consecuentemente, se define deformacion unitaria longitudinal (&),

como la deformacién producida por unidad de longitud:
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A
~
\ 4

L1 De forma global:

}—x dx -1
£E=—

| du =dx' —dx I

De forma local:

Qu

x —p dx’-»‘ dx' —dx du
=TT T

A
=
v

Siendo u el desplazamiento que sufre un punto respecto a su posicion de equilibrio.

Fue Robert Hooke (1635-1703) quien present6 por primera vez la ley de la elasticidad en
forma de anagrama latino “CEIINOSSITTUV” que quiere decir “UT TENSIO, SIC VIS”,
que en latin quiere decir “como es la extension, asi es la fuerza” o en lenguaje
contemporaneo que la extension es directamente proporcional a la fuerza. A lo largo de su
vida trabajo en Optica, movimientos armoénicos simples, tension en muelles estirados, invento
el péndulo conico y fue la primera persona en construir un telescopio Gregoriano, con el cual
descubrié interesantes hallazgos astronémicos. A causa de no poder sustentar sus logros en
una base matematica firme, consiguidé una enemistad manifiesta con Newton.
Paraddjicamente el modelo al que se desea llegar seria imposible sin la aportaciéon que
ambos cientificos aportaron sus campos.

Ley de Hooke:

En una dimension la ley de Hooke describe el comportamiento de un resorte elastico

sometido a una fuerza:

k k

e —ANAA

F=k-u o o=E-¢
Donde:
F es la fuerza actuando en resorte, mientras que o es la tension
k es la constante elastica del muelle, mientras que E es el Modulo de Young

u es el desplazamiento del muelle desde el origen y ¢ la elongacion.
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b) Deformacion lateral:
Ante una deformacién axial, un cuerpo no so6lo responde modificando su longitud, sino

que también responde modificando el tamafio de su seccién. Frente a un alargamiento, el
cuerpo responde acortando su seccion transversal y asi estrechandose, por el contrario,
cuando esta sometido a una compresion, ademas de acortarse, se ensancha su seccion.
Poisson demostrd que la relacion entre el alargamiento axial y la disminucién lateral unitaria

es constante y recibe el nombre de Mddulo de Poisson (v).

— [+ A] ——>

d+Ad I‘_ i T l

Ad/d

vz_T/l:

E=—V-&

¢) Deformacion angular.
Por lo general, cualquier deformacion unitaria se puede expresar de la siguiente manera:

_ 1 aui n au]
gij N 2 Ox] (')xl-

Esta notacidn cobra sentido cuando son dos dimensiones las que se ven afectadas para
producir una deformacion, como es el caso de las angulares. En este tipo de deformaciones,
producidas por esfuerzos tangenciales, el sélido sufre el esfuerzo en una de sus superficies
siendo otra la que se ve afectada por ese esfuerzo. El angulo de deformacion es directamente

proporcional al esfuerzo tangencial producido, siendo u el médulo de rigidez:

a | /

| /

| /

| / .
7 o T=u-a
N a"f

/}J ‘rf‘{

¥ A

g
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El moédulo de rigidez o segundo coeficiente de Lamé se relaciona con los modulos de

Young y de Poisson mediante la expresion:
_E
T 2(1+v)

Por Gltimo, para tener una relacion con la deformacion producida supongamos un sélido

u

elastico al que se le aplica un esfuerzo tangencial en una de sus caras, y para que no obtenga
momento torsor, otro de igual magnitud pero de signo contrario. Esto provocard una

deformacion angular en otra de sus caras que se relaciona con la deformacion.

! § ptana ¢
i =1 =
) Tii h h 2
<+
hT E
7 Ti;i = = —7)E&;;
l , e L

Il. 2. c. Leyes de Hooke Generalizadas

Segun el principio de superposicion se puede descomponer los esfuerzos que acttan sobre un
solido para analizar sus efectos y luego sumar la aportacion de cada analisis al conjunto total.
Para ello, se tiene un sélido sometido a esfuerzos en cada una de sus caras, siendo los esfuerzos

de caras paralelas iguales en magnitud y opuestos en sentido:

sxzﬁ £ =—v& £ ——vﬁ

E x E x E

Ey, = —VE =—V& & —& & _—V&

y X E y E y E
&, = —VE, = v& € =—vﬂ 5222
E z E E
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Sumando la aportacion de cada contribucion y afiadiendo las posibles contribuciones de

esfuerzos tangenciales se obtienen las leyes de Hooke generalizadas:

Oy
E = T E (ay + O'Z)
Oy
gy = E_E(O-x + 0,)
o
&, = ; B (O‘x + ay)
(1+v)
Exy = 3 Ty
1+v)
Exz = E Txz
1+v)
Eyy = G Tyz

Estas ecuaciones se pueden resumir de forma matricial, siendo S[m?/N] el tensor
compliancias del material, que en el caso de ser isétropo s6lo tiene dos constantes
independientes inherentes del material:

e=58:7 (& = Sijk1 " Tr1)

E -2 Y o o o
E E
Yo X 0 0
E E
Y B 0 00 0
s_| E E )
o o o =¥ o 9o
E
o 0 o o0 I g
E
O 0 0 0 1+v
i E |

En ocasiones es necesario conocer la relacion inversa, es decir, a partir de la deformacion
generada conocer la tension que la ha producido. Las ecuaciones resultantes se conocen como
Ecuaciones de Lameé:

T=Ce (T = Cijpr - €1)

Siendo C [N/m?] = S~1, tensor de elasticidad:

A+2u A A 0 0 0
A A+2u A0 0 0
o | 2 A A+2u 0 0 0
0 0 0 2u 0 O
0 0 0 0 2z O
0 0 0 0 0 2u
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Donde:

vE

Primer coeficiente de Lamé o constante de dilatacion, A = ————
(1+v)(1-2v)

Segundo coeficiente de Lamé o modulo de rigidez, u = )

Las ecuaciones desarrolladas serian: (sT =& te + sz)
Oy = e + 2ue,
oy = Aer + 2ue,
0, = Aer + 2ug,
Tyy = 2UExy
Txz = 2HEx,

Tyz = 2UEy,

I1.2.d. 112 Ley de Newton, ecuacion de la Dindmica
La segunda ley de Newton explica la relacion existente entre la fuerza que se le aplica a un

cuerpo y el cambio en la cantidad de movimiento (p) que éste sufre en el tiempo.

En la mecénica clésica, la cantidad de movimiento (momento lineal o momentum) se define
como el producto de la masa (m) por su velocidad en un instante determinado (v). Si queremos
conocer el momento lineal para todo un cuerpo continuo, es suficiente integrar para todo el

volumen (V) el producto de la velocidad para cada porcion infinitesimal de masa (dm).

p=fv-dm=fvp-dV
|74

Si suponemos que la masa es constante, el diferencial de masa es el producto entre la
densidad (p [Kg/m3]) y un diferencial de volumen.

Por lo tanto, podemos reescribir la ley de Newton como:
F= f %
~ ) Pt
|4

En la otra parte de la igualdad podemos reescribir la fuerza como el conjunto de todos los

esfuerzos que actuan por diferencial de superficie.

F=J0"d5
3
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Mediante la formula de Cauchy y a posterior aplicando el teorema de la divergencia

JO‘-dS=fT-ﬁdS=JV'TdV
5

N %4

obtenemos:

Igualando obtenemos

f avdv—fv v
Por % = t
Vv

14

av_v
Por ="t

Il. 2. e. Ecuaciones constitutivas del modelo

El modelo propuesto para la propagaciéon de ondas elésticas en sélidos viene dado por las
ecuaciones de Lamé extraidas de la Ley de Hooke en el apartado Ill. 3 y de la ecuacién de la
dinamica (segunda ley de Newton) en el apartado Ill. 4. Para poder formar el modelo es
necesario relacionar las dos ecuaciones, la estatica y la dindmica entre ellas. Para ello, se
persigue que ambas expresiones estén en funcion de las mismas variables, en este caso serén la

velocidad de particula (v) y la matriz de esfuerzos (7).

T=C:¢
av_V
Par=""°

La relacion entre la deformacion unitaria y la velocidad es la derivada temporal de la primera

variable:
% = 1(Vv + vV)
at 2
Derivando con respecto del tiempo y sustituyendo en la primera ecuacién constitutiva se
obtiene:
ot = ¢ (Vv +vV)
a2

Siendo vV la matriz traspuesta de Vv. Si ahora se reordenan los términos el modelo

resultante para la propagacion de ondas en un medio eldstico resulta:

ot _
Fri AM(Vv) + u(Vv + vV)
ov v
Par ="t

I, matriz identidad.
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3. Modelo Numérico

Il. 3. a. FDTD (Finite Difference Time Domain)

El modelo que se ha obtenido resulta ser un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas.
Un estudio analitico de estas ecuaciones resultaria complejo y no en todos los casos seria
posible una solucidn, s6lo se podrian obtener una coleccion de soluciones analiticas para casos
muy particulares. Para resolver el problema es recomendable, por lo tanto, realizar un estudio
numérico del mismo. El método escogido es el de diferencias finitas en el dominio del tiempo
(FDTD, Finite Difference Time Domain), este algoritmo se basa en discretizar el sistema de
ecuaciones tanto en espacio como en tiempo e ir resolviéndolas explicitamente en dichos pasos
temporales en un dominio finito y discreto. Las ventajas de éste método numérico frente a otros
es que el hecho de utilizar una diferencia finita como aproximacion a una derivada lo hace
sencillo y el hecho de trabajar en el dominio del tiempo lo hace muy practico frente a otros
métodos que trabajan en el dominio de la frecuencia y por tanto seria imposible medir cambios

en frecuencias que no sean la de estudio, como se desea realizar en este caso.

I1. 3. b. Series de Taylor
Segun el Teorema de Taylor una funcién en un punto se puede aproximar mediante la
evaluacion de las derivadas de dicha funcién como:

(x —x)*0%f
31 0x3

f

(x —x)? 0*f
=+

+ ..
% 2! 0x? .

d
flx) = fly, + (x —x) ”

Xi
Para obtener una diferencia finita centrada, nos conviene aproximar la funcién en un par de

Ax,
puntos x, + >

( +Ax> _ g +Ax8f N 1 (Ax)z 9%f N 1 (Ax)3 a3f
Tt 5) =Mt 554, 2\7 ) ax2|_*31\2) 3,
( Ax) _ g Ax of N 1 (Ax)z 9%f 1 (Ax)3 a3f
M= 5) =M =55, *2\7) 2| ~31\2) 33,

Ahora obtenemos la diferencia de ambas aproximaciones, y como puede observarse los

términos impares se anulan:

( +Ax> ( Ax)_A of +Ax363f
It o) =10 = %) =85, Y 6 ax|_
El siguiente paso seria dividir la expresion por Ax:
Ax Ax
f(xo+7)—f(xo—7)_af Ax? 93 f

Ax _a

3
%o 6 0x X
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Despreciando los términos de orden superior podemos aproximar la primera derivada de una

funcion en un punto dado, cometiendo un error de orden (Ax)?, mediante:

o+ F) (- 5)

Xo Ax

of
ox

En esta aproximacion se basara todo el modelo numérico expuesto a continuacion.

I1. 3. c. Simplificacion del modelo, simetria axial

Para este estudio se ha desarrollado un modelo en coordenadas cilindricas (r,z,0) y
simplificado suponiendo simetria de revolucion, por lo que se obtiene un modelo en
coordenadas axisimétricas (r,z). Esta particularidad nos permitird estudiar un dominio
tridimensional sin necesidad de calcular 3 dimensiones exactamente, dado que al suponer
simetria de revolucién el célculo es mucho menos costoso y mas real que utilizando un modelo
basado en coordenadas cartesianas y dos dimensiones.

Particularizar el modelo para un sistema de coordenadas dado es peculiarmente sencillo, s6lo

hace falta utilizar los operadores diferenciales de nuestro sistema de coordenadas, en nuestro

caso: (ax = :—x)

_ . O0g® - R
Vo = 6r¢r+79 + 0,02
- . _0E 1
divF =V-F =0, — 4+~ (F. 4+ 0gF,) + 0,F,
ar r
El sistema de ecuaciones resultante seria:

Esfuerzos normales:

_ dovg Uy
0tTrr = (A + 20, v + 4 ( d,v, + _r )

- v, 0Ogvg
0¢Tz, = (A +2u)0,v, + 4 (arvr + - + . )

v,  OgUg
9,Tpp = (1 + 210) (7 + T) + A0, + 0,1,

Esfuerzos de cizalla:

0tTyrz = I (arvz + azvr)

agv 179
0tTrg = U (arve + - - 7)
6917
at‘[@z =Hu ( r - + a21719)
Velocidad de particula:
1 0gT T — T,
at‘l?r = E(arl’m« + 9’76 + aZTTZ + TTT%>
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1 0gT T
0V, = — (Eirrrz + 626 + 0,7, + ﬁ)
p T
1 0gT 2T
0tv9 = E(ar‘[rg + 9r99 + aZng + TB)

Para introducir simetria de revolucién se impondra:

dg =0
vg =0
Tr9g =0
T, =0

Esfuerzos normales:

vT
0uyr = (A +200)0,v, + 2 ( 9,0, + 7)

vT
0iTss = (A +21)0,v, + 2 (0,0, + 7)

v,
0rtop = (A +21) —+ A(0,vy + 0,v;)

Esfuerzo de cizalla:

attTrz =Hu (arvz + azvr)
Velocidad de particula:

1 Trr — Tog
0y = ; (arrrr +0,7,, + rrf)

1 T
0rv, = /_7 (arTrz + 0,7,z + %)

I1. 3.d. Absorciony PML

Debido a que el dominio es finito y por economia de célculo no puede ser suficientemente
grande para no obtener reflexiones dentro de la zona de estudio y poder considerarlo como
infinito, se implementa lo que se conoce como PML (Perfect Mach Layer). Esta técnica consiste
en crear alrededor del dominio una zona donde se introduce absorcidn artificial anisétropa y el
valor de ésta aumenta cuadraticamente. De esta manera se provoca que la onda se atenle
exponencialmente y por tanto no se produzcan reflexiones en los limites del dominio.

Como ya se ha observado anteriormente cada nueva variable que se calcula depende a su vez
de otras variables calculadas anteriormente con sus direcciones de propagacion. Para afiadir
absorcion en cada direccidn sera necesario atenuar cada término en funcién de si éste presenta
gradiente en esa direccion. Por lo tanto serd necesario descomponer las diferentes componentes
de velocidad y esfuerzo en subcomponentes en funcion de la direccion de gradiente que

presenten. EI modelo resultante es:
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) _
() _

p(a,0; + (‘)r)v =0, Ty
p(a,0, + (Uz)v = 0,Trz Ur

p(A,0; + Qr)vﬁe) =Trr — Too

(7’) + 17(2) + v(a)

p(a,0, + wr)v(r)

p(a,0; + w)v® = 0,1, v, = v + v + v®
p(A at + 'Qr) @ = =Trz

- a‘l" TT‘Z

(@0, + w,)T = (A + 2w)0,v,
(a0, + (‘)z)T(Z) A0,v, Trr = Tﬁ:) + Tﬁf‘) + TJE?“)
(A,0; + QT)T(G) Av,

(@,0; + w )T = 10,1,
(a,0, + 0)T2 = (A + 2U)0,v, [ Toz = Top + 755 + 19
(A0, + Q)T = Av,

(@0, + w,.)T55 = A d,v,
(azat + wz)T(Z) Ad zVz Too = Tg;) + Ty

(A0, + Q)T = (A + 21) v,

(Z) (0)

+ Tyg

a0 + w,)T =uadv
( ret r) ko Z} Trz = [ﬁr) + T(?

(a0, + wz)Trz = 10,0,

De esta manera cuando estemos en la zona del dominio donde no queramos atenuar ¢ = 1y
w = 0, mientras que en las zonas donde queramos conseguir atenuacion iremos aumentando

esos valores de forma exponencial como se muestra en la siguiente figura:

a w
x 10°
a
55p o 1 sl i
s5lo o A
3k ]
as5fo o A
4o o | =2sf i
(o] [e]
3.5 . 2t g
o o
3F o o 1 1sh i
o o
25 g
a S i 1
2r o o T
o ) L ]
N 5 1"
1 o

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 (o] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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Il. 3. e. Discretizacion y tresbolillado del modelo

El Gltimo paso es dicretizar nuestro modelo, para ello escogeremos en qué puntos tanto
espaciales como temporales deseamos evaluar nuestro modelo. Segun el desarrollo de Taylor
para evaluar la derivada parcial, con respecto una variable, de una funcion en un punto de la
variable se necesita conocer el valor de dicha funcién para esa variable en los puntos contiguos.
Esto temporalmente implica que para calcular el instante actual se necesita el instante anterior y
el instante siguiente, el instante futuro servira para calcular el nuevo valor que toma la funcion y
el instante pasado sera conocido (ya sea una condicion inicial, por ejemplo reposo, o el valor de
la funcién calculada en el paso anterior). Esto implica que necesitaremos conocer el instante
actual del resto de funciones que necesitamos para el calculo. Debido a esta peculiaridad se
necesita desplazar temporalmente unas funciones de otras, esto se conoce como tresbolillado.

Espacialmente sucede el mismo caso, quedando asi el mallado de la simulacién:

= AR A A
& 28N 28
= AR AGEA
B (x| B (] P

En esta representacion espacial del mallado cabe imaginar que las variables de esfuerzo estan

desplazadas también temporalmente.

Con estas consideraciones, asi quedarian evaluadas las derivadas del modelo:

n+: n+: n+d 2
aTrr 2 avr avz 2 Uy |(,”])
Tl = (2w o ] P )]
at I, IH) 0z 1,5 r

n+: n+: n+: 2
aTZZ 2 avz 2 avr 2 vrl(,:']')

=+ | 4R
at I, 0z 1,5 or I, r
1
n+: 2 n+: n+:
6199 2 vrl(i']') 6vr 2 avz 2
VR ECp | el s
ot g, r orley 0zl
n+s n+s n+s
0T, 2 0v,| 2 ov,| "2
:Il —_— —_—
ot Il jsh or ity 07 el jed
n _ n
v, " 10" 0T, |" TTT'(H%J) T99|(i+%,j)
otz P\ O sty 07 lasd) r

n n n T |n 1
v, _ 10ty 0Ty, "+
otlwjrgy P\ 07 ljvdy 07 lajud r
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I1. 3. f. Consideraciones del modelo
El modelo de FDTD es condicionalmente estable, por lo que se deben cumplir ciertas
condiciones para la solucion no diverja:
c - At
max < 1

J(Ar)? + (A2)?2

Donde ¢4 €S la velocidad maxima de propagacion dentro del dominio. Como en él se van

S

a propagar tanto ondas longitudinales como trasversales, al ser las primeras las que mas

velocidad de propagacion tienen:

A+ 2u
p

C,L =

Por otro lado, para reducir la dispersion numérica es necesario que en el espacio estén bien
representadas las ondas que en él se propagan, para ello necesitaremos un buen muestreo
espacial (N,), este dato vendra dado por las veces que podemos muestrear la longitud de onda

mas pequefia:

Amin _ Cmin > 10

Dmax  fpo/ (A2 + (B2)2

Este valor se recomienda que sea de 10 muestras por longitud de onda. Para este caso la

N,1=

velocidad minima la marcaran las ondas transversales que son las que se propagan con mayor
lentitud:
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I11. CONDICIONES DE SIMULACION

El objetivo que se persigue en la simulacién es conseguir generar un frente de ondas transversales
emulando asi el efecto producido por un haz ultrasénico que va focalizando en diferentes puntos
consecutivos a lo largo de un eje. Para ello se ha implementado en el modelo una fuente movil que
va recorriendo el eje a una velocidad muy superior que la velocidad de propagacion de las ondas
transversales. Con esto se consigue generar un frente de ondas transversales cuasi-plano perseguido
en algunas técnicas de elastografia para monitorizarlo y descubrir asi las propiedades elasticas del

medio en gque se propaga.

Para simular una fuente acorde al modelo numérico, ésta debe presentar variaciones espaciales
suaves, implementar una fuente completamente puntual podria provocar errores en la simulacion.
Ademas esta fuente debe de ser lo suficientemente pequefia con respecto a la longitud de onda de la
sefial que se desee emitir. Con todas estas consideraciones, se ha optado por una fuente con perfil
gausiano para evitar espacialmente cambios abruptos en la excitacion del medio y suficientemente
pequefia para no ser del orden de magnitud de la onda emitida. El perfil de la fuente en funcién de

los elementos del mallado es la siguiente:

0.35

0.2

0.05

Este perfil se ha generado mediante la siguiente funcién:

1]

-e
oV2r

flijl =

Siendo o el ancho de la fuente, en este caso tres unidades del mallado del y w; ; la posicion que

ocupa el centro de la fuente. Para que la fuente se desplace a lo largo del dominio sélo serd

necesario ir variando su centro.
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La fuente ademas excitard el medio con estos dos tipos de sefiales dependiendo del caso:

Sefial sinusoidal:

x1(f) = Sin(ant) (1 - e—ant)

Impulso amortiguado:

27

Estas sefiales son particularmente Gtiles dado que su variacion temporal es poco abrupta, lo cual

minimiza los errores numeéricos.

Una vez caracterizada la fuente se ir& introduciendo en varios dominios donde se impondra que

tipo de ondas se pueden propagar para ver el efecto que producen. Por lo tanto las simulaciones que

se realizaran son:

Propagacion de ondas

. ., Velocidad de | Tipo de
Simulacién (velocidad de propagacion) Frecuencia
la fuente sefal
Longitudinales | Transversales
Foco estatico,
L 1500 m/s - 0,6 MHz 0m/s Impulso
transmision OL
Foco estatico,
L - 400m/s 0,6 MHz 0m/s Impulso
transmisién OS
Foco estatico,
L 1500 m/s 400 m/s 0,6 MHz 0m/s Impulso
transmisién OL+0S
Foco dinamico, )
1500 m/s 400 m/s 0,6 MHz 2400 m/s | Senoidal

transmisién OL+0OS

Las caracteristicas de estos dominios son:

. Kg
— Densidad, p = 1000$,

— Dimensiones, r = émmy z = 12mm
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IV. RESULTADOS

IV. 1. FOCO ESTATICO, TRANSMISION OL

En la siguiente representacion se muestra como varia el campo de tension (Jrﬁr + 12, + 1) €n

funcidn de su variacién temporal:

t=0.13995ps t = 0.69974ps t=1.3995ps

t = 2.0992us

Si situamos receptores a lo largo de la perpendicular del eje, podemos ver como se propaga la sefial

en funcion del tiempo. En la siguiente figura se representa la magnitud del vector velocidad para
puntos alejados del eje en paso de 0,5 mm :

x 10°

4~

34

v (m/s)
N
/




z (m)

0

B

&

4

7

0

x

£

10
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En la figura anterior se observa como la onda a medida que se aleja del eje, mantiene su forma pero
se va atenuando. Como cabe esperar, cada sefial esta retarda en el tiempo debido a la propagacion
del haz. A partir de los maximos de las sefiales tomadas a lo largo de la perpendicular al eje
podemos apreciar el efecto de la propagacion y, realizando un ajuste por minimos cuadrados,

evaluar la velocidad de la onda.

4.5F

cL=1496 m/s
r?=0.9979

3.5

151

0.5

1V. 2. FOCO ESTATICO, TRANSMISION OS

En este caso se impone que sélo las ondas transversales puedan propagarse, y anadlogamente al caso

anterior evaluar las mismas propiedades:

t=1.1196pus t = 335885 t = 5.5979us t=7.8371ps

2

4 2 2 2 4 £ 2 2 4 &

r{:nJ ’ ‘ xlo"s r(rn'n) I'(In'ﬂ) w’

t=12.3154us t = 16.7938us - t=19.033us
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Anéalogamente al caso anterior, se representa la forma de onda en varios puntos formando

una linea perpendicular al eje:

x 10

6\

x 10°

1.5
2 0 r (m)
t(s)

Del mismo modo se realiza un ajuste para comprobar la velocidad de propagacion de las ondas

transversales.

cs=517.9 m/s
r?=0.9567
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IV. 3. FOCO ESTATICO, TRANSMISION OL+QOS
En este caso los dos tipos de ondas se propagaran en el dominio, dado que ambas ondas

tienen velocidades diferentes en la sucesion temporal pueden observarse dos frentes de ondas
Propagacion de la onda longitudinal:

t=2687us

t=3.8812ps

x 107

: t=1.4928us
30
0
20
]
3 10
@ 6
- 0
=100 !
i 2
Erae
0
2 '] 2 4 L]
r (m) ‘i

g t=020856us o
4 4 4 2 ] 2 [ 3
r(m) .

£

Propagacion de la onda transversal:

. t=5.0755u8

t = 8.5984,5

t=15.2264ps

Si mostramos las sefiales que captan los receptores transversales al eje se puede apreciar
también los dos frentes de onda propagandose:

x 10"

v (m/s)

x 10°

r (m) 0

t(s)
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Realizando el mismo procedimiento, pero ahora teniendo en cuenta que la ventana temporal
tiene que estar correctamente escogida para escoger en cada caso el frente de ondas, obtenemos

una estimacion de la velocidad de propagacion:

0.025F

cg=513.3 m/s (r’=0.9872)
| c =1972 (r =0.9857)

0.015F

0.005

IV. 4. FOCO DINAMICO, TRANSMISION OL+0S

En los primeros instantes de propagacion la fuente empieza a desplazarse en sentido del eje y

comienza a perturbar el medio:

L 1=0059711ps s t=029856ps s t=059711ps ¢ t=089567us
10
]

30 4
10 40 1
20 !
8 8 30
b dn . .
6 [ 2N .6
|
|
. i‘ - H - ﬂ: |
R X ;
2 E 0
-0 -1
0 -
4 2 [} 3 4 [ £ &
r(m) x 10 r(m

2

0

5 s 4 2 0 2 4 &
t=1.4928us t=2.0899us o t=2.687us

r(m) 10
50 4
40
40 0 10 L
10
. . Fo
;& FU 1
10
0 4
P o 0 p
0 a Z
J -1

w0’ r{m) w’

z{m)

t=3.2841ps




Propagacion de ondas transversales generadas con fuerza de radiacién

A medida que se propaga se empieza a discernir el cono de ondas transversales supersonicas

causado por el movimiento de la fuente.

. 1= 453818 : t = 6.0308us

% 10"

En este caso el analisis de los receptores muestra la magnitud del frente de ondas supersénico, este
frente de ondas aparece distorsionado debido a que la fuente esta viajando mucho mas rapido que la

velocidad con la que el frente avanza.
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En este caso aun distorsionado el frente de ondas respecto a la sefial original, todavia se puede
asegurar cierta correlacion entra las sefiales que captan los receptores. Pudiendo asi realizar el

ajuste lineal y estimar la velocidad de propagacion del frente supersénico.

4.5

cs=477.5 m/s
r’=0.996

3.5F

r(m)

0.6 07 08 09 1 11 12 13 14 15
te) x10°

Con estos datos se puede afirmar que el frente de ondas generado es de ondas transversales, dado

que se propaga a la velocidad dichas ondas.
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ANEXO I. ECUACIONES DEL MODELO NUMERICO

Considerando todas las aportaciones discutidas en el modelo teérico, las ecuaciones

resultantes listas para implementar son las siguientes:
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