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Resumen: Este trabajo pretende ser una introduccién y una invitacién al Control
Fraccionario, entendido éste como el conjunto de aplicaciones del Célculo Frac-
cionario en Teoria de Control. Quiere servir para que los miembros de la comunidad
de control perciban cémo el célculo fraccionario puede ampliar los horizontes de
su disciplina. Por ello, el trabajo se ha estructurado como un libro de texto que
recorre desde los fundamentos y definiciones bésicas del célculo fraccionario hasta
las estrategias de implantacién de controladores y filtros fraccionarios, pasando por
el anédlisis de sistemas y el diseno de controladores. Finalmente, se hace un breve
esbozo de la actualidad del control fraccionario. Copyright © 2006 CEA-IFAC
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1. INTRODUCCION

Cdlculo fraccionario es la denominacién acufiada
para la extensién del cdlculo que permite consid-
erar la integracion y la derivaciéon de cualquier
orden, no necesariamente entero. En el dominio
del tiempo, los operadores derivada e integral
fraccionarios vienen definidos por la operacién
de convolucién, por lo que estdn especialmente
indicados para describir fenémenos de memoria;
en el dominio de Laplace dichos operadores se
corresponden con el operador s, a € R.

La primera mencién a la posibilidad de extender
el sentido de la expresién g;}{ para el caso de
n no entero se encuentra en la correspondencia
entre Leibnitz y L’Hopital, y hasta el siglo XIX
fue un asunto que sélo trataron algunos eminentes
cientificos, como Euler, Laplace, Fourier, Liou-
ville, Riemann o Abel, siendo este tltimo quien
por primera vez lo aplicé en Fisica al solucionar
una ecuacién integral surgida en la formulacién

del llamado problema de la tautécrona. A partir
de entonces, y con especial énfasis en las tltimas
cuatro décadas, el calculo fraccionario se ha em-
pleado con éxito en el modelado de fenémenos y
sistemas fisicos estudiados en multitud de campos
de la ciencia y la ingenieria. Entre ellos se pueden
destacar la ciencia de materiales, la teorfa del caos
y los fractales, la electrénica de dispositivos, la
fisica tedrica, la mecdanica, etc. Un amplio espectro
de aplicaciones en estos u otros campos se puede
encontrar en los textos (Podlubny, 1999; Miller
and Ross, 1993; Hilfer, 2000).

En cierta forma, las aplicaciones del calculo frac-
cionario han experimentado una evolucién anélo-
ga a la experimentada por la propia teorfa de con-
trol, siguiendo dos caminos separados segin que
el punto de partida fuera el dominio del tiempo o
el de la frecuencia. Mientras que las aplicaciones
del célculo fraccionario al modelado de sistemas
fisicos han utilizado, salvo en el caso de algu-
nas aplicaciones en electroquimica, el dominio del
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tiempo, las aplicaciones en control han utilizado,
mayoritariamente y desde el principio, el dominio
de la frecuencia.

Las primeras aplicaciones del célculo fraccionario
en control se dieron a principios de los anos 60.
Estas primeras aplicaciones hacfan uso del oper-
ador integral de orden no entero para el control
de servos y de sistemas con saturacién. Estos
trabajos, probablemente sin conocimiento de los
autores, hacian uso de las propiedades de la que
Bode denominé funcidn de transferencia ideal en
lazo abierto, cuya forma era F(s) = s%, a € R, es
decir, era un integrador fraccionario. La principal
propiedad de esta funcién es que, cuando se conec-
ta en lazo cerrado, da sistemas robustos a cambios
en la carga o ganancia del proceso (A); es decir,
los cambios en la carga se reflejan en cambios en
el ancho de banda del sistema en lazo cerrado,
pero se mantiene constante el margen de fase o,
lo que es equivalente, la sobreoscilacién méaxima.
Esta propiedad es la que marcé las aplicaciones en
control que a partir de los anos 70 se han venido
desarrollando en la Universidad de Burdeos dan-
do como resultado el sistema CRONE (Control
Robusto de Orden No Entero (Oustaloup, 1995)).
A partir de entonces, aunque de forma aislada,
han venido apareciendo trabajos que aplicaban
los operadores fraccionarios a problemas de con-
trol, tanto explotando su robustez y su capaci-
dad para tratar el control de sistemas de orden
fraccionario, como para el control de sistemas de
pardmetros distribuidos. Asi mismo, han apare-
cido articulos sobre aspectos méds generales del
uso de controladores fraccionarios, o sobre el uso
del cdlculo fraccionario en disciplinas intimamente
relacionadas con la teoria de control, como son el
tratamiento de senales, el ajuste de curvas y la
estimacién de pardmetros, o el diseno y realizacién
de filtros.

Este trabajo, que pretende ser una introduccién
a la teoria de control fraccionario, sigue la es-
tructura de un texto tipico de control. Asi, en la
seccién 2 se dan las definiciones bésicas del cédlculo
fraccionario comunmente utilizadas; en la seccién
3 se estudian los modelos y representaciones de
los sistemas fraccionarios, asi como sus principales
caracteristicas dindmicas; en la seccién 4 se justi-
fica el uso del cédlculo fraccionario en control y se
hace una breve revisién de lo més destacado en
este campo. La seccién 5 estd dedicada al proble-
ma de la realizacién o implantaciéon de operadores
y controladores fraccionarios, iltima y fundamen-
tal etapa de toda aplicacién practica, mientras que
en la seccién 6 se hacen unos comentarios finales
sobre herramientas software para simulacién y
diseno de sistemas y controladores fraccionarios.
Finalmente, en la seccién 7 se esboza, a modo
de conclusién, el estado actual y las perspectivas
futuras de la disciplina objeto del trabajo.

2. FUNDAMENTOS DE CALCULO
FRACCIONARIO

Un amplio estudio de las definiciones y conceptos
incluidos en esta secciéon puede encontrarse en
(Podlubny, 1999; Miller and Ross, 1993)

2.1 Operadores Fraccionarios

La integral fraccionaria De acuerdo con la con-
cepcién de Riemann-Liouville, la nocién de in-
tegral fraccionaria de orden «, Re(a) > 0, es
una consecuencia natural de la férmula atribuida
a Cauchy, que reduce el célculo de la primitiva
correspondiente a la integracién de multiplicidad
n de una funcién f(¢) a una integracién simple
de tipo convolucién. La férmula de Cauchy puede
expresarse como

n — 1 f n—
Ic f(t):m{(t—’r) 1f(’7')d7',

T>c,neZt. (1)

donde ZT es el conjunto de los niimeros enteros
positivos. De una forma natural, se puede exten-
der la validez de la férmula anterior de valores del
indice enteros positivos a valores reales positivos
utilizando la funcién Gamma. Teniendo en cuenta
que (n — 1)! = I'(n), e introduciendo el nimero
real positivo «, se define la integral fraccionaria
de orden oo € RT como

L
I(a)

N
>c,a € RT, (2)

121(t) =

0 —

donde RT es el conjunto de los nimeros reales
positivos. Su transformada de Laplace viene dada
por la expresién

L{If(O)} = s F(s). 3)

La derivada fraccionaria Llamando D™ con n €
77 al operador derivada de orden n, e introducien-
do el entero positivo m tal que m—1 < a < m, se
obtiene la definicién de Riemann-Liouville para la
derivada fraccionaria de orden o € RT

oy A" 1 " f)
=D = G [F(moz)/o Gyt
m—-1<a<m, meZt, 4)

cuya transformada de Laplace puede expresarse
como

m—1

LD f(t)} = s*F(s) = Y _ s"f*7*1(0). (5)

k=0

)
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siendo f!(0) el valor de la derivada de orden [ de
la funcién f en el origen.

Una definicién alternativa de la derivada frac-
cionaria es la introducida por Caputo

ap() = 1 )
D0 = ey J, T e
m—-1<a<m, meNT. (6)

Esta definicién incorpora los valores iniciales de
la funcién y sus derivadas de orden entero menor,
es decir, condiciones iniciales que son fisicamente
interpretables de la manera tradicional. Asi, su
transformada de Laplace es de la forma

m—1

L{Df(t)} = s*F(s) = > s* 1 fH0). (7)

k=0

De gran interés para la implantacién discreta
de controladores y filtros de orden fraccionario
es la definicién de Griindwald-Letnikov para la
derivada fraccionaria. Dicha definicién se basa en
la generalizacién de la bien conocida férmula de
las diferencias de orden n € Z%, para el caso
de o € R, y supone el uso de las diferencias
regresivas, es decir

k

(0 )i = Jim = S0 () stan-in),

g (®)

siendo su transformada de Laplace de la forma
L{Df(t)} = s"F(s). (9)

Ecuaciones diferenciales de orden fraccionario
Se sabe que los problemas clédsicos de relajacion
y oscilacién vienen gobernados por ecuaciones
diferenciales lineales ordinarias de orden uno y
dos respectivamente. En esta seccién se estudiardn
las ecuaciones diferenciales que resultan de gener-
alizar el orden. Asi, se puede reformular el prob-
lema considerando la siguiente expresiéon general
para la ecuacién diferencial fraccionaria de orden
a>0

eD%u(t) + u(t) = gD (u(t) e —k!uk(OJr))
+u(t) =q(t), t >0, (10)

siendo m un entero positivo definido por m —
1 < a < m, que determina el nimero de valores
iniciales u*(0%) = by, k = 1,2,...,m— 1. Los casos

particulares de relajacién y oscilacién se obtienen
haciendo m =1 y m = 2, respectivamente.

Introduciendo la funcién de Mittag-Leffler, E,, (—t%),
definida mediante la expresién

Ea(2) :kzzom, (11)

se obtiene la solucién en la forma

u(t) = 57 kakEa(fto‘)f/ q(t*T)E;(*Ta)dT.
k=0 0
(12)

Como se puede ver, la funcién de Mittag-Leffler
desemperia en este tipo de ecuaciones diferenciales
un papel andlogo al que desempefna la funcién
exponencial en las ecuaciones diferenciales ordi-
narias. En efecto:

= cuando « no es entero, es decir, para m —
1 < a < m, m — 1 representa la parte
entera de o (m — 1 = [a]) y m el nimero de
condiciones iniciales necesarias y suficientes
para asegurar la unicidad de la solucién, u(t);

» las m funciones I*E,(—t%), donde k =
0,1,...,m — 1, son las soluciones particulares
de la ecuacion homogénea que satisfacen las
condiciones iniciales, y, por ello, son las solu-
ciones fundamentales de la ecuacién diferen-
cial fraccionaria;

= la funcién E;(—to‘), que es la primera deriva-
da de la funcién E,(—t*), es la respuesta
impulsiva.

Es claro que para conocer la forma de la solucién
es preciso conocer ciertas propiedades de la fun-
cién bdsica E,(—t%). Dicha funcién empieza por
tener una evolucién correspondiente a una rela-
jacién anémala (o < 1), pasa por una evolucién
exponencial (¢« = 1) y alcanza una oscilatoria
(1 < o < 2) que se hace no amortiguada para
a=2.

3. SISTEMAS DINAMICOS DE ORDEN
FRACCIONARIO

3.1 Introduccion

Una vez establecidas las definiciones fundamen-
tales del cdlculo fraccionario y determinados los
tipos de soluciones de las ecuaciones diferenciales
de orden fraccionario, la presente seccién se dedi-
card al anédlisis de los sistemas descritos por este
tipo de ecuaciones. Dicho analisis, tal como es ha-
bitual para los sistemas de orden entero, partira de
los modelos o representaciones de dichos sistemas
en los diferentes dominios (tiempo, Laplace y Z)
para el estudio de su comportamiento, tanto en
régimen transitorio como en régimen estacionario,
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discutiendo las condiciones y criterios de estabili-
dad, controlabilidad y observabilidad.

3.2 Modelos y Representaciones

Ecuaciones diferenciales Partiendo de lo es-
tablecido en la seccién anterior, se pueden for-
mular las ecuaciones constitutivas de un sistema
dindmico de orden fraccionario, lineal, monovari-
able e invariante en el tiempo, de la forma

> SaxDy(t) =Y “bp DPruft) (13)
k=0 k=0

En la ecuacién anterior pueden considerarse dos
casos particulares que dan lugar a dos tipos de
sistemas de gran interés: los sistemas de orden
conmensurable y los sistemas de orden racional.
Se definirdn estos sistemas como sigue:

Definition 1. Un sistema es de orden conmensu-
rable si queda descrito por una ecuacion difer-
encial donde todos los drdenes de derivacion son
maltiplos enteros de un orden base, o. Es decir,
sistemas para los que se cumple que

o, B, =ka, a e Rk € Z. (14)

Asi, la ecuacién diferencial (13) se puede poner de
la forma

zn:aka“y(t) = zm:ka’mu(t). (15)
k=0 k=0

Definition 2. Un sistema es de orden racional si
es de orden conmensurable y ademds se cumple
que o = %,qEZ*.

Utilizando la definicién de Griindwald-Letnikov
para la derivada fraccionaria, se pueden obtener
modelos discretos de los sistemas fraccionarios en
forma de ecuaciones en diferencias generalizadas.

Representaciones entrada-salida Si aplicamos la
transformada de Laplace a la ecuacién (13) con
condiciones iniciales nulas, o la transformada Z a
la ecuacién en diferencias equivalente, se pueden
obtener las representaciones entrada-salida (exter-
nas) de los sistemas fraccionarios. En el caso de los
modelos continuos, un sistema fraccionario vendra
representado por una funcién de transferencia de
la forma

nlbksﬁk
G(s) = T) _ i (16)

== _
> apsor
k=0

Para el caso de sistemas discretos se obtiene una
funcién de transferencia discreta de la forma

5 b (w (1))
k=0

S ap(w(z))e
k=0

G(z) (17)

donde (w(z~1)) es la transformada Z del operador
A}L, en otras palabras, el equivalente discreto del
operador de Laplace s.

Como puede verse en las expresiones anteriores,
un sistema de orden fraccionario tiene una funcién
de transferencia no racional en el dominio de
Laplace, o, en el dominio de Z, una funcién de
transferencia discreta de orden ilimitado respecto
de z, ya que sélo en el caso de o € Z habra

l
distintos de cero. En vista de ello, se puede decir
que un sistema de orden fraccionario tiene una
memoria ilimitada, siendo los sistemas de orden
entero un caso particular de los mismos.

un nimero limitado de coeficientes (—1)" (ak)

En el caso de que el sistema sea de orden con-
mensurable, la funcién de transferencia continua
tendra la forma

> bi(s™)F
G(s) = =2

Zak(3a>k
k=0

(18)

Representaciones de estado FEn el caso general
de sistemas multivariables, puede obtenerse una
representacién espacio-estado de la forma

D% = Ax + Bu,
y = Cx + Du, (19)

donde a = [ag a1 as...a,], u € R es el vector de
entradas, x € R" es el vector de estados, y € RP
es el vector de salidas, A € R™" es la matriz
de estado, B € R™! es la matriz de entrada,
C € RP*" s la matriz de salida, y D € RP*! es la
matriz de transmisién directa.

Para el caso particular de sistemas de orden con-
mensurable, se pueden obtener representaciones
de estado equivalentes a las usuales para sistemas
de orden entero, sin més que utilizar el operador
D%, y definir D%z, = 2441, k=1,2,...,n — 1.

Uno de los problemas que plantea la repre-
sentacién de estados de los sistemas fraccionarios
es la falta de una definicién fisicamente consistente
de las variables de estado. Si bien hay representa-
ciones de estado para los sistemas de orden entero
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en las cuales las variables de estado no tienen
correspondencia con magnitudes fisicas definidas
y medibles, cualquiera de ellas puede reducirse
a otra en la cual si la tengan. Asi, vemos que
el problema de la interpretacién de las variables
de estado estd relacionado con la posibilidad de
medir las magnitudes fisicas asociadas a las vari-
ables de estado, y hasta el momento no se han
dado soluciones satisfactorias para los sistemas
fraccionarios. Lo mismo podriamos decir para el
caso de las condiciones iniciales.

Si se tiene un sistema monovariable de orden
conmensurable, cuya representacion de estado es
de la forma

D% = Ax + Bu,
y = Cx + Du, (20)

y se toman transformadas de Laplace, suponiendo
que se utiliza la definicién de Caputo para la
derivada fraccionaria, se obtiene, en el caso de
condiciones iniciales nulas, la funcién de transfer-
encia del sistema como

G(s) =C(s*I- A)"'B+D. (21)

Por otra parte, definiendo

P(t)= L7 {(s"T—-A) s >0, (22)

y aplicando las propiedades de la transformada de
Laplace, los estados se pueden obtener a partir de
la expresion

x(t) = ®(t)x(0) + D= ®(t) * [Bu(t)]}

= ®(t)x(0) + /0 D' ®(t — 7)}Bu(r)d(T).
(23)

Como se puede ver, ®(t) es la matriz que habit-
ualmente se conoce como matriz de transicion de
estados. Siguiendo un procedimiento andlogo al
utilizado para los sistemas lineales de orden en-
tero, se puede determinar la forma de la matriz de
transiciéon de estados. Utilizando la definicién de
Caputo para la derivada fraccionaria, la solucién
puede expresarse como

Aktkoc
x(t) = (Z m) x(0) (24)
= E,(At*)x(0) = ®(¢)x(0).
Es claro pues que la funcién de Mittag-Leffler de-

sempena el mismo papel para este tipo de sistemas
que el desempenado por la funcién exponencial

para los sistemas de orden entero. La bien cono-
cida matriz exponencial, eAt, no es mas que un
caso particular de la matriz exponencial general-
izada E,(At%), ala que podrfamos llamar funcion
matricial de Mittag-Leffler.

3.8 Controlabilidad y Observabilidad Para Sistemas
de Orden Conmensurable

En Teoria Moderna de Control (la basada en la
representacién de estados) dos conceptos funda-
mentales, tanto para el andlisis de sistemas como
para el diseno de controladores, son los de contro-
labilidad y observabilidad. Adoptando las defini-
ciones habituales para estos conceptos, se puede
demostrar que para que el sistema sea controlable
debe existir solucién unica para la ecuacién ma-
tricial

x(to) = —Cb, (25)

donde

=
|

i / 7 ailto — 7y u(r)dr,

0
= [bl b2 b3---bn—1]Ta
[B AB A’B....A" 2B A" 'BJ. (26)

b
¢
Para que la ecuacién (25) tenga una solucién
tnica, ha de cumplirse que el rango de (, la
matriz de controlabilidad, sea n. Asi pues, es claro
que las condiciones de controlabilidad para un
sistema de orden conmensurable son las mismas
que para un sistema de orden entero, sin més
que construir su descripcién de estado en base
al operador D® o, equivalentemente, A = s®. Lo

mismo se puede decir en cuanto a las condiciones
de observabilidad.

3.4 FEstabilidad

Consideraciones previas De una manera gener-
al, el estudio de la estabilidad de los sistemas
fraccionarios puede realizarse estudiando las solu-
ciones de las ecuaciones diferenciales que los car-
acterizan, y se ha visto que la funcién de Mittag-
Leffler representa la solucién fundamental, depen-
diendo la forma de las soluciones de los argumen-
tos y parametros de esta funcién, o, en otras pal-
abras, de los coeficientes y 6rdenes de derivacion
de la ecuacién diferencial fraccionaria.

Una manera alternativa es partir de la funcién
de transferencia del sistema (16). Para hacer este
estudio, es preciso recordar que una funcién del
tipo
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Figura 1. Superficie de Riemann correspondiente
a la transformacién w = s'/3

f(8) = ans® + ap_18°"* + ... + aps™®, (27)

con a; € R, es una funcién multivaluada de
la variable compleja s cuyo dominio puede verse
como una superficie de Riemann de un niimero
de hojas que serd finito sélo en el caso de que
Vi, a; € Q7, siendo la hoja principal la definida
por —m < arg(s) < w. Si, Vi, ay € QT, es
decir, & = 1/q, q entero positivo, las ¢ hojas de
la superficie de Riemann correspondiente vienen
determinadas por

s=|s|e??, (2k + )7 < ¢ < (2k + 3)T,
k=-1,0,..q—2 (28)

siendo la correspondiente a k = —1 la denominada
hoja principal. Para w = s estas hojas se trans-
formarén en las regiones del plano w definidas por

w = |w| e a2k + 1)1 < 0 < a(2k + 3)7. (29)

En las Figuras 1 y 2 se ilustra esta transformacién
para el caso w = s'/3. En la Figura 1 se puede
ver la superficie de Riemann correspondiente a
la transformacién, mientras que en la Figura 2
se muestran las regiones del plano complejo w
correspondientes a cada una de las hojas de la
superficie de Riemann.

Asi, una ecuacion del tipo

8™ + ap_18“" + ...+ ags®® =0, (30)

que, como puede verse, no es en general un poli-
nomio, tendrd un mimero infinito de raices, de
las cuales s6lo un nimero finito estard en la hoja
principal de la superficie de Riemann. Se puede
decir que las raices que estdn en hojas secundarias
de la superficie de Riemann dan lugar a soluciones
que son siempre funciones mondtonamente decre-
cientes (tienden a cero sin oscilaciones cuando

3*hoja

Figura 2. Regiones del plano complejo w corre-
spondientes a la transformacién w = s'/3

t — 00) y sdlo las raices que estdn en la hoja prin-
cipal de Riemann pueden producir una dindmi-
ca distinta: oscilacion amortiguada, oscilacion de
amplitud constante, oscilacion de amplitud cre-
ctente o crecimiento mondtono.

Esta definicién de la hoja principal de Riemann,
que supone un corte a lo largo de R™, preser-
va las propiedades hermiticas de las raices y se
corresponde con el valor principal de Cauchy de
la integral correspondiente a la transformacion
inversa de Laplace, es decir, aquél que se obtiene
directamente aplicando el teorema de residuos. A
las raices que estdn en dicha hoja se las puede
denominar raices estructurales o relevantes.

Condiciones de estabilidad Hechas las considera-
ciones previas del apartado anterior, se pueden
establecer las condiciones de estabilidad de los
sistemas fraccionarios.

En el caso mds general, se puede decir que un
sistema fraccionario con funcion de transferencia
no racional, G(s) = P(s)/Q(s), es estable para
entrada y salida limitadas (BIBO estable) si y sdlo
si se cumple

M, |G(s)| < M, Vs/Re(s) > 0. (31)

La condicién anterior se cumplird si todas las
raices de la funcién Q(s) que estén localizadas en
la hoja principal de Riemann y no son raices de
P(s) tienen parte real negativa.

Para los sistemas de orden conmensurable, que
tienen una ecuacién caracteristica que es un poli-
nomio en la variable compleja A = s%, la condicién
de estabilidad se puede expresar como

™
arg(\)| > a2, (32)

siendo A; las raices del polinomio caracteristico.
Para el caso particular de a = 1 se obtiene la
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condicién de estabilidad conocida para los sis-
temas lineales

larg(A;)| > 5 VAi/Q(Ai) = 0. (33)

Criterios de estabilidad A la vista de todo lo
expuesto anteriormente se puede establecer lo
siguiente:

» El hecho de que todos los coeficientes de la
ecuacién caracteristica sean del mismo signo
no es condicién necesaria ni suficiente para
garantizar la estabilidad.

= El nimero de raices de la ecuacién carac-
teristica en la hoja principal de Riemann no
depende de la mayor potencia de la variable
compleja en la ecuacién caracteristica.

En la actualidad no se dispone de técnicas
polinémicas, tipo Routh o Jury, para analizar la
estabilidad de los sistemas fraccionarios. Sélo las
técnicas geométricas de andlisis complejo basadas
en el principio del argumento son aplicables, por
ser técnicas que dan cuenta del numero de sin-
gularidades de la funcién dentro de una curva
rectificable observando la evolucién del argumento
de la funcién a lo largo de dicha curva.

Asi, aplicando el principio del argumento sobre
la curva generalmente conocida como camino de
Nyquist (una curva que encierra todo el semi-
plano derecho de la hoja principal de Riemann),
se puede determinar la estabilidad del sistema en
lazo cerrado sin mds que determinar el numero
de revoluciones de la curva resultante de la eval-
uacién alrededor del punto critico (—1, 50).

3.5 Andlisis de la Respuesta

Respuesta en el dominio del tiempo Como ya se
ha comentado en los apartados anteriores, la for-
ma de la respuesta dependerd de la localizacién de
las raices de la ecuacién caracteristica, pudiéndose
presentar los siguientes casos:

= No hay raices en la hoja principal de Rie-
mann. En este caso, la respuesta serd una
funcién monétonamente decreciente.

= Hay raices en la hoja principal de Riemann,
localizadas en Re(s) < 0,Im(s) = 0. En este
caso, la respuesta serd una funcién mondéton-
amente decreciente.

= Hay raices en la hoja principal de Riemann,
localizadas en Re(s) < 0,Im(s) # 0. En
este caso, la respuesta serd una funcién con
oscilaciones amortiguadas.

= Hay raices en la hoja principal de Riemann,
localizadas en Re(s) = 0,Im(s) # 0. En
este caso la respuesta serd una funcién con
oscilaciones de amplitud constante.

= Hay raices en la hoja principal de Riemann,
localizadas en Re(s) > 0,Im(s) # 0. En
este caso la respuesta serd una funcién con
oscilaciones de amplitud creciente.

= Hay raices en la hoja principal de Riemann,
localizadas en Re(s) > 0,Im(s) = 0. En este
caso la respuesta serd una funcién mondton-
amente creciente.

Para el caso particular de los sistemas de orden
conmensurable, la respuesta impulsiva podrd ex-
presarse como

aa )‘kt ) (34)

ZT}JQ

siendo A los polos de la ecuacién caracteristica

n (18), 7 los residuos que resultan de la de-
scomposicién en fracciones simples de dicha ex-
presion, y E, o(.) la funcién de Mittag-Leffler de
dos pardmetros definida como

0.8>0. (35
kZ:OFaHﬁ a>0,8>0. (35)

La forma de estas respuestas serd: 1) mondétona
decreciente si |arg(Ag)| > amr; 2) oscilatoria de am-
plitud decreciente si o < |arg(A\x)| < am; 3) os-
cilatoria de amplitud Constante si |arg( )| = aF;
4) oscilatoria de amplitud creciente si |arg(Ag)| <
af, larg(Ar)] # 0; 5) mondtona creciente si
larg(Ax)| = 0.

La respuesta al escalén responde a la expresion

n
= 1kt Baos1 (At®). (36)
k=0

Estas respuestas se ilustran en la Figura 3 para
los casos en que |arg(\)| > aF.

Por otra parte, es facil entender que la técnica del
lugar de las raices se puede aplicar a los sistemas
de orden conmensurable con la misma facilidad
que a los sistemas de orden entero. Lo tnico que
cambia es la interpretacién, es decir, la relacién
de los puntos del plano complejo A = s con las
caracteristicas dindmicas del sistema.

Respuesta en el dominio de la frecuencia En el
caso més general, la respuesta en frecuencia habra
de construirse mediante la evaluacién directa de la
funcién de transferencia no racional a lo largo del
eje imaginario, s = jw, w € (0,00). Sin embargo,
para los sistemas de orden conmensurable, a la
hora de construir su respuesta en frecuencia se
pueden seguir pautas similares a las seguidas para
los sistemas de orden entero. Esto es, se puede
construir la respuesta en frecuencia mediante la
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4 ani2

d=ar

g=ar'2

$=ar

g=ax/2
—_— -

¢=ar T - R S S S
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Figura 3. Respuestas al escalén en funcién de la
localizacion de las raices para |arg(Ax)| = a5

adicién de las contribuciones individuales de los
términos de orden « resultantes de la factorizacion
de la funcién. Para cada uno de los factores resul-
tantes, que de una forma general podemos poner
como (s* + 7)*!, la curva de magnitud tendrs
una pendiente que, partiendo de cero para bajas
frecuencias, tenderd a +«20dB/dec para altas fre-
cuencias, y la curva de fase evolucionard desde 0°
hasta a5 . Ademds, se producird resonancia para
a> 1.

Respuesta estacionaria Se puede demostrar que
los sistemas de orden fraccionario siempre tienen
coeficientes de error estédtico que son 0 6 oo, lo
que muestra que su comportamiento, también en
régimen estacionario, participa de las caracteristi-
cas del comportamiento de los sistemas de 6rdenes
enteros menores y mayores que su orden frac-
cionario. Estos sistemas s6lo tendrén coeficientes
finitos para entradas cuya dependencia temporal
sea del tipo r(t) = At”, cuya transformada de
Laplace responde a la expresién

£y = Ris) = 20D gy

s+

4. CONTROL FRACCIONARIO
4.1 Introduccion

Para modificar adecuadamente la dindmica de un
proceso y que las salidas sean las deseadas se pre-
cisan fundamentalmente dos cosas: una referencia
de funcionamiento, modelada por medio de las es-
pecificaciones, y un controlador que haga que ese
objetivo se consiga. El control fraccionario pro-
pone el uso de operadores y sistemas fraccionarios
en ambos cometidos, es decir, como sistemas de
referencia y como controladores. Como ejemplo
de ello y por tratar en este trabajo sélo los as-
pectos fundamentales, en lo que sigue se hablarsd
principalmente del integrador fraccionario como
sistema de referencia, y de los controladores Pro-
porcionales, Integrales y Derivativos Fraccionar-
ios (FOPID), por incluir este controlador de tres
términos todas las acciones bésicas de control.

4.2 El integrador Fraccionario como Sistema de
Referencia

En las secciones anteriores se ha podido compro-
bar que el sistema con funcién de transferencia

A
se 4+ A’

G(s) = 0<a<?2, (38)
que corresponde a la ecuacién (10) bajo condi-
ciones iniciales nulas, puede exhibir dindmicas
que van desde la relajacién hasta la oscilacién,
incluyendo las dindmicas correspondientes a los
sistemas de primer orden y segundo orden como
casos particulares. Resulta por tanto interesante
tomar este sistema como sistema de referencia. Es-
to se propuso por primera vez en (Manabe, 1963)
y constituye también el punto de partida para el
control CRONE (Oustaloup, 1995), asf como el
criterio adoptado en un trabajo reciente (Barbosa,
et al., 2004) para sintonizar controladores PID
tradicionales. Tal funcién se puede considerar co-
mo el resultado de conectar en lazo cerrado un
integrador fraccionario de ganancia A y orden «
(ver Figura 4), es decir, un sistema cuya funcién
de transferencia tiene la forma

A
F(s):S—a,0<a<2. (39)

La funcién de transferencia F(s) es la que Bode
denominé funcién de transferencia ideal u dptima
(Bode, 1945), cuyas caracteristicas principales son
un margen de fase constante, ¢, = m(1 — §),
que depende sélo del orden de integracién «, y
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R(s) Y(&)

Figura 4. Integrador fraccionario como sistema
de referencia. Estructura en lazo cerrado con
realimentacién unitaria

una frecuencia de cruce por cero decibelios que
depende de la ganancia A. En el dominio del
tiempo esto equivale a una respuesta escalén de
la forma

y(t> = ArktaEa,ale(_Ata)a (40)

que tiene una sobreoscilacién o méaximo que de-
pende solo de «, siendo A el factor que modula la
rapidez.

Un estudio completo de este sistema de referencia
se puede encontrar en (Vinagre, et al., 2004).

4.8 Controladores Fraccionarios

Introduccion Las primeras aportaciones en este
campo fueron los articulos que a finales de los
anos cincuenta y principios de los sesenta pub-
licaron Tustin (Tustin, et al., 1958), Carlson y
Halijak (Carlson and Halijak, 1951) y S. Manabe
(Manabe, 1963). El primero de ellos, al tratar
del control de posicién de un servomecanismo
hablaba de la conveniencia de un controlador que
proporcionase un margen de fase constante so-
bre un intervalo de frecuencias, lo que equivale
a tomar como referencia para el sistema contro-
lado una aproximacién del integrador fraccionario
comentado en la seccién anterior. En los otros dos
trabajos se estudiaba la aplicacién del integrador
fraccionario para el control de un servomecan-
ismo, y el uso de controladores fraccionarios en
sistemas con saturacién. Tras estas aportaciones
pioneras y aisladas hubo que esperar una década
para que aparecieran las primeras aportaciones
sistemaéticas del uso de controladores fraccionarios
en los trabajos de Oustaloup y sus colaboradores
(Oustaloup, 1995). A partir de los afos ochenta
han ido apareciendo algunos otros trabajos que
consideran la posibilidad de utilizar controladores
fraccionarios, utilizando métodos y técnicas que
van desde el lugar de las raices hasta la opti-
mizacién Ho,. Al final de esta seccién se comen-
tardn sucintamente algunos de estos trabajos.

Acciones basicas de control Partiendo del diagra-
ma de bloques de la Figura 5, se comentardn aqui
los efectos de las acciones bédsicas de control del
tipo K s* para u € [—1,1]. Las acciones bésicas de

R(s) @E(S) —_ H o) }_@

Figura 5. Acciones bdsicas de control. El tipo
de accién ejercida depende del valor del
pardmetro p € [—1,1]

control tradicionalmente consideradas serdn casos
particulares de este caso general, en los que para
i = 0 se ejercerd una accién proporcional, para
= —1 se ejercerd una accién integral, y para
1 =1 una accién derivativa.

Como es sabido, los principales efectos de la ac-
cién integral son hacer mds lenta la respuesta
del sistema, disminuir la estabilidad relativa del
mismo, y eliminar el error estacionario del sistema
ante entradas para las que antes tenia un error
finito. Dichos efectos se pueden ver en los distintos
dominios de andlisis. En el dominio del tiempo, los
efectos sobre la respuesta transitoria se manifies-
tan en un decrecimiento del tiempo de subida y
un aumento del tiempo de establecimiento y la
sobreoscilacién. En el plano complejo, los efectos
de la accién integral se traducen en un desplaza-
miento del lugar de las raices del sistema hacia
el semiplano derecho. Por iltimo, en el dominio
de la frecuencia dichos efectos se manifiestan en
un incremento de —20dB/dec en las pendientes
de la curva de magnitud y un descenso de /2
en la curva de fase. En el caso de que se tenga
un orden de integracién fraccionario, es decir,
€ (—1,0), la seleccién del valor de p se traduce
en una determinada ponderacién de los efectos
arriba comentados.

En el dominio del tiempo, los efectos de la accién
de control pueden inducirse de la manera en
que dicha accién trata a una senal error que es
una onda cuadrada (ver Figura 6). Como puede
observarse, los efectos de la accién de control
sobre la senal error asumida, varian entre los
efectos de una accién proporcional (= 0, onda
cuadrada) y los de una accién integral (p =
—1, curva a tramos rectos), mientras que para
valores intermedios de p la accién de control es
creciente para un error constante, lo que resulta
en la eliminacién del error estacionario, y decrece
cuando el error se hace cero, lo que resulta en una
menor inestabilidad del sistema.

En el plano complejo, se puede ver que la seleccion
de un valor de p se traduce en la eleccién de en
qué medida se desplaza el lugar de las raices hacia
el semiplano derecho, y de los valores de K que
hacen que se cumpla la condicién de médulo.

En el dominio de la frecuencia, el hecho de variar
wentre —1 y 0, supone la posibilidad de introducir


Marina
Text Box
B. M. Vinagre, C. A. Monje

JLDIEZ
Line


Marina
Text Box
13


14

Introducciéon al Control Fraccionario

Figura 6. Efectos de la accién integral sobre una
onda cuadrada segtin el orden de integracién
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Figura 7. Efectos de la accién derivativa sobre
una funcién trapezoidal segin el orden de
derivacién

un incremento constante en las pendientes de la
curva de magnitud que variard entre —20dB/dec
y 0dB/dec, y/o un retraso constante en la curva
de fase que variard entre w/2 y 0.

La accién derivativa, por su parte, aumenta la
estabilidad del sistema y tiende a enfatizar los
efectos de los ruidos y perturbaciones de alta
frecuencia. En el dominio del tiempo, esto se
manifiesta, principalmente, por una disminucién
tanto de la sobreoscilacién como del tiempo de
establecimiento. En el plano complejo, como un
desplazamiento del lugar de las raices del sistema
hacia el semiplano izquierdo. En el dominio de
la frecuencia, como un adelanto constante de
fase de 7/2 y un aumento de 20dB/dec en las
pendientes de la curva de magnitud. Siguiendo un
razonamiento paralelo al realizado para la accién
integral, es fdcil admitir que todos estos efectos
pueden ser ponderados mediante la eleccién del
orden de la derivada (ver Figura 7).

Controladores PID fraccionarios El controlador
PID, que engloba las tres acciones bdsicas de
control, es todavia el mds utilizado en la indus-
tria de control de procesos debido, fundamental-
mente, a su simplicidad funcional y a la robustez
que proporciona a los sistemas de control, y ha
recibido una atencién constante desde que Ziegler
y Nichols presentaron sus métods de sintonfa

en 1942 (Ziegler and Nichols, 1942). A la vista
de lo expuesto en el apartado anterior, en este
apartado se pretende mostrar cémo, utilizando
los operadores fraccionarios, es posible obtener
una estructura més general para el PID clédsico
que, manteniendo la simplicidad del concepto y lo
compacto de su formulacién, hace posible tratar
con una clase mas general de problemas de control
en los cuales la naturaleza fraccionaria del contro-
lador puede venir impuesta, bien por la naturaleza
fraccionaria del propio sistema a controlar o bien
por la especial naturaleza de las respuestas tem-
porales o frecuenciales requeridas.

El controlador PID clésico puede considerarse co-
mo una forma particular de compensacién atraso-
adelanto en el dominio de la frecuencia. Su funcién
de transferencia puede expresarse como

C(s) = % =K, + % + Kys, (41)
o bien
C(s) :k(s/wc)Q—|—2clcs/cuc—|-17 (42)

S

con we = /K[ Kq, de = K,/ (2VE;Kq), k = K.

Por tanto, las aportaciones del controlador pueden
verse como dependientes de: a) las ganancias K,
K; Kg;b) la ganancia k y los pardmetros w,, d.
En la respuesta en frecuencia del controlador,
la eleccién de estas ganancias o pardmetros es
equivalente a la seleccién de la posicién, suavidad
y valor del minimo en la curva de magnitud, y la
pendiente de la curva de fase a la frecuencia en que
se produce tal minimo. Sin embargo, para altas y
bajas frecuencias, los valores de las pendientes en
la curva de magnitud y de las aportaciones de fase
son fijos.

La ecuacién integro-diferencial que define la ac-
ci6én de control del FOPID es

u(t) = Kpe(t) + K; D™ e(t) + KqD"e(t). (43)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion
anterior con condiciones iniciales nulas, se obtiene
la funcién de transferencia del controlador, que
puede expresarse de la forma

K;
Cy(s) = Kp + oY + Kyst

(sfwp)ME 4 2dpst Jwp + 1

(44)

Como puede observarse, el uso del FOPID per-
mite seleccionar, ademds de lo que permitia el
PID clasico, bien las pendientes de la curva de
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PD PID PD PID
w=1 . pw=1 .
P PI PI
Q A=1 A Q A=1 A

Figura 8. Ilustracién grifica de las aportaciones
de un PID tradicional y uno fraccionario
(FOPID)

magnitud, bien las aportaciones de fase a bajas y
altas frecuencias. De una forma grafica, se pueden
ver las posibilidades ofrecidas por el FOPID en
la Figura 8. En ella, estas nuevas posibilidades
se presentan graficamente como la posibilidad de
ocupar toda la superfice del cuadrado definido por
los vértices que representan las tnicas posibili-
dades del PID clasico.

Desde los trabajos de Ziegler y Nichols (Ziegler
and Nichols, 1942), se han propuesto muchos
métodos de diseno y procedimientos de sintonfa
para los controladores PID. Teniendo en cuenta
la posibilidad de seleccionar no sélo las constantes
del controlador, sino también los érdenes de las
acciones integral y derivativa, se pueden gener-
alizar estos métodos y procedimientos de forma
que puedan hacerse mas flexibles y potentes, y
permitan resolver una clase més amplia de prob-
lemas de control. A modo de ilustracién, podemos
referirnos al trabajo expuesto en (Monje, et al.,
2005a), en el que se muestra cémo, resolviendo un
problema de optimizacién no lineal, se pueden sin-
tonizar los pardmetros de un FOPID para que el
sistema controlado cumpla cinco especificaciones
de diseno, incluyendo entre ellas especificaciones
de error estacionario, mérgenes de fase y ganancia,
frecuencias de cruce, fase plana alrededor de la
frecuencia de cruce de ganancia, atenuacién de
ruido de alta frecuencia, limitacién de los efectos
de las perturbaciones, y limitacién del esfuerzo
de control. En la literatura técnica se pueden en-
contrar otros criterios y métodos para sintonizar
controladores FOPID (ver (Monje, et al., 2005a)
para referencias adicionales).

Otras estrategias de control fraccionario Tenien-
do en cuenta la forma de las acciones bdsicas
de control, es fdcil entender que el uso de los
operadores fraccionarios se extienda a otras es-
trategias de control diferentes al control PID, al
menos a todas aquellas en las que se haga uso de
una derivada o una integral. De entre todas las
que se han propuesto, es de especial relevancia el
control CRONE (Commande Robuste dOrdre Non
Entier). Hasta el dia de hoy existen tres genera-
ciones del control CRONE. La primera generacion
considera el empleo de un controlador del tipo

C(s) = As®,

siendo su propdésito aumentar el margen de fase
del sistema en un cierto valor determinado por
a. Este tipo de controladores resultan muy ttiles
cuando la planta a controlar tiene una fase con-
stante, al menos en un rango de frecuencias alrede-
dor de la frecuencia de cruce por 0dB, en cuyo
caso el sistema serd robusto ante cambios en la
ganancia de la planta. Cuando la planta a contro-
lar, G(s), no presenta fase plana alrededor de la
frecuencia de interés, el controlador CRONE de
primera generacién no puede asegurar la robustez
ante cambios en la ganancia del sistema. El con-
trol CRONE de sequnda generacidn se basa en
la identificacion frecuencial del controlador C/(s)
que hace posible que el sistema en lazo abierto sea
del tipo F(s) = C(s)G(s) = As®, al menos en el
rango de frecuencias apropiado. Tanto la primera
como la segunda generacion CRONE tienen por
propésito que el sistema controlado sea robusto
ante cambios en la ganancia de la planta. Sin
embargo, hay otros tipos de incertidumbres en el
modelo que no se cubren con estas dos estrate-
gias de control. La tercera generacion CRONE
se centra en este aspecto, considerando incluso
6rdenes de derivacion e integracién complejos (ver
(Oustaloup, 1995)) .

También la introduccién del célculo fraccionario
en el campo del control éptimo ha suscitado un
interés considerable. Por ejemplo, en (Malti, et
al, 2003) se estudia la norma Hs para el caso de
sistemas SISO fraccionarios, aunque sin aplicar
el resultado al desarrollo de estos controladores.
En (Petras and Hypiusova, 2002) se propone un
método para la sintonfa de un controlador de
orden no entero mediante minimizacién de la
norma H., para sistemas SISO.

Otra de las estrategias en la que el célculo frac-
cionario ha encontrado aplicacién es el control
adaptativo. Como ya se conoce, este tipo de con-
trol se basa, de manera general, en expresar el
comportamiento deseado del sistema en térmi-
nos de un modelo de referencia que describe las
propiedades entrada-salida del sistema en lazo cer-
rado. Los pardmetros del controlador se ajustan
de manera que el error entre las salidas del sistema
real y el de referencia sea minimo. En (Vinagre,
et al., 2002) se propone el empleo del célculo frac-
cionario tanto para el ajuste de los pardmetros del
controlador como para la definicién de los sistemas
de referencia.

El control iterativo también ha sido objeto de
estudio para el caso de sistemas de orden no
entero. En (Chen and Moore, 2001) se propone
emplear un derivador fraccionario para este tipo
de control, y en (Lazarevi¢, 2004) se presenta un
nuevo algoritmo para el control por aprendizaje
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teniendo en cuenta dicho derivador de orden no
entero.

El estudio de compensadores en adelanto y atraso
generalizados de orden fraccionario es otra de las
aportaciones a destacar. Su estructura y carac-
teristicas frecuenciales, asi como técnicas para la
sintonfa de los mismos se describen en (Monje, et
al., 2004; Monje, et al., 2005b), destacandose la
mayor robustez que ofrece este tipo de compen-
sadores frente a los de orden entero.

También cabe mencionarse la introduccién del
célculo fraccionario en control de sistemas no
lineales, destacdndose las aportaciones en lo que
se refiere al control en modo deslizante (SMC)
(Calderén, 2003; Calderén, et al, 2003; El-Khazali,
2004; Vinagre and Calderén, 2006), proponién-
dose en este 1ltimo trabajo el uso de operadores
fraccionarios tanto para determinar la superficie
de deslizamiento como para la ley de control.

El observador de perturbacién es otra de las es-
trategias consideradas. En este tipo de control,
se trata la diferencia entre la salida actual del
sistema y la salida del modelo nominal como una
perturbacién equivalente que se aplica a dicho
modelo nominal. Una vez estimada la pertur-
bacién se emplea dicha estimacién como una senal
de compensacién. La generalizacién de este tipo
de observadores a orden fraccionario se estudia en
(Chen, et al., 2003).

Todas las estrategias de control aqui citadas
encuentran su aplicacién en campos muy nu-
merosos y diversos. Asf, en (Oustaloup, et al.,
1995; Valério, 2001) se trata el control de trans-
misiones flexibles, aborddndose el problema de
suspensiones activas en (Lanusse, et al., 2003). En
(Yago, 1999) se estudia el control de estructuras
viscoeldsticas. Otras aplicaciones de interés se pre-
sentan en (Calderén, 2003; Calderén, et al., 2003)
referidas a convertidores electrénicos de potencia
tipo buck, y en (Pommier, et al., 2003), referidas a
actuadores hidrdulicos. El control fraccionario de
sistemas térmicos es objeto de estudio en (Vina-
gre, et al., 2001; Petras and Vinagre, 2002; Petras,
et al., 2002a; Sabatier, et al., 2003). La robética
es otro de los campos en los que el cédlculo frac-
cionario estd cada vez mads presente. El control
fraccionario de robots rigidos se aborda en (Ten-
reiro and Azenha, 1998; Fonseca and Tenreiro,
2003). Igualmente, se presentan estrategias para el
control de robots flexibles en (Feliu, 2005; Valério
and S& Da Costa, 2005; Fujii, 1996). Por su parte,
la robética mévil y el seguimiento de trayectorias
es objetivo de diversos trabajos como (Melchior,
et al., 2003; Poty, 2004; Sudrez, et al., 20006).

5. REALIZACION DE CONTROLADORES
FRACCIONARIOS

5.1 Introduccion

Utilizando las definiciones de Riemann-Liouville
para los operadores fraccionarios, un controlador
fraccionario vendrd caracterizado por una funcién
de transferencia continua como (16), o por una
funcién de transferencia discreta de la forma (17).
Un controlador fraccionario, por tanto, como sis-
tema fraccionario que es, tiene una funcién de
transferencia no racional en el dominio de Laplace,
o una funcién de transferencia de orden ilimitado
en el dominio de z. Por una parte, es obvio que sélo
en el caso de orden entero es posible realizar exac-
tamente una funcién de transferencia continua uti-
lizando elementos circuitales convencionales, tales
como resistencias, condensadores o inductancias.
Por otra, sélo en el caso de orden entero los tér-
minos de la forma (w(z~1))” tendrdn un nimero
finito de términos, es decir, podrén ser realizados
exactamente utilizando los procedimientos habit-
uales para la realizacién de controladores discretos
(ecuaciones en diferencias de orden finito o filtros
digitales de orden finito). Asi, lo que en el mode-
lado suponfa una ventaja — la memoria ilimitada
— se convierte en un inconveniente a la hora de
la implantacién, y hace imposible, al menos con
los conocimientos actuales, utilizar plenamente las
ventajas de los controladores fraccionarios. Por
ello, y teniendo en cuenta que el paso final para
la aplicacién de los controladores fraccionarios
exige la obtencién de una forma realizable de
los mismos, serd necesario obtener aproximaciones
realizables de las funciones de transferencia que
los caracterizan.

Al menos desde los afos sesenta, algunos investi-
gadores han estado interesados en obtener mod-
elos aproximados de orden entero de sistemas de
orden fraccionario, o modelos de dimensién finita
de sistemas de dimensién infinita o de pardmetros
distribuidos. La mayoria de estos investigadores
trabajaban en electroquimica, donde el problema
es, generalmente, construir un circuito eléctrico
equivalente de un proceso en el que hay fenémenos
de difusién. Mds tarde, el uso de estos circuitos
equivalentes se extendié al estudio de sistemas
o materiales viscoeldsticos. Con los trabajos que
aplican el cédlculo fraccionario en control, surge
la necesidad de buscar modelos que permitan la
realizacion efectiva de controladores y filtros frac-
cionarios, es decir, de dispositivos cuyo compor-
tamiento dindmico venga caracterizado por los
operadores del cédlculo fraccionario. Con una real-
izacién efectiva queremos decir que las aproxima-
ciones deben reproducir con suficiente fidelidad el
comportamiento ideal de los operadores, tanto en
el dominio del tiempo como en el de la frecuencia,
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y ademsds ser de una complejidad aceptable de for-
ma que los recursos exigidos permitan y aconsejen
su utilizacién practica, lo que vendra reflejado,
fundamentalmente, en el nimero y distribucién de
polos y ceros de la aproximacion.

A continuacién resumiremos brevemente el estado
del arte en este asunto, hablando de aproxima-
ciones continuas y aproximaciones discretas.

5.2 Aproximaciones Continuas

Obtener un modelo continuo realizable de un con-
trolador fraccionario supone la obtencién de una
aproximacion racional de la funcién de transfer-
encia no racional que lo caracteriza. Dicha aprox-
imacién racional puede entenderse como el re-
sultado de aproximar el comportamiento del op-
erador s* 0 < a < 1, en el plano complejo.
Teniendo en cuenta que dicho operador tiene un
corte de rama a lo largo del eje real negativo
para arg(s) € (—m, ) pero estd libre de polos y
ceros, y que un denso entrelazado de polos y ceros
simples a lo largo de una linea en el plano s es,
en cierto sentido, equivalente a un corte de rama,
una buena aproximacion continua a los operadores
fraccionarios debe dar como resultado una funcion
racional con polos y ceros entrelazados a lo largo
del eje real negativo. Esto asegurard, ademds,
que las aproximaciones resultantes correspondan
a sistemas estables y de fase minima. Entre otros
métodos matemdticos, dos son particularmente
interesantes para este propdsito desde un punto
de vista de control: el método de expasién en
fracciones continuadas, habitualmente utilizado
para la evaluacién aproximada de funciones, y el
método de aproximacién racional, habitualmente
utilizado para la interpolacién de funciones. Por
otra parte, se han utilizado métodos de ajuste
de curvas para la obtencién de aproximaciones
racionales de las respuestas en frecuencia carac-
teristicas de los sistemas fraccionarios.

Es bien sabido que el método de expansion en frac-
ciones continuadas para la evaluacién aproximada
de funciones frecuentemente converge més rapida-
mente que la expansién en serie de potencias y
en un dominio més amplio del plano complejo. El
resultado de tal aproximacién puede expresarse de
la forma

b1 (S)

b?(s) ’
a1(s) + —5—=—
1(6) ‘12(3)+4’—a3l°(5(>'+)m

G(s) ~ ag(s) + (45)

siendo a; y b; funciones racionales de la variable
5 o constantes. La expresién anterior da lugar a
una funcién que es una aproximacion racional de
la funcién original G(s).

Por otra parte, para la interpolacién de fun-
ciones, las funciones racionales son frecuente-
mente mejores que las polinémicas por su ca-
pacidad de modelar funciones con polos y ceros.
Estas técnicas estdn basadas en la aproximacion
de una funcién, G(s), mediante una funcién
racional definida por un cociente de polinomios
en la variable s y que pasa por los puntos
(85, G(83))---(Sitm, G(Si+m)), es decir

P,(s
G(s) = Ri(it1)...(i4m) = Q#((s))

_ pot+pis+...+pust
Qo+ q8+ .+ qus¥’
m+1l=p+v+1 (46)

Otros métodos se basan directamente en la dis-
tribucién alternada sistemdtica de ceros y polos
(factores de adelanto y atraso) para ajustar las
curvas originales de magnitud y fase de los oper-
adores fraccionarios en el dominio de la frecuencia.
Las localizaciones de los ceros y polos de esta dis-
tribucién suelen obtenerse de una forma recursiva.

Ademsds, cualquier método de identificacion de
sistemas o ajuste de curvas en el dominio de la
frecuencia puede emplearse con objeto de obtener
un modelo racional cuya respuesta en frecuencia se
ajuste a la del sistema de forma que se haga min-
ima, utilizando generalmente minimos cuadrados,
una determinada funcién de coste, que suele ser
de la forma

J= / W) | () - Aw) ‘do, (D)

siendo W(w) una funcién de ponderacién, H(w)
la respuesta en frecuencia original, y H(w) la
respuesta en frecuencia del modelo aproximado.

Una revisién de todos estos métodos puede verse
en (Vinagre, 2001; Petrds, et al., 2002b; Valério,
2005). Como se ha dicho, todas las buenas aprox-
imaciones tienen polos y ceros entrelazados a lo
largo del eje real negativo, es decir, pueden verse
como la conexién en serie de factores de atraso
y adelanto para ir componiendo la respuesta en
frecuencia deseada (ver Figura 9).

5.8 Aproximaciones Discretas

De forma general, si una funcién continua f(t) se
aproxima mediante una funcién discreta, f(nh),
que coincide con ella en los puntos tx = kh,k =
0,1,...,n, siendo h el espaciado constante entre
puntos o paso, la aproximacién para su integral o
derivada de orden o puede expresarse como

y(nh) = h=*(w(z"1))¥*f(nh),  (48)
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Figura 9. Factores atraso/adelanto, correspon-
dientes a polos y ceros entrelazados, para
aproximar el comportamiento frecuencial de
los operadores fraccionarios

donde 2z~ es el operador de traslacién y w(z~!)
es la funcién generadora que, junto a su método
de expansién, determinan tanto la forma como los
coeficientes de la aproximacion.

Es preciso tener en cuenta que el caso de la re-
alizacién discreta de controladores o filtros frac-
cionarios no es equivalente a los casos de simu-
lacién o evaluaciéon numérica de los operadores
integro-diferenciales fraccionarios. En el caso de
la aproximacién numérica, til para la integracién
numérica de ecuaciones y la simulacién dindmica
de sistemas, debemos tener en cuenta el coste
computacional y la convergencia del algoritmo,
lo que nos llevara a elegir el método y el paso a
utilizar. En el caso de realizacién de controladores
es necesario, sin embargo, tener en cuenta algunas
otras consideraciones importantes.

En primer lugar, el valor de h, el paso o sepa-
raciéon entre puntos cuando tratamos de evalu-
acién numérica o simulacién, es el valor del pe-
riodo de muestreo, T'; en segundo lugar, todo
el proceso requerido por la ley de control debe
realizarse en un intervalo de tiempo sensiblemente
inferior al periodo de muestreo. Por otra parte, el
nimero de términos del desarrollo de la funcién
generadora considerados para la aproximacién de-
termina el tamano de la memoria requerida para
llevar a cabo la ley de control. Asi, en este caso,
el sistema microprocesador empleado impondrd
restricciones en base a sus limitaciones de veloci-
dad de muestreo, potencia de cdlculo y memoria.
Ello hace que tengamos que decidir no sélo el
paso (periodo de muestreo) y el método (funcién
generadora), sino el tipo de expansién y el orden
del filtro.

Por otra parte, las aproximaciones discretas pueden
verse como el resultado de discretizar el operador
s% 0 < a < 1, mediante el operador discreto
(w(271))®. Teniendo en cuenta las relaciones entre

los planos s y z, el hecho de que sea deseable
que las aproximaciones continuas sean funciones
racionales en s con polos y ceros entrelazados a
lo largo del eje real negativo, equivale a que las
buenas aproximaciones discretas sean funciones
racionales en z con ceros y polos entrelazados a
lo largo de z € (—1,1). Por tltimo, se ha de tener
en cuenta que obtener una determinada respuesta
frecuencial exige muchos menos coeficientes si se
utiliza un filtro ITR (Respuesta Impulsiva Infini-
ta) que si se utiliza uno F'I R (Respuesta Impulsiva
Finita), es decir, una funcién racional en z=! en
lugar de un polinomio.

Son muchos los métodos propuestos en la liter-
atura técnica para la aproximacién discreta de
operadores fraccionarios con propdésitos de control
o filtrado, y un excelente andlisis de los mismos se
puede encontrar en (Valério, 2005). En su mayor
parte estos métodos estdn basados en férmulas de
cuadratura de la integral fraccionaria

‘ -

(t—71)*"'f(r)dr, T > 0,0 € RT,
(49)

I°f(t) =

0 —

—

(@)

o en formas de aproximacién numérica de las
derivadas. En ambos casos se utilizan diferentes
funciones generadoras correspondientes a difer-
entes tipos de aproximacién, siendo las maés
usuales la regla rectangular regresiva (método de
Euler) y la regla trapezoidal. La primera, con una
funcién de la forma

w(z™) = (1-271), (50)

da como resultado, cuando se expande en serie de
potencias, el filtro F'I R equivalente a la férmula de
Griindwald-Letnikov para la derivada fraccionar-
ia. Si utilizamos cualquiera de estas funciones gen-
eradoras y hacemos una expansién en fracciones
continuadas, o una expansién en serie de poten-
cias separada para numerador y denominador en
caso de la regla trapezoidal, obtendremos como
derivadores o integradores fraccionarios aproxi-
mados filtros ITR. Esto es, filtros digitales de la
forma

P —1
Di(x(z) _ Ta P(zil) ,
Qq(z71)
donde P, y @), son polinomios de grado p y ¢
respectivamente, y T es el periodo de muestreo.

(51)

5.4 Consideraciones Generales sobre la Realizacion
de los Controladores

En general, hay dos maneras de realizar los con-
troladores: una hardware basada en el uso de


Marina
Text Box
Introducción al Control Fraccionario

JLDIEZ
Line

Marina
Text Box
18


B. M. Vinagre, C. A. Monje

19

T

Figura 10. Dispositivo fractal para la realizacién
de impedancias fraccionarias: V/I = 1/Cs®,
0<axl

I -
1 oy

W, r
IN—/\/\/\/_ Vour

Figura 11. Filtro activo con impedancia
fraccionaria (Zp) en la realimentacidn:
Vout/‘/in ~ *ZF/RI

un dispositivo fisico, y una software o discreta
basada en un programa que se ejecuta en un
microprocesador. En electrénica analdgica, la re-
alizaciéon hardware implicard el uso de disposi-
tivos o circuitos electrénicos que sinteticen la fun-
cién de transferencia requerida como admitancia
o impedancia. Para realizar tal funcién se pueden
considerar al menos dos posibilidades: la fabri-
cacion de un dispositivo microelectrénico que, por
construccion, tenga la impedancia o admitancia
requerida (ver Figura 10); o bien realizar una de
las aproximaciones racionales estudiadas utilizan-
do redes de resistencias, condensadores e induc-
tancias con una determinada topologia (escalera,
cascada, drbol o celosia).

Es preciso tener en cuenta que para ser realizable
como impedancia o admitancia en la forma arriba
comentada, la aproximacién racional de partida
debe ser una funcién real positiva. Es posible
demostrar que cualquiera de las buenas aproxi-
maciones racionales obtenidas es una funcién real
positiva por tener polos y ceros entrelazados a lo
largo del eje real negativo. Ademads, estas realiza-
ciones pueden ser mejoradas utilizando elementos
activos en los circuitos, principalmente amplifi-
cadores operacionales. Es decir, puede obtenerse
mayor flexibilidad en las realizaciones si las sinte-
tizamos como filtros activos (ver Figura 11).

Para cualquier realizacién discreta es preciso
disponer de una ecuacién en diferencias. Dicha
ecuacién en diferencias puede obtenerse mediante
la aproximacién numérica de una ecuacién difer-
encial o mediante la transformacién Z inversa
de numerador y denominador en una funcién de
transferencia discreta. Para este tltimo caso es

posible utilizar cualquiera de las aproximaciones
discretas mencionadas o la versién discreta de
cualquiera de las aproximaciones continuas. Por
otra parte, considerando el sistema descrito por
una funcién de transferencia discreta como un
filtro digital, pueden tenerse en cuenta considera-
ciones ttiles bien conocidas en la teoria de filtros
digitales con objeto de elegir la mejor estructura
para la realizacion.

6. HERRAMIENTAS SOFTWARE PARA EL
MODELADO Y SIMULACION DE SISTEMAS
FRACCIONARIOS

Existen en la actualidad diversas herramientas
software dedicadas al modelado y simulacién de
sistemas fraccionarios. El interés que esta desper-
tando el célculo fraccionario, cuyas aplicaciones en
campos como el de control y otros muy diversos
son crecientes, hace que este tipo de herramientas
sean cada vez de mayor utilidad y necesidad. El
propdsito comin de todas ellas es ofrecer la posi-
bilidad de incluir elementos de orden generalizado
tanto para el modelado de sistemas como para el
control de los mismos.

En esta linea, el equipo CRONE lleva desde prin-
cipios de los anos 90 desarrollando un toolbox
para Matlab (Melchior, et al., 2004), consistente
en varios médulos dedicados a la identificacién de
sistemas y control de orden fraccionario para sis-
temas SISO y MIMO. De entre los médulos prin-
cipales caben destacarse los siguientes: Fractional
Calculus, que incluye unidades como la derivada
fraccionaria; System Identification by Fractional
Model, para la identificacién de sistemas de or-
den no entero; CRONE Control System Design,
que contempla las tres generaciones del control
CRONE; y Fractional Simulink Library, que per-
mite incluir en los modelos de Simulink elementos
de orden no entero. A la realizacién de esta her-
ramienta han contribuido muy diversos trabajos,
pudiéndose encontrar una buena descripcién de
los mismos en (Oustaloup, et al., 2000; Melchior,
et al., 2002).

Otra herramienta interesante es la denominada
Ninteger (Valério and S Da Costa, 2004a), que, a
diferencia del toolbox del equipo CRONE, es de li-
bre distribucién con cédigo accesible para Matlab.
Desarrollada en el Instituto Superior T'écnico de la
Universidad Técnica de Lisboa, estd ideada para
facilitar el desarrollo de controladores fraccionar-
ios en sistemas SISO, tanto en el dominio del tiem-
po como en el de la frecuencia. Para ello cuenta
con funciones de implementacién de las distin-
tas aproximaciones de controladores fraccionarios,
funciones para la identificacién de sistemas y una
interfaz grafica que permite la gestion de estas
funciones y el disenio de controladores de orden
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no entero de una manera interactiva y sencilla.
Puede encontrarse una mayor descripcién de estas
funciones en (Valério and S& Da Costa, 2002;
Valério and Sa Da Costa, 2003a; Valério and S&
Da Costa, 2003b; Valério and Sa Da Costa, 2004b;
Valério, 2005).

7. ACTUALIDAD DEL CONTROL
FRACCIONARIO

Como signos de la creciente actividad en Control
Fraccionario, diremos que, ademés de las cada vez
mads numerosas contribuciones individuales, desde
el ano 2002 se han ido sucediendo workshops,
sesiones especiales, sesiones invitadas y nimeros
especiales en congresos y revistas internacionales:
IEEE Conference on Decision and Control (Las
Vegas, USA 2002), ASME Conference on Mechan-
ical Vibration and Noise (Chicago, USA 2003,
Long Beach, USA 2005), Nonlinear Dynamics
(Vol. 29, Nos. 1-4 2002, Vol. 38, Nos. 1-4 2004),
Signal Processing (Vol. 83, No. 11, 2003, en pren-
sa 2006). Ademds, se empiezan a celebrar, bajo
el patrocinio de importantes organismos interna-
cionales ligados al control automético, congresos
especificos sobre céalculo fraccionario con gran rep-
resentacién de la comunidad de control (IFAC
Workshop on Fractional Differentiation and its
Applications, Bordeaux 2004, Oporto 2006), y a
publicarse libros recogiendo los iltimos avances en
calculo fraccionario, con gran nimero de trabajos
relativos a las aplicaciones en teoria de control.

Todo ello no es méas que el resultado de la actu-
alidad del cédlculo fraccionario, siendo las aplica-
ciones en teorfa control de aquéllas que, en buena
medida, han contribuido a dicha actualidad. Hoy
en dia, y tal como se puede ver en los eventos
y publicaciones anteriormente citados (ver, e.g.
(Agrawal, et al., 2004; Tenreiro, 2002; Ortigueira
and Tenreiro, 2003; Le Mehauté, et al., 2005)), las
aplicaciones del cédlculo fraccionario en control se
extienden, entre otros, a los siguientes campos:

= Teoria de sistemas: Modelado, teoria de esta-
bilidad, sensibilidad y robustez.

= Disefio de controladores: Control adaptativo,
control de aprendizaje iterativo (ILC), con-
trol deslizante (SMC), Control 6ptimo.

= Aplicaciones en: control y supresién de vibra-
ciones, supresién de ruido, control de posicién
y velocidad, amortiguacién activa, sistemas
electrénicos de potencia, sistemas hidrduli-
cos, robdtica flexible, robética maévil.

Queda, sin embargo — y sirva esto como conclusién
— la formulacién clara de una Teoria de Control
para Sistemas de Orden Generalizado, es decir,
queda reformular la actual teoria de control (al
menos de sistemas lineales invariantes en el tiem-

po) tomando los sistemas de orden entero como
casos particulares.
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