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Resumen

En este trabajo se determina de forma numérica la frontera del conjunto de alcanzabilidad de una ecuacién diferencial de
segundo orden con una perturbacién externa, empleando la solucién del problema de la variacién maxima de las amplitudes de
oscilacion de sus soluciones. El método consiste en determinar en un conjunto de funciones dado, la perturbacién externa que
provoque amplitudes de oscilaciéon maxima en las soluciones de la ecuacién diferencial que describe, como caso particular, la
dindmica de un sistema mecdnico controlable con impactos. Con ayuda de esta perturbacion, se determina la existencia de una
trayectoria cerrada que describe la frontera del conjunto de alcanzabilidad, lo cual permite establecer condiciones suficientes sobre
la estabilidad robusta de las soluciones de la ecuacion diferencial. Los resultados se ilustran de forma numérica en casos particulares.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales, sistemas de control no lineal, perturbaciones, estabilidad robusta.

Attainability set of a mechanical controlable system and conditions of robust stability
Abstract

In this work, the boundary of the attainabbility set of a second order differential equation with an external perturbation is deter-
mined numerically, using the solution of the problem of the maximum variation of the oscillation amplitudes of its solutions. The
method consists in determining, in a given set of functions, the external perturbation that causes maximum oscillation amplitudes
in the solutions of the differential equation that describes, as a particular case, the dynamics of a controllable mechanical system
with impacts. With the help of this perturbation, the existence of a closed path that describes the boundary of the reachability set
is determined, which allow to establish sufficient conditions on the robust stability of the solutions of the differential equation. The
results are illustrated numerically in particular cases.

Keywords: Differential equations, nonlinear systems of control, perturbations, robust stability.

1. Introducciéon zabilidad, y es una de las construcciones mds importantes debi-
do a las aplicaciones en la teoria de problemas de optimizacién
y sistemas dindmicos, ver (Kurzhanski and Valyi, 1999; Hol-

zinger and Scheeres, 2011; Gusev, 2014; Gémez et al., 2015).

Un problema de interés en el estudio de los sistemas dindmi-
cos que admiten perturbaciones externas, consiste en determi-
nar, y en el mejor de los casos, en aproximar la regién Dy en el

espacio de estados al que las soluciones pueden acceder en un
instante 7 > 0 considerando diferentes acciones de las pertur-
baciones admisibles. Este conjunto se llama conjunto de alcan-
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En particular, en el planteamiento de este problema es ttil
conocer la frontera del conjunto de alcanzabilidad Dy cuando
T — oo.
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Si los sistemas dindmicos se describen por ecuaciones dife-
renciales no lineales con perturbaciones externas restringidas,
existen diferentes técnicas para aproximar los conjuntos de al-
canzabilidad. Por ejemplo, en los trabajos (Kumkov and Zhari-
nov, 2004; Vinnikov, 2015; Parshikov and Matviychuk, 2017),
se presentan algoritmos que permiten estimar de forma numéri-
ca tales conjuntos cuando los valores de las perturbaciones per-
tenecen a un conjunto cerrado y acotado en IR”. Un caso par-
ticular de interés en este contexto, es la estimacion de los con-
juntos de alcanzabilidad de los sistemas difusos Takagi-Sugeno
bajo perturbaciones persistentes, ver Pitarch et al. (2015).

Cuando los sistemas dindmicos se describen por sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales con perturbaciones exter-
nas con algun tipo de restriccion, existen diferentes trabajos en
los que se han desarrollado y propuesto diferentes métodos para
estimar y describir el conjunto de alcanzabilidad y, en particu-
lar, la frontera de este conjunto. Por ejemplo, en el caso de sis-
temas lineales invariantes en el tiempo o politdpicos, en Boyd
et al. (1994) se presenta un método de aproximacién basado
en desigualdades matriciales lineales. Usando este método, en
Bugrov (2016) se describe un procedimiento que permite apro-
ximar de forma interna y externa el conjunto de alcanzabili-
dad mediante elipsoides. Otro enfoque diferente sobre el mismo
problema se puede encontrar en (Gusev, 2012, 2014). Por otra
parte, en el caso de sistemas lineales con retardo, en (Fridman
and Shaked, 2010; Shen and Zhong, 2011) se presenta un méto-
do que permte estimar conjuntos de alcanzabilidad empleando
también elipsoides. En el caso particular de sistemas de ecua-
ciones diferenciales lineales de orden tres, en (Bugrov and For-
mals’kii, 2017) se presenta un método geométrico que permite
determinar de forma numérica el conjunto de alcanzabilidad en
instantes T > 0 considerando diferentes tipos de restricciones.

Un método alternativo que se puede emplear para determi-
nar la frontera del conjunto de alcanzabilidad D, en algunos
sistemas lineales de orden dos, se obtiene como solucion del
problema de desviaciéon médxima de B. V. Bulgakov, cuya for-
mulacién se puede consultar en Elishakoff and Ohsaki (2010).
La importancia de este método se debe, principalmente, a la po-
sibilidad de construir la frontera del conjunto de alcanzabilidad
a partir de la solucién de una ecuacién diferencial. Tomando
en consideracion esto, en este trabajo se muestra como dicho
método permite construir, de forma numérica, la frontera del
conjunto de alcanzabilidad D., de una familia de ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden definidas por tramos y
con una perturbacién externa.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En la sec-
ci6én 2 se establece la familia de ecuaciones diferenciales que
es el objeto principal de estudio. En esta familia se presenta,
como un ejemplo particular, un modelo que describe un sis-
tema mecénico con impactos conocido en la literatura. En la
seccion 3 se construye una trayectoria cerrada C* a partir de un
elemento de esta familia, y se muestra que esta trayectoria des-
cribe la frontera del conjunto de alcanzabilidad D, de la familia
considerada. Finalmente, empleando la construccion de la tra-
yectoria cerrada C*, en la seccidn 4 se establecen condiciones
suficientes de estabilidad robusta para la familia de ecuaciones
diferenciales.

2. Descripcion del modelo

Un objeto de estudio en diferentes aplicaciones de sistemas
mecdnicos es la familia de ecuaciones diferenciales de segundo
orden

X+2H(x)x + K(x,u) = u, 0
u€U:={ueKCIR):u@®)<d},

donde H: R - Ry K : R XU — R son funciones continuas
a trozos, u = u(f) es una perturbacién, 6 > 0 es una constan-
te dada, y KC(IR) denota el conjunto de funciones continuas a
trozos definidas sobre IR. El conjunto de alcanzabilidad de la
familia (1) con condiciones iniciales nulas se define como

Do = {x,() e R? :u € U,120}.

donde x,, := (x,,%,)", x, es la solucién de (1) asociada a una
eleccién u € U, y T denota el simbolo de transposicién. Se
supone ademas definida la norma vectorial

lIxu (Dl = max {|x, (O, [%, (DI}, 1= 0.

Algunas investigaciones de los elementos de (1) se realizan
en (Weger and der Water, 2000; Ibrahim, 2009).

En la literatura se conocen varias propiedades del conjunto
D, de algunos casos de la familia (1). Por ejemplo, si H(x) = u
y K(x,u) = w?x, donde 0 < U < w, entonces se sabe que la
frontera del conjunto de alcanzabilidad D, se describe por un
ciclo limite C que es global y orbitalmente estable, ver (Zher-
molenko, 1980; Bugrov, 2016). En este caso, el ciclo limite se
obtiene como solucién del problema de desviacién maxima de
los semi-periodos de oscilacion sobre el eje X = 0. Por otra par-
te,si H(x) = py K(x,u) = (1 + au)x, donde 0 < u < V1 —asd,
se conoce que (1) posee un ciclo limite C que se obtiene co-
mo solucién del problema de desviaciéon maxima de los semi-
periodos de oscilacién sobre el eje x = 0, y que este describe la
frontera del conjunto de alcanzabilidad D, de (1), ver (Bugrov,
2016; Aleksandrov et al., 2007; Zhermolenko, 2007). La exis-
tencia de este ciclo limite, y su dependencia respecto al pardme-
tro ¢ que define el conjunto U, permite establecer un criterio de
estabilidad robusta para las soluciones de la familia de ecuacio-
nes diferenciales (1), ver Aleksandrov et al. (2010, 2016).

Planteamiento del problema. Como caso concreto de (1), se

tiene interés en determinar la frontera del conjunto de alcanza-

bilidad D, de la familia de ecuaciones diferenciales
{)'c' + 2Ho(x)% + Ko(x)x = u,

2
ue Uy :={ueKCR) : u(t) < Lo?}, @

donde L > 0 y los coeficientes son las funciones constantes a
trozos:

x> -L,

x < -L,

u,  x=>-L,

,up9 x < _Ls P>

w?,
Hy(x) = Ko(x) =9 ,
w

conl<u<wy0<u, <wp.

En la familia (2) se encuentra incluido un modelo que se
estudia en Ma et al. (2006), el cual describe la dindmica de un
mévil con impactos cuando se considera la perturbacién exter-
na admisible u(r) = Lw? cos(¢t) y los pardmetros y = ¢ /2m,
1y = (c1 + ¢2)/2m, w* =k /m y a)lz, = (k1 + kp)/m. El sistema
consiste de un moévil de masa m que se desliza sin friccién y que
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estd sujeto en uno de sus extremos por un resorte y un amorti-
guador con constantes de elasticidad y viscosidad k; y c¢. Cuan-
do este resorte se encuentra en estado estacionario, el extremo
izquierdo del mdvil se halla a una distancia L de un segundo
movil carente de masa que estd sujeto en el extremo opuesto
por un resorte y un amortiguador con constantes de elasticidad
y viscosidad k; y ¢;, ver la Figura 1. Cuando x > —L se tiene
un modelo clasico masa-resorte-amortiguador, pero si x < —L,
entonces este modelo admite impactos en su dindmica.

Otros casos particulares de la familia (2) se describen en la
literatura, por ejemplo en (Natsiavas, 1990; Dyskin et al., 2012).

u(t)

R e
ko _|J -L ‘ k1
30090050 '
= — m =
= x =
o0

Figura 1: Ejemplo de un sistema mecdnico con una perturbacién externa mode-
lado por un elemento del problema (2).

3. Soluciones de amplitud maxima

Cada elemento de la familia de ecuaciones diferenciales (2)
asociado a una perturbacién u € U, se puede representar de
forma equivalente a la siguiente ecuacion diferencial no lineal
de primer orden con una perturbacién externa

W o ko —2Hy 0+ L,

dx X X
Luego, de los resultados que se presentan en (Zhermolenko,
2007; Formal’skii, 2010), si se busca la perturbacién externa en
Uy que provoque el mayor valor absoluto de la derivada dx/dx
sobre cualquier punto del plano de fases que pertenece a la tra-
yectoria de la solucidn, se obtiene la perturbacién externa

u(r) ;= arg (méx {—Ko(x))—.c —2Hy(x) + Z})
ueUy X X
= Lo’ sign (1),

la cual provoca amplitudes maximas de oscilacién en la solu-
ci6n del siguiente elemento de la familia de ecuaciones diferen-
ciales (2),

¥+ 2Ho(x)x + Ko(x) = Lw?® sign X, 3)

en comparacion con las amplitudes de oscilacién de las so-
luciones de los demds elementos de esta familia. La funcién
uw (t) = Lo? sign x(¢) es llamada peor perturbacion externa en
el contexto del problema de desviacién méxima de B. V. Bulga-
kov, ver (Zhermolenko, 1980, 2007; Aleksandrov et al., 2016).

De la definicién de las funciones Hy y Ky, asi como de la
definicién de la peor perturbacidn externa, el espacio de fases

Q = R? de la solucién de (3) se divide en las regiones

Q ={r T eR: -L<xyi<0},
Q= {9 eR*:x<-Lyi<0},
Q;:={x 0T eR*:x<-Ly0<il,
Q:={x 0T eR:-L<xy0<i,

en cada una de las cuales (3) resulta ser una ecuacion diferencial
lineal de segundo orden con coeficientes constantes. Se observa
ademads que existen dos superficies de discontinuidad

T = {9 e Rk =0},
%= {0 e R x =L}

Se muestra en los siguientes apartados que la ecuacién dife-
rencial (3) posee una trayectoria cerrada como solucién, y que
esta cruza de forma transversal las superficies de discontinui-
dad de cada dos regiones adyacentes, es decir, que no admite
ningtn tipo de deslizamiento sobre cada superficie de discon-
tinuidad, ver Yakubovich et al. (2004). Finalmente, se muestra
que la trayectoria cerrada describe la frontera del conjunto de
alcanzabilidad de la familia de ecuaciones diferenciales (2).

3.1. Construccion del primer semi-ciclo de oscilacion

Se elige un punto py = (a,0)" € £y, con ay > 0 suficien-
temente pequefio tal que pp € Do, ¥ se suponen condiciones
iniciales para (3) de la forma (x,(0), x,-(0))" = po. Entonces la
solucion de (3) en Q; se describe por

X () = (L + ap)e ™™ (cos It + % sin ﬂt) -L,

donde ©# := +/w? — u2. De esta expresion se obtiene el pri-
mer instante 77 > 0 en el cual admiten solucidn las ecuaciones
X (T1) = =Ly %,,(T1) = —=Ro, donde

T —1(ﬂ+arctan’u)
T o\2 o)

y Ry = R(ayp), con
R@) =w(L+a)e*,

El instante 7| determina en el plano de fases el punto de
transicion q; = (—L,—Rg)" € X, entre las regiones Q; y ), y
ya que Ry # 0, se sigue que la solucién de (3) intersecta de for-
ma transversal la superficie de discontinuidad X, en el instante
T,. Esto permite continuar la solucién de (3) en €2, tomando las
condiciones iniciales (x,(T7), %,+(T1))" = qy.

Del valor que toma la peor perturbacién externa y los valo-
res de los coeficientes de la ecuacion diferencial (3) sobre Q,,
la solucidn sobre este conjunto es

X, (1) = —e T Loy cos B, =T+

Lw_p, + R Lw?
T Ging, (- Th)| - ==,
), wy,
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donde w_ := 1 - w’/w) y ¥, := w2 —u2. Esta expresion
permite hallar el primer instante 7, > T en el que se cumplen
las ecuaciones x,:(T2) = —ay y x,-(T») = 0, para cierto a; > 0,

donde

I (n u w?
T,-T) = —|= —arctan| =2 + ——Lw_|].
2 1 ﬂp [2 arc an(ﬁp Roﬂp . ])

La solucién de (3) con condicién inicial pg = (ag,0)" defi-
nida en ©; U Q,, describe un semi-ciclo inferior de oscilacién
para t € [0, 7], con la propiedad de que la siguiente intersec-
cién con la superficie de discontinuidad X; se da en un punto
p: = (—a1,0)7, donde el pardmetro a; > 0 determina una fun-
cion secuencial a; := F(ay) definida por:

2 2 2
o = Roﬁpe—u,m—m 1+ ("i + ) L Le” )
2 9, Rod, 2
wp P oVp Wy

El instante 7| es constante y depende tnicamente de los
parametros de la ecuacién diferencial (3), no obstante, el ins-
tante 75 no es constante y depende de la condicién inicial. Lo
anterior muestra que el tiempo necesario que se requiere pa-
ra construir un semi-ciclo inferior de oscilacién de la solucién
de (3) es variable, y que este depende de la condicién inicial
Po = (ap, 0)" que se considere.

3.2.  Construccion del segundo semi-ciclo de oscilacion

Se considera el siguiente procedimiento. Se supone que
existe Qp > O tal que la solucién de la ecuacién diferencial
(3) permite construir dos arcos solucioén p;q» y q2p2 que des-
criben el semi-ciclo superior de oscilacién, suponiendo que
el punto q, es la condicién inicial de la ecuacién diferencial
(3), y p2 = (@2,0)" es un punto sobre la superficie de dis-
continuidad ;. Si el supuesto anterior es valido, entonces de-
be existir un instante 73 > T, en el cual la solucién cumple
(e (T3), % (T3) " = Q.

De acuerdo con los valores que toman los coeficientes de
la ecuacion diferencial (3) y la peor perturbacién externa, su-
poniendo el cambio de coordenadas y,(¢) = x,-(T3 — t) donde
t € (T3 — T, T3), la parametrizacion (y,:(t), y,~(t))" describe el
arco pi(qp recorrido en tiempo inverso, es decir, desde el pun-
to qp hasta el punto p; en Q3. Bajo este cambio de variable, la
solucién de (3) esta dada por

Lowpp, — 0o 2
X (1) = —et! (Lw+ cos Pt — ————sin,t| + —-,
P wp
donde w, := 1 + w*/w). De la eleccién del nuevo siste-

ma de coordenadas, se observa que se cumplen las ecuaciones
Yu(T3 = T2) = —ay y yu (T3 — T2) = 0, donde

1 (= By W
T3-T,=—|= tan| — — L .
3 2 ﬁp [2 + arc an(ﬂp Qoﬁp a)+)]

De esto se obtiene una funcién secuencial @; = G(Qy) que se
define por:

— Qoﬂp e,up(T3 -T>)
2

Wy

w? 2 Lo
. 1+(’i ”Lw)—i. (5)

ﬁp - Qoﬂp ’

Se sigue de (5) que existe una dependencia implicita del
pardmetro Qp y el pardmetro @, definido en (4), lo cual permite
concluir que es posible expresar, al menos de manera local, una
relacién de la forma Qy = G™!(«;). Esto permite construir una
solucién de (3) definida en Q; U Q, U Q3 que intersecta de for-
ma transversal las superficies de discontinuidad X y %, en los
instantes Ty < T, < T5.

La construccién del arco pp, se obtiene considerando que
la solucién de (3) tiene recorrido en sentido positivo, es decir,
desde el punto q, hasta el punto p,. Asi, la solucién de (3) en
Qg es

X (1) = —e"(’T3)(2L cos?(t —T3) +

2L —
+ ’U—Qosinﬂ(t—T3))+L.

Del hecho de que se satisfacen las ecuaciones x,+(T4) = a7 y
X, (T4) = 0, se sigue que

1(rm u o 2Le?
Ty—Ts =~ = —arctan = —
3 ﬁ(z arcan(ﬂ Qoﬁ))

y que es posible expresar una funcién secuencial a; = H(Qp)
definida por

— Qoﬁe—#(TrTﬁ 1
2
w

2Lw?\
@ +(’—‘ d ) +L. (6)

9 Q)

Se extiende la observacion que se hizo al final de la subsec-
cioén 3.1: los instantes T3 y T4 no son constantes debido a que
estos dependen de 7>, el cual a su vez, depende de la condicién
inicial pg = (a,0)". Por tanto, resulta que el tiempo necesario
que se requiere para describir un ciclo de oscilacién de la so-
lucién de (3) es variable, y este depende de la condicidn inicial
que se considere.

3.3.  Existencia de una trayectoria cerrada

En la construccién del primer ciclo de oscilacién de la
solucion de (3) se observa una dependencia implicita entre
los pardmetros a, y g, la cual se obtiene de las expresiones
@ = H(Qy), Qo = G (1), @1 = F(Ry) y Ry = R(ap). Luego

@ = H(G™ (F(R(a0))))-

Como esta relacién no depende de la eleccion del pardmetro ay,
si este procedimiento se repite de forma iterativa suponiendo
que para n > 2 se tiene una condicién inicial p, = (a,,0)", con
a, > 0 suficientemente pequefio de tal manera que p,, € D, S€
obtiene para la ecuacién diferencial (3) un ciclo de oscilacién
tal que la nueva interseccién con la superficie de discontinui-
dad X; se da en un punto de la forma p,;2 = (@u42,0)7, donde
el pardmetro 4, > 0 se describe por la relacién de recurrencia

Uns2 = HG™(F(R(a))))s

la cual se obtiene de: @0 = H(Qy), On = G (@ns1), Apit =
F(R,) y R, = R(a;,), donde el pardmetro Q, > 0 se determina
de manera implicita de la ecuacién @,+; = G(Q,). Sin embargo,
ya que no es posible conocer de forma explicita cada una de las
relaciones Q, = G~ (aus1) para cada n > 0, resulta una tarea
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dificil el hallar de forma explicita el comportamiento asintético
de la sucesion {a@,} que describe las intersecciones de la solu-
cién con el eje x = 0 a partir de esta relacién de recurrencia.

No obstante, es posible determinar si la ecuacién diferen-
cial (3) posee una trayectoria cerrada C* al determinar si existen
parametros @y > 0y Qg > O tales que py = p». Este problema
es equivalente al problema de obtener solucién al sistema de
dos ecuaciones no lineales con dos incégnitas:

F(R()) — G(Qo) =0, o
ao — H(Qp) =0,
el cual se obtiene de (4), (5) y (6). Si (7) posee soluciones, éstas
se denotan respectivamente por aj y Q.

La existencia de los valores af y Qf permiten definir los
puntos de interseccidn de la trayectoria cerrada con las superfi-
cies de discontinuidad en el plano de fases, los cuales se deno-
tan por:

p?) = (ag’ 0)T7 pT = (_Q’T, O)T’

. T T ®
q, = (_L’ _R()) > U = (_L’ Q()) B

donde a] = F(ap) y R = R(a;). En la Figura 2 se ilustra este
esquema de construccion.

QQ / Ql

b x

Figura 2: Esquema sobre la construccion de una trayectoria cerrada de la ecua-
cion diferencial (3).

Ya que no es posible determinar de manera analitica los
pardmetros a y Qg en (7) debido a la presencia de términos
trascendentales, el empleo de métodos numéricos permite sim-
plificar la tarea. En este contexto, es conveniente determinar de
forma numérica el pardmetro Q debido a su naturaleza implici-
ta y, con ello, determinar los pardmetros a;, Rj y ] a partir de
este valor.

La dependencia del pardmetro a; que se describe por las
ecuaciones a; = F(Ry) y a1 = G(Qy) en las relaciones (4) y
(5), permite escribir la primera de las ecuaciones del sistema no
lineal (7) en la forma equivalente

2Lw?
a(Qe™ @ = a_(Roye" ™ = —— =0, ©)
P

donde

Bps Hp _ @5 >
a.(s) = L \/1 + (— F —Lwi) s
wf, 9y  Ops

2 w)
bi(s) = J_rg—;(g + arctan(lg—z F ﬁ;sti));

mientras que de la dependencia del pardmetro @, que se presen-
ta en la ecuacion @y = a, = H(Qp) que se describe en (6), se
sigue que la segunda ecuacién no lineal de (7) es equivalente a

H(Qo) = a(Qp)e” ) + L, (10)

s u  2Lw?\?
S Y
“W=2\ (555

_ AT &_Zsz))
b(s) = 0(2 arctan(ﬂ )

Las representaciones (9) y (10) permiten escribir el sistema
no lineal de ecuaciones (7) como una ecuacién no lineal con
una incégnita de la forma

h(Qo) =0, an

donde

donde
2Lw?

2
a)p

h(s) = a,(s)e"" — a_(R(H(s)))e - RHE —

Se obtienen los siguientes resultados.
Proposicion 1. La ecuacién (11) posee una tdnica solucién
0y >0.
Para demostrar la proposicion 1, se observa que de la defi-
nicién de las funciones a y b se cumple
lim H(s) = 2L exp(—iﬂ) + L
s—0 )

y, por consiguiente, lim,_,o R(H(s)) = A, donde

A= 2Lw(1 + exp(—%)) exp(—f—; (g + arctan %))

En consecuencia, resulta que

lim h(s) = Lw- - a_(A)e- < 0.
Rid
Por otra parte, como

. Hp (7t Hp
lim b.(s) = +—(—= + arctan — ),
s—>-+00 +(9) ﬁp(z ﬁp>
y limy, o a.(s) = +oco, se obtiene 1im;_, o A(s) = +oo. Esto
muestra que existe Qg > 0 tal que h(Qp) = 0. Ahora bien, como
h es una funcidn creciente para s > 0, se sigue que la raiz 9 es
Unica.

Proposicion 2. Existe una dnica constante 4 > 0 tal que
Qp = AL.

Para demostrar la proposicién 2, es suficiente con observar
que existen funciones A;(1) y B.(4) que s6lo dependen de los
parametros de la ecuacion diferencial (3), excepto de L, y que

h(AL) = L- g(d)
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donde

20?2
—
Wp

g) = A (D)™ V — A_()e W -
Tales funciones se obtienen de observar la validez de las si-
guientes expresiones:

a_(R(H(AL))) = LA_(),
b_(R(H(AL))) = B_(A),

a(AL) = LA, (1),
by (AL) = B.(A).

Se sigue de la proposicién 2 que A se puede poner en fun-
cién de los pardmetros de la ecuacién diferencial (3), excepto
de L.

De las proposiciones 1 y 2 se concluye que la solucién de
la ecuacién no lineal (11) implica la existencia de una dnica
trayectoria cerrada C* para la ecuacion diferencial (3) que es
independiente de las condiciones iniciales, y que s6lo depende
de los pardmetros que definen la ecuacion diferencial (3), ex-
cepto de L. Como conclusién de estas proposiciones, se obtiene
el siguiente resultado:

Teorema 1. La ecuacién diferencial (3) posee una tunica tra-
yectoria cerrada C*.

3.4. Frontera del conjunto de alcanzabilidad

Se mostré en el apartado anterior que la ecuacién diferen-
cial (3) posee una unica trayectoria cerrada C* cuya construc-
cidn se ha realizado en las regiones Q, Q,, Q3 y Q4 que dividen
al plano de fases Q) mediante dos superficies de discontinuidad
2] y X, las cuales son determinadas bajo el efecto de la peor
perturbacién externa y de la definicién de los coeficientes no
lineales de la ecuacion diferencial (3), como se muestra en la
Figura 2.

Por otra parte, de la definicién de la peor perturbacion ex-
terna, se sigue que la trayectoria cerrada C* describe la frontera
del conjunto de alcanzabilidad D, de la familia de ecuaciones
diferenciales (2), de acuerdo con los resultados de Formal’skii
(2010). Para ver porque esto es asi, es suficiente con observar
que si existe alguna otra perturbacién externa i € U tal que
la correspondiente trayectoria solucion I' := {x;(f) € Q : t > 0}
asociada a la ecuacién diferencial

X+ 2Hy(x)x + Ko(x) = 1,

con condiciones iniciales py = (ap,0)" € D, abandona el
conjunto D, en algtn instante 7 > 0, entonces para ese instante
tiene lugar la desigualdad

dx, dx;
<
dx, dx;

lo cual naturalmente contradice la definicién de la peor pertur-
bacién externa. Esta contradiccion muestra que C* debe descri-
bir la frontera del conjunto de alcanzabilidad D, para la familia
de ecuaciones diferenciales (2).

En este contexto, C* es llamada trayectoria cerrada mdxi-
ma de la familia de ecuaciones diferenciales (2).

Se concluye que toda solucién x,, = (x,, x,)" de la familia
de ecuaciones diferenciales (2) asociada a una perturbacion ex-
terna u € Uy con condiciones iniciales pg € Do, satisface la
propiedad geométrica siguiente: x,(f) € Do, para todo instante
t>0.

4. Estabilidad robusta

En la subseccién 3.3 se mostré que la ecuacién (11) posee
solucién tinica Q) = AL para alguna constante A > 0y, por con-
siguiente, la ecuacién diferencial (3) posee una Unica trayecto-
ria cerrada maxima C* = {x,-(¥) € Q : 1 € [0, T4)} que describe
la frontera del conjunto de alcanzabilidad D, de la familia de
ecuaciones diferenciales (2). Las intersecciones de C* con las
rectas ¥ = 0y x = —L se dan en los puntos p;, pj, 4] ¥ 45
definidos en (8).

Con ayuda de la construccion de C*, en este apartado se es-
tablece un criterio de estabilidad robusta para la familia de ecua-
ciones diferenciales (2), empleando la siguiente definicion que
se basa en el concepto de estabilidad bajo perturbaciones de ac-
cién constante introducido por G. N. Duboshin e I. G. Malkin,
ver (Elsgoltz, 1969; Aleksandrov et al., 2016).

Definicion 1. La solucidn trivial X = 0 de la familia de ecuacio-
nes diferenciales (2) es llamada robustamente estable para cada
condicion inicial x,(0) y toda perturbacion externa u € Uy, si
para todo € > 0 existen 6; = d1(€) > 0y 5, = d2(e) > O ta-
les que la siguiente condicién es valida: si |u()| < d; para todo
t >0y |x,(0)|l, <02, entonces ||x,(?)||, < € paratodot > 0.

Para mostrar que la solucidn trivial de (2) satisface la de-
finicién 1, se busca hallar una cota de la norma ||x,-(f)||,, para
cada 0 <t < Ty, considerando los siguientes conceptos (Zher-
molenko, 1980; Aleksandrov et al., 2007): se denominan des-
viaciones mdximas de la solucién x,, = (x,, x,)7 de (2) respecto
a las coordenadas x y X en un intervalo [fo, #;] a los respectivos
valores

a = sup Ix,0l, B = sup k@)

1H<t<t 1H<t<t

Considerando las desviaciones maximas de la solucion x,- en
las regiones Qp, Q,, Q3 y Q4 del espacio de fases, se busca es-
tablecer una desigualdad que relacione los valores @ y 8* con
las cotas de |x,,(¢)||., para cada u € Uj. Por tanto, se supone que
0Op» @, Ry y @] son los pardmetros que determinan la trayecto-
ria cerrada méxima C* con condiciones iniciales p; = (a;;,0)".

De las expresiones (5) y (6), asi como la proposicién 2, se
sabe que la desviacion maxima de oscilacién de x,- respecto a
la coordenada x es

@ = L’ - max (o, &}, (12)

con

lo '—1ex _H ﬂ—arctan'u—zw2 X
0= 2 P72 9w

9 202\ 1
X — 1+('u a))+_2
w w

2
N 1 Hp |7 Hp  W+Wp
=— — | = + arct. — - —||IX
= exp(ﬁp [2 arc an(ﬂp 29,

A9
X —2 1+(&—

wg 9, A9,

9 A9

w2

7\2
w+wp) ~ 1
P
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Resta determinar las desviaciones maximas de x,- respecto a la
coordenada .

De la solucién de la ecuacién diferencial (3) en el conjun-
to Q4, se obtienen las siguientes desigualdades de los limites
laterales en los instantes t =0y t = T:

%0 (0%) = —w*(L + @) < 0,

% (T) = 2u(L + a)e ™™ > 0.

El cambio de signo muestra que existe S; € (0, 7)) tal que la
trayectoria I'} = {x,-(f) € Q4 : 0 <t < T} posee en €4 un vec-
tor tangente en el instante = S| que es paralelo al eje & = 0,
donde

N —(g—arctan%).

Para este instante se tiene X,(S 1) = —f, con B, = Lw? - ﬁ’o y

. (1 +dg)e S
Bo= — 2

0 (13)

w
El valor gj corresponde a la desviacién méaxima de la coorde-
nada X sobre la regién Q4.

Si se considera la solucién de (3) en la regién 3, se observa
que los limites laterales satisfacen las siguientes desigualdades
enlosinstantes t =Ty t = Ty:

¥ (T) = Lu)_a)f, + 2R, > 0,

o (Ty) = \/(La)_wﬁ +Ropy)? + Rgzﬁze—ﬂp(Tz—Tl) > 0.

La trayectoria I, = {x,-(¥) € Q3 : T} <t < T} en Q3 no posee
vectores tangentes que sean paralelos al eje X = 0.

En la regidn ,, se obtienen los siguientes 1imites laterales
en los instantes t = T, y ¢ = T5:

5,0 (T3) = \/(Lw+a)]% — Qi) + QT 5,
%0 (T5) = Lw,w), — 204/,

Si se cumple la desigualad a)+wf, > 2y, entonces la trayecto-
rials = {x,:(t) € Q, : T, <t < T3)} no posee vectores tangen-
tes que sean paralelos al eje X = 0 en la regién Q,. Asi, la des-
viaciéon maxima de la coordenada x de la solucién de (3) sobre
el conjunto Q, toma el valor ,(T5) = f;, donde 8} = Lo’ - 3
Y A
B == (14)
w
Por el contrario, si se satisface w+wf, < 2Au,, entonces exis-
te S, € (T,, T3) tales que X,-(S,) = 0. Bajo la validez de este
supuesto resulta

Aw?
SQ=T3—L z+arctan '[Q+
(2 ¥ 9, (w+a)[2, - 2/l,u,,)

y, por consiguiente, la desviacién médxima respecto de la coor-
denada x de la solucion de (3) sobre el conjunto Q, toma el
valor &, (S») = B8}, donde B = Lw* - By y

1
2
w*wp,

A 2
B = \/ (w2 = App)” + 2920750 (14)

Finalmente, en la regién ; se obtienen los siguientes limi-
tes laterales para los instantes t = T3 y ¢ = T4:

%0 (T3) = 2(Lw” = Qo)

5 (T7) = = | QLW? = @ + Q5202 T+ <,

En el caso en que w® < Au es vilida, resulta que la trayectoria
Iy = {x,(t) € Q; : T3 <t < T4} no admite vectores tangentes
que sean paralelos al eje x = 0. Luego, la desviaciéon médxima
respecto a la coordenada x de la solucion de (3) sobre Q; toma
el valor x,-(T3) = 83, con 35 = Lo? By

A

w?

B = (15)

Por el contrario, si w? > Au, entonces existe S5 € (T3, Ty) tales
que ¥,-(S3) = 0. Se sigue que

1 (n u Aw?
Sy=—(Z —arctan & + —22 ||+ T,
3 19(2 arcan(ﬂ 219(602—/1;1))) 3

de donde se obtiene el valor %,-(S3) = 5, con 8} = Lo By y

B = % \/(2w2 — )’ + 22 ST, (15)
De acuerdo con (13), (14)-(14") y (15)-(15’), se obtiene la
desviacién maxima de oscilacion de C* respecto a la coordena-
da x:
B* = Lo” - mix {Bo, B, Bo) (16)
Se observa de (12) y (16) que las desviaciones maximas ad-
miten el factor Lw?, lo cual permite observar la siguiente pro-
piedad de las soluciones de la familia de ecuaciones diferencia-
les (2): para cada € > 0, el estimado ||x,(?)||,, < € paratodos >0
y toda perturbacién externa u € U, se obtiene de determinar,
de forma numérica, el factor Lw? := §,(¢) de la expresién

5;6) = mdx {méx {do, &1}, max [Bo.B1. o)} . (17)
siempre que la condicién inicial x,(0) = po satisfaga la de-
sigualdad

IPolle < 62(€) := 61(€) - min {&o, @1} . (18)
Considerando lo anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2. Para la estabilidad robusta de la solucién trivial
de la familia de ecuaciones diferenciales (2) es suficiente que
para cualquier € > 0 se cumplan las siguientes condiciones:
méax {a*, 5} < €y |[x,(0)]| < min{a*,B"}. Si no se cumplen
ambas condiciones, entonces (2) no es robustamente estable.

Demostracion. La primera condicién max {a*, 8"} < € signi-
fica que la cota Lw? del conjunto de perturbaciones externas
U, es tan pequefia que la trayectoria cerrada C*, la cual descri-
be la frontera del conjunto de alcanzabilidad D.,, se encuen-
tra dentro de un cuadrado de radio €. La segunda condicién
[x,(0)ll, < min{a*,B*}, significa que la condicién inicial se
encuentra estrictamente dentro de C*. Por tanto, cualquier solu-
cion también se encuentra estrictamente dentro de C*, de donde,
IIX.(D)llc < € para todo ¢ > 0. Si no se cumplen ambas condi-
ciones, entonces, al elegir las condiciones iniciales de (2) en
el punto de C* menos alejado del origen de coordenadas, se en-
cuentra que la condicién ||x,+(#)||, < € no se cumple en el punto
mas alejado del origen de coordenadas. O
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En los siguientes ejemplos se muestran estos resultados para
una eleccién particular de pardmetros que satisfagan las condi-
ciones 0 < u < wyO0 < u, < wp, asi como diferentes per-
turbaciones externas. En ellos se emplea el software Wolfram
Mathematica® 8 para obtener las gréficas correspondientes.

Ejemplo 1. Como caso particular de la familia de ecuaciones
diferenciales (2) se consideran los valores u = 0.2, y, = 0.8,
w =10y w, = 1.2. Se elige ¢ = 1 y se buscan soluciones
X, = (x,, %,)" tal que ||x, ()|l < € paratodo ¢ > 0y toda per-
turbacion externa u € Uy. De acuerdo con el teorema 2, para
conseguir lo anterior basta con elegir como cota del conjunto
de perturbaciones externas U el valor

Lo’ ~ 0.396892.

Ademas, de acuerdo con los valores propuestos, la ecuacion
g(1) = 0 tiene por solucién 4 ~ 1.40765 y, por consiguiente,
la ecuacién (11) admite una tnica solucion Qp ~ 0.558684. La
representacion gréfica de la funcién & que aparece en (11) se
muestra en la Figura 3.

15 /
1.0 /
0.0

_/
00 05 10 15

-0.5

Figura 3: Representacion grafica de la funcién & definida en la ecuacién (11).

Del valor O que se obtiene, es posible determinar los pun-
tos de interseccion de C* sobre las superficies de discontinui-
dad, los cuales son:

Py ~ (0.9256,0)", p; ~ (-0.7178,0)7,
q; ~ (—=0.3969,-0.9211)", q; ~ (-0.3969,0.5587)".

La desviacién maxima de x,- respecto a la coordenada x esta
dada por o) ~ 0.925623, mientras que respecto a la coordenada
X corresponde a 5, = 1.

Si se considera la condicién inicial nula py = (0,0)7, en-
tonces la trayectoria X, (f) = (x,-(2), X, (1)), t = 0, asociada a
la peor perturbacién externa u* = Lw? sign x(f) converge a C*,
como se muestra en la Figura 4.

Por otra parte, si se consideran las perturbaciones externas
i(t) = Lw? cos(1.27) yi(t) = —Lw? sat(0.27), donde sat(s) des-
cribe la funcién saturacion, entonces las correspondientes solu-
ciones con condiciones iniciales nulas, satisfacen la propiedad
X;(?), X3(t) € Dy para todo ¢t > 0, tal como se muestra en la
Figura 4.

En cada uno de los casos se observa que las soluciones no
se alejaran del origen de coordenadas a una distancia mayor que
€ = 1. Por tanto, son vélidos los estimados siguientes:

X Dlleo < 1, Xl < 1, [Xa®llo <1, 12 0.

1.0

)

TN
NS

X OO \\ / (XUK’XUK)T
(XaXa) ™
-05
/ — (%)
19505 o 5 10

Figura 4: Soluciones periddicas y trayectoria cerrada maxima C* obtenida con
1n=02,u,=08 w=10yw,=12. Seelige e = 1.0.

Ejemplo 2. Se consideran ahora como nuevo caso particular
de la ecuacién diferencial (2) los valores u = 0.7, u, = 0.8,
w =13y w, =0.9. Se elige e = 0.25 y se buscan soluciones
X, = (x,, %,)" tal que ||x, ()|l < € paratodot > 0y toda per-
turbacién externa u € U,. De acuerdo con el teorema 2, esto se
consigue con elegir como cota para el conjunto de perturbacio-
nes externas U el valor

Lw? ~ 0.201883,

con lo cual se obtiene 4 ~ 1.48871 y Qf ~ 0.177836. Con es-
te ltimo valor de Qf que se obtiene, es posible determinar los
puntos de interseccion de C* sobre las superficies de disconti-
nuidad:

p; ~ (0.1594,0)7, p; ~ (=0.25,0)7,

q; ~ (-0.1195,-0.0924)", q; ~ (-0.1195,0.1778)".
Por tanto, la desviacién maxima de x,- respecto a x es aj; ~ 0.25
y la desviacién médxima respecto a x es 8 = 0.203749.

Se elige la condicién inicial py = (%e, 0)" y las pertur-
baciones externas u* = Lw?’sign (1), i(t) = Lw?sin(0.2f) y
ii(f) = Lw?” sat(f). Las correspondientes soluciones satisfacen la
propiedad x,,(?), X;(?), Xz(f) € Do para todo ¢ > 0. Por tanto, en
cada uno de los casos son validos los estimados:

1 1 1
X Dlleo < 7> KaDlleo < 75 XDl < 7, 220,

tal como se muestra en la Figura 5.

0.2

/7<

0N

9%

AT
|- sy
-0.1 - (XaXa)"
NN

-0.2

-02 -01 00 01 02
X

Figura 5: Soluciones periddicas y trayectoria cerrada maxima C* obtenida con
u=07,u,=08 w=13yw,=009.Seelige e =0.25.
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5. Conclusion

Se ha presentado un método que permite construir de forma
numérica una trayectoria cerrada C* para la ecuacién diferen-
cial (3), la cual a su vez, describe la frontera del conjunto de
alcanzabilidad D, de la familia de ecuaciones diferenciales (2).
El método muestra que C* siempre existe y se puede determinar
de forma numérica.

Debido a que las desviaciones maximas de la solucién de
la ecuacidn diferencial (3) que describen la trayectoria cerra-
da C* dependenden linealmente del factor Lw*, ha sido posible
ajustar las dimensiones del conjunto de alcanzabilidad D, de
la familia de ecuaciones diferenciales (2), lo cual a su vez, ha
permitido establecer una condicién suficiente de estabilidad ro-
busta para la familia de ecuaciones diferenciales (2), tomando
como base el concepto de estabilidad bajo perturbaciones de
accién constante de G. N. Duboshin e I. G. Malkin. La validez
de los resultados se ha mostrado de forma numérica.
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