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a histérica controversia Leibniz-Newton sobre la inven-
n del Célculo Diferencial en el siglo XVII ha eclipsado
tras contribuciones que se hicieron en ese campo con ante-
oridad, y que fueron en su momento un testigo que recogie-
n tanto Leibniz como Newton para avanzar en la carrera
conocimiento matematico. Por otra parte, las aportacio-
s (independientes) tanto del alemdn como el sajon fueron
tan geniales que todavia contribuyeron més a que el trabajo
de sus antecesores quedase atiin més relegado a un segundo
plano. Como consecuencia de todo ello, algunos métodos his-
ricos para el calculo de normales (o equivalentemente de
tangentes) a curvas son, hoy dia, muy poco conocidos. Tal es
el caso del método que ideé René Descartes (1596-1675), y
que estudiaremos en el préximo apartado.

R R CER L

aciendo un poco de historia, parece ser que los primeros
tudios sobre tangencias a curvas y superficies se deben a
quimedes de Siracusa (298-212) AC y a Apolonio de Perga
262-?) AC, aunque sus aportaciones se limitan a algunas
Gnicas, tal y como sabemos por la obra de Pappus de
lejandrfa (290-350) AC que recoge comentarios sobre el tra-
do Tangencias de Apolonio, y en particular del famoso pro-
lema de las circunferencias tangentes. Después de Ia fértil
ra helénica en el estudio de problemas geométricos, hay que
perar hasta el siglo XVII para que se vuelvan a producir
nportantes avances en el problema del trazado de tangentes
urvas. El progreso lo realizaron, con métodos indepén—
entes, tanto Descartes como Pierre Fermat (1601-1665).

Fl método de Descartes para trazar normales

Leyendo los textos (Boyer, 1987), (Gaukroger, 1995) y (Chica,
2001), resulta revelador el hecho de que parece ser que con su
potente Méthode, Descartes era consciente de que todas las
propiedades de una curva estaban completamente determi-
nadas si se es capaz de dar su ecuacién en dos variables y tra-
zar su normal, y escribe (véase, Boyer pag. 435):

Habré dado aqui todo lo que es necesario para €l estudio
de curvas, una vez que dé un método general para trazar
una lnea recta que forme dngulos rectos con una curva en
un punto arbitrario de ella. Y me atreverfa a decir que este
no es sélo el problema més 4til y mds general que conoz-
co, sino de los que hubiera deseado conocer.

Sin embargo, Descartes no fue capaz de realizar grandes
avances en su método para el trazado de normales, ya que
como veremos después, conduce a ecuaciones dificiles de
resolver en la época en que lo desarrollé. No obstante, la pro-
puesta de Descartes resulta, a nivel did4ctico muy sugerente
hoy porque requiere conjugar aspectos geométricos (sobre
todo relativos a las propiedades de la circunferencia) con
otros de naturaleza algebraica, que pueden ser abordados,
bien analiticamente o bien mediante el uso del ordenador,
potenciando un aprendizaje mas global de las matematicas.

Juan Carlos Cortés Lopez
Liniversidad Politécnica de Valencia.
Gema Calvo Sanjuin

IES Els Evols, IAlctddia. Valencia.
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El método de descartes: descripcion

En este apartado, y siguiendo el magnifico libro de C.B. Boyer
sobre Historia de las Matemdticas (Boyer, 1986), en primer
lugar, describiremos el método de Descartes para el trazado
de rectas normales a curvas y posteriormente fo traduciremos
a lenguaje algebraico. Textualmente, Boyer (pg. 435) explica
de la siguiente forma:

El método de Descaries:

Descartes sugerfa que para hallar la normal a una curva
algebraica en un punto de dicha curva, se deberfa tomar un
segundo punto variable sobre la curva, y hallar la ecuacion
de la circunferencia con centro en el eje de coordenadas
(puesto que utilizaba un tnico eje, el de abscisas) y que
pase por los puntos y . Igualando entonces a cero el discri-
minante de la ecuacién que determina las intersecciones de
la circunferencia con la curva, puede hallarse el centro de
la circunferencia tal que coincide cony, conocido el centro,
pueden determinarse facilmente tanto la normal como la
tangente a la curva en el punto.

Posteriormente, en la pagina 462, C.B. Boyer propone en el
ejercicio 12 hallar la normal a la curva y2 = 4« en el punto
(1,2), utilizando la técnica de Descartes.

En lenguaje algebraico, el método de Descartes puede expre-
sarse como sigue (véase figura 1} dada una curvay = Jfix) un
punto P4, fla)) de la misma (¢ € Dom(f{(x)), para calcular la
pendiente # de la recta normal r ¥ - fla) = n(x - a)ay = fix)
en P debemos considerar la circunferencia I de centro C(c, 0}
(sobre el eje de abscisas) y radio r= cP

I:(x-c2+y2=(a-cf+fa)

y exigir que T e y = f{x) se corten enun tnico punto (el de tan-
gencia) que debe ser P, para lo cual se debe imponer que el sis-
tema de ecuaciones

(x-cP+yr=(@-cP+f@)
y =ftx)

tenga una Unica solucién real: x = &, sin contar su multiplici-
dad algebraica (que a partir de ahora denotaremos por m.a.).
Esto permitird calcular cy en consecuencia #, ya que

n:i..@. (2)
a-c

Ahora, utilizando la relacién entre las pendientes de dos rec-
tas perpendiculares, el calculo de la pendiente £ de la recta
tangente r¢ y - fla) = #(x - a) buscada es muy sencillo

c—a _
fla)

E= i@ A(3)

Como podemos intuir desde la descripciéon que Boyer hace
del método, uno de los inconvenientes del mismo radicara en
la dificultad de encontrar condiciones que garanticen que la
ecuacion que se deducird de (1) tenga solucién real Gnica
{salvo m.a.), porque mds ali4 del caso en que se obtiene una
ecuacion polinémica de grado dos {como veremos luego, este
es el caso del ejercicio que propone Boyer) cuya respuesta es
muy sencilla en términos del discriminante, en general, esta
no es una cuestién sencilla, ni siquicra en ¢l caso particular
polinémico {de grado tres o mayor); y desde luego el proble-
ma es mucho mis sofisticado cuando la ecuacién que se deri-
va de (1) involucra funciones trascendentes.

y Y= .

Clc,0) x

el

Figura 1. E] método de Descartes

Aplicaciones

A continuacién mostraremos varias aplicaciones del método
de Descartes. Empezaremos resolviendo el problema pro-
puesto por Boyer, que es el mas sencillo. El resto de las apli-
caciones las hemos seleccionado, de entre las generadas nos-
otros mismos, para ilustrar aquf los diversos aspectos que 103
interesa subrayar a proposito de este método.

Aplicacion 1
Determinar, por el método de Descartes, las rectas normal y
tangente a la curva y* = 4x en el punto P(1, 2). :

Segtin hemnos visto anteriormente, debemos encontrar el cen-,
tro C(c, 0) de una circunferencia tangente a la gréfica Gd
y2=4x en el punto P(1, 2) (obsérvese, segin la figura 2, quela
intuicién geométrica nos indica que ¢ »1). Para ello exigimo
que el sistema '

Ti(x-c+y2=(1-cf+2 (@)
G:y2= 4%

tenga como dnica solucién real (sin contar flam.a.) % = 1. Es
nos conduce a que la ecuacién polinémica de grado dosen




-2kt HAx=1-2c+ P +4 =25 +{(4-2c)x+2c-5=0

debe tener a x = 1 como raiz real doble. Garantizar esto es
equivalente a exigir que el discriminante sea nulo:

A=(4-202-4(2c-5)=0 (5

de donde, resolviendo esta ecuacién cuadritica en c obtene-
mos ¢ = 3 > 1 {obsérvese que como es intuitivamente plausi-
ble, esta ecuacién también debe tener solucion real doble, al
ser el centro C{c, 0) Ginico). En consecuencia, aplicando (2) y

&)

niy=2=T=(@=1) (n=-1)

niy-2=22-D) (=)

por lo que (1) = 1, tal y como puede comprobarse utilizando
las reglas de derivacién.

Figura 2. Aplicacién 1 del método de Descartes

Exploraremos ahora otras aplicaciones del método para cal-
cular derivadas, donde los escenarios que aparecen son nota-
blemente mads sofisticados.

Aplicacién 2
Litilizando el métoda de Descartes, calcular £'(2) siendo f{x)=x2,
En esta ocasion debemos resolver el sistema

Iifx-gl+yi=(2-c+ &
G y2 = x2
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que conduce a
x% 4+ x2 -2cx +4¢c-20=20 {6)

La interpretacién geométrica nos indica que ¢ > 2y que esta
ecuacién debe tener como tinica solucién real (salvo m.a.)
x=2. Ahora no disponemos de un criterio tan sencillo como el
del discriminante para las ecuaciones polinémicas cuadriti-
cas, pero podemos determinar ¢ razonando como sigue.
Como (6) es una ecuacién polinémica de grado cuatro y x=2
debe ser su Gnica rafz real (salvo m.a.) debe satisfacerse algu-
no de los siguientes casos:

Caso 1: x = 2 tiene m.a. cuatro.
Caso 2: x = 2 tiene m.a. dos v las otras dos raices son com-
plejas (conjugadas).

Sin embargo, la primera posibilidad no puede darse, ya que,
en ese caso se tendria

x4 4+ 22 20 + de - 20 = (x - 2)¢ = x4 -8x% +24w? - 32 + 16

lo cual es imposible, como se deduce comparando los coefi-
cientes que acompafian a x2. Por lo tanto,

at+x2 Do + 4 -20= (x-2)2 [x-(@+iP)] - [x- (c-iB)]
at 4 x2-2cx + 4e-20= (-2 (22 - 200 + 02+ )

desarrollando el término de la derecha y comparando coefi-
cientes formamos el sistema

x 1=1

x:  0=-20-4

x 0=02+p?+4+8a
xl: -2¢=-4{02+ B2 - Bo
%0 dc-20=4{02+ B?)

del cual sélo nos interesa calcular ¢. Esto es sencillo, pues de
las ecuaciones x% 4¢ - 20 = 4{a? + B?) y 2% 0 = -20. - 4, es decir,
-8at = 186, sustituyendo en la ecuacién de ! tenemos:

—2c=20—4c+16=c=18>2

Ahora basta sustituir en (3) los datos y obtenemos
F12)=(18-2)/4 =4

tal y como es sencillo comprobar utilizando las reglas de deri-
vacién.

A través de la aplicacion 2 hemos podido observar que el
método de Descartes aplicado al calculo de la derivada de una
funcién sencilla puede conducir a un problema de naturaleza
algebraica complicado de resolver. El siguiente ejemplo pro-
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fundiza mas en este sentido, y aporta una forma atractiva de
tratarlo en el aula utilizando para ello algin asistente mate-
mitico, tipo Mathematica®.

Aplicacion 3

Calcular, por el método de Descartes, £'(1) siendo f(x) = x3

Razonando como en las aplicaciones anteriores, llegaremos a
que la ecuacidén polindmica

pelr) =xs +x2-2cx+2c-2=0 (7)

debe tener como Gnica raiz real (salvo m.a.) x = 1 por lo que
sblo caben las siguientes posibilidades:

Caso i p(x) = (x- 1)
Caso 2: pfx) = (x - 1) - (x - 200 + 02+ B?)
Caso 3: po(x) = (x - L}t - (- 200 + 02+ P2) - (32 - 2y + Y2 + 82)

Prosiguiendo como en la aplicacién 2, es sencillo ver que el
Ginico caso que puede darse es el tercero. La resolucion del sis-
tema de ecuaciones nos ha llevado a que ¢ = 4 y por lo tanto
tenemos f(1) = 3. Sin embargo, como los cdlculos que se
requieren para llegar a estas conclusiones son bastante labo-
riosos, podemos mostrar un camino alternativo representan-
do la familia uniparamétrica {p{x)} dada por (7) y seleccio-
nando de dicho haz, la fancién que corte al ¢je de abscisas una
Ginica vez en x = 1. Como puede verse en la figura 3, esto
corresponde a ¢ = 4 (para llegar a este valor o una aproxima-
ci6n del mismo deben realizarse diversas pruebas, utilizando
estrategias del tipo: ensayo y error, Ia funcién zoom de apro-
ximacién local en la visualizacién de grificas y en general toda
la informacion que esté a nuestro alcance, como por ejemplo
ahora, que la interpretacién geométrica del problema nos
indicaquec>1).

08 |
06 |
04 |

0.2 pl)=x*+3*2cx+2¢-2

Figura 3. Aplicacién 3: resolucién gréfica

El problema polinémico general consistente en determinar f{a)
siendo f{x) = a7, lleva via el método de Descartes, a la ecuacion

pex) =x +x2-2cx-a? + 2ax-a* =0 (8)

Para el cilculo de ¢ debe considerarse que (8) tiene como
(inica raiz real x = &, sin contar la m.a., (es inmediato sustitu-
yendo en (8) ver que pi(#) = 0). Mds alin podemos asegurar
que su multiplicidad algebraica serd dos, pues la interpreta-
cién geométrica del problema de tangencia nos indica que la
ecuacion (8) tiene a x = & como tinica rafz real, y ademds como
pe{%) es un polinomio de grado par, Jama.dex =2 € R debe
ser también un nimero par de entre {2, 4, ..., 2}, por lo que al
menos podemos garantizar que

P@y=0=2na""+2a-2c=0 (9)

(ya que, un niimero es un cero de m.a. dos de un polinomio s
y s6lo si también es cero del polinomio derivado), pero como
tenemos,

pia=02n)2n-1)a""+220 Va

podemos afirmar que la m.a. de x = @ es exactamente dos.

Hasta ahora en las aplicaciones hemos calculado derivadas
puntuales, sin embargo, el método puede utilizarse para obte-
ner la funcién derivada. Veamos un ejemplo con una funcién
diferente a las tratadas hasta ahora, la funcién canénica de
proporcionalidad inversa.

Aplicacién 4
Litilizando el método de Descartes, deducir la regla de deriva-
cién de la funcion £(x) = 1/x.

Consideremos r € R - {0} y calculemos f(¥). La aplicacién del
método nos conduce a la ecuacién

1 1
(-l +=5=0r-ol+—
x r

1
p.(x)=x* ~2cx° —(r?- —2cr+-—2—)x2 +1=0 (10)
r
que debe tener como fnica rafz real ¥ = r (sin contar su m.a.),
por lo que se debe satisfacer alguno de los siguientes casos:

Caso 1: pufx) = (x - ¥k
Caso 2: pefx) = (x - r)2 - (x - 20& + 02 + B9

El primer caso no puede darse, ya que




1
xt —2ex” —(r’ —2.cr+—2]x"2 +l=(x~-m'=
¥ .
=xt —dr® + 675" —4rx 4+t
y comparando los coeficientes que acompafian a x, se deduce

que r = 0; lo cual es imposible. El segundo caso nos conduce
al sistema

x. 1=1

a% 2 = -2r+ 0)

X% —[r2—2cr+i2)=r2+4mc +o’+p?
r

x 0=-2r(ra+ 02+ 39
2 1=ro2+$?)

desde el cual podemos calcular ¢ directamente. En efecto,
como r # 0 de Ia ecuacién % 1/72 = (2 + f2) y de la relacién
%! se deduce: 4ree = -4(02 + B2} = -4/r2 Sustituyendo todo esto
en la ecuacién de x?y despejando ¢ obtenemos: ‘

1 4 1

2 2 -
P2 +—|=srr-—Ft—=mc=r—-—
( er 2o

Llevando esto a (3) obtenemos

con lo cual hemos deducido la regla de derivacién de la fun-
cion fix) = 1/x.

Mais alla del método de descartes

La idea que en la que se fundamenta el método de Descartes
puede ser aprovechada para resolver otros problemas de natu-
raleza completamente distinta. Por ejemplo, el clculo de la
distancia de un punto a una recta en el plano, o el célculo de
la distancia de un punto 2 un plano en el espacio. Como el
razonamiento es andlogo, y hasta ahora las aplicaciones mos-
tradas se han hecho en dos dimensiones, abordaremos este
problema en el caso tridimensional.

Supongamos que deseamos calcular la distancia de un punto
Paun plano 7 que denotaremos por 4(E 1). Para ello, y basin-
donos en la idea del método de Descartes consideraremos Ia
esfera I" de centro P (véase figura 4) y impondremos que el sis-
tema de ecuaciones no lineales (S.E.N.L.) formado por la
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ecuacion de la esfera y del plano tenga solucion unica, lo cual
significa que la esfera y el plano se cortan en un dnico punto,
esto es, que son tangentes, y como el vector radio de la esfera
es normal al plano tangente, el radio R de la esfera serd preci-
samente la distancia d{B 7) buscada. Para calcular R impon-
dremos que la ecuacién de segundo grado que se deriva de
resolver el mencionado 8.E.L.N. por el método de sustitucién
tenga solucién tnica, esto es, que el discriminante sea nulo,

\% d(Bm=R

Figura 4. Aplicacién de la idea de Descartes a cdlculo de la
distancia de un punto a un plano

n

Veamos un ejemplo para mayor claridad.

Aplicacién 5

Calcular la distancia del punto p(1, 2, 5) al plano
m2x+2y-2=5

utilizando la filosofia del método de Descartes.

En primer lugar consideraremos la esfera de centro el punto P

y radio R,
Cife-12+(y-22+(z-52=R2

y caleulamos su interseccién con el plano m, resolviendo el
S.E.L.N.:

Tifx-1P+(y-22+(z-5)2=R2
M2%+2y-2=5

que nos conduce a
(x-12+ -2+ 2x+2y-10P2=R2
5x2 + (8y - 42)x + (592 - My + 105 - R2) = 0
Fijada la variable ¥, la ecuacién anterior es una ecuacién de
segundo grado en x, como el S.E.L.N. debe tener una unica

solucién, el discriminante A, debe ser cero:

Ag = (8y - 42)2 - 20(592 - 44y + 105 - R?) = 0
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-36y2 + 208y - 336 + 20R?= 0

Al igual que el S.E.L.N,, esta ecuacién de segundo grado en
debe tener solucion tnica, luego

A, = 2082 - 4(-36)(-336 + 20R?) = 0

que nos da una ecuacién en R, de donde

R=d(Pm)= [0 =2
2880 3

tal y como puede comprobarse por los métodos estandar.

Conclusiones

El trabajo que hemos desarrollado en este articulo es un estu-
dio de un método histérico desarrollado por Descartes para
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