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un problema elemental

El trabajo que presentamos es una experiencia desarrollada por los autores y que consiste en trabajar a diferentes niveles
(Secundaria, Bachillerato y Universidad) los conceptos que, de forma natural, aparecen al utilizar la generalizacién como estra-
tegia de resolucion de problemas. Con esta estrategia y resolviendo problemas de los libros de texto de Bachillerato, se estudian
algunas propiedades de la Teoria de Nuimeros. Esta experiencia permite, ademds, realizar un trabajo interdisciplinar fisica-

matemdticas.

This essay accounts for a practical experience carried out by its authors at different levels (Secondary, both Compulsory and Non-
Compulsory, and University studies) and consists of dealing with concepts which show up naturally when generalization is used as
the approach to problem solving. Some of the properties of the Number Theory are here researched through this approach as well
as through solving problems in Non-Compulsory Secondary Education textbooks. Besides, this experience allows for physics and

mathematics cross-curricular work.

may diferentes formas de presentar la Matematica tanto a
nivel docente como de investigacién. Sin duda, la presenta-
cién rigurosa y formal de los resultados (hasta de los mads
fecundos) suele resultar poco agradable a ojos de los estu-
diantes (incluidos los més aventajados), e incluso el matemd-
tico profesional agradece la exposicién de la motivacion que
hay siempre detrés, subyaciendo a cada resultado abstracto.
Asi por ejemplo, al introducir en el aula la funcién logaritmi-
ca, tenemos dos opciones: a partir de su definicién como fun-
cién inversa de la funcion exponencial, o bien introducirla de
forma natural a partir de un problema motivador, como
puede ser el ejemplo histérico desde el cual surge la misma
(Boyer, pag. 396).

Muy buenos ejemplos en este sentido se encuentran a partir
de la generalizacién de problemas sencillos. En efecto, en
numerosas ocasiones, la generalizacién de un problema ele-
mental conduce a estudiar problemas de naturaleza compleja
que se adentran en terrenos propios de la matematica supe-
rior como la Teoria Analitica de Numeros, la Teoria de
Juegos... Esta forma de actuar permite trabajar, en todos los
niveles educativos, una de las estrategias mds importantes
que se enseflan en la Resolucién de problemas: llegar a la
generalizacion a partir de casos particulares.

Las paginas que siguen de este trabajo presentaran la genera-
lizacién de un problema, que resultara familiar en su plan-tea-
miento bésico a aquellos lectores que desarrollan su trabajo

como profesores de matemdticas en Bachillerato. Este articu-
lo pretende:

1. Potenciar una parte del quehacer matemdtico a nivel
docente consistente en desarrollar los programas de mate-
maticas a partir de problemas que motiven los aspectos
tedricos que se introducen.

2. Proponer un problema que puede ser tratado y aprovecha-
do en distintos niveles educativos: en el instituto para
estudiar las implicaciones fisicas que puede tener el cardc-
ter irracional de un ndmero y a nivel universitario para
estudiar el cardcter irracional de ciertos valores de la fun-
cion trigonométrica coseno. En este tltimo caso, se invita
al lector a consultar el magnifico libro (Cilleruelo-
Cordoba) donde en el teorema 6.11 de la pdgina 123 se
caracterizan los valores irracionales de la funcién
tan(mx/4), un problema parecido, pero en absoluto equi-
valente, al que trataremos nosotros.
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Planteamiento y resluciéon del problema original.
El enunciado original del problema es:

Dos mdviles A y B parten al mismo tiempo de un vértice (en la
figura 1, el vértice es el 1) de un cuadrado de lado [ con veloci-
dad constante e idéntica. El movil A recorre el perimetro del
cuadrado (en sentido antihorario en la figura 1), mientras que
el movil B realiza el trayecto por la diagonal. ;En qué instan-
te de tiempo coincidirdn ambos moviles?

1 4
A B
2 3

Figura 1. Problema original: movimiento
sobre un cuadrado
Esta claro que, de encontrarse los méviles lo hardn en los vér-
tices 1 o 3, y al partir del origen en el mismo instante y con la
misma velocidad constante, la condicién de encuentro es que
coincidan sus espacios recorridos. Las distancias recorridas
por el mévil A en sus diferentes pasos por el vértice 3 siguen
la progresion aritmética de primer término 2/ y diferencia 4/:
{21, 61, 101, 141...}; mientras que las distancias recorridas por el
movil B en sus diferentes pasos por el vértice nimero 3 siguen
la progresién aritmética de primer témino /2!y diferencia
2421 {ﬁl,Bﬁl,Sx/ilﬁﬁl,...}, por lo que habrd encuentro
en el vértice 3 si estas dos sucesiones tienen algin término en
comun, es decir, si:
2+4m

Im,ne IN U{0}: (2+4m)l = (1+2n)\2l &2 ="—— (1)
14+2n

La irracionalidad del nimero /2 nos indica que esta condi-
cion no puede darse, y por lo tanto los méviles nunca podran
encontrarse en el vértice 3.

Razonando del mismo modo se llega a que la condicién de
encuentro en el vértice 1 es:

Im,n e IN U{0}: (dm)l = 2n)\2l & 2 = 2m(2)
n

Por el mismo argumento que antes, tampoco en este caso
podréan encontrarse los méviles.

Camino de la generalizacion

Proponemos ahora generalizar este sencillo problema. Para
ello tenemos distintas opciones. Caminar hacia una generali-
zacién matemadtica de sabor geométrico, en el siguiente senti-
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do: estudiar el problema con otros poligonos regulares, conti-
nuando este andlisis con el pentdgono, hexdgono... o realizar
una generalizacidn fisica de sabor cinematico, en el siguiente
sentido: estudiar el problema suponiendo que los méviles no
parten en el mismo instante, o que llevan movimientos recti-
lineos uniformes con distinta velocidad, o que llevan movi-
mientos rectilineos uniformemente acelerados... y encontrar
condiciones sobre las magnitudes fisicas (velocidad, acelera-
cién...) que caractericen cuidndo habra encuentro. La riqueza
interdisciplinar de este problema se pone de manifiesto aqui
(y lo seguird haciendo en lo que sigue, pero en el contexto
matemadtico), y pensamos que lo hace todavia mas interesante
para llevarlo al aula, sobre todo con aquellos alumnos que
cursan la asignatura de Fisica.

Nosotros en este trabajo abordaremos la generalizacién mate-
matica que nos brindard la oportunidad de realizar un viaje a
través de la matematica a distintos niveles de ensefianza:
secundaria, bachillerato o incluso una asignatura propia de la
licenciatura de Matematicas como es la Teoria de Nimeros.
Como veremos, y dependiendo del estrato educativo en el que
desarrollemos este problema-investigacion, tendremos oca-
sion de tratar diferentes temdticas: nimeros irracionales, pro-
piedades geométricas de los poligonos, trigonometria, funcio-
nes, sucesiones aritméticas, estrategias de resolucién de pro-
blemas, nimeros complejos...

Empecemos ya abordando el problema para el caso del penté-
gono. Es suficiente observar la figura 2, para comprender el
nuevo enunciado.

3 4
Figura 2. Formulacién del problema sobre
un pentagono

En principio, tiene sentido que los méviles se puedan encon-
trar en los vértices {1,3} y {1,4}. Analizaremos en detalle el pri-
mer caso, pues como luego veremos el otro caso es muy sen-
cillo de tratar conociendo la solucién del primero.

En primer lugar necesitamos calcular el valor de la longitud d
de la diagonal que une los vértices 1 y 3. Para ello utilizamos
que el angulo comun de un pentidgono regular es 3n/5 radia-
nes, y que por la simetria del poligono, el tridngulo de vértices
numerados 123 es isdsceles, y en consecuencia los angulos de
los vértices 1 y 3 de dicho triangulo deben ser m/5 radianes.
Basta ahora aplicar el teorema del coseno a dicho triangulo
para calcular d:



21cos(E - 3_71) = ZZCOS(EJ
2 10 5

donde hemos aplicado las féormulas:

1—cos2o (n )
sen oL = /—;senoc =cos| ——0
2 2

Introduciremos ahora la conocida representacién trigonomé-
trica del nimero adreo:

<I)=2cosE
5

(siendo @ = ﬂ) conlo cual: d=[®
2

Asi, razonando como en el caso del cuadrado se llega a que la
condicién de encuentro en el vértice 3 es

1+2n

Im,ne IN U{0}:(2+5m)l=(1+2n)dl < d=

La conocida irracionalidad del niimero de oro (heredada de la
de /5 ) nos indica que los méviles nunca se encontraran en
el vértice 3. Por la misma razén los mdéviles nunca se encon-
traran en el vértice 1, pues deberia cumplirse que

Tm,ne IN U0} : (5m)l = (2n)Dl < b = 52—’” (@)
n

lo cual es imposible.

El otro caso, es la posible coincidencia de los méviles en los
vértices {1,4}. Por la simetria del pentdgono regular se deduce
que la longitud de la diagonal que une los vértices 1 y 4 es
también 4 =[®, por lo tanto, la imposibilidad de encuentro
también en este caso se deduce cambiando el sentido de reco-
rrido (ahora horario) del moévil A, ya que por simetria, el pro-
blema es el mismo que el resuelto al estudiar la posibilidad de
encuentro en los vértices {1,3}.

La técnica utilizada para resolver el problema con el pentago-
no es de sencilla generalizacién y permite encarar ya el caso
de un poligono regular de k lados. Representamos en la figu-
ra 3 el enunciado del problema.

Figura 3. Formulacién general del problema
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Por analogia a los casos particulares anteriores, analizamos el
caso en el que el encuentro puede darse en los vértices {1,3}.
Necesitamos previamente calcular el valor d;3(k) de la longi-
tud de la diagonal que une estos vértices. El argumento es el
mismo que para el pentdgono:

(dl,B(k))z =20 (1 - cos(klzzn D =

k-2
1—-cos Tn k—2 -
d (k)=2\| ———= = 2[sen(—7‘c ) =2lcos—

' 2 2k k
Por lo tanto existira coincidencia de ambos méviles en el vér-
tice 3 si se cumple que

Imme INU{0Y: 2+ mk)l = (1+ 2n)21cos% o
(5)

T 2+mk

~C0S—=—""7T"
kK 2(1+2n)

y se dar4 el encuentro en el vértice 1 si se verifica:

Im,n € IN U{0}: (mk)l = (271)2[cosE o cos™ = mk (6)
k k 4n

Antes de continuar deberia comprobarse que estas condicio-
nes coinciden para k = 4y k = 5 con las establecidas anterior-
mente para el estudio del problema sobre el cuadrado y el pen-
tdgono regular, respectivamente. Si en (5) hacemos k = 4, obte-
nemos la condicién (1); si en (6) hacemos k = 4, obtenemos la
condicién (2). Si en (5) hacemos k = 5, obtenemos la condicién
(3); si en (6) hacemos k = 5, obtenemos la condicién (4).

Observemos que la respuesta a la generalizacién del problema
nos conduce a estudiar una cuestién muy general pertene-
ciente a la Teoria Analitica de Ntimeros:

;Para qué valores de k, cos(n/k) es un niimero racional? (7)

Algunos casos particulares de especial interés

Por el interés docente que tiene el estudio del hexdgono, el
heptigono o el octégono regulares, nos detendremos en su
andlisis, ya que, al igual que el pentdgono nos permite intro-
ducir una de las constantes mds importantes que se presenta
en la naturaleza y en el arte: el nimero de oro, veremos que el
octégono nos permitird introducir la proporcién cordobesa
usada en la construccién de mezquita de Cérdoba (De la
Hoz). El estudio de estos poligonos regulares también posibi-
lita la presentacion de algunas técnicas polinémicas sencillas
e interesantes para estudiar la irracionalidad de algunos
numeros expresados en forma trigonométrica.
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Hemos visto antes que la condicién de encuentro en los vérti-
ces {1,3} para el hexdgono estd caracterizada en términos de la
racionalidad del valor

V3

i
cos—=—
2
por lo que no podré darse nunca la coincidencia de ambos
méviles en dichos vértices.

Sin embargo, para el caso del heptigono el problema es mas
complicado, pues no es conocido el valor de cos(7/7). En rea-
lidad no necesitamos saber tanto, basta conocer si es racional
o irracional. Una forma de averiguarlo es la siguiente: cons-
truimos un polinomio cuyas raices sean cos(27/7), cos(4m/7) y
cos(67/7), por ejemplo,

P(x)=(x—27nj(x_47”j(x_67nj

Observemos que llamando
2n 27
oL =Ccos—+i-sen—
7 7

y utilizando la férmula de De Moivre y que cos(27 - x) = cos x,
sen(2m - x) = -sen x se tiene

2T o+
cos=— =
2
4t o’+a’
COS—=
7 2
6n o’+ot
cos— =
2

por lo que

(x)z[x_oc +oc6j.(x_oaz+0c5).(x_oc3+oc4)=
P 2 2 2

, a+o’+o’+at+a’+a’ ,
- 5 X+

+(oc +o)o* +a®)+ (o +(x6)(oc3+oc4)+(oc2+oc5)(oz3+oc4)x_
4

(a+0®)o* +a’) (o +at)
8

Ahora utilizando que se cumple 07 = 1, se tiene que

7

o
1+o +a’+...+0° = =0=0+0%+...+af=-1

y que o = o siendo r el resto de dividir ¢ por 7, se llega a la
simplificacién
1 1 1
3 2
X)=x +=—% ——x——
p() 5% 5% g

Por construccion sabemos que las raices de p(x) son los niume-
ros reales: cos(2m/7), cos(4m/7) y cos(6m/7). Por otra parte,
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sabemos que, de tener p(x) raices racionales, éstas deben ser
algunos de los valores

{i’l,il,il,il}

2 4 8

Sin embargo, es inmediato comprobar que ninguno de estos
valores es cero de p(x), por lo tanto se deduce que cos(27/7),
cos(4m/7) y cos(67/7) son nimeros irracionales.

Ahora es sencillo ver que cos(7/7) es irracional. En efecto,
supongamos, por reduccion al absurdo, que

I a
cos—=—¢€
7 b Q

(siendo Q el conjunto de los niumeros racionales), entonces
aplicando la férmula del coseno del angulo doble:

cos 200 = 2(cos o) - 1
llegamos a una contradiccién:

2n n\’ a’
cos—=2|cos— | —1=2—-1¢€
7 ( 7 j v’ <
y antes hemos probado que
2n
cos—¢&
p Q

Todo ello prueba que en el caso del heptigono los méviles
nunca coincidirdn ni en el vértice 1 ni en el 3.

El anélisis del problema en el caso del octégono nos conduce
a caracterizar la respuesta en términos de la irracionalidad del
namero real cos(71/8). En este caso, si es muy sencillo calcular
la expresién radical de dicho valor trigonométrico, basta apli-
car la férmula del coseno del dngulo mitad:

b V2
14+ cos— 1+— [
cos— = 4 _ 2 _ 2442
8 2 2 2

que como es sencillo probar (por reduccion al absurdo) here-
da su carécter irracional del nimero ~/2, por lo que tampo-
co coincidiran los méviles en este caso.

Para terminar, podemos aprovechar el contexto para introdu-
cir el nimero cordobés (también irracional):

1
C =
2-2
a través de la relacién:
cosE = QC
8 2

y conectarlo con su presencia en el arte musulman en la arqui-
tectura de la ciudad de Coérdoba (Aranda y otros).



Solucidn del problema general

Abordamos en esta seccidn la respuesta a la solucién del pro-
blema general que, como ya se sefiald, se basa en responder la
cuestién planteada en (7). Asi, los méviles sélo se encontrardn
en los poligonos regulares cuyo nimero de lados k sea tal que
cos(m/k) sea racional. Adentrdndonos ya, en una pregunta
propia de la Teoria Analitica de Numeros, a continuacién
veremos que:

cos% es racional ®n=1,2,3 (8)

por lo que la respuesta al problema de los méviles es que
nunca se podrdn encontrar.

En efecto, si
b 1
ke{1,2,3} = cos— € {—1,0,—}
k 2

Veamos que en cualquier otro caso, los valores son irraciona-
les. Para ello dividiremos el conjunto de los naturales que nos
resta por analizar,

A={keIN:k>3}
en cuatro subconjuntos disjuntos:
A; = {k>3: kimpar}
Ay=1{k>2,par: k=m-2", mimpary m > 3}

As=1{k>2,par: k=2
Ay=1tk>2,par: k=327

Obsérvese que

b S

I
@

~

Il
—_

Analicemos cada caso.

Caso 1
Supongamos que k € A, y consideremos cos(ni/k). Por la fér-
mula de De Moivre:

x
(cosE +i- sinij =-1 (9)
k k

Por el desarrollo del binomio de Newton: (10)

oy B k k k B k-r n r
—+i-sin— = — 7 -9in —
(COS X 1-81In X ) ; r (COS X ) (l sSin kj (1())

De (9) y (10), se obtiene (11)

S ot o) =
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La parte real del sumatorio corresponde a los valores de r
pares: r = 2k, asi tomando partes reales en (11), resulta

k
2

2 k s k-2r n 2r
; 2% (COS;) (l . sin;j =-1 (12)
Yy como

n 2r - 2\ - 2\ Tl', 2 r
(i~sen—) = (i-sen—j = —(sen—) = (cos—j -1
k k k k

sustituyendo esto en (12)

3ot (2

Llamando x = cos(7i/k), esta Gltima expresion se escribe como
k
2

k
k=2r (2 r
%[2;"}6 (x —1) +1=0
El término independiente de esta ecuacion polindmica en x es
1. Como se buscan soluciones x = cos(n/k) racionales de esta
ecuacion, es decir, del tipo x = a/b, con enteros ( b#0 ), se
debe cumplir que a/b divida al término independiente, i.e.,
que a divida a 1, luego a = +1. Asi, x = cos(n/k) = +(1/b). Pero,
si k > 3, se tiene que cos(n/k) >1/2, luego b = 1, y en conse-
cuencia cos(ni/k) = 1, de lo cual se deduce que m/k = 0, que
conduce a la contradiccién: 7 = 0. Por lo tanto, en el caso en
que k€A, , se tiene cos(n/k) & Q.

Caso 2
Supongamos que k € A, . Entonces aplicando la férmula del
coseno del dngulo doble tenemos: (13)

k
2 m -2k

2
T I
—m-2k’1 =2(cosm.2k] -1

T
Por tanto, si €OS oF €8 racional, aplicando (13) se deduce

2
cos2L = 2(cosLj -1=
(13)

= COs

T
que COS—m = también es racional, y aplicando reiterada-

mente este razonamiento de descenso en el exponente de 2, se
llegara a cos(n/m) es racional, siendo m impar, pero esto es
imposible, pues contradice la conclusién obtenida en el caso 1.

Caso 3
Supongamos que k € A, . Entonces, aplicando como en el caso
2 la férmula del coseno del dngulo doble, tenemos que si
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cos(m/2¥) es racional, entonces cos(7/2F!) también es racional,
este razonamiento de descenso nos conduce a la contradiccion:

T 2 .
cos— =— es racional.
4 2

Caso 4
Supongamos que k € A, . Podemos aprovechar de nuevo el
razonamiento hecho del caso 2: si

CcoSs
3.2¢

es racional, entonces

es racional, y en particular, a través del razonamiento recu-
rrente llegaremos a que

debe ser racional, lo que constituye un absurdo, debido al
carécter irracional de /3 .

Esto completa la prueba de (8) y justifica la respuesta antes
dada relativa al problema de los méviles.
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Conclusiones

Este trabajo pretende unirse a la linea de otros, como los de
Aledo (2000) y Cortés (2002) que tienen como origen un pro-
blema sencillo, y que a través del proceso natural de la gene-
ralizacién permiten profundizar, hasta niveles a priori insos-
pechados, en otras ramas de las Matematicas. En este sentido,
pretende ser una experiencia concreta, susceptible de ser
aprovechada en diferentes niveles educativos, desde la ense-
flanza secundaria hasta la ensefianza universitaria, para intro-
ducir de forma motivada aspectos tedricos como pueden ser
el estudio genérico de los nimeros irracionales o la caracteri-
zacion de ciertos valores de la funcién trigonométrica coseno.
Desde el punto de vista interdisciplinar, puede servir para
mostrar las consecuencias fisicas que puede tener la caracte-
ristica abstracta y genuinamente matematica de la irracionali-
dad de un ndmero.

Para terminar, subrayamos que dejamos abierto el problema
en varias lineas. Desde el punto de vista matemadtico, puede
abordarse el estudio del problema cuando el mévil B, se
mueve por la diagonal que une los vértices {1,4}, {1,5} ...
Obsérvese que la cuestion es tratable a partir de los desarro-
llos dados en este trabajo, pero que por simetria, no es nece-
sario llegar a estudiar el caso en que B viaja por la diagonal
formada por {1, k — 1}, pues es el mismo estudio que el que
hemos hecho nosotros entre {1,3}. Como se sefial6 antes,
desde la 6ptica de la cinemadtica podemos suponer una gran
variedad de casuisticas en funcién del tipo de movimiento
que lleve cada mévil. W
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