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Radiografia diferencial del teorema de
MacLaurin-Cauchy para series numericas

J.C. Cortés

Departamento de Matemadtica Aplicada
Universidad Politécnica de Valencia d
jccortes@mat .upv.es

G. Calbo Sanjuan

Departamento de Matematicas
LE.S. Els Evols. L’Alcudia (Valencia)

Abstract

In this article we give a new formulation and proof of the well-known inte-
gral criterion to study the caracter of a numerical series which terms are
positives. This new approach is more intuitive because it allows to recognize,
from a graphical point of view, the kind of functions that define the general
term of convergent series as well as divergent ones.

Introduccion

Uno de los resultados mas utiles para caracterizar la convergencia/divergencia de
ciertas series numéricas de términos positivos estd dado a través del conocido
criterio integral de Cauchy-MacLaurin que enunciamos en el siguiente:

Teorema 1
Sea [ una funcion positiva decreciente definida para todo x 21. Para cada

n=1 sean
7, =if(m) 1, = jl"f(x)dx,

entonces ambas sucesiones {rn }n>1 y {tn} tienen el mismo cardcter, es decir,

n=1

ambas convergen o ambas divergen.
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El objetivo de este trabajo es proporcionar una reformulacion mas intuitiva de
este resultado, que aporte una radiografia en términos de propiedades que depen-
den de las derivadas primera y segunda para caracterizar un tipo de funciones que
definen (como veremos, a través de su primera derivada) series numéricas con-
vergentes y divergentes.

La aportacion del trabajo pretende orientarse en dos lineas. La primera, des-
de el punto de vista matematico, versionar el criterio integral y dar una nueva
demostracion del resultado -véase la prueba del teorema 1 en (Apostol, p.485) 6
en (Vorobiov, p.58), por ejemplo-, y la segunda, desde el punto de vista docen-
te, dar una caracterizacion de facil interpretacion grafica, de la clase de funcio-
nes que definen series numéricas convergentes/divergentes via este importante
criterio integral.

1. Reformulacion del criterio integral

El principal resultado esta dado por el siguiente.

Teorema 2
Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones para una funcion g :

o Cl: g(x) escontinuaen x>1.

o (2: g(x) esderivable en x >1.

o (3 g(x) es estrictamente creciente en x > 1.

o (4: g(x) es concava en x >1, es decir, g'(x) es estrictamente decre-

cienteen x > 1.
Entonces

> g'(n) converge(diverge) < M <+eo (M =+o0),

n=l1
siendo M = lim g(x).
X—>+oo
Demostracion

En primer lugar, obsérvese que por C3, se trata de una serie de términos positivos.
Fijemos ahora, m =1 entero, entonces por Cl y C2, g(x) es continua en

[m,m + 1] y derivable en ]m,m + 1[, por lo que aplicando en teorema del valor
medio se deduce que
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de, € I, m+1[: g'(c,)=g(m+1)—g(m) €))

Por otra parte, por C4 se tiene que g’(x) es estrictamente decreciente en

x > 1, y en particular en ]m, m+ 1[ C ]1,+c><>[, por lo que
gm+h<gi(c,)<g(m @
De (1) y (2)
gm+)<g(m+1)—g(m)< g’'(m) Vm=1entero.

Sumando estas desigualdades para m =1,...,n se tiene

n

> g+ <girrh-g<Ygtm @

m=l
A partir de aqui, veamos primero la caracterizacidon de la divergencia. Para ver el
reciproco, supongamos M = +oo , entonces tenemos que probar

lim s, = oo,

n—>+oo

siendo §, = Z g'(m).

m=1
De la desigualdad (3) se tiene que al ser M =+oo, g(n+1)—g(1) tiende a

infinito y lo mismo le ocurrird a su mayorante s, luego,

> 8/ (n) = e,

n>1

La implicacion directa es inmediata, ya que, como por hipotesis la serie
z g’(n) diverge, también lo hace la integral de Riemann impropia

n2l1
[ &,

ahora bien por la regla de Barrow
[ &' tx)de=tim g(x) - g(1) =0,

de donde al ser g(1) <o, se tiene
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lim g(x) =+eo.
X—>+oo
Probemos ahora el reciproco del resultado de la convergencia. Para ello, en
primer lugar observemos que al ser g(x) una funcion estrictamente creciente y

con derivada estrictamente decreciente en el intervalo x >1 y con asintota hori-
zontal cuando x — +oo , ya que, por hipétesis M < +oo se tiene lim g’(n) =0

n—>+oo

o equivalentemente lim g’(n+1)=0.

n—>+oo
Por otra parte, observemos que de la desigualdad de la izquierda de (3) se de-
duce

s,—gM+g'n+)<gmn+1)—g),
s, <gn+)—g'(n+1)—g)+g’(),

luego tomando en esta ultima desigualdad limites cuando n tiende a infinito
(n — +oo ) obtenemos
lims, <M—g()+g'(1) < +oo,

n—>+oo
tal y como queriamos probar.

Para justificar la implicacion directa del teorema, se razona como en el caso de
la prueba de la divergencia, pero apoyandose ahora en que, por ser la serie numé-
rica convergente, entonces segun la condicion necesaria de convergencia de Cau-

chy se satisface que su término general tiende a cero, es decir, lim g’(n) =0.

n—>+oo

2. Aplicaciones y observaciones

En este apartado daremos ejemplos y observaciones de interés practico para estu-
diar la convergencia/divergencia de series numéricas a través del teorema 2 ante-
rior.

Aplicacion 1
En la tabla 1 se recoge una coleccion de series cuya convergencia se deduce del
teorema 2 (en todos los casos suponemos X =1 y comprobamos las hipotesis).
Obsérvese que entre ellas estan, la serie geométrica de razon entre 0 y 1 y la serie
general de las potencias (de exponente mayor que 1) de los inversos de los nume-
ros naturales.
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g(x) r 1 1 1 arctan x
— (0<r<l1 -—— | a>1
ln r ( r ) X 1 —o xa—l ( )
Cl Por ser Por ser Por ser Por
C2 exponencial x>1 x21 def*
C3 ]/'x > O 1 1 1
_ _ >0
xz >0 v >0 1+ x*
C4 x 2 2%
r'lnr<0 __3<0 . o <0 (1+x2)2<0
X o+l
X
M 0 0 0 T
2
serie " (0<r<l) 1 1 1
convergente ; Z_z Z_a (a>1) Z 1+ 72
n>1 n n=1 n nzl +n

Tabla 1. Series convergentes

Aplicacion 2
En la tabla 2 se recoge una coleccion de series cuya divergencia se deduce del

teorema 2 (en todos los casos suponemos x =1 y comprobamos las hipotesis).
Obsérvese que entre ellas esté la serie armonica.

2(x) Inx In(In(l + x))
Cl Por Por ser
C2 definicion x>1
C3 l>0 (1+X)_1 S0
X In(1+ x)
C4 1 _ 1+In(l+x)
R 0 ((1+ x) In(1 + x))*
M + oo + oo
serie 1 1
divergente ;; ; (14 n)In(1 + n)

Tabla 2. Series divergentes
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Observacion 1

Gracias a la version dada en el teorema 2 del teorema 1 podemos identificar grafi-
camente la familia de funciones g(x) que generan series (con término general su

derivada g’(x)) convergentes (véase figura 1) y divergentes (véase figura 2).

1 X

Figura 1. Grdfica del término general g’(x) de una serie convergente

g(x)

g'(x)

1 X

Figura 2. Grdfica del término general g’(x) de una serie divergente
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Observacion 2

Es sencillo ver repasando la demostracion, que las condiciones C1-C4 del teorema
2 pueden relajarse en el siguiente sentido: basta con que se satisfagan para

X 2 x, >1 sin importar lo grande, pero finito que sea x,. En ese caso, entre

[l,xo] es indiferente la monotonia y curvatura de la funcidn mientras que ésta
esté acotada.
Por ejemplo, con la notaciéon del teorema 2, si tomamos g(x) = ‘ln(Zx — 7)‘

con x >3.5, entonces como se cumplen C1-C4 para todo x >4 =x,, (véase

: . 2
figura 3) y como M = llm‘ln(Zx — 7)‘ = +oo, la serie Z
Yo >4 &1 —

diverge.

Observacion 3

El teorema 3 nos permite, a partir de funciones g(x) que satisfagan C1-C4, gene-

rar series convergentes y divergentes, pero en la practica la realidad puede ser
. , . ’ . ’
otra: conocido su término general, g (x), estudiar su caracter. En este caso, para

poder aplicar el teorema 2 primero se ha de buscar una funcién primitiva g(x) y

que ademads satisfaga C1-C4. Esto exige pasar al calculo de una integral, pero
indefinida frente a la integral impropia que requiere el criterio integral. Ain asi,
como es de esperar, el teorema 2 se deduce del teorema 1, ya que, basta tomar

f(n)=g’(n), la cual es positiva (por C3) y decreciente (por C4) y aplicando el
teorema 1 se tiene

> g'(n) < +oo & fg’(x)dx < oo & M = limg(x) < +oe.
n=1
Las hipdtesis extras C1 y C2 del teorema 1, a nosotros nos han servido

para proporcionar otra prueba del resultado basada en el teorema del valor
medio, sin embargo, como se desprende de la observacion 2 ambos teore-
mas son bdsicamente equivalentes en la mayor parte de las situaciones
donde los aplicaremos, aunque esta reformulacion mas débil del criterio
integral resulta mas fuerte desde el punto de vista intuitivo.
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g(x) =[In(2x—7)|

3.5 4 x

Figura 3. Grdfica referente a la observacion 3

3. Conclusiones

La tultima observacion dada nos sirve para enlazar con el objeto de este apartado
de conclusiones. El articulo pretende proporcionar una visidn mas intuitiva del
conocido criterio integral para series numéricas, el cual siempre se presenta y tra-
baja en el aula (y en los textos donde aparece) desde una perspectiva exclusiva-
mente algebraica. La aproximacion intuitiva a este resultado se hace desde un
enfoque grafico, lo que permite visualizar las caracteristicas de comportamiento
de las funciones que definen series convergentes y divergentes, deducibles a partir
del criterio de MacLaurin-Cauchy. Para terminar, sefialemos también que el enfo-
que grafico nos permite proporcionar otra prueba del resultado.
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