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Resumen

Los sistemas con retardos temporales aparecen frecuentemente en aplica-
ciones précticas de ingenieria de control. Estos deben ser considerados tanto
en el andlisis como en el disefio de controladores. De no ser tenidos en cuenta,
la respuesta del sistema en bucle cerrado puede llegar a degradarse hasta la
inestabilidad, especialmente si el sistema a controlar es inestable.

Basicamente los esquemas de control utilizados para estabilizar sistemas
con retardos puede clasificarse en dos grupos: reutilizacién de los esquemas
clasicos de control y diseno de esquemas de control especificos para sistemas
con retardos. Este 1ltimo se conoce en la literatura como Compensadores de
Tiempo Muerto (DTC), y se puede mencionar al respecto el Predictor de
Smith (SP) y sus modificaciones, y por otro lado la técnica de Asignacién
Finita del Espectro (FSA). La principal caracteristica es que, en ausencia
de incertidumbres, el retardo es eliminado de la ecuacién caracteristica del
sistema en bucle cerrado.

En este trabajo se aportardn nuevas contribuciones en el anélisis y diseno
de controladores para procesos discretos con retardos variables en la entrada
y la salida. Concretamente, la idea es aplicar un esquema de control basado en
la realimentacién de la prediccién futura del estado (implementacién discreta
del esquema de control FSA), denominado predictor, a partir del modelo
discreto del proceso, y comparar las prestaciones obtenidas con respecto a
otros esquemas de control propuestos en la literatura. El buen funcionamiento
del controlador basado en predictor ha sido constatado previamente sobre
sistemas con retardos fijos, pero no hay estudios concluyentes con retardos
variables. Aspectos tales como el andlisis de la estabilidad robusta frente a
incertidumbres en el modelo y en el retardo, y la sintesis de la ley de control,
seran objeto de estudio. Finalmente, con el objetivo de verificar los resultados
obtenidos, se ha implementado la ley de control sobre una plataforma de
tiempo real.






Resum

Els sistemes amb retards temporals apareixen freqiientement en aplica-
cions practiques d’enginyeria de control. Estos han de ser considerats tant
en l'analisi com en el disseny de controladors. De no ser tinguts en compte,
la resposta del sistema en bucle tancat pot arrivar a degradar-se fins a la
inestabilitat, especialment si el sistema a controlar és inestable.

Basicament els esquemes de control utilitzats per a estabilitzar sistemes
amb retards poden classificar-se en dos grups: reutilitzacié dels esquemes
classics de control i disseny d’esquemes de control especifics per a sistemes
amb retards temporals. Aquest darrere és conegut a la literatura com a Com-
pensadors de Temps Mort (DTC), i es pot distinguir al respecte el Predic-
tor de Smith (SP) i les seues modificacions, i per altra banda, la técnica
d’Assignacié Finita de Espectre (FSA). La principal caracteristica és que,
en absencia d’incerteses, el retard és eliminat de I'equacié caracteristica del
sistema en bucle tancat.

En este treball s’aportaran noves contribucions en ’analisi i disseny de
controladors per a processos discrets amb retards variables en l’entrada i
I'eixida. Concretament, la idea és aplicar un esquema de control basat en
la realimentacié de la prediccié futura de estat (implementacié discreta del
esquema de control FSA), denominat predictor, a partir del model discret
del procés, i comparar els prestacions obtingudes respecte a altres esquemes
de control proposats en la literatura. El bon funcionament del controlador
basat en predictor ha sigut constatat previament sobre sistemes amb retards
fixos, pero no hi ha estudis concloents amb retards variables. Aspectes com
ara l’analisi de l’estabilitat robusta enfront d’incerteses en el model i en el
retard, i la sintesi de la llei de control, seran objecte d’estudi. Finalment,
amb l'objectiu de verificar els resultats obtingudes, s’ha implementat la llei
de control sobre una plataforma de temps reial.






Abstract

Time-delay systems appear frequently in control engineering applications.
Their presence should be considered both in analysis and synthesis of con-
trollers. If they are not taken into account, the closed-loop system response
may degrade until instability, particularly if the system to be controlled is
unstable.

Basically the control schemes that are used to stabilize time-delay systems
can be classified into two groups: classical control approaches and control
schemes specifically designed for time delay systems. This last approach is
known in the literature as Dead-Time Compensators (DTC). With respect to
that, it’s worth mentioning the Smith Predictor (SP) and their modifications,
and on the other hand the Finite Spectrum Assignment (FSA) technique. The
main feature is that delay is eliminated from the characteristic equation of
the closed-loop system.

In this work new contributions for analysis and synthesis of controllers
for discrete-time systems with input and output time-varying delays will be
provided. Concretely, the goal consists of applying a control scheme based
on the feedback of the future prediction of state (discrete implementation of
FSA control scheme), known as predictor, by using the discrete-time process
model, and comparing the achieved performance with respect to another
control schemes proposed in literature. The good behavior of the predictor-
based control scheme has been previously reported for time-constant delay
systems. However, no contributions have been found for the time-varying case.
Issues such as robust stability analysis against model and delay uncertainty,
and the synthesis of the predictor-based control law will be discussed. Finally,
with the aim to verify the achieved results, the predictor-based control law
has been implemented in a real-time platform.
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Justificaciéon y objetivos

Los sistemas de control con retardos temporales aparecen frecuentemente
en aplicaciones practicas: o bien de forma intrinseca al propio proceso o bien
de forma inducida por la propia plataforma (tiempos de cémputo, retardos de
comunicacién en el intercambio de datos entre dispositivos, etc). Los retardos
pueden afectar a la entrada, la salida o el estado interno del proceso.

En lineas generales, las prestaciones de los sistemas de control presentan
una notoria sensibilidad a los retardos. De hecho, desde la perspectiva del
control clésico, la presencia de retardos contribuye a reducir el margen de
fase fase y por ende, el margen de ganancia, pudiendo llegar a inestabilizar
su respuesta en bucle cerrado si estos no son considerados en la fase de diseno.
El estudio de los sistemas de control con retardos temporales representa ac-
tualmente una prolifica linea de investigacién en la que se pueden encontrar
numerosas contribuciones en la literatura moderna de ingenieria de control.
Realmente, la investigacion de los sistemas con retardos temporales comienza
en los albores del siglo XVIII con los trabajos de Bernoulli, Euler, Lambert
o Condorcet, dentro de un marco puramente tedrico, donde por primera vez
se consideran las ecuaciones diferenciales con retardos. Posteriormente, los
trabajos [121, 22, 5, 50] presentan un estudio sistemdtico de este tipo de
ecuaciones que constituyen, como se vera posteriormente, la base del estudio
de la dindmica de los sistemas con retardos temporales.

Los retardos en un sistema de control pueden aparecer por diversos mo-
tivos. Cabe citar al respecto:

Retardos inherentes al proceso fisico: Algunos sistemas fisicos presentan re-
tardos como propiedad intrinseca al mismo. Cabe citar, por ejemplo, procesos
en los que tiene lugar operaciones de transporte de fluidos, por ejemplo, a
través de tuberias de larga distancia. En general, cualquier proceso en los
que los retardos de transporte siempre estan asociados con el medio contro-
lado que se desplaza de una ubicacién fisica a otra dentro del propio proceso
(transporte de masas) [82]. Un ejemplo tipico cotidiano es el calentador de
agua, en el que la temperatura no evoluciona hasta pasado un cierto tiempo.
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Aprozimacion de modelos de orden elevado: En ocasiones puede resultar con-
veniente modelar un proceso de orden elevado a partir de un modelo de orden
reducido en serie con un retardo puro (aproximacién de Padé) con el objetivo
de simplificar la tarea de identificacion, analisis y el diseno de controladores
[52]. Por ejemplo, un horno o un calentador de agua, donde la evolucién de
la temperatura resulta mucho mas sencilla de modelar a partir de un proceso
con retardo que a partir de una funcién de transferencia racional de orden
elevado.

Sistemas de control basados en red: La proliferaciéon y el avance tecnoldgico
de las redes de comunicaciones en las ultimas décadas ha motivado colat-
eralmente el estudio de los denominados Sistemas de Control Basados en red
(SCBR) (o de sus siglas en inglés, NCS) [91] desde la perspectiva de la in-
genieria de control, donde los retardos desempenan un papel fundamental.
Los SCBR se caracterizan esencialmente por su arquitectura distribuida: es
decir, el controlador se encuentra ubicado en un emplazamiento fisico distinto
al proceso a controlar y el intercambio de datos se produce a través de un
medio de comunicacién. Por ejemplo: buses de campo (DeviceNet, Control-
Net, Profibus) [117, 77, 2, 75], redes de propdésito general (Ethernet, TCP/IP)
[77] o redes inaldmbricas (802.11b, redes estdndar inaldmbricas Bluetooth)
[103]. También cabe incluir al respecto aplicaciones de Teleoperacién [46]. Por
tanto, la apariciéon de retardos en el lazo de control es inevitable. Ademsds,
los retardos normalmente son de naturaleza variable y aleatoria, ya que éstos
dependen por ejemplo de posibles congestiones puntuales en nodos interme-
dios, del propio protocolo de arbitraje de acceso al medio, etc. Ademas, con la
finalidad de economizar costes en infraestructura y mantenimiento el medio
de comunicacion generalmente es compartido por varias aplicaciones, lo que
contribuye a la aleatoriedad y variabilidad del retardo inducido [91].

Por tanto, la presente tesis plantea el objetivo de contribuir al analisis y
diseno de controladores sobre sistemas lineales discretos con retardos tem-
porales. La idea principal sinergiza con otros trabajos dentro de esta linea
cuya finalidad es plantear este problema mediante condiciones resolubles a un
coste razonable. La principal novedad a destacar dentro de esta tesis consiste
en la unién de dos lineas de trabajo:

= Obtencién de resultados de anélisis y diseno de controladores sobre sistemas
discretos con retardos variables que mejoren en la medida de lo posible la
relacién entre conservadurismo/coste computacional. Un sistema discreto
con retardo variable siempre se puede modelar como un sistema equiva-
lente conmutado libre de retardos [62], lo que permite abordar el problema
de andlisis y diseno con técnicas convencionales, ya que el sistema es de di-
mension finita. No obstante, el gran inconveniente que presenta este tipo de
sistemas es que la complejidad del anélisis es proporcional al valor del re-
tardo. Por tanto, para retardos elevados las técnicas convencionales no son
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aplicables. La linea de investigacion en este campo se centra en la obten-
cién de resultados de analisis y disefio cuya complejidad sea independiente
del valor del retardo, al mismo tiempo que se minimice el conservadurismo
adicional inherente al sesgo en el niimero de variables de decisién.

= Diseno de estrategias de control concebidas para eliminar el efecto del
retardo sobre la dinamica del sistema en bucle cerrado. Concretamente, la
técnica de Asignacién de Espectro Finito (FSA) [83] ha sido probada sobre
sistemas discretos (tanto estables como inestables) con retardos, mediante
un esquema de control basado en la prediccién futura del estado (andlogo
al FSA continuo), obtenido a partir del modelo discreto del proceso. Este
esquema de control se denomina predictor [81, 38].

La idea, por tanto, es utilizar el esquema de control basado en predictor
para mejorar las prestaciones de la respuesta de los sistemas discretos con
retardos variables, tanto en estabilidad como en robustez frente a incertidum-
bres de modelado. Loa resultados obtenidos se pueden resumir en:

= Aportacién de condiciones suficientes de anélisis de estabilidad basadas
en desigualdades matriciales lineales (LMI) [10] que permite demostrar
la mejora en prestaciones introducida por el uso del esquema de control
basado en predictor con respecto a la realimentacion estatica del estado
sobre sistemas lineales discretos con retardos variables. Las prestaciones
que se pretende mejorar se definen respecto a la amplitud de margen de
variacién del retardo y en tolerancia frente a incertidumbres en el modelo
del proceso.

= Obtencién de un criterio de diseno basado en LMI que mejora las presta-
ciones en bucle cerrado con un esquema de control basado en predictor con
respecto a la realimentacion estatica del estado.

= Verificacién de las mejoras introducidas por el esquema de control, tanto
por simulacién como experimentalmente.

La redaccion de la tesis se ha estructurado del siguiente modo:

Revision del Estado del Arte: (capitulos 1-3): En estos capitulos se definen
los sistemas con retardos temporales, asi como las estrategias de modelado,
criterios de estabilidad y las principales estrategias de control disenadas para
este tipo de sistemas. En detalle: En el capitulo 1 se introduce formalmente
el concepto de retardo y se revisan las técnicas de modelado de los sistemas
dindmicos con retardos temporales a partir de ecuaciones diferenciales fun-
cionales [51]. Asimismo se ilustra algunas aplicaciones précticas de ingenieria
de control que justifican el uso de modelos de sistemas discretos con retar-
dos temporales, analizando las diferentes estrategias de obtencion de tales
modelos a partir de los sistemas continuos.

En el capitulo 2 se revisan criterios de andlisis de la estabilidad y robustez
aplicados sobre los sistemas lineales con retardos temporales. Dada su rele-
vancia, este capitulo se centra en una revisiéon de las principales bases de los
criterios de estabilidad derivados del analisis en el dominio temporal [44, 90].
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En el capitulo 3 se realiza una revisién de las principales estrategias de
control utilizadas para el control de los sistemas lineales con retardos tempo-
rales en la entrada o salida.

Contribuciones: (capitulos 4-7): En estos capitulos se reflejan las contribu-
ciones aportadas en la tesis, y son una transcripcion literal del contenido de
las publicaciones. El capitulo 4 ha sido publicado en formato articulo la re-
vista International Journal of System Sciencie. En este capitulo se discute y
compara las prestaciones en términos de robustez frente a incertidumbres de
modelado del esquema de control basado en predictor respecto el control por
realimentacién estatica del estado en sistemas lineales discretos con retardos
variables en la entrada.

El contenido del capitulo 5 ha sido en parte publicado en formato congreso
en IFAC 2010, Praga y en formato revista en Control Engineering Practice.
En ambos trabajos se estudia el impacto en la estabilidad del uso del esque-
ma de control basado en predictor en lugar del control estatico en sistemas
discretos lineales con retardos variables en la salida. Se analiza tanto la esta-
bilidad respecto el rango de variacién del retardo como la robustez respecto
las incertidumbres del modelado. Los resultados experimentales y los resul-
tados de simulacion de la plataforma experimental publicados en esta tltima
revista se refleja dentro del capitulo 7.

Finalmente, en el capitulo 6 se establece un método de diseno del con-
trolador basado en predictor para sistemas lineales discretos con retardos
variables en la entrada. La estrategia de diseno presentada se deriva a partir
de un resultado de andlisis de estabilidad, adaptado a diseno mediante la
aplicacién de algoritmos iterativos basados en desigualdades matriciales lin-
eales. Este ultimo capitulo ha sido objeto de publicacién en formato Techical
Note en la revista Automdtica.
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1 Modelado

1.1. Resumen

Este capitulo define el concepto de retardo temporal y los modelos adop-
tados tipicamente en la literatura para los sistemas con retardos. Ya que las
contribuciones se han desarrollado para sistemas discretos, se hace especial
hincapié en la revisién de las técnicas de modelado de los sistemas discretos
con retardos a partir de los sistemas continuos, tanto para retardos constantes
como variables.

1.2. Introduccion

Dentro de este capitulo, en una primera parte, se introduce los modelos
matematicos que caracterizan el comportamiento dindmico de los sistemas
con retardos temporales: ecuaciones diferenciales funcionales (FDEs) y aprox-
imaciones sobre funciones de transferencia (a través del operador e~ %), y en
una segunda parte, se revisa las diferentes técnicas de discretizacion aplicadas
sobre sistemas con retardos temporales, y los modelos discretos que se derivan
[62, 21]. Respecto a la caracterizacién de los sistemas con retardos en tiem-
po continuo, también se puede encontrar modelos basados en reducciones a
través de transformaciones y aproximaciones algebraicas, y en menor medi-
da, representaciones polinomiales sobre anillos [89, 68, 101]. En los siguientes
tutoriales [106, 105] se puede consultar en detalle una clasificaciéon de todos
estos métodos.

1.3. Definicion de sistema continuo con retardo
temporal

En esta seccidn se establece una definicién formal y su clasificacién en
base a la naturaleza y origen del retardo. Bien conocido es que la respuesta de

un sistema dindmico se puede caracterizar mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO):
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o(t) = f(t,z(t)) (1.1)

donde z(t) € R™ representa las variables de estado del proceso. Por tanto,
mediante el modelo del proceso la evolucién futura de las variables de estado
a partir de cierto instante tg se puede determinar a partir del valor actual del
estado x(to).

No obstante, el comportamiento de ciertos sistemas dindmicos no pueden
ser modelados a partir de EDO. Concretamente, existen ciertos sistemas en
los que la evolucién futura de las variables de estado no sélamente depende
del valor actual del estado x(tp) sino de los valores pasados dentro de una
cierta ventana temporal x(0), to—7 < 6 < tg, 7 > 0. Este tipo de sistemas son
conocidos en la literatura como sistemas hereditarios o sistemas con retardos
temporales.

1.3.1. Ecuaciones Diferenciales Funcionales

Definicién: Las ecuaciones diferenciales funcionales (EDF) se diferencian
béasicamente de las ecuaciones diferenciales ordinarias en que al menos uno
de los argumentos de la ecuacién no depende directamente del tiempo ¢, sino
a través de una cierta funcién g(t) de modo que:

&(t) = f(tx(9(t))) (1.2)

El comportamiento de los sistemas con retardos temporales se pueden de-
scribir a partir de EDF [51]. Es facil ver, por tanto, que siempre que el retardo
sea constante la funcién g(t) es lineal en ¢ con pendiente 1. Por ejemplo, para
un cierto retardo sistema con retardo 7 la dindmica viene gobernada por:

(t) = f(t,x(t — 1)) (1.3)

donde la condicién inicial del estado x(t) en cualquier instante de tiempo
arbitrario se define a partir de la evolucion histérica del estado en la ventana
temporal t — 7 <t < t como:

xz(t+0) = ¢(0) (1.4)
—7<60<0

condicion a partir de la cual se puede obtener univocamente la evolu-
ciéon futura del estado desde el instante ¢, siempre que la parte derecha de
la ecuacién (1.4) sea continua en todos sus argumentos, y Lipschitz, de for-
ma ansloga a las EDO con las condiciones iniciales definidas en un instante
puntual.
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Clasificacion EDF de sistemas con retardos: En términos generales, la
ecuacion diferencial funcional de un sistema con retardos temporales puede
escribirse como:

M () = f(t, 2™ (t —71i(8), 2™ (1), - -, 2T (8 — (1)) (1.5)

Dependiendo de si el argumento con mayor grado en la derivada contiene
o no retardos cabe distinguir los siguientes casos:

» Ecuaciones diferenciales funcionales retardadas (EDFR): Cuando el térmi-
no de mayor grado en la derivada (m) se sitiia en el término libre de retardo
(m > mazx(my,ma, -+, mg)):

o(t) = f(x(t —7(1))) (1.6)

Por ejemplo, el siguiente sistema lineal con un tinico retardo en el estado:

&(t) = Az(t) + Bz(t — 7(t)) (1.7)

= Ecuaciones diferenciales funcionales neutrales (EDFN): Cuando el término
de mayor grado en la derivada se sitia en el término con retardo de modo
que (m = max(my, ma, - ,mg)):

it —mi(t) = fz(t —72(t))) (1.8)

Existencia, unicidad y resolucién de EDF: Andlogamente al caso de las
ecuaciones diferenciales ordinarias, resulta fundamental probar la existencia
de una solucién que, ademés, sea univoca. En [43] (Teorema 1.2) se prueba que
en términos generales las ecuaciones diferenciales funcionales tienen solucién
unica. Para el caso particular de las ecuacién diferencial retardadas (EDFR),
con retardo constante, en [5] se propone un método denominado paso-a-paso.
El siguiente ejemplo ilustra este método:

z(t) = —z(t—71) (1.9)
z(t+0)=KeR
—-7<6<0

Tal y como se ha visto, en este tipo de ecuaciones la solucién de z(t) es
Unica a partir de la condicién inicial definida en la ventana histérica [t — 7, t].
De ello, sobre el ejemplo se desprende que el valor de z(t) entre 0 < t < 7
es z(t) = K — Kt, solucién que satisface la ecuacién en este intervalo. En
general, el procedimiento se repite en cada uno de los intervalos definidos de
forma analoga obteniendo la solucién:
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K - Kt 0<t<T
o) = (K- K%) - Kt+ KL r<t<2r

1.3.2. Clasificacién de Sistemas con Retardos

Segun el argumento de mayor grado en su derivada:

» Sistemas Retardados [105]: Cuando la dindmica del sistema se puede mod-
elar a partir de una EDFR.

» Sistemas Neutrales [72]: Cuando la dindmica del sistema se puede modelar
a partir de una EDFN. Este tipo de sistemas no serd objeto de estudio en
la presente tesis.

Segun el numero de retardos:

= Sistemas con retardo unico: Sistemas en los que sélamente aparece un inico
retardo diferente:

() = f(t,z(t),z(t —7(t))) (1.10)

= Sistema con multiples retardos: Sistemas en los que aparece mas de un
retardo:

a(t) = [t x(t), x(t = m(t)), - x(t = (1)) (L.11)

En el caso particular de que todos los retardos 7;(t), 1 < ¢ < m sean
miultiplos enteros de un cierto retardo base 7, se denomina commensurate
delays:

z(t) = f(t,z(t),z(t — di(t)T), -+ ,x(t — d(t)T)) (1.12)
di(t) € N+, 1<i<m

Segun el tipo de retardo:

= Retardo puntual: Cuando el retardo afecta al estado en valores puntuales
de tiempo. Cualquiera de los casos expuestos anteriormente son retardos
puntuales.

= Retardo distribuido: Este tipo de retardo no tiene un valor puntual sino
que su valor se encuentra repartido dentro de una ventana temporal:

0

x(t) = f(t,g[x(/ x(t + 0)do))) (1.13)

—T
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Nétese que un retardo distribuido puede modelarse como la suma de infini-
tos retardos puntuales cuyo valores estan distribuidos equiespaciadamente
dentro del intervalo [—, 0]:

N

B(t) = f(t,limy oo »_ gla(t — 7+ %)) (1.14)
=0

Algunas aplicaciones practicas donde aparece este tipo de retardos se puede
encontrar en el campo de la biomedicina [14].

Segun la ubicacién del retardo: Definiendo el siguiente modelo de proceso
cuya representacién en variables de estado es:

w(t) = f(t,o(t =70, ), -, 2(t = 7o, ), (1.15)
u(t —Tyy) 5 o u(t =Ty, )
y(t) =gt a(t — 7y, 2t — 7y, )

segun la ubicacién del retardo se tiene:

= Retardos en la entrada (7y,,,1 < i < m,): Tiene lugar cuando existe un
retardo entre el instante de generacién de la accién de control y el instante
en que ésta se aplica a la planta. Ejemplos tipicos se dan en sistemas en
los que existe transporte de materia o energia o en sistemas de control
distribuidos donde el controlador y el actuador se encuentran fisicamente
separados.

» Retardos en la salida (7,,,1 < i < my): Tiene lugar cuando existe un
retardo entre el instante en que el sensor mide la salida y el instante de
célculo de la accién de control. Ejemplos tipicos se dan en sistemas en
los que existe transporte de materia o energia o en sistemas de control
distribuidos donde el sensor y el controlador se encuentran fisicamente
separados.

= Retardos en el estado: Afecta al estado interno del proceso y corresponde
dentro del modelo con 7,,,1 < i < m,. Por ejemplo, los sistemas fisicos
en los que existen lazos cerrados internos en los que hay recirculacién de
materia/energia con el correspondiente retardo interno de propagacion.

1.3.3. Técnicas de Modelado

En base a la informacién acerca del retardo se puede construir modelos
equivalentes o aproximados que faciliten su estudio. A grandes rasgos, la
informacién puede ser de naturaleza estadistica: distribucién de probabilidad
de de retardo o modelo Markoviano de probabilidades de transicién de retardo
[8, 18], o de naturaleza determinista: se dispone de un modelo del proceso y
del retardo.
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En base a la clasificacién anterior, se puede diferenciar dos tendencias
(determinista y estocdstica) aplicadas sobre sistemas con retardos temporales
(En [7] se plantean ambos enfoques). Mientras que la primera garantiza ex-
haustivamente la estabilidad y los posibles criterios de desempertio (robustez,
rechazo a perturbaciones, etc) exigidos en las especificaciones definidas sobre
el comportamiento del sistema, el segundo, a menudo a cambio de reducir
cierto conservadurismo, define los criterios de desempeno en base a la me-
dia o esperanza. (En otras palabras, el cumplimiento de los mismos estéd casi
garantizado).

Modelo determinista versus estocastico:

Modelo Determinista: En esta seccion se ilustra los diferentes modelos del
retardo en funcién de la informacién disponible del mismo:

= Caso retardo constante:

e Retardo completamente desconocido: En este caso, la tnica forma de
asegurar la estabilidad es mediante la aplicacién de criterios de estabil-
idad independientes del retardo (ver capitulo 2), a menudo demasiado
conservadores [43].

e Retardo acotado: A diferencia del caso anterior, aunque el retardo exacto
es desconocido, se sabe a priori que el retardo esta acotado y ademaés se
conoce la cota minima y maxima. El andlisis de la estabilidad en este caso
resulta menos conservador debido a la inclusién de informacién adicional
sobre el retardo. Es posible, por tanto, aplicar criterios de estabilidad
dependientes del retardo [43]. (ver capitulo 2).

e Retardo conocido: Es el caso mas favorable ya que a partir del modelo del
proceso, mediante el diseno adecuado del esquema de control, es posible
eliminar éste de la ecuacién caracteristica [114, 94]. Otra posibilidad,
para retardos pequenos, consiste en obtener un modelo aproximado LTI
sin retardo a partir de la aproximacion de Padé.

= Caso retardo variable:

e Retardo completamente desconocido: Andlogamente al caso de retardo
constante, no se dispone de informacién acerca del rango de variacién ni
del patrén de variacién temporal, que se asume completamente aleatorio.
Andélogamente al caso de retardo constante, existen criterios de estabili-
dad independientes del retardo, que se detallan en el capitulo 2.

e Retardo acotado: En este caso el valor del retardo es desconocido y varia
aleatoriamente dentro de un intervalo finito, del que s6lamente se conoce
las cotas minima y maxima (7, y Tas, respectivamente. El retardo, por
tanto, satisface 7,, < 7(t) < 7as. La gran mayoria de los resultados de
andlisis de sistemas con retardos variables tienen en cuenta este modelo
de retardo [9, 143].

e Retardo conocido: En este caso se dispone de un modelo dindmico en
ecuaciones de estado de la evolucién del retardo o donde se puede mod-
elar el retardo a partir del estado del proceso [120].
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Modelo FEstocastico:

» Distribucién probabilistica del retardo: por ejemplo, la funcién densidad
de probabilidad del retardo que puede ser sobre el retardo continuo o por
intervalos [29].

= Modelo de transicién de Markov [8]: Este modelo incluye la probabilidad de
transicion del valor del retardo en un determinado instante y el siguiente.
Se define tanto sobre sistemas continuos como discretos. En el primer caso,
el modelo resultante es un conjunto finito de posibles realizaciones con
probabilidad de transicién en tiempo continuo mientras que en el caso
discreto el modelo se puede asociar a un sistema discreto conmutado donde
las probabilidades de transicién se definen segin el modelo de Markov [123].

Modelos en Representacién Interna: variables de estado: En el do-
minio temporal, la evolucién del estado del proceso se representa mediante
las EDF ya definidas anteriormente. Por ejemplo, el siguiente sistema lineal
con multiples retados puntuales constantes:

#(t) = Ax(t) + i Aa(t — 1) + i Biu(t —1a.) (1.16)
=1 i=1

Py

y(t) = Z Ciz(t — 1y,)

Modelos en Representacién Externa: entrada/salida: Segun la ubi-
cacién del retardo, cabe distinguir:

Retardos en la entrada/salida: Consideremos el sistema LTI continuo en rep-
resentacién interna con tunico retardo en la entrada y tunico retardo en la
salida:

#(t) = Az(t) + Bu(t — 7y,) (1.17)
y(t) = Ca(t —my)

La funcién de transferencia entrada/salida en representacién externa, ex-
presada en el Dominio de Laplace, es:

G(s) = C(sl, — A" Be=(utm)s — G, (s)e™™® (1.18)

donde Grom(s) es la fdt del sistema libre de retardo y 7 = 7, + 7,. En
general, para el sistema descrito en (1.16) sin retardos en el estado (7, = 0)
la fdt es:
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Pu Py

G(s) =Y Ci(sl, — A)~'Bje (Tt m)e (1.19)

i=1j=1

Notese que el retardo en la entrada y salida no afecta a la dindmica del
sistema, ya que la ecuacién caracteristica es idéntica a la del sistema libre de
retardo.

Retardo en el estado: Consideremos el siguiente sistema continuo LTI con
Unico retardo en el estado, expresado en representacion interna:

#(t) = Az(t) + Aga(t — 72) + Bu(t) (1.20)
y(t) = Cz(1)

La funcién de transferencia entrada/salida en representacién externa, ex-
presada en el Dominio de Laplace, es:

G(s)=C(sl, — A— Age™™*)"'B (1.21)

En general, para el sistema descrito en (1.16) sin retardos en la entra-
da/salida ( 7,, = 0,7, = 0) la fdt es:

pT
G(s)=C(sI, — A=) A ™*)"'B (1.22)

i=1

Noétese que a diferencia de los sistemas convencionales, la ecuaciéon car-
acteristica es transcendente. Por tanto, el ntimero de raices es infinito. Por
tanto, las ecuaciones diferenciales con retardos temporales se diferencian de
las EDO por su naturaleza infinito-dimensional.
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Modelo en bucle cerrado:

Control por realimentacidn estdtica de estado/salida: Con el modelo lineal
con multiples retardos de actuacién, de medida y/o en los estados represen-
tado por 1.16, y ley de control u(t) = Ky(t) el modelo en bucle cerrado
resultante es:

Pz Pu Py
B(t) = Ax(t) + Y Aiw(t —7a,) + Y Y BKCja(t — ;) (1.23)
i=1 i=1 j=1

Tij = Tu; T Ty,

Notese que el modelo en bucle cerrado no depende de los valores de retardo
de entrada y salida de forma individual (7,,, 7, respectivamente), sino de la
suma de ambos 7; ;. Sin pérdida de generalidad, si se considera un retardo
de calculo en la accién de control 7., se sigue manteniendo esta propiedad
donde 7; ; = Ty, + 7y, + Te. De hecho, en el anélisis y disefio de sistemas de
control con retardos en la entrada/salida con controladores estéticos siempre
se tiene en cuenta la suma de estas tres contribuciones.

Control dindmico: Por simplicidad, supéngase el sistema con unico retardo
en la entrada y en la salida:

#(t) = Az(t) + Bu(t — 7,) (1.24)
y(t) = Ca(t —7y)

y un controlador dindmico genérico de la forma:

2(t) = Acz(t) + Bey(t) (1.25)
u(t) = Cez(t) + Dey(t)

Siempre que T, sea constante, las ecuaciones dindmicas del controlador
anterior se pueden expresar también como:

2t —7y) = Acz(t — 7o) + Bey(t — Tu) (1.26)
u(t) = Cez(t) + D.y(t)

Teniendo en cuenta lo anterior, el sistema en bucle cerrado resultante es:

o(t) = Ap(t) + Arg(t — 1) (1.27)

T =Ty + Ty
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donde ¢(t) = (z(t) z(t — 7)) ¥
I (BilC’ BACCC> (1.28)
A = (B%C 8)

Notese que si el retardo en la entrada 7, es constante, la expresién en
bucle cerrado de un sistema con retardo en la entrada/salida con un regulador
dindmico no depende de los retardos individuales de entrada y salida 7, 7y,
sino de la suma de ambos.

1.4. Sistemas discretos con retardos

En implementaciones précticas de control el sensor y el controlador ejecu-
tan sus tareas en instantes puntuales de tiempo, ya que se implementan con
dispositivos digitales. De este modo la actualizacién de la accién de control y
la medida de la salida del proceso se realiza en ciertos instantes puntuales ¢4,
v, ts., k=1,2,--- respectivamente. Bajo este escenario, se define el periodo
de muestreo como la diferencia entre dos instantes de tiempo consecutivos.
Por ejemplo, el periodo de muestreo del sensor es T, = t;, —ts, ,. Por sim-
plicidad, los periodos de muestreo se asumen constantes T, = Ty, T, = Tj,.
Normalmente, en la gran mayoria de aplicaciones practicas se asume que
la senal de accién de control se mantiene constante durante cada periodo
(retenedor de érden cero en la entrada), aunque de forma genérica puede
entenderse que no necesariamente es asi. Por ejemplo, se podria implementar
un bloque Generalised Sample-Data Hold Function en la entrada en lugar de
un retenedor de orden cero, con el fin de mejorar las prestaciones del control
mediante el disefio adecuado de la funcién de interpolacién [109].

En lo que sigue se describe las técnicas de modelado de sistemas continuos
con retardos en el dominio del tiempo discreto, tanto para retardos constantes
como variables.

En el primer caso (retardo constante), es posible obtener un modelo dis-
creto exacto en tanto en cuanto se garantiza que el valor en el instante de
muestreo siempre coincidira con el valor de la respuesta del sistema continuo.
No obstante, esta afirmacién sélamente es vélida cuando el retardo afecta a
la entrada, salida o ambos. Cuando el retardo afecta al estado, sin embar-
go, esto no se cumple [19]. En lo que sigue se revisard el procedimiento de
discretizacién con retenedor de orden cero en la entrada.

En el caso de retardo variable, en cambio, el modelo ya no es exacto, y por
tanto es necesario recurrir a técnicas de sobreaproximacién [21] que permiten
obtener un modelo discreto con incertidumbres para este tipo de sistemas. La
técnica de sobreaproximacion disenada debe tender a reducir al méximo el
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grado de conservadurismo anadido. En [58] se presenta un estudio comparati-
vo de varias técnicas de sobreaproximacién, en términos de conservadurismo
versus complejidad del modelo resultante.

1.4.1. Técnicas de discretizacién (retardo constante)

En esta seccién se revisa en primer lugar la técnica de discretizacién para
sistemas con retardo constante, para el caso de retardo en la entrada y la
salida, bajo las dos hipédtesis: retardos miltiplos del periodo de muestreo T
(commensurate delays) y retardos no multiplos del periodo de muestreo T
(ucommensurate delays) [43]. En una segunda parte se revisa el procedimiento
de discretizacién para sistemas con retardo en el estado, donde se ilustra la
imposibilidad de obtener un modelo discreto exacto [19].

Retardo E/S muiltiplo entero del periodo de muestreo: Considérese
el sistema descrito en la Ecuacién (1.16) sin retardo en el estado (75, =
0,Vi € 1---p,) donde el controlador es discreto. Por simplicidad se asume
que todos los periodos son equivalentes (sensor, controlador y actuador), y
estan sincronizados.

Dado que los retardos son multiplos enteros de T', éstos se pueden escribir
como:

Tu, = du, T, 1 <0 < py (1.29)
Ty = dy, T, 1 <i < p,
duﬂdyz € 2+

Aplicando la técnica de discretizacién estdndar con retenedor de orden
cero a la entrada del proceso el modelo discreto es:

p T
a(k+1) = e a(k) + Z/ edsByu(k — dy,) (1.30)
i=1"0

y(k) = Cx(k — dy,)
Retardo E/S no miiltiplo entero del periodo de muestreo: En este
caso, sin pérdida de generalidad el retardo se puede descomponer del siguiente
modo:

Tu; = du, T + €, (1.31)
Ty, = dy, T + €y,
dy;,dy, € Z+

0< ey, €6y <T
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Andlogamente al caso anterior, el modelo equivalente discreto a periodo
T es:

z(k+1) = e Ma(k) + (1.32)
T—ecu,

Pu ;
+> /
i=170

Pu T
eMdsByu(k — dy,) + Z/ e dsBu(k — d,, — 1)
i=1/T

—€u,

Py
. €y
y(k) =) Ciwlk —dy, — ceil ()
i=1

Teniendo en cuenta que en el modelo definido la referencia de tiempo
discreto se define a partir de los instantes de muestreo del sensor, el retardo
a la salida es percibido como el retardo real mas un periodo de muestreo si
éste no es multiplo entero de 7.

Retardo en el estado: En sistemas con retardo en el estado, a diferencia de
los casos anteriormente vistos donde el retardo afecta sélamente a la entrada
o la salida, no es posible obtener un modelo discreto equivalente exacto.
Veamos el siguiente ejemplo para ilustrar este hecho. Dado el sistema con
retardo en el estado 7,:

i(t) = Ax(t) + Ag(t — 7)) + Bu(t) (1.33)

el modelo discretizado con retenedor de orden cero en la entrada es:

KT+T
2(kT 4+ T) = Aqe(kT) + Bau(kT) + / FTHT=5 Ay ax(s — 73 )ds
kT

donde el término fkkTTJrT eFT+T—s)Arz(s—72 g necesita ser aproximado para
poder obtener el modelo discreto. En [19] se obtiene un modelo discreto aprox-
imado para los casos 7, < Ty 7, > T asumiendo que la evolucién del estado
x(t) es constante a trozos.

1.4.2. Técnicas de sobreaproximacion (retardo variable)

El objetivo de las técnicas de modelado basado en la sobreaproximacion
de los sistemas con retardos variables consiste basicamente en establecer los
pasos a seguir para la obtenciéon de un modelo discreto con incertidumbres
[81, 98] que facilite el estudio (andlisis y disefio de controladores) en el do-
minio temporal. La idea grosso modo consiste en encapsular el efecto de las
variaciones temporales de retardo dentro de las matrices de incertidumbre del
modelo. Sin embargo, dichas técnicas no estan exentas de un cierto grado de
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conservadurismo, que se define en el concepto de error de sobreaproximacion
(discrepancia entre el modelo real y sobreaproximado) [21]. La idea, por tan-
to, consiste en diseniar la estrategia de modelado de forma que mejore en la
medida de lo posible la relacién de compromiso entre precisién (menor error
de sobreaproximacién) y complejidad del modelo sobreaproximado [58].

Por ejemplo, un sistema continuo LTI con un solo retardo variable en la
entrada:

i(t) = Az(t) + Bu(t — (1)) (1.34)

Retardo menor que un periodo de muestreo T': el modelo discretizado
a periodo T con retenedor de orden cero en la entrada, tal que 7(¢t) < 7ay < T
puede obtenerse de forma exacta como [40]

= A(A(7k))o(F) + B(A(7))u(k) (1.35)
( W)
0

Ji eAT=s Bds—A(Tk))

= ((k) u(k 1))

donde el término A(7y) contiene el efecto de las variaciones de retardo.
Mediante las técnicas de sobreaproximacién, es posible generar un modelo
discreto aumentado incierto a partir del sistema anterior cuya forma es:

¢(k+1) = App(k) + Bru(k) (1.36)

donde las matrices Ay, By contienen las incertidumbres generadas por el
término A(7y), y su valor depende de la técnica de sobreaproximacion elegida.
El modelo de las incertidumbres definido sobre las matrices Ay, By puede ser
normada, politépica o mixto (ver Apéndice 10), dependiendo también de la
técnica de sobreaproximacién elegida.

Retardo mayor que un periodo de muestreo T: En el caso de que el
retardo del sistema (1.34) sea mayor que un periodo de muestreo 7', siguiendo
pasos analogos al caso anterior, y siempre que se garantice que los datos llegan
ordenados, el sistema puede obtenerse como [21]:

ok +1) = Apd(k) + Bru(k) (1.37)
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donde el estado aumentado se define como:

d(k) = (k)T u(k = 1)T - u(k —d)T)" (1.38)
d= floor(T?M)

Las matrices Ay, By contienen las incertidumbres generadas por el retardo
variable, andlogamente al caso anterior, y su valor depende de la técnica de
sobreaproximacién elegida.

En los desarrollos anteriores se ha supuesto un periodo de muestreo T' con-
stante. En [20] se amplia los resultados anteriores para periodos de muestreo
variables Tj.

Técnicas de sobreaproximacién: En resumen, alguna de las técnicas de
sobreaproximacién, recogidas en el trabajo [58], son:

= Aprozimacion basada en la Forma Real de Jordan [JN]: Esta técnica utiliza
la factorizacién basada en la Forma Real de Jordan sobre la matriz del
sistema A para obtener una aproximacién politépica de las incertidumbres
con un cierto nimero de vértices IV, cuyo valor depende de la multiplicidad
geométrica y algebraica de los valores propios de A.

= Aprozimacion basada en el Teorema de Cayley-Hamilton [CH]: Este méto-
do, muy similar al anterior, y que también hace uso de la Forma Real de
Jordan, utiliza el Teorema de Cayley-Hamilton: cualquier potencia de A
de orden v o superior a v se puede expresar como combinacién lineal de
las v primeras potencias de A: I, A,--- , A¥~!. El resultado es también una
aproximacién politépica de las incertidumbres con un cierto nimero de
vértices IV, cuyo valor depende de la multiplicidad geométrica y algebraica
de los valores propios de A.

s Aproximacidn basada en Series de Taylor [TS]: Esta técnica utiliza la de-
scomposicién en Series de Taylor de la matriz e para generar un modelo
politépico de p 4+ 1 vértices con incertidumbres normadas, donde p es el
grado de aproximacién del polinomio.

= Aprozimacion de mallado con incertidumbres normadas [GND] Este méto-
do [108, 115] esté basado en la particién en N subintervalos equiespaciados
del parametro del sistema variable con el tiempo, en este caso el retardo. El
resultado es un modelo con incertidumbres mixtas (normadas y politopi-
cas).

Los trabajos [58, 40] discuten comparativamente las técnicas de so-
breaproximacién anteriores. Tanto en GND como en TS, la complejidad del
modelo sobreaproximado es independiente del orden del sistema. Ademas,
se puede reducir el error de sobreaproximacién mediante ajuste de un cierto
pardametro (en TS, con el grado del polinomio p y en GND con el ntimero de
puntos de mallado N. Sin embargo, en GND, si el nimero de puntos del mal-
lado N — oo, entonces el error de sobreaproximacion tiende a 0. En cambio,
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si el grado de polinomio p en TS aumenta, el error de sobreaproximaciéon no
tiende necesariamente a desaparecer.

1.4.3. Aplicaciones de control practicas

En la Figura 1.4.3 se ilustra el esquema tipico de un sistema de control
con retardos, donde los dispositivos del bucle de control (sensor, controlador
y actuador) son digitales.

Actuador Sensor

e ——————————

Controlador

Digital

Figura 1.1. Bucle de control con retardos temporales con controlador digital y
retenedor de orden cero a periodo T’

En relacién a este tipo de sistemas, especial atenciéon merece los denom-
inados Sistemas de Control Basados en Red (SCBR). Este tipo de sistemas
constituye el ejemplo de aplicacién méas tipico de los sistemas con retardos
temporales [91, 61] (ver Figura 1.4.3). De hecho, la proliferacién y el avance
tecnologico en materia de redes de datos, asi como la tecnologia digital, ha
motivado colateralmente el estudio de este tipo de sistemas. Por este motivo
se dedica una seccién para describirlos. Los sistemas de control basados en
red (SCBR o de sus siglas en inglés: NCS de Network Control Systems) se de-
finen como sistemas de control donde los diferentes elementos que lo integran
(sensor, actuador y controlador) se encuentran distribuidos espacialmente, de
modo que el intercambio de informacién se realiza a través de un medio de
comunicacion, generalmente compartido.

A continuacién se describe los aspectos fundamentales que suelen tratarse
en el estudio de este tipo de sistemas:

Problematica de los SCBR:

Limitacion en el ancho de banda: La limitacién en el ancho de banda del
canal impone una restriccién sobre la méaxima cantidad de informacién que
se puede transmitir por unidad de tiempo. En [125, 126, 13] se analiza la
influencia de este fenémeno en la estabilidad de sistemas lineales, y en [78]
se extiende los resultados anteriores a sistemas no lineales.
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Controlador

Plants

RED DE DATOS

Planta

Centrolador

Figura 1.2. Esquema de un sistema de control basado en red

Ruido de cuantificacion: En general, cuando los controladores son digitales,
hay que tener en cuenta el problema de la aritmética finita. La disponibilidad
de un nimero finito de bits para codificar el valor de las muestras da lugar
a errores de redondeo [35]. Por tanto, el andlisis de este fenémeno obliga a
considerar dentro del modelo una no-linealidad no invertible conocida como
ruido de cuantificacidn [24, 125, 126, 15, 92].

Sin embargo, en [27] se trata el problema del ruido de cuantifiacién con-
juntamente con el retardo. En este trabajo se incluye ademas el efecto de la
saturacion en la accion de control, fenémeno vinculado también a la capaci-
dad finita de los paquetes de datos [30].

Retardos inducidos: Una de los rasgos mas destacados de los SCBR es la
presencia de retardos temporales, principalmente imputables al medio de co-
municacién de datos, y en menor medida al coste de conversién A/D, D/A,
calculo de la accién de control, etc. En los medios de comunicacién compar-
tidos es inevitable la aparicién de retardos, debido por ejemplo, a la necesidad
de cubrir grandes distancias, o a posibles congestiones puntuales en nodos in-
termedios, dependiendo de la carga de trafico en la red, etc.

Pérdida de datos: Otro de los aspectos principales a considerar en el modelo
de SCBR es la posibilidad de pérdida de datos [100] debido a posibles fallos

en la transmision.

Muestreo no uniforme: En la préctica, en los sistemas discretos el periodo
de muestreo estd sujeto a posibles variaciones temporales debido al efecto
del jitter derivado de los retardos inducidos por los tiempos de computo
o los retardos de propagacién en red, etc [79], o por la propia politica de
planificacién de los dispositivos guiados por eventos [57]. De forma andloga al
modelado del retardo variable, usualmente se modela el periodo de muestreo
variable y aleatorio pero acotado tal que T, < Ts < Tj,,, donde los valores
Ts,.,Ts,, se asumen conocidos.

Sm
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De todos los problemas anteriormente vistos, los que se tratan con mayor
frecuencia son el efecto de los retardos y la pérdida de datos.

1.5. Sistemas discretos aumentados

En esta seccién se revisan técnicas de obtencion de sistemas discretos
aumentados libre de retardo a partir de los sistemas discretos con retardos.
Gracias a esta posibilidad se puede simplificar en gran medida el estudio
de los sistemas con retardos discretos. Sin embargo, si el retardo es muy
grande, pueden existir complicaciones dada la complejidad del modelo. En
los siguientes capitulos (capitulo 2) se discute este fenémeno en el contexto
del analisis de la estabilidad para este tipo de sistemas.

1.5.1. Retardo constante

Dado un sistema lineal discreto con retardos constantes, es posible obtener
un modelo aumentado equivalente libre de retardos. Considérese el sistema
1.30. Es facil ver que se puede expresar como:

z(k+1) = Az(k) + Bu(k) (1.39)

y(k) = Cz(k)

Retardo solo en la entrada: En este caso, a partir del estado aumentado
definido como:

2(k) = (v(k) u(k — 1) u(k —2) - u(k —d))" (1.40)

las matrices del sistema aumentado son:

A My My - My, M

00 0-- 0 0
A=|l0 T 0. 0 0 (1.41)
00 0-- I 0
—(010---00)"
—(100---00)

B

C

M {fOT eAsdsB;  sij =i
J

0 sij # i
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Retardo en la entrada y en la salida: En este caso, a partir del estado au-
mentado definido como:

(k)
x(k—1)
o | 2k —dy)
z(k) = w(k— 1) (1.42)
u(k — 2)
u(k —dy,)
dy, = mazx?* d;,
Jy = mamfildiy
las matrices del sistema aumentado son:
A 0 - 0 My My --- Mg, M
I 0 - 0 0 00 O 0
- 0o 0 -- I 0 0 O 0 0
A= o o0--0 0 0-- 0 0 (1.43)
o o0-.--0 1 0-- 0 0
o o0 --0 0 O0--- I 0
B=(010---00)"
C=(CiCy-- Cyy10---00)"

M; = {fOT i, sty =1
0 sij # 1

1.5.2. Retardo variable

Si el retardo es variable, el modelo aumentado equivalente también es un
sistema libre de retardos de dimensién finita, pero a diferencia del retardo
constante, el sistema es LTV [62]: la matriz A(k) es variable y admite tantas
realizaciones como posibles retardos. Por ejemplo, considérese el siguiente
sistema discreto con retardo variable en el estado dj,

a(k+1) = Az(k) + Agz(k — dy,) + Bu(k) (1.44)
dp < di, < dp

considerando el estado aumentado (z(k) z(k —1) --- z(k — da)), el sis-
tema anterior puede expresarse como:
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#(k +1) = A(k)z(k) + Bu(k) (1.45)

donde

Aky=|o 1.+ 0 - 0 0 (1.46)
0 0 0 I 0

M()— Ad Sijde
=0 sij # dy

0 =dpy —dp

1.6. Conclusiones

En este capitulo se han revisado algunas de las estrategias de modelado
de sistemas con retardos temporales. Este tipo de sistemas son de dimen-
sién infinita, lo que implica a menudo una mayor complejidad en su estudio.
Puesto que en la préctica, la mayor parte de controladores y dispositivos son
digitales, resulta interesante disponer del modelo equivalente discreto. La
principal ventaja de éstos es que es posible aplicar técnicas convencionales
yva que mediante la definicion del estado aumentado, es posible obtener un
sistema, libre de retardos. Cuando el retardo es variable, también es posible
obtener un modelo discreto aumentado con incertidumbres, libre de retar-
dos, mediante técnicas de sobreaproximacién, lo que resulta de gran utilidad
en el analisis y diseno de controladores discretos, tal y como se vera en los
siguientes capitulos.






2 Analisis de la estabilidad y robustez

2.1. Resumen

Este capitulo revisa las principales técnicas de andlisis de estabilidad de
sistemas continuos y discretos con retardos. Se ilustra la problemética deriva-
da del tratamiento de retardo en ambos casos, asi como las soluciones adop-
tadas en la literatura y los problemas abiertos que actualmente sigue siendo
motivo de linea de trabajo.

2.2. Introduccion

La presencia de retardos temporales en los sistemas de control tiene un
impacto en la respuesta del sistema, provocando en lineas generales una pérdi-
da de prestaciones en el comportamiento, que ocasionalmente puede producir
inestabilidad [71]. También puede suceder justo lo contrario: la presencia de
retardos puede estabilizar un sistema inestable en ausencia de retardos [44].
En cualquier caso, el andlisis de estabilidad en este tipo de sistemas resulta
notoriamente mas complejo que en los sistemas convencionales, principal-
mente debido a su naturaleza infinito-dimensional. En el caso de retardos
variables y aleatorios, el analisis por ubicacién de polos deja de tener sentido,
siendo por tanto necesario recurrir a otras técnicas basadas en el Teorema de
la Pequena Ganancia o en el método de Lyapunov. La propia complejidad
que se deriva de su estudio, junto con el interés practico, han motivado una
amplia linea de investigacién con numerosas contribuciones que se abordan
tanto en el dominio frecuencial como en el temporal. Al igual que sucede
en la Teorfa clasica de Control, en el analisis de los sistemas con retardos
temporales también se puede distinguir la clasica dicotomia entre el enfoque
estocdstico y determinista [91, 7].

De hecho, ya por los finales de los anos 50’s, surgieron las primeras con-
tribuciones para el analisis de la estabilidad de los sistemas con retardos de
la mano de los dos grandes precursores en esta linea:

» N. Krasovskii: Anélisis de la estabilidad de sistemas con retardos mediante
el manejo de funcionales de Lyapunov [73].
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= B. Razumikhin: Redefinicién de las cldsicas funciones de Lyapunov aplica-
bles a sistemas con retardos [104].

Los dos resultados anteriores establecen los fundamentos del analisis de la
estabilidad en el dominio del tiempo. Las contribuciones ulteriores se centran
bésicamente en el disefio de la funcién o funcional candidata que mejoren
en la medida de lo posible la relacion de compromiso entre complejidad y
conservadurismo.

2.2.1. Concepto de estabilidad

Se dice que un proceso es estable cuando dadas ciertas condiciones iniciales
todos los estados del proceso alcanzan el punto de equilibrio en régimen
permanente.

El concepto de estabilidad referido al comportamiento de un proceso
puede clasificarse dependiendo de las siguientes caracteristicas. A saber:

Estabilidad simple: Se dice simplemente que un proceso es estable si, para
cualquier valor arbitrario de tiempo continuo t; € R+ o tiempo discreto
ko € N+ y para cierto escalar € > 0 existe cierto valor § = §(tg|ko, €) tal que,
para sistemas continuos verifica:

[lz(to)|| <0 — ||x(t)]] < €, para todo t > tg

y para sistemas discretos verifica.

[lz(ko)|| < d — ||x(k)|| < €, para todo k > kg

Esto implica que el estado permanece prérimo al punto de equilibrio
dentro de una bola de cierto radio arbitrario €, aunque no necesariamente
alcance el valor exacto en t — oo.

Estabilidad Asintdética: Se dice que un proceso es asintéticamente estable,
si ademads de verificar la condicién anterior, verifica para sistemas continuos:

limy—ooz(t) =0

y para sistemas discretos:

limg—oox(k) =0

A diferencia de la simple estabilidad, el punto de equilibrio en régimen
permanente siempre es alcanzado.

Estabilidad Exponencial: Ademads, se afirma que un proceso es exponen-
cialmente y asintoticamente estable si ademas de satisfacer las condiciones
anteriores, para ciertos valores escalares A\, K > 0, donde A, K € R se cumple
para sistemas continuos:

2(8)]] < K][2(to) e, ¥t > 0

y andlogamente, para sistemas discretos (para un cierto Aq > 0, donde
A € R):

[|z(k)]] < KAGlz(0)]l,, VE € N+ >0

El concepto de estabilidad exponencial incluye adicionalmente el aspecto
de la velocidad de convergencia o decaimiento geométrico en el pardmetro A
(continuo) o Ay (discreto).
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Estabilidad Global: Si la condicién de estabilidad es independiente del
valor de la condicién incial del estado del proceso x(tg), se dice que el proceso
es globalmente estable. En el caso de los sistemas LTI, estabilidad asintética
implica estabilidad global y exponencial.

2.2.2. Criterios de Estabilidad: Clasificacion

Dentro del paradigma del analisis de la estabilidad de los sistemas con
retardos, se puede encontrar diversas estrategias que pueden ser agrupadas
atendiendo a los siguientes criterios:

Dominio de andlisis: tiempo/frecuencia:

= Dominio frecuencial: los métodos derivados del anélisis en frecuencia para
sistemas con retardos surgen como extension de los métodos clasicos: de-
terminacién de los autovalores del sistema, tales como la generalizacién del
método de Hurtwitz o el criterio de Nyquist y el Teorema de la Pequena
Ganancia. La propiedad més importante que permite generar resultados en
esta linea deriva de la propiedad de continuidad del término exponencial
e~ ®7, gracias a la cual se puede afirmar que si el sistema libre de retardo es
estable, existe un 7 suficientemente pequeno por debajo del cual el sistema
sigue siendo estable. Los métodos basados en el andlisis en el dominio de
Laplace, valido para retardos constantes, propone basicamente determinar
la estabilidad a partir de la obtencién de los puntos de corte del lugar de
las raices de la ecuacion caracteristica con el eje imaginario, dando lugar
a condiciones necesarias y suficientes de estabilidad relativamente sencil-
las de evaluar sobre sistemas de orden reducido o con pocos retardos. La
aplicacién del Teorema de la Pequena Ganancia, en cambio, implica en
lineas generales mayor complejidad y puede introducir conservadurismo,
pero gana en versatilidad con respecto el primero ya que permite tratar
el caso de multiples retardos no multiplos enteros de un cierto valor y es
aplicable también sobre sistemas con retardos variables [76].

= Dominio temporal: Los métodos de andlisis en el dominio del tiempo para
sistemas con retardos se contruyen a partir de los resultados de Razumikhin
[104] o Lyapunov-Krasovskii [73]. Ambos resultados se pueden entender co-
mo una ampliacién de la Teoria de estabilidad de Lyapunov sobre sistemas
convencionales. La idea subyacente es, por tanto, andloga: encontrar una
cierta funcién (Razumikhin) o funcional (Krasovskii) candidato adecuado
que permita probar la estabilidad o la verificacién de algin criterio de de-
sempeno. La ventaja principal respecto al analisis en frecuencia estriba en
que la inclusién de incertidumbres en el modelo y retardos variables resulta
mas intuitivo y sencillo de abordar en el dominio del tiempo.
En el caso de los sistemas discretos con retardos, es posible recurrir a la
técnica convencional de Lyapunov a partir de la funcién cuadratica genérica
aplicada sobre el modelo aumentado equivalente de dimensién finita [62]
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o a partir del modelo discreto con incertidumbres obtenido a partir de
alguna técnica de sobreaproximacion revisada en el capitulo anterior. Sin
embargo, la complejidad del anélisis es proporcional al valor del retardo
maximo. Partiendo de esta premisa, surge la necesidad de disenar funciones
de Lyapunov candidatas cuya estructura permita que la complejidad de los
test de estabilidad derivados sean independientes del retardo.

Estabilidad dependiente/independiente del retardo: En la literatura
se puede encontrar criterios de andlisis de estabilidad sobre sistemas con
retardos acunados con el término en inglés delay-independent versus delay-
dependent. Los primeros garantizan la estabilidad para cualquier valor de
retardo, mientras que los segundos incluyen informacioén del retardo dentro de
las propias condiciones de estabilidad. Comparativamente, los criterios delay-
dependent son, en lineas generales, menos conservadores que los primeros,
especialmente si los retardos son pequetios [7, 43, 132].

Los criterios de andlisis de estabilidad en sistemas con retardos variables
pueden incluir, ademds, informacién de la derivada del retardo 7(t). Es fre-
cuente encontrar criterios en los que el valor méximo de la derivada esté aco-
tado por debajo de 1 (7(¢) < p < 1) [43]. Sin embargo, existen resultados
andlogos que eliminan esta restriccién [132].

Andalogamente al caso continuo, en la literatura de sistemas discretos
también es posible encontrar criterios de estabilidad independientes y de-
pendientes del retardo [43]. En particular, en sistemas discretos con retardos
variables acotados dj tal que d,, < di < djs, donde las cotas d,,,dps son
conocidas, se puede encontrar los siguientes casos:

= Criterios de estabilidad que sélamente dependen del intervalo del retardo
(denominados delay-range dependent).

= Criterios de analisis de estabilidad que dependen tanto del intervalo como
del retardo.

Cabe citar que hasta la fecha no se han encontrado en la literatura con-
tribuciones en el andlisis de estabilidad de sistemas discretos con retardos
que tengan en cuenta el valor del maximo incremento de retardo entre dos
instantes de muestreo consecutivos: (|dg+1 — di| < Ay) donde Ay es el valor
que representa dicho incremento de retardo méximo y légicamente verifica
0< Ay <dpy —dp-

Retardos multiplos/no miiltiplos enteros de un valor: En sistemas
que presentan multiples retardos, existen condiciones de analisis de estabili-
dad desarrolladas bajo la hipdtesis de la existencia de un denominador comin
en los retardos (el término en la literatura es Commensurate delays). En este
caso se simplifica notoriamente el estudio de la estabilidad, obteniendo condi-
ciones necesarias y suficientes [43], y su aplicacién se ajusta a algunas im-
plementaciones reales. Por contra, cuando no existe un denominador comun
en los diferentes retardos que afectan el sistema (Ucommensurate delays), el
andlisis de la estabilidad adquiere mayor complejidad [43, 7].
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An3lisis con enfoque estocdstico/determinista: Tal y como se ha visto
en el capitulo anterior, existen dos enfoques (estocdstico versus determinista)
dentro del anélisis de los sistemas de control. A modo de recordatorio, el
concepto de estabilidad en sentido estocdstico, para un sistema discreto, se
define como sigue [142]:

Se dice que un sistema es estocasticamente estable en el contexto de la
media cuadratica si existe una constante a > 0 y un valor 0 < vy < 1 tal que:

E(|lz(k)[[*) < ar®E(|z(0)]) (2.1)

donde E(z) es la media o esperanza matemética. Asimismo, otros crite-
rios de desempeno tipicamente adoptados tales como el nivel de rechazo a
perturbaciones Ho, H,, 0 el decaimiento geométrico, se redefinen del mismo
modo en base a la media.

La presente tesis se engloba dentro del enfoque determinista: garantizar
la estabilidad dentro de los margenes de incertidumbre sobre el retardo y el
modelo del proceso definidos.

2.3. Analisis de estabilidad en el dominio frecuencial

En esta seccion se expone con mas detalle algunas de las técnicas de-
sarrolladas en el dominio frecuencial. Estas surgen como resultado de una
adaptacién de las técnicas cldsicas de andlisis en frecuencia (regién de esta-
bilidad y Teorema de la Pequena Ganancia) para sistemas con retardos.

2.3.1. Criterios basados en la determinacién de la regién de
estabilidad

En sistemas convencionales LTT, la estabilidad se puede facilmente analizar
a partir de la ubicacién en el plano complejo de los polos del sistema [86, 113].

Considérese, por ejemplo, el sistema lineal retardado auténomo con multi-
ples retardos puntuales constantes:

p
B(t) = Acx(t) + Y Aea(t —7) (2.2)
i=1
La ecuacidn caracteristica asociada al sistema [F : C — C se obtiene como:

p
F(s) = det(sl — Ao — >  Agie *) =0 (2.3)
=1
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Noétese que el nimero de raices es infinito debido al caracter transcen-
dente de la ecuacién caracteristica. Sin embargo, la estabilidad puede ser
determinada en base al siguiente criterio:

El sistema (2.2) es globalmente y asint6ticamente estable si y solo si todas
las raices de la ecuacién caracteristica estdn en el semiplano izquierdo. Es
decir, si verifica que:

AeC:R(N) >0,FN) =0 (2.4)

La ecuacién caracteristica F(s) se puede definir como un cuasipolinomio
real en la variable s, lo que le confiere la propiedad de continuidad del
término exponencial respecto los retardos 7;, tal y como se ha puntualiza-
do anteriormente. Por tanto, si el sistema libre de retardos es estable (matriz
A+ Zle A.; estable), entonces existe valores de retardo lo suficientemente
pequeiios que conservan la estabilidad para el sistema (2.2) [7]. Otro modo de
interpretar esta propiedad es observar que las infinitas raices de la ecuacion
caracteristica del sistema con retardo convergen a las finitas raices del sistema
libre de retardo equivalente conforme 7; converge a 0 ¢ =1,--- | p.

Por tanto, el objetivo de los criterios de analisis de estabilidad en frecuen-
cia estriban en el modo de determinar la existencia de puntos de corte de
las raices de la ecuacién caracteristica con el eje imaginario, y en calcularlos
resolviendo la ecuacién F(jw) = 0. Cabe destacar las dos aproximaciones
siguientes ya mencionadas en la introduccién:

Retardos multiplos enteros de un nimero: Las técnicas englobadas
en este apartado son aplicables para sistemas con tdnico retardo 7 (Single-
delay case) o sistemas con miltiples retardos (Multiple-delay case) tal que
7; = d;7 donde d; € N+. En cualquiera de los dos casos, la ecuacion carac-
teristica se puede expresar como un polinomio 2D o bivariable F(s) = p(s, 2)
donde z = €°7. Otra propiedad 1til consiste en la simetria conjugada del
polinomio bivariable, lo que restringe la bisqueda de soluciones de corte con
el eje imaginario a soluciones positivas. Algunas técnicas, tales como el Test
de estabilidad 2D o Test por barrido en frecuencia, permiten resolver el prob-
lema. Estas técnicas sélamente difieren entre ellas en la estrategia utilizada
para obtener soluciones de p(jw,e’™), que derivan en condiciones necesarias
y suficientes de estabilidad. Una descripcién detallada de las técnicas citadas
puede encontrarse en [43].

2.3.2. Criterios basados en el Teorema de la Pequena Ganancia

A partir de un esquema de interconexién en lazo cerrado formado por
dos bloques M y A, donde M es el modelo del sistema y A es el modelo de
incertidumbres, el Teorema de la Pequena Ganancia garantiza la estabilidad
en base al siguiente Teorema [43]:
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Teorema 2.3.1 El bucle M — A (ver Figura 2.3.2) es estable si ||M||oo <
1,VA/||Al|ee < 1. Si la matriz de incertidumbres A no es estructurada, en-
tonces la condicion anterior es necesaria y suficiente.

Demostracion: Ver [43] [

M A

Figura 2.1. Modelo del sistema-incertidumbres M — A en lazo cerrado

Para aplicar este resultado a los sistemas con retardos, la idea es consider-
ar los retardos como incertidumbres. Veamos algunos ejemplos de aplicacion:

Sistema con unico retardo Dado el sistema LTI con tnico retardo 7:

&(t) = Aoz (t) + Ajz(t — 1) (2.5)

Se puede comprobar ficilmente que se puede modelar con el bucle M — A,
donde se abstrae por un lado el modelo M (s) = (sI — Ag)~'A; y por otro
lado el operador retardo, que se encuentra embebido dentro del término de
las incertidumbres A(s) = e~ 7*. Teniendo en cuenta que V7 > 0, |4 < 1,
se puede afirmar que el sistema es estable si ||(sI — Ag) "t A1||s = 1. Nétese
que esta condicion de estabilidad es independiente del retardo. La condicién
anterior es suficiente, ya que en la aplicacion del Teorema de la Pequena
Ganancia el operador A(s) que caracteriza el bloque retardo se sobreaproxima
con una matriz de incertidumbres no estructurada.

Este mismo resultado es aplicable para retardo variable 7(t) acotado su-
periormente siempre que 7(¢) < 1,V¢, [43] ya que bajo estas condiciones se
sigue verificando ||A(s)]|eo < 1.

Sistema con miiltiples retardos: El resultado anterior se puede aplicar a
un sistema con multiples retardos puntuales:

i(t) = Aox(t) + Z Azt — 1) (2.6)

redefiniendo la matriz del sistema en lazo cerrado M (s) como:
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I 0.0
M= | 0T e () @)
0 0 - I

donde la matriz de incertidumbres A(s) es una matriz diagonal por blo-
ques A = diag(A1,- -, A,,), donde a su vez A;, 1 < ¢ < m representa cada
retardo individual. Andlogamente, el sistema es estable independientemente
del retardo si || M|| < 1. Nétese que la aplicacién del Teorema de la Pequena
Ganancia puede resultar demasiado conservador ya que no se aprovecha la
estructura diagonal del término de incertidumbres A(s). Sin embargo, apli-
cando el Teorema de la Pequena Ganancia p [43], basado en el célculo del
valor singular estructurado, es posible derivar una condicién necesaria y su-
ficiente de estabilidad.

La ventaja respecto al andlisis de la regién de estabilidad es que se
puede aplicar sobre sistemas con multiples retardos que no sean necesari-
amente multiplos enteros de un valor (ucommensurate delays). No obstante,
el coste computacional vinculado al cédlculo del valor singular estructurado
A (M) presenta un coste computacional que crece exponencialmente respec-
to el tamano del problema. En general, los algoritmos se clasifican en base
a su complejidad en algoritmos de coste polinomial (eficientes) y coste ex-
ponencial. Estos ultimos se denominan NP-Hard [70], y se consideran com-
putacionalmente intratables. En [12] se discute la complejidad NP-Hard del
Teorema de la Pequena Ganancia p.

Otros resultados que analizan la estabilidad sobre sistemas con retardos
variables, bajo el Teorema de la Pequena Ganancia, aproximacién también
conocida en la literatura como Input-output approach, se puede encontrar
en [76]. Este trabajo aplica esta aproximacién sobre sistemas discretos con
retardos variables.

2.4. Analisis de estabilidad en el dominio temporal

En la seccién anterior se ha revisado las técnicas de andlisis de estabilidad
en el dominio de la frecuencia. Sin embargo, el anélisis en el dominio tempo-
ral resulta mas intuitivo a la hora de estudiar sistemas con incertidumbres
y retardos variables. Basicamente los resultados propuestos dentro de este
ambito para sistemas continuos con retardos temporales se derivan de los
conocidos Teoremas de Razumikhin y Lyapunov-Krasovskii, que tal y como
se ha resenado anteriormente, constituyen la base de los resultados de anali-
sis de estabilidad para sistemas con retardos temporales en el dominio del
tiempo.
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2.4.1. Analisis de la estabilidad LMI en sistemas continuos

En este apartado se analiza en detalle las estrategias de analisis de es-
tabilidad en el dominio temporal para sistemas continuos. Los resultados
basados en los Teoremas de Razumikhin [104] o Lyapunov-Krasovskii [73]
buscan obtener condiciones suficientes de estabilidad facilmente computables
a partir de la busqueda de una solucién factible a un problema LMI [43],
generado a partir de un cierto funcional (Krasovskii) o funcién (Razumikhin)
candidato. No existe ningin método analitico para resolver LMI. En cam-
bio, existe software comercial [33] que implementan algoritmos numéricos
eficientes (con coste computacional polinomial), tales como el algoritmo de
la elipsoide o punto interior [10], desarrollados dentro del paradigma de la
Teorfa de Optimizacién Convexa [6, 99].

Estabilidad Independiente del retardo: El siguiente resultado asegura
la estabilidad independientemente del valor de los retardos para un sistema
con multiples retardos puntuales constantes:

Teorema 2.4.1 [43]

El sistema con mdltiples retardos puntuales constantes (2.2) es global-
mente y asintoticamente estable si existen matrices P,Q1,---,Qp > 0 tal
que:

ATP+PA+Y Y  Q; ATP - AZ?P
(%) —Q1 -+ 0
(%) () - —Qp
Demostracion: Considérese el funcional de Lyapunov-Krasovskii can-
didato:

<0 (2.8)

Pt
V() = T () Pa(t) + > / 7 (6)Qix(6)d8 (2.9)
i=17t=Ti
donde P,Q; > 0 con i € [1,2,---,p] son ciertas matrices definidas positi-

vas.
El término derivativo, haciendo uso de la férmula de Newton-Leibniz
(Ecuacion 2.14), es:

p

V(t) = &7 (t)Px(t) + =T (t)Pa(t) + Z[zT(t)Qix(t) — 2T (t — 1) Qiz(t — 7)]
i=1

(2.10)

Sustituyendo @(t) a partir del modelo del proceso (2.2) y agrupando con-
venientemente los términos se obtiene:



32 2 Analisis de la estabilidad y robustez

V(t) = 2T (t)(ATP + PA + ZP: Qi)a(t) + (2.11)

i=1

P P
+2 Z 2T (AT Px(t — 7;) — ZxT(t —7)Qix(t — )
i=1 i=1

Definiendo un nuevo estado ¢(t) = (z(t) z(t — 1) - -+ @(t — 7)) el térmi-
no derivativo se puede expresar matricialmente como:

V(t) = ¢" (t)O¢(t) (2.12)
donde
ATP+PA+37, Qi AP - ATP
0= ) 0 (213)

(%) () - —Qp
La convergencia del estado al punto de equilibrio a lo largo de todas las
posibles trayectorias de estado y por tanto la estabilidad se garantiza siempre
que se verifique V(t) < 0. Esta condicién se cumple si y solo si © < 0.
Por tratarse de un sistema LTI, la estabilidad implica estabilidad global y
asintotica. n

Estabilidad Dependiente del retardo: La condicién de estabilidad in-
dependiente del retardo resulta a menudo demasiado conservadora, especial-
mente si el valor de retardo que inestabiliza el sistema es pequeno. Existen
dos modos de generar condiciones que tengan en cuenta el valor del retardo:
aplicando un cambio de variable (transformacién del modelo), o directamente
a partir del funcional de Lyapunov-Krasovskii candidato.

Estabilidad basada en transformacion de modelo: El cambio de variable in-
spirado en la férmula de Newton-Leibniz:

t

x(t—71)=x(t) — / x(s)ds (2.14)

t—7
Aplicado sobre el sistema (2.2) permite obtener el siguiente modelo trans-
formado del proceso:

T t T
i(t) = Ax(t) + 3" Adla(t) - / S Aj(s —m)ds]  (215)
i=1 =T =
Sin embargo, este cambio de variable puede anadir conservadurismo de-
bido a la dindmica adicional introducida sobre el modelo transformado [43].
El siguiente teorema representa una condicién suficiente de estabilidad para
sistemas con multiples retardos, obtenida a partir del modelo transformado
de la Ecuacién (2.15).
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Teorema 2.4.2 [7]
El sistema (2.2) es estable si existen matrices P,Q1,---, Qp > 0 tal que:

ATP+ PA+ Y ST TiQu M)
( (*)J 5) < 0 (2.16)

M = (7’1PA1A0 e T1PA1Am . -TmPAmAO N TmPAmAm)
Q = diag(TlQ()v T >7—1QMa v 7TMQ07 e 37_QO)

Demostracion: Ver Teorema 3.6 en [7]. n

Nétese que si 7 = 1 (retardo tnico), si el sistema libre de retardo es
estable, en [7] se plantea la obtencién del méximo 7 tal que el sistema siga
siendo estable mediante la resolucién de un problema GEVP (ver Apéndice
8.2.2)

Estabilidad basada en la forma discretizada de Lyapunov: La definicién del
funcional de Lyapunov cuadratico parameter-dependent genérico de la forma:

0
Via(®) =" (OPa(t) + 37(t) [ Qs)alt+5)ds +

0

0 /0
T T
+/_T /_TCE (t+ z)R(z,v)x(t + v)dzdv + /Tx (t +5)S(s)x(t + s)ds

permite obtener el resultado de andlisis de estabilidad menos conservador
posible, dentro de los posibles funcionales candidatos cuadraticos, a partir
de la condicién V(z(t)) > 0y V(z(t)) < 0 [51]. Sin embargo, la obtencién
de V(z(t)) implica resolver complejas ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales con condiciones de contorno. En [53, 7, 44] se propone un método
que permite transformar el problema anterior en un problema LMI a partir de
la denominada forma discretizada de Lyapunov. Esta se obtiene asumiendo
que las matrices parametizadas Q(.), R(.), S(.) son constantes a trozos dentro
de cada intervalo generado mediante una particiéon homogénea en p trozos
del intervalo [—,0]. La caracteristica mas destacada de este método es que
el resultado converge a la condicién originalmente formulada conforme el
niimero de particiones es més elevado (p — oo). Por tanto, se puede graduar
el compromiso entre complejidad y conservadurismo mediante la adecuada
eleccién de p. La idea de particionar el intervalo de retardo en intervalos méas
pequenos ha sido también explorado en el contexto de sistemas discretos con
retardos constantes y variables en [85].

Estabilidad sobre sistemas con retardos variables: En el caso de sis-
temas continuos con retardos variables, también es posible derivar condiciones
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de estabilidad LMI independientes del retardo, a partir del Teorema de Razu-
mikhin [104]. No obstante, en la mayoria de aplicaciones, el retardo 7(t) se
asume que acotado de modo que verifica 7, < 7(t) < 7, siendo 7, Tas las
cotas minima y méaxima, respectivamente, que son conocidas a priori. A par-
tir de las cotas del retardo, se derivan condiciones de analisis y disenio menos
conservadoras, que ademads, incluyen informacién de la derivada del retardo
7(t) < pu < 1. Por ejemplo, mediante funcionales de Lyapunov-Krasovskii se
obtienen condiciones de andlisis LMI [127, 130]. No obstante, algunas veces
se introducen variables de decisién que no contribuyen a reducir el conser-
vadurismo de los resultados de andlisis. En [143] se propone condiciones de
analisis que con un menor ntmero de variables de decisién alcanzan el mis-
mo grado de conservadurismo que otros resultados similares anteriores. Este
hecho se demuestra mediante el Teorema de Eliminacién (ver Teorema 8.3.5,
Apéndice 8).

Técnicas Free-Weighting: Las técnicas denominadas Free- Weighting se ex-
plota para reducir el conservadurismo de las condiciones suficientes de esta-
bilidad basadas en LMI, tanto en sistemas continuos [55] como en sistemas
discretos [135]. En cambio, se aniaden nuevas variables de decisién dentro del
problema. Cabe destacar que no siempre dichas técnicas implican una reduc-
cién del conservadurismo, tal y como se ha visto anteriormente. En [143], se
demuestra mediante el Teorema de Eliminacién sobre otros resultados sim-
ilares ([130], y referencias similares) que existen variables de decisién que
no aportan ninguna mejora, contribuyendo en todo caso negativamente de-
bido al aumento de los errores numéricos por exceso de variables y al coste
computacional. En sistemas discretos, un resultado equivalente se presenta
en [47], donde se ilustra la equivalencia respecto otros resultados andlogos en
términos de conservadurismo pero con mayor niimero de variables de decision
([135], y referencias similares).

La idea subyacente a las técnicas Free- Weighting consiste en aprovechar
la relacion entre los estados del vector ampliado definido en el funcional can-
didato para introducir nuevas variables de decisién (conocidas como slack
variables) que en principio contribuyan a reducir el conservadurismo del test
de estabilidad. En la utilizacién de esta técnica para sistemas continuos inter-
viene de nuevo la conocida férmula de Newton-Leibniz (Ecuacién (2.14)). Por
ejemplo, se puede afirmar que para una matriz arbitraria M de dimensiones
apropiadas siempre se verifica que:

t

() M(w(t) — 2t — 7) — / #(s)ds) = 0 (2.17)

t—7

Por tanto, la condiciéon de negatividad de la derivada V(t) < 0 se puede

reformular sin conservadurismo adicional como V (¢)+2Z(¢) M (z:(t) —x(t—7)—
t . . s

J;_. #(s)ds). De este modo, se incorpora nuevas variables de decisién en la
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matriz M. Precisamente, en la correcta y adecuada eleccién del funcional can-
didato, conjuntamente con el adecuado diseno de las técnicas Free- Weighting,
se concentra el esfuerzo de esta linea de trabajo: mejorar la relacién de com-
promiso entre numero de variables y conservadurismo en el desarrollo de
condiciones de andlisis de estabilidad sobre sistemas con retardos.

2.4.2. Analisis de la estabilidad LMI en sistemas discretos

A diferencia de los sistemas con retardos continuos, los sistemas discretos
son siempre de dimensioén finita. En el capitulo 1 se ha revisado cémo obtener
modelos discretos equivalentes o sobreaproximados libres de retardo a partir
de un sistema continuo con retardos constantes y variables.

El estudio de los sistemas con retardos temporales discretos resulta mucho
maés simple, en tanto en cuanto éstos son de dimensién finita, y por tanto,
pueden ser abordados con técnicas convencionales. Sin embargo, cuando el
retardo es elevado, los modelos equivalentes resultan demasiado complejos, y
por tanto las técnicas convencionales no son aplicables y surge la necesidad
de buscar métodos alternativos, los cuales son objeto de discusién en este
apartado.

Estabilidad independiente del retardo: Andalogamente al caso continuo,
es posible derivar una condicién de estabilidad independiente del retardo para
sistemas discretos. Considérese el siguiente sistema discreto con miiltiples
retardos:

P
ok +1) = Ax(k) + Y Aiz(k — d;) (2.18)
i=1
Teorema 2.4.3 El sistema (2.2) es estable si existen matrices P,Qq,- -,
Qp > 0 tal que:
P+ ,Q 0 -~ 0 ATP
(*) —Q1--- 0 AP
<0 (2.19)

(%) (%) - —Qp AL P
(1) () -P

Demostracion:

Considérese el siguiente funcional de Lyapunov-Krasovskii discreto:

e

—d

V(k) = 2T (k)Px(k) + Z l z())Qix(4)x(0)do (2.20)

i=1 j=k—1
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El término AV (k) se obtiene como:

AV (k) =2 (k+ 1)Px(k+ 1) + (2.21)
+>_ 2T (B)Qua(k) = Y _aT (k= di)Qux(k — dy)
j i=1
Definiendo el estado ampliado ¢(k) = (z(k) z(k—dy) -+ z(k — d)),

donde d = maz}_,d;, el término AV (k) se puede expresar matricialmente
como:

AV(E) = 67 (k)0 (k) (2.22)
donde
ATPA—-P+ S Q; ATpaA, - ATpAr
T
0= * Apdm@e 0 (223)
(%) (*) T Azj;PAp - Qp

Aplicando el complemento de Schur sobre @ se completa la demostracién.
]

Estabilidad dependiente del retardo: En esta seccion se analiza la esta-
bilidad para sistemas discreto con retardos variables. Considérese el siguiente
sistema LTI con un solo retardo variable en el estado:

x(k+1) = Ax(k) + Agz(k — dy) (2.24)
dm < dk < dM dk € N+

Teorema 2.4.4 Para sistemas discretos con retardo constante (d,, = dpr),
el sistema es globalmente asintoticamente estable si y solo si existe una matriz
P > 0 de dimensiones apropiadas tal que la funcion candidata V (k) satisfaga
AV(k) = V(k+1) — V(k) < 0, lo que equivale a encontrar una solucion
factible de las siguientes condiciones LMI:

(?5 A_T]f ) <0 (2.25)

donde A es la matriz del sistema discreto aumentado, definida en la
Ecuacion (1.41).
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Demostracion:
Considérese la siguiente funcién de Lyapunov discreta cuadratica genérica
de la forma:

V (k) = z(k)" Pz(k) (2.26)

donde z(t) = (x(k) x(k —1) --- x(k — du)) es el estado aumentado for-
mado por el estado actual y todos los estados pasados hasta la cota maxima
de retardo variable dj;. El teorema se demuestra aplicando el complemento
de Schur sobre la desigualdad:

AV(k)=ATPA-P <0

Para retardos variables, la condicién de estabilidad es sélo suficiente. No
obstante, la condicién menos conservadora y a su vez con un mayor nimero
de variables de decisién se obtiene teniendo en cuenta todas las p = dp; —
d + 1 realizaciones posibles del sistema para cada posible valor de retardo
dy, y considerando una funcion candidata parameter-dependent. El siguiente
teorema recoje este resultado:

Teorema 2.4.5 El sistema con retardos variables es globalmente asintotica-
mente estable si para cada valor entero i,5 € [1,2,--- ,dy — dy,] existen ma-
trices P;, Pj > 0 de dimensiones apropiadas tal que se verifique las siguientes
p X p condiciones LMI:

((BA9P) <o (2.27)

donde A(j) es la matriz del sistema discreto aumentado, definida en la
Ecuacion (1.46).

Demostracion:
La demostracién se puede obtener a partir de la condicién de estabilidad
sobre la funcién de Lyapunov AV(k) = V(k + 1) — V(k) < 0 para cada

realizacién posible del sistema en A(i) = A(ditq,,-1), que se corresponden
con los vértices del politopo generado como Y 7_, X\;A(i) donde Y8 |\, =1

Si se define una funcién candidata donde P; = P,Vi = 1,--- |p, se re-
duce considerablemente el nimero de variables de decisiéon aunque a costa de
incrementar el conservadurismo:
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Teorema 2.4.6 FEl sistema con retardos variables es globalmente asintdtica-
mente estable si existe para cada valor entero i € [1,2,--- ,p| ciertas una
matriz P > 0 de dimensiones apropiadas tal que exista una solucién factible
que satisfagan las siguientes p condiciones LMI:

(?*J)D A(_i);P) <0 (2.28)

Demostracion:
La demostracion es analoga al Teorema 2.4.5
]

Condiciones de estabilidad basadas en funcionales de Lyapunov-
Krasovskii: A la luz de los resultados anteriores, se puede apreciar clara-
mente la dependencia entre la complejidad del modelo y por tanto de la LMI’s
de analisis con respecto al valor del retardo, lo cual es inadmisible cuando
éstos son elevados debido a la limitacién de recursos computacionales y a los
errores de precisién numéricas acumulados [143].

De hecho, la mayor parte de contribuciones que existen en la literatura de
sistemas con retardos discretos tienen como objetivo encontrar condiciones
de estabilidad LMI cuyo tamano en nimero de variables de decision sea inde-
pendiente del valor del retardo. La idea es que tales condiciones sean lo menos
conservadoras posibles, lo cual se explota desde el diseno adecuado del fun-
cional candidato y las técnicas Free-weighting. Los resultados en este campo
guardan un cierto paralelismo con sus equivalentes continuos. A continuacién
se revisan algunas de las contribuciones mas destacadas en este a&mbito para
sistemas discretos con retardos variables:

Criterio de estabilidad propuesto por [36]:

Teorema 2.4.7 [36]

El sistema (2.24) es globalmente asintdticamente estable si es posible en-
contrar matrices P > 0,Q > 0,72 > 0,X > 0,Y tal que satisfaga la siguiente
LMI:

-P 0 PA PAy
(*) —dMZ dMZ(A—I) d]\/]ZAd
() () e <o (2.29)

() (%) (%) -Q
donde I' = =P +dy X +Y + YT + (dyy — dim, + 1)Q.

Demostracion:
Se propone el siguiente funcional de Lyapunov-Krasovskii candidato:
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V(k) = Vi(k) + Va(k) + Vs(k) + Va(k) (2.30)
Vilh) =7 09Pell
B - ST T GHeel)
j=k—1
—dmt1 -

Vs(k) = > Z "

i=—dyp+2 j=k—dnm

-1 k-1
> 2V
i=—dpn j=k+i
v(k)=xz(k+1) —x(k)

Para mas detalles se puede consultar la bibliografia [36].

Cabe destacar las siguientes observaciones:

s (i) Los términos AVh(k) y AVs(k) se definen de modo que se introduce
dentro de la LMI dependencia respecto a la diferencia entre el maximo y
minimo retardo dy; — d,,,. A saber:

k—dj,
AVo(k) = a” (k)Qu(k) =" (k—dy)Qu(k—di)+ Y " (j)Qx(j) <
j=k—di+1+1
k—dp,
2T (k) Qu(k) — 2 (k- dp)Qu(k —di) + Y 2" (j)Qx(j)
j=k—dn+1
Por otro lado:
k—dm,
AVs(k) = (du = dw)a” (F)Qu(k) = Y «"(j)Qu(j) (2.31)
j=k—dnm+1

Se puede observar que el término ZJ a1 2T (7)Qx(j) se cancela, elim-
inando por tanto la dependencia de los estados retardados intermedios den-
tro de la LMI e introduciendo dependencia explicita del rango de retardo
(dy — d ) No obstante, cabe destacar que el alargamiento del sumato-
rio Zj ke dgir41 T T(j)Qx(j) hasta dj; términos es un paso conservador
que se puede observar practicamente en todos los resultados basados en
Laypunov-Krasovskii para sistemas discretos.

(ii) La equivalencia expresada en (2.14) aplicada sobre sistemas continuos
también puede aplicarse sobre sistemas discretos con retardos variables
mediante la siguiente ecuacién:
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dr—1

w(k —dy) = x(k) = Y (x(k —i) — a(k —i— 1)) (2.32)

=0

que aplicada sobre el sistema (2.24) da lugar al siguiente sistema transfor-
mado:

k—1
2(k+1) = (A+ Agz(k) = > Aw(j) (2.33)
Jj=k—dg
v(k) =az(k+1) —z(k)

Nétese el paralelismo con respecto a la obtencion del modelo transformado
sobre sistemas continuos con retardos. El término AV; (k) se construye del
siguiente modo:

AVi (k) = 2T (k)[(A + AT)P(A + Ag) — Plz(k) +
+ 0o (22T (B) (A + Ag)T PAaw (j)] +
HAG T v DT PIACY S g ()]

Para eliminar la dependencia respecto los estados retardados intermedios
procedentes del término Z?;,i_dk [—22T (k) (A+ Aa)T PAgv(j)] se hace uso
del cross product lemma (ver Lema 8.3.1, Apéndice 8) teniendo en cuenta
las siguientes sustituciones de variables: @ = z(k), b = v(j) y N = (A +
Aq)TPA, respectivamente:

k—1
> 22" (k)(A+ Aa)" PAw(j)] < dya” (k) Xa(k)+
j=k—dx
k—1 k—1
+22T(R)[Y — (A4 Ag)"PAJ Y v+ > v(i)Zv()
j=k—dj j=k—dn

de modo que el término AV; (k) queda acotado como:

AV (k) < 2T(B)ATPA + dag(A — T Z(A— 1) + X + Y + Y7]a(k) +
22T (R)[ATPAg + dn(A = DT ZAgw(k — dy) +
+$T(k‘ — dk)[A?;PAd + dMA?;ZAd].Z‘(k’ — dk)

Cabe destacar que la acotacién del término AV;(k) a partir del uso del
cross-product lemma es una conocida fuente de conservadurismo. En [34,
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135, 47] se elude la necesidad de recurrir a esta acotacién haciendo uso del
modelo del sistema original en lugar del sistema transformado a partir del
cambio de variable definido en (2.32).

Criterio de estabilidad propuesto por [9]: En este trabajo se propone una
técnica de andlisis y diseno de controladores estaticos para sistemas con re-
tardos variables que, a diferencia de los resultados presentados anteriormente,
no se anade conservadurismo adicional por la acotacién superior del térmi-
no AV (k) a partir de la aplicacién del cross-product lemma. Sin embargo, a
diferencia de [36], este resultado s6lo presenta dependencia del valor del rango
de variacién de retardo (dps — dp,) (acunado con el término delay-range de-
pendent). Esto implica que el resultado no depende del valor de d,,, de modo
que al igual que la condicién delay-independent, para retardos d,, pequenos
este resultado puede resultar demasiado restrictivo.
Por otro lado, nétese que los siguientes resultados son equivalentes:

» (i) Teorema 3.1 [9] El sistema (2.24) es globalmente asintéticamente es-
table si existen matrices P,Q > 0y P», Ps tal que verifique R < Q y la
desigualdad matricial:

Vip —ATPy — PT —PTAY
(x) P+Ps+P] —P;AT | <0 (2.34)
(*) (*) -R

Vit =-P+ R+ (dy —dn +1)Q+ATP, + P{ A

= (ii) El sistema 2.24 es globalmente asintéticamente estable si existen ma-
trices definidas positivas P, Q) que satisfagan las siguientes LMIs:

P4 (dy—dn+1)Q 0 0 ATP
(+) —Q 0 ATp
(*) (*) Q—R 0
(x) (x) (x) =P

La desigualdad matricial en Teorema 3.1 [9] puede expresarse como:

<0 (2.35)

&+ MXN+N'XTMT <0 (2.36)
~P+(dy—dn+1)Q 0 0 0
d = (*) _Q 0 0
(%) (x) =R 0
(%) (*) (x) Q—R

M = (—AT I —AT)
1000

]V:<010J

X

- (P
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Aplicando el Teorema de eliminacién sobre la variable X se puede de-
mostrar la equivalencia de las LMI (i), (ii), donde los subespacios nulos de
M y N son respectivamente:

I 0
AT AT
Nu= |7 F (2.37)
0 0
0070
= (0010 239

Noétese ademds que (ii) es obtenible a partir de un funcional de Lyapunov-
Krasovskii candidata de la forma:

V(k) = Vi(k) + Va(k) + Va(k) + Va(k) (2.39)
Vi(k) = a7 (k) Px(k)
k—dy,

Va(k) = .Z 2" (§)Qux(j)
—dp+1 k—1
(k)= Y. > 2"()Qs()

—dm+2 j=k—dm

<
I

%

que equivale a [36] pero sin el término V,(k). Precisamente, este término
es el que anade a la LMI dependencia del retardo d,, en [36], lo que significa
que aporta menos informacion y por tanto se incorpora cierto grado de con-
servadurismo. En cambio, a diferencia de éste, no se acota el término V; (k)

con el cross-product lemma, evitando en consecuencia este paso conservador
1

Criterio de estabilidad propuesto por [34]: Este resultado aglutina las venta-
jas de los dos anteriores. Por un lado, evita el uso del cross-product lemma,

y por otro lado incorpora respecto a [9] el valor del retardo d,,, dentro de la
LMI:

Teorema 2.4.8 [34]

El sistema (2.24) es globalmente asintdticamente estable si es posible en-
contrar matrices P > 0,Q > 0,Qn > 0,27 > 0,Z5 > 0, M, N, S tal que
satisfagan las LMI’s:

! Con el fin de homogeneizar la notacién y facilitar la interpretacién de los resul-
tados, se ha considerado conveniente reescribir el Teorema 3.1 [9] reformulando
las siguientes variables de decisién: Q = R, P=P1y R=Q
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N4+ Iy + 13 F4>
<0 2.40
(AL (2.40)
donde
Y11 <ATI%4d 0
=& ATPA;—Q 0 (2.41)
(*) (*) —Qum
Y11 =ATPA— P+ (A;+1)Q +Qum
In=(M+NS—-M-S—N)
My =dy (A—T A450)" (Z + Za) (A—1 Ay 0)
Iy = (VduM /AqS Ay N)
I's = diag(—2Z1,—2Z1,—2Z>)
Ag =dy —dp,
Demostracion:

El detalle de la demostracion se puede consultar en [34] a partir del criterio
AV (k) < 0 sobre el funcional de Lyapunov-Krasovskii:

V(k) = Vi(k) + Va(k) 4+ Va(k) + Va(k) + V5 (k) (2.42)
Vi(k) = o (k)Pa(k)
k—dy,
V) = S 27 (j)Qa())
j=k—1
—dm k—1

aky= > > 2T (5)Qx())
i=—dp+1j=k—dn
k—dnr

Va(k) = Y 2" ()Quz(j)

j=k—1

—1 k-1
V()= > Y V() Zv())
i=—dpn j=k+i
v(k) =xz(k+1) —x(k)

Cabe destacar las siguientes observaciones:

= Respecto al resultado anterior, se incluye el estado retardado x(k — das)
dentro del estado ampliado a través del término V,(k). De este modo, el
estado ampliado es:



44 2 Analisis de la estabilidad y robustez

B(k) = (w(k) 2(k — dy,) x(k — dar)) (2.43)

s dentro del desarrollo del término AV;(k) se considera el modelo original
(2.24) en lugar del modelo transformado (2.4.2) en x(k 4+ 1). Por tanto, se
elude la necesidad de aplicar la desigualdad procedente del cross product
lemma, y por consiguiente se elimina una fuente considerable de conser-
vadurismo en la formulacién de este resultado.

= Las variables M, N, S se introducen en la LMI sumando las siguientes rela-
ciones free-weighting al término AV (k):

AV (k) + 20T (k)M [z(k) — x(k — dg) — (2.44)
R (@) 4 207 (R)STa(k — i) — a(k — dar) — SR w()] +
+207 (k) S[z(k) — 2(k — dar) — Sy, v(0)] <0

Por otro lado, el término — Zf:kl_dM vT(§)Z1v(j) procedente de AVs(k),

en lugar de incrementarlo hasta — Zi:kidk vT'(j)Z1v(j), se separa en dos

L. k-1 . . k—dp+1 ) . ,
términos: — Zi:k_dk v Zwv(j) y — Zi:kij vT(§)Z1v(j). Nétese que
la eleccién particular de la técnica free-weighting tiene la finalidad en este
caso de eliminar los términos que contienen estados retardados intermedios.

Criterio de estabilidad propuesto por [135]: Una mejora respecto al resulta-
do anterior es sugerida en [135], donde se presenta el siguiente teorema de
estabilidad:

Teorema 2.4.9 [135]

El sistema (2.24) es globalmente asintdticamente estable para cualquier
valor de retardo d,, < dj < dy; si existen las matrices P,Q,Qnry Qm, R, S >
0y Ly, Ly, My, My, N1, No que satisfacen la siguiente condicion LMI:

It s My —L1 VAqLy VAsM: Vdu Ny

%) Too Ms —Lo /ALy /AqM> +/dp No

(*) —Qm 0 0 0 0

() —Qm 0 0 0o |<o (2.45)
*) ~R—S 0 0

Ni=ATPA-P+ (14 A)Q+Qum + Qm + Aa(A—D)TR(A-T)+
+du(A—1TS(A—1I)+ Ny + N
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10 = ATPAd -+ Ad(A — I)TRAd =+ dM(A — I)TSAd -+
+Li — My — N1 + N§

I5o = AgPAd + AdAgRAd + dMAZ;SAd +
+Ly+ Lj — M2 — My — Na — Nj

Demostraciéon: Ver [135] n

En resumen, las mejoras que introduce este resultado son:

= Se introduce en el vector de estados ampliado el estado con retardo d,,, de
modo que la funcién cuadratica de Lyapunov-Krasovskii involucra el nuevo
estado definido como:

B(k) = (x(k) 2(k — di) 2(k — dar) 2(k — dpn)) (2.46)

Con el nuevo estado introducido, se aporta informacién adicional en la LMI
que contribuye a reducir el grado de conservadurismo. Tales modificaciones
se pueden apreciar en los siguientes aspectos:

e Se anade el nuevo término en el funcional de Lyapunov-Krasovskii

Zf Z 127(5)Qma(j) que relaciona el estado actual con el nuevo estado
20k = dy).

e Con la misma finalidad que el punto anterior, se anade también el nuevo

dm—1 k—1 y ]
término Zr—dM Zj:k;+i vT(j)Rv(j).

Por tanto, el funcional candidato propuesto es:

V(k) = Vi(k) + Va(k) + Va(k) + Va(k) + Vs(k) (2.47)
Vi(k) = o™ (k) Pa(k)
k—dy
Va(k) = a(5)Qz(3)
j=k—1
—dm k—1

sk = Y > 2"()Qux()

i=—dy+1 j=k—dnm

k*d}\{ k dm
Vak) = > 2" ()Qur() + Y 2" (§)Qma())
j=k—1 j=k—1

1 k—1
> 2V

i=—dpn j=k+i
v(k) =xz(k+1) —z(k)
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= Ademas, se agregan al término diferencial AV (k) resultante las identidades:

k—dp—1
20x(k) Ly + x(k — dy) T Lol[w(k — di) — 2(k —dar) — Y v(i)] (2.48)
i=k—dps
k—dm—1
20w(k) My + x(k — di)" Ma)[w(k — dm) —x(k —di) — > v

i=k—dy,

2z(k) Ny + x(k — di) " No|[z(k) — x(k — dy,) — Z v(

i=k—dy

que introducen las nuevas variables free-weighting L1, Lo, My, Ms, N1, No.

= con estas modificaciones, el niimero de variables de decisién es 9n? + 3n,
donde n es la dimensién de la matriz A, frente a las (23n2 + 5n)/2 vari-
ables involucradas en el teorema anterior [34]. Mediante algunos ejemplos
numéricos se ilustra la reducciéon de conservadurismo respecto resultados
analogos anteriores.

Criterio de estabilidad propuesto por [47]: Finalmente, en [47] se presenta un
nuevo resultado que mejora la relaciéon de compromiso entre niimero de vari-
ables de decision y conservadurismo. En este trabajo se compara con resul-
tados anteriores similares [135] demostrando la mejora introducida analitica-
mente y con ejemplos numéricos.

Teorema 2.4.10 [/7] El sistema 2.2/ es globalmente asintdticamente estable
si existen ciertas matrices P, Q, Qm, Qun, Zy, Z1 > 0y S1, 52,11, T que
satisfagan las LMI’s:

r AdS I AdT
(AdST —AdZM> <0 <AdTT —AdZM> <0 (249)

donde
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S=(08F s¥o)" (2.50)
T=0T1F 01"

I'n I 2y 0
r_|® Iy $1 -8  -Thi+T5

(*) (%) TIss 0

) ) Qu-Tr-T)
Iy =ATPA-P+(1+2A)Q+Qm +Qm+(A—DNTZ(A-1) - Z;
Iy =A"PA;+(A-1)"'ZA,
Ty = ATPA, + AT Z A,
D33=—Qm—21+ S+ 57
Z =d% 7 + Ay Zs

Demostracién: Ver [47] ]

En resumen, las novedades a destacar son:

» Reduccién en el tamafio: 9n? + 3n en el Teorema 3 [135] frente a 7Tn? + 3n
variables de decisién en el Teorema 1 [47].

= A diferencia de otros resultados analogos, y teniendo en cuenta que d,, <
dr < djps, se explota la parametrizacién afin en la variable d; mediante la
construccién de la siguiente aproximacion politépica:

I+ (dy, — dn)SZ3 ST + (dy — di)TZy 'TT <0 (2.51)

que es equivalente a:

I+ 2482187 <0 (2.52)
I+ A, TZ,'TT <0

2.5. Analisis de Prestaciones y Criterios de Desempeno

En ocasiones, ademéas de garantizar la estabilidad de un sistema, se de-
sea imponer especificaciones de calidad sobre su respuesta, o bien en base al
comportamiento dindmico (tiempo de establecimiento/cardcter oscilatorio),
en base a la capacidad de rechazar las perturbaciones externas (ruido de
proceso / ruido de medida) o en base a consideraciones de robustez frente
a incertidumbres en el modelo del proceso / retardo. Por ejemplo, un sis-
tema estable que se inestabiliza con una minima variacién en alguno de sus
parametros, o cuyo tiempo de establecimiento es demasiado prolongado, des-
de el punto de vista practico podria no es operativo.
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2.5.1. En base a la dinamica de la respuesta

En un sistema LTI convencional, la ubicaciéon de los polos en el plano
complejo, ademas de la estabilidad revela toda la informacién necesaria para
conocer la dindmica de la respuesta del sistema (velocidad de convergencia,
cardcter oscilatorio). En un sistema LTI con retardos, dado que el nimero de
polos es infinito en el caso de retardo constante, resulta mas complejo evaluar
la dindmica bajo este criterio. En el caso de retardos variables y aleatorios ni
tan siquiera es aplicable, ya que no se puede recurrir al modelo en el dominio
de Laplace.

Sin embargo, existen resultados que extienden los resultados de estabil-
idad basados en LMI para obtener més informacién acerca de la dinamica
del sistema. Por ejemplo, el criterio de estabilidad-D [59, 60] extiende las
LMIs derivadas del andlisis de estabilidad de Lyapunov, de modo que per-
mite definir dreas especificas dentro del plano complejo tal que la verificacién
de las LMIs garantizan, ademas de la estabilidad, que los parametros dindmi-
cos de la respuesta del sistema estardn dentro de unos limites fijados a priori.

Una variante tipica de este criterio, aplicada sobre sistemas discretos, es el
llamado criterio de estabilidad-D(a, 7)), donde la regién del plano complejo
se especifica en un disco de radio r centrado en el punto a4+ j0. Notese que el
mero criterio de estabilidad es un caso particular del anterior haciendo r = 1
y a=0.

Otro ejemplo se puede encontrar en [84]. En este trabajo se aplica el cri-
terio de estabilidad-D(«, r)) sobre un sistema discreto con multiples retardos
e incertidumbres politépicas. Notese que haciendo o = 0 sélamente se garan-
tiza una minima velocidad de convergencia en la respuesta a partir de un
méximo coeficiente de decaimiento geométrico r < 1 ([108]).

2.5.2. En base a rechazo a perturbaciones externas

En los analisis de sistemas con retardos, es frecuente encontrar resultados
que extienden el estudio de la estabilidad con la evaluacién de la capacidad del
sistema controlado de rechazar las perturbaciones externas (ruido de proceso
y ruido de medida). Los criterios de desempeno basados en la norma Hy/H,
de la funcién de transferencia entre las perturbaciones externas del proceso
y la salida se aplican también sobre los sistemas con retardos. En [136] se
explora el diseno de filtros 6ptimos Hy y en [66] bajo la norma H,, sobre
sistemas continuos con retardos variables e incertidumbres de modelado.

2.5.3. En base a la robustez frente a incertidumbres

En la practica nunca se dispone de un modelo exacto del proceso a con-
trolar. El andlisis de la estabilidad robusta puede entenderse como una ex-
tensién del mero estudio de la estabilidad considerando un modelo incierto.
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Normalmente, las incertidumbres sobre el modelo se consideran variables con
el tiempo y acotadas.

Para este tipo de incertidumbres, el andlisis en el dominio del tiempo
resulta muy eficaz, gracias a la facilidad de integracién del modelo de las
incertidumbres tipicamente adoptado (normadas, politépicas o ambos) con
la herramienta de andlisis basado en LMIs.

En el contexto de sistemas con retardos temporales se puede consultar
una amplia bibliograffa. Por ejemplo, en [55, 28] se analiza la estabilidad
sobre sistems inciertos con ambos modelos de incertidumbres. En esta iltima
referencia, se extiende el resultado de anélisis a diseno de una ley de control
por realimentacién estatica del estado. En el contexto de sistemas discretos,
también en [34] se aborda el estudio de la estabilidad sobre un modelo de
incertidumbres normadas y en [67] con incertidumbres politdpicas.

2.6. Conclusiones

En este capitulo se han revisado algunas de las contribuciones més signi-
ficativas en el andlisis de la estabilidad de los sistemas con retardos tempo-
rales. Concretamente, se ha hecho especial hincapié en el andlisis basado en
el dominio del tiempo sobre sistemas discretos con retardos mediante LMI’s
generadas a partir de funcionales de Lyapunov-Krasovskii. La principal moti-
vacién de esta linea de trabajo, aplicada para sistemas con retardos variables,
radica en el diseno del funcional candidato adecuado para reducir el conser-
vadurismo en las condiciones LMI de analisis y el niimero de variables de
decisién del problema.






3 Sintesis de controladores

3.1. Resumen

Este capitulo revisa las principales técnicas de diseno de controladores
para sistemas con retardos temporales, bajo las dos aproximaciones princi-
pales: esquemas de control convencionales y esquemas de control disenados
para compensar el efecto del retardo.

3.2. Introduccion

A la hora de disenar un controlador sobre un sistema con retardos tem-
porales, es necesario tener en cuenta el efecto de éstos en la respuesta del
sistema en bucle cerrado [93, 95, 65], ya que pueden degradar su respuesta
hasta inestabilizarlos.

Béasicamente, en la literatura es posible diferenciar dos tendencias en el
diseno de estrategias de control para sistemas con retardos:

= Reutilizacién de los esquemas de control clasicos: Mediante esquemas de
control tales como realimentacién estatica del estado [9] o la salida [36] ,
control PID [96], o control en modo deslizante [102], entre otros. La idea es
obtener la técnica adecuada que permita calcular los parametros del con-
trolador que estabilice el sistema, incluyendo en ésta el efecto del retardo.

= Esquemas de control con compensacién del retardo o de tiempo muerto (de
sus siglas en inglés, Dead-time compensators, DTC) [94]. A diferencia del
esquema de control clasico, se proponen arquitecturas de control cuyo ob-
jetivo es eliminar el retardo de la ecuacién caracteristica en bucle cerrado.
Cabe citar dentro de esta categoria dos contribuciones, sobre las cuales es
posible encontrar bibliografia: el conocido Predictor de Smith (SP) [114], y
la técnica de Asignacién Finita del espectro (de sus siglas en inglés, Finite
Spectrum Assignment, FSA) [83].

Asimismo, los resultados de disefio suelen enfocarse a simplemente esta-
bilizacién o control éptimo:

= Simple estabilizacion: se trata de encontrar los pardmetros del controlador
que estabilice el sistema en bucle cerrado para un cierto retardo. En este
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caso, la idea es obtener el maximo retardo por debajo del cual el sistema
en lazo cerrado permanece estable [143].

= Control 6ptimo: A partir de una funcién de coste que englobe uno o varios
criterios de desempeno, se plantea el objetivo de disefiar un controlador que
ademas de estabilizar el sistema, minimice la funcién de coste definida. En
la literatura de diseno de controladores con retardo, es frecuente el diseno
6ptimo frente a rechazo a perturbaciones externas Ha/Ho [66] y tolerancia
frente a incertidumbres de modelado.

A continuacién se revisan algunas de las contribuciones en el diseno de
controladores sobre sistemas con retardos:

3.3. Esquemas de control clasicos

El argumento principal que motiva esta linea de trabajo estriba en la
posibilidad de reutilizar los esquemas clasicos de control sobre sistemas con
retardos. Es bien conocido el hecho de que en la industria, dado su bajo coste
y sencillez, la mayor parte de controladores son estéticos o PID [96].

Por tanto, la idea es disenar los parametros del controlador teniendo en
cuenta el retardo dentro del bucle de control. La problemética inherente al
diseno es andloga al andlisis: reducir en la medida de lo posible el conser-
vadurismo de las condiciones de diseno obtenidas, muchas de ellas derivadas
directamente de anélisis mediante cambios de variable [9].

En lo que sigue se revisan algunas de las contribuciones més destacadas,
clasificadas segun el esquema de control utilizado:

3.3.1. Realimentacién estatica del estado

Por tratarse del esquema de control mas simple, es el tiene una mayor
aceptacién en la literatura. Algunos resultados de andlisis de estabilidad en
el dominio del tiempo basados en LMI, son facilmente adaptables a diseno,
simplemente con algunas transformaciones algebraicas y sencillos cambios de
variable [9]. La idea es calcular la ganancia del controlador estdtico K a partir
de las variables de decisién del problema planteado. Para ilustrar este hecho,
veamos el siguiente ejemplo sobre la condicién de andlisis de la estabilidad
independiente del retardo sobre un sistema con multiples retardos constantes
(ver Teorema 2.4.1, Capitulo 2).

Considérese el siguiente sistema:

z(t) = Acx(t) + zp: Aciz(t — ;) + Beu(t) (3.1)

y una ley de control por realimentacién estatica del estado u(t) = Kx(t).
El siguiente resultado permite disenar la K que estabilice el sistema anterior
en bucle cerrado:
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Teorema 3.3.1 [43]

El sistema con mdltiples retardos puntuales constantes (2.2) es global-
mente y asintoticamente estable si existen matrices R, S1,---,Sp, > 0 y una
matriz W tal que:

RAT + WTBT + AR+ B.W + 30| S; RAT -+ RAT
v BRI ETINCE
(+) () - =5,
donde la ganancia del controlador es K = WR™L.

Demostracion: Se puede demostrar ficilmente pre y post multiplican-
do ambos lados de la LMI del Teorema 3.3.1 por la matriz:

Pl 0o - 0
0 P1... 0

0 0 ... p1
y redefiniendo las siguientes variables: S; = P~'Q;P~'y R = P~
|

En el caso de sistemas discretos con retardos variables, en algtin caso es
posible derivar condiciones de diseno siguiendo el mismo razonamiento [9].
Esto, en principio, es posible siempre que exista una matriz tal que al pre y
post multiplicarla por las LMI de andlisis permita obtener un problema LMI
donde el pardmetro del controlador pueda obtenerse a partir de las variables
de decisién. Sin embargo, en la mayor parte de ocasiones, esto no es posible,
y por tanto, el problema de disefio no es convexo [135], salvo que se realice
algin paso conservador (eliminando convenientemente alguna de las variables
de decision).

Los problemas no convexos basados en desigualdades matriciales no lin-
eales (NMI) (las BMI Bilinear Matriz Inequality o desigualdades matriciales
bilineales [119, 69] son un caso particular) presentan un coste computacional
exponencial. Este tipo de algoritmos se les conoce como problemas NP-Hard
[116, 1] y son considerados como intratables.

En la literatura existen contribuciones que tratan de ofrecer métodos de
resolucién numérica de este tipo de problemas. Cabe citar al respecto:

» ILMI [terative Linear Matriz Inequality [16]: a partir de un valor inicial
establecido heurfsticamente para alguna de las variables de decisién (las
minimas necesarias para que el problema sea LMI), iterar sustituyendo de
forma alternada en cada iteracién hasta una cierta condicién de parada o
no factibilidad. Este método es quizd el mdas simple pero existe una fuerte
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dependencia del valor inicial y por ende, no garantiza la obtencién de una
solucién 6ptima (o ni siquiera factible, aunque exista).

= Algoritmo CCL [26]: Este algoritmo, también de cardcter iterativo, es el que
goza de mayor popularidad en la literatura, ya que bajo ciertas condiciones
poco restrictivas, la obtencién de una solucién éptima tras un nimero finito
de iteraciones esta garantizado. FEn el apéndice 9.0.6 se puede consultar mas
detalles al respecto.

» Otras: Por ejemplo, el algoritmo Branch and Bound [69] u otros algoritmos
heuristicos se plantean y discuten en [31, 138].

3.3.2. Control PID

El esquema de control PID (o alguna de sus variantes: P, PI, PD) es
el que mayor impacto tiene en la industria, dada su sencillez en la imple-
mentacion y bajo coste. Resulta, por tanto, interesante disponer de técnicas
de disefio que permitan, de forma analoga a los sistemas convencionales, sin-
tonizar las ganancias para estabilizar sistemas con retardos temporales. En el
libro [112], as{ como en [96, 63, 11] se puede encontrar contribuciones de apli-
cacion y diseno de controladores PID sobre sistemas con retardos temporales
y concretamente para el caso de retardos variables en [124].

Otra aplicacién de control PID sobre sistemas con retardos, con adaptacién
dindmica de los pardametros del regulador en funcién del retardo medido se
puede encontrar en [110, 23].

3.3.3. Control en modo deslizante

La técnica de control en modo deslizante tradicional [102] consiste en la
aplicacién de una senal de control discontinua conmutada, que bajo cier-
tas condiciones consigue llevar el estado del sistema a una superficie o(z(t))
denominada superficie de deslizamiento, que se disenia en base a las especi-
ficaciones dindmicas de la respuesta deseada. Cabe destacar los siguientes
requerimientos: (i) la ley de control deberd hacer que el estado del sistema
converja a la superficie de deslizamiento y (ii) el estado deberd mantenerse
dentro de la superficie ante perturbaciones externas y converger al punto de
equilibrio. A tales efectos, deberda cumplirse, entre otras cosas, que el grado
relativo del sistema (que puede definirse como el niimero de veces que hay
que derivar la funcién o (z(t)) que describe la superficie de deslizamiento para
que la senal de control aparezca explicitamente) sea uno. Una vez el estado
del sistema se encuentra dentro de la superficie de deslizamiento, en sistemas
LTI, garantiza la convergencia al punto de equilibrio.

Esta técnica de control representa una alternativa eficiente para la esta-
bilizacién robusta frente a incertidumbres en el modelo, comportamiento no
lineal y perturbaciones externas, pero uno de sus principales inconvenientes
es el efecto chattering, debido a la conmutaciéon a alta frecuencia de la ac-
cién de control, lo cual puede limitar su aplicabilidad sobre ciertos sistemas
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fisicos. El estudio de esta ley de control aplicada sobre sistemas con retardos
temporales se discute en el trabajo [107]. Al igual que sucede con otras leyes
de control convencionales, si no se tiene en cuenta el retardo en el diseno, el
sistema puede volverse inestable o en este caso agravar el efecto chattering.

En el trabajo [42] se proponen estrategias de diseno basadas en LMI de
leyes de control en modo deslizante aplicada sobre sistemas con retardos en
el estado fijos (tanto para un solo retardo como para miltiples retardos)
y retardos variables. Para todos los casos, el procedimiento se divide en dos
partes: en primer lugar, disetio de la superficie de deslizamiento o (z(t)) tal que
el estado del sistema en bucle cerrado sea capaz de alcanzarla en tiempo finito,
mediante funciones de Lyapunov. En segundo lugar, diseno de la ley de control
de modo que una vez el estado haya alcanzado la superficie de deslizamiento
(o(x(t)) = 0), el sistema converja al punto de equilibrio deseado. En este
caso, se utiliza funcionales de Lyapunov en cuyo diseno se tiene en cuenta el
estado retardado.

Otra contribucién similar [128] aplica el control en modo deslizante sobre
sistemas inciertos con retardo constante y desconocido.

3.4. Esquemas de control por Compensacion de
Tiempo Muerto (DTC)

Los esquemas de control por compensacién de tiempo muerto (DTC) Dead
time compensator presentan un objetivo: compensar el efecto del retardo
dentro del bucle de control. La idea subyacente a estos métodos consiste en
utilizar de un modo implicito o explicito una prediccion del estado a partir
del modelo y de la informacién histérica del estado para eliminar el retardo
de la ecuacién caracteristica. En los monogréficos [93, 94] y en [37, 95, 65] se
puede consultar numerosas aplicaciones practicas de las técnicas de control
DTC.

Los esquemas de control basados en DTC se pueden basar en los dos
siguientes resultados: Predictor de Smith (SP) [114] y Asignacién de Espectro
Finito (FSA) [83]. La caracteristica més destacada de ambas aproximaciones,
es que en ausencia de errores de modelado y retardo constante y conocido
(condiciones ideales), la respuesta en bucle cerrado es equivalente al sistema
libre de retardo. No obstante, ya que la prediccion del estado se realiza a partir
del modelo, cabe esperar en principio una fuerte dependencia del modelo del
sistema, lo que sugiere en principio una elevada sensibilidad a errores de
modelado, especialmente cuando el retardo a compensar es elevado. En [37]
se estudia el rechazo a perturbaciones de un esquema DTC aplicado sobre
procesos estables y con integrador. Del mismo modo cabe esperar que, ante
errores de modelado en el retardo o retardos variables, el comportamiento
del sistema controlado mediante alguna estrategia basada en DTC se degrade
rapidamente, pudiendo llegar a inestabilizarse.
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Figura 3.1. Predictor de Smith

3.4.1. Predictor de Smith

El Predictor de Smith fue inicialmente propuesto por [114] y representa
una de las ideas precursoras en la literatura del control basado en DTC.

Asumiendo un retardo constante en la entrada o salida del sistema 7 (ver
Figura 3.1, la funcién de transferencia del mismo se puede representar como:

_ K(s)G,(s)e ks
14+ K(s)G(s)+ K(s)G(s)e™Ls — K(s)G,(s)e"Lrs

Gal(s) (3.3)

donde G(s), L representan el modelo del proceso y el modelo del retardo,
respectivamente, sobre el proceso y retardo reales G, (s), L., y K(s) es la
funcién de transferencia del controlador.

No obstante, cabe citar las siguientes limitaciones del SP:

(i) No es aplicable a procesos inestables, incluso en ausencia de errores de
modelado en proceso y retardo (G(s) = G,(s),L = L;).

(ii) Sélamente es aplicable, en principio, cuando el retardo es constante.
(iii) No es aplicable a sistemas con retardos en el estado.

(iv) Es muy sensible a errores de modelado.

(v) Elevada sensibilidad a perturbaciones externas. En concreto, presenta
problemas de rechazo a perturbaciones en procesos con accién integral.

3.4.2. Asignacién finita del espectro (FSA)

La técnica de Asignacion finita del espectro con terminologia en inglés
Finite Spectrum Assignment, (FSA) [83] tiene como objeto superar alguna
de las limitaciones inherentes al Predictor de Smith, como la inestabilidad
interna cuando se aplica sobre procesos inestables. De hecho, la técnica FSA,
a diferencia del SP [114], no se propaga los polos inestables del proceso a la
funcién de transferencia en bucle cerrado.
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La técnica de control FSA se basa en la transformacién del vector de
estados del proceso propuesta por [74, 3] que permite eliminar los retardos
de la ecuacién caracteristica del sistema, de modo que los polos del sistema
en bucle cerrado se pueden asignar libremente en base a las especificaciones
requeridas mediante cualquier técnica de disefio clésica [32].

Por ejemplo, considérese el siguiente sistema continuo con retardo con-
stante 7 en la entrada:

(t) = Ax(t) + Bu(t — 1) (3.4)

Por otro lado, la ley de control FSA se define como sigue:

u(t) = Kz(t) (3.5)

z(t) = x(t) + /0 e Bu(t + s)ds

—Th

donde z(t) es una transformacién lineal de las variables z(t), u(a),a €
[t — h,t] [3].

Lema 3.4.1 [88]

Si el retardo considerado en la ley de control FSA coincide con el retardo
real (T, = T), y en ausencia de incertidumbres en el modelo, la ecuacidn en
bucle cerrado del sistema 3.4-8.5 es:

2(t) = Az(t) + (e "' B)ul(t) (3.6)
y por tanto, el retardo desaparece de la ecuacion caracteristica.

Se deduce, por tanto, que el valor de K puede ser calculado utilizando
cualquier técnica de disefio clasica sobre la expresién en lazo cerrado (3.6)
libre de retardo. La estabilidad del sistema transformado en lazo cerrado im-
plica la estabilidad del sistema original y viceversa. Sin embargo, uno de los
mayores inconvenientes de esta técnica es la necesidad del conocimiento ex-
acto del modelo, lo cual es con frecuencia imposible en aplicaciones préacticas
de ingenierfa [88]. En caso de existir discrepancia entre el modelo original y
aproximado, el sistema en bucle cerrado no elimina los retardos de la ecuacién
caracteristica. En este tltimo trabajo, y en [134], se estudia la aplicacién de
la ley de control FSA sobre sistemas con incertidumbres.

La técnica de control FSA se puede entender como una ley de control
dindmica donde se realimenta informacién del histérico del estado entre los
instantes t — 75, y t para obtener una prediccién del mismo, donde a su vez
T, es el retardo que se asume como cierto.
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Implementacién de la ley control FSA continua en sistemas digi-
tales: Una de las caracteristicas de la ley de control FSA continua es que
es de dimension infinita, debido a la presencia del término integral del retar-
do distribuido en la ley de control (Ecuacién (3.5). Dicho en otras palabras,
serfa necesario almacenar en un buffer los infinitos valores de estado com-
prendidos entre los instantes t y ¢t — 73, para poder evaluar el término integral
correspondiente al retardo distribuido de la ley de control FSA. En [83] sug-
iere una aproximacion para el computo del retardo distribuido a partir de la
implementacién numérica de la integral como un sumatorio de términos con
retardos puntuales multiplos enteros de un determinado valor, cuyo resultado
depende de la particién realizada entre t — 73, y ¢

0 P
/ e Bu(t + s)ds ~ Z yqe%AhBu(t — ]%Th) (3.7)

o poar

Donde el término izquierdo de la expresion anterior es el retardo distribui-
do de la ley de control (3.5), aproximada a partir de un sumatorio finito de
p términos, correspondientes a la particion uniforme del intervalo de inte-
gracién [—7y,0]. Los coeficientes v, dependen de la regla de aproximacién
numérica elegida (rectangular, trapezoidal, Simpson, etc) [87].

Sin embargo, en el monogréfico [105] se discute la dificultad de la im-
plementacién numérica del término integral de la ley de control FSA y en
particular el problema de la no convergencia respecto al niimero de puntos
en la interpolacién p — oco. Esta cuestion se plantea como problema abierto.
Sin embargo, en [139] se presentan una metodologia de aproximacién de la
integral de prediccién en el dominio z y posteriormente, en [140] se desarrol-
la una técnica andloga a la anterior en el dominio s) resolviendo ambas los
problemas de inestabilidad numérica de la implementacién discreta del retar-
do distribuido de la ley de control FSA reportados anteriormente. De hecho,
se demuestra que la norma infinito del error de aproximacién converge a 0
cuando p — co. No obstante:

= Estos tltimos trabajos tinicamente aportan resultados de simulacién que
respladan las conclusiones obtenidas sobre un proceso escalar de primer
orden.

= En ningiin momento se tiene en consideracién la naturaleza discreta de
una ley de control implementada en un sistema digital, teniendo en cuenta
que la mayoria de las aplicaciones préacticas de ingenieria de control se
implementan por computador [4]. En este caso, la medida del proceso debe
ser considerada como una senal discreta, muestreada al periodo del sensor.
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3.5. Adaptacion FSA a sistemas discretos. Control
basado en predictor

En el apartado anterior se ha revisado la probleméatica de la imple-
mentacién digital de la ley de control FSA. Una solucién alternativa a este
problema se plantea en [81], siguiendo las ideas expuestas en [41]. La idea
propuesta en este trabajo consiste en computar la prediccién del estado a par-
tir del modelo discreto del proceso a controlar, de modo que la ley de control
resultante sea de dimensién finita. Considérese el proceso (3.4) discretizado
a periodo T'. Es facil ver que, asumiendo en principio que 7 = dT,d € Z+, el
modelo discreto equivalente con retenedor de orden cero en la entrada (ZOH)
es:

x(k+1) = Aga(k) + Bau(k — d) (3.8)
Ad _ eAT

T
By = / e Bds
0

Por otro lado, considérese la definicién de la nueva variable z(k) [81, 38]
generada a partir de las matrices Ag, By del sistema discreto (3.8):

h—1

2(k) = Ay, + Z AL Baugeyion (3.9)
=0

donde h € Z* es el valor del retardo discreto asumido como cierto (ideal-
mente h = d). En este caso, se puede intepretar z(k) como la prediccién
discreta del estado h periodos de muestreo hacia delante.

Por tanto, la ley de control:

u(k) = Kz(k) (3.10)

se puede considerar como el equivalente discreto de la ley de control FSA
continuo. Esta ley de control también es conocida como ley de control basada
en predictor [38]

3.5.1. Modelo en bucle cerrado

Lema 3.5.1 [81]

Si el retardo considerado en la ley de control basada en predictor coincide
con el retardo real (h = d), y este dltimo es constante, en ausencia de in-
certidumbres en el modelo la ecuacion en bucle cerrado del sistema 3.8-3.10
es:
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2(k+1) = (Ag + BaK)z(k) (3.11)

El resultado anterior se extiende al caso en que h # d, donde es posible
obtener una expresion en bucle cerrado que depende sélamente del valor del
estado actual z(k) y los estados pasados z(k — d), z(k — h):

Lema 3.5.2 [38]
En ausencia de incertidumbres en el modelo, y suponiendo un retardo d
constante la ecuacion en bucle cerrado del sistema 3.8-3.10 es:

2(k+1) = (Ag + BaK)z(k) + BaK Al 2(k — d) — B4K Al z(k — 1) (3.12)

Noétese que si d = h, se obtiene la expresién en bucle cerrado libre de
retardo (ver Ecuacién (3.11)).

Analisis robustez: Hasta ahora se ha supuesto que el retardo 7 es constante
y miiltiplo entero del periodo T'. En este apartado se discute el comportamien-
to del sistema frente a pequenas variaciones en el retardo y en el periodo de
muestreo. Teniendo en cuenta que t; es el k-ésimo instante de muestreo, se
tiene que:

Ty = thp1 — te + Gk (3.13)

donde (;, representa una pequena variacién en el periodo de muestreo, que
puede ser indistintamente positiva o negativa, tal que |(x| < T

Por otro lado, el retardo se redefine de modo que permite una pequena
variaciéon temporal:

7(tr) = dT; + e(t) (3.14)

donde |e(t)] <e< T.

En [81] se discute el comportamiento del sistema en bucle cerrado frente
a estas incertidumbres variables. Aunque se demuestra que existe un cierto
limite por debajo del cual, para d = h y una K que estabilice el sistema, éste
sigue siendo estable, no se aporta ningin resultado que permita cuantificar
este limite. Hasta el conocimiento del autor, no existe ninguna contribucién
al respecto.

Diseno de K: En virtud del Lema 3.5.1, es posible disenar el valor de K
utilizando cualquier técnica de sintesis convencional, siempre que el retardo
sea constante y conocido. Sin embargo, no se ha encontrado ningin resultado
que permita disenar K para sistemas discretos con retardos variables.
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3.6. Conclusiones

En este capitulo se ha revisado algunas de las estrategias de disefio de con-
troladores sobre sistemas con retardos temporales. En particular, el esquema
de control FSA discreto (control basado en predictor) permite compensar el
retardo cuando éste es constante y conocido (incluso cuando el proceso a
controlar es inestable), a la vez que resuelve el problema de implementacién
digital. Sin embargo, hasta el conocimiento del autor, no existen contribu-
ciones que profundicen por un lado en el estudio del andlisis de la estabilidad
robusta para este tipo de controladores sobre sistemas discretos con retardos
variables, y por otro lado en el diseno de la ganancia del controlador basado
en predictor para este tipo de sistemas. La motivacién de la presente tesis,
por tanto, es contribuir en esta linea, adaptando alguno de los resultados
propuestos en la literatura para andlisis y diseno con controladores estaticos
al esquema de control basado en predictor.
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4 Analisis de estabilidad y robustez de
controladores basados en Predictor sobre
sistemas LTI con retardos variables en la
entrada

4.1. Resumen/Motivacién

FEste capitulo se corresponde con el contenido del articulo publicado en la
revista International Journal of System Science (arnio 2011)

El objetivo de este capitulo es analizar mediante LMI (anélisis en el do-
minio temporal) la robustez frente a incertidumbres de modelado del contro-
lador discreto basado en predictor sobre sistemas con retardos variables en
la entrada. Se compara la tolerancia a errores en el modelo de este esque-
ma de control con respecto a otras estrategias de diseno (sub)éptimos para
controladores basados en realimentacién estatica del estado. Finalmente, se
proponen ejemplos numeéricos sobre un proceso inestable con la finalidad de
ilustrar la mejora introducida en la robustez del sistema en lazo cerrado.

4.2. Introduccién

Tal y como se ha visto en anteriores capitulos, la presencia de retardos
aparece con frecuencia en los sistemas de control, tales como ciertos procesos
quimicos, bioldgicos, aplicaciones en aerondutica, etc. En la mayoria de oca-
siones, tales retardos son variables, especialmente en los sistemas de control
basados en red [91]. Basicamente, el andlisis y diseno de sistemas lineales con
retardos se ha investigado bajo dos tendencias:

= Esquemas de control convencionales: realimentacién estatica del estado
[98, 118, 25, 133, 45], y realimentacién estdtica de la salida/controladores
dindmicos[36, 80].

= Esquemas de compensacién de tiempo muerto (DTC), cuyo objetivo es
eliminar el retardo de la ecuacién caracteristica en bucle cerrado incorpo-
rando de algiin modo la prediccion futura del estado en base al modelo del
proceso. Cabe distinguir al respecto dos soluciones bien conocidas en la
literatura: El Predictor de Smith y sus modificaciones [114, 97, 93] (para
retardos constantes) y la técnica de Asignacién de Espectro Finito (FSA),
[83, 122, 134, 141]. En [49, 93] se puede encontrar numerosas aplicaciones
experimentales del esquema de control basado en las técnicas DTC.
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En este capitulo se compara la robustez frente a incertidumbres en el
modelo del esquema de control basado en predictor con respecto al contro-
lador por realimentacién estatica del estado. Andlogamente al FSA continuo,
la caracteristica mas destacada de este tipo de control es que en condiciones
ideales (ausencia de errores de modelado y retardo constante y conocido),
la respuesta del sistema en bucle cerrado coincide con la respuesta del sis-
tema libre de retardo. Sin embargo, una de las criticas mas sefialadas sobre
los esquemas de control DTC, y en particular, el predictor, es la elevada
sensibilidad a errores de modelado en el proceso y en el retardo. Este he-
cho puede entenderse intuitivamente teniendo en cuenta que el célculo de la
prediccion del estado se realiza iterativamente a partir de las ecuaciones del
modelo del proceso, y por tanto, el posible error de aproximacién tiende a
acumularse. Por tanto, la motivacién de este trabajo reside en el interés de
evaluar la relacién de compromiso entre el beneficio introducido debido a la
compensacién del retardo del esquema de control basado en el predictor y
la pérdida de prestaciones en términos de robustez explicada anteriormente,
para sistemas con retardos variables en la entrada. Dado que la mayor parte
de aplicaciones de control se implementan sobre sistemas digitales, el estudio
se centra en sistemas discretos.

4.3. Aspectos preliminares

Consideremos el siguiente sistema lineal discreto con retardos variables
en la entrada:

Tpy1 = Axk"'Buk—dka k=0,1,... (41)
ul:d)u(l)v —dy <1<0

donde ¢, (1) es una funcién que representa las condiciones iniciales de las
acciones de control pasadas u_q,,, ..., u_1 y A € R™*™, B € R™*™ son las
matrices del modelo de planta nominal.

Esta clase de modelos describen tipicamente el comportamiento de ciertos
procesos fisicos en los que existe transporte de masas o de energia a través de
tuberias, tales como reactores industriales o védlvulas. El retardo, por tanto,
dependeria en cierta medida de la distancia a cubrir y de la velocidad de
transferencia del fluido. Esta ultima podria variar aleatoriamente, por lo que
el retardo inducido también.

Por tanto, en la formulacién del problema el retardo se asume variable
con el tiempo d; > 0 en modo aleatorio y no medible, tal que d,, < di < djpy.
Las cotas minima y méxima (d,, y ds, respectivamente) son conocidas.

Con el fin de simplificar los desarrollos posteriores se asume que ¢, (l) =
0. Los valores iniciales de las acciones de control estan disponibles en el
controlador y por tanto pueden establecerse arbitrariamente en fase de diseno.
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Ademas, ya que el sistema en bucle cerrado es un sistema LT, las condiciones
iniciales no influyen en la estabilidad.

4.3.1. Realimentacion estatica del estado
Con la ley de control por realimentacion estatica del estado
up, = Ky, (4.2)

donde K € R™*™ es la matriz de ganancia del controlador, la realizacién en
bucle cerrado es

Tpt1 = Az + BK:L’k,dk (43)

Obsérvese que la expresién en bucle cerrado se convierte en un sistema
con retardo en el estado. En la literatura existe una amplia contribucion
en el andlisis y disefio de controladores de este tipo, dada su sencillez en la
implementacion. Concretamente, los sistemas discretos con retardos se han
analizado mediante LMI a partir de los criterios derivados del Teorema de
Lyapunov generados a partir de funcionales de Lyapunov-Krasovskii en [34,
135].

No obstante, el principal problema de este tipo de controlador es el grado
de conservadurismo introducido por los siguientes motivos:

= El controlador estdtico definido en (4.2) s6lo considera informacién parcial
del estado. Cabe pensar que si se incorpora mas informacién en la ley
de control (estados anteriores a x(k)), se puede mejorar la calidad de la
respuesta.

= Los funcionales de Lyapunov-Krasovskii no representan con total general-
idad la clase de funciones de Lyapunov requeridas [64]. Recordemos que
los funcionales de Lyapunov-Krasovskii son una versién simplificada de la
forma cuadréatica genérica generada a partir del modelo aumentado con
el vector de estados actuales y pasados, que a cambio de independizar el
tamano de la LMI del valor del retardo, introduce un grado de conser-
vadurismo.

4.3.2. Controlador basado en predictor
Como alternativa al controlador anterior, considérese la siguiente ley de
control:
up = KTy, (44)

donde ZTjyp es la prediccion futura del estado h periodos de muestreo
hacia delante. El pardmetro h es un parametro de diseno y debe ser un valor
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entero positivo, en principio lo més cercano posible al valor real del retardo.
[41, 81]. Nétese que para el caso particular de retardo constante d, si h = d,
se elimina el retardo de la ecuacién caracteristica en bucle cerrado [38].

En concreto, se tiene a partir del modelo discreto del sistema, que z;1 =
Axy + Buy_p. Por tanto, xp40 = A%xp + ABug_p + Bup_py1 y para T3
procediendo de forma anéloga se puede obtener expresiones similares. Por
tanto, la prediccién del estado Z en la ley de control de la Ecuacién (4.4)
puede calcularse mediante la expresién [41, 81]:

h—1
Thyn = Ahxk + Z Ah_i_lBukJri,h (45)
=0

Obsérves que las acciones de control son anteriores al instante de cémputo
de la nueva accién de control: ug_p, ..., up_1, por tanto, esta férmula es una
expresion causal

Para el caso de retardo constante di = d, la expresién en bucle cerrado
del sistema es [38]:

Tht1 = (A + BK).%‘k + BK A" (Z‘k,d — a:k,h) (46)

donde, si d = h, se elimina el retardo de la ecuacién caracteristica, tal y como
se puede deducir por la propia estructura de la ley de control.

4.3.3. Sensibilidad a incertidumbres en el predictor

Como se ha discutido en capitulos anteriores la presencia de incertidum-
bres en el modelo puede afectar negativamente al comportamiento del sis-
tema hasta hacerlo inestable. Particularmente, en el caso del control basado
en predictor, es razonable suponer ademéas que las incertidumbres de mode-
lado tienen un impacto mayor dado que éstos se acumulan en el cédlculo de
la prediccion del estado. Por tanto, cabe esperar que la degradacién en la
respuesta debido a los errores de modelado en el sistema sea mayor conforme
el retardo considerado en el predictor i sea mas grande.

Por tanto, en este capitulo se plantea un doble objetivo: en primer lugar
extender las ideas de los trabajos anteriormente citados para analizar la esta-
bilidad robusta del controlador basado en predictor ante retardos variables,
y en segundo lugar, mostrar que en ciertos casos el uso del predictor mejorar
la robustez con respecto al esquema de control basado en la realimentacion
estética.

4.4. Formulacién del Problema

Considérese el sistema LTI de la Ecuacién (4.1) con incertidumbres nor-
madas:
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Tpt1 = (A —+ AAk)fﬂk -+ (B -+ ABk)uk_dk (47)
u = ¢u(l), —dpy <1<0

Las incertidumbres del sistema A4, , Ap, verifican por tanto:

[AAk ) ABJJ = dGAk[Ha; Hb] (48)
A A< T

donde G, H,, Hp son matrices conocidas de dimensiones apropiadas.

El objetivo de las siguientes secciones es desarrollar un conjunto de LMI
que permitan cuantificar y comparar la relacion de compromiso entre ro-
bustez frente a incertidumbres en el modelo y frente a incertidumbres en el
retardo, para ambos esquemas de control: realimentacién estatica del esta-
do y predictor. En este contexto, & es el parametro que define el tamano
de las incertidumbres y por tanto el que se utilizard de baremo a efectos
comparativos entre ambos esquemas.

4.5. Resultados Principales

4.5.1. Modelo en bucle cerrado

Uno de los primeros pasos a seguir consiste en obtener un modelo en bucle
cerrado con la ley de control basado en predictor. Puesto que el andlisis se
realiza en el dominio del tiempo el modelo en bucle cerrado se obtiene en rep-
resentacién interna del estado. Ademads, el modelo incluye las incertidumbres
normadas anteriormente definidas.

Lema 4.5.1 Sila matriz A es invertible!, la realizacion del modelo en bucle
cerrado (4.7) con la ley de control (4.4) se puede expresar como:

h—1
241 = Arzi + Bazg—q, + Brag—n + Z Bizp—; (4.9)
i=1
Ay = A+ BK + APA, A"
By = A"(B + Ap,))K
B, = —AMI+ Ay, A"YBK
Bi = —AMA AT"TYBK i=1,...,h -1
donde el nuevo estado definido z es la prediccion del estado h periodos
de muestreo hacia delante: Ty, i.e., 2k = Ti+h-

! Nétese que la discretizacién de un sistema continuo con cierta matriz A., la
matriz del sistema discreto a periodo T equivalente A = <7 es siempre regular.
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Demostracion:
Definamos el nuevo estado z:

h—1
R = Ahl'k + Z Ah_i_lB’LLk,h+i (410)
=0

El nuevo estado, un instante posterior, 241, es:

h—1
Zht1 = Ahxk.H + Z Ah_iBuk_h+i+1 (4.11)
i=0
Sustituyendo xx4+1 a partir del modelo del sistema (4.1) se obtiene:

2kl = Ah[(A + AAk)l'k + (B + ABk)ukfdk} + (4.12)
h—1
+ Z A" Bug_ i
=0

A partir de (4.10) el estado z se puede obtener en funcién del nuevo
estado zi y de las h acciones de control anteriores:

h—1
T = Aihzk + Z AiliiBuk_h_H‘ (413)
i=0
Sustituyendo el estado xj en la ecuacién (4.12) y realizando las opera-
ciones algebraicas pertinentes se obtiene:

Zip1 = (A+ APAA A7)z + Buy, — (4.14)
—Ah(I + AAkAfl)Buk,h + Ah(B + ABk)uk,dk —
— 3 AR (A Y AT By,

Finalmente, teniendo en cuenta la ley de control uy = Kz, se completa la
prueba.
]

4.5.2. Analisis de Robustez

Una vez en disposicién del modelo en bucle cerrado en representacién
de espacio de estados, se establece un conjunto de restricciones LMI cuya
verificacién garantiza la estabilidad del sistema en bucle cerrado con la ley de
control basada en predictor. La estabilidad se garantiza para cualquier posible
patrén aleatorio de variacién del retardo o de as incertidumbres normadas en
el modelo, siempre que estén dentro de las cotas definidas.

Con el fin de simplificar la notacién, se introduce el término § = dp; —
dp + 1. También, d; = d,, +i — 1 para todo i € {1,...,d}.



4.5 Resultados Principales 71

Teorema 4.5.1 El sistema en bucle cerrado descrito en (4.9) es asintdtica-
mente estable para un cierto valor de K y h si existe 6 matrices P; y 62
escalares €;5 > 0 para todo i,€ {1,...,6} yj € {1,...,8} tal que se cumplan

las siguientes desigualdades:

Pi>0 Vie{l,...,8 (4.15)

y, para todo i,5 € {1,...,0} x {1,...,0}

0 GTPj _peij-[
donde
A+ BK I'(d;) Ix(d;) Iy, (d;)
B I 0 0
A(d;) = 0 I 0 0
0 0 0-- I 0
siendo
I(d;) = v(d;,1)A"BK — ~(h,1)A" BK (4.17)
para todo 1 <1 <dp y
G=(A"G0---0)" (4.18)
H A" r

_H,A"BE +(dy, ) H, K
“H, AP BK 4 (dy, 2) Hy K
“H,A7'BK + (i, h — 1) Hy K (4.19)
"}/(di, h)H{,K

’y(di, dM)HbK

donde la funcidn escalar y(x,y) se define aqui como:

Y(w,y) =1, ifv=y
= Y(z,y) =0, ifx#y
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Ademds, es posible obtener una cota superior para las incertidumbres nor-
madas & definidas en (4.8) resolviendo el siguiente problema convexo de op-
timizacion sobre la siguiente funcion objetivo en la variable p:

minimizar p sujeto a las LMI (4.15), (4.16)

En caso de encontrar una solucion factible, el resultado anterior permite
probar la estabilidad dentro de la region de incertidumbre definido por el
modelo de incertidumbres acotadas en norma cuyo tamano se obtiene como:

a=+/1/p.
Demostracion:

Considérese el siguiente funcional parameter-dependent cuadratico con-
struida a partir del modelo aumentado:

dn dm

Vi = Z ZSCT]C,I,P;Z;TQTIC,T (4.20)

p=0 r=0

Las matrices Pg};r se definen de modo que el funcional de Lyapunov can-
didato (4.20) sea siempre positivo definido, Vj, > 0. A saber:

pYO POt L phdu
0,1 1,1 1,d
_ _ PV pht ... phdm
di = 4= : ’ e ’ > O

dr,0 pdar,l dar,da
P P e B

para cada valor de ¢ € {1,0}. Sn pérdida de generalidad se considera que
PIT = (P
De este modo, (4.20) puede expresarse como

V(k,dy,) = @y Pa, Dy, (4.21)

donde @, es el vector de estados aumentado @y, = [k, , Tk—dyy, |-
Tras realizar las operaciones algebraicas oportunas el modelo den bucle
cerrado de la ecuacién (4.9) con Py se puede expresar como

Ppr1 = [A(dy) + GALH (dy)| Py (4.22)

donde A(dy), Gy H(dy) se definen en(4.17), (4.18) y (4.19), respectivamente.

Teniendo en cuenta que el funcional de Laypunov candidato debe verificar
la conocida condicién V (dg11,k + 1) — V(di, k) < 0 y obteniendo el comple-
mento de Schur es relativamente sencillo obtener las condiciones LMI para
cada valor d; = di, y d; = dp41:

P (%)
(Pj [A(d;) + aGAH (d;)] — _j> <0 (4.23)
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esta ultima expresién puede reescribirse como:

A, (d;, d;) + a@u(dj)AkHu(di) + Hf(di)A{Gf(dj) <0 (4.24)
donde B
Addsdy) = (5300 ) (1.25
Gu(d;) = (0 P,G)" (4.26)
H,(d;) = (H(d;) 0) (4.27)

Aplicando el lema 8.3.3, se demuestra que la desigualdad (4.24) se cumple
para todo valor dj, que satisfaga ademds A,{Ak < I si y solo si existen un
escalar €;; > 0 tal que:

A(di, dj) + e;jl@QGu(dj)@Z(dj) + eijﬁg(di)ﬁu(di) <0 (4.28)
Sustituyendo (4.25), (4.26) y (4.27) en(4.28) se obtiene las siguientes
LMT’s:
Pi+ ey H' (di) H (d;) (%)
( PyA(dy) —Py+¢'atp,GGTR) <O (4.29)

Aplicando nuevamente el complemento de Schur, la desigualdad anterior
se puede poner como:

<P¢+( eij)H' (di)H(di) (*) (*) )
P;A(d;) —-P; (%) <0 (4.30)

0 GTP; —(eij)a™%I
|

Nétese que haciendo €;; = € el teorema anterior 6.4.1 se puede formular
como problema LMI sin més que realizar el cambio de variable P’ = P/e.

Por otro lado, la complejidad del problema de anélisis planteado es pro-
porcional al valor del retardo. Este problema se puede solventar proponiendo
un funcional de Lyapunov candidato de menor generalidad con una forma es-
pecifica (Lyapunov-Krasovskii) tal que elimine la dependencia de los estados
retardados intermedios, y cuya forma genérica puede expresarse en funciéon
de un cierto pardmetro de ajuste:

dye min(p+q,dar)

T o
Vi = g E g p Py

p=0r=max(0,p—q)

donde ¢ es el pardmetro de ajuste de compromiso entre conservadurismo y
complejidad computacional, que convierte la matriz (4.21) de una matriz
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completa (¢ = dpr) en una matriz diagonal por bandas (¢ = 0). De hecho, en
sentido amplio, gran parte de los funcionales discretos Lyapunov-Krasovskii
propuestos en la literatura para generar condiciones LMI para sistemas dis-
cretos con retardos elevados pueden considerarse como un caso particular del
funcional genérico expuesto anteriormente.

El siguiente resultado, obtenido a partir de pequenas modificaciones sobre
[34, lema 2] se utiliza para comparar en los ejemplos numéricos:

Lema 4.5.2 FEl sistema en bucle cerrado (4.3) es globalmente asintdtica-
mente estable si existen matrices P,Q, R, Z; > 0, un escalar p > 0 y ciertas
matrices M, N,S,W de dimensiones adecuadas que satisfacen el siguiente
problema de optimizacion conveza:

minimizar p sujeto a:

P 0 b4 0 VduG 0
(x) —P b3 0 G 0
(*) (*) d1+ T +0T Wy 0 &y
& (o) ) o o o|<° (4.31)
(*) (%) (*) (x) —pl 0
(*) (%) (%) (*) (x) —I

By = (M7, §\ay o, N)
Us = diag(—Z1,—Z1,—P + Z4)
—-P+7Q+R 0 O

() Q0

(*) (*) —R
¢2 = (HoP, HyW, 0)"
¢3 = (Ao P, BoW, 0)
¢s = (Vdrr (Ao — I)P, /dr BoW, 0)

Ademds, la ganancia del controlador estdtico robusto subéptimo se obtiene
a partir de las variables de decision del problema como K = WP™!. Este
controlador garantiza la estabilidad robusta del modelo incierto cuyas matri-
ces Aa, y Ap, satisfacen el modelo de incertidumbres normadas (Ecuacion
(4.8)) con & = +/1/p. Por esta razén interesa minimizar el pardmetro p.

b1

Demostracion: Este resultado se prueba facilmente mediante el cambio
de variable P = Z; + Z5 sobr el Teorema 2 [34], y posteriormente aplicando
una transformacion congruente pre y post multiplicando a ambos lados de la
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desigualdad matricial por la matriz diag(P~!, P~1, P~1, p~1 p=1 p~1 p-1
, P71 1,T). Nétese que la matriz P en (4.31)-(4.32) representa la inversa de
la matriz P definida en [34]. n

Existen resultados més recientes en la literatura (por ejemplo, [135]) que
mejoran [34] en andlisis de estabilidad. También en [47], teniendo en cuen-
ta incertidumbres en el modelo. Sin embargo, [135] resuelve el problema de
disefio no convexo como BMI mediante CCL [26] y el segundo [47] no mejora
con respecto [34] cuando se adapta el problema de andlisis de estabilidad
para poder abordar el diseno como LMI, de forma anédloga a como se procede
en la obtencion del Lema 4.5.2. En este capitulo, se considera tinicamente
resultados basados en LMI.

4.6. Ejemplo numérico

Considérese el siguiente sistema lineal inestable:
Tht1 = (A + AAk)l‘k + (B + ABk)uk—dk (432)

donde las matrices del sistema son

A= (40 0) - () )

y las matrices del modelo de incertidumbres normadas definido en las
ecuaciones (4.8) son

Ga=(11)",H, = (0,10,1),H, =1 (4.34)

En este ejemplo se procede a comparar la tolerancia respecto a las in-
certidumbres de modelado bajo las dos siguientes estrategias de disenio de
controladores robustos subéptimos:

= Realimentacién estatica del estado: La ganancia K que se disenia mediante
4.5.2, teniendo en cuenta las cotas de retardo: d,, y dps.

= Controlador dindmico basado en predictor escogiendo el valor de h = d,,.
La ganancia del controlador K se disena aplicando el mismo resultado 4.5.2
pero sustituyendo los valores d,,, y dps con los nuevos valores d,,, = 0y
dh; = dp — di,, respectivamente.

En la Figura 4.1 se compara la tolerancia respecto a incertidumbres de
modelado obtenido en ambos casos con el pardmetro &. En la leyenda, la
linea que representa el valor de & obtenido con el diseno propuesto se etiqueta
como pred mientras que la linea que representa & obtenida con realimentacion
estatica del estado se etiqueta como no pred, respectivamente.

La cota mimina de retardo d,, se representa en el eje de abcisas en ca-
da caso. La linea de color cyan representa el tamano de las incertidumbres
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toleradas para el caso de retardo constante d,, = dp;. Las otras dos lineas
representan el caso con retardo variable: (a) la linea roja representa el caso
con rango de variacién dy; = d,, + 1, y (b) la linea azul representa el caso
dy = dp, + 3. En el caso de ausencia de valor @, significa que no se ha podido
probar la estabilidad para este retardo.

4.6.1. Resultados de Simulacién

La estrategia de analisis y disefio propuestas son condiciones suficientes,
de modo que es muy probable que exista un cierto grado de conservadurismo
en los resultados obtenidos. Por tanto, con la finalidad de corroborar la am-
pliacién del margen de robustez sobre el ejemplo propuesto se presenta los
siguientes resultados de simulacion:

La simulacién se ha realizado considerando retardo variable en la entra-
da tal que 4 < dy, < 5 (d, = 4 y dy = 5, respectivamente) y un valor
de incertidumbre en el modelo constante segin las ecuaciones (4.8) toman-
do A = —0,5 La comparacién de las respuestas temporales del estado del
proceso se representan en las Figuras 4.2 y 4.3 para los estados 7 y 2,
respectivamente. La leyenda es:

= Sin predictor (trazo a puntos). El controlador por realimentacién de estado
ha sido disenado para maximizar & mediante el lema 4.5.2 con d,, = 4,
dpr = 5 obteniendo la ganancia de controlador K = [—0,0419,0,0147] y un
margen de tolerancia a errores de modelado & = 0,442.

= Con predictor (trazo continuo). La ganancia K ha sido disefiado con el
criterio propuesto tomando el valor de h coincidente con el retardo minimo
dp, (h = 4) obteniendo la ganancia de controlador K = [—0,1504, —0,0448]
y un mérgen de tolerancia a errores de modelado & = 0,952.

La Figura 4.1 demuestra, por tanto, que el esquema de control basado en
predictor diseniado con la metodologia propuesta puede mejorar la respuesta
ante presencia de errores en el modelado y retardos variables en la entrada
con respecto al esquema de control basado en realimentacién estatica del
estado, incrementando ademas el intervalo de retardo tolerado.

4.7. Conclusiones

En este capitulo se ha analizado la robustez de sistemas discretos con
retardos variables en la entrada obtenida a partir de controladores basados
en predictor comparando con respecto al controlador estatico. Para reducir
en la medida de lo posible el grado de conservadurismo inherente a las condi-
ciones de andlisis de estabilidad basados en LMI, se ha propuesto una funcién
de Lyapunov cuadrética genérica construida a partir del modelo del sistema
aumentado equivalente sin retardo. Para retardos elevados se puede utilizar
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. pred h=d . d, ~d =0

no pred, d,,~d, =0

pred h=d d, -d =1

m' M Om

no pred, dedm:I

predh=d_.d, -d =2 -
no pred, d, -d_=2

Figura 4.1. Margen de robustez @ obtenida mediante el controlador basado en
predictor versus controlador estatico disefiado mediante 4.5.2.
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Figura 4.2. Comparacién de la respuesta del estado x1 obtenida con el controlador
predictor versus realimentacién estatica del estado mediante lema 4.5.2.



78 4 Anélisis estabilidad y robustez con predictor (retardo entrada)

0 predictor
redictor h:

I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figura 4.3. Comparacién de la respuesta del estado x2 obtenida con el controlador
predictor versus realimentacién estatica del estado mediante lema 4.5.2.

funcionales de Lyapunov-Krasovskii, aunque a costa de mayor conservaduris-
mo en los resultados obtenidos.

Se ha ilustrado mediante un ejemplo numérico que es posible mejorar la
robustez frente a incertidumbres de modelado gracias al uso del esquema de
control basado en predictor en presencia de retardos variables frente al disefio
de un control subéptimo basado en realimentacion estatica del estado com-
parando con otros resultados en la literatura aplicados en sistemas discretos
con retardos variables.



5 Anadlisis de estabilidad y robustez de
controladores basados en Predictor sobre
sistemas LTI con retardos variables en la salida

5.1. Resumen/Motivacién

Este capitulo se corresponde en parte con el contenido del articulo pub-
licado en el congreso IFAC 2010 (Praga), y en parte con el contenido de la
revista Control Engineering Practice,(anio 2011). En este dltimo trabajo se
extiende y se mejora los resultados respecto al primero. Los resultados exper-
imentales publicados en esta revista, asi como los resultados obtenidos por
simulacion de la plataforma experimental, se han desglosado en el capitulo 7

El objetivo de este capitulo es analizar la estabilidad y la robustez frente
a incertidumbres de modelado del controlador discreto basado en predictor
sobre sistemas con retardos variables en la salida. En primer lugar, se de-
muestra que simplemente el uso del predictor permite aumentar el intervalo
de retardo variable dentro del cual el sistema permanece estable con respecto
al controlador estatico, para un mismo valor de la ganancia del controlador.
En segundo lugar se demuestra, andlogamente al capitulo anterior para retar-
dos variables en la entrada, este esquema de control puede mejorar la robustez
frente a incertidumbres en el modelo.

5.2. Introduccion

El diseno de cualquier sistema de control el comportamiento del proceso
impone algunas limitaciones en las prestaciones obtenidas [111]. En particu-
lar, es el caso de los sistemas con retardos temporales [93, 95, 65]. El Predictor
de Smith (SP) [114] y la Técncia de Asignacién Finita de Espectro (FSA)
[83] pueden considerarse como los métodos de control para procesos lineales
con retardos en la entrada o en la salida [105]. Un andlisis detallado de estos
métodos y sus modificaciones revelan que todos ellos utilizan, de un modo
implicito o explicito, la prediccién del estado, con el fin de contrarrestar el
efecto del retardo y por ende obtener la respuesta deseada. La caracteristica
mas destacada del controlador basado en predictor es que, en ausencia de
incertidumbres en el modelo y para retardo constante y conocido, el compor-
tamiento en bucle cerrado es similar al sistema equivalente libre de retardo
[134], [94], [48].
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El Predictor de Smith (SP), si el proceso es inestable, el sistema en lazo
cerrado serd internamente estable [97]. La técnica de Asignacién Finita de
Espectro (FSA) permite soslayar esta limitacién. En [97] se sugiere cémo
implementar la ley de control usando la conocida forma integral (presencia
de un retardo distribuido dentro de la accién de control FSA). Sin embargo,
la implementacion de la ley de control FSA en sistemas digitales puede llevar
el sistema a la inestabilidad [87].

Hoy en dia, practicamente la totalidad de las aplicaciones de control se
implementan por computador [4]. Por tanto, resulta muy interesante analizar
el efecto del retardo en sistemas discretos. Por otro lado, es bien conocido el
hecho de que los sistemas discretos con retardos se pueden modelar a partir de
sistemas discretos sin retardos definiendo el vector de estados aumentado. Sin
embargo, en muchos casos, tales retardos son demasiado grandes y variables
[134, 98], de modo que el sistema aumentado es demasiado complejo para ser
abordado. Por tanto, esta técnica puede resultar no valida para su estudio
[34]. Estas consideraciones motivan el estudio de los sistemas discretos con
retardos variables [139, 9]. En la literatura, diferentes estrategias de analisis
se han propuesto con el controlador por realimentacién estatica del estado
[25, 47, 85, 45] o controladores dindmicos [80, 56].

En [81] se verifica que el controlador basado en predictor, generado a par-
tir del modelo discreto del proceso, consigue estabilizar el sistema continuo
equivalente para retardos variables. No obstante, la prueba de estabilidad
robusta sélamente es vélida para retardos variables cuyo valor no excede de
un periodo de muestreo, en principio. Posteriormente, en [38], el resultado
anterior se extiende para retardos mayores que un periodo de muestreo, pero
cuya variacién no excede del valor del periodo. Més recientemente, en [39],
se amplia los resultados anteriores para retardos variables sin restriccion re-
specto al periodo. Sin embargo, las condiciones LMI de andlisis desarrolladas
siguen siendo demasiado conservadoras.

Por tanto, el objetivo de este capitulo es analizar la estabilidad y la ro-
bustez de un controlador basado en predictor, aportando un resultado de
andlisis de estabilidad y robustez menos conservador que [39]. La idea es
aplicar dicho resultado sobre un proceso inestable con retardos variables en
la salida, de modo que s6lamente se conoce a priori las cotas minima y maxima
del retardo. Hasta el conocimiento del autor, no existen resultados similares
en la literatura para controladores basados en predictor.

5.3. Aspectos preliminares

Consideremos el sistema continuo en representacion de espacio de estados:

&(t) = Acx(t) + Beu(t) (5.1a)
z(t)=0, t<0
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donde los pardmetros nominales de la planta son A. € R"*", B, € R"*™,

Planta
U o (A4.B) *
R e T .
:Eestﬁggd;r?ahmentaaon K Sensor
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X |\ Predictor =.: Y Retardo <

.\_ B /* T

Figura 5.1. Bucle de control con retardo en la medida

Tal y como se muestra en la Figura 5.1, el estado interno de la planta
z(t) es completamente medible, pero existe un retardo variable, desconocido
y aleatorio en el canal de medida 7(t) (entre el sensor y el controlador), de
modo que:

#(t) = a(t — () (5.2)

Consideremos el siguiente sistema lineal discreto:

Tpt1 = Azxy + Buyg, (53)
T = 0, k < 0

donde A € R™*™ B € R™*" son las matrices del modelo de planta
nominal.
Supongamos una ley de control estatica:

donde K € R™*" es la ganancia del controlador, la cual se asume que ha
sido previamente disenada para estabilizar el sistema 5.3. Es decir, A — BK
es una matriz Hurwitz.

Sin embargo, si se tiene en cuenta la presencia de un retardo variable
di en el canal de salida (entre el sensor y el controlador), la ley de control
anterior incluyendo el retardo se puede expresar como:
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U = 7Kﬁi‘k = *Kl'k—dk. (55)

Debido a la presencia del retardo, la estabilidad del sistema en bucle cer-
rado (5.3)-(5.5) no se puede garantizar, a menos que se haga uso de resultados
de analisis de estabilidad y robustez para sistemas con retardos variables ex-
istentes en la literatura. Tales resultados, a partir de una cierta ganancia de
controlador estético K, permiten calcular el intervalo de retardo {d,,,dns}
dentro del cual el sistema siga siendo estable para esa K.

Considérese la ley de control con predictor de la Ecuacién (4.4) donde
esta vez la prediccién del estado se computa a partir de la medida retardada,
de modo que:

Thin = AT, + Sk (5.6)
h—1

Yhk = ZAhiZilBUk-&-i—h
=0

donde zj_q4, eslamedida del estado realizada en el controlador. El retardo
de salida dy, es variable y aleatorio tal que (d,, < di < dp).

5.3.1. Modelo en bucle cerrado

De forma anéloga a la seccion 4.5.1, se obtiene la ecuacién de la dindmica
del sistema en bucle cerrado para retardo en la salida con el esquema de
control basado en predictor.

Lema 5.3.1 FEl sistema en bucle cerrado obtenido a partir de las Ecuaciones
(5.8), (4.4) y (5.6) puede expresarse a partir del siguiente modelo:

Tpy1 = (A — BK)xy, — BKA" x4, + BKA"z;_, (5.7)

Demostracion:  Teniendo en cuenta las Ecuaciones (4.4) y (5.3), y
considerando la Ecuacién (5.6) se obtiene:

Tk+1 = Amk - BKAh.’Ek_dk - B[(Z’}LJC (58)

donde X, i, se define en (5.6).
Por otro lado, aplicando recursivamente la Ecuacién del modelo del sis-
tema (5.3) durante h iteraciones, se obtiene:

ap = Alzp_p + Zhk (5.9)

Se puede observar que el término X},  se puede eliminar a partir de (5.9)
y (5.8), obteniéndose en consecuencia (5.7) y completando asf la prueba. m
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5.4. Analisis de estabilidad

Esta seccion presenta dos condiciones suficientes que permiten probar la
estabilidad del sistema en bucle cerrado con predictor ((5.7)).

Con el fin de simplificar la notacién, se define Ag = (A — BK) y A; =
BK A". De este modo, la Ecuacién en bucle cerrado (5.7) se reescribe como:

Tp1 = Aoz + A1 Tp—p — A1Tp—a, (5.10)

Teorema 5.4.1 El sistema (5.10) es globalmente estable si existen ciertas
matrices P, Q1, Q2, Z1 and Zs > 0, y X1, X, Y1, Yo que satisfacen las
stguientes LMI:

I -V, Yy ATP dy(Ao—I)TZ1 h(Ag — )T 2,

¥ x —Qo —ATP  —dyATZ, ~hAT Z, <0
x ok * —-P 0 0

* % * * —dp 21 0

* % * * * —hZy

con I':= —P+dyX1 +hXo+ Y1 + YL + Yo + Yo + (dpys — dp + 1)Q1 + Q2

X1 Y1 X2 Y2
(YlT Zl) >0 <Y2T Zz> >0 (5.11)

Si se verifican las LMI anteriores el sistema (5.10) es asintdticamente estable
para cualquier retardo di que satisfaga dm < di < dn.

Demostracion: Dendtese
Vi=xj; —Tj-1

Los estados retardados pueden expresarse respectivamente como:

k
LTh—h = Tk — Z vy (5.12)
j=k—h+1
k
Tk—d, = Tk — Z Vj
Jj=k—dir+1

De este modo, la expresién del sistema en bucle cerrado de la Ecuacién (5.10)
puede expresarse del siguiente modo:

K K
Tp1 = Aoz — Ax Z v+ Ay Z v; (5.13)
j=k—ht1 e h—dpt1

Siguiendo un procedimiento anélogo a [38]-[34], se propone la siguiente
funcién candidata de Lyapunov-Krasovskii:
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V (k) = Vi(k) + Va(k) + Va(k) + Va(k), donde:

Va(k)= > > 2" (i)Qux()

j:—dM+27'*k+j—1

—1 —1

Z Z T m)Ziv(m Z Z m)Zav(m)
1=—dy m=k+1 i=—h m=k+1i

Nétese la inclusion de los términos adicionales Va5 y Vy, los cuales aportan
informacion en la funciéon candidata del parametro h y del retardo variable
di. De este modo, el sistema (5.10) o (5.7) serd asintéticamente estable si:

AV (k) = AVi(k) + AVa(k) + AVa(k) + AVa(k) < 0

Tras realizar las oportunas manipulaciones algebraicas se obtiene:

AV = AV) 4+ AV, + AV + AV, < AT (k)2 (k) (5.14)
donde
Y11 Y2 s
Q=1 * Wy V3 (5.15)
* * W33

Uy = ATPAg+ I + dp(Ag — 1T Z1(Ag — I) + h(Ag — T Zy(Ag — 1)
Ui =-Y — dM(AQ — I)TZ1A1 — AgPAl

ng = 7Y2 + h(Ao — I)TZQAl + AgPAl

!pgg = A,{PAl — QldMA,{ZlAl + hA/{ZQAl

W23 = —A{PAl — dMA,{ZlAl — hA{ZQAl

y733 = —A{PAl — QQ + d]\/[A{ZlAl + hA{ZQAl

y

M (k) = (z(k) x(k — di) x(k — h))

Nuevamente, tras las manipulaciones algebraicas oportunas y aplicando
el Complemento de Schur [10], se obtienen las LMI’s del Teorema 5.4.1. m

El siguiente teorema, obtenido a partir de [47], evita la aplicacién del
Cross-product lemma, y por tanto es menos conservador:

Teorema 5.4.2 El sistema (5.10) es globalmente estable si existen ciertas
matrices P7 Zl7ZQ > 07' QuQm7Q]W7Qh7ZM >0 Y SI7SQ7T17T2 que satis-
facen las siguientes LMI:



5.4 Anélisis de estabilidad 85
I S I oT
(6ST —5ZM> <0 <5TT —5ZM> <0 (5.16)
donde

S=(057sT0000)"
T=0T1TF 0T 000)".
La matriz simétrica I' se define como:

oo, 0 Iy I
(x) I Iy Iy 0 Iy I'g
(*) (*) Fll 0 Zl 0 0
F'=|[()(x) (x) I12 0 0 0 (5.17)
(%) () (x) (*) I13 T1a L5
() (%) () () (x) =P 0
() (%) () (%) (%) (x) =2

donde
IN=-P+0+1)Q+Qnu+Qm+Qn— 2>

<
F2:{0 h<d,,

Zy h>d,
<
= Zy h<d,
0 h>dn,
I, =AlP

Is= (Ao — D77
F6:—Q+T1+T1T—51—S?

=8 — ST
Iy=-T +TF
Iy=—ATP
o=-ATZ
0 h<d

D= —Qum+ S+ 5T —Z + -
11 Qm 2 2 1 {—Zz h>dm
INo=-Qn—To—TF

*ZZ h<dm
I3 =— -7 -
13 = ~Qn “L{o h>d,,
4= ATP
s = ATZ

7 = p%ZQ + (dm - h)2Z1 + 5ZM
p1 = min(dy, h)
Nétese que 6 = dpr — dy, es un pardmetro de andalisis.

Demostracion: A partir de un razonamiento anélogo a [47] y [39], se
propone el siguiente funcional de Lyapunov-Krasovskii candidato:
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V(k) = Vi(k) + Va(k) + Vs (k) + Va(k) + V5(k)
Vi(k) = z(k)T Px(k)

Va(k) = z(i)" Qu(i)
i=k—dg
k—1 k—1 k—1
V3(k) = ()T Qpr(i) + Z x() T Qi) + Z x(i) T Qpa(i)
i=k—dm i=k—dnm i=k—h
—dpn
Vi) = Y Z ()T Qux(i)
j—*dele k+J
—1 —p1—1 k-1
Vs (k) = p1 Z Z Z2V )+ |dm — Al Z Z Z1V )+
1=—p1 m=k+1i i=—p2 m=k+1i

—dm—1 k-1

S SCLIND

i=—dn m=k+i
v(k) =x(k+1) —x(k)
p1 = min(dm, h)
p2 = max(dy,, h)

El sistema 5.10 es estable si se verifica AV (k) =V (k+1) -V (k) <O0:

AVy (k) = x{_HkaH - :E{ka
= [Aozy + A1xp—p — Arzp—a, )T PlAoxy + Arzg—p, — A1xg—a,| — xf Py,
AVy(k) = o Qup — 2y, Qi + zi“ S b 7T Qi <
<afQuy —xf_y Qry_ay + ZZ k—dn+1 Ti f Qu;
AVs(k) = 2 (Qm + Qum + Qn)zr — 2} _y QmTh—a,, —
—T} g, QM Tr—dy — Tf_p QnTr—n
AVy(k) = 6lzp — g dM]TQ[’Ik — Thdn) = D a1 O Qi
AVs(k) =vlZvy — ;m ZZ k1 vl Zov; — |dm — h Zk p1 ! vl Zyv; —

k—di—1 kd—lT
-2 =k—da ZZMVZ > —kay, Vi LMVi

7z = p%ZQ + (dm - h)221 + 5ZM
0 =dpy —dm

Aplicando la desigualdad de Tchebyschev (Lema 1 en [47]) se obtiene:
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k—1 k—1 k—1
E T 2 T E
Vi Zgl/i S Vz 22 Vi]
i=k—p1 i=k—p1 i=k—p1
k—p1—1 k—p1—1 k—p1—1
—|dm — h] { Zwi < 1121 ]
m v; 1V S v 1 13
i=k—p2 i=k—p2 i=k—p2

y por tanto el término AV5(k) se puede acotar del siguiente modo:

AV}’( ) < Vi Zyk - [ Lk — SCkprTZQ[.Z‘k - xk*ﬂl] -
_[xk p1 _xk*PJTZl[xk p1 — Tk— 02} -

k—dip—1 k—dm—1 T
D dar 1ZMV1—Z kmdk i LMV

Para ciertas matrices S = (05T S70 O)T, T = (ot o1y O)T de di-
mensiones apropiadas, se establecen las siguientes relaciones free-weighting:

0= 2)\] S[wr—d,, — Tred, — Soppa Vi) <

< 2T S[wd,, — Theay) + (A — d)NESZy ST, + S5 vl Zyv

0= 2N T[wp_a, — Thody — g an vi] <

< 2/\£T[$k_dk — xk_dM] (dar — dk)ATTZ 1TT/\]€ + Zk kdkdjj v; ZMV,

Teniendo en cuenta las relaciones free-weighting anteriores el término
AV (k) se puede expresar como:

k—dy,—1 k—di—1
AV(R) SN 2N = Y vl Zyvi— > vl Zyvi<0 (5.18)
i=k—dj i=k—dn

donde el estado aumentado se define como:

T
Ne = (T Th—dy, Th—d,, Th—dp Th—h)

v la matriz {2 es:

21 29 (23 0 2,
*) 95 Sl - Sg —T1 + TQT 96
x) (x) (2 0 A
*; E*) (%) (X 0

(
o=
(
WD B 2
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2 = AFPA+ (Ao —1)"Z(Ag—I) =P+ (0+1)Q+Qn + Qm+Qn— 2>
0y = —ATPA, — (Ao~ DT ZA,

<
0, {0 h<d,
Z1 h>d,
Zy h<d
2, =ATPA + (Ag — DT ZA, + -
1= Ao PAL+ (Ao = )7 24 0 h>d,
Qs = ATPA, + ATZA, — Q
Q6 = —ATPA, — ATZ A,
0 h<d
Q:— m_Z = Um
r=-@ 1+{Zg h>d,
28 = —Qum
—Zy, h<d,

9 =ATPA + ATZA, — Qy — Z1 +
9 1 1 1 1 Qh 1 0 h>dm

Aplicando el complemento de Schur en Py Z, y realizando las manipu-
laciones algebraicas oportunas se obtiene la siguiente desigualdad matricial
que depende linealmente de dy:

T+ (dy — dn)SZyt ST + (da — di)TZ3 ' TT <0

Teniendo en cuenta que la expresién anterior estd parametrizada en dj en
modo afin, y que dy € [dim,dn + 1, -, dpr], se prueba la equivalencia de la
desigualdad anterior con respecto a las LMI’s [47]:

I'+6SZy!sT <0
I'+6TZ'TT <0

Donde § = dp; — d,,,. Finalmente, aplicando nuevamente el complemento
de Schur sobre Z); en ambas desigualdades se completa la demostracién.
|

La aplicacién de los teoremas anteriores permiten ilustrar la ventaja del
uso del predictor respecto la tolerancia al intervalo de retardo dentro del
cual el sistema en lazo cerrado permanece estable. Los siguientes ejemplos
numéricos establecen resultados comparativos a tal efecto:

5.4.1. Andlisis de Robustez

Analisis de Robustez cualitativo Este apartado prueba la existencia de
un area de incertidumbre no nula dentro de la cual, si el sistema en bucle
cerrado es estable, también lo serd dentro de dicha &rea.
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Concretamente, se pretende analizar cualitativamente la robustez del sis-
tema en lazo cerrado frente a pequenas variaciones en el periodo de muestreo.
Se define t; como el k-ésimo instante de muestreo de modo que:

Te = thy1 —te + Ck

donde (j representa una pequena variacion del instante de muestreo respecto
el periodo de reloj del sensor. La fluctuacién ( puede ser tanto positiva como
negativa pero siempre acotada en modulo:

Gl <C<T

Siguiendo un procedimiento similar a [81], se expresa el sistema en bucle
cerrado (5.7) como:

Tpi1 = (A — BK)a:k — BKAh$k_h + BKAhxk_d + F,’)/k
siendo la accién de control:
Up—d = 7K[:L‘k + Ah:ck_h — Ahl‘k_d] + F”’yk

donde I" y I'" son matrices cuyos elementos se encuentran acotados por ¢
(nétese claramente que I’ y I " convergen ambos a cero si la cota superior
de la incertidumbre ¢ converge a cero), y el vector de estados aumentado ~y,
contiene el estado actual y pasados, y las acciones de control pasadas:

Ve = [Thy o s Thehy 5 Thody Uk—d—1 " » Uk—2d—1]

Con notacién obvia, el sistema en lazo cerrado puede reescribirse como:

YVir1 = Avk + Ty (5.19)

Noétese a partir de (5.19) que si d = h los valores propios de la matriz A
coinciden con los n valores propios de (A — BK) més ((d+ 1)(n+m) —n)
valores propios en el origen (nulos), debido a los retardos introducidos. De
este modo, se puede concluir que para cualquier matriz ) > 0, existe otra
matriz P > 0 que cumpla la siguiente ecuaciéon de Lyapunov:

ATPA—-P=—-Q.

Incluso si se consideran incertidumbres de modelado, si A., B¢, y (x son lo
suficientemente pequenos tal que se verifique la desigualdad:

~Q+|2I'"PA+TTPI| < —nQ

para cierto escalar > 0, el sistema en bucle cerrado (5.19) permanece estable
dentro de la regiéon de incertidumbre en torno al modelo nominal.
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Analisis de robustez cuantitativo En la seccién anterior, se ha probado
que si el sistema ideal en bucle cerrado (en ausencia de incertidumbres en el
modelo, periodo de muestreo y retardo) es estable, existe un drea de incer-
tidumbre dentro de la cual el sistema conserva la estabilidad. Sin embargo, la
prueba anterior no provee informacién acerca de la magnitud de dicha area de
incertidumbre. En otras palabras, no permite cuantificar la tolerancia frente
a las incertidumbres y por ende, evaluar si el sistema en bucle cerrado es
robusto en la préctica.

En esta seccidn, se plantea un método de andlisis cuantitativo de la ro-
bustez del sistema en lazo cerrado, considerando la posibilidad de existencia
de incertidumbre en todos los parametros del sistema.

Mediante un método de sobreaproximacién (véase, por ejemplo [81, 20]),
se incluyen dentro del modelo discreto del sistema (anadiendo cierto grado de
conservadurismo), las incertidumbres en el periodo de muestreo, o variaciones
en el retardo menores que un periodo de muestreo. Finalmente, el modelo
discreto resultante, el cual puede incluir también las incertidumbres en el
modelo, se puede expresar como:

Tht1 = Az + Bug + Afk (520)

donde f = [z}, ul,ul |]T es el vector de estados aumentado y A se define

como:

A= (As A Ap1) =GAy, (Ha Hp Hp:)

donde G,H4,Hp, Hg1 son ciertas matrices constantes de dimensiones
apropiadas, y Ay es una matriz con entradas Lebesgue variables con el tiem-
po, tal que verifica A7 Ay < I,y el valor escalar v > 0 determina el tamatio
del elipsoide de la regiéon de incertidumbres.

A continuacién se define un modelo en bucle cerrado formado por el sis-
tema (5.20) aumentado, y la ley de control definida en (4.4) con el predictor
(5.6). El sistema auténomo resultante, incluyendo los estados y las acciones
de control presente y pasadas, es:

Tht1 = Acl(di).fk (5.22)
donde el vector de estados aumentado se define como:
_ T
T = (95{ T fﬂffg qu T Ugfh) (5.23)
d = maxz(dy, h)

y la matriz de transicién de estado flcl(di), para cierto valor de retardo
instantaneo d = d;, es:
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A = A(d;) +7GAkH( ;)
A A12
A A22
A+ BKo(di) BEKi(d;) -+ - BK 7(d;)
I 0 e e 0
A1 (d;) = 0 I ... 0
0 0o - I 0
—-BKB.--- —-BKA"'B
_ 0 0
A12 = .. e ...
0 0
Ko(di) K1(di) --- Kg(ds)
- 0 0 0
Ao (di) =
0 0 0
—KB-.- —KA" 2B _KA" 'B
B I ... oo 0
Aoy = 0o - o 0
0 I 0
G=(Go---0)"
H(d;) = (Hi(ds) Ha)
H1(d7,) (HA—FHBK()(d‘) HBKl(d‘) HBKd’(di))
Hy = (-HpKB + Hpy —HpKAB --- —HpKA" 'B)
—KA" j=d;
Kj(d:) = .
0 J#di

Teorema 5.4.3 El sistema en bucle cerrado formado por (5.20) y el esquema
de control basado en predictor (4.4)-(5.6) es robustamente estable si eriste
una matriz L > 0 tal que las siguientes condiciones LMI se satisfagan para

todo d; = dp,do, + 1, -+ ;dpg:

—L+ H(d)TH,) A(d)TL 0

(%) ~L LG | <0 (5.24)
(*) (x) =7
Ademds, se puede obtener la mdzima tolerancia a incertidumbres re-

solviendo el siguiente problema de optimizacion convexa: minimizar =2 su-

jeto a la LMI anterior.
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Demostracion: Se propone el siguiente funcional de Lyapunov candida-
to V (k) = L Pz, P > 0 donde el estado aumentado se define en la Ecuacién
(5.22). La estabilidad en lazo cerrado se prueba a partir de la verificacién de
las condiciones LMI para cada d; = d,,,,dm + 1, -+ ,dps.

—P+ Ay(d))" PAy(d;) <0 (5.25)
Aplicando el complemento de Schur se obtiene:
P Aa(d)"P
((*) P <0 (5.26)

que puede expresarse del siguiente modo, teniendo en cuenta la descom-
posicién de la matriz del sistema en base a la definicién de las incertidumbres
de modelado normadas A, (d;) = A(d;) + yGALH(d;):

((*])D A(@; P) +7 (POG) Ay (H(di) 0) + (5.27)

T
+y (H(d) 0)" AT <POG> <0

La desigualdad anterior se cumple para cierto escalar € > 0, [129], apli-
cando el Cross-product lemma (ver apéndice 8, Lema 8.3.1) tal que:

(AGT) e (Goens o

et <H (gi)T> ((d;) 0) <0

Aplicando nuevamente el complemento de Schur se obtiene:

P e\ H(d)TH(d) Ad)TP 0
(%) _P PG <0 (5.29)
(*) (x) =%

Pre y post multiplicando la desigualdad anterior por una matriz diagnal
por bloques de dimensiones apropiadas /€ -diag(I, I, I) se obtiene:

(%) —eP PG | <0 (5.30)
(¥ ()

Finalmente, definiendo la matriz L = P se obtiene la expresiéon LMI del
Teorema 5.4.3. Con esto la prueba queda completada. ™
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5.5. Ejemplos numéricos

5.5.1. Ejemplo 1

Consideremos el siguiente sistema de segundo orden, ya propuesto en [34]:

s = (0,5450 —0,0392) - ( 1,0000 ) w
0,6225 —0,1696 —2,2159

donde x = (:Ul « T2, ) es el vector de estados, supuesto accesible en su total-
idad (C = I). La ley de control estética propuesta, incluyendo el efecto del
retardo en la medida, es:

U = —ka—dk

donde

K= [—0,2392 — 0,1842]

En este ejemplo se asume, por ejemplo, un retardo minimo d,, = 3. La
idea es encontrar el maximo valor de retardo dj; por debajo del cual pueda
probarse la estabilidad en bucle cerrado. En este caso, aplicando el Teorema
1 de [34], la estabilidad puede probarse para dj; < 7. Sin embargo, intro-
duciendo el esquema de control basado en predictor con A = 3, mediante la
aplicacién del Teorema 5.4.1 la estabilidad del sistema en bucle cerrado se
prueba para dy; < 31.

A continuacién, se muestran resultados de simulacién en el que el retardo
de salida verifica 3 < dj, < 31 (d,, = 3,dp = 31).

1.2 T T T T T

Respuesta nominal
Respuesta con retardo

= = = R conretardo + predictor

Figura 5.2. Comparacién de la respuesta nominal con la respuesta del sistema con
retardo para el estado x1
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_— Respuesta nominal
(ERRYNE] Respuesta con retardo

- - R. con retardo + predictor

Figura 5.3. Comparacién de la respuesta nominal con la respuesta del sistema con
retardo para el estado 2

En las Figuras 5.2 y 5.3 se representa la dindmica de la respuesta de los
estados del proceso en lazo cerrado. Los valores iniciales del estado son re-
spectivamente x1(0) = 1 y z2(0) = 2. Se puede apreciar cémo la respuesta del
sistema con el controlador basado en predictor se asemeja mas a la respuesta
nominal que la obtenida a partir del controlador estatico.

5.5.2. Ejemplo 2 (Péndulo Invertido)

Considérese el siguiente sistema auténomo:

Tht1 = Azxy + Adxkfdk (531)

La estabilidad del sistema respecto al intervalo de retardo dy, € {dm,dar}
ha sido ampliamente estudiado en la literatura (véase por ejemplo las refer-
encias [34, 47, 85]).

El sistema anterior es equivalente al sistema (5.3) en bucle cerrado con la
ley de control estatica (5.5) con retardo en la medida, simplemente definiendo:

Ay =-BK (5.32)

Considérese el ejemplo académico del péndulo invertido (ver Ejemplo 3
n [34]). Con el fin de mostrar la influencia del retardo discreto (expresado
en multiplos enteros del periodo de muestreo T'), se propone un periodo
T = 10ms en lugar de T" = 30ms, tal y como se propone en los trabajos
citados anteriormente.
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El modelo discreto del péndulo invertido con 1" = 10ms con retenedor de
orden cero a la entrada es:

oprs — ((1:00090,0100Y o5 (—0,0088Y
k+1 7=\ 0,1730 1,0009 ) ¥ —1,7652 ) 'k

Los polos del sistema en bucle abierto son {1,0425,0,9593}. En [34] se
propone una ley de control estatica que estabiliza el sistema en bucle cerrado
cuya ganancia es:

K = —[102,9100 80,7916] (5.33)

de modo que los polos del sistema en bucle cerrado (A — BK) se establecen
en {0,9994, 0,8588}.

Se asume la presencia de un retardo variable di en el canal de medida
(ver Figure 5.1). Al respecto se consideran las dos opciones siguientes:

1. Ley de control basada en la realimentacién estatica de la medida del
estado retardado (5.5), up = —Kxk_q, .

2. Ley de control basada en la realimentacién estatica de la prediccion del es-
tado h muestras hacia delante mediante la Ecuacién (5.6): uy = —KZjqp.

En ambos casos, en ausencia de retardo (dr = 0), la dindmica del sistema
se caracteriza por los polos originales en bucle cerrado. Sin embargo, para
un cierto d,,, se pretende obtener la cota maxima de dp; tal que el sistema
en bucle cerrado para ambos controladores permanezca estable. La idea, por
tanto, es maximizar el intervalo de retardo dentro del cual pueda probarse la
estabilidad del sistema bajo control. En el Cuadro 5.1 se comparan resultados
obtenidos con la ley de control estdtica segiin Teorema 1 de [47], Teorema 1
y 3 en [34], Teorema 1 en [85]!, y con la ley de control basada en predictor,
a partir del Teorema propuesto 5.4.2.

Cuadro 5.1. Obtencién del maximo valor de dys para d,

ley de control dm
14 7 10
SSF Th.1 [47] 8 8 8 no factible
SSF Th.1 [34] 8 8 8 nmo factible
SSF Th.3 [34] 8 8 9 no factible
SSF Th.1 [85] 88 9 10
predictor Th.5.4.2 (h = dum,) 810 13 15
predictor |Th.5.4.2 (h = (dm +dam)/2) 5 8 10 13
predictor Th.5.4.2 (h = du) 47 9 12

En los resultados anteriores se ha establecido el parametro del predictor
h = d,,. Tal y como se puede ver en el cuadro anterior, el uso del predictor

! Donde se ha utilizado la particién menos conservadora.



96 5 Andlisis estabilidad y robustez con predictor (retardo salida)

permite alargar el intervalo de retardo, o incluso estabilizarlo. Por ejemplo,
para un d,, = 10, con los resultados propuestos en la literatura explorada,
no es posible probar la estabilidad para retardo variable. En cambio, el uso
de la ley de control basada en predictor permite probar la estabilidad con
retardo variable hasta d; = 15.

5.6. Conclusiones

En este capitulo se ha analizado la estabilidad y la robustez de sistemas
discretos con retardos variables en la salida obtenida a partir de controladores
basados en predictor comparando con respecto al controlador estatico.

Se ha tomado el intervalo de retardo variable § = dy;—d,,, como parametro
de anélisis, de modo que para un cierto controlador, se ha demostrado que el
uso del predictor dentro del esquema de control incrementa el valor maximo
de 6 dentro del cual el sistema en bucle cerrado es estable. La eleccién del
pardmetro h se ha tomado dentro del intervalo h € {dj,d,}, aunque el
establecimiento de un criterio formal de diseno sobre este pardametro es objeto
de estudio y no se ha abordado dentro de la presente tesis.



6 Diseno de controladores basados en
Predictor sobre sistemas LTI con retardos
variables en la entrada

6.1. Resumen/Motivacién

FEste capitulo se corresponde con el contenido del articulo publicado en la
Automatica (ario 2011)

En este capitulo se presenta un método de disefio de controladores basados
en predictor para estabilizar sistemas discretos con retardos variables en la
entrada. El método de diseno propuesto, basado en el algoritmo CCL [26], se
deriva a partir de un resultado de analisis de estabilidad mediante LMI para
este tipo de sistemas. Finalmente, se ilustra mediante ejemplos numéricos que
el uso del predictor en el bucle de control incrementa el intervalo de retardo
respecto al diseno.

6.2. Introduccién

En el campo del diseno de controladores para sistemas discretos con re-
tardos es posible encontrar diferentes resultados en la literatura: a partir de
controladores por realimentacién estatica del estado [45] como controladores
basados en predictor (adaptacién del FSA [83] a sistemas discretos). Los con-
troladores basados en predictor son un caso particular de sistemas dindmicos;
otras propuestas similares se pueden consultar en [54]. En la literatura, la es-
tabilidad para este tipo de sistemas se puede probar tanto a partir de LMI’s
derivadas de funcionales de Lyapunov-Krasovskii [45, 137] como de la apli-
cacién del Teorema de la Pequenia Ganancia [76].

Respecto al estudio de la estabilidad de sistemas discretos con retar-
dos variables mediante controladores basados en predictor sélamente se
han encontrado resultados de andlisis [81, 39], pero no de disefio. Hasta el
conocimiento del autor, la sintesis con este tipo de controladores solamente se
ha llevado a cabo para el caso de retardo constante y conocido, donde una vez
compensado el retardo, el diseno se ha realizado sobre el sistema equivalente
libre de retardo.

El objetivo de este capitulo, por tanto, es a grandes rasgos demostrar
que es posible adaptar alguno de los resultados propuestos en la literatura
para analisis de estabilidad sobre controladores basados en la realimentacion
estatica del estado para estabilizar sistemas con retardos variables mediante
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controladores basados en predictor. En particular, en este trabajo, el resul-
tado de andlisis [47] ha sido utilizado para desarrollar el método de sinte-
sis propuesto. No obstante, siguiendo un razonamiento anélogo, es posible
generar condiciones de diseno a partir de resultados similares de anélisis de
la estabilidad propuestos en la literatura.

Debido a la naturaleza no convexa del problema de sintesis del contro-
lador, algoritmo CCL [26] (ver apéndice 8) para disefiar el controlador basado
en predictor, para sistemas con retardos variables en la entrada.

Finalmente, mediante un ejemplo numérico, se demuestra que un contro-
lador basado en predictor puede incrementar el intervalo de retardo dentro del
cual el sistema permanece estable, respecto al disefio mediante CCL deriva-
do del mismo resultado de analisis de estabilidad con controlador estatico, a
partir del cual se desarrolla el método de diseno propuesto.

6.3. Formulacion del problema

Considérese el siguiente sistema discreto LTI con retardos variable en la
entrada:

Tpy1 = Az + Bug_q, (6.1)
CEO:wa uli:d)u(’k‘-‘)a _dMSK/<0

donde ¢ representa la condicién inicial del estado y ¢, (k) representa las
condiciones iniciales de la entrada correspondiente a la accién de control
ug. Los pardmetros A € R"*" B € R™*™ son las matrices del modelo de
proceso.

Por otro lado se asume que el retardo en la entrada d > 0 no es medible
y que varia aleatoriamente dentro de un intervalo acotado d,, < di < dp;.
En cambio, los valores del limite inferior y superior del intervalo (d,,, y du,
respectivamente), son conocidos.

Control por realimentacion estdtica del estado: Con la ley de control por
realimentacién estatica del estado ux = Ky, las ecuaciones en bucle cerrado
son:

Tpy1 = Az + BKxg_g, (6.2)

El analisis de estabilidad y diseno para este tipo de sistemas ha sido ex-
plorado en el contexto de funcionales de Lyapunov-Krasovskii discretos [135].
Sin embargo, existe un conservadurismo inherente a este tipo de controladores
debido a: (a) = no puede considerarse como el vector de estados ya que es
necesario informacion histérica del estado para poder computar la prediccién
futura del mismo y (b) los funcionales de Lyapunov-Krasovskii no represen-
tan con total generalidad toda la clase de funciones de Lyapunov existentes
y posiblemente requeridas [64].
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Control basado en predictor: Alternativamente, considérese la siguiente ley
de control, basada en predictor:

up = KZg4p (63)

donde la prediccién del estado h pasos hacia delante se obtiene como:

h—1
Zron = AMwg + Y A" Bug_py (6.4)
1=0

y h es un pardmetro definido por el usuario [41, 81].

6.4. Resultados principales

El siguiente lema propone una transformacién del modelo original del sis-
tema en bucle cerrado que elimina la dependencia de los estados intermedios
(acciones de control pasadas), y que serd de gran utilidad para la obtencién
del resultado de diseno deseado:

Lema 6.4.1 Las ecuaciones en bucle cerrado del modelo (6.1) con la ley de
control (6.3) se puede expresar como:

2k41 = (A+ BK)z, + A"BK 2y, — A"BK 2z, (6.5)
donde zy es la prediccion del estado "h”periodos de muestreo hacia delante:
Thths 6-€, 2k = Tptp-

Demostracion: Se define la variable de estado zy = T4 a partir de
la Ecuacién (6.4), de modo que

h

h h—j
Zk41 = A Tr4+1 + E A JBuk,thj
Jj=1

Sustituyendo xx+1 a partir de las ecuaciones del sistema (6.1), y anadiendo
y substrayendo los términos correspondientes a los indices j =0y j = h en
el lado derecho del sumatorio, se obtiene:

Zk4+1 = Ah[AIk + Buk—dk] + (6.6)
+A Z;L:_g Ah_j_lBuk_}H_j + Buyg — AhBuk_h

que puede expresarse como:
Zkt1 = Az, + Buy, — AhB’Lkah + AhBuk,dk (67)

Finalmente, teniendo en cuenta que la ley de control (6.3) puede expresarse
como up = Kz, la prueba se completa. ™
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Notese que en el caso de retardo constante y conocido, con dy, = d = h,
se elimina el retardo de la ecuacién caracteristica.

El siguiente teorema proporciona una condicién suficiente de andlisis de
estabilidad aplicable sobre la expresiéon en bucle cerrado obtenida anterior-
mente (Ecuacién (6.5))

Teorema 6.4.1 El sistema (6.5) es globalmente estable si existen matrices
P7 L7 Q7 Qm; QM7 Qh7 Z; ZQ; Zl; M >0 Yy matrices S1a827T17T2aK que
satisfacen las siguientes condiciones:

r S r T
(TST _ZM> <0 <7TT _ZM> <0 (6.8)

S=(057sf0000)", T=(0T1F0Tf000)"
T:dM—dm

rnorn oTrny I, I
Iy It Iy 0 Ty I

ES

(x) (x) —M

ES

(*)

(*)(*)Fl 0 2z O 0
=& & ) Iz 0 0 0

(%) (*) (x) (x) I3 —L9 =T

(%) () () (x) (x) =L 0

(%) ( ) (%)
I=—P+(T+1)Q+Qu+Qum+Qn— 2

{0 h < dn, Zy h<dn
Is = , Iy =

Zs h>d, 0 h>dny

ry=AT, Is=(A -D7T,
Ie=-Q+T +TF -5, — ST

Iy=5 -5, Iy=-T1+Tf, TIy=DBT
I'o=BT, Io=-Qu-To-T5

0 h<d
Iy =—Qm+ S22+ 57 —Z1 + -
11 Q 2 2 1 —Z2 h>dm
_Z2 hgdm
Niz3=-Qn—2
13 Qn 1+{0 h>d.

Ay = A+ BK, B,=A"BK
Zy =2 —~*Zy — (dy, — h)*Zy, v = min(d,,, h)
Y

PL=1I, ZM=1I (6.9)

Demostracion:
Aplicando un razonaminento andlogo a [39, 47|, se define la siguiente
funcion de Lyapunov-Krasovskii candidata:

V(k) = Vi(k) + Va(k) + Va(k) 4+ Va(k) + Vs(k) (6.10)
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k—1
Vi(k) = 27 (k)Pz(k), z
i=k—dg
k—1 k—1
Vs(k) = Y 2"(0)Qmz()+ D M (D)Quz(i)
i=k—dm i=k—dn
k—1
+ E: 2T (1) Qnz(i)
i=k—h
—dm k—1

Vitky = Y Y 2T 0)Q=()

j=—dM+1 i—k+j

7221/ m)Zav(m) +

i=—y m=k+1
—v—1 k-1

Hdm =B Y Y v (m)Ziv(m) +

i=—p m=k+i
—dm—1 k-1

+Z Z m)Zyv(m)

i=—dy m=k+1i

donde v(k) = z(k+ 1) — z(k) y p = méx(d,,, h).

Entonces, el sistema en bucle cerrado (6.5) serd asintéticamente estable
si la diferencia de retorno AV (k) = V(k + 1) — V (k) es negativa

En primer lugar se define el siguiente estado aumentado:

T (k) = (2(k) 2(k — dy) 2(k — dpn) 2(k — dar) 2(k — k)"

y la matriz @ = (A1 B; 00 —Bl), de modo que el sistema en bucle
cerrado (6.5) puede expresarse como zx4+1 = Ouy. Utilizando la funcién de
Lyapunov-Krasovskii definida en (6.10), los incrementos de V; a Vi pueden
expresarse respectivamente del siguiente modo:

AVy (k) = pT (k)OT POu(k) — 2T (k) Pz (k)
AVy(k) + AVy(k) <
1+ )[ ()T Q[z(k)] — T(k — di)Qz(k — di)
Tw dar)Qurz(k — Mﬂ—z(k—@@mw—h)
Av5(k) v(k)T (V2 Za + (dm — h)? Z1 + 7201 )v(k) —
—y S ()T Zov (i) = |dm — B S5 ()T Zyw (i) —
— S (@) Zagu (i) — i (@) Zagv (i)
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Aplicando la desigualdad de Tchebyschev (Lema 1 [47]) y asumiendo que
S f(i) =0, si b < a, se obtiene:

k—1 k—1 k—1
— v(i)" Zov(i) < | v Z[ Y v(D)] -
i=k—y i=k—y i=k—ry
k—y—1 k—vy—1 k—vy—1
dm B S i) 2wl < -1 S v LS )]
i=k—p i=k—p i=k—p

y por consiguiente:

AVs(k) < v(k)" Zv(k) = [2(k) = 2(k = )" Za[2(k) — 2(k — 7)) -
—[2(k =) = 2(k = p)|" Zu[2(k — ) — 2(k — p)] —
= S v Zarv (i) = ST, () Zarw (i)
donde Sy = (0 ST S7 0 O)T yTo = (017 0TF O)T son ciertas matrices

de dimensiones apropiadas. Por otro lado se puede establecer las siguientes
relaciones free-weighting:

0= 21" (k) Solz(k — ) — 2(k — di) — X070 1 w(i)] <
< 2T (k) So[2(k — du) — 2(k — di)] +
+(dy, = dm )i < )S0Za S8 (k) + ST v(@)T Zaw (i)

0= 207 (k)To[2(k — di) — 2(k — dar) — L ()] <
<2uT (k) To[z(k — di) — z(k — dn)] +
+(dar — dkm (k)T Zy TS (k) + S0 L w(i)T Zagw (i)

Noétese que si diy, = d,, o di = dj; ambas desigualdades se reducen a la
tautologia 0 < 0.

Teniendo en cuenta las equivalencias anteriores, la diferencia de retorno
AV (k) puede expresarse como:

AV (k) < T (k) 2u(k) + (dr, — dim)p” (K)So 23 STp(k) + (6.11)
+(dar — di) " (k) To 23 T (k) <0

2 25 (2 0 2y
(*)!k;Sl—-Sg —jﬁ—kjgﬂfk
(x) (x) £ 0 Al
() (%) (%) 25 0
() (%) (%) (x) £
0 =ATPA + (A —D)"Z(A = 1) = P+ (7+1)Q + Qur + Qm +Qn — Zo

Q:
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2, = ATPB; + (A, — )T ZB,

0 h<d
025 = =0 e = —Qu — Ty — TT
3 Zy h>d, Qum —To =T,
Zs h<d
2, =-ATPB, — (A, —DTZB; + -
* 1PBL— (= 1728+ h> dp,

25 =BIPB+BfZB, —Q— S, — ST + T+ TF
% =B PB, — BT ZB,

0 h<d,,

—Zy h>d,

—Zy h<dn
0 h > d,,

97:—Qm—Z1+52+52T+{

Q9 =BTPB, + BT ZB, — Q) — 71 + {

La matriz 2 puede factorizarse del siguiente modo: 2 = 2 + OT PO +
YTZT, donde:

ﬁl 0 §3 0 24
(¥) 25 81— ST -1y +TF 0
Q=& & 2 0 A
E*% (x) (%) (25 0

*¥) () (%) () 9
©= (A1 B100—-B)
Y= (A —-1B00-B)

@nde
O =-P+(T+1)Q+Qnm+Qun+Qn— 2>
_ 0 h<d,, —
23 = =0 = —Qu T —TF
3 Zy h>d, Qu—T1T>—1T5
_ <
0, = Zs h<d,

0 h>d,
D5=-Q—-8 —ST+T+TF
_ 0 h<d
Q7 =-Qm—Z1+ S2+ 57 + -
7 Q 1 2 2 _22 h>dm
— —Zy h<d,
Qo= —Qn—72
9 Qn 1+{0 h>d,

Aplicando dos veces el Complemento de Schur en la matriz I" definida en
el Teorema 1, se obtiene:

I+ (dg — dm)SZ3 ST + (dar — di)TZ3/ T <0 (6.12)
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Se puede observar que la expresién anterior estd parametrizada de modo
afin respecto dj por tanto es suficiente con probar la desigualdad en los
vértices dy, = dp, v di = dps [47]. Por tanto, basta con probar las LMI I" 4+
(dar —dm)SZyt ST < 0y T+ (dar —dn)TZ3 T < 0. Finalmente, aplicando
una vez mas el Complemento de Schur sobre cada una de las desigualdades
anteriores, se obtiene el resultado deseado en (6.8).

]

Noétese que el teorema anterior no es convexo debido a las restricciones
PL =1,ZM = I. El problema de analisis de estabilidad, en cambio, puede
ser formulado mediante LMI tal y como se prueba en el siguiente corolario:

Corolario 6.4.1 Fijando el valor de K, El andlisis de la estabilidad sobre el
esquema de control basado en predictor puede ser formulado como un prob-
lema LMI pre y post multiplicando las desigualdades matriciales (6.8) por
la matriz diag(I, P, Z,I) de modo que L y M en I' se transforman en sus
respectivas inversas Py Z.

El siguiente corolario prueba la existencia de una solucién factible para el
caso particular de retardo constante d = d,,, = dp; con h = d. Este resultado
es de gran utilidad, tal y como se vera posteriormente:

Corolario 6.4.2 Para cierto valor de K tal que A + BK sea Hurwitz, si
dm = dpr = h, siempre existird una solucion factible al Teorema 6.4.1 con-
siderando los valores Q = e11,Q,, = 11, Qn = €11, Qn =611, Z =11, M =
eflf, 7y =€, Zy =€31,5, =0,5 =0,T) = 0,15 = 0 para ciertos escalares
positivos suficientemente pequenos €1, €s.

Corolario 6.4.3 Se obtiene el Teorema 1 en [47] tomando h = 0 en el Coro-
lario 6.4.1.

Demostracion: Tomando h = 0 se obtiene la siguiente equivalencia:
Z = d?,Z1+71Zyr. De este modo, la restriccién Z; > 0 desaparece y en conse-
cuencia Zs puede adquirir un valor arbitrario. Por otro lado, multiplicando I
definido en el Teorema 6.4.1 por la matriz diag(I, P, Z) se obtiene una nueva
matriz ¥ que puede expresarse como:

U=+ U2,V +UZ VT

IN+Z, 0 0 O 0 IWwP IsZ
Is I7 Iy 0 IyP Io0Z
*) Fll 0 Zl 0 0

2 0 0 0
(%) (%) Iz + Zy —IoP —I'oZ
(x) ())  (x) =P 0
() () () () =Z

4

I
NN N N N
\./\./\./i\./\./
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UT'=(1000-100)
V=(-1000100)

Teniendo en cuenta que tanto U como V comparten el mismo subespacio
nulo N, N, (es decir, N'U =0y NI'V =0)

1000100
0100000
0010000
0001000
0000010
0000001

aplicando el Teorema de Eliminacién (ver Teorema 8.3.5, Apéndice 8) se
prueba la equivalencia con respecto al Teorema 1 en [47] cuando h = 0.
]

El Corolario 6.4.3 demuestra con total generalidad que el resultado prop-
uesto nunca reducird el intervalo de retardo respecto al Teorema 1 [47]. Por
tanto bastaria con demostrar, al menos en un ejemplo numérico, que para un
cierto valor h > 0 se puede incrementar el margen de retardo dentro del cual
el sistema en bucle cerrado es estable.

6.4.1. Diseno del controlador basado en predictor

El Teorema 6.4.1 se puede utilizar para estabilizar el sistema (6.5). De
este modo, fijando el valor del retardo minimo d,,, se trata de disenar el
controlador que estabilice el sistema para el maximo valor de dp; posible.
Para conseguir este objetivo se propone el siguiente algoritmo basado en
CCL [26, 135]

= Paso 1: Obtener un valor de K que estabilice el bucle cerrado sin re-
tardo A + BK. Establecer d)y = d,, = h y obtener una solucién
factible (Py, Lo, Zg, Mo,---) ! establecer, por tanto, los valores iniciales
(Po, Lo, Zo, My, - - - ) obtenidos a partir del 6.4.1 para el valor de K obtenido
anteriormente. Fijar ¢ = 0 y el contador de iteraciones n; = 1

= Paso 2: Se resuelve el siguiente problema LMI: Minimizar la funcién lineal
tr(PyL + PLy + ZyM + ZM,) sujeto a las rstricciones (6.8) del Teorema
6.4.1. Establecer Pyy 1 =P, Lgi1 =L, Zg41 =2, Mgy1 =M.

! Nétese que los pardmetros del algoritmo CCL puede inicializarse a partir de
cualquier solucién factible del problema (6.8) eliminando las restricciones no con-
vexas (6.9). Sin embargo, para das = dpm, el Corolario 6.4.2 asegura la existencia
de una solucién factible, de modo que se sugiere como mejor inicializacion.
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= Paso 3: Si existe una solucién factible aplicando el Corolario 6.4.1 sobre
la variable K obtenida en el paso anterior, establecer los nuevos valores
para los contadores ¢ = ¢ + 1,n; = 1 y volver al paso 2 tras incrementar
el valor de dj; por una pequena cantidad. En caso contrario, si este valor
de K no permite obtener una solucion factible, si el contador n; es mayor
que un cierto numero méaximo de iteraciones, entonces salir del proceso
iterativo. Si tal contador no excede este umbral, entonces establecer los
nuevos valores para los contadores ¢ = g+ 1,n; = ns + 1 y volver al paso
2 (sin incrementar dpy).

Con el objetivo de comparar el algoritmo CCL propuesto con el diseno
del controlador estético, se presenta el siguiente corolario:

Corolario 6.4.4 Para disenar el valor de K del controlador estdtico, el
Teorema 1 de andlisis de estabilidad propuesto en [47] puede ulilizarse para
disenar K mediante CCL aplicando el complemento de Schur y las manip-
ulaciones algebraicas oportunas. La inicializacion puede establecerse a partir
de cualquier solucion factible de (6.8).

6.5. Ejemplo numérico

Considérese el siguiente ejemplo académico: un sistema de segundo orden
inestable en bucle abierto, correspondiente al péndulo invertido, propuesto
en [34, Ejemplo 3], tomando un periodo de muestreo de T' = 10ms:

_ (10009 0,0100 oo (—0,0018
Trt1 =\ 0,1730 1,0009 ) ¥ —1,7652 ) "k

donde se asume que el estado del proceso xj = [z1,,2,]T es accesible
en su totalidad y que el retardo varia aleatoriamente de modo que satisface
Ay < dp < dyy.

En el Cuadro 6.1 se muestra el valor maximo de la cota superior del re-
tardo dj; para un cierto d,,, que permite encontrar una solucién factible
aplicando el algoritmo CCL sobre ambos esquemas de control. La mejora
introducida por el algoritmo propuesto en la seccién 6.4.1 se refleja con clar-
idad sobre este ejemplo. Concretamente, fijando un valor de retardo minimo
d,, = 60, hasta donde el autor conozca, no es posible estabilizar el sistema.
En cambio, con el esquema de control basado en predictor, es posible encon-
trar un valor de K que estabilice el sistema hasta un valor maximo de retardo
dpyr = 61 (concretamente, para K = (98,5106 22,2021) y h = 60).

Los resultados anteriores se han obtenido fijando un niimero méximo de
iteraciones CCL de n; < 30.
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Cuadro 6.1. Caélculo de dps para cierto d.,. SSF: Realimentacién estatica del
estado, PBC: Controlador basado en predictor (h = dr,)

dm (10 20 30 40 50 60

SSF |dns]23 23 - - - -
PBC|da|25 31 36 44 52 61

6.6. Conclusiones

En este capitulo se ha propuesto un método de diseno basado en LMIs
de la ganancia del controlador basado en predictor para sistemas discretos
con retardos variables en la entrada. Dicho método surge como ampliacién de
las técnicas de disenio de controladores estaticos para este tipo de sistemas,
de modo que éstos pueden verse como un caso particular del controlador
basado en predictor tomando el pardmetro h = 0, de modo que la técnica
de diseno propuesta nunca serd mas conservadora que el diseno del control
estatico. Para resolver el problema de diseno de la ganancia del controlador
sin necesidad de incrementar el conservadurismo transformando el problema
de diseno en LMI (a partir de la eliminacién selectiva de algunas variables
de decisién, por ejemplo), se ha utilizado el algoritmo CCL. Finalmente, se
ha ilustrado mediante un ejemplo numérico que el método de diseno sobre
controladores basados en predictor propuestos puede mejorar el rango de
variacion de retardo dy; — d,,, respecto el controlador estatico.






7 Aplicacion experimental: control de posicion
angular de un helicéptero quad-rotor

7.1. Resumen/Motivacién

Este capitulo contiene los resultados experimentales y los resultados
obtenidos por simulacion sobre el modelo del proceso de la plataforma ex-
perimental. Se han desglosado en un capitulo independiente del contenido del
articulo publicado en Control Engineering Practice (ano 2011).

La dindmica del control de la posicién y la velocidad de un helicéptero se
caracteriza por la sensibilidad a perturbaciones y por su comportamiento no
lineal. Estas caracteristicas incrementan el grado de exigencia en el diseno del
sistema de control dado que pequenas variaciones en el periodo de muestreo
o incertidumbres en el modelo pueden tener un impacto considerable en la
respuesta, pudiendo incluso inestabilizarlo. Este hecho se agrava en presencia
de retardos, y més si éstos son variables. Tales caracteristicas justifican la
eleccién de esta plataforma para el desarrollo experimental y validacion de
los esquemas de control propuestos. Asimismo, el andlisis de las variaciones
en el comportamiento del proceso implementado dentro de una plataforma
de tiempo real pondran de relieve la robustez del sistema en bucle cerrado.

Por tanto, en este capitulo se muestran resultados experimentales cuyo
objetivo es validar las conclusiones extraidas en el marco tedrico y por ende
probar la robustez frente a incertidumbres variables en el retardo de medida
conjuntamente con otras fuentes de incertidumbre inherentes a posibles er-
rores en el modelado y fluctuaciones en el periodo de muestreo. Previamente
se describe la plataforma de control utilizada asi como el modelo dindmico
del proceso.

7.2. Descripciéon de la Plataforma

La plataforma estd compuesta de una unidad de control, desarrollada
sobre el sistema operativo de tiempo real RT-Linux, y un prototipo de cuatro
rotores con tres grados de libertad angulares (yaw, pitch y raw), equipado con
una unidad de medida integrada inaldmbrica (Integrated Measurement Unit
(IMU)). Dicha unidad permite realizar medidas de la posicién y la velocidad
angular en los tres dngulos (ver Figura 7.1).
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Asumiendo que los dngulos pitch y raw son cero, el par en el eje roll puede
ser controlado por dos motores, de modo que el proceso se puede describir
mediante el siguiente modelo lineal [17]:

¢ =Ks(V, — V)

donde V,.,V; representan la tension eléctrica aplicada sobre los motores
izquierdo y derecho, respectivamente, y K4 = 0,1050 es una constante que
equivale al momento de inercia del chasis, y qu denota la aceleracion angular
en roll.

Definase el siguiente vector de estado del sistema z = [¢ ¢]T Por tanto, la
dinamica del angulo en roll puede describirse mediante la siguiente ecuacién:

#(t) = Acx(t) + Beu(t)

donde las matrices del proceso son:

01 0 0
e = (00) be= <K¢ —K¢)
y la accién de control es:
V.
u(t) = <‘/2 >

Noétese que este modelo ya ha sido utilizado en el Ejemplo 7.3.1. El periodo
de muestreo en todos los experimentos se establece en 7' = 10 ms.

La ley de control utilizada en los experimentos es la misma que se propone
en el Ejemplo 7.3.1. Por tanto!, la ley de control es:

. — (—109,9907 —50,0020) o (7.1)

109,9907 50,0020

Para los siguientes experimentos, se utilizara un tren de pulsos cuadrados
como senial de referencia de la posicién angular en roll, con 5° de magnitud

7.3. Resultados de simulacion

7.3.1. Andlisis de la robustez frente a incertidumbre en el
retardo

Consideremos el siguiente modelo de planta inestable, correspondiente a
un doble integrador. Este modelo de planta se corresponde con una versiéon

! Nétese que el objetivo de este capitulo no es validar las prestaciones de la ley de
control, la cual se asume que ya ha sido disenada previamente, sino verificar que
en presencia de retardos variables y aleatorios, en una plataforma de tiempo real,
la implementacién del controlador basado en predictor mejora tales prestaciones
respecto el caso del controlador estatico sobre un proceso inestable
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7.3 Resultados de simulacion

Figura 7.1. Sistema de cuatro rotores con la unidad de medida inal

tegrada (IMU).
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simplificada del modelo de la plataforma utilizada en los experimentos de-
scritos en este capitulo.

&(t) = (8 (1)) z(t) + (0,1%50) u(®)

Donde el periodo de muestreo se establece en T = 10ms. La siguiente
ley de control estéatica ur = —[109,9907 50,0020]x) estabiliza la planta,
asignando los polos del sistema libre de retardos en {0,9735 4 0,02124}.

En el Cuadro 7.1 se comparan resultados obtenidos con la ley de control
estédtica segtin Teorema 1 de [47], Teorema 1y 3 en [34], Teorema 1 en [85]2,
y con la ley de control basada en predictor, a partir del Teorema propuesto
5.4.2

Cuadro 7.1. Obtencién del maximo valor de dys para dnm,

ley de control dm
5 10 20 30
SSF Th.1 [47] 19 19 no factible no factible
SSF Th.1 [34] 19 19 no factible no factible
SSF Th.3 [34 19 19 no factible no factible
SSF Th.1 [85 19 19 20 no factible
predictor Th.5.4.2 (h = dm) 21 25 32 41
predictor |Th.5.4.2 (h = (dm + dar)/2) 16 19 29 37
predictor Th.5.4.2 (h = dum) 12 16 25 35

A la vista de los resultados presentados en el Cuadro 7.1, se puede observar
la mejora en la robustez frente al intervalo de variaciéon del retardo en la
medida gracias al predictor. En particular, cuando el retardo minimo es d,, =
30 , para la ley de control propuesta, no es posible probar la estabilidad ni
tan siquiera para retardo constante (dy; = d,). En cambio, con el predictor
con h = 30 es posible probar la estabilidad hasta el valor de retardo maximo
dyr = 41.

El Teorema 5.4.2 provee de unos margenes de retardo que son conser-
vadores con respecto al margen de retardo dentro del cual la estabilidad del
sistema en bucle cerrado con el controlador basado en predictor estd garanti-
zada. En la siguiente simulacién (ver Figura 7.3), fijando d,,, =30y h = d,,
(el valor de h que permite obtener un méximo valor de retardo dj; garan-
tizando la estabilidad, para este caso), se establece por ejemplo un valor
de retardo méaximo dj; = 60. Se puede esperar que en este caso el sistema
sigue siendo estable tras la realizacion de miltiples simulaciones utilizando
diferentes patrones de retardo aleatorio. Notese, sin embargo, que con la apli-
cacién del Teorema 5.4.2 la estabilidad s6lamente se prueba hasta dy; = 41

2 Donde se ha utilizado la particién menos conservadora.
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(ver Cuadro 7.1). Fijando djs = 66, tras un menor nimero de simulaciones
que en el caso anterior (dy; = 60), se ha encontrado un patrén de retardo

variable (ver Figura 7.5) en el que el sistema se hace inestable (ver Figura
7.4).

7.3.2. Analisis de la robustez frente a incertidumbre en el
modelo

Consideremos el proceso del ejemplo anterior con incertidumbres nor-
madas, tal y como se describe en el pardmetro A de la Ecuacién (5.20),
tomando los siguientes valores para las matrices: G = 1074 (1 1)T7 Hy =
(1 1) ,Hgp =1 Hp, =0.

La idea consiste en fijar el intervalo de variacién de retardo § = dp; —
dm, v para este valor 0 encontrar la cota maxima de v debajo del cual se
garantice que el sistema en bucle cerrado permanece estable. En el Cuadro
7.2 se muestra el valor maximo de v obtenido a partir del Teorema 5.4.3 para
ciertos valores de retardo tomando h = d,,.

Notese, sin embargo, que tomando otro valor de h, por ejemplo, h = dyy,
se obtiene un valor méximo de « superior al caso anterior. Comparando los
resultados del cuadro anterior con el Cuadro 7.3 se puede confirmar esta
mejora, que también se prueba por simulacién. En cualquier caso, la busqueda
del valor éptimo en h queda fuera de la presente tesis y se propone como
posible linea de investigacién futura.

A continuacién se muestran algunos resultados obtenidos por simulacién.
Se asume una condicién inicial en el estado del proceso z = [I 1]7 para

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 7.3. Resultados de simulacién con kel controlador basado en predictor para
dm =30, h =d, y dym = 60.
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k < 0. El retardo dj, varia aleatoriamente entre d,,, = 18 y dp; = 23 tal y como
se representa en la Figura 7.7. Por otro lado, las incertidumbres variables del
modelo verifican la Ecuacién (5.20) (pardmetro A) de las incertidumbres
normadas con los valores de G, Hs, Hg y Hp; definidos anteriormente, y

) —xl(hzdm)‘
== =x, (h=d ) '\ \
A ]
4r " L . 7
.’-5‘.£ ﬁ'\":i: :::‘.
IR SR SR
R S
H YUY Y. H:HH:
£ oHRRLEEARLLALLERLLLALRLERREE
N R S IR
I L] || oy, "ol ||:
'-!:I':::'."‘:wi' oY
SR '-"f".“e:f
]
_60 500 1[;00 15;00 2600 25‘00 3000

k

Figura 7.4. Resultados de simulacién con el controlador basado en predictor para
dm = 30, dpr = 66 con h = dyy,.

Au

35 B

I
2000 2500 3000

2 IS ! .
0 500 1000 1500

Figura 7.5. Evolucion del retardo utilizado en la simulacién de la Figura 7.4.
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Cuadro 7.2. Cota maxima de tolerancia a incertidumbres de modelado 4 para
ciertos valores de retardo (h = d)

dm 3 6 9 12 15 18

(6 = 2) 1.0440 1.0148 0.9867 0.9591 0.9291 0.8882
(6 = 3) 1.0080 0.9751 0.9409 0.9062 0.8473 0.8296
(6 = 4) 0.9712 0.9308 0.8904 0.8446 0.7802 0.7336
(0 =5)

0.9290 0.8797 0.8297 0.7729 0.7031 0.6428

Cuadro 7.3. Cota méxima de tolerancia a incertidumbres de modelado %4 para
ciertos valores de retardo (h = dar)
dm 3 6 9 12 15 18

) 1.0905 1.0702 1.0493 1.0302 1.0046 0.9837
) 1.0826 1.0616 1.0385 1.0036 0.9632 0.9436
)
)

1.0743 1.0505 1.0065 0.9807 0.9406 0.9267
1.0615 1.0321 1.0009 0.9655 0.8774 0.8359

se fija el valor de v = 0,8359. La matriz de variaciéon Ay oscila en modo
aleatorio entre -1 y 1. Por otro lado, el predictor se configura con un valor de
h = dpr = 23. De este modo, la respuesta del sistema se muestra en la Figura
7.6. Se puede apreciar claramente que el sistema es asintoticamente estable.

7.4. Resultados Experimentales

Primer experimento: Caso nominal:

El primer experimento se lleva a cabo aplicando el controlador por real-
imentacién estética del estado propuesto en (7.1) sin retardos adicionales 3.
En la Figura 7.8 ilustra el comportamiento dindmico del sistema ante una
senal cuadrada de referencia, que sera utilizada en los demds experimentos.

Segundo experimento: controlador estatico con retardos:

El segundo experimento se lleva a cabo anadiendo retardos variables y
aleatorios adicionales en el canal de medida. El esquema de control es el
mismo que en el experimento anterior, de modo que se realimenta el estado
medido retardado xx_g, , donde el retardo discreto (ntimero entero de perio-
dos de muestreo T) es di = dp, + 6% v a su vez d,, es el retardo minimo, y
0y, es un valor variable y aleatorio:

3 En los siguientes experimentos, se introduce deliberadamente un retardo variable
adicional en el canal de medida para ilustrar los resultados deseados, no obstante,
la propia plataforma y la IMU ya introducen de por sf un cierto retardo
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Figura 7.6. Respuesta del sistema con predictor (h = dr), retardo de medida
variable 18 < dj <23 y v = 0,8359.

Este experimento se ha llevado a cabo con un retardo variable y aleatorio
con un intervalo de variacién de 2 periodos de muestreo (dy — d,, = 2).
La respuesta del sistema ante la presencia de este retardo en la medida se
muestra en la Figura 7.9. Para t < 8 s, donde el retardo es nulo (dy = 0), la
respuesta coincide con la Figura 7.8 . Posteriormente, se incrementa el retardo

de 3 < di <5 en el instante t = 8, observandose que el sistema permanece

estable. Finalmente, se incrementa de nuevo el retardo a 5 < dp < 7 en

el instante ¢ > 18s. Notese que este tiltimo valor de retardo inestabiliza el
sistema.

La mejora introducida por el uso del esquema de control basado en pre-

dictor, asi como la robustez, en presencia de retardos elevados, se ilustra en
el siguiente experimento.

Tercer experimento: controlador basado en predictor con retardos:

En el tercer experimento, se sustituye el controlador estético del experi-
mento anterior por el esquema de control basado en predictor, manteniendo

las mismas ganancias del controlador (Ecuacién (7.1)). En este experimento
se establece el parametro del predictor h = 8.
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Figura 7.7. Evolucién del retardo utilizado en la simulacién de la Figura 7.6

De forma aniloga al experimento anterior, se introduce un retardo vari-
able en el canal de medida, cuyo valor inicial propuesto (dy € {5,7}) coincide
con el valor de retardo que inestabiliza el sistema con el controlador estatico.
La respuesta del sistema se muestra en la Figura 7.10.

Para probar la robustez del sistema con el controlador basado en predictor,
se incrementa el retardo adicional del siguiente modo (Figura 7.11) En el
instante ¢ = 25s, el valor minimo de retardo se establece en (dy € {7,9}). Se
puede ver que con este nuevo retardo el comportamiento del sistema sigue
siendo estable, y con una dindmica similar a la respuesta del sistema en el
caso nominal (Experimento 1). Sin embargo, cuando el retardo se incrementa
a (di € {9,11}), en el instante ¢t = 43s, se puede apareciar c6mo el transitorio
de la respuesta se degrada ligeramente (ver tltimo escalon en la Figura 7.10).

Este ultimo resultado pone de relieve las buenas prestaciones que ofrece
el control basado en predictor, incluso en presencia de retardos variables y
aleatorios e incertidumbres de modelado.
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Figura 7.8. Respuesta del sistema en bucle cerrado sin retardos adicionales (caso
nominal) con una sefial onda cuadrada de referencia de posicién angular en roll.
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Figura 7.9. Respuesta del sistema en bucle cerrado con retardos adicionales y con
ley de control estatica
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Figura 7.10. Respuesta del sistema en bucle cerrado con retardos adicionales y
con ley de control basada en predictor
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Figura 7.11. Retardos adicionales variables y aleatorios inducidos en el canal
de medida del sistema para la realizacién del experimento 3 (control basado en
predictor)
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8 Desigualdades Matriciales: Revision

8.1. Definicién LMI

Las desigualdades matriciales lineales (LMI) se pueden definir como re-
stricciones numéricas definidas sobre un supespacio R™ cuya expresion general
es:

b
Foo + inFiO <0 (81)

=1

p
Fo1 + ZwiFil <0
i=1

p
Fon + Z%Fm <0
i=1

donde Fj; son ciertas matrices de valor previamente establecido y x; son
las variables de decisién, que pueden ser escalares o matriciales. El tipo de
desigualdad puede definirse también en sentido estricto o con signo opuesto
(<, >, >). Una de las caracteristicas més destacables de las LMI es la con-
vexidad del conjunto formado por las soluciones factibles, lo cual se enuncia
del siguiente modo:

Si x1,xo satisfacen (8.1), entonces VO < A < 1,A € R+ tal que x =
Az1 + (1 — A)zo también satisface (8.1)

Las LMI’s no se pueden resolver analiticamente. En cambio, gracias a la
propiedad de convexidad es posible resolver LMI mediante algoritmos com-
putacionalmente eficientes o de coste polinomial. Existe software comercial
que implementan tales algoritmos. Por ejemplo, MATLAB implementa una
libreria exclusiva para resolver problemas derivados de LMI (factibilidad y
optimizacién), asi como otros métodos para resolucién GEVP, etc. Otro cono-
cido software es el YALMIP, el cual posee un interfaz mucho maés intuitivo y
amigable, aunque su versatilidad es mas reducida

Notese que en la expreson general de las LMI nunca aparecen las vari-
ables de decisién multiplicadas entre si. Si existen productos de variables de
decision, el problema es conocido como NMI (Nonlinear Matriz Inequality),
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perdiendo la propiedad de convexidad. Por tanto, su resoluciéon es mucho més
compleja y a menudo no eficiente.

8.2. Problemas LMI

Béasicamente cabe destacar los siguientes tipos de problemas LMI:

8.2.1. Problema de Factibilidad

En ocasiones, es suficiente con saber que la LMI planteada tiene al menos
una solucién que las satisfaga. Este problema recibe el nombre de factibilidad,
y es ampliamente utilizado en andlisis de estabilidad. También surge este
planteamiento ante un problema de diseno de un controlador del cual sélo se
pretende que estabilice el sistema o que verifique algun criterio de desempeno
previamente establecido (un cierto decaimiento geométrico o una cierto nivel
de rechazo a perturbaciones Ho/H ).

8.2.2. Problema de Optimizacion

A diferencia del problema de factibilidad, no sélo se pretende encontrar
una solucién a las LMI, sino que ademas dicha solucién optimice una cierta
funcién objetivo dentro del conjunto de soluciones factibles. Obviamente, el
problema de optimizacién es implicitamente siempre un problema de factibil-
idad. El planteamiento es como sigue:

minc(ry, T2, -+, Tp) s.t

ecuaciones(8.1)

donde ¢(x1,z9, -+ ,p) es una funcién afin respecto a las variables de
decisién x;, denominada ’funcién objetivo’.

Este problema surge ante la necesidad del andlisis de un cierto criterio
de desempeno (por ejemplo, evaluar la robustez de cierto controlador), o en
control éptimo (por ejemplo, disefiar la ganancia de un cierto controlador que
minimice el rechazo a perturbaciones).

Problema Generalizado de Valor Propio (GEVP) La expresién general
de un problema GEVP es la siguiente:

minA s.t
AB(z) > A(z)
B(z) >0
C(z)>0
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donde A(z), B(z), C(x) son matrices simétricas parametrizadas de forma
afin en las variables de decisién x.

Definiendo, para ciertas matrices X,Y > 0, la funcién Ap,q.(X,Y’) como
el méximo valor propio generalizado del lapiz \Y — X, el problema GEVP
genérico puede reformularse como:

MinAmaz(A(z), B(z)) s.t
B(z) >0,C(z) >0
El problema generalizado de valor propio no es estrictamente un proble-
ma LMI, ya que aparece producto de variables de decisién, y por tanto, no
goza de la propiedad de convexidad. En cambio, GEVP posee una propiedad
denominada cuasicoveridad, cuyo enunciado es como sigue:

Si x1, 22 son soluciones factibles, para un cierto escalar 0 < 6 < 1 se
cumple:

)\mm(A(le + (1 — 9)%2), B(@I’l —+ (]. — 0).%2)) S
maz(Amaz (A(z1), B(21)), Amaz (A(22), B(22)))

Un ejemplo de GEVP es el cdlculo del minimo valor del coeficiente de
decaimiento geométrico o dentro de la LMI de estabilidad para sistemas
lineales discretos, enunciado como sigue:

min(«a) s.t
P>0,aa>0

—aP ATP <0
(x) —P
Gracias a esta propiedad, el problema GEVP puede resolverse por bisec-
cién a partir de un cierto niimero de LMTI’s.

8.3. Propiedades de las Desigualdades Matriciales
Lineales

En esta seccion se presentan algunas de las propiedades més destacadas

de las desigualdades matriciales de gran utilidad en la transformaciéon de
restricciones no convexas a LMI’s:

8.3.1. Complemento de Schur

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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» (i) Existe ciertas matrices P, R > 0 tal que QT R™1Q — P < 0.

. . : . -P QT
= (ii) Existe ciertas matrices P, R > 0 tal que O -R > 0.

Este procedimiento, por tanto, permite transformar un problema de res-
olucién de matriciales no lineal de la forma (i) en LMI.

8.3.2. S-Procedure

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» (i) Existe ciertas matrices P,@Q > 0 tal que Vz # 0 la verificacién de
2T Pz > 0 implica 27 Qz > 0.
= (ii) Existe un cierto escalar € > 0 tal que P — €@ > 0.

8.3.3. Bounded-real lemma

Derivado del S-Procedure, se plantea el clasico ejemplo de andlisis de
estabilidad de un sistema con restricciéon adicional de garantizar una cota
maxima de rechazo a perturbaciones « definida a partir de la ganancia RMS
de la funcién de transferencia salida-perturbaciones. Dado el sistema lineal:

T =Ax+ Hw
y=Cx

donde x,w son el estado y las perturbaciones, respectivamente, se desea

probar la estabilidad y ademés que y7y < y2zTx. Por tanto si z = [aw]?, si

existe P > 0 tal que satisfaga:

ATP+PA+CTC PH
2] <0
(%) e
entonces la forma cuadratica V(z) = 27 Pz, ademds de probar la estabil-
idad del sistema garantiza que la ganancia RMS es menor que 7.
8.3.4. Cross-Product Lemma

Dadas ciertas matrices X,Y, de dimensiones apropiadas, y cierta matriz
simétrica Z, se verifica, para toda matriz no estructurada A que verifique
AT A < I, la siguiente desigualdad:

Lema 8.3.1
Z+XAY +YTATXT <0

st y solo si existe un escalar € > 0 tal que:

Z+eXXT+eYTy <0
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8.3.5. Eliminacién de variables de decision LMI

Lema 8.3.1. [10] Dada la matriz ¢ simétrica y matrices P, Q, X, si se
verifica la LMI:

o+ P'XTQ+Q"XP <0

entonces se verifica también:

NE®Np <0
N§ONg <0

stendo Np y Ng bases cualesquiera de los subespacios P y (), respec-
tivamente. En el sentido reciproco también se cumple, de modo que ambas
condiciones son equivalentes.

A la luz del resultado anterior, la variable de decisién X puede ser elimi-
nada de la LMI ya que no influye en el conjunto posible de soluciones factibles
del mismo.






9 Desigualdades Matriciales no lineales:
Revisiéon

Un caso particular de las desigualdades matriciales no lineales (NMI)
son las desigualdades matriciales bilineales (BMI), que se corresponden con
desigualdades matriciales de segundo grado, y cuya expresiéon genérica es:

Pz Py Pz Py
Foo+ Y wiFio+ Y 4iGio+ Y Y wiy;Hio <0 (9.1)
i—1 i=1 i=1j=1

9.0.6. Algoritmos CCL

Por otro lado, dentro de los métodos ILMI cabe destacar el algoritmo
CCL Cone Complementary Linearization [26]. Este algoritmo es aplicable
sobre cualquier problema BMI que se pueda formular mediante la aplicacion
de pasos no conservadores como un conjunto de desigualdades matriciales lin-
eales y de restricciones del tipo X; X; = I, donde X;, X; son ciertas variables
de decisién matriciales y la matriz I es la identidad. Afortunadamente, gran
parte de los problemas de diseno de controladores se puede formular de este
modo.

Para poder aplicar el algoritmo CCL las restricciones X; X; = I se expre-
san como desigualdades matriciales del tipo:

X; I
(I Xj) =0

y se plantea el problema de optimizacién min(zgzl tr(X;X;)) sujeto a
las LMIs originales mas las LMIs anteriores. El parametro N corresponde
con el nimero de restricciones X; X; = I.

Se puede observar que el nuevo problema formulado sigue siendo no con-
vexo, dado que la funciéon a optimizar no es lineal. Por tanto, requiere, al
igual que cualquier problema LMI, establecer un valor inicial para alguna de

las variables de decisién. El algoritmo CCL se puede resumir en los siguientes
pasos:

» Paso 1: Inicializar X; = X,,, Vi € 1--- N, donde X;, es un cierto valor
arbitrario, y verificar que existe una solucién factible Xj, ,- -
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= Paso 2: Con la solucién obtenida en el paso anterior, fijar la otra variable
X; =X, Viel---N y resolver el problema de optimizacién. Nétese que
al fijar una de las variables de decisién la funcién a optimizar es lineal.

= Paso 8: Repetir el paso anterior alternando la variable de decisién a fi-
jar. En cada iteracién comprobar si el conjunto de soluciones satisface
las desigualdades matriciales del problema BMI original, tomando o bien
X; = Xj_1 0X; = Xi_l. En caso afirmativo, se obtiene la solucién al prob-
lema BMI planteado y se finaliza el proceso iterativo. En caso negativo,
seguir iterando. Si se excede un cierto nimero de iteraciones prefijadas de
antemano, interrumpir el proceso iterativo sin la solucién buscada.



10 Modelo de sistemas inciertos

En general, las incertidumbres definidas sobre sistemas, expresados en
variables de estado, se pueden representar del siguiente modo:

10.1. Incertidumbres normadas
Se asume que las incertidumbres del sistema estan siempre acotadas den-
tro de un elispoide definido por A4 (t), Ap(t). Por ejemplo, el sistema:
(t) = (A+ As(t)z(t) + (B + Ap(t))u(t) (10.1)

donde las matrices A,4(t), Ap(t) satisfacen:

(Aa(t) Ap(t)) = GA() (Ha Hp) (10.2)

donde G, H 4, Hp son ciertas matrices constantes de dimensiones apropi-
adas, de cuyos valores depende la forma del elipsoide, y A(t) es una matriz
variable de valores arbitrarios que satisface AT (¢)A(t) < 1. Cuando A(t)
es completamente arbitraria, se dice que las incertidumbres son no estruc-
turadas. En caso contrario, las incertidumbres se denominan estructuradas.

10.2. Incertidumbres politépicas
En este modelo las incertidumbres estan acotadas dentro de un politopo
convexo formado por N vértices. Por ejemplo, el sistema:
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (10.3)

donde las matrices del sistema pertenecen a la envolvente convexa definida
por los vértices [A;, B;], 1 <i < N:
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[A(t)B(t)] € Co([A1, B1],- -, [An, BN]) (10.4)

Por tanto, el modelo del sistema incierto resultante es:

N
i(t) = Z Ai[Aiz(t) + Byu(t)] (10.5)
. =1
d =1

10.3. Incertidumbres mixtas (normadas y politépicas)

Los modelos de incertidumbres anteriores pueden definirse conjuntamente,
dando lugar a un modelo de incertidumbres mixto:

B(t) = > Nl(Ai + Aa)z(t) + (Bi + Ap,)u(t)] (10.6)
N 1=1
=1

=1

donde

(Aa,(t) Ap,(t) = GiAi(t) (Ha, Hp,) (10.7)



Parte IV

Publicaciones






Publicaciones

Publicaciones en Revistas

Gonzalez, A., Sala, A., Garcia, P., Albertos, P., 2011. Robustness analysis
of discrete predictor-based controllers for input-delay systems. Internation-
al Journal of Systems Science (DOI:10.1080/00207721.2011.600469).
Gonzalez, A., Garcia, P., Albertos, P., 2011. Robustness of a discrete-time
predictor-based controller for time-varying measurement delay . Control
Engineering Practice (DOI:10.1016/j.conengprac.2011.09.001).

Gonzalez, A., Sala, A. Albertos, P., 2011. Predictor-based stabilization of
discrete time-varying input-delay systems.

Automatica (DOI:10.1016/j.automatica.2011.10.005).

Publicaciones en Congreso

Garcia, P., Gonzalez, A., Castillo, P., Lozano, R., Albertos, P. Robustness
of a discrete-time predictor-based controller for time-varying measurement
delay. International Federation of Automatic Control, Praga 2010
(http://tds2010.fs.cvut.cz).
A. Gonzalez, A. Sala, P. Albertos. Time invariant control of MIMO systems
under random transient failures. 15th IEEE Mediterranean Electrotechnical
Conference, Malta 2010

(http://ieeexplore.ieee.org/xzpl/freeabs_all.jsp farnumber=>5475934).
A. Gonzalez, A. Cuenca, V. Casanova, J. Salt Técnicas de modelado y
compensacién en un sistema de control basado en red Convencion Inter-
nacional de Ingenieria Eléctrica FIE 2008, 5° edicion, Santiago de Cuba,
2008

(hitp://fie2008.uo.edu.cu/programas /Programa_CA_Finall-2.pdf)
A. Gonzalez, V. Casanova, A. Cuenca, J. Salt Andlisis y modelado de
la influencia de la respuesta de un sistema de control en red basada en
Profibus-DP Convencion Internacional de Ingenieria Eléctrica FIE 2008,
5 edicion, Santiago de Cuba, 2008

(hitp://fie2008.uo.edu.cu/programas /Programa_CA_Finall-2.pdf)






Referencias

10.

11.

12.

13.

14.

15.

K. Aida, W. Natsume, and Y. Futakata. Distributed computing with hier-
archical master-worker paradigm for parallel branch and bound algorithm.
In Proceedings of the 3rd IEEE/ACM International Symposium on Cluster,
Cloud, and Grid Computing, pages 156-163. IEEE, 2003.

M. Alves, E. Tovar, F. Vasques, G. Hammer, and K. Rother. Real-time com-
munications over hybrid wired/wireless profibus-based networks. In Proceed-
ings of the 14th Furomicro Conference on Real-Time Systems, pages 142—-151.
IEEE, 2002.

Z Artstein. Linear systems with delayed control: A reduction. IEEE Trans-
actions on Automatic Control, 27(4):869-879, 1982.

K. J. Astrom and B. Wittenmark. Computer-Controlled Systems - Theory
and Design. Prentice-Hall, New York, 1997.

R. Bellman, R.E. Bellman, and K.L. Cooke. Differential-difference equations,
volume 6. Academic Press, New York, 1963.

D.P. Bertsekas and A. Scientific. Convex optimization theory. Athena Scien-
tific, Belmont, 2009.

E.K. Boukas and Z.K. Liu. Deterministic and stochastic time delay systems.
Birkhauser, 2002.

EK Boukas, ZK Liu, and P. Shi. Delay-dependent stability and output feed-
back stabilisation of markov jump system with time-delay. IEE Proceedings
on Control Theory and Applications, 149(5):379-386, 2002.

El-Kebir Boukas. Discrete-time systems with time-varying time delay:stability
and stabilization. Mathematical Problems in Engineering, 2006:1-10, 2006.
S. Boyd, L. El Ghaoui, E. Feron, and V. Balakrishnan. Linear matriz in-
equalities in system and control theory, volume 15. Society for Industrial and
Applied Mathematics, Philadelphia, 1994.

M. Bozorg and F. Termeh. Domains of pid controller coefficients which
guarantee stability and performance for 1ti time-delay systems. Automatica,
47(9):2122-2125, 2011.

R.P. Braatz, P.M. Young, J.C. Doyle, and M. Morari. Computational complex-
ity of p calculation. IEEE Transactions on Automatic Control, 39(5):1000—
1002, 1994.

J.H. Braslavsky, R.H. Middleton, and J.S. Freudenberg. Feedback stabiliza-
tion over signal-to-noise ratio constrained channels. IEEE Transactions on
Automatic Control, 52(8):1391-1403, 2007.

C. Briat and E.I. Verriest. A new delay-sir model for pulse vaccination.
Biomedical Signal Processing and Control, 4(4):272-277, 2009.

R.W. Brockett and D. Liberzon. Quantized feedback stabilization of linear
systems. IEEE Transactions on Automatic Control, 45(7):1279-1289, 2000.



138

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Referencias

Y.Y. Cao, J. Lam, and Y.X. Sun. Static output feedback stabilization: an ilmi
approach. Automatica, 34(12):1641-1645, 1998.

P. Castillo, R. Lozano, and A.E. Dzul. Modelling and control of mini-flying
machines. Springer-Verlag, New York, 2005.

B. Chen, H. Li, P. Shi, C. Lin, and Q. Zhou. Delay-dependent stability analysis
and controller synthesis for markovian jump systems with state and input
delays. Information Sciences, 179(16):2851-2860, 2009.

C.M. Chen. Flexible sampling of a state-delay system. Journal of the Franklin
Institute, 334(4):643-652, 1997.

MBG Cloosterman, L. Hetel, N. van de Wouw, W. Heemels, J. Daafouz, and
H. Nijmeijer. Controller synthesis for networked control systems. Automatica,
46(10):1584-1594, 2010.

M.B.G. Cloosterman, N. van de Wouw, W. Heemels, and H. Nijmeijer. Sta-
bility of networked control systems with uncertain time-varying delays. IEEE
Transactions on Automatic Control, 54(7):1575-1580, 2009.

C.W. Cryer and L. Tavernini. The numerical solution of volterra functional
differential equations by euler’s method. SIAM Journal on Numerical Analy-
s1s, pages 105-129, 1972.

A. Cuenca, J. Salt, A. Sala, and R. Piza. A delay-dependent dual-rate pid
controller over an ethernet network. IEEE Transactions on Industrial Infor-
matics, 7(1):18-29, 2011.

D.F. Delchamps. Stabilizing a linear system with quantized state feedback.
IEEFE Transactions on Automatic Control, 35(8):916-924, 1990.

D. Du, B. Jiang, and S. Zhou. Delay-dependent robust stabilisation of uncer-
tain discrete-time switched systems with time-varying state delay. Interna-
tional Journal of Systems Science, 39(3):305-313, 2008.

L. El Ghaoui, F. Oustry, and M. AitRami. A cone complementarity lin-
earization algorithm for static output-feedback and related problems. IEEE
Transactions on Automatic Control, 42(8):1171-1176, 1997.

E. Fridman and M. Dambrine. Control under quantization, saturation and
delay: An LMI approach. Automatica, 45(10):2258-2264, 2009.

E. Fridman and U. Shaked. An improved stabilization method for linear time-
delay systems. IEEE Transactions on Automatic Control, 47(11):1931-1937,
2002.

J. Fu, H. Zhang, and T. Ma. Delay-probability-distribution-dependent ro-
bust stability analysis for stochastic neural networks with time-varying delay.
Progress in Natural Science, 19(10):1333-1340, 2009.

M. Fu and L. Xie. The sector bound approach to quantized feedback control.
IEEE Transactions on Automatic Control, 50(11):1698-1711, 2005.

M. Fukuda and M. Kojima. Branch-and-cut algorithms for the bilinear matrix
inequality eigenvalue problem. Computational Optimization and Applications,
19(1):79-105, 2001.

E. Furutani and M Araki. Robust stability of state-predictive ans smith control
systems for plants with a pure delay. International Journal of Robust and
Nonlinear Control, 8(18):907-919, 1998.

P. Gahinet, A. Nemirovskii, A.J. Laub, and M. Chilali. The lmi control tool-
box. In Proceedings on the 33rd IEEE Conference on Decision and Control
(CDC), volume 3, pages 2038-2041. IEEE, 1995.



34

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Referencias 139

H. Gao and T. Chen. New results on stability of discrete-time systems
with time-varying state delay. IEEE Transactions on Automatic Control,
52(2):328-334, 2007.

H. Gao and T. Chen. A new approach to quantized feedback control systems.
Automatica, 44(2):534-542, 2008.

H. Gao, J. Lam, C. Wang, and Y. Wang. Delay-dependent output feedback
stabilisation of discrete-time systems with time-varying state delay. IEE Pro-
ceedings on Control Theory and Applications, 151(6):691-698, 2004.

P. Garcia and P. Albertos. A new dead-time compensator to control stable
and integrating processes with long dead-time. Automatica, 44(4):1062-1071,
2008.

P. Garcia, P. Castillo, R. Lozano, and P. Albertos. Robustness with respect
to delay uncertainties of a predictor-observer based discrete-time controller.
In Proceedings on the 45th IEEE Conference on Decision and Control (CDC),
pages 199-204. IEEE, 2006.

P. Garcia, A. Gonzalez, P. Castillo, R. Lozano, and P. Albertos. Robustness of
a discrete-time predictor-based controller for time-varying measurement de-
lay. International Federation of Automatic Control (hitp://tds2010.fs.cvut.cz),
2010.

RH Gielen, S. Olaru, M. Lazar, W. Heemels, N. Van de Wouw, and S.I. Nicules-
cu. On polytopic inclusions as a modeling framework for systems with time-
varying delays. Automatica, 46(3):615-619, 2010.

G. C. Goodwin and K Sang Sin. Adaptive filtering prediction and control.
Information and systems sciences series, 1984.

F. Gouaisbaut, M. Dambrine, and J.P. Richard. Robust control of delay
systems: a sliding mode control design via lmi. Systems & control letters,
46(4):219-230, 2002.

K. Gu, V. Kharitonov, and J. Chen. Stability of time-delay systems. Birkhaus-
er, Basel, 2003.

K. Gu and S.I. Niculescu. Survey on recent results in the stability and con-
trol of time-delay systems. Journal of Dynamic Systems, Measurement, and
Control, 125:158-165, 2003.

Z. Guangdeng, H. Linlin, and Y. Hongyong. Further results concerning delay-
dependent ho, control for uncertain discrete-time systems with time-varying
delay. Mathematical Problems in Engineering, 2009.

M. Guinaldo, J. Sanchez, and S. Dormido. A packet-based network control
system architecture for teleoperation and remote laboratories. In Proceedings
on the 49th IEEE Conference on Decision and Control (CDC), pages 5863—
5868. IEEE, 2010.

Y. Guo and S. Li. New stability criterion for discrete-time systems with
interval time-varying state delay. In Proceedings on the 48th IEEE Conference
on Decision and Control (CDC), pages 1342-1347. IEEE, 20009.

J.L. Guzman, P. Garcia, T. Hagglund, S. Dormido, P. Albertos, and
M. Berenguel. Interactive tool for analysis of time-delay systems with dead-
time compensators. Control Engineering Practice, 16(7):824-835, 2008.

T. Hagglund. An industrial dead-time compensating PI controller. Control
Engineering Practice, 4(6):749-756, 1996.

J. Hale. Functional differential equations. Analytic Theory of Differential
Equations, pages 9-22, 1971.



140

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

Referencias

J.K. Hale and S.M.V. Lunel. Introduction to functional differential equations.
Springer-Verlag, New York, 1993.

Y. Halevi. Reduced-Order Models with Delay. International Journal of Con-
trol, 64(4):733-744, 1996.

Q.L. Han and K. Gu. Stability of linear systems with time-varying delay: a
generalized discretized lyapunov functional approach. Asian Journal of Con-
trol, 3(3):170-180, 2001.

Y. He, G.P. Liu, D. Rees, and M. Wu. Hy filtering for discrete-time systems
with time-varying delay. Signal Processing, 89(3):275-282, 20009.

Y. He, Q.G. Wang, L. Xie, and C. Lin. Further improvement of free-weighting
matrices technique for systems with time-varying delay. IEEE Transactions
on Automatic Control, 52(2):293-299, 2007.

Y. He, M. Wu, G.P. Liu, and J.H. She. Output feedback stabilization for a
discrete-time system with a time-varying delay. IEEE Transactions on Auto-
matic Control, 53(10):2372-2377, 2008.

W. Heemels, JH Sandee, and PPJ Van Den Bosch. Analysis of event-driven
controllers for linear systems. International Journal of Control, 81(4):571-590,
2008.

W.P.M.H. Heemels, N. van de Wouw, R.H. Gielen, MCF Donkers, L. Hetel,
S. Olaru, M. Lazar, J. Daafouz, and S. Niculescu. Comparison of overap-
proximation methods for stability analysis of networked control systems. In
Proceedings on the 13th ACM international Conference on Hybrid systems:
computation and control, pages 181-190. ACM, 2010.

D. Henrion, D. Arzelier, and D. Peaucelle. An LMI condition for robust
stability of polynomial matrix polytopes. Automatica, 37(3):461-468, 2001.
D. Henrion, M. Sebek, and V. Kucera. Robust pole placement for second-
order systems: an LMI approach. In Proceedings on the IFAC Symposium on
Robust Control Design, 2003.

J.P. Hespanha, P. Naghshtabrizi, and Y. Xu. A survey of recent results in
networked control systems. Proceedings of the IEEE, 95(1):138-162, 2007.

L. Hetel, J. Daafouz, and C. Iung. Equivalence between the Lyapunov-
Krasovskii functionals approach for discrete delay systems and that of the
stability conditions for switched systems. Nonlinear Analysis: Hybrid Sys-
tems, 2(3):697-705, 2008.

N. Hohenbichler. All stabilizing pid controllers for time delay systems. Auto-
matica, 45(11):2678-2684, 2009.

K. Hu and J. Yuan. Delay-dependent Ho, control of linear discrete-time sys-
tems with time-varying delay via switched system approach. International
Journal of Adaptive Control and Signal Processing, 23(12):1104-1112, 2009.
A. Ingimundarson and T. Hagglund. Robust tuning procedures of dead-time
compensating controllers. Control Engineering Practice, 9(11):1195-1208,
2001.

X. Jiang and Q.L. Han. On H., control for linear systems with interval time-
varying delay. Automatica, 41(12):2099-2106, 2005.

X. Jun and A. Yimin. A new result on robust stability of discrete-time systems
with polytopic uncertainties and time-varying state delay. In Proceedings on
the 27th Chinese Control Conference, pages 2—6. IEEE, 2008.

E.W. Kamen. Lectures on Algebraic System Theory: linear systems over rings,
volume 3016. National Aeronautics and Space Administration, Scientific and
Technical Information Office, 1978.



69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

Referencias 141

M. Kawanishi and Y. Shibata. BMI Global Optimization using Parallel Branch
and Bound Method with a Novel Branching Method. In Proceedings of the
American Control Conference, pages 1664-1669. IEEE, 2007.

R.B. Kearfott. Computational complexity and feasibility of data processing
and interval computations. Reliable Computing, 4(4):405-409, 1998.

VB Kolmanovskii, S.I. Niculescu, and K. Gu. Delay effects on stability: a
survey. In Proceedings on the 38th IEEE Conference on Decision and Control
(CDC), volume 2, pages 1993-1998. IEEE, 1999.

V.B. Kolmanovskii and VR Nosov. Stability of functional differential equa-
tions, volume 180. Academic Press, London and Orlando), 1986.

NN Krasovskii. On the applications of the second lyapunov method for equa-
tions with delay. Journal of Applied Mathemathics and Mechanics, 20:315-327,
1956.

W. Kwon and A. Pearson. Feedback stabilization of linear systems with de-
layed control. IEEE Transactions on Automatic Control, 25(2):266-269, 1980.
K.C. Lee, S. Lee, and M.H. Lee. Qos-based remote control of networked control
systems via profibus token passing protocol. IEEE Transactions on Industrial
Informatics, 1(3):183-191, 2005.

X. Li and H. Gao. A new model transformation of discrete-time systems with
time. IEEE Transactions on Automatic Control, 56(9):2172-2178, 2011.

F.L. Lian, J.R. Moyne, and D.M. Tilbury. Performance evaluation of con-
trol networks: Ethernet, controlnet, and devicenet. IFEEE Control Systems
Magazine, 21(1):66-83, 2001.

D. Liberzon and J.P. Hespanha. Stabilization of nonlinear systems with
limited information feedback. IEEFE Transactions on Automatic Control,
50(6):910-915, 2005.

B. Lincoln. Jitter compensation in digital control systems. In Proceedings of
the American Control Conference, volume 4, pages 2985-2990. IEEE, 2002.
Xg Liu, RR Martin, M. WU, and ML Tang. Delay-dependent robust stabili-
sation of discrete-time systems with time-varying delay. IEFE Proceedings on
Control Theory and Applications, 153(6):689-702, 2006.

R. Lozano, P. Castillo, P. Garcia, and A. Dzul. Robust prediction-based con-
trol for unstable delay systems: Application to the yaw control of a mini-
helicopter. Automatica, 40(4):603-612, 2004.

M.S. Mahmoud, Y. Shi, and H.N. Nounou. Resilient observer-based control of
uncertain time-delay systems. International Journal of Innovative Computing,
Information and Control, 3(2):407-418, 2007.

A. Manitius and A. Olbrot. Finite spectrum assignment problem for systems
with delays. IEEE Transactions on Automatic Control, 24(4):541-552, 1979.
W.J. Mao and J. Chu. Technical communique: D-stability and D-stabilization
of linear discrete time-delay systems with polytopic uncertainties. Automatica,
45(3):842-846, 20009.

X. Meng, J. Lam, B. Du, and H. Gao. A delay-partitioning approach to the
stability analysis of discrete-time systems. Automatica, 46(3):610-614, 2010.
W. Michiels, K. Engelborghs, P. Vansevenant, and D. Roose. Continuous pole
placement for delay equations. Automatica, 38(5):747-761, 2002.

S. Mondié, M. Dambrine, and O. Santos. Approximation of control laws with
distributed delays: a necessary condition for stability. Kybernetika, 38(5):541—
551, 2002.



142

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

Referencias

Y.S. Moon, P.G. Park, and W.H. Kwon. Robust stabilization of uncertain
input-delayed systems using reduction method. Automatica, 37(2):307-312,
2001.

AS Morse. Ring models for delay-differential systems. Automatica, 12(5):529—
531, 1976.

S.I. Niculescu. Delay effects on stability: A robust control approach. Springer-
Verlag, Berlin, 2001.

J. Nilsson. Real-time control systems with delays. Lund, Sweden: Lund Insti-
tute of Technology, 1998.

Y. Niu, T. Jia, X. Wang, and F. Yang. Output-feedback control design for
ncss subject to quantization and dropout. Information Sciences, 179(21):3804—
3813, 2009.

J. E. Normey-Rico and E. F. Camacho. Control of Dead-time Processes.
Springer-Verlag, London, 2007.

J.E. Normey-Rico, E. Camacho, et al. Dead-time compensators: A survey.
Control Engineering Practice, 16(4):407-428, 2008.

J.E. Normey-Rico, J.L. Guzman, S. Dormido, M. Berenguel, and E.F. Ca-
macho. An unified approach for dtc design using interactive tools. Control
Engineering Practice, 17(10):1234-1244, 2009.

V.A. Oliveira, L.V. Cossi, M. Teixeira, and A.M.F. Silva. Synthesis of pid
controllers for a class of time delay systems. Automatica, 45(7):1778-1782,
20009.

ZJ Palmor. Time-delay compensation—smith predictor and its modifications.
The Control Handbook, 1:224-229, 1996.

Y.J. Pan, HJ Marquez, and T. Chen. Stabilization of remote control systems
with unknown time varying delays by lmi techniques. International Journal
of Control, 79(7):752-763, 2006.

P.M. Pardalos. Convex optimization theory. Taylor & Francis, Veszprém,
2010.

I. Penarrocha and R. Sanchis. Inferential networked control with variable
accessibility constraints. In Proceedings on the 35th IEEE Annual Conference
of Industrial Electronics, pages 2999-3006. IEEE, 2009.

AM Perdon and M. Anderlucci. Disturbance decoupling problem for a class
of descriptor systems with delay via systems over rings. IMA Journal of
Mathematical Control and Information, 27(2):205, 2010.

W. Perruquetti and JP Barbot. Sliding mode control in engineering. control
engineering series. Sliding Mode Control in Engineering, page 409, 2002.
N.J. Ploplys, P.A. Kawka, and A.G. Alleyne. Closed-loop control over wireless
networks. IEEE Control Systems Magazine, 24(3):58-71, 2004.

BS Razumikhin. On the stability of systems with a delay. Prikl. Matemathics
and Mechanics, 20(4):500-512, 1956.

J.P. Richard. Time-delay systems: an overview of some recent advances and
open problems. Automatica, 39(10):1667-1694, 2003.

JP Richard, M. Dambrine, F. Gouaisbaut, and W. Perruquetti. Systems with
delays: an overview of some recent advances. Stability and Control: Theory
and Applications, 3:3—23, 2000.

J.P. Richard, F. Gouaisbaut, and W. Perruquetti. Sliding mode control in the
presence of delay. Kybernetika, 37(3):277-294, 2001.

A. Sala. Computer control under time-varying sampling period: An LMI
gridding approach. Automatica, 41(12):2077-2082, 2005.



109

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

Referencias 143

A. Sala. Improving performance under sampling-rate variations via gener-
alized hold functions. IEEE Transactions on Control Systems Technology,
15(4):794-797, 2007.

A. Sala, A. Cuenca, and J. Salt. A retunable pid multi-rate controller for a
networked control system. Information Sciences, 179(14):2390-2402, 2009.
M.  Seron, J. Braslavskyy, and G. Goodwin. Funda-
mental  limitations in  filtering and  control. [Online]
http://www. eng.newcastle.edu.au/ jhb519/book/download. html, 1997.

G.J. Silva, A. Datta, and S.P. Bhattacharyya. PID controllers for time-delay
systems. Birkhauser, Boston, 2005.

R. Sipahi, S.I. Niculescu, C.T. Abdallah, W. Michiels, and K. Gu. Stability
and stabilization of systems with time delay. IEEE Control Systems Magazine,
31(1):38-65, 2011.

O.J.M. Smith. Closer control of loops with dead time. Chemical Engineering
Progress, 53(5):217-219, 1959.

Y.S. Suh. Stability and stabilization of nonuniform sampling systems. Auto-
matica, 44(12):3222-3226, 2008.

O. Toker and H. Ozbay. On the np-hardness of solving bilinear matrix inequali-
ties and simultaneous stabilization with static output feedback. In Proceedings
of the American Control Conference, volume 4, pages 2525—2526. IEEE, 1995.
E. Tovar and F. Vasques. Real-time fieldbus communications using profibus
networks. IEEE Transactions on Industrial Electronics, 46(6):1241-1251,
1999.

JS Valter et al. Robust stabilization of discrete-time systems with time-varying
delay: an LMI approach. Mathematical Problems in Engineering, 2008.

J.G. VanAntwerp and R.D. Braatz. A tutorial on linear and bilinear matrix
inequalities. Journal of Process Control, 10(4):363-385, 2000.

E.I. Verriest. Stability of systems with state-dependent and random delays.
IMA Journal of Mathematical Control and Information, 19(1 and 2):103, 2002.
V. Volterra. Theory of functionals and of integral and integro-differential
equations. Bull. Amer. Math. Soc, 38(1):623, 1932.

Q.G. Wang, T.H. Lee, and K.K. Tan. Finite spectrum assignment for time-
delay systems, volume 239. Springer-Verlag, 1998.

Y. Wang and Z. Sun. Hs control of networked control system via lmi ap-
proach. International Journal of Innovative Computing, Information and
Control, 3(2):343-352, 2007.

Y.J. Wang. Graphical computation of gain and phase margin specifications-
oriented robust pid controllers for uncertain systems with time-varying delay.
Journal of Process Control, 21(4):475-488, 2011.

W.S. Wong and R.W. Brockett. Systems with finite communication bandwidth
constraints. i. state estimation problems. IEFEE Transactions on Automatic
Control, 42(9):1294-1299, 1997.

W.S. Wong and R.W. Brockett. Systems with finite communication band-
width constraints. ii. stabilization with limited information feedback. IEFEE
Transactions on Automatic Control, 44(5):1049-1053, 1999.

M. Wu, Y. He, J.H. She, and G.P. Liu. Delay-dependent criteria for robust
stability of time-varying delay systems. Automatica, 40(8):1435-1439, 2004.
Y. Xia and Y. Jia. Robust sliding-mode control for uncertain time-delay sys-
tems: an lmi approach. IEEE Transactions on Automatic Control, 48(6):1086—
1091, 2003.



144

129

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

Referencias

L. Xie. Output feedback Ho, control of systems with parameter uncertainty.
International Journal of Control, 63(4):741-750, 1996.

S. Xu and J. Lam. Improved delay-dependent stability criteria for time-delay
systems. IEEE Transactions on Automatic Control, 50(3):384-387, 2005.

S. Xu and J. Lam. A survey of linear matrix inequality techniques in sta-
bility analysis of delay systems. International Journal of Systems Science,
39(12):1095-1113, 2008.

H. Yan, X. Huang, M. Wang, and H. Zhang. New delay-dependent stability
criteria of uncertain linear systems with multiple time-varying state delays.
Chaos, Solitons & Fractals, 37(1):157-165, 2008.

HE Yong, WU Min, HAN Qinglong, and S. Jinhua. Delay-dependent Ho
control of linear discrete-time systems with an interval-like time-varying delay.
International Journal of Systems Science, 39(4):427-436, 2008.

D. Yue and Q.L. Han. Delayed feedback control of uncertain systems with
time-varying input delay. Automatica, 41(2):233-240, 2005.

B. Zhang, S. Xu, and Y. Zou. Improved stability criterion and its appli-
cations in delayed controller design for discrete-time systems. Automatica,
44(11):2963-2967, 2008.

W. Zhang, L. Yu, and X. Jiang. Delay-dependent generalized H2 filtering for
uncertain systems with multiple time-varying state delays. Signal Processing,
87(4):709-724, 2007.

X.M. Zhang and Q.L. Han. A novel finite-sum inequality for stability of
discrete-time linear systems with interval-like time-varying delays. In Pro-
ceedings on the 49th IEEE Conference on Decision and Control (CDC), pages
708-713. IEEE, 2010.

F. Zheng, Q.G. Wang, and T.H. Lee. A heuristic approach to solving a class of
bilinear matrix inequality problems. Systems & control letters, 47(2):111-119,
2002.

Q.C. Zhong. On distributed delay in linear control laws-part i: Discrete-delay
implementations. IEEE Transactions on Automatic Control, 49(11):2074—
2080, 2004.

Q.C. Zhong. On distributed delay in linear control laws-part ii: rational im-
plementations inspired from the d-operator. IEEE Transactions on Automatic
Control, 50(5):729-734, 2005.

Q.C. Zhong. Robust control of time-delay systems. Springer-Verlag, London,
2006.

S. Zhou and G. Feng. H filtering for discrete-time systems with randomly
varying sensor delays. Automatica, 44(7):1918-1922, 2008.

X.L. Zhu, G.H. Yang, T. Li, C. Lin, and L. Guo. LMI stability criterion
with less variables for time-delay systems. International Journal of Control,
Automation and Systems, 7(4):530-535, 2009.



