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Randomizing Malthusian growth model

Aleatorizando el modelo de crecimiento malthusiano
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Departamento de Matemética Aplicada
Instituto Universitario de Matemética Multidisciplinar
Universitat Politécnica de Valencia
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Resumen

Este trabajo ilustra, mediante el modelo de crecimiento cldsico mal-
thusiano, cémo introducir la aleatoriedad utilizando el enfoque marko-
viano. Se prueba que la funcidn generatriz de probabilidad del proceso
estocdstico solucidn, denominado de nacimiento, es una distribucién bi-
nomial negativa desplazada. Se detalla una téenica para simular el pro-
ceso estocdstico solucidn. También se realiza una breve digresidn acerca
de otras formas posibles de introducir la incertidumbre en el modelo
determinista malthusiano.

Abstract

This paper deals with the randomization of the classical Malthusian
growth model, using a Markovian approach. We show that the solution
stochastic process, usually referred to as birth process, corresponds to the
shift negative binomial distribution. A simulation procedure is included.
A brief discussion regarding alternative ways to consider randomness
into the Malthusian model are also included.

Introduccién

La ubicuidad de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) en la mode-
lizacién matemdtica de fenémenos reales (leyes fisicas, reacciones quimicas,
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procesos bioldgicos, etc) tiene sus raices en los trabajos pioneros de los her-
manos Bernoulli en el siglo XVII y llega hasta nuestros dias. La aplicacién
de las EDOs cldsicas a datos reales requiere asignar un valor nominal pa-
ra cada uno de los inputs (coeficientes, término fuente, condiciones iniciales
y/o frontera). Sin embargo, debido a la incertidumbre de los fenémenos bajo
estudio y/o de los errores asociados a las mediciones para fijar los valores
nominales de los inputs, es natural considerar aleatoriedad en la formulacién
de las EDOs de los modelos mateméticos. En este trabajo se estudia, a partir
de un ejemplo sencillo -el modelo de crecimiento de Malthus- una forma de
introducir aleatoriedad en modelos matemdticos basados en EDOs usando
para ello un enfoque markoviano. A lo largo del trabajo la terna (Q,P, F)
denotard un espacio de probabilidad.

Como se verd posteriormente la distribucién binomial negativa desem-
penara un papel clave en el estudio que se realizard en este trabajo. Por ello,
empezaremos recordando que una variable aleatoria (v.a.) X se dice que tiene
una distribucién binomial negativa de pardmetros n € {1,2,...} y p € (0,1),
X ~ Bineg(n;p), si su funcién de probabilidad (f.p.) es

zT+n—1
n—1

fx(a:):IP[X::c]:( )pn(lmp)m, & =0,1,%... (1)
El valor de fx () puede ser interpretado como la probabilidad de n éxitos en
n+x intentos o pruebas, siendo p la probabilidad de éxito. Se puede probar,
] [3, 8, 10], que la funcién generatriz de probabilidad (f.g.p.) de X, Px(z), su

1 media, px, y su varianza, ag( estan dadas respectivamente por
) »
Px(z)=E |z | = ————, z€ R, 2
( ) { ] (1—(1ﬁp)z)” ( )
n(l — n(l —
px =B =2 or v = 22D ©

A partir de (1) se puede definir la f.p., fy (y), de una v.a. binomial negativa
desplazada, ¥ ~ m(n;p), que en lugar de empezar en el valor y = 0
empieza en el valor y = n, siendo n un entero positivo (téngase en cuenta (1)
Y que & =y —n)

ﬁ@)(iii)ﬁﬂﬁm%ﬂ y=nmn+1,... (4)
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Por tanto, la f.g.p. de ¥ ~ %(n;p) esta dada por

PY(Z) =E Y] =E ZX+n = 2"E X = ZWPX(Z) = _(.p_z)—— 5
[¥] =E[7"] ] =t O
Claramente como Y = X + n, por las propiedades de la media y la varianza
se tiene, por (3), que
_n(l—p)

W':E[H:E[X]Jrn:%, o} =VIY]=VIX] =" 25 ©)

1. FEl modelo de crecimiento malthusiano determinista: una
revision

Uno de los modelos cldsicos de crecimiento mas conocidos y, posiblemente el
més sencillo, es el modelo de crecimiento geométrico o malthusiano. Se asu-
men las siguientes hipétesis: H1: Inicialmente hay ng individuos; H2: Ninguin
individuo muere, es decir, solo se producen nacimientos; H3: No existe inter-
accién entre los individuos; H4: La tasa de nacimiento, b > 0, para todos los
individuos es la misma.

Denotando por n(t) el niimero de individuos en el instante ¢ > (), entonces
por la ley de conservaciéon de masas (en este caso de la poblacién) en un
intervalo de longitud At, se cumple:

n(t + At) — n(t) = bn(t)At, (7)

siendo la constante de proporcionalidad b > 0 (que por H4 no depende de t).
De (7) se deduce, mediante un paso al limite cuando At — 0 y utilizando la

definicidn de derivada, que
n'(t) = bn(t). (8)

Teniendo en cuenta H1 (con tiempo inicial iy = 0),
TL(O) = 1o, (9)

y resolviendo el problema de valor inicial (PVT) (8)-(9), se obtiene la dindmica
poblacional en cualquier instante ¢ finito,

n(t) = nge®. (10)
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Este modelo ha sido aplicado para estudiar, por ejemplo, el crecimiento
de especies en intervalos de tiempo finitos donde es plausible asumir H1-
H4, pero obviamente no es valido en el largo plazo, ya que, al ser b > 0, la
expresion (10) predice un crecimiento ilimitado (n(t) ety 00), ¥ los recursos

siempre son limitados [5].

2. Aleatorizacién del modelo de crecimiento malthusiano:

ecuaciones de Kolmogorov

Il objeto de este apartado es mostrar una posible aleatorizacién del modelo
de Malthus (8)—(9), basado en el hecho de que los nacimientos, en la practica,
no se producen de forma “segura’”, sino con cierta probabilidad. En primer
lugar, conviene sefialar que existen diferentes formas de llevar a cabo la alea-
torizacién:

1) Asumiendo directamente que la tasa de nacimiento b > 0 es una v.a.
positiva, B, en cuyo caso la ecuacion (8) se denomina Fcuacion Diferencial
Aleatoria (EDA). La solucién del PVI (8)—(9) es el proceso estocéstico (p.e.)
NFPA(E), [11], con funciones media, pn(t), y desviacién tipica, on(t),

TEDA (4\ _ pyepa(t) = ngE [eBt] ,
N=A(1) =mpe™, { onepa(t) = (ng)? {IE [e2Bt] — (B [em])g}-

2) Perturbando la tasa de nacimiento b mediante un ruido aleatorio con
cierta intensidad o > 0. Tipicamente se elige esta perturbacién a través de la
derivada del proceso de Wiener, W'(t), que se denomina ruido blanco. Esto
conduce a una Feuacién Diferencial Estocdstica (EDE) de tipo 1t6:

’ b=bta W' (t),b,o>0 dN (1) .
'(t) = : = V(1)) N(t),
B {Ep=th) n(t)=N(t) dt (b+ oW’ (1)) N(t)

AN (t) = (b+oW'(t)) N(t)dt = dN(t) = bN(t)dt + o N (t)W'(t)dt,

y teniendo en cuenta la definicién formal de la diferencial, dW (t) = W'(t)dt

se llega a
dN(t) = bN(t)dt + o N (t)dW (t). (11)
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El modelo (8) y (11) se ha utilizado en el 4rea de las Finanzas para estudiar
la dindmica de un subyacente, [1, 6]. Utilizando el cdlculo de It3 se puede
probar, [6],
_g? pyepe(t) = ng ebt,
wE(p) _ (0= ) o W (D)
N ( ) npe ) U?\[EDE(t) - (n0)2 o2bt (802t _1) )

En estas pdginas adoptamos otro enfoque, inspirado en (7, Cap.1], para
introducir la aleatoriedad en el modelo malthusiano, asumiendo que el niime-
ro de ejemplares de la poblacién, en lo sucesivo denotado por N¢, solo puede
tomar los valores discretos, ng, ng + 1, ng + 2, ..., en cualquier instante de
tiempo ¢t > 0. Por tanto, formalmente tenemos un p.e. discreto en tiempo
continuo:

{NtItZO:NtE{TL{),ﬂ()-i-l,...}}, (12)

¥, por conveniencia, introducimos la siguiente notacién:
Po(t)=P[Ny=n], n=0,1,2,... ng— 1,ng,mo+1,... (13)
asumiendo que al inicio, la poblacién es ng con probabilidad 1:
Pr(0) =1, PF(0)=0, Yn=0,1,2,... ny— Ling+1,... (14)

Y que en ningun instante hay un nimero de ejemplares menor que el inicial,
nop:
P(t)=0, ¥n=0,1,...,ny5—1. (15)

Esta condicién asegura que {NV, t > 0} es un proceso de nacimiento.

Del mismo modo que en el modelo malthusiano determinista se han asu-
mido H1-H4, en el contexto aleatorio en lo sucesivo se asumiran las hipétesis:
1: Inicialmente la poblacién es ng, (véase (14)); 112 y 13 las mismas que
H2 y H3; H4: La probabilidad de que en un intervalo de tiempo de longitud
At ocurra un nacimiento es bAt + o(At), y que ocurra més de un nacimien-
to es o(At), siendo of -) la notacién “o”pequefia de Landau, [2, pp. 41-50).
Esta hipétesis nos indica que si At es suficientemente pequeiio, en el inter-
valo (t,t 4+ At) hay un nacimiento con probabilidad bAt mds una cantidad
despreciable con respecto al tamaifio At.
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Observemos que a partir de H1-14 se deducen las siguientes probabili-
dades para los incrementos de los nacimientos, ANy = Nyipy — N,

1—bnAt+o(At) si j=0,
nAt+o(At)  si j=1,
o(At) si j=>2,
0 si j<O.
(16)
Por tanto, obsérvese que los incrementos, ANy, solo pueden tomar los valores
0 (no hay ningiin nacimiento), 6 1 (si hay exactamente un nacimiento), en
intervalos de longitud At; y el resto de posibles valores del incremento son
probabilisticamente despreciados. Esto implica que en el instante ¢ + At la
poblacién es de tamafio n si en el instante ¢ era de tamafio n vy no se ha
producido ningiin nacimiento, o tamafio n— 1 y se ha producido 1 nacimiento,
durante el incremento de tiempo transcurrido, At.

Ahora vamos a establecer una relacién clave, similar a la expresién (7)
usada en el escenario determinfstico, que mediante un paso al limite nos va a
permitir establecer una ecuacién diferencial cuya incégnita es la distribucién
de probabilidad P,(t). Para ello, obsérvese que teniendo en cuenta (13), (16)
y aplicando el Teorema de la Probabilidad Total se tiene

Patjn(At) =P[AN; = j| Ny = n] =

Po(t+At) = P[AN;=0|N, =n]P[N, =n]
+ P[AN;=1|Ny=n—1]P[N;=n — 1]
= Ban(t)Pa(t) + Pop1(t) Pr1(t)
= (1= bnAt+o(AL)) Py(t) + (b(n — 1)At + o(AL)) Py_y (£),
es decir, reordenando términos
Po(t+At) = Po(t) = b(n—1) At Py_1(t) —bnAtPy () + (Pa_1 () + Pa(t))o(At).

Ahora dividiendo por At, tomando limites cuando At — 0 y teniendo en
cuenta que por definicion de o(At) se cumple que o(At)/At e 0, tenemos

Pi(t) =b(n—1)Py_1(t) —=bnPy(t), t>0, n=ngno+1,m0+2,... (17)
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Obviamente por (14) y (15) se tiene

t) = 5 1= —
Pn(t) 03 > 0) n 0711 3”’0 11 } (18)

F,(0) = 0.

3. Resolviendo las ecuaciones de Kolmogorov

En este apartado resolveremos las ecuaciones diferenciales dadas en (17) y
(18), denominadas ecuaciones de Kolmogorov, que determinan la distribu-
cién de probabilidad P,(t) de que en el instante ¢ > 0 haya n individuos.
Empezamos por el PVI (18), que es més sencillo, y cuya solucién es

Pat)=0, n=0,1,....,ng—1, t>0. (19)

Ahora observemos que tomando n = ng en (17) y considerando que por (19)
P,—1 =0, se tiene

Py (£) = b(ng — 1) Pry—1(t) — brg Py, (t) = —bngPp,(t), t>0. (20)
Asi, de (20) y de la primera condicién de (14) se obtiene el siguiente PVI

P (t) = —bngPp(t), t>0,
Py (0) = 1,

cuya solucion es
Buplt) =70, £330 (21)

Esto nos indica que la probabilidad de que haya ng individuos en cualquier
instante ¢ decrece exponencialmente con la tasa de natalidad b y el tiempo,
siendo esta probabilidad 1 en ¢ = 0 (obsérvese que Py, (t) € [0,1[, Vt > 0,
Vb > 0, pues ng > 0).

Vamos ahora a determinar las probabilidades P, (t) paran = ny, no+1,...
y t > 0 (incluimos el valor n = ng, aunque ya se ha calculado en (21) porque
como veremos puede incluirse en la férmula final), teniendo en cuenta la
definicién de la f.g.p. del p.e. N(t), [9],

PN(Z, t) =E [zN(t):I = i Rl(t)zn? z € R, (22)

n=mngp
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siendo P, (t) la probabilidad definida en (13).

Para ello vamos a establecer una ecuacién en derivadas parciales para
la f.g.p. Pn(z,t) manipulando adecuadamente la relacién (17) y teniendo
en cuenta (22). El “truco” consiste en multiplicar (17) por z" para n =
ng,no -+ 1,... y sumar las expresiones obtenidas. Esto conduce a:

DoP®F = b)Y (n—DPa()" b > nPy(t)e"

n=ng n=nop n=ng

o0 o0
= 022 ) (n—1)Ppa(t)2" bz Y nPy(t)""!
n=ngq n=ng
[o.¢] (¢ ¢]
= g Z nPy(t)2™ ! — bz 2 nP,(t)z" 1
n=ng—1 n=ngp
0.0} o0
= bz* Z nP,(t)2" ! — bz Z wB, ()21
n=ng n=ng
o0
= bz(z—1) Z nPy(t)z" 1. (23)
n=ng

Notar que en el anterior desarrollo se ha aplicado la propiedad dada en (15).

Asumiendo que la serie que define la f.g.p. converge uniformemente res-
pecto t y z, para poder conmutar la derivada respecto de ¢t y z y la suma
infinita que la define, de (22) y (23), formalmente se deduce

Prn(z,t)) = bz(z—l)(9

7 (Pn(2: 1)),

ot
Pn(z,0) = 2%

(24)

Obsérvese que se ha formulado una ecuacién en derivadas parciales (EDP)
para la f.g.p., Pn(z,1), y una condicién inicial, la cual ha sido establecida
teniendo en cuenta (22) y que ng es un valor deterministico

Prn(z,0) =E [zN(O)] = E[z"] =,

Ahora necesitamos resolver el PVI (24), y para ello usaremos el método de
las caracteristicas [4]. Mediante este método se asume que la EDP puede ser
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expresada como un sistema de EDOs a lo largo de las curvas caracteristicas,
las cuales se expresan en términos de ciertas variables auxiliares, s y

PN(Z': t) = PN(Z(Ss T)! t(S, T‘)) = P(Si T‘).

Se asume que a lo largo de las curvas caracteristicas la variable s es constante,
por lo que

Pn(z(s,7),t(s,7)) = P(2(r), t(r)).

Las curvas caracteristicas se determinan resolviendo los siguientes sistemas
de EDOs (véase (24))

dt dz
ar L}a) & - ‘““"lk}an
t(s,0) = 0, z(5,0) = s,

(25)
4Py

dr =0 }(IH)
Prn(s,0) = smo,

Obsérvese que el método funciona porque a lo largo de las curvas carac-

teristicas, las soluciones de las ecuaciones dadas en (25) son también solucio-
nes de la EDP (24):

an dPy  OPydz  OPn dt () OPn  OPn

= =" ol T L8 e s 2 g WU
o dr 0z dr + ot dr an ba(z 1) Oz & ot -’
2" = Pn(z,0) =Pn(s,0) ) s"o,

Las soluciones de los PVI (25)—(I)—(III) son, respectivamente

s

Hear)=m zlgv])= Py gy

Pn(s,r) = 8", (26)

Por tanto, sustituyendo la primera igualdad de (26) en la segunda se tiene
que z = s/ (s + (1 — s)e™™) y despejando de aquf s en funcién de t se llega
aque s = (ze7%)/(ze % —(z — 1)) que sustituido en la dltima igualdad de
(26) nos da la solucién buscada

. 5bt no B 270 eﬁbngt
ze b —(z 1) 1 =21 —e )™

?Maﬂ—< (27)
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Observemos que fijado ¢, (27) se corresponde con la f.g.p. de una v.a. binomial
negativa desplazada (véase (5)) tomando n =ng y p = e & (0, 1).

Utilizando la identificacién Y = N, y las relaciones dadas en (6), a partir
de (27) se deduce el valor de las funciones media y varianza del proceso
malthusiano de nacimiento, {N; : ¢ > 0}, definido en (12)—(15)

un(t) =nge®, o%(t) = nget (1 - e_bt) =nge’ (ebt - l) . (28)

En la Fig. 1 se muestra, para diferentes instantes temporales i fijos, la
f.p. del p.e. solucién, P,(t), del modelo malthusiano, la cual estd dada por
(4),conY =N;y,n=ngyp=e"¢c(0,1).

Pn(t)
0.20

0.15+

010

0.05} f .
. / \ f -
Fa t=3

= -~nt=4
2 4 6 8 10

Figura 1: Representacion de la f.p. del p.e. solucién del modelo malthusiano
aleatorizado tomando, ng = 2, b = 1, para los instantes temporales t =
1,2,3,4 sobre el dominion =2,3,...,10.

Es interesante comparar estas expresiones de las funciones media y varian-
za del modelo malthusiano aleatorizado segiin el enfoque markoviano con las
expresiones que se obtienen via EDAs y EDEs. Esta comparativa se detalla
en el Cuadro 1. A partir de estos resultados se observan importantes dife-
rencias, sobre todo a nivel de variabilidad (varianza) que indican el impacto
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que tiene la forma de modelizar la incertidumbre incluso en un modelo bisi-
co como es el proceso de nacimiento o modelo de crecimiento malthusiano.
Este andlisis comparativo se puede extender a otros momentos estadisticos
de orden superior.

@foque | Media | Varianza I
EDAs nokE [eP?] | (ng)? {IE [e?BY] — (E [eBt])z}
EDEs ng el (ng)? e (e"gt -1
Markoviano ng e ng e (ebif —1)

Cuadro 1: Comparacién de la media y de la varianza de la solucién de un
proceso de nacimiento en funcién del enfoque utilizado para introducir la
incertidumbre en el modelo deterministico: EDA’s, EDEs y el enfoque Mar-
koviano.

4. Simulacién

En aras de poder realizar simulaciones del p.e. {N; : ¢ > 0}, definido en
(12)—(15), es necesario a su vez simular los instantes temporales en los cuales
tiene lugar un nacimiento. Con este propésito supongamos que N1, = n y que
Nr.y =n+1 (los tiempos se denotan con letras maytisculas para enfatizar
que son consideradas como v.a.’s), y denotemos por 7; = it1 — 15 la v.a.
continua y positiva que representa el tiempo hasta el siguiente nacimiento
dado que el proceso estd en el estado n (7; se denomina tiempo entre eventos).
Denotemos por Hy(t) = Pt + 17} < Tiq1] = P[r; > (] la probabilidad de
que el proceso permanezca en el estado n durante un perfodo de tiempo
t. Asumiendo que la probabilidad de permanecer en el estado n durante
un periodo de tiempo mayor, ¢ + At, vendra dado por la probabilidad de
permanecer en el estado n durante un tiempo ¢, por la probabilidad de pasar
del estado n al mismo estado en un paso de tiempo At, y teniendo en cuenta
(16), se tiene

Hy(t+ AL) = Hy(t) Pan(AL) = Ho()(1 — buirt + o(A1)).  (29)

Restando Hy(t) a ambos lados de la igualdad anterior, dividiendo por At y
tomando limites nos queda:
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dH,(t

_di;t(_) = —bnHy(t).
Como H,(0) = P[r; > 0] = 1, resolviendo este problema de valor inicial
obtenemos su solucién, Hy,(t) := P[r; > t] = e, o equivalentemente

Plr <t] =1—H,(t) =1 —e " 1o cual nos indica que la v.a. tiempo 7; tie-
ne una funcién de distribucién exponencial de pardmetro bn, (i ~ Exp(bn)),
[8]. Entonces, como para una v.a. exponencial se cumple E(r;) = 1/(bn),
el tiempo medio que estaremos esperando hasta que se produzca un nue-
vo nacimiento serd 1/(bn). Es importante observar que la relacién (29) es
intrinseca a la distribucién exponencial [8], y ello implica la propiedad de fal-
ta de memoria que tiene el proceso markoviano {N; : t > 0} para sus tiempos
entre eventos, 7;. En base a la distribucién exponencial de 7; y utilizando el
método de la funcién de distribucién inversa para simular v.a.’s (véase [9]),
a continuacion se indican los pasos necesarios para obtener M simulaciones
t=m(w), we

Paso 1: Generar un valor u de una distribucién uniforme en el intervalo [0,1]:
u=U(w), w € Q, siendo U ~ U([0, 1]).

Paso 2: Calcular t = —(In(1 — u))/bn.

Paso 3: Repetir M veces los Pasos 1 y 2.

En la Fig. 2 se muestran 2 simulaciones del p.e. solucién, {N; : t > 0}, del
modelo malthusiano. También se han representado en dicha figura las funcio-
nes media mds/menos una desviacién tipica a partir de las expresiones dadas
en (28). Las simulaciones se han realizado con el software Mathematica®
usando el siguiente cédigo basado en los Pasos 1-3.

b =1; time = 5; init = 2; +t = List[0]; i = List[init]; j = 1;
While[i[[j]] > 0 && t[[j]] < time,
Ul = RandomReal[];

a = b*i[[j]];

t = Append[t, t[[jl] - Logl[Ull/al;
i = Append[i, i[[j]] + 1];
j=3+1; 1]
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Figura 2: Dos simulaciones del p.e. solucién del modelo malthusiano aleato-
rizado tomando, ng = 2, b = 1 (lineas quebradas) junto a su funcién media
(linea central) y la media mds/menos una desviacion tipica (lineas continuas
superior e inferior).

5. Conclusiones

En este trabajo se han estudiado, con cierto detalle, los fundamentos ma-
temdticos para introducir aleatoriedad en un sencillo, pero importante mo-
delo, el modelo de crecimiento malthusiano. Para ello se ha seguido el pa-
radigma markoviano. Al mismo tiempo, se han subrayado las diferencias a
nivel de funcién media y varianza del proceso estocdstico solucién, respecto
de otros importantes enfoques disponibles en la literatura. También se ha
estudiado un método para simular el proceso estocdstico solucién. Las ideas
expuestas en este trabajo pueden generalizarse a otros modelos relevantes de
la biologia, como por ejemplo el modelo logistico.
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