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Introduccid

La Teoria de Sistemes Dinamics és la branca de les matematiques que estudia el comportament a
llarg termini d’un sistema, és a dir, el comportament d’un “objecte complex”, les parts o components
del qual “evolucionen” amb el pas del temps. Alguns exemples de sistemes serien: una poblacid
d’alguna especie animal (de la qual es pot estudiar la seua grandaria, la proporcié d’individus
complint certa propietat, ...); un sistema economic (on es pot estudiar la recessié o acceleracié
economica, 'estabilitat del sistema, ...); un sistema fisic (del qual ens interessen la posicié, velocitat
i acceleraci6 de les seues particules, ...).

En general considerem un conjunt no buit X com la colleccié de tots els possibles estats d'un
sistema (biologic, economic, fisic, ..., o abstracte), el qual sol anomenar-se espai de configuracio
o espai de fases, i assumim que I’evolucié del sistema ve donada per una transformacié o aplicacid
T:X — X, de manera que si z, € X és 'estat del sistema en el temps n > 0 llavors

Tny1 = T(xp), n=0,1,2,..

El parell (X,T) sol anomenar-se sistema dinamic (discret), i donat un “estat inicial” del sistema
x € X, observar la seua evolucié és equivalent a estudiar 1’orbita d’aquest punt, és a dir, el conjunt

orb(z,T) = {z,T(z), T*(x),..}, on T" =To..oT (n vegades).

Per poder analitzar el comportament d’un sistema dinamic (X, T') es sol exigir I’existéncia d’una
estructura sobre el conjunt X i de certes restriccions sobre 'aplicacié T'. Tal com s’exposa en [50],
els tres casos més estudiats al llarg de la historia sén quan:

1. X és una wvarietat diferenciable i T és un difeomorfisme, és el cas de la Dindmica Diferencial
(Differentiable Dynamics);

2. X ésun espat de mesura i T és una aplicacio mesurable, sent aquest el cas de la Teoria Ergodica
(Ergodic Theory);

3. X és un espai topologic (de vegades un espai métric) i T' és una aplicacié continua (en ocasions
complint propietats com la transitivitat topologica (pag. 2) o l'existéncia d’una orbita densa),
aquest és el cas de la Dindamica Topologica (Topological Dynamics).

Encara que en aquest treball ens centrarem en 1'iltim cas, és a dir, en la Dinamica Topologica,
les tres branques se solapen en molts exemples donant distints punts de vista a un mateix sistema
dinamic, i obtenint resultats on interaccionen tant hipotesis topologiques, com qiiestions propies de
Teoria de la Mesura més relacionades amb la Teoria Ergodica. Un exemple d’aquest fet serien les
conseqiiéncies del teorema Ergodic de Birkhoff (pag. 56) sobre l'existéncia d’orbites freqiientment
denses en Dinamica Topologica (pag. 27), o del teorema de Recurréncia de Poincaré (pag. 54)
sobre l'existéncia de punts recurrents (pag. 31).
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Normalment, I'estudi d’un objecte matematic se simplifica trencant o descomponent aquest en
parts més petites i estudiant aquestes parts per separat. Si aquesta descomposici6 no és possible, se
sol dir que ’objecte és irreductible. En el cas de la Dinamica Topologica la idea de la irreductibilitat
pot representar-se amb la transitivitat topologica (pag. 2), propietat que connecta totes les parts no
trivials d’un sistema dinamic (X, T), és a dir, per a tot parell U,V C X d’oberts no buits existeix
un natural n € Ny de manera que T"(U) NV # (). Aquesta és una propietat global d’un sistema
dinamic, que segons mencionen Kolyada i Snoha en [11], ja va ser emprada per Birkhoff en 1920
en el context d’aplicacions continues en subconjunts compactes de R™.

El teorema de Transitivitat de Birkhoff (pag. 5) estableix que la propietat anterior és equivalent
a l'existéncia d’una orbita densa en espais metrics complets, i a més, amb una metrica sobre
I’espai subjacent, podem mesurar distancies entre punts i saber com de lluny estan les prediccions
obtingudes (per exemple a partir del calcul d’una orbita), d’un cert estat fixat x € X. Per tant, no
és estrany que usualment ’espai topologic X passe a ser un espai metric. En particular, nosaltres
tractarem la Dinamica Topologica des del punt de vista de la Dinamica Lineal i treballarem amb
espais vectorials topologics, metritzables i complets, entrant en el mén dels F-espais (pag. 48).

La Dinamica Lineal connecta 1’Analisi Funcional i la Dinamica Topologica, estudiant la dina-
mica d’operadors lineals des d’un punt de vista topologic igual que en sistemes dinamics classics.
L’origen de l'estudi d’aquesta branca es troba en la hiperciclicitat (pag. 18), i a partir d’aquest
concepte s’han anat derivant distintes linies de treball com la recurréncia en hiperciclicitat (tema
que tractarem amb profunditat), propietats barrejants, caos (en diferents sentits), polinomis hi-
perciclics, propietats de disjunci6é dels operadors hiperciclics, etc. Recordem que la hiperciclicitat
és l'estudi dels operadors lineals que posseeixen una orbita densa (veure Definicié 2.2.1). Si bé
Birkhoff (en 1929 [11]), MacLane (en 1952 [11]) i Rolewicz (en 1969 [53]) van obtenir exemples
d’operadors lineals hiperciclics (veure Exemple A.3.11), podem fixar el naixement de la Dinamica
Lineal en 1982 amb la tesi de Kitai [10] i 'obtenci6 del criteri de Kitai (pag. 19).

Des de llavors molts matematics han contribuit al desenvolupament d’aquesta branca de I’Analisi
Matematic, i de fet, durant els ultims 30 anys I’estudi de la Dinamica Lineal s’ha convertit en un
area d’investigacié molt activa. En Dany 2000 es va introduir la nova classificacié 47A16 de la
Mathematics Subject Classification (MSC) “Vectors ciclics i hiperciclics”, la descripcié del qual va
canviar en MSC 2010 a “Vectors ciclics, operadors hiperciclics i caotics”, sens dubte fruit de 'ampli
desenvolupament que ha tingut en els darrers 20 anys la hiperciclicitat i el caos d’operadors.

Els investigadors en Teoria d’Operadors es van interessar en la hiperciclicitat motivats pel pro-
blema del subespai invariant (resolt en espais de Banach per Enflo [20] proposant un contraexemple
en 1975 que degut a la seua complexitat va retardar la publicacié a 1987, veure pag. 18), i en el
cas general del problema del subconjunt invariant, ja que un operador no té un subconjunt tancat
invariant no trivial, precisament quan cada vector no nul és hiperciclic per a dit operador. Read
en [52] va mostrar que tal tipus d’operador existeix en espais de Banach classics com ¢!, deixant
ambdds problemes obert en espais de Hilbert. En definitiva, els treballs de Kitai [10], Gethner i
Shapiro [25], Godefroy i Shapiro [27] i Herrero [35, 30], van establir les bases de la teoria.

Per altra banda, la nocié de caos de Devaney (pag. 7) va introduir un nou aspecte en la
hiperciclicitat. A aquest fet el van seguir més extensions, com els semigrups hiperciclics i els
operadors superciclics, consolidant el que hui es considera com la Teoria dels Sistemes Dinamics
Lineals. Les monografies de Bayart i Matheron [5] i de Grosse-Erdmann i Peris [32], representen
un bon compendi dels ultims avangos en la teoria de la hiperciclicitat i el caos, i les emprarem en
els primers dos capitols del treball per a establir una bona base teorica sobre Dinamica Topologica
(capitol 1) i en particular sobre Dinamica Lineal (capitol 2), amb l'objectiu d’emmarcar aquest
treball dins de la linia natural d’evolucié de la Teoria de Sistemes Dinamics Lineals.
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Des dels seus principis, la hiperciclicitat ha estat en la frontera de varies arees de les matemati-
ques, i a més de prendre els seus exemples i tecniques d’aquestes altres branques, els seus resultats
han trobat aplicacions i també han motivat més investigaci6é fora del propi camp de la hipercicli-
citat. Un exemple d’aquest fet sén les diverses noves connexions de la hiperciclcicitat amb altres
rames de les matematiques que han aparegut en els Ultims anys i que s’estan explorant, com:

1. Teoria d’equacions lineals en derivades parcials i sistemes infinits d’equacions diferencials lineals.
2. Caos Li-Yorke, caos distribucional, entropia.

3. Dinamica complexa i dinamica no lineal.

4. Mesures de probabilitat invariants i Teoria Ergodica.

5. Teoria Combinatoria de Nombres (matéria que també abordarem amb certa profunditat).

En quant a la part de recurréncia d’operadors hem de mencionar que la nocié de recurréncia en
sistemes dinamics té una llarga historia i el seu estudi sistematic es remunta als treballs en 1955
de Gottschalk i Hedlund [28], i en 1981 de Furstenberg [23], junt amb alguns avancos més recents
com [26] en 2004 i [19] en 2013. Pero, en la Dinamica Lineal, els operadors recurrents i per tant la
recurrencia d’operadors que es menciona en el titol del treball inicament s’ha comencat a estudiar
sistematicament a partir dels articles de Costakis, Manoussos i Parissis [17, 18], detall que dota el
present treball de certa novetat i interés en relacié a la Recurréncia en la Dinamica Lineal.

Recordem que la recurréencia és ’estudi de les orbites d’un sistema dinamic que “retornen prop”
del punt de partida, és a dir, ’estudi d’aquells punts amb una orbita que talla a tot entorn de dit
punt (veure pag. 31). La literatura sobre sistemes dinamics (no lineals) és abundant en nocions
similars a la recurréncia (veure Nota 3.1.5), i encara que la periodicitat és una forma molt forta
de recurréncia i és fonamental en qualsevol teoria dinamica, algunes altres formes de recurréncia
(provinents de la dinamica no lineal) han sigut considerades recentment en Dinamica Lineal, com
per exemple: en [31] o [57], on es parla de punts “quasi-periodics” que anomenarem uniformement
recurrents (pag. 33); en [15] on s’estudia el concepte de “recurréencia multiple”; en [24] o [33] on
s’empren els punts “recurrents per producte” per a estudiar conceptes com ’entropia i el caos dels
operadors desplacament cap arrere sobre espais de successions.

Sent coherents amb alld exposat fins ara, i amb la idea de relacionar els camps anteriorment
introduits fixarem la segiient notacié (que recordarem convenientment a l'interior del treball): X
sera un F-espai (de vegades un espai de Fréchet) i T : X — X sera un operador, és a dir, una
aplicacié lineal i continua (encara que en el primer capitol considerarem aplicacions simplement
continues en espais métrics en general). Aco ens portara a considerar els conjunts de retorn:

N(z,W):={neNy: Tz € W}, itambé N(U,V):={neNy: T"(U)NV # 0},

on W sera, unes vegades un entorn del punt € X (quan parlem de recurréncia) i altres un obert no
buit de X (quan parlem de hiperciclicitat), i per altra banda U,V C X seran dos d’oberts no buits
(quan parlem de conceptes més pareguts a la transitivitat com les propietats barrejant i feblement
barrejant (pag. 71 8), 'ergodicitat topologica (pag. 10), etc). L’estudi de la grandaria i forma dels
conjunts de retorn relaciona la dinamica (en el nostre cas d’operadors) amb la branca coneguda com
Teoria Combinatoria de Nombres, a la que dedicarem un apéndix complet (pag. 57) exposant una
lleugera introducci6 que ens permeta donar un caracter auto-contingut a la memoria. Aquesta linia
de treball esta despertant I’interés de molts autors entre els quals destaquem els recents treballs de
Bes, Menet, Peris i Puig [%, 9], Bonilla i Grosse-Erdmann [12], i Ernst i Mouze [21].
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Dins de la Teoria Combinatoria de Nombres i amb ’objectiu de relacionar-la amb la Dinamica
Lineal, ens interessaran les families de Furstenberg F C Z(Ng) (pag. 68), i en particular els
conjunts de hiperciclicitat (pag. 28), que ofereixen informacié tant en la recurréncia d’operadors
(punt en el que ens centrarem en el present treball), com en altres aspectes relacionats amb la
Teoria Ergodica i nocions de caos en sentit topologic. Per altra banda, emprant les propietats de
grandaria (Secci6 B.1) i les densitats dels conjunts de nombres naturals (Seccié B.2) que la Teoria
Combinatoria de Nombres posa a la nostra disposicié, estudiem i analitzem la mida del conjunt de
vectors recurrents en relacié amb el conjunt de vectors hiperciclics per a les nocions de recurrencia
més importants (veure Exemple 3.2.5 i Teoremes 3.2.3, 3.3.2 i 3.3.4), i també trobem una condici6
suficient que permet obtindre algunes nocions de hiperciclicitat a partir de les respectives nocions
de recurréncia (Teorema 3.3.6). Aquests resultats sén completament nous, constitueixen la part
central del treball i formen part d’un article enviat a publicacié recentment de A. Bonilla, K.-G.
Grosse-Erdmann, A. Lépez-Martinez i A. Peris [13].

L’estructura de I'estudi que hem seguit és la segiient:

1. A la primera part del treball presentem les definicions basiques sobre Dinamica Topologica per a
sistemes dinamics (X, T'), on (X, d) és un espai metric arbitrari i 7' és simplement una aplicacié
continua. Aquestes propietats seran la transitivitat topologica (pag. 2), el concepte de caos de
Devaney (pag. 7), les propietats de ser barrejant (pag. 7) o feblement barrejant (pag. 8) i
Uergodicitat topologica (pag. 10). Seguint [9], també incloem la generalitzacié de les propietats
anteriors en termes de la F-transitivitat (pag. 12). Cal remarcar que tota la teoria que incloguem
en aquest capitol és coneguda en el camp de la Dinamica Topologica i que iinicament pretenem
introduir-nos en els conceptes basics d’aquesta.

2. El segon capitol reescriu els conceptes anteriorment introduits, pero, des del punt de vista de
la Dinamica Lineal, i per tant, des del punt de vista de la hiperciclicitat (pag. 18). Incloem
també les definicions de F-espai i espai de Fréchet (pag. 15), necessaries ja que aquests tipus
de espais no s’estudien en cursos previs. A més, seguint [3, 9] presentem les generalitzacions
d’operadors transitius i hiperciclics en termes dels F-operadors (pag. 24) on F és una familia
de Furstenberg, i la F-hiperciclicitat (pag. 28) on F és un conjunt de hiperciclicitat. Encara que
aquest capitol té també un objectiu introductori, els resultats i comentaris de la secci6 2.5 sobre
la F-hiperciclicitat sén claus al tercer capitol, ja que la relacionarem amb la F-recurréncia.

3. En I'altim capitol estudiem els distints conceptes de recurréncia (Definicions 3.1.1, 3.1.4, 3.1.6),
comencant amb els resultats basics coneguts en Dinamica Topologica en general (pag. 32), i
passant després a la Dinamica Lineal relacionant la recurrencia i la hiperciclicitat. Sent aquesta
la part central del treball, exposem els nous resultats obtinguts en [I3] comengant per la ca-
racteritzacié de la hiperciclicitat reiterada (Teorema 3.2.3), la hiperciclicitat superior-freqiient
(Teorema 3.3.2) i la hiperciclicitat freqiient (Teorema 3.3.4) en termes de les respectives noci-
ons de recurrencia, i mostrem una condici6 suficient per a obtindre la hiperciclicitat reiterada i
superior-freqiient a partir dites nocions de recurréncia (Teorema 3.3.6). Per altra banda, també
donem un exemple mostrant que el conjunt de vectors reiteradament recurrents no és sempre
de categoria-II (Exemple 3.2.5). A D'tltima seccié exposem les generalitzacions dels resultats
obtinguts per al cas dels operadors F-recurrents (veure Definici6 3.4.1 i Teoremes 3.4.6 i 3.4.10)
emprant el concepte de familia superiori dreta-invariant (Definicions 3.4.2 1 3.4.7), i plantegem
la definicié d’operador topologicament F-recurrent (veure Nota 3.4.4).

4. Hem inclos un apéndix de prerequisits on reunim els conceptes coneguts de Topologia en Espais
Metrics (pag. 43), Analisi Funcional (pag. 46 i 48) i Teoria Ergodica (pag. 53) que sén de gran
utilitat en diverses parts del treball.
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5. També incloem un segon apeéndix en el qual presentem els resultats basics i necessaris de la
Teoria Combinatoria de Nombres on estudiem: alguns conceptes de grandaria per a conjunts
infinits de nombres naturals, relacionats amb les propietats de la compactacié de Stone-Cech
dels naturals SNy (pag. 57); les densitats asimptotiques i densitats de Banach amb les seues
propietats basiques (pag. 60); les families de Furstenberg (nom establert per Akin en [1]), els
filtres i les families de partici6 regular (pag. 68).

Els apendix tenen la finalitat de donar un caracter auto-contingut al text encara que per motius
d’extensio6 del treball, no s’inclouen totes les proves dels resultats enunciats deixant en aquests casos
les referencies pertinents.
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Capitol 1
Dinamica Topologica

En aquest capitol presentem les definicions basiques sobre Dinamica Topologica per a sistemes
dinamics (X, T), on (X, d) és un espai metric arbitrari i 7' és simplement una aplicacié continua.
A la primera seccié introduim la definicié de sistema dinamic discret (Definicié 1.1.1) que anem a
emprar al llarg de tot el treball, i per altra banda, el concepte d’equivaléncia entre dos sistemes
dinamics que sera la conjugacid (Definici6 1.1.3).

Dedicarem les seccions segona, tercera, quarta i cinquena a la transitivitat topologica (pag. 2),
el caos de Devaney (pag. 7), les propietats de ser barrejant o feblement barrejant (pag. 7) i a
Uergodicitat topologica (pag. 10) respectivament. També incloem les relacions que existeixen entre
aquestes propietats, des del punt de vista del producte de sistemes dinamics (pag. 11).

A T"iltima seccié i seguint el desenvolupament de [9], exposem la generalitzacié de les propietats
anteriors en termes de la F-transitivitat (pag. 12) per a families de Furstenberg F C Z(Np).
Cal remarcar que tota la teoria que incloguem en aquest capitol és coneguda en el camp de la
Dinamica Topologica i que tnicament pretenem introduir-nos en els conceptes basics d’aquesta.
En particular, seguirem el desenvolupament realitzat en el primer capitol de [32].

1.1 Sistemes Dinamics

El concepte clau necessari per desenvolupar la teoria d’aquest primer capitol és el de sistema
dinamic (discret). Encara que es pot treballar amb espais topologics de Hausdorff, exigir que 'espai
subjacent siga un espai metric ens permet mesurar distancies entre punts, i per tant, quantificar
els canvis que ocorren en el sistema dinamic. Aquesta idea junt al fet que a partir del segon capitol
treballarem amb espais metritzables, ens porta a desenvolupar la teoria per a espais metrics.

Definicié 1.1.1. Un sistema dinamic (discret) es un parell (X, T'), format per un espai metric X
i una aplicacié continua T : X — X.

Usualment donarem per fet 'espai X subjacent de manera que simplement anomenarem i de-
notarem per T' al sistema dinamic o bé per T : X — X. També adoptarem la notacié usada en
Teoria d’Operadors i escriurem Tz en lloc de T'(z). Definim 7" : X — X, la iteracidé n-ésima de T
com

T =To..oT (n vegades), per a tot n € Ny,

amb 70 = I la identitat en X. Fixat n € Ny i un conjunt A C X denotarem la seua antiimatge per
I’aplicacié T™ amb
T7"(A) = (T") Y A) ={z € X : T"z € A}.
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Definicié 1.1.2. Siga T : X — X un sistema dinamic. Donat un punt x € X anomenarem orbita
de x respecte de T' o simplement orbita, al conjunt de les seues iteracions

{, Tz, T?z,..} = {T"z : n € Ny},
i el denotarem per orb(zx,T).

Tota teoria matematica té la seua nocié d’isomorfisme. Quan considerarem que dos sistemes
dinamics T': X — X 1 5:Y — Y sén iguals? Deuria existir un homeomorfisme ¢ : X — Y tal que
sia x € X li fem correspondre y € Y via ¢, llavors a T'x hauriem de fer-li correspondre Sy via ¢.
En altres paraules, si y = ¢(z) aleshores Sy = S¢(z) = ¢p(T'x), és a dir, So ¢ = ¢ o T. Recordem
que un homeomorfisme és una aplicacié bijectiva continua i amb inversa continua, pero, en moltes
ocasions és suficient demanar que ¢ siga continua i amb rang dens (imatge densa).

Definicié 1.1.3. Siguen T: X — X i.S:Y — Y dos sistemes dinamics.

(a) Direm que S és quasi-conjugada a T si existeix una aplicaci6é continua ¢ : X — Y amb rang
dens (imatge densa) de manera que So ¢ = ¢ o T, és a dir, el diagrama

x L, x

3 lo

y S,y

commuta. En aquest cas, direm que S :Y — Y és quasi-conjugat a T : X — X via ¢.

(b) Si ¢ es por triar de manera que siga un homeomorfisme, llavors direm que S i 7" s6n conjugades.
En aquest cas, direm que S: Y — Y i T : X — X sén sistemes dinamics conjugats via ¢.

La conjugaci6 és una relacié d’equivalencia entre sistemes dinamics, i és clar que dos sistemes
dinamics conjugats tenen el mateix comportament dinamic.

Definicié 1.1.4. Direm que una propietat P de sistemes dinamics es conserva per (quasi-)conjugacic
si: donat un sistema dinamic T : X — X complint la propietat P, llavors, tot sistema dinamic
S:Y — Y que siga (quasi-)conjugat a T': X — X també té la propietat P.

Les propietats dels sistemes dinamics que solen interessar sén aquelles que es conserven per
(quasi-)conjugacié. Evidentment, tota propietat que es conserva per quasi-conjugacié també es
conserva per conjugacié. L’altra implicacié no és certa ja que per exemple: la propietat de ser
bijectiva es conserva per conjugacié perd no per quasi-conjugacié. En les segiients seccions intro-
duirem aquelles propietats que es conserven per quasi-conjugacié que emprarem al llarg del treball.

1.2 Transitivitat Topologica

Definicié 1.2.1. Direm que un sistema dinamic T : X — X és topologicament transitiu o simple-
ment transitiu si, per a cada parell U,V C X d’oberts no buits existeix un n € Ny de manera que
T™(U)NV # 0. Direm que Paplicacié T és topologicament transitiva o simplement transitiva.

La transitivitat pot interpretar-se dient que T connecta totes les parts no trivials de X com
veurem a la proposicio 1.2.3, on obtenim I’equivalencia de ser transitiva amb no poder descompondre
I’espai en dos subconjunts disjunts d’interior no buit, sent algun d’ells T -invariant.
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Definicié 1.2.2. Siga T : X — X un sistema dinamic i A C X un subconjunt de X no buit.
Direm que A és un conjunt T-invariant o bé que és invariant respecte de T, si T(A) C A.

Proposicié 1.2.3 ([32, Proposicié 1.10]). Siga T : X — X un sistema dinamic. Les segiients
afirmacions son equivalents:

(i) T és topologicament transitiva;

i no es pot descompondre com X = am 1 B conjunts disjunts amb interior no buit,
i) X td d X=AUBambAiB junts disjunt b interi busit
i amb A invariant respecte de T';

(iii) per a tot obert no buit U C X, el conjunt U, ey, T"(U) és dens;
(iv) per a tot obert no buit U C X, el conjunt U,en, T "(U) és dens.

Demostracid. (i) = (ii) Si suposem X = AUB amb ANB =0, T(A) C Aiint(A) # 0 # int(B),
llavors existeix n € Ny de manera que () # T"(int(A)) Nint(B) C AN B = (), contradiccid.

(ii) = (iii) Donat un obert no buit U C X prenem A = {J,cn, 7"(U) i B = X \ A. Com A és
T-invariant i conté a U, llavors té interior no buit i per tant int(B) = 0 i A és dens.

(i) <= (iii) Es evident. Per a (i) <= (iv) recordem que per a cada parell U,V C X d’oberts
no buits es compleix T"(U) NV # () si i només si UNT (V) £ . O

Com exposavem al final de la seccié anterior, ens interessen les propietats que es conserven per
quasi-conjugacio i la transitivitat ho és. Per demostrar aquest fet emprarem els conjunts de retorn.

Definicié 1.2.4. Siguen T : X — X un sistema dinamic, A i B dos subconjunts de I'espai X i
x € X. Definim el conjunt de retorn de x en A respecte de l'aplicacié T' com el conjunt

Np(z,A) ={n e Ny:T"z € A}.
Definim el conjunt de retorn de A en B respecte de I'aplicacié T' com el conjunt
Nr(A,B) ={neNy:T"(A)N B # 0}.
Definim la familia dels conjunts de retorn com el conjunt

Np ={E CNy : existeixen U,V C X oberts no buits amb Np(U,V) C E}.

Usualment ometrem el subindex T' (referent a l’aplicacid) quan ac¢d no cause cap ambigiiitat
i denotarem per N(z, A) i N(A, B) els respectius conjunts de retorn. Notem que la transitivitat
topologica és equivalent a que per a cada parell U,V C X d’oberts no buits el conjunt N (U, V)
siga no buit, en altres paraules, que () ¢ N7. En posteriors seccions introduirem altres propietats
que també seran equivalents a que tots els elements de N siguen d’una certa grandaria, i per tant,
el segiient lema ens resultara de gran utilitat per demostrar que aquest tipus de propietats (inclosa
la transitivitat topologica) es conserven per quasi-conjugacio.

Lema 1.2.5. Siga S : Y — Y un sistema dinamic quasi-conjugat a T : X — X via ¢ : X — Y,
U,V CY dos oberts no buits i x € X. Llavors ¢~ (U) i ¢~1(V) sén oberts no buits de X i a més:

(a) Nr(¢~H(U),¢~H(V)) = Ns(U,V).
(b) Np(z,¢~1(U)) = Ns(¢(),U).

Curs 2019-2020. Recurréncia Freqiient en la Dinamica d’Operadors Pagina 3



Antoni Lépez-Martinez UNIVERSITAT POLITECNICA DE VALENCIA

Demostracié. La densitat del rang de ¢ i la seua continuitat impliquen que ¢~ (U) i ¢~1(V) sén
subconjunts oberts no buits de X. A més, tenim que n € Ng(U,V) si i només si U NS™™(V) # 0,
és a dir, si i només si

i per tant si i només si n € Np(¢~H(U), ¢ ( )). Per altra banda, m € Ng(¢(x), ) és a dir,
¢(T™z) = S™p(z) € U siinoméssi T™z € ¢~ 1(U), i per tant siinoméssim € Nr(z,¢~1(U)). O

Proposicié 1.2.6. La transitivitat topologica es conserva per quasi-conjugacio.
Demostracié. Es conseqiiencia del lema 1.2.5(a). O

Els resultats i la teoria que inclourem a partir d’aquesta seccié deixaran de banda els espais
metrics amb punts aillats. Un dels motius d’aquest fet és que els espais amb els quals treballarem
a partir del segon capitol sén espais vectorials metritzables, i per tant sense punts aillats. L’altre
motiu de pes és, com podem observar en la seglient proposicid, que la transitivitat en sistemes
dinamics amb punts aillats no és massa interessant.

Proposicié 1.2.7 ([32, Exercici 1.2.3]). Siga T : X — X un sistema dinamic tal que X tinga
almenys un punt aillat. Llavors T és topologicament transitiva si i només si X és finit i podem
enumerar els seus elements X = {xg,z1,...,xn} amb T(z;) = xiz1 per a 0 <i <n i T(x,) = xo.

Demostracid. Es clar que la nova condicié es suficient. Per altra banda, si X té un tnic punt és
evident que és necessaria. Suposem per tant que X té més d’un punt, i siguen xy un punt aillat
de X i C' C X una component connexa no buida de X distinta de {zo}. Aquests dos conjunts sén
oberts i per tant existeixen k,m € Ny tals que T%z¢ € C i T™(C) N {x} # 0. La continuitat de
laplicacié T™ : X — X implica que A =T""({zo})NC i B =T"""(X \{z0}) NC és una partici6
per conjunts oberts i disjunts de C. Com C es connex i A # (), deduim B = (), és a dir, Tz = xq
per a tot x € C. Llavors T*+™xy = x( i per tant orb(zg,T) que és densa, és un conjunt finit. En
tot espai metric un conjunt finit és dens si i només si és tot ’espai (Proposicié A.1.4). L’enumeraci
dels elements és obvia calculant de manera recursiva 1’orbita de xg. ]

La proposicié anterior permet donar una nova condicié equivalent a la transitivitat topologica,
que aparentment és més forta que la original, en termes dels conjunts de retorn entre conjunts
oberts, és a dir, en termes de la familia dels conjunts de retorn.

Proposicié 1.2.8 ([32, Exercici 1.2.4]). Un sistema dinamic T : X — X és topologicament
transitiv si i només si tot conjunt de N és infinit.

Demostracid. Es clar que la nova condicié es suficient. La proposicié 1.2.7 justifica que és necessaria
si X té algun punt aillat. Suposem per tant que (X, d) no té punts aillats, llavors donats U,V C X
és suficient observar que per a cada n € N(U,V) existeix k € N(U,V) amb k > n. En efecte, si
prenem el conjunt Uy = U NT~"(V') obert i no buit per la continuitat de 7" : X — X, aleshores
podem considerar =,y € Uy amb ¢ = d(z,y) > 0 i per tant existeix m > 0 tal que T™(U,)NU, # 0
on

Uy, =UyN Bd(x,6/2>, i per altra banda U, = Uy N Bd(y,5/2).

Existeix z € U, C U tal que T "z =T"T"z € T"(Up) CV ik:=m+ne€ N(U,V). O
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Considerant ja espais métrics sense punts aillats, és important notar que 'existéncia d’orbites
denses implica la transitivitat topologica. En efecte, donats U i V' oberts no buits en X i fixant
x € X un punt amb orbita densa existeix n € Ny tal que T"x € U, i considerant el conjunt
Vo .=V \{z,Tx,...,T"x} que torna a ser un obert no buit (per no tindre X punts aillats), existeix
m € Ng amb m > n complint T2 € V. D’aquesta manera obtenim

Ttz eU,iamés T" ™" (T"x) =T"z € Vo CV,

és a dir, T ™(U) NV # (). També acabem de demostrar de manera indirecta, que per a un punt
amb orbita densa x € X i un obert no buit qualsevol V' C X en un espai metric sense punts aillats,
el conjunt de retorn N(x, V') és infinit.

No és tan obvi que en espais metrics complets i separables, el reciproc d’aquest resultat també
és cert: les aplicacions transitives tenen una orbita densa. Aquest important resultat per a la
Teoria de Sistemes Dinamics va ser obtingut en 1920 per Birkhoff, en el context de les aplicacions
en subconjunts compactes de R”.

Teorema 1.2.9 (Teorema de Transitivitat de Birkhoff). Siga T : X — X una aplicacio
continua en un espai metric complet i separable X, sense punts aillats. Les segiients afirmacions
son equivalents:

(i) T és topologicament transitiva;

(ii) ewisteiz algun x € X tal que orb(x,T') és densa en X.

Si alguna d’aquestes condicions es compleix, llavors el conjunt de punts de X amb orbita densa és
un conjunt Gs dens.

Demostracio. Ja hem vist que (ii) implica (i). Per altra banda, com X es separable podem consi-
derar {Up, }nen una base numerable de la topologia, i llavors si D(T) és el conjunt de punts amb

orbita densa tenim -
D(T) =) <U T‘m(Un)>.
0

neN \m=

Per la continuitat de T' i la proposicié 1.2.3(iv), D(T') és una interseccié numerable d’oberts densos.
Com X és complet, pel teorema de Baire (Teorema A.1.7) sabem que D(T') és un G5 dens. O

Proposicié 1.2.10. La propietat de tindre una orbita densa es conserva per quasi-conjugacio.

Demostracié. Es conseqiiencia del lema 1.2.5(b). O

1.3 El Caos de Devaney

Encara que ens restringim a l'estudi de sistemes dinamics deterministes, els matematics han donat
diverses respostes a la pregunta de “que és el caos?”, és a dir, al concepte de comportament caotic
d’un sistema dinamic. Nosaltres seguirem la definicié proposta per Devaney en 1986. Aquesta,
exigeix tres requisits: I'anomenat “efecte papallona”, la irreductibilitat del sistema i per ultim,
I’existéncia de “moltes” orbites amb un comportament regular.

En primer lloc, quan parlem d’“efecte papallona” ens referim a que petits canvis en I’estat inicial
del sistema dinamic poden produir, després de cert temps, grans canvis en I’orbita estudiada. Com
a conseqiiencia de la proposicié 1.2.7, inicament estudiarem espais metrics sense punts aillats.
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Definicié 1.3.1. Un sistema dinamic 7' : X — X, on (X, d) és un espai meétric sense punts aillats,
direm que té dependéncia sensible respecte de les condicions inicials si existeix algun 6 > 0 de
manera que per a tot z € X i tot € > 0, existeix algun y € X amb d(z,y) < ¢ tal que per a algun
n € Ny es compleix d(T"z,T"y) > §. El nombre ¢ és anomenat constant de sensibilitat de T'.

La irreductibilitat del sistema, és a dir, que l'aplicacié T connecte les parts no trivials de
Pespai és una idea perfectament representada per la transitivitat topologica (veure Proposici6 1.2.3).
Finalment, quan parlem de l'existéncia de “moltes” orbites amb un comportament regular, ens
referim a que el sistema dinamic tinga un conjunt dens de punts periodics.

Definicié 1.3.2. Siga T': X — X un sistema dinamic.

(a) Direm que x € X és un punt fix o punt fizat si Tx = .

(b) Direm que x € X és un punt periodic o punt d’orbita periodica si existeix algun n € N tal que
T"x = x. Al menor dels naturals complint aquesta propietat se 'anomena periode de x i si
aquest natural és n direm que x és un punt n-periodic. Denotarem per Per(T') el conjunt de
tots els punt periodics del sistema dinamic T': X — X. Denotarem per Per, (T) el conjunt de
punts n-periodics de dit sistema dinamic.

Proposicié 1.3.3. La densitat del conjunt de punts periodics es conserva per quasi-conjugacio.
Demostracio. Siga S : Y — Y quasi-conjugat a T': X — X via ¢ : X — Y i suposem que Per(7)
es dens en X. Aleshores ¢(Per(T")) sera dens en ¢(X) per ser ¢ continua (veure Proposicié A.1.5),

i per tant és suficient observar que la imatge d’un punt periodic per ¢ és un punt periodic de S.
En efecte, si x € X és n-periodic llavors T"x = z 1 S"¢(z) = ¢(T"x) = ¢(x). O

Definicié 1.3.4. Un sistema dinamic 7' : X — X, on (X, d) és un espai metric sense punts aillats,
direm que és caotic (en el sentit de Devaney) si compleix les condicions:

(i) T té dependencia sensible respecte de les condicions inicials;
(ii) T és topologicament transitiva,;
(iii) T té un conjunt dens de punts periodics.

L’anterior definicié presenta un inconvenient: la dependeéncia sensible respecte de les condicions
inicials no es conserva per conjugacioé.

Exemple 1.3.5 ([38, Exercici 9.3]). Siga T : |1,00[ — ]1,00[ el sistema dinamic donat per
Tx = 22 isiga S :]0,1[ — ]0,1[ donada per Sz = x2. Per una part, si z,y €]1,00[ amb z < y
llavors |Tx — Ty| > 2|z — y| ja que
Ty=(z+(y—)"=a"+ 2y —2) + (y — 2) > Tw + 2y — ),

i en general [Tz — T"y| > 2"|z — y|, T té dependeéncia sensible respecte de les condicions inicials.

D’altra banda, donat 0 < § < 1 podem considerar xyp = 0/2 = £ complint que per a tot = €0, 1]
amb |rg — z| < e iper atotn € N:

Shrg = a8 < xo,1 Sz =22 <z, don S"zg, S"x €]0, 4],

i per tant |S"xp — S™z| < § i S no té dependeéncia sensible respecte de les condicions inicials.

Es clar que ¢ : ]1,00[ — ]0,1[ amb ¢(z) = 1/x és un homeomorfisme, i ¢(Tz) = Sp(z) per a
cada x €]1, c0[, d’on obtenim que els dos sistemes sén conjugats.
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Més d’'un autor (veure [11]), per exemple Banks, Brooks, Cairns, Davis i Stacy en [2], han
demostrat que es pot ometre la condicié de la dependéncia sensible respecte de les condicions
inicials ja que es pot deduir a partir de les altres dos.

Teorema 1.3.6 (Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacy). Siga T : X — X un sistema dinamic,
on (X,d) és un espai meétric sense punts aillats. SiT és topologicament transitiva i té un conjunt
dens de punts periodics llavors T té dependeéncia sensible respecte de les condicions inicials amb
qualsevol meétrica que definisca la topologia de X .

No inclourem una prova degut a que és tracta d’un resultat conegut en Dinamica Topologica, i a
més, a partir del capitol 2 en sistemes dinamics lineals, la transitivitat topologica sera suficient per
a obtindre la dependéncia sensible respecte de les condicions inicials (veure Proposici6 2.3.2). Per
a una demostracié es pot consultar [32, Teorema 1.29]. Finalment, la definicié de caos en el sentit
de Devaney es redueix a la transitivitat topologica i la densitat del conjunt de punts periodics.

Definicié 1.3.7. Direm que un sistema dinamic 7' : X — X és caotic (en el sentit de Devaney) si
compleix les condicions:

(i) T és topologicament transitiva;
(ii) T té un conjunt dens de punts periodics.
En aquest cas direm que 'aplicacié T és caotica.

Emprant ara la proposicié 1.2.7 és obvi que si ’espai metric subjacent té algun punt aillat,
llavors la transitivitat topologica és equivalent al concepte de caos.

Proposicié 1.3.8. El caos de Devaney es conserva per quasi-conjugacio.

Demostracié. Es conseqiiéncia de les proposicions 1.2.6 i 1.3.3. ]

1.4 Aplicacions Barrejants i Feblement Barrejants

Tal com comentavem després de la definici6 dels conjunts de retorn (Definici6 1.2.4), podem obtenir
altres propietats similars a la transitivitat topologica, perd, exigint que els conjunts de N siguen
d’una grandaria determinada. Per la proposicié 1.2.8, la simple exigéncia que tot element de N
siga no buit implica que tots siguen infinits, i per tant, haurem de quantificar la grandaria dels
subconjunts infinits de Ny (veure Apendix B). Es evident que les propietats que introduirem a
continuacié implicaran la transitivitat topologica.

Comengarem per 'altre extrem, és a dir, exigint que els conjunts de retorn siguen el més gran
possible. Aquest concepte de grandaria és el de ser un conjunt cofinit, complementari d’un conjunt
finit: 77 (U) tallara a V' per a tot n € Ny suficientment gran.

Definicié 1.4.1. Direm que un sistema dinamic T : X — X és barrejant, si per a cada parell
U,V C X d’oberts no buits, existeix un N € Ny de manera que T"(U) NV # () per a tot n > N.
En aquest cas direm que 'aplicacié T' és barrejant.

Com avancavem abans de la definicid, en termes de conjunts de retorn aquesta propietat és
equivalent a que per a cada parell U,V C X d’oberts no buits el conjunt N (U, V) siga cofinit, és
a dir, que tot element de la familia N7 siga cofinit, i per tant pel lema 1.2.5 aquesta propietat es
conserva per quasi-conjugacio.
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Proposici6 1.4.2. La propietat de ser un sistema dindmic barrejant es conserva per quasi-conjugacio.

Per parlar de la segona propietat protagonista d’aquesta seccié necessitem introduir la nocié de
producte de sistemes dinamics:

Definicié 1.4.3. Siguen T: X — X i .S :Y — Y dos sistemes dinamics. Definim el producte dels
sistemes dinamics T i S com el sistema dinamic

TxS: XXY—XxY,

on (T x S)(x,y) = (T'z,Sy) per a cada (z,y) € X xY 1 X x Y és I'espai topologic producte.

Nota 1.4.4. La definicié anterior és coherent amb la de sistema dinamic (Definici6 1.1.1), ja
que el producte de dos espais metrics és de nou un espai metric. En particular, si (X,dx) i
(Y, dy) sén dos espais metrics considerarem la metrica d((x1,y1), (x2,y2)) = dx (21, x2) +dy (y1,y2)
que engendra la topologia producte. Recordem que una base de la topologia producte en 'espai
X xY ={(z,y) :z € X,y € Y} ve donada per la familia de conjunts

{U xV : U obert en X,V obert en Y}.

Es clar que l'aplicacié T x S és continua per ser-ho 71 S. A més, la iteracié n-ésima del sistema
dinamic seria
(TxS)"=T"xS": X xY — X xY.

Les aplicacions ¢1 : X XY — X i ¢y : X XY — Y definides per ¢1(z,y) = x i ¢po2(z,y) = y per a
cada (z,y) € X XY son continues i tenen rang dens, és a dir, T'i S sén quasi-conjugades a T' x S.

Aquests fets poden generalitzar-se de manera inductiva a qualsevol producte finit de sistemes
dinamics, a la aplicacié ¢; se 'anomena projeccié i-ésima, i cada sistema dinamic dels que formen
el producte és quasi-conjugat a dit producte via la respectiva projeccié.

Tot sistema dinamic barrejant 7' : X — X compleix que el producte T' x T és topologicament
transitiu. Tal com s’exposa en [32, Definici6 1.44], aquest és el fet que motiva la definici6 de sistema
dinamic feblement barrejant.

Definicié 1.4.5. Direm que un sistema dinamic T : X — X és feblement barrejant, si T x T és
topologicament transitiu. En aquest cas direm que I'aplicacié T' és feblement barrejant.

Com que la transitivitat topologica és suficient comprovar-la en una base de la topologia de
I’espai, 'anterior definicié és equivalent a: per a cada quatre oberts no buits Uy, Us, Vi, Vo C X
existeix algun n € Ny de manera que T™(Uy) N Vy # 0 1 T™(Uy) N Va # 0, és a dir, en termes dels
conjunts de retorn equival a exigir N (U1, Vi) N N(Us, V2) # 0. Emprant de nou el lema 1.2.5 és
clar que aquesta propietat es conserva per quasi-conjugacio.

Proposicié 1.4.6. La propietat de ser feblement barrejant es conserva per quasi-conjugacio.
Donat un sistema dinamic és obvi que és compleixen les implicacions
barrejant = feblement barrejant = transitivitat topologica.

Pero, com afecta la condicié de ser feblement barrejant als conjunts de retorn N (U, V), i per tant, a
la familia N? Demostrem a continuacié que en aquest cas Ny és un filtre (veure Definicié B.3.6).
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Teorema 1.4.7 (Teorema de Furstenberg). Siga T : X — X wun sistema dinamic. Llavors T
és feblement barrejant si i només si Ny és un filtre. En particular, si T és un sistema dinamic
feblement barrejant, aleshores el sistema dinamic T x --- X T, producte n vegades de T, és feblement
barrejant per a tot n > 2.

Demostracié. Si N és un filtre, llavors ) ¢ Np i la interseccié de dos conjunts de N torna a estar
en N7 i per tant és no buida (veure Definicié B.3.6). Per veure que és una condicié necessaria
siguen Uy, Us, Vi, Vo C X quatre oberts no buits. Aleshores existeix n € N(Uy,Us) N N(Vi, V)
d’on obtenim els oberts no buits Uy := Uy N T~ "(Uz2) i Vy := Vi N T~"(V2). Donat m € N(Uy, Vp)
existeix x € Uy C Uy amb Tz € Vo C Vi iamés T"x € Uy amb T™T"x =TTz € T"(Vp) C Vs,
és a dir

N(Up, V) C N(Ul, V1) N N (Us, VQ),

d’on es dedueix que N7 és un filtre. Com que qualsevol interseccié finita d’elements de N7 torna a
ser un element d’aquesta familia tenim que T x - - - x T és feblement barrejant per a tot n > 2. O

Aixi com els conceptes de conjunt infinit o cofinit sén coneguts, necessitem introduir el concepte
de grandaria corresponent a la propietat feblement barrejant, és a dir, el de ser un conjunt gros.
Aquest és equivalent a que continga “intervals” de “longitud” arbitraria (veure Secci6 B.1).

Definicié 1.4.8. Siga A C Ny. Direm que A és un conjunt gros (thick), si per a cada m € N
existeix © € A de manera que [z, +m] C A.

Teorema 1.4.9 ([32, Teorema 1.54]). Un sistema dinamic T : X — X és feblement barrejant
si i només si tot conjunt de N és gros.

Demostracio. SiT és feblement barrejant, donats U,V C X dos oberts no buits i m € N el conjunt
T~F(V) és un obert no buit per a cada k = 0, 1, ..., m. Pel teorema de Furstenberg N7 és un filtre,
i per tant existeix n € Ny amb

n e ﬁ N(U, T*v)),
k=0

d’on obtenim [n,n +m| C N(U,V).

Per veure que la condicié de tindre els conjunts de retorn grossos és suficient afirmem que: donats
U,V,W C X oberts no buits llavors N(U, V)N N(U,W) # (). En efecte, existeix m € N(V, W) per
ser aquest conjunt gros, i podem considerar ’'obert no buit Vy = V. NT~"(W). Llavors existeix
n € Ny de manera que [n,n+m| C N(U,Vp), i per tant, existeix z € U amb T"z € 1, que implica
Ty =TTy € T™(Vy) C W, és a dit, n+m € N(U, V)N N(U,W).

Finalment, si Uy, U, V1, Vo C X s6n oberts no buits existeix k € N(Uy,Us) N N (U, Va), i per
tant U = U; N T7F(Us) i T~*(V4) sén oberts no buits. De nou emprant I’afirmacié del paragraf
anterior existeix I € N(U, Vi) N N(U,T~%(V3)), i per tant existeix z € U amb T'z € T~*(1%).
Deduim T*z € Uy i T'T*z = TFTle € Va, és a dir, [ € N(Uy, Vi) 0 N (Us, Va). O

1.5 Ergodicitat Topologica

A continuacié introduim una nova noci6 relacionada amb la transitivitat topologica i la grandaria
dels conjunts de la familia N7, aquesta vegada definint el concepte directament des del punt de
vista dels propis conjunts de retorn. Necessitarem el concepte de conjunt sindetic.
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Definicié 1.5.1. Siga A C Ny. Direm que A és un conjunt sindétic (syndetic), si existeix m € N
de manera que per a tot x € Ny es compleix [z, x +m] N A # (.

L’anterior definicié és equivalent a que el conjunt A tinga “forats” o “buits” acotats. Es clar
que A és sindetic si i només si Ny \ A no és gros (veure Secci6 B.1).

Definicié 1.5.2. Direm que un sistema dinamic 7' : X — X és topologicament ergodic si, per a
cada parell U,V C X d’oberts no buits el conjunt de retorn N(U,V) és sindetic. En aquest cas
direm que l'aplicacié T és topologicament ergodica.

Aplicant el lema 1.2.5 obtenim:

Proposicié 1.5.3. L’ergodicitat topologica es conserva per quasi-conjugacio.

Estem en condicions d’exposar les relacions que existeixen entre les propietats introduides en
aquest primer capitol. Encara que moltes de les implicacions sén obvies per la grandaria del
conjunts de N7, també podem relacionar el caos amb ’ergodicitat topologica.

Proposicié 1.5.4 ([32, Exercici 1.5.6]). Siga T : X — X un sistema dinamic. Si T és caotica,
llavors és topologicament ergodica.

Demostracio. Si T és caotica i considerem U,V C X oberts no buits existeix k € N(U,V). Per
la densitat dels punts periodics existeix n € N i x € Per,(T) N (U N T‘k(V)), d’on deduim que
k+j-ne N(UV) peratot j €N, ésadir, N(U,V) és sindetic. O

Les relacions entre les propietats descrites en aquest primer capitol es recullen en la Figura 1.1.

Caos (Devaney) Barrejant

N

Ergodicitat topologica Feblement Barrejant

N/

Transitivitat Topologica

Figura 1.1: Relacions entre les propietats introduides en el capitol 1.

Per altra banda, també podem observar com es comporten aquestes propietats des del punt de
vista del producte de sistemes dinamics. La majoria de relacions es dedueixen de la conservaci
per quasi-conjugacié que hem anat enunciant a les seccions previes.
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Proposicié 1.5.5 ([32, Proposicié 1.42]). Siguen T : X — X ¢ S : Y — Y dos sistemes
dinamics. Es compleizen les segiients afirmacions:

(a) SiT x S és topologicament transitiva, llavors T © S son topologicament transitives.
(b) SiT x S té una orbita densa, llavors T i S tenen una orbita densa.

(c
(d

Si T x S és caotica, llavors T i S son caotiques.

SiT x S és feblement barrejant, llavors T i S son feblement barrejant.

(e) SiT x S és topologicament ergodica, llavors T i S sén topologicament ergodiques.
(f) T x S és barrejant si i només si T i S son barrejants.

g) SiT és topologicament transitiva i S €s barrejant, llavors T x S és transitiva.

)
)
)
)
)
)
(&)
(h)

Si T és topologicament ergodica i S és feblement barrejant, llavors T x S és transitiva.

Demostracié. Per la nota 1.4.4 sabem que T i S sén quasi-conjugades a T' x S. Els apartats (a),
(b), (c), (d), (e) i la implicaci6é cap a la dreta de (f) es dedueixen de la conservacié d’aquestes
propietats per quasi-conjugaci6 (veure Proposicions 1.2.6, 1.2.10, 1.3.8, 1.4.6, 1.5.3 1 1.4.2).

Per a laltra direccié de (f) i les afirmacions (g) i (h), notem que donats dos oberts no buits
U,V C X XY, existeixen oberts no buits U;,V; C X iUy, Vo CY amb Uy xUs CU iV x Vo CV,
d’on obtenim Np(Uy, Vi) N Ng(Ua, Vo) C N(U,V) ja que per a cada n € Ny tenim

(T X S)n(Ul X UQ) N (V1 X VQ) = (Tn(Ul) N Vl) X (Sn(UQ) N VQ)

En particular, la interseccié de dos conjunts cofinits (en el cas de (f)) és un conjunt cofinit, i per
altra banda la interseccié d’un conjunt infinit amb un cofinit (en el cas de (g)) i d’un conjunt
sindeétic amb un gros (en el cas de (h)) sempre és no buida (veure Proposici6 B.1.3(a)). O

1.6 JF-transitivitat

Fins ara, les propietats d’un sistema dinamic 7" : X — X que hem vist relacionades amb la
transitivitat topologica, és a dir, excepte el caos de Devaney, seguien la idea de garantir que
conjunts de Ny foren no buits (o infinits), cofinits, grossos o sindétics. En general, donada una
collecci6 de conjunts F C £ (Ny) complint alguna propietat determinada podem pensar en exigir
la inclusi6 Np C F. Aquest és el cas de la F-transitivitat tal com es defineix en [J], on F sera
una familia de Furstenberg. En aquest capitol, inclourem tnicament les definicions estrictament
necessaries sobre families de Furstenberg. Per a un major estudi es pot veure la seccié B.3.

Direm que F C Z(Np) és una familia de Furstenberg o simplement una famdlia, si per a tot
A € F es compleix que A és infinit, i que si A C B C Ny llavors B € F (veure Definicié B.3.1).
Recordem que

Np={ACNy : existeixen U,V C X oberts no buits amb Np(U,V) C A},

i per tant N sera una familia si i només si T' és topologicament transitiva (Proposicié 1.2.8). Per
altra banda, donada una familia F denotarem per F* la familia dual, que és la colleccié de conjunts

F*:={A C Ny infinit : AN B # 0, per a tot B € F}.

Seguint [9] donem la definicié de F-transitivitat.
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Definicié 1.6.1. Donada una familia de Furstenberg F, direm que un sistema dinamic T : X — X
és F-transitiu si, per a cada parell U,V C X d’oberts no buits el conjunt N(U, V) € F. En aquest
cas direm que D’aplicacié T és F-transitiva.

Nota 1.6.2. L’anterior definicié és equivalent a Ny C F. Considerant la familia F adequada
podem recuperar les definicions que hem donat en aquest primer capitol. Per exemple, si prenem:

(a) Z={A C Np: A és infinit}, llavors la Z-transitivitat és exactament la transitivitat topologica.
(b) ¥ = {A C Ny : A és cofinit}, un sistema dinamic és Z*-transitiu si i només si és barrejant.
(¢) T ={A CNy: A és gros}, la T-transitivitat és equivalent a la propietat feblement barrejant.

(d) § ={A C Ny : A és sindetic}, obtenim que la S-transitivitat és 1 ergodicitat topologica.
Altres families i les seues propietats s’han introduit a les seccions B.1, B.2 i B.3.

Es clar que si tenim la inclusié /7 C F» entre dues families i T és Fi-transitiva llavors també és
Fo-transitiva. Pero, com veurem en la nota 2.4.2(d), per a algunes families es compleix el contrari,
és a dir, que T siga Fo-transitiva pot implicar la Fj-transitivitat. Donada una familia F podem
considerar la subfamilia:

F:={ACNp:donat N € Ny existeix B € F amb (B +[-N,N]) NNy c A}.

Aquesta subfamilia sera d’especial importancia quan estudiem sistemes dinamics lineals, sent la
base del criteri de F-transitivitat (Teorema 2.4.4). Com F C F, tota aplicacié6 F-transitiva és
també F-transitiva. Incloem a continuacié una especie de reciproc.

Lema 1.6.3 ([9, Lema 2.3]). Siga F una familia i T : X — X un sistema dinamic F-transitiu.
Les segiients afirmacions son equivalents:

(i) T és feblement barrejant;

(ii) T és F-transitiva.

Demostracid. (i) = (ii) Pel teorema de Furstenberg (Teorema 1.4.7) N és un filtre, i per tant
donats dos oberts no buits U,V € X i N € Ny existeixen oberts U’, V' € X amb

NU', V') c N(T"™U),V)nNU,T"™(V)), peram =0, ..., N, (1.1)

ja que per transitivitat els conjunts 7~ (U) i T~™(V') s6n oberts no buits per a cada m =0, ..., N.
Per ser T una aplicacié F-transitiva tenim N(U’,V') € F, i emprant lequacié (1.1) és clar que
(N(U",V')+[-N,N])NNy C N(U,V) d’on obtenim N(U,V) € F i T és F-transitiva.

(ii) = (i) Estem suposant N C F. Tot element de F és un conjunt gros, i per tant el teorema
1.4.9 ens assegura que T és feblement barrejant. O

Definicié 1.6.4. Donada una familia de Furstenberg F, direm que un sistema dinamic 7" : X — X
és hereditariament F-transitiu si, per a cada parell U,V C X d’oberts no buits i cada A € F, el
conjunt N(U,V)N A € F. En aquest cas direm que V'aplicacié T és hereditariament F-transitiva.
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Nota 1.6.5. Denotant el producte de dues families Fy i Fo com Fy1-Fo := {ANB: A € Fi,B € Fa}
(veure Definici6 B.3.4), Panterior definici6 equival a Ny - F:={ANB: A€ Np,Be F} C F.

Es clar que tota aplicacié hereditariament F-transitiva és també F-transitiva i F*-transitiva,
ja que Np € FNF*. De fet, si F és un filtre, és a dir, F - F C F (veure Definicié B.3.6), els
conceptes de F-transitivitat i hereditaria F-transitivitat son equivalents com mostrem a la segiient
proposicié. Abans de demostrar aquest fet és recomanable veure la seccié B.3, on s’inclou:

(a) Per a tota familia F es compleix F** := (F*)* = F (Nota B.3.2).

(b) Una familia F és de particié reqular, si per a cada A € F i cada parell A1, A2 C Ny amb
A= A1 UA; existeix i € {1,2} amb A; € F (Definici6 B.3.8).

(¢c) Una familia F és de partici6 regular si i només si F* és un filtre, i també si i només si es
compleix la inclusié F - F* C F (Lema B.3.10).

Proposicié 1.6.6 ([9, Proposicié 2.7]). Siga T : X — X una aplicacié continua en un espai
metric complet i separable X, sense punts aillats.

(a) Si F és una familia de particié regular, les segiients afirmacions son equivalents:

(i) T és F*-transitiva;

(i

(iii

T és hereditariament F*-transitiva;
T és hereditariament F-transitiva,

)
)
)
) DaA(T) :={x € X : {T"z:n € A} = X} és un conjunt Gs dens per a cada A € F.

(iv
(b) Si F és un filtre, les segiients afirmacions son equivalents:

(i
(i

(iii

T és F-transitiva;
T és hereditariament F-transitiva,
T

)
)
) T és hereditariament F*-transitiva;

(iv) DA(T) :={x € X : {T"z:n € A} = X} és un conjunt G5 dens per a cada A € F*.

Demostracié. Una familia és de particié regular quan la familia dual és un filtre (Lema B.3.10), i
per tant és suficient demostrar (a) ja que (b) és simetric. Veiem primer 'equivaléncia de les tres
primeres condicions: si suposem (i), és a dir Ny C F*, llavors per ser F* un filtre tenim que
Np - F* C F*- F* C F* que implica (ii), i també Np - F C F*- F C F (Lema B.3.10(b)) que
implica (iii). A més, per la nota 1.6.5 s’obté que tant (ii) com (iii) impliquen (i).

(i) = (iv) Argumentant com al teorema de Transitivitat de Birkhoff (Teorema 1.2.9), donada
{Up }nen una base numerable de la topologia i A € F tenim

DA(T) = ) (U Tm<Un)>7

neN \meA
que per la continuitat de 7' i la F*-transitivitat és una interseccié numerable d’oberts densos. Com
X és complet, pel teorema de Baire (Teorema A.1.7) sabem que D4(T) és un Gs dens.

(iv) = (i) Donats dos oberts no buits U,V C X i A € F, per densitat existeixen x € D4 (T)NU
ine€ Aamb Tz € V d’on obtenim n € N(U,V)NA#0, és adir, NU,V)e F*iNp C F*. U
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Nota 1.6.7. Es convenient remarcar que el teorema anterior no és una generalitzacié del teorema
de Transitivitat de Birkhoff (Teorema 1.2.9). En efecte, si apliquem el teorema anterior a la familia
de conjunts infinits Z, que és de particié regular, llavors la familia Z* és la colleccié de conjunts
cofinits, que és un filtre, i obtenim ’equivalencia:

(i) T és barrejant;

(ii) Da(T) :={z € X : {Trx:n € A} = X} és un G, dens per a cada A C Ny conjunt infinit.

Finalitzem la secci6 i el capitol amb la conservacié per quasi-conjugacié i les propietats produc-
tives de la F-transitivitat.

Proposicié 1.6.8. Per a cada familia de Furstenberg F C P (Ny), la F-transitivitat, hereditaria
F-transitivitat © F-transitivitat es conserven per quasi-conjugacio.

Demostracié. Es conseqiiencia del lema 1.2.5(a). O

Proposicié 1.6.9 ([9, Proposicié 3.5]). Siguen F una familia i T; : X; — X; per a1 <i<m
una colleccio de sistemes dinamics. Es compleixen les segiients afirmacions:

(a) Si Ty x Ty és F-transitiva, llavors Ty i Ty son F-transitives.
(b) Si Ty és F-transitiva i Ty és F*-transitiva, llavors Th x Ty és topologicament transitiva.

(c) SiF és un filtre, aleshores Ty X - -+ X Ty, és F-transitiva si i només si T; és F-transitiva per a
cada 1 <171 <m.
Demostracié. (a) Per la nota 1.4.4 sabem que T; i T sén quasi-conjugades a T} x Ty i podem

aplicar la proposicié 1.6.8.

(b) Donats dos oberts no buits U, V' C X x Xy, existeixen oberts no buits Uy, Vi C X1 1Us, Vo C Xo
amb Uy x Uy C U 1 V7 x Vo C V5 d’on obtenim @ 7& NTl(UhVI) ﬂNT2(U2,V2) C N(U, V)

(c) De nou per la nota 1.4.4 sabem que per a cada 1 < i < m l'aplicaci6 T; és quasi-conjugada
al] x--- x 1T, via ¢;, la projeccié i-esima. Per tant, sols hem de comprovar el cas en que
cada T; és F-transitiva. Donats dos oberts no buits U,V C [[;; X;, existeixen oberts no buits
U;,V; C X, per a cada 1 <17 < m complint

[[U:icU,itambe [[VicV,
i=1 i=1
d’on es dedueix que N(U,V) D Nix, N1, (U;, Vi) € F, per ser un filtre. O

Nota 1.6.10. Emprant ’anterior proposicié podem recuperar els resultats de la proposicié 1.5.5
que no involucren el caos de Devaney. En particular, de ’apartat:

(a) es poden deduir els apartats (a), (d) i (e) de la proposicié 1.5.5.
(b) es poden deduir els apartats (g) i (h) de la proposici6 1.5.5, ja que T* = S (Exemple B.3.3(a)).

(c) es pot deduir 'apartat (f) de la proposicié 1.5.5, ja que Z* és un filtre.

Tornarem a parlar de F-transitivitat, pero, per a sistemes dinamics lineals on estudiarem el
concepte de F-operador (veure Secci6 2.4).
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Capitol 2

Dinamica Lineal

En aquest segon capitol reescriurem els conceptes sobre sistemes dinamics anteriorment introduits,
pero, des del punt de vista de la Dinamica Lineal, és a dir, considerant sistemes dinamics lineals que
seran aquells per als quals 'aplicacié que defineix dit sistema, és una aplicacié lineal. Un exemple
natural d’aquest tipus d’aplicacié seria el simple fet de prendre derivades

D:fef,

sobre ’espai de funcions enteres (Exemple A.3.11), aplicaci6 lineal de gran importancia en el camp
de ’Analisi Matematic. En aquest cas i emprant la notacié introduida al primer capitol, la funci
exponencial és un punt fixat de I'operador D i les funcions sinus i cosinus sén punts 4-periodics.
La linealitat d’una aplicacié tnicament té sentit si I’espai subjacent, a més de I'estructura d’espai
metric (o topologic), té una estructura lineal, és a dir, si es tracta d’un espai vectorial topologic.
Desenvoluparem la teoria sobre F-espais, els quals introduim entre la primera seccié d’aquest capitol
ila secci6 A.3, ja que generalitzen els conceptes d’espai de Hilbert, Banach i Fréchet (veure Exemples
A.2.51 A.3.8), on apareixen el exemples més naturals d’operadors hiperciclics (Exemple A.3.11).

A la segona seccié introduim el concepte de hiperciclicitat (Definici6 2.2.1) i exposem els detalls
més rellevants sobre aquesta, incloent el criteri de Kitai (Teorema 2.2.7) i el criteri de hiperciclicitat
(Teorema 2.2.8). A la tercera revisem el concepte de caos lineal (Definici6 2.3.1), demostrant algunes
de les relacions d’aquesta propietat amb l'ergodicitat topologica (Proposicié 2.3.9).

A la quarta seccié seguim amb la F-transitivitat que haviem exposat al capitol anterior, pero,
des del punt de vista dels F-operadors (Definici6 2.4.1) incloent el criteri de F-transitivitat de [9]
(Teorema 2.4.4). A I'iltima secci6 revisem les generalitzacions de la hiperciclicitat més importants,
i seguint [3] incloem la F-hiperciclicitat per a conjunts de hiperciclicitat F (Definicié 2.5.3).

2.1 Sistemes Dinamics Lineals

Un espai vectorial topologic és un espai vectorial X sobre el cos d’escalars K = R o C, dotat amb
una topologia de Hausdorff, de manera que les operacions suma de vectors i producte per un escalar

+ @ XxX—X, (r,y—z+y,
KxX —X, (\z)— Az, (2.1)

siguen continues. El mode més estandard d’introduir una topologia d’aquest tipus en un espai
vectorial X és mitjancant una norma, que usualment és denotada per || - ||. En aquest cas, la
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topologia ve induida per la meétrica d (invariant per translacions) obtinguda a partir de la férmula
d(xz,y) = ||z — y|| per a cada z,y € X. La continuitat de les operacions anteriors es dedueix de les
propietats de la norma

I +y) =@+l < o=l +Ily =yl
Az = Nafl| < A [l = 2[4 A= X - 2]l

En aquest cas els espais resultants sén localment convezos (veure Definicié A.2.1), 1 si X és complet
amb la metrica d es diu que X és un espai de Banach. Si a més la norma ve donada per un producte
escalar, direm que X és un espai de Hilbert. Encara que I'estudi d’aquests tipus d’espai és habitual
en els graus de matematiques, hem inclos la definicié de norma i alguns exemples a la seccié A.2.

Un cas més general i menys conegut és quan la topologia s’introdueix amb una F-norma, és a
dir, quan sobre 'espai vectorial X definim un funcional || - | : X — Ry que per a cada z,y € X i
A € K compleix

(@) [z +yll < llzll +llyll;

(i) [IAzf] < flzf} si |A] < 1;

) Tim Dl = 0:
(iii) lim [[Az] = 0;
(iv) ||z|| = 0 si i només si z = 0.

Com al cas de les normes, la topologia ve induida per la metrica d (invariant per translacions)
obtinguda a partir de la féormula d(x,y) = || — y|| per a cada x,y € X, i la continuitat de les
operacions (2.1) és dedueix quasi igual que al cas de les normes, emprant ara les propietats (i) (ii)
i (iii) de les F-normes. Si X és complet amb la meétrica d es diu que X és un F-espai.

De les propietats (i) i (ii) anteriors es dedueix [[Az|| < (JA\|+1)||z| peratot x € X i A € K. Amb
aquesta ultima propietat, el concepte de F-norma permet donar moltes proves per a F-espais quasi
com si treballarem en un espai de Banach, parant atencié i anant amb compte quan s’empra la
propietat d’homogeneitat de les normes. Obviament, tota norma és una F-norma, perd, els F-espais
no sén necessariament espais localment convexos (veure Exemple A.3.3).

Un cas particular de F-espai sén els espais de Fréchet. En aquests, la F-norma de l'espai X
es defineix amb una successié creizent de semi-normes {p, }>>; amb la propietat addicional que si
pn(x) = 0 per a tot n € N llavors = 0, és a dir, la successié de semi-normes separa punts de
lespai (veure Definicié A.3.4). Llavors

o0

ol = 3 gz min{1, ()},
n=1
és una F-norma (veure Proposicié A.3.7). Els espais de Fréchet si sén localment convexos, i a
més, tot espai de Banach és un espai de Fréchet (veure Exemple A.3.8(a)). A la seccié A.3 hem
desenvolupat una introduccié més detallada sobre F-espais i espais de Fréchet en la que revisem els
conceptes de F-norma, alguns resultats basics i exemples sobre aquests tipus d’espai.

Incloem a continuacié un lema basic que emprarem en diversos punts del capitol. Donats
A, B C X dos subconjunts d’un espai vectorial X, denotem per A+ B:={a+b:a € A,b€ B} la
suma algebraica de A i B.

Lema 2.1.1. Siga X un espai vectorial topologic, i U,V C X un parell d’oberts no buits. Per a
cada x € U iy €V podem trobar dos oberts no buits U, V, C X ambx € U, iy €V, i un entorn
W del vector 0 € X complint U, + W C U iV, +W C V.
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Demostracié. La continuitat de 'aplicaci6 suma, + : X xX — X, que porta cada (x1, z2) — z1+x2,
les igualtats t + 0 =z iy + 0 =y, iel fet que U i V sén entorns de = i y respectivament, ens
assegura l'existencia d’un entorn obert U, de z, un entorn obert U, de y i dos entorns W, i W,
oberts del 0 complint U, + W, C U i V,, + W, C V. El resultat s’obté prenent W := W, NW,. [

Amb aquestes condicions i per poder parlar de sistemes dinamics lineals solament ens queda
introduir el concepte d’operador. Encara que podriem treballar amb espais vectorials topologics,
ens limitarem a parlar de sistemes dinamics lineals on I'espai vectorial subjacent és un F-espai.

Definicié 2.1.2. Siguen X i Y dos F-espais. Direm que una aplicacié T : X — Y és un operador
si és lineal i continua. Denotarem per L(X,Y) 'espai d’operadors de X a Y. Si Y = X direm que
T és un operador sobre X, i en aquest cas escriurem L(X) = L(X, X).

Definicié 2.1.3. Un sistema dinamic lineal és un parell (X,T) format per un F-espai X i un
operador T : X — X.

Igual que amb els sistemes dinamics discrets (Definici6 1.1.1) usualment denotarem un sistema
dinamic lineal per T : X — X o T, i simplement direm que T : X — X és un operador. Com
que estem interessats en l’existéncia d’orbites denses usualment suposarem els F-espais amb els
quals treballem sén separables. Introduim ara la notacié que emprarem per al producte entre dos
sistemes dinamics lineals, i per a l’espai producte entre dos F-espais.

Nota 2.1.4. Considerem T': X — X i §:Y — Y dos sistemes dinamics lineals, on X i Y sén dos
F-espais amb topologies engendrades per les F-normes || - ||x i || - ||y respectivament. Recordant la
definicié 1.4.3, denotarem el sistema dinamic producte de T i S per

TeS: XaY — XaY,

on (T'® S)(z,y) = (Tx,Sy),i X®Y ={(z,y) : v € X,y € Y} és la suma directa dels espais X i
Y, que amb la topologia engendrada per la F-norma

(@, y) = llzllx +[lylly, per a cada (z,y) € X @Y,

torna a ser un F-espai.

Per concloure la seccié demostrem un lema fonamental que emprarem en diverses parts del
capitol i que ens recorda que tota aplicacié lineal té el vector 0 com a punt fix.

Lema 2.1.5. Siguen T : X — X un operador, W un entorn del 0 € X ¢ N € Ng. Llavors existeix
Wy C X entorn obert del 0 de manera que T™(Wy) C W per a cada n =0,...,N.

Demostracio. Prenent I’obert no buit U := int(W) que conté al 0 € X, per la linealitat i continuitat
de T tenim que el conjunt

N
Wy = ﬂ T ™(U), compleix T"(Wx) C U C W per a cada n =0,..., N,

n=0

i és un entorn obert del 0 € X. O

Curs 2019-2020. Recurréncia Freqiient en la Dinamica d’Operadors Pagina 17



Antoni Lépez-Martinez UNIVERSITAT POLITECNICA DE VALENCIA

2.2 Hiperciclicitat

Tal com hem vist al primer capitol 'existéncia d’una orbita densa és una propietat important en
sistemes dinamics. En el cas dels sistemes dinamics lineals aquesta rep un nom propi.

Definicié 2.2.1. Direm que un operador T : X — X és hiperciclic, si existeix x € X, 'orbita
del qual respecte de T siga densa en X. En aquest cas, direm que x és un vector hiperciclic de T.
Denotarem per HC(T') el conjunt de vectors hiperciclics de T'.

L’origen d’aquesta terminologia es deu a que en un principi es van estudiar els vectors ciclics,
en relacié al problema del subespai invariant. Més tard aparegueren, amb una propietat més
restrictiva, els vectors superciclics.

Definici6é 2.2.2. Siga T : X — X un operador. Direm que x € X és un wvector ciclic de T, si
Iexpansi6 lineal de la seua orbita
LIN{T"z : n € Ny},

és densa en X. Direm que x € X és un vector superciclic de T, si la projeccié de la seua orbita
{A\T"z :n € Np, A € K},

és densa en X. Els operadors que tenen un vector ciclic (o superciclic) sén anomenats operadors
ciclics (o superciclics).

Aquestes definicions van suggerir el nom de hiperciclic per a aquells vectors amb la propia orbita
densa. El problema del subespai invariant, que actualment continua obert, qiiestiona si tot operador
sobre un espai de Hilbert separable té un subespai tancat i invariant que no siga el trivial {0}, o
lespai total. Obviament, si T : X — X és un operador, el subespai de X tancat i T-invariant
més petit que conté a un punt donat r € X coincideix amb la clausura de ’expansio lineal de
I’orbita de x. Per tant, un operador té un subespai tancat i invariant no trivial, precisament si tot
vector no nul és ciclic. Aquest problema fou resolt en espais de Banach per Enflo [20] proposant un
contraexemple en 1975 que degut a la seua complexitat va retardar la publicacié fins 1987. De la
mateixa forma, existeix una connexi6 entre la hiperciclicitat i el problema del subconjunt invariant,
és a dir, la qiiestio de si tot operador sobre un espai de Hilbert separable té un subconjunt tancat
i invariant que no siga el trivial {0}, o I'espai total. Amb arguments similars al cas anterior és clar
que, un operador complira aquesta condicié si i només si tot vector no nul és hiperciclic. Existeixen
contraexemples en espais de Banach classics com ¢! [52].

El primer detall rellevant que hem de comentar sobre la hiperciclicitat, és que es tracta d’un
fenomen de dimensié infinita. Es a dir, si prenem un espai vectorial de dimensié N € N, i per tant,
isomorf a KV [54, Teorema 1.21], no podem trobar operadors amb orbites denses.

Teorema 2.2.3. No existeizen operadors hiperciclics en espais de dimensio finita X # {0}.

Aquest és un fet conegut i una demostracié d’aquest pot trobar-se tant en [5, Proposici6 1.1]
com en [32, Corollari 2.59]. La segona particularitat que cal recordar és que els espais vectorials
topologics (no trivials) no tenen punts aillats, i per tant, si treballem amb F-espais, que sén metrit-
zables i complets, podem aplicar tot el treball realitzat a la seccié 1.2 obtenint la versi6 del teorema
de Transitivitat de Birkhoff (Teorema 1.2.9) per a sistemes dinamics lineals.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Transitivitat de Birkhoff). Un operador T : X — X sobre
un F-espai separable X és hiperciclic si i només si és topologicament transitiv. En aquest cas, el
conjunt de vectors hiperciclics HC(T') és un conjunt Gs dens.
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També per les proposicions 1.2.10, 1.5.5(b) i la nota 2.1.4 obtenim els resultats:
Proposicié 2.2.5. La hiperciclicitat es conserva per quasi-conjugacio.

Proposicié 2.2.6. Siguen T : X — X i S:Y — Y dos operadors. Si T & S és hiperciclic, llavors
T i S son hiperciclics.

La implicacié contraria de la proposicié anterior no és certa en general, ja que en F-espais
la transitivitat topologica i la hiperciclicictat sén equivalents i si aquesta implicacié fora certa
obtindriem que tot operador hiperciclic T': X — X és també feblement barrejant prenent S =T
Pero, el problema de demostrar que no tot operador hiperciclic és feblement barrejant, proposat
per D. Herrero en 1992, fou un problema obert fins 2006 quan De La Rosa i Read van trobar
certs operadors hiperciclics i no feblement barrejants en alguns espais de Banach [19]. Més tard,
refinant la teécnica de De La Rosa i Read, Bayart i Matheron mostraren que dits operadors poden
construir-se en els espais /P, amb 1 < p < 00, i ¢p, en particular en espais de Hilbert [{]. La
complexitat d’aquests exemples indica la proximitat que hi ha entre la hiperciclicitat i la propietat
de ser feblement barrejant per a sistemes dinamics lineals.

A continuacié exposem alguns criteris “computables” baix els quals un operador és barrejant,
feblement barrejant, i per tant hiperciclic. En primer lloc presentem un criteri per a la propietat
de ser barrejant, degut a Kitai-Gethner-Shapiro; va ser obtingut per Carol Kitai en 1982 a la seua
tesi doctoral [10], i de manera independent en 1987 per Gethner i Shapiro [25].

Teorema 2.2.7 (Criteri de Kitai). Siga T : X — X un operador. Si existeizen dos subconjunts
densos X, Yy C X @ una aplicacic S : Yo — Yy de manera que per a cada x € Xg iy € Yy

(i) T"z — 0,
(ii) S"y — 0,
(iii) TSy =y,
llavors T és barrejant.

A pesar de 'aparencga técnica, aquest criteri ens diu que per verificar la hiperciclicitat d’un
operador sobre un F-espai separable sols hem de:

1. trobar un conjunt dens amb orbites respecte de T' convergents a 0;

2. trobar un conjunt dens on 7" tinga un “operador” invers per la dreta (és a dir, S), encara que
no ha de ser necessariament ni lineal ni continu;

3. que les orbites respecte de S en dit conjunt dens convergeixen a 0.

Demostracio del Teorema 2.2.7. Donats dos oberts no buits U,V C X prenem z € U N Xy i
y € V.NYy. Aleshores, per (iii) tenim

T"(xz + S™y) = T"x + y, per a cada n € Ny.
Com U i V s6n entorns de x i y respectivament, les hipotesis (i) i (ii) impliquen que existeix

N € Ny de manera que per a tot n > N es compleix ¢ + S™y € U iT"x +y € V, i per tant
{neNp:n>N} C N(U,V) és cofinit, d’on T' és barrejant. O
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Originalment, Kitai va provar que baix les seues hipotesis, si X és separable llavors T’ és un
operador hiperciclic construint mitjangant un procés recursiu un vector hiperciclic. Encara que la
demostracié que hem inclos (extreta de [32, Teorema 3.4]) és mes curta i demostra la condici6 de
ser barrejant, la construccié de Kitai és til en moltes altres ocasions on els metodes abstractes no
poden aplicar-se, per exemple en el criteri de hiperciclicitat freqiient [32, Teorema 9.9], o en alguns
casos concrets com veurem en la proposicié 2.5.5. Per altra banda, si s’estudia acuradament la
demostracié del teorema 2.2.7, és clar que podem afeblir les condicions del teorema si inicament
volem garantir la hiperciclicitat. De fet es suficient que:

1. les condicions (i), (ii) i (iii), es mantinguen unicament per a una subsuccessié {n;}32; C N en
lloc de fer-ho per a la successié completa {n}>2 ;;

2. les iteracions S™ : Yy — Yy d’una tnica aplicacié poden ser reemplacades per una successié
arbitraria S, : Yy — X;

3. la condicié (iii), és a dir, que S siga l'invers per la dreta de T en Yj, pot ser substituida per la
condicié asimptotica T™S,y — y per a cada y € Y.

Amb aquestes observacions Bés i Peris obtenen en 1999 el criteri de hiperciclicitat [10].

Teorema 2.2.8 (Criteri de hiperciclicitat). Siga T : X — X un operador sobre un F-espai
separable X . Si existeixen dos subconjunts densos Xo, Yy C X, una successié creixent de naturals
{nk}32, C N iper a cada k € N una aplicacio Sy, : Yo — X tal que per a cada v € Xo iy € Yy

(i) T™z — 0,
ii) Sp,y — 0,
Y

(iii) T™ S,y — v,
llavors T és feblement barrejant, © en particular hiperciclic.

Demostracié. Donats quatre oberts no buits Uy, U, Vi, Vo C X prenem x; € U;jNXgiy; € V;NYy
per a cada j = 1,2. Emprant (i) i (iii) sabem que

T™ (x; 4+ Spyj) = T x; + TSy, y; — yj, per a cada j = 1,2.

Emprant també (ii), existeix un ky € N de manera que per a cada k > ko, es compleix x;+5S,, y; € U;
i T x; + TS, y; € V; per a cada j = 1,2, i per tant {n; : k > ko} C N(U1, Vi) N N(Usz, Va),
d’on T és feblement barrejant i en particular hiperciclic. O

En aquest mateix article [10], Bés i Peris van demostrar que un operador és feblement barrejant
si i només si compleix el criteri de hiperciclicitat, i plantejaren la pregunta de si tot operador
hiperciclic compleix dit criteri. De nou apareix la proximitat entre els conceptes de hiperciclicitat
i feblement barrejant en dinamica lineal, que com hem comentat abans va ser resolta en 2006 per
De La Rosa i Read [19]. A la seccié 2.4 inclourem la generalitzacié d’aquests criteris en termes de
F-transitivitat i F-operadors per a una familia de Furstenberg F complint certes propietats.

Per tancar la secci6 i seguint [32] incloem la resposta a una pregunta que sorgeix de manera
natural: com de gran és el conjunt de vectors hiperciclics d’'un operador hiperciclic? Pel teorema de
Transitivitat de Birkhoff sabem que HC(T') és un conjunt Gs dens. Aquest fet implica el sorprenent
resultat que per a un operador hiperciclic tot vector és una suma de dos vectors hiperciclics.
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Proposicié 2.2.9 ([32, Proposicié 2.52]). Siga T : X — X un operador hiperciclic. Llavors
X =HC(T) + HC(T),

és a dir, tot vector de X es pot expressar com a suma de dos vectors hiperciclics.

Demostracié. Donat z € X DPaplicacié ¢, : X — X que porta cada z € X al vector ¢,(z) =2 — 2
és bijectiva, continua i la seua propia aplicacié inversa. Per ser ¢, un homeomorfisme deduim que
¢ (HC(T)) = x — HC(T') és de nou un conjunt G dens i pel teorema de Baire (Teorema A.1.7)
tenim que la intersecci6 HC(T') N (x — HC(T')) és no buida. Per tant, x € HC(T') + HC(T). O

2.3 Caos Lineal

Tal com s’ha estudiat en el capitol anterior el caos de Devaney (Definici6 1.3.7), demanava la
transitivitat topologica i la densitat del conjunt de punts periodics. Emprant la versi6 lineal del
teorema de Transitivitat de Birkhoff (Teorema 2.2.4), podem reescriure la definicié com:

Definicié 2.3.1. Direm que un operador T : X — X és caotic (en el sentit de Devaney) si compleix
les condicions:

(i) T és hiperciclic;
(ii) T té un conjunt dens de punts periodics.

Recordem que la dependéncia sensible respecte de les condicions inicials era una conseqiiencia
del caos en espais meétrics sense punts aillats (veure Teorema 1.3.6), pero, per a operadors la hiper-
ciclicictat i en particular la transitivitat topologica és suficient per a obtindre aquesta propietat.

Proposicié 2.3.2. Siga T : X — X un operador topologicament transitiu. Llavors T té dependén-
cia sensible respecte de les condicions inicials amb qualsevol métrica invariant per translacions que
definisca la topologia de X.

Demostracio. Siga d una metrica invariant per translacions que definisca la topologia de X. Donats
€,0 > 0 arbitraris, podem considerar els oberts

U:={2€X:d(0,2) <e},itambé V :={z € X : d(0,2) > ¢}.

La transitivitat topologica garanteix l'existencia de z € U i n € Ny de manera que 7"z € V', i per a
cada x € X, prenent y := x+z es compleix d(x,y) = d(0,2) < eid(T"x,T"y) =d(0,T"z) > 6. O

Nota 2.3.3. (a) El caos de Devaney ha sigut acceptat de manera general en Dinamica Lineal.
Pero, existeixen altres definicions de caos, com per exemple el caos en el sentit d’Auslander i
York on un sistema dinamic 7' : X — X és caodtic si és topologicament transitiu i té dependéncia
sensible respecte de les condicions inicials. Per la proposicié anterior tot operador hiperciclic
és caotic en el sentit d’Auslander i York.

(b) Donada una aplicacié lineal sobre un espai vectorial T : X — X, el conjunt de punts periodics
de T és un subespai vectorial de X. En efecte, si z,y € X sén periodics amb T"z = x i
T™y =y per a n,m € N llavors T""(ax + By) = a(T")"z + S(T™)"y = az + By per a cada
a, B € K, iper tant ax + By és de nou un punt periodic. En particular, si el cos d’escalars és C,
es pot obtindre una caracteritzacié dels punts periodics en termes de vectors propis associats
a cert tipus de valors propis unimodulars.
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Proposicié 2.3.4 ([32, Proposicié 2.33]). Siga T : X — X wuna aplicacié lineal sobre un espai
vectorial compler X. Llavors el conjunt de punts periodics de T ve donat per

Per(T) = LIN{z € X : Tz = ¢*™x, per a algun a € Q}.

Una conseqiiencia d’aquesta caracteritzacié purament algebraica és que, per a un operador, una
gran quantitat de vectors propis (adequats) implica el caos. Parlem del criteri de Godefroy-Shapiro
establert en 1991 per aquests dos autors [25].

Teorema 2.3.5 (Criteri de Godefroy-Shapiro). Siga T : X — X un operador sobre un F-espai
separable X . Si els subespais

Xo:=LIN{z € X : Tz = Az, per a algun A € K amb |\| < 1},
Yo :=LIN{z € X : Tz = Az, per a algun A € K amb |\| > 1},

son densos en X, llavors T és barrejant, i en particular hiperciclic.

St a més, X és un espai vectorial complex i també el subespai
Zy:=LIN{z € X : Tz = "™z, per a algun o € Q},

és dens en X, aleshores T és caotic.

Demostracio. Veiem que es compleixen les hipotesis del criteri de Kitai (Teorema 2.2.7) per a una
successié d’aplicacions Sy, : Yy — X. En efecte, donats x € X i y € Y aquests poden expressar-se
com

m m

T = Z TR, 1 també y = Z Bk (2.2)

k=1 k=1
on es compleix Tz = \pxg 1 Tyr = uryk, per a certs escalars ag, Ag, Bk, ur € K, amb [\g| < 11
|ug| > 1 per a cada k= 1,...,m. A més, podem definir S, : Yo — X com l'aplicacié

m
1
Spy = Z Br— Yk, Per a cada y expressat com en (2.2).
— .
k=1

Llavors és clar que T"x — 0, S,y — 01 T™S,y = y. Si a més Z; és dens, per la proposici6 2.3.4
Zy = Per(T) i tenim un conjunt dens de punts periodics. O

Per tancar la seccid, demostrem una propietat addicional del caos lineal que en general no es
presenta en sistemes dinamics no lineals: el producte de dos sistemes dinamics lineals caotics és
de nou caotic. Coneixent la relaci6 entre el caos i I'ergodicitat topologica (veure Proposicié 1.5.4),
comencarem per demostrar que l'ergodicitat amb linealitat implica que els elements de la familia
de conjunts de retorn N siguen més grans que Unicament sindétics (veure Definicié 1.5.2), en
particular seran grossament sindétics.

Definicié 2.3.6. Siga A C Ny. Direm que A és un conjunt grossament sindétic (thickly syndetic),
si per a cada m € N existeix un conjunt sindetic A4,, C Ny complint 4,, + [0, m] C A.

Parlant informalment, la definicié anterior és equivalent a que el conjunt continga a “distancia”
acotada, “intervals” de nombres naturals de cada “longitud” fixada (veure Seccié B.1).

Proposicié 2.3.7 ([32, Exercici 2.5.4]). Siga T : X — X wun operador. Es compleizen les
segiients afirmacions:
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(a) Siper a cada U C X obert no buit i cada W C X entorn del vector 0 € X el conjunt N(U, W)
és sindétic, llavors tots aquests conjunts son grossament sindétics.

(b) Siper a cada U C X obert no buit i cada W C X entorn del vector 0 € X el conjunt N(W,U)
és sindétic, llavors tots aquests conjunts son grossament sindétics.

(¢) T és topologicament ergodic si i només si tot conjunt de Ny és grossament sindétic.

Demostracié. Siguen U C X un obert no buit, W C X un entorn del vector 0 € X i m € N
arbitrari. Pel lema 2.1.5 podem trobar W, entorn obert del 0 € X complint 7" (W,,,) C W per a
cada n =0,...,m. Aleshores tenim

N(U, W)+ [0,m] € N(U,W), i (N(Wp,U) —m) N No) + [0,m] € N(W,U).

Els conjunts N (U, Wy,,) i (N(W,,,,U) —m) NNy sén sindétics baix les hipotesis de (a) i (b) respec-
tivament (veure Proposicions B.2.8(e) i B.2.10(a)), i per tant es compleixen (a) i (b).

Tot conjunt grossament sindétic és sindetic (veure Proposici6 B.1.3(d)) i per tant la nova condicié
introduida en (c) és suficient per a obtindre 'ergodicitat topologica. Per veure que és necessaria,
donat un parell d’oberts no buits U,V C X, pel lema 2.1.1 existeixen oberts no buits Uy, Vi C X
i un entorn W del 0 € X de manera que Uy + W C U i Vi + W C V. Llavors per (a) i (b) els
conjunts N (U, W) i N(W, V) sén grossament sindetics, i per la proposicié B.1.3(c), la interseccié
N(U,W)Nn N(W,Vy) és un conjunt grossament sindetic. Si n € N(Uy, W) N N(W, V1) existeixen
xe Uy iy e W complint Tz € W iT"y € Vj i per tant

r+yeUh+WcCU,iT (z+y)=T"2+T"yec Vi + W C V,ésadir,ne N(U,V),
d’on es dedueix que N (U, W) N N(W, Vi) C N(U,V) és un conjunt grossament sindetic. O

Nota 2.3.8. La base de ’anterior proposicié, i principal diferencia entre els sistemes dinamics
lineals i els sistemes dinamics en general és que per a tot operador, el vector 0 sempre és un punt
fixat (veure Lema 2.1.5).

Corollari 2.3.9 ([32, Exercici 2.5.7]). SiguenT : X — X 1S :Y — Y dos operadors sobre dos
F-espais separables X,Y . Es compleixen les segiients afirmacions:

(a) T® S és topologicament ergodic si i només si T i S son topologicament ergodics.

(b) T ® S és caotic si i només si T i S sén caotics.

Demostracié. (a) Per la proposicié 2.3.7, sabem que N7, Ng C TS. Per la proposicié B.1.3(c)
sabem que 7S és un filtre. Aplicant la proposici6 1.6.9(c) deduim que T'@® S és topologicament
ergodic si i només si T 1 S sén topologicament ergodics.

(b) Si T'i S s6n caotics, per 1.5.4 sén topologicament ergodics i per (a) sabem que T @ S és
topologicament ergodic i per tant hiperciclic. Finalment, el conjunt Per(T") @ Per(S) C X @Y
és un conjunt dens de punts periodics per a T' @ S i deduim que és caotic. L’altra implicacié
és certa en general (veure Proposici6 1.5.5(c)). O

Com a comentari final d’aquesta seccié, notem que per a sistemes dinamics lineals tant el caos
com ’ergodicitat topologica impliquen la condicié de ser feblement barrejant.
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2.4 F-operadors

Continuem ara lestudi de la F-transitivitat basat en [9] que comencavem a la seccié 1.6, pero en
aquest cas, des del punt de vista de la dinamica lineal i els operadors. Recordem que a la secci6 B.3
s’inclou 'estudi del concepte de familia de Furstenberg i les definicions basiques que anem a emprar,
i que ja hem comentat a la seccié 1.6 (definicié de familia, familia dual, producte de dues families,
filtre, familia de partici6 regular, ...). Amb aquestes condicions podem reescriure les definicions de
F-transitivitat (Definicié 1.6.1) i hereditaria F-transitivitat (Definicié 1.6.4) com:

Definicié 2.4.1. Donada una familia de Furstenberg 7 C £ (Ny) i un operador T : X — X, direm
que T és un operador F-transitiu o simplement un F-operador si Ny C F. Per altra banda, direm
que T és un operador hereditariament F-transitiv si Np - F C F.

Nota 2.4.2. Considerant la familia F adequada podem recuperar les definicions estudiades sobre
transitivitat. Per exemple, si prenem:

(a) Z={A C Ny : A ésinfinit}, un Z-operador és un operador topologicament transitiu, i per tant
si X és un F-espai separable, un operador hiperciclic.

(b) Z* = {A C Ny : A és cofinit}, els Z*-operadors sén els operadors barrejants.
(c) BD; =T ={A CNy: A és gros}, un T -operador és un operador feblement barrejant.

(d) BD=S8 ={A C Ny : A és sindetic}, els S-operadors son els operadors topologicament ergodics.
Per la proposicié 2.3.7 coincidixen amb els TS-operadors encara que S ¢ TS (ja que per
exemple el conjunt de nombres parells és sindétic pero no grossament sindetic).

Altres families estudiades a les seccions B.1, B.2 i B.3 donarien com a resultat els conceptes de
A*-operador, ZP*-operador, BD;-operador, D;-operador, D-operador, Di-operador, D-operador i
BD-operador, estudiats plenament en [J] on s’estableixen relacions entre aquests.

El principal objectiu d’aquesta seccié és incloure la demostracié del criteri de F-transitivitat
desenvolupat en [9] i remarcar que aquest generalitza els criteris de Kitai (Teorema 2.2.7) i de
hiperciclicitat (Teorema 2.2.8). Donada una familia F necessitarem les definicions de F-limit, i la
subfamilia F la qual ja ha aparegut a les seccions 1.6 i B.3.

Definicié 2.4.3. Donada una familia F C Z(Ng), un F-espai X i una successié {x,}7>; C X,
direm que z € X és un F-limit de {z,}02, si {n € N:x, € U} € F per a tot entorn U C X de z.
En aquest cas escriurem
F— lim z, = z.
n—oo

Per altra banda, denotarem per

Fy = {ACNj:donat N € Ny existeix B € F amb B+ [0, N] C A},

F = {ACNp:donat N € Nj existeix B € F amb (B + [-N,N]) NNy C A}.

Notem que per ser F una familia, es compleixen les inclusions FC ﬁ_l,_ C F.

Amb les definicions anteriors incloem el criteri de F-transitivitat establit en [9]. Recordem que
als criteris de Kitai i de hiperciclicitat, donat un operador T : X — X, s’exigeix l'existencia d’un
subconjunt Xy C X dens amb orbites convergents a 0, i per altra part, una successié d’aplicacions
fent el paper d’'una espécie d’aplicacié “inversa” de 1" per a un altre subconjunt dens Yy C X.
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Teorema 2.4.4 ([9, Criteri de F-transitivitat]). Siga T : X — X un operador i F una
familia complint que F és un filtre. Si existeizen dos subconjunts densos X, Yy C X 4 aplicacions
Sn Yo — X per an €Ny, de manera que per a cada © € Xg iy € Yy

(i) F— lim T"x =0,

n—oo

(i) F — lim (Spy, T"Sny) = (0,9) € X x X,

llavors T és un f—opemdor.

Demostracio. En primer lloc notem que donat x € X es compleix
= 0
Fy nh_)rrgoT x=0. (2.3)

En efecte, per a cada entorn W del 0 € X i cada N € Ny, pel lema 2.1.5 existeix Wy entorn obert
del 0 € X complint T"(Wy) C W per acadan =0, ..., N, i per tant, N (z, Wxn)+[0, N] C N(x, W).
Per (i) tenim que per a cada N € Ny el conjunt N(z, Wy) € F i per tant N(z, W) € Fy.

Siguen U,V C X dos oberts no buits. Pel lema 2.1.1 existeixen oberts no buits Uy, V3 C X i un
entorn W del vector 0 € X de manera que Uy + W Cc Ui Vi +W C V. Donat N € Ny arbitrari
triem 2z € T"N(U) N Xpiye TNV NYy. Per (2.3) tenim N(z, W) Cc N(T-N(Uy),W) € Fy i
per tant existeix A € F complint A + [0,2N] € N(T~N(Uy), W) d’on obtenim

(A+[-N,N))NNy ¢ (N(T~N(U,),W) - N)NNy C N(U, W),

i com N és arbitrari N(Uy, W) € F.

Per altra banda, aplicant els lemes 2.1.1 i 2.1.5 trobem W5y entorn obert del 0 € X complint
y+Wony C T-N(V1)i Woy € T7"(W) per an = 0,...,2N. Per (ii) existeix A € F complint
Spy € Won iT™S,y € y+Wan peracadan € A. En particular, donat k = n+j € (A+[—N, N])NNy
ambn € Aije[—N,N] llavors j — N € [-2N,0] i tenim

S,y € Won € T9N(W), i també T"S,y € T~V (V7).
Aleshores n € N(T7=N(W), TN (V1)), d’on deduim k = n + j € N(W, V}). Per tant
(A+[-N,N])NNo € N(W, W),
i de nou com N és arbitrari deduim N (W, V1) € F. Unint el que tenim
N(U,V) > N(U, +W, Vi + W) D N(U,,W)NN(W,V}) e F- F C F,
és a dir, T' és un ]?—operador. O

Nota 2.4.5. En vista de Panterior criteri, donada una familia F és important saber si F és un
filtre. El lema B.3.14 ens garanteix aquesta propietat sempre que F - F C JF, en particular, si F és
un filtre llavors F - F C F - F C F.

Notem que no és necessari que F siga un filtre per aplicar el teorema anterior: si prenem F = S,
per definicié de conjunt grossament sindeétic F =T8S, i per la proposici6 B.1.3(c) la familia 7S
és un filtre mentre que S no ho és (veure Exemple B.3.12(a)). En aquest cas tenim les inclusions
TS-TS CTS C S complint les condicions del lema B.3.14, i per tant, tot operador que satisfa el
criteri de S-transitivitat és un 7 S-operador.
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Exemple 2.4.6. Donada una successié estrictament creixent de nombres naturals {n;}32,; C Ny
podem considerar el filtre

F :={A C Ny :existeix j € Namb {n; : k> j} C A}.

En aquest cas, el criteri de F-transitivitat coincideix exactament amb el criteri de hiperciclicitat
(Teorema 2.2.8). Recordem que Bés i Peris demostraren que complir el criteri de hiperciclicitat
caracteritza els operadors feblement barrejant [10, Teorema 2.3] en F-espais separables. Es dedueix
que per a cada operador feblement barrejant T existeix una successié estrictament creixent de
nombres naturals {n;}32; C Ng de manera que T' és un Fy-operador amb

Fo:={A C Ny : per a tot N € Ny, existeix j € Namb {n;: k> j}+[-N,N] C A}.

Si per altra banda la successi6 per a la que es compleix afirmacié anterior és {n}>2 ,, és a dir,
per a tot Ny, llavors el criteri de F-transitivitat és equivalent al criteri de Kitai.

Per finalitzar la seccid, incloem la proposicié 1.6.6 aplicada a la familia TS, caracteritzant
completament els operadors topologicament ergodics i mostrant una aplicacié de tota la teoria
desenvolupada en [9], i que hem inclos entre aquesta i la secci6 1.6.

Proposicié 2.4.7 ([9, Proposicié 5.1]). Siga T : X — X un operador. Les segiients afirmacions
son equivalents:

(i) T és topologicament ergodic;

(ii) T' és un T S-operador;

)

)

(iii) T és hereditariament T S-transitiu;

(iv) T és hereditariament PS-transitiu;
) D

(V) Da(T) :={z e X : {T"x:n € A} = X} és un conjunt Gs dens per a cada A € PS.

Demostracid. Per la proposicié B.1.3 la familia 7S és un filtre i PS = T S*. Aplicant la proposicié
1.6.6(b) a TS obtenim la equivaleéncia entre (ii), (iii), (iv) i (v). La proposicié 2.3.7(c) implica
que (i) és equivalent a (ii). Alternativament, per (i) 7' és un S-operador, pel corollari 2.3.9(a) és
feblement barrejant, i el lema 1.6.3 implica que T és un S-operador, on § = TS per definicié. [

2.5 F-hiperciclicitat

Fins ara ens hem dedicat a exposar la teoria elemental sobre Dinamica Topologica (primer capitol)
i la seua extensié natural a la Dinamica Lineal (segon capitol), parant atenci6 al context historic
en el qual sorgeix la hiperciclicitat (Definici6é 2.2.1), seguint les monografies [5] i [32], i incloent
alguns conceptes d’aparicié posterior a aquestes referéencies com la F-transitivitat [9], amb els
objectius: en primer lloc donar un caracter auto-contingut a aquesta memoria; i en segon lloc,
emmarcar aquest treball dins de la linia natural d’evolucié de la Dinamica Lineal. Es a partir
d’aquesta seccié quan comencarem amb la part central del treball, que desenvoluparem plenament
en el tercer capitol, i que tracta ’estudi de les diverses generalitzacions de la hiperciclicitat en
termes de families de Furstenberg, junt amb la recurréncia en la dinamica d’operadors hiperciclics.
En particular, introduim a continuacié els casos més importants de F-hiperciclicitat i seguint [3]
revisem el concepte de conjunt de hiperciclicitat.
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Recordem que en un sistema dinamic 7' : X — X amb (X,d) un espai meétric sense punts
aillats, un punt x € X té orbita densa si i només si per a tot obert no buit U C X el conjunt
N(z,U) és infinit (pag. 5). En particular, si es tracta d’un sistema dinamic lineal, 'operador T
és hiperciclic si existeix un vector z € X de manera que els conjunts N(x,U) sén infinits. Igual
que amb la F-transitivitat on s’exigeix que els conjunts del tipus N (U, V) estiguen en la familia
F (veure Seccions 1.6 i 2.4), podem generalitzar la hiperciclicitat exigint I'existéncia d’un vector
x € X amb els conjunts N(z,U) d’una certa grandaria.

La primera generalitzacié d’aquest tipus va ser ’aparicié dels operadors freqiientment hiperciclics
introduits en 2006 per Bayart i Grivaux [3], mentre que en 2009 Shkarin va introduir el concepte
d’operador superior-freqientment hiperciclic [55]. Els dos casos empren les densitats asimptotiques
que hem definit a la seccié B.2.

Definicié 2.5.1. Siga T : X — X un operador. Direm que x € X és un wvector freqiientment
hiperciclic de T, si per a cada obert no buit U C X es compleix

dens(N (z, U)) := lim inf <XV @ U) N[0, N])

N—oo N+1 > 0.

Denotarem per FHC(T') el conjunt de vectors freqiientment hiperciclics de T.

Direm que x € X és un wvector superior-freqiientment hiperciclic de T', si per a cada obert no
buit U C X es compleix

dens(N(z,U)) := lim sup card(N (z, U) N [0, N])

> 0.
N—o00 N+1

Denotarem per UFHC(T) el conjunt de vectors superior-freqiientment hiperciclics de T

Els operadors que tenen un vector freqiientment hiperciclic (o superior-freqiientment hiperciclic)
sén anomenats operadors freqientment hiperciclics (o superior-freqiientment hiperciclics).

Tal com s’exposa en [3, Proposicié 3.12], [5, Proposicié 6.23] i en [32, Seccié 9.1], aquests
conceptes apareixen de manera natural a partir de la Teoria Ergodica (veure Seccié A.4) i el
teorema Ergodic de Birkhoff (Teorema A.4.7). En efecte, si prenem un operador 7' : X — X i
suposem l’existéncia d’una mesura de probabilitat u definida sobre la o-algebra de Borel Z(X)
(veure Definicié A.4.6) llavors T' és mesurable per ser continua. Si a més T és:

(a) p-invariant: p(T~1(A)) = u(A) per a tot A € B(X) (veure Definicié A.4.1);

(b) p-ergodica: per a cada parell A,;B € $B(X) amb pu(A) > 01 u(B) > 0, existeix n € Ny de
manera que u(T~"(A) N B) > 0 (veure Definicié A.4.3 i Proposicié A.4.4(c));

i com a condici6 final exigim que p siga de suport complet, és a dir, u(U) > 0 per a cada obert
U C X (veure Definicié A.4.6), llavors és clar que l'ergodicitat implica la transitivitat topologica de
T, isi X és separable, la hiperciclicitat. Pero, el teorema Ergodic de Birkhoff (Teorema A.4.7) ens
dona més informacid, ja que donada una base d’oberts {U, }nen de X podem aplicar dit teorema
a les funcions caracteristiques 1y, , obtenint per a cada n € N fixat

_ card(N(z,U)N[0,N]) . 1
dens(N(z, Un)) = lim_ N1l =N N1

N
k=0 X

i per tant dens(N(z,U,)) = dens(N(z,U,)) = u(Uy,) > 0 quasi per a tot punt z € X. Es a dir,
per a cada n € N existeix un conjunt A, C X amb u(A,) = 1, de manera que per a tot = € A,,
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dens(N(z,U,)) > 0. Com que tot obert no buit de X conté algun U, i la interseccié (), ey An és
un conjunt de mesura 1 deduim que existeix = € (,,cy An C X amb

dens(N(z,U)) > 0, per a tot obert no buit U C X,

és a dir, T és freqiientment hiperciclic.

Un segon exemple de generalitzacié de la hiperciclicitat serien els operadors reiteradament hi-
perciclics introduits en [3] i que en lloc de la densitat asimptotica empra la densitat de Banach que
també hem definit i estudiat a la seccié B.2.

Definicié 2.5.2. Siga T : X — X un operador. Direm que x € X és un vector reiteradament

hiperciclic de T, si per a cada obert no buit U C X es compleix

Bd(N(x,U)) := limsup

N—oo

su
mz% N+1

< card(N (z,U) N [m, m + ND) > 0.

Denotarem per RHC(T') el conjunt de vectors reiteradament hiperciclics de T. Els operadors que
tenen un vector reiteradament hiperciclic sén anomenats operadors reiteradament hiperciclics.

De la relaci6 entre les densitats asimptotiques i de Banach (veure Desigualtat (B.1)), és clar que
per a tot operador T : X — X es compleix

FHC(T') c UFHC(T) € RHC(T) Cc HC(T), (2.4)
i per tant
freqiient hiperciclicitat = superior-freqiient hiperciclicitat = reiterada hiperciclicitat,

que impliquen la hiperciclicitat. Pero, que compleix exactament un vector x € X per a ser fre-
qiientment hiperciclic (superior-freqiientment hiperciclic o reiteradament hiperciclic)? Si prenem
| - || com la F-norma que defineix la topologia de X, i {z;}?2; C X un conjunt dens i numera-
ble, aleshores deuen existir conjunts amb densitat asimptotica inferior (asimptotica superior o de
Banach superior) positiva A(k,v) C Ny per a cada k,v € N, de manera que

1
d(T"z,xy) = || T"x — x| < = (2.5)

per a cada n € A(k,v). Evidentment en (2.5) podem canviar el 1 per qualsevol funcié de v
convergint a 0, com per exemple 21,%1 (veure Proposicié 2.5.5), pero el que si s’ha de complir és:
si x # x; llavors els conjunts A(k,v) i A(l,p) deuen ser disjunts per a v,p € N suficientment
grans. Es a dir, necessitem Dexisténcia d’una successié de conjunts de densitat asimptdtica inferior
(asimptotica superior o de Banach superior) positiva complint certes condicions de separacié entre
ells. En general, per a la F-hiperciclicitat en espais de Banach és necessari que la familia F
continga una successioé de conjunts suficientment separats, i aquesta condicié dona lloc als conjunts

de hiperciclicitat.

Definicié 2.5.3 ([8, Definicié 1]). Donada una familia de Furstenberg F C £ (Ny), direm que
un operador T': X — X és F-hiperciclic si existeix x € X complint N(z,U) € F per a tot obert no
buit U C X. En aquest cas direm que x és un vector F-hiperciclic de T i denotarem per FHC(T)
el conjunt de vectors F-hiperciclics.

Si F conté una successioé de conjunts { A;}72 , disjunts dos a dos i de manera que per a tot j € Ay
ij' € Ay amb j # j' llavors |j — j'| > max{k, k'}, direm que F és un conjunt de hiperciclicitat.
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Nota 2.5.4. Considerant la familia F adequada podem recuperar les definicions de hiperciclicitat
que hem introduit fins ara. Per exemple, si prenem:

(a) Z={A C Ny: A és infinit}, llavors la Z-hiperciclicitat és exactament la hiperciclicitat.

(b) D = {A C Ny : dens(A) > 0}, un operador és D-hiperciclic si i només si és freqientment
hiperciclic.

(c) D = {A C Ny : dens(A) > 0}, la D-hiperciclicitat es correspon amb la superior-fregiient
hiperciclicitat.

(d) BD = {A C Ny : Bd(A) > 0}, la BD-hiperciclicitat coincideix amb la reiterada hiperciclicitat.

Tal com exposavem en (2.5), la condicié de ser F un conjunt de hiperciclicitat és la necessaria
per a que obtindre I'existéncia d’un operador que siga F-hiperciclic:

Proposicié 2.5.5. Siga F un conjunt de hiperciclicitat. Llavors l'operador desplacament cap arrere
sobre l'espai w, de totes les successions en K, és F-hiperciclic.

Demostracid. Siga {Ap}72, C F una successio de conjunts disjunts dos a dos i de manera que
per a tot j € Ap ij € Ap amb j # j' es compleix |j — j'| > max{k,k’'}. Considerem ’aplicacié
¢ : N x N — N definida per

Jjtv—2
o(j,v)=v+ Z i, per a cada (j,v) € N x N.
i=1

Notem que ¢ és bijectiva i compleix ¢(j,v) > max{j,v}. Per altra banda, considerem 1'operador
desplagament cap avant F': w — w (veure Exemple A.3.11(d)) i pel lema A.3.9 una successié densa

{:c(j)}]o-‘;l C w tal que: per a cada j € N el vector {ml(j)}zozl € w compleix xlgj) =0sik > j.
Aleshores la serie
xr = Z Frg),
n€Ag(j.0)
(J,v)eENXN

convergeix incondicionalment en w i * € w és un vector F-hiperciclic de 'operador desplacament
cap arrere B : w — w (veure Exemple A.3.11(c)). En efecte, per cada obert no buit U C X existeix
j€NiveNamb By(zl), z1) C U. Pel lema A.3.5(a) obtenim

d(B"z,a"V) < Zo, per a tot n € Ag(;),

d’on deduim que Ag;,) C N(z,U) i per tant N(z,U) € F. O

Corollari 2.5.6. Per a tot conjunt de hiperciclicitat F existeiz un operador F-hiperciclic.

En [3] s’obté una especie de reciproc amb el resultat:

Proposicié 2.5.7 ([8, Proposicié 1]). Siga T : X — X un operador sobre un espai de Banach
X # {0}, i F ¢ Z(No) una familia. SiT és F-hiperciclic llavors F és un conjunt de hiperciclicitat.

Si X no és de Banach, i en particular si X = w, tal com es mostra en [8, Exemple 1] existeix
un vector x € w que és F-hiperciclic per al operador desplacament cap arrere i per a una familia
F que no és un conjunt de hiperciclicitat. De fet, si revisem la demostracié de la proposicié 2.5.5
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podriem rebaixar les condicions de separaci6 dels conjunts {A;}7°, C F per exemple exigint que
siguen disjunts dos a dos, i que per a cada j € Ay i 7' € Ay amb j < j' llavors 7' — j > k.

Seguint la teoria desenvolupada en [8] observem que les families F = BD o BDs amb 0 < § <0
no sén conjunts de hiperciclicitat demostrant que no existeix cap operador F-hiperciclic:

Proposicié 2.5.8 ([8, Proposicié 2]). Siga T : X — X un operador sobre un F-espai separable,
X #{0}. Si F = BD llavors T no és un operador F-hiperciclic.

Demostracio. Suposem que x € X és un vector F-hiperciclic. Siguen U,V C X dos oberts no buits
amb UNV = 0 ide manera que 0 € V. Com Bd(N(z,U)) > 0 i per tant el conjunt N(z,U) és
sindetic (veure Proposicié B.2.10(a)), existeix m € N complint [k, k + m] N N(z,U) # 0 per a tot
k € Np. Pel lema 2.1.5 existeix W, C X entorn obert del 0 de manera que T"(W,,) C V per a
cada n =0,...,m. Si ara prenem k € Ng amb T*z € W, llavors TF*"z € V per a tot n =0, ...,m i
arribem a la contradicci6 [k, k +m] N N(z,U) = 0. O

Proposicié 2.5.9 ([8, Proposicié 2]). Siga T : X — X un operador sobre un F-espai separable,
X #{0}i0<d<1. Si F=DBDs llavors T no és un operador F-hiperciclic.

Demostracio. Suposem que x € X és un vector F-hiperciclic i siga N € N complint N > 2/4. Fixat
un obert no buit U C X tenim Bd(N(z,U)) > 4, i pel lema B.2.12 existeix n € Ny de manera que
card(N(z,U) N [n,n + N|) > 2. Per tant, per a cada obert no buit U C X existeix k € {1,..., N}
complint T#(U)NU # (. Siga &1 := min{||z —T*z|| : 1 <k < N}, que és un nombre real positiu ja
que T*z # z per a tot k € N. Per la continuitat de T podem trobar g5 > 0 amb g9 < €1/2 de manera
que U :={y € X : ||z — y|| < 2} siga un obert complint T*(U) C {y € X : | T*z — y|| < £1/2} per
acada k=1,..., N. Aleshores T*(U)NU = () per a k = 1,..., N, contradiccié. O

Les dues proposicions anteriors i per a cada 0 < § < 1 les inclusions
D; C D C BDs,

impliquen que per a families definides amb les densitats estudiades a la seccié B.2 tinicament té
sentit considerar la F-hiperciclicitat per als casos F = D, D o Bd, és a dir, la freqiient hipercilcicitat,
la freqiient-superior hiperciclicitat i la reiterada hiperciclicitat respectivament.

Tanquem la secci6 i el capitol incloent el resultat de [¢] que relaciona la F-hiperciclicitat amb
la F-transitivitat, demostrant que per a F = D, D o Bd, llavors tenim ’ergodicitat topologica.

Proposicié 2.5.10 ([8, Proposicié 4]). Siga T : X — X un operador reiteradament hiperciclic.
Llavors T és topologicament ergodic.

Demostracié. Siguen U,V C X dos oberts no buits i n € N(U,V). Considerem 1’obert no buit
Up:=UNT (V) isigax € RHC(T) i per tant complint Bd(N(x,Up)) > 0. Notem que

((N(,Uo) = N(x,Up) NNo) +n C N(U, V).
En efecte, donats s1,s9 € N(z,Uy) amb s1 > so, tenim
T*2x € U, i també T~ 527" (T%2g) = T"(T*'z) € V.

Per B.2.10(d) el conjunt ((N(a:, Up) — N(z,Up)) N No) és sindetic d’on N (U, V) és sindetic. [

En el segiient capitol continuarem estudiant amb major profunditat la freqiient, superior-
freqiient i reiterada hiperciclicitat relacionant-les amb les corresponents nocions de recurréncia.
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Capitol 3

Recurréencia

En aquest tltim capitol estudiem la recurréncia (Definicié 3.1.1) comengant amb les definicions
basiques en Dinamica Topologica i revisant un resultat per a sistemes dinamics sobre espais metrics
complets (Proposici6 3.1.3), que ens permet passar a Dinamica Lineal sobre F-espais generalitzant
la recurréncia en termes de punts fregiientment i reiteradament recurrents (Definicié 3.1.6).

L’objectiu de les seccions segona i tercera és estudiar la relacié que existeix entre la recurréncia i
la hiperciclicitat. Obtenim tres resultats caracteritzant la hiperciclicitat reiterada (Teorema 3.2.3),
superior-freqiient (Teorema 3.3.2) i freqiient (Teorema 3.3.4) en termes de les respectives nocions de
recurréncia, i establim una condicié suficient per a obtindre la hiperciclicitat reiterada i superior-
freqiient a partir dites nocions de recurréncia (Teorema 3.3.6). També donem un exemple mostrant
que el conjunt de vectors reiteradament recurrents no és sempre de categoria-11 (Exemple 3.2.5).

A Tiltima seccié comentem les distintes possibilitats de generalitzacié que presenten els raona-
ments que exposem al llarg del capitol si, com amb la transitivitat i la hiperciclicitat, pensem en
la recurréncia des del punt de vista de les families de Furstenberg (Definici6 3.4.1).

3.1 Definicions Basiques

Encara que la propietat més estudiada sobre sistemes dinamics lineals ha sigut la hiperciclicitat
(Definici6 2.2.1), un concepte important en qualsevol subapartat de la Teoria de Sistemes Dinamics
és el de recurréncia. Aquesta nocié es referix a l'existéncia de punts de l'espai, per als quals
part de la seua Orbita “retorna” al punt inicial. Tal com s’exposa en [23, Introduccié, Secci6 4], el
primer resultat conegut sobre aquest tipus de propietat s’emmarca dins de la Teoria Ergodica i és el
teorema de Recurréncia de Poincaré (Teorema A.4.2), plantejat ja en 1890 per Poincaré i demostrat
en 1919 per Carathéodory baix la hipotesi de invariancia respecte d’una mesura de probabilitat
(veure Definicié A.4.1). Aquest implica que quasi tots els punts d’un conjunt de mesura no nulla
retornen a dit conjunt en algun moment de la seua orbita (veure Teorema A.4.2).

Amb exemples com I'anterior, 'estudi sistematic de la recurréncia per a sistemes dinamics es

remunta als treballs de Gottschalk i Hedlund [28] i Furstenberg [23] (veure [20, 19] per a avangos
recents). Per contra, en la Dinamica Lineal els operadors recurrents tinicament s’han comencat a
estudiar a partir dels articles de Costakis, Manoussos i Parissis [17, 18], en els quals aborden la

recurréncia d’operadors en espais de Banach des del punt de vista de la Dinamica Topologica.

Definicié 3.1.1. Direm que un sistema dinamic T : X — X és recurrent si, per a cada obert no
buit U C X existeix un n € N de manera que T"(U) N U # (). Direm que aplicacié T és recurrent.
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Direm que z € X és un punt recurrent de T, si existeix una successio creixent {k,}>2; C Ny de
manera que le T*n ¢ = . Denotarem per Rec(T) el conjunt de punts recurrents de T.
n—oo

Nota 3.1.2. En termes de conjunts de retorn: 7' és recurrent si per a cada obert no buit U C X la
interseccié N (U, U)NN és no buida. En aquest cas, tal com passava amb la transitivitat topologica,
dits conjunts sén infinits. En efecte, si T"(U) N U # 0 Nlavors Uy := U NT~"(U) és un obert no
buit i existeix k& € N amb T%(Up) N Uy # 0, i per tant

0A£TFHUNT™(U))N(UNT™U)) cTHU)NT™(U),

d’on deduim Tk+"(U )NU # 0. Per altra banda, € X és un punt recurrent de 7" si i només si per
a tot entorn U de z el conjunt orb(xz,T) N U és infinit, i per tant, si i només si N(x,U) és infinit.
Aquest fet també és equivalent a que z siga un punt d’acumulacié del conjunt orb(z, T).

Amb idees similars a les de la prova del teorema de Transitivitat de Birkhoff (Teorema 1.2.9),
en [17] demostren la relacié entre la recurréncia i lexisténcia de punts recurrents per a sistemes
dinamics on ’espai metric subjacent és complet.

Proposicié 3.1.3 ([17, Proposicié 2.1]). Siga T : X — X wuna aplicacié continua en un espai

metric complet X. Les segiients afirmacions son equivalents:

(i) T és recurrent;

(ii) el conjunt Rec(T') és dens en X.

A més, Rec(T) és un conjunt Gg, i per tant, si es compleix alguna de les condicions anteriors és
un conjunt Gs dens.

Demostracié. (ii) = (i) Donat un obert no buit U C X podem considerar un punt recurrent
x € UNRec(T). Aleshores existeix n € N complint 7"x € U i per tant T"(U) N U # 0.

(i) = (ii) Fixem un obert no buit U C X. Per ser T recurrent existeix k1 € Nixz; € X amb
r1 € UNT*(U). Com T és continua existeix 0 < 1 < 1/2 complint B(z1,e1) C UNTF(U).
Donat m € N, suposem construides dues seqiiencies { B(xy,en)}ny 1 {kn}n; complint

B(zn,en) C B(zp—1,6n-1) N T Fn (B(:cn_l,sn_l)), 0<en< 2%, amb k, > k,_1

per a cada 1 < n < m. Llavors, com T és recurrent existeix kp11 > kpy 1 2y € X complint
T € B(xpm,em) N T Fn+1(B(xy,,em)), i per ser T continua existeix 0 < 41 < 1/2™F! amb
B(Tmi1,6ms1) C B(Tm,em) N T *+1(B(xpp, em)). De manera recursiva obtenim una successié
de boles {B(xy,e,)}52; 1 una successio estrictament creixent de naturals {k,}>2; C N complint
B(zn,n) C B(tn_1,6n-1) N T*(B(zp_1,6n-1)) 1 0 < &, < 1/2" per a cada n > 2. Com

lim diam(B(xn, 5n)) = 0, pel teorema A.1.6 existeix z € X amb
n—oo

o
{z} = (| B(xn,en) C U.
n=1
Donat n € N tenim x € B(wy,e,) C B(wy_1,6n-1) N T *(B(x,_1,6,-1)) d’on obtenim que
T*nz € B(wp—1,en—1) i per tant d(z, T z) < 5. Deduim nlggo Ty =z, és a dir, z € UNRec(T).
Finalment, observem que

Rec(T) = ) <fj {$ eX:d(T"z,z) < i}) )

neN \m=1

i per tant Rec(7T) és un Gy ja que l'aplicacié d(T™-,-) : X — R, és continua per a cadam € N. [J
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Si apliquem el teorema anterior a la Dinamica Lineal, i en particular als sistemes dinamics
lineals que hem considerat al treball, és a dir, aquells operadors T': X — X per als quals X és un
F-espai, ’anterior resultat ens assegura que la recurréncia és equivalent a que el conjunt de vectors
recurrents Rec(7') siga un conjunt Gy dens.

La literatura sobre sistemes dinamics (no lineals) és abundant en nocions similars a la de “punt
recurrent”. Evidentment, la periodicitat és un tipus molt fort de recurréncia i és fonamental en
qualsevol teoria dinamica, ja que un vector x € X és periodic si existeix algun n € N de manera
que T"z = x. Denotarem per Per(T') el conjunt de vectors periodics de T' (veure Definicié 1.3.2).
Per altra banda, també existeix la nocié de vector uniformement recurrent, concepte estudiat amb
certa profunditat en [31].

Definicié 3.1.4. Siga T : X — X un operador. Direm que x € X és un vector uniformement
recurrent de T, si per a cada entorn U C X de x el conjunt de retorn N (z, U) és sindétic. Denotarem
per URec(T) el conjunt de vectors uniformement recurrents de T i direm que T és un operador
uniformement recurrent si URec(T) és dens en X.

Nota 3.1.5. Els vectors uniformement recurrents sén anomenats de vegades “punts quasi-periodics”
(veure [34, 57]), o també “sindéticament recurrents” o “fortament recurrents” (veure [12]). Recor-
dem que els conjunts sindétics (Definicié B.1.1) coincidixen amb aquells que tenen densitat de
Banach inferior positiva (veure Definicié B.2.6 i Proposicié B.2.10(a)).

Per a la resta de treball fixarem la segiient notacié:

Definicié 3.1.6. Siga T': X — X un operador. Direm que un vector z € X és:

(a) fregientment recurrent, si per a cada entorn U C X de z es compleix

dens(N(z,U)) := liminf card(N(z,U) N[0, N])

N—o0 N +1 > 0.

Denotarem per FRec(T') el conjunt de vectors freqientment recurrents de T'. Si aquest conjunt
és dens en X direm que 'operador T és freqiientment recurrent.

(b) superior-freqiientment recurrent, si per a cada entorn U C X de x es compleix

dens(N(x,U)) := limsup card(N(z,U) N [0, N})

> 0.
N—o00 N+1

Denotarem per UFRec(T') el conjunt de vectors superior-freqiientment recurrents de T. Si
aquest conjunt és dens en X direm que 'operador T és superior-freqiientment recurrent.

(¢c) reiteradament recurrent, si per a cada entorn U C X de x es compleix

Bd d(N N
BA(N(z,U)) := limsup | sup (N(@, U) N [m,m+ N\ _
N—oo \m>0 N+1

Denotarem per RRec(T) el conjunt de vectors reiteradament recurrents de T'. Si aquest conjunt
és dens en X direm que 'operador T és reiteradament recurrent.

Nota 3.1.7. Totes les densitats emprades poden trobar-se definides a la seccié B.2. Per a altres
definicions equivalents de la densitat superior de Banach es pot consultar la nota B.2.7.

El concepte de recurréncia superior-freqiient fou introduit per Costakis i Parissis [18], mentre
que Grivaux i Matheron en [30] defineixen recurréncia fregiient de manera (almenys formalment)
més feble que la nostra.
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En dinamica no lineal, els punts freqiientment recurrents tipicament han sigut anomenats com
“punts feblement quasi-periodics”; els punts superior-freqiientment recurrents s’han anomenat
“punts quasi-feblement quasi-periodics” o “ergodics”; i els punts reiteradament recurrents usu-
alment s’han anomenat “punts de densitat de Banach superior positiva”, “punts recurrents de
Banach”, o “essencialment recurrents” (veure [34], [13], [58], [56], [7])-

Igual que a la seccié 2.5 tenim les inclusions (2.4), les relacions entre les distintes densitats
(Desigualtat (B.1)) impliquen que per a tot operador T': X — X es compleixen les inclusions

Per(T') C URec(T') C FRec(T') C UFRec(T') C RRec(T') C Rec(T).

Tal com ja hem comentat, existeix una simetria entre les quatre nocions intermedies i les densi-
tats introduides a la seccié B.2: els conjunts sindetics que defineixen la uniforme recurréncia sén
exactament els conjunts que tenen densitat de Banach inferior positiva; els conjunts amb densitat
asimptotica inferior (o superior) positiva defineixen la recurréncia freqiient (o superior-freqiient); i
els conjunts de densitat de Banach superior positiva defineixen la reiterada recurréncia.

Si recordem les distintes generalitzacions de la hiperciclicitat que hem estudiat a la secci6 2.5,
és evident que es compleixen les inclusions

FHC(T') C FRec(T), UFHC(T) C UFRec(T), RHC(T') € RRec(T),

i que cada noci6 de hiperciclicitat (freqiient, superior-freqiient i reiterada) implica la respectiva noci6
de recurréncia (per 2.5.8 la uniforme recurréncia no té una categoria de hiperciclicitat analoga).
La implicacié contraria no és certa en general, ja que sobre qualsevol F-espai 'operador identitat
té tots els punts fixats pero no és hiperciclic. L’objectiu d’aquest capitol i part central del treball
és relacionar la hiperciclicitat amb la recurrencia i trobar alguna condicié suficient baix la qual la
implicacié contraria passe a ser certa.

3.2 Operadors Reiteradament Recurrents

Dedicarem aquesta a caracteritzar els operadors reiteradament hiperciclics en termes del conjunt
de vectors reiteradament recurrents RRec(7T'). Aquesta caracteritzacié estd basada en un resultat
de Bés, Menet, Peris i Puig sobre la reiterada hiperciclicitat [, Teorema 14].

Teorema 3.2.1 ([8, Teorema 14]). Siga T : X — X un operador reiteradament hiperciclic.
Llavors el conjunt de vectors reiteradament hiperciclics coincideix amb el de vectors hiperciclics.

En [8] demostren aquest teorema i afegixen en forma de nota el segiient corollari la demostracié
del qual és exactament igual a la del teorema anterior, ja que Ginicament es necessita que el conjunt
de vectors reiteradament recurrents siga dens i és evident que si un operador és reiteradament
hiperciclic, aleshores és hiperciclic i també reiteradament recurrent.

Corollari 3.2.2 ([8, Nota 3]). Siga T : X — X un operador hiperciclic i també reiteradament
recurrent, llavors HC(T) = RHC(T).

Demostracio. Siga x € HC(T') i U C X un obert no buit. Prenem y € U NRRec(T") i donat n € Ny
considerem el conjunt Un := ;e n(y,0)n(0,n] T=3(U). Per la continuitat de T el conjunt U,, és un
obert. A més, U, és no buit ja que Ty € U per a cada j € N(y,U), i per tant y € U,. La
hiperciclicitat de « implica I’existéncia de k,, € Ny complint T*»z € U,,, i per tant, TF»*iz € U per
a cada j € N(y,U) N [0,n]. Deduim (N(y,U)N[0,n]) + k, C N(z,U) i pel lema B.2.13 obtenim
Bd(N(z,U)) > Bd(N(y,U)) > 0, és a dir, z € RHC(T). O
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Amb la potencia de 'anterior teorema i respectiu corollari caracteritzem els operadors reitera-
dament hiperciclics emprant els vectors reiteradament recurrents i el conjunt RRec (7).

Teorema 3.2.3. Siga T : X — X un operador. Les segiients afirmacions son equivalents:

(i) T és reiteradament hiperciclic;

(ii) T és hiperciclic i RRec(T") és un conjunt residual;

(iv) T és hiperciclic i també reiteradament recurrent;

)
)
(iii) T és hiperciclic i RRec(T) és de categoria-11;
)
(v) T és hiperciclic i tot vector hiperciclic és reiteradament hiperciclic;
)

(vi

Si alguna d’aquestes condicions es compleix, llavors RHC(T') = HC(T') és un Gs dens.

T admet un vector hiperciclic que també és reiteradament recurrent.

Demostracio. (i) = (ii) Pel teorema 3.2.1, si T és reiteradament hiperciclic tenim la igualtat entre
conjunts HC(T") = RHC(T), i pel teorema de Transitivitat de Birkhoff (Teorema 2.2.4) RHC(T') és
un Gs dens. De la inclusié RHC(T') € RRec(T') i la nota A.1.10, RRec(T') és residual.

(ii) = (iii) En un F-espai tot conjunt residual és de categoria-II (veure Nota A.1.9).

(ii) = (iv) En un F-espai tot conjunt residual és dens (veure Nota A.1.10).

(iii) = (vi) El conjunt HC(T') és residual i per tant HC(T')NRRec(T') # () (veure Nota A.1.10).
(iv) = (v) Aquesta implicaci6 és el corollari 3.2.2.

(v) = (vi) Tot vector reiteradament hiperciclic és hiperciclic i també reiteradament recurrent.
(vi) = (i) Siguen z € HC(T) "RRec(T') i U C X un obert no buit. Per la hiperciclicitat de x

existeix m € Ng amb T™x € U, i per la continuitat de T existeix un entorn V' C X de x complint
T™(V) C U. Com x és reiteradament recurrent el conjunt N(z, V') té densitat de Banach superior
positiva. Per la proposicié B.2.8, també el conjunt N(z,V') 4+ m té densitat de Banach superior
positiva. La inclusié

N(z,V)+m C N(z,U),

i la monotonia de la densitat (veure Proposicié B.2.8) impliquen Bd(N(x,U)) > 0, i com U era
arbitrari x € RHC(T). O

En particular, com que Per(T) C RRec(T'), obtenim com a corollari un resultat de Menet [10].

Corollari 3.2.4. Tot operador caotic és reiteradament hiperciclic.

Si T : X — X és un operador recurrent, Rec(T') és un conjunt residual pel teorema 3.1.3.
Per altra banda, si T' és reiteradament hiperciclic, pel teorema 3.2.3 el conjunt RHC(T) és un
G dens i per tant residual. Podriem pensar que aquest comportament s’hauria de repetir per al
conjunt RRec(T") en cas que T siga reiteradament recurrent. Sorprenentment, al segiient exemple
demostrem que aquest no és el cas.

Exemple 3.2.5. Existeix un operador reiteradament recurrent per al qual el conjunt RRec(T') és
de categoria-I. Considerem l’espai de Banach (X, |- ||) on X =P, 1 < p < 00, 0 ¢y amb la norma
usual (veure Exemple A.2.5). Definim I'aplicacié lineal T': X — X de manera que Te; = e i
2 ey, si2m < k< 2mtl 1,
Tek = 1 . i1
5@ —1) €oamy1, Sl k=22 — 1,
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per a cada m > 0, on ey = {0y}, denota el k-esim vector canonic. Es compleix ||Tz| < 2|z||
i per tant T' és un operador. Notem que per a cada k € N el vector e, és periodic de T, per
tant, coo C Per(T) i T admet un conjunt dens de punts periodics. En particular, la inclusi6
Per(T) C RRec(T') implica que T' és reiteradament recurrent.

Per demostrar que RRec(T') és de categoria-I, és suficient trobar un conjunt residual G amb
G NRRec(T) = (veure Nota A.1.10). Per a cada n € N considerem el conjunt

Gn= |J{z € X :|zgna] > 5},

m>n

que és unié d’oberts i un conjunt dens. En efecte, donat z € X\ G,, ie > 0 tenim G, N B(z,¢) # 0,
ja que el punt y := z + (%)egmH per a m > n amb % < & compleix

|z =yl = |wamyi1 — yomy1| = % <g,
i també y € G,, perque |yam 1| = ‘% + w2m+1‘ > )% — ‘CCQm_;'_l“ > %—% > % Aleshores el conjunt
G = ﬂ G,
neN

és un G dens i per tant un conjunt residual. Per finalitzar comprovem G N RRec(T') = 0.

Sigaz e GiU={ye X :|y—z| <3} Comuz= {2}, € X, existeix kg € N de manera
que |zg| < % per a tot k > ko, i per tant, si y € U necessariament tenim |yx| < 1 per a cada k > k.
Per altra banda, com x € G existeix un conjunt infinit H C N complint 2" +1 > kg i |zom41| > %
per a cada m € H.

Fixat m € H podem considerar el quocient Z/2™Z. Per a cada [j] € Z/2™Z amb j € N i
[j] > [m] tenim T7x ¢ U. En efecte, si j = k +n2™ amb k,n € Nim < k < 2™ tenim

. k m
‘[Tj$]2m+1+k‘ = 2k . |$2m+1| > ’%‘ > ’%‘ > 1.

Per tant es compleix card(N(z,U) N [i,i + 2™ — 1]) < m per a tot i € Np.

Finalment, si suposem 2 € RRec(T') es compleix Bd(N(x,U)) = § > 0, i emprant la expressié
amb limits de la densitat de Banach superior (veure Nota B.2.7), deduim que existeix Ny € N tal
que per a tot N > Ny compleix

d(N(z, U)N|i,s+ N —1
oy ATAN (2, 0) 1 i+ N 1)
i>0 N

S0
5

Com H és infinit podem triar m € H complint 2™ > Ny i 5 < 8 arrivant a la contradiccié

2

5 card(N(z,U) N [i,i + 2™ — 1])
— < sup
2 i>0 2m

m

m

<

NGRS

<

\]

3.3 Operadors Freqiientment Recurrents

Dedicarem aquesta seccié a discutir resultats analegs al teorema 3.2.3 per als casos de la superior-
freqiient i freqiient hiperciclicitat. En primer lloc revisem que el conjunt UFHC(T') sempre és resi-
dual. Aquest resultat fou demostrat per Bayart i Rusza [0, Proposici6 21], i posteriorment millorat
per Bonilla i Grosse-Erdmann [12, Corollari 3.4] caracteritzant la superior-freqiient hiperciclicitat.
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Corollari 3.3.1 ([12, Corollari 3.4]). Siga T : X — X un operador sobre un F-espai separable
X. Les segiients afirmacions son equivalents:

(i) per a tot obert no buit U C X existeix algun 6 > 0 tal que: per a cada obert no buit V C X,

existeix x € V. complint
dens(N(z,U)) > 6;

(ii) per a tot obert no buit U C X existeix algun 6 > 0 tal que: per a cada obert no buit V. C X i
cada n € Ny, existeix x € V i N > n complint
card(N(z,U) N [0, N])
N+1

> §;

(iii) T és superior-freqientment hiperciclic.

Si alguna d’aquestes condicions es compleiz, llavors UFHC(T') és un conjunt residual.
Demostracié. (i) = (ii) Donat un obert no buit U C X, per (i) podem prendre £ > 0 de manera

que per a cada obert no buit V C X existeix x € V amb

S ) card(N(z,U) N[0, N])
dens(N(z,U)) :=1
ens(N(z,U)) im sup N1
i per tant, per a cada n € Ny existeix N > n amb
card(N(z,U) N[0, N])
N+1

> ¢,

>

| ™

Considerant 0 := €/2 obtenim (ii).

(ii) = (iii) Siga {Uj }ren una base numerable de la topologia de X i per (ii) fixem valors d > 0
associats a Uy, per a cada k € N. Per a cada parell k,n € N definim el conjunt

card(N (z,Ug) N[0, N]) - 6;9}
N +1 -2
que és dens per (ii). A més és obert, ja que si prenem un element = € Uy, amb

card(N(y, Ug) N [0, N])
N+1

Ugn = {x € X : existeix N > n amb

0
> Ek’ per a algun N > n,

podem considerar el conjunt Uz := (e N (z,1,)n[0,N] T=3(Ug) que per la continuitat de T és un entorn
obert no buit de z, i llavors donat y € U, es compleix Ty € Uy per a cada j € N(z,Uy) N [0, N]
d’on deduim
card(N (y, Ug) N [0, N]) - card(N (z, Ux) N [0, N])
N+1 - N+1
Pel teorema de Baire (Teorema A.1.7) obtenim que (N ey Uk,n és un conjunt G5 dens. Finalment,
donat = € (N, pen Uk,n 1 un obert no buit U C X existeix k € N amb Uy C U i es compleix

1)
> Ek’ i per tant y € Uy .

dens(N(z,U)) > dens(N(x,Uy)) > %k > 0.

Per tant + € UFHC(T'), aquest és un conjunt residual (veure Nota A.1.10), i loperador T és
superior-freqiientment hiperciclic.

(iii) = (i) Fixat un vector x € UFHC(T) i donat un obert no buit U C X prenem el valor

0 := dens(N(z,U))/2 > 0. Llavors per a cada obert no buit V' C X existeix n € Ny complint
T"z € V i llavors dens(N(T"z,U)) = dens(N(z,U)) > 6. O
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Mostrem ara un resultat analeg al teorema 3.2.3, caracteritzant els operadors superior-freqiientment
hiperciclics. Encara que la situacié és una mica distinta a la dels operadors reiteradament hiperci-
clics, moltes de les condicions continuen sent certes per a la superior-freqiient hiperciclicitat.

Teorema 3.3.2. Siga T : X — X un operador. Les segiients afirmacions son equivalents:

(i) T és superior-freqiientment hiperciclic;
(ii) T és hiperciclic i UFRec(T) és un conjunt residual;
(iii) T és hiperciclic i UFRec(T) és de categoria-1I;
(iv) T admet un vector hiperciclic que també és superior-freqientment recurrent.

Si alguna d’aquestes condicions es compleix, llavors UFHC(T') és un conjunt residual i tenim la

inclusioc HC(T) N UFRec(T') ¢ UFHC(T).

Demostracio. (i) = (ii) = (iii) = (iv) Pel corollari 3.3.1 el conjunt UFHC(T") és residual. La
inclusié UFHC(T') € UFRec(T) implica que UFRec(T') és també residual, i per tant de categoria-II.
En aquest cas tenim HC(T') N UFRec(T) # (0 (veure Notes A.1.9 1 A.1.10).

(iv) = (i) Aquesta implicaci6 és completament analoga a la del teorema 3.2.3. En efecte, donats
x € HC(T) N UFRec(T) i U C X un obert no buit, per la hiperciclicitat de z existeix m € Ny amb
T™zx € U i per la continuitat de 7" existeix un entorn V' C X de x complint 7" (V) C U. Com x és
superior-freqilentment recurrent el conjunt N(x, V') té densitat asimptotica superior positiva. Per
la proposicié B.2.4, també el conjunt N(z,V) + m té densitat asimptotica superior positiva. La
inclusié

N(z,V)+m C N(x,U),

i la monotonia de la densitat (veure Proposicié B.2.4) impliquen dens(N(z,U)) > 0, i com U era
arbitrari € UFHC(T). O

Exemple 3.3.3 ([46]). El resultat analeg a l'apartat (iv) del teorema 3.2.3 no es compleix per a
superior-freqiient recurréncia. Menet [16] dona un exemple d’operador caotic T sobre ¢! que no
és superior-freqiientment hiperciclic. Com que Per(T) C UFRec(T'), 'operador T' és hiperciclic i
superior-freqiientment recurrent sense ser superior-freqiientment hiperciclic. Sobre aquest mateix
exemple, notem que per 'apartat (iii) del teorema 3.3.2 el conjunt UFRec(7T") d’aquest operador
ha de ser necessariament de categoria-1. Aquest fet contrasta amb el corollari 3.3.1 que implica la
naturalesa residual del conjunt UFHC(T).

Per al cas de la freqiient hiperciclicitat tenim encara menys condicions equivalents. La demos-
tracié és exactament igual a la part corresponent dels teoremes 3.2.3 i 3.3.2.

Teorema 3.3.4. Siga T : X — X un operador. Les segiients afirmacions son equivalents:

(i) T és fregiientment hiperciclic;

(ii) T admet un vector hiperciclic que també és freqiientment recurrent.

A més, és compleix la inclusic HC(T') N FRec(T') C FHC(T).
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Hi ha una diferencia clau en la hiperciclicitat quan passem de densitat inferior a superior:
mentre que els vectors freqilentment hiperciclics sempre formen un conjunt de categoria-I (veure
[17, Teorema 1], [6, Corollari 19]), el conjunt de vectors superior-freqiientment hiperciclics, si no
és buit, és un conjunt residual (veure Corollari 3.3.1). Degut a la inclusié Per(7") C FRec(T), el
mateix exemple 3.3.3 mostra un cas en el qual el conjunt FRec(T') és de categoria-I.

Si tractem d’estudiar d’igual forma els vectors uniformement recurrents obtenim: aquests vectors
mai son hiperciclics. En particular, la proposicié 2.5.8 mostra aquest fet.

Teorema 3.3.5. Per a tot operador T : X — X es compleiz HC(T) N URec(T) = 0.

Aquest resultat sols ens deixa la possibilitat d’estudiar operadors hiperciclics que també tinguen
un conjunt dens de punts uniformement recurrents, com per exemple els operadors caotics.

Per finalitzar aquestes dues seccions, on s’ha emprat el fet que cada nocié de hiperciclicitat
implicava la respectiva nocié de recurréncia, demostrem una condici6 suficient que garanteix (menys
per a la freqiient hiperciclicitat) la implicacié contraria. Aquest resultat ve motivat pel resultat
de Grivaux, Menet i Matheron [31, Corollari 5.20], on mostren que tot operador uniformement
recurrent 7', amb un conjunt dens de vectors amb orbita convergent a 0, és un operador superior-
freqiientment hiperciclic. Una versié millorada del resultat seria:

Teorema 3.3.6. SigaT : X — X un operador sobre un F-espai separable, © suposem que existeix un

conjunt dens Xg C X amb ILm T"z =0 per a tot x € Xo. Es compleizen les segiients afirmacions:
n—oo

(a) Si T és recurrent llavors T és hiperciclic.
(b) Si T és reiteradament recurrent llavors T és reiteradament hiperciclic.

(c) SiT és superior-freqientment recurrent llavors T és superior-freqiientment hiperciclic.

Demostracié. (a) Siguen U,V C X dos oberts no buits i x € V N Rec(T). Pel lema 2.1.1 podem
trobar un entorn obert Vy C V de x i un entorn obert W del 0 € X complint Vo + W C V.
Prenent un punt y € (U — x) N Xy podem considerar z := x +y € U. Per ser x recurrent el
conjunt N(z, V) és infinit i com nh_)ng@ T"y = 0 obtenim

T z=T"x+T"y e Vo +W CV,

peran € N(z, V) suficientment gran. Com U, V sén arbitraris deduim que T és topologicament
transitiu i pel teorema de Transitivitat de Birkhoff (Teorema 2.2.4) T' és hiperciclic.

(b) La inclusié RRec(T) C Rec(T') i l'apartat anterior impliquen que 7' és hiperciclic. Pel teorema
3.2.3 sabem que T és reiteradament hiperciclic.

(c¢) Siga U C X un obert no buit i z € UNUFRec(T'). Pel lema 2.1.1 podem trobar un entorn obert
Uop C U de i un entorn obert W del 0 € X complint Uy+W C U. Llavors dens(N (z,Up)) > 0
i podem fixar un valor 0 < § < dens(N(x,Up)). Si ara considerem un obert no buit arbitrari
V C X, per hipotesis existeix y € (U — x) N Xp. Llavors el vector z := x +y € V compleix

T z=T"c+Trye Uy +W C U,

per an € N(z,Up) suficientment gran. Les propietats de les densitats (veure Proposicié B.2.4)
impliquen

dens(N (z,U)) > dens(N (z, Up)) > 6,

i pel corollari 3.3.1 tenim que T és superior-freqientment hiperciclic. O
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3.4 JF-recurréncia

L’objectiu d’aquest capitol era relacionar els distints tipus de recurréncia amb els respectius tipus
de hiperciclicitat. Encara que ’escenari més general hauria sigut considerar la F-recurréncia per
a una familia de Furstenberg arbitraria F C Z(Np), per a un estudi més detallat dels tipus més
importants de hiperciclicitat hem decidit concentrar-nos en aquelles families engendrades per les
diverses densitats que defineixen les principals formes de hiperciclicitat. Incloem ara les definicions
basiques de la possible generalitzacio.

Definicié 3.4.1. Siguen T': X — X un operador i F C #(Np) una familia de Furstenberg. Direm
que un vector x € X és F-recurrent, si per a cada entorn U C X de z el conjunt N(z,U) € F.
Denotarem per FRec(T) el conjunt de vectors F-recurrents de T'. Si aquest conjunt és dens en X
direm que l'operador T' és F-recurrent.

Tal com veurem a aquesta seccid, per poder obtindre resultats com els teoremes 3.2.3, 3.3.2 i
3.3.4 per a families de Furstenberg F en general, haurem d’exigir una propietat extra a la familia
F, que ja compleixen les families BD, D i D, ja que qualsevol conjunt amb densitat positiva segueix
tenint la mateixa densitat encara que el traslladem sumant-li qualsevol natural.

Definicié 3.4.2. Direm que una familia de Furstenberg F C (Ny) és dreta-invariant, si per a
tot A€ Fitotne Ngescompleix A+n:={k+n:ke A} ecF.

Exemple 3.4.3. De les families estudiades en el apendix B tenim:

(a) Z,7*, T, S, PS, TS sén clarament families dreta-invariants.

(b) Les families ZP i A no sén dreta-invariants. En efecte, si prenem A C Ny el conjunt de nombres
parells, que és un IP-conjunt ja que conté les sumes finites de la successié {2n}22 i per tant
és un A-conjunt (veure Proposicié B.1.3(g)), llavors A + 1 ¢ ZP, A perque la suma i la resta
de dos nombres parells (o imparells) és sempre un nombre parell.

(c) Tal com exposavem abans de la definicié 3.4.1, les families construides a partir de les densitats
asimptotiques i de Banach, és a dir, BD, BD, D, D i també BD;, BDs, Ds, Ds per a0 < § < 1,
s6n dreta-invariants per les proposicions B.2.4(e) i B.2.8(e).

Nota 3.4.4. Seguint a Costakis, Manoussos i Parissis [17] i en general a la literatura existent
sobre recurrencia de sistemes dinamics, hem definit la recurrencia (Definicié 3.1.1) d’un operador
T : X — X com la propietat que el conjunt de retorn {n € N : T"(U)NU # 0} siga no buit per
a tot obert no buit U C X, i per tant infinit (veure Nota 3.1.2). Per la proposicié 3.1.3 aquesta
definici6 és equivalent a que Rec(T') siga dens en X, i aquest tipus de propietat és la que hem
emprat per definir les diverses generalitzacions de la recurréncia.

La idea de considerar families de conjunts d’enters per quantificar propietats dinamiques, tal
com hem fet amb la transitivitat i la hiperciclicitat, ja va ser emprada per Gottschalk i Hedlund
[28, Seccié 3] on parlen de colleccions de “conjunts admissibles” en relacié amb el fenomen de
la recurréncia. Furstenberg va fer que aquests conjunts jugaren un paper fonamental en [23], on
considera ja la F-recurréncia per a families com ZP* o A* en el capitol 9. Aquest fet va motivar
Akin a introduir la nocié de “families de Furstenberg”, que hem emprat al treball i introduit a la
secci6 B.3, estudiant en [1] nocions com la F-recurréncia i la F-transitivitat amb certa profunditat.

Alternativament, pot ser interessant estudiar els operadors 1" amb la propietat: per a tot conjunt
no buit U C X, el conjunt N(U,U) € F. Tal com es suggereix en [18], aquests podrien anomenar-
se operadors topologicament F-recurrents. Un resultat que podem deduir rapidament sobre aquest
tipus d’operadors i que els relaciona amb la F-transitivitat (veure Seccions 1.6 i 2.4) seria:
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Proposicié 3.4.5 ([26]). Siga F una familia de Furstenberg dreta-invariant i T : X — X un
operador topologicament F-recurrent. Llavors T és un F-operador si i només si T és transitiu.

Demostracié. SiT és un F-operador és transitiu. Per a la implicacié contraria, donats dos oberts
no buits U,V C X in € N(U,V), llavors Uy := UNT~"(V) és un obert no buit i es compleix la
inclusié N (Up,Up) +n C N(U,V) € F per ser dreta-invariant. O

Repetint la demostracié de les inclusions adequades dels teoremes 3.2.3, 3.3.2 i 3.3.4 obtenim el
resultat per al cas general de la F-recurréncia:

Teorema 3.4.6. Siguen T : X — X un operador sobre un F-espai separable i F una familia de
Furstenberg dreta-invariant. Llavors un vector x € X és F-hiperciclic si © només si és hiperciclic
1 també F-recurrent. En particular, T és un operador F-hiperciclic si i només si admet un vector
hiperciclic que també és F-recurrent.

Demostracié. Donats @ € HC(T) N FRec(T) i U C X un obert no buit, per la hiperciclicitat de
existeix m € Ny amb T™z € U i per la continuitat de T existeix un entorn V' C X de x complint
T™(V) C U. Com z és F-recurrent tenim N(z,V) € F. Com F és invariant cap a la dreta obtenim
N(z,V)+m e F. La inclusié

N(z,V)+m C N(z,U),

implica N(z,U) € F i com U era arbitrari z € FHC(T). O

Podem millorar 'anterior resultat si exigim més condicions sobre la familia de Furstenberg F.
Notem que el teorema 3.4.6 és exactament igual al teorema 3.3.4, ja que en principi no podem
afirmar que el conjunt FHC(T) (si no és buit) siga de categoria-II, pero si assegurem aquest fet
es poden recuperar les equivalencies establides al teorema 3.3.2 per a aquest tipus de families de
Furstenberg. Per complir aquesta propietat podem exigir que la familia siga superior, concepte
introduit per Bonilla i Grosse-Erdmann en [12, Definici6 2.8].

Definicié 3.4.7. Direm que una familia de Furstenberg F C & (Ny) és superior, si es pot escriure
com
F=F amb Fy= () Fs,u
6eD pneM

per a conjunts Fs, C #(Ng) amb § € D ip € M, on D és arbitrari, M és numerable i compleixen
(i) per a cada Fs, i cada A € F;,, existeix un conjunt finit F' C Ny complint
ANF C B implica B € Fj,;
(ii) per a cada A € F existeix algun 6 € D tal que per a tot n € Ny es compleix
(A—n)NNy € Fs.

Exemple 3.4.8. Encara que 'anterior definicié pareix artificial, esta basada en una generalitzacié
de les families definides a partir de densitats superiors. Per exemple:

(a) La familia D és superior, ja que podem prendre Fj,, C £ (Np) per a cada 0 < § < 1 i cada
n € Ny com el conjunt

d(An[0,N
Fom = {A C Np : existeix N > n amb card( 0, NT) > (5}.

N +1
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Es clar que D = Usep Mnen Fon 1 a més, fixat A € Fs5,, amb N > n complint la desigualtat
card(AN[0,N]) > (N + 1)d, llavors considerant F' := AN [0, N] es compleix (i) de la definici6
anterior, i per altra banda (ii) és conseqiiéncia de la proposicié B.2.4(e).

(b) BD és una familia superior, ja que podem prendre Fsm C P (Ng) per acada 0 < § <11 cada
n € Ng com el conjunt

d(A N
Fom = {A C Ny : existeixen N > n,ny € Ny amb card(AN |ny, ny + NJ) > 5}.

N +1

Clarament BD = Uscp pen, Fo,n 1 les condicions de familia superior es dedueixen com al cas
anterior, perd emprant ara la proposicié B.2.8(e).

(¢) La familia dels conjunts infinits Z és també superior, ja que podem considerar F,, C Z(Np)
per a cada n € Ny com el conjunt

Fn:={A CNp: existeix N >namb N € A}.
Tenim 7 = (,,en, Fn 1 @ més, fixat A € F, amb N >n i N € A, llavors prenent F':= {N} es
compleix (i) de la definicié de familia superior, i és clar que es compleix (ii).
L’avantatge de considerar families de Furstenberg superiors és el segiient teorema de [12] del
qual ja hem donat un esquema de la demostracié per al cas particular de F = D al corollari 3.3.1.

Teorema 3.4.9 ([12, Teorema 3.1]). Siga T : X — X un operador sobre un F-espai separable
X i F = Usep Nuem Fopu una familia de Furstenberg superior. Les segiients afirmacions son
equivalents:

(i) per a tot obert no buit U C X existeix algun 6 € D tal que: per a cada obert no buit V. C X,
ezisteix x € V' complint

N(z,U) € Fs;

(ii) per a tot obert no buit U C X existeix algun 6 € D tal que: per a cada obert no buit V C X i
cada € M, existeiz x € V' complint

N(:Ca U) € ‘F&M;
(iii) T és F-hiperciclic.
Si alguna d’aquestes condicions es compleiz, llavors FHC(T) és un conjunt residual.

Seguint ara les demostracions dels teoremes 3.2.3 i 3.3.2, i emprant 'anterior teorema podem

deduir:

Teorema 3.4.10. SigaT : X — X un operador sobre un F-espai X, i F una familia de Furstenberg
superior i dreta-invariant. Les segiients afirmacions son equivalents:

)

(ii) T és hiperciclic i FRec(T') és un conjunt residual;

(iii) T és hiperciclic i FRec(T') és de categoria-11;
)

Si alguna d’aquestes condicions es compleiz, llavors FHC(T) és un conjunt residual i tenim la
inclusioc HC(T) N FRec(T) C FHC(T).
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Apendix A
Prerequisits

En aquest apéndix incloem tant les definicions com els resultats basics sobre espais metrics, espais
de Banach, F-espais, espais de Fréchet i Teoria Ergodica que hem necessitat al treball. L’objectiu
és dotar al treball d’un caracter auto-contingut, encara que per motius d’extensié no inclourem les
demostracions de tots els resultats que necessitem.

Denotarem per Ny el conjunt dels nombres naturals amb el 0 i emprarem N per a referir-nos
als nombres enters estrictament positius. Escriurem Z i Q per als conjunts de nombres enters i
racionals respectivament, i denotarem per K simultaniament el cos dels reals (R) i dels complexos
(C). També emprarem la notacié Ry per al conjunt de nombres reals no negatius, i donat n € N
denotarem per Z/nZ 'espai quocient de classes d’equivaléncia modul n dels nombres enters.

Donat un conjunt no buit X i dos subconjunts A, B C X, denotarem la diferéncia simétrica de
AiBper AAB:=(AUB)\ (ANB), on UinN son les operacions d’unié i interseccié de conjunts.

A.1 Topologia en Espais meétrics

A la present seccié exposarem la notacié basica i la teoria general d’espais meétrics que hem emprat
en gran part del treball. Molts dels conceptes i resultats que inclourem a continuacié poden trobar-
se en [39, Capitol 2]. Comencem recordant el concepte de métrica o distancia.

Definicié A.1.1. Direm que una aplicacié d : X x X — R, és una métrica o una distancia en un
conjunt no buit X si que per a cada x,y, z € X compleix

(i) d(z,y) =0 si i només si x = y;
(i) d(z,y) = d(y,x) (simetria);
(iii) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (desigualtat triangular).
Al parell (X, d) se 'anomena espai métric.
De vegades, quan no cause ambigiiitat, donarem per fet la metrica d de manera que simplement

anomenarem i denotarem per X a l'espai metric (X,d). També adoptarem la notacié estandard
per a boles obertes en espais metrics, i donats x € X i € > 0 denotarem per

Bi(z,e) ={y € X : d(z,y) < ¢€}.
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De nou, si la metrica a la que ens referim no causa ambigiiitat denotarem la bola tinicament per
B(z,¢). Donat un conjunt A C X denotarem el seu interior per int(A) i la seua clausura amb A.
Denotarem el diametre de A per diam(A) := sup{d(z,y) : ,y € A}. Recordem que una base de la
topologia engendrada per d en X és el conjunt

{B4(z,e) : z€ X, ¢ >0}.

Un espai metric (X, d) és separable si existeix un subconjunt numerable dens. Es conegut que un
espai metric és separable si i només si té una base numerable de la topologia. En particular, si
S C X és dens i numerable, podem refinar la base anterior per a que siga numerable considerant

{Bu(x,}) - z€S nen}.

Definicié A.1.2. Direm que dues metriques di i do en un conjunt no buit X sén métriques
equivalents si engendren la mateixa topologia en X. Direm que d; i do sén métriques uniformement
equivalents, si per a cada € > 0 existeix 6 > 0 de manera que

(i) si dy(z,y) < ¢ lavors da(zx,y) < ¢

(ii) si da(z,y) < § lavors di(x,y) < e.

Nota A.1.3 ([39, Exemple 2.4]). Mentre que les métriques equivalents unicament conserven
la topologia de 'espai, les uniformement equivalents conserven les successions de Cauchy, ja que
Paplicaci6 identitat de (X, d;) a (X, d2) és un homeomorfisme si d; i da sén equivalents, i en el cas
de ser dj i dy uniformement equivalents passa a ser un homeomorfisme uniformement continu. Per
exemple, si considerem l'espai X = {1/n : n € N} amb la metrica induida per la distancia usual en
R, aquest és un espai discret i a més la successi6é {1/n}52 és de Cauchy. Per contra, si sobre X
considerem la metrica discreta, de nou l'espai és discret (i per tant homeomorf a l’anterior) pero
no conté successions de Cauchy.

A continuacié demostrem els resultats basics sobre espais meétrics que hem necessitat al treball.
Proposicié A.1.4. Siguen (X,d) un espai métric i ' C X un subconjunt finit. Llavors F' és dens

st 1 només st F=X.

Demostracié. Si existeix x € X \ F podem prendre ¢ = min{d(z,y) : y € F'} > 0 i llavors B(z,¢)
és un obert que no interseca a F', contradiccié. O

Proposiciéo A.1.5. Siguen X iY dos espais métrics, f: X — Y wuna aplicacié continua i D C X

un conjunt dens en X. Llavors f(D) és dens en f(X).

Demostracié. La continuitat de f implica que per a tot obert U C Y amb U N f(X) # () aleshores
7 UNf(X)) = f1(U) és un obert no buit en X i per tant f~1(U) N D # (. Deduim

0+ f(F1WU)ND) C(UNFX) N FD). =

Direm que un espai metric és complet, si tota successié de Cauchy és convergent. El segiient
conegut teorema ens serveix de resultat previ per a més d’'una demostracié del treball.

Teorema A.1.6 (Teorema de la Interseccié de Cantor). Siga (X,d) un espai métric complet
i {Cp}nen una colleccio de conjunts tancats en X amb Cpy1 C Cp per a cada n € N i amb
n11_>1rr010 diam(C,,) = 0. Llavors existeix un unic punt x € X complint

{z} = ﬁ Ch.
n=1
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Demostracio. Com els diametres convergeixen a 0, el conjunt intersecci6 de tots els C,, ha de tindre
diametre 0, i per tant, o bé és buit o bé conté un tnic punt. Per a cada n € N prenem un element
arbitrari pero fixat x,, € C), i considerem la successi6 {z,}72 . Fixat N € N, la inclusi6 entre els
tancats implica {x,}5° y C Cn i per tant, d(xy,, z,) < diam(Cy) per a cada n,m > N. Deduim
que {z,}5°; és de Cauchy, i com l'espai és complet existeix € X limit de la successi6. Com Cy
és tancat i « és també limit de {x,,}7° 5, deduim que z € Cy per a cada N € N. Ol

Una primera conseqiiéncia important de 'anterior teorema és el conegut teorema de Categories
de Baire. Seguirem la demostracié exposada en [15, Proposicié 3.2].

Teorema A.1.7 (Teorema de Categories de Baire). Siga (X,d) un espai métric complet.
Llavors la interseccio numerable d’oberts densos en X és un conjunt dens en X.

Demostracid. Si {Ag}72, és una successié d’oberts densos en X i A C X és un obert no buit,
aleshores A N Aj és un obert no buit i podem trobar z; € A1 i 0 < &1 < 1/2 de manera que
B(z1,e1) C AN A;. Donat n € N, suposem construida una seqiiéncia {B(zg, k) }}_; complint

1
B(xg,er) C AN B(xg_1,6k-1), amb0 <eg, < ok

per a cada 1 < k <n. Llavors A, 11 N B(zy,&,) és un obert no buit, i podem trobar x,1 € A,11
i0<éepi1 <1/277 amb B(x,11,6n41) C Apg1 N B2y, e,). De manera recursiva obtenim una
successié de boles {B(zy,ex) 5%, complint B(zy,ex) C Ax N B(xk_1,65-1) 1 0 < e < 1/2F per a
cada k > 2. Com klim diam(B(xk,ek)) = 0, pel teorema A.1.6, existeix z € X amb

—00

{x}:ﬁB(xk,Sk)CAﬂ<ﬁAk>. O]

k=1 k=1

Definicié A.1.8. Siga (X, d) un espai metrici A C X. Direm que A és un conjunt:

(a) dens enlloc, si interior de la seua clausura és buit, és a dir, int(A4) = 0;
(b) de categoria-I, si pot expressar-se com una unié numerable de conjunts densos enlloc;

(d) residual, si el seu complementari X \ A és un conjunt de categoria-I;

)
)
(c) de categoria-II, si no és un conjunt de categoria-I;
)
(e) Gs, si pot expressar-se com una interseccié numerable d’oberts.

Nota A.1.9. Existeixen varies enunciacions alternatives del teorema de Categories de Baire:

(i) Siga (X,d) un espai métric complet i {C,}°2 conjunts tancats amb X = ;> Cpn. Llavors
existeiz n € N amb int(C),) # 0. Equivalentment no tots els Cy, son de categoria-I.

(ii) Tot espai métric complet és de categoria-II.

(iii) En un espai métric complet, tot conjunt residual és de categoria-I1.

La implicacié contraria de (iii) no és certa en general. Per exemple, X = {1,2} amb la métrica
discreta és un espai metric complet, i tant el conjunt {1} com {2} sén de categoria-II.

Nota A.1.10. Reunim a continuacié algunes observacions que sorgixen a partir de les definicions
anteriors. Siga (X, d) un espai metric complet i A, B C X. Llavors:
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(a)

A

El conjunt A és un Gy dens si i només si tots els oberts de la interseccié que el formen sén
densos, 1 per tant, tot Gs dens és un conjunt residual. En efecte, si {A,}72; sén oberts amb
A =21 Ay, i A és dens, dits oberts han de ser densos. L’altra implicaci6 és el teorema de
Categories de Baire. En aquest cas, els conjunts X \ A, son tancats amb interior buit i per
tant densos enlloc, d’on obtenim que X \ A és de categoria-I i A és residual.

Si A1 B son Gs densos, AN B és un G5 dens. En efecte, si A =(,2; A, i B =2, By, sent
{4,352, i {B,}52 oberts densos, llavors AN B = (1,2 (A, N By,) és un G dens.

Si A és de categoria-1 i B C A, aleshores B és de categoria-1. En efecte, si A = Jo2; A, amb
{A4,,}>2, conjunts densos enlloc, tenim que B = ;2 ; (A,NB) on {A,NB}>2; sé6n evidentment
conjunts densos enlloc.

El conjunt A és residual si i només si conté a un conjunt G dens. En efecte, si A = X \U,~; 4,
amb {4, }5°; conjunts densos enlloc, llavors C' := (72, (X \ A,) C A, on C és un G dens. La
implicacié contraria es dedueix dels apartats anteriors.

.2 Espais de Banach

L’objectiu d’aquesta i la propera seccié és exposar els coneixements basics d’Analisi Funcional que
hem necessitat al treball. En particular, per a aquesta seccié seguirem les definicions i exemples de

[

|. Comengarem recordant els conceptes d’espai vectorial topologic i d’espai localment conve.

Definicié A.2.1. Un espai vectorial topologic és un espai vectorial X sobre K, dotat amb una
topologia de Hausdorff de manera que les operacions

+ : X xX—X, (z,y)~ z+y (suma de vectors),

KxX — X, (Az)— \x (producte per escalar),

son continues. Sia més cada punt de ’espai X té una base d’entorns formada per conjunts convexos,
se I'anomena espai localment conver.

Donat un subconjunt A C X d’un espai vectorial topologic sobre K, denotarem la expansié

lineal del conjunt A per

LIN(A) := {Z)w:la:z e A\ e Kperacadal<i<n, ambnGN}.
i=1

A continuacio, recordem el concepte de norma i d’espai normat.

Definicié A.2.2. Direm que un funcional || - || : X x X — R en un espai vectorial X sobre K és
una norma, si per a cada x,y € X i A € X compleix

(i) ||z|| = 0 siinomés si x = 0;

(i

i) [|Az]] = |A] - ||z]| (homogeneitat);

(iii) ||z +y|l < ||z]| + ||ly|l (desigualtat triangular).

Al

parell (X, || -||) se Panomena espai normat.
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Els espais normats sén espais vectorials topologics, i en particular sén espais localment convexos
ja que les boles d’una norma sén conjunts convexos (per la desigualtat triangular i ’homogeneitat),
i el conjunt de boles centrades en un punt x i de radi major que 0 és un sistema fonamental
d’entorns de dit punt en la topologia induida per la norma. A més, sén espais metrics perque
l'aplicacié d : X x X — Ry definida a partir de la norma i que assigna d(z,y) = ||z — y|| per a cada
z,y € X, és una distancia invariant per translacions en X. Aquesta ultima afirmacié es compleix
ja que donats x,y, 2z € X llavors

diz+z,y+z)=|(@+z)—(y+2)|=z-yl=dxy).
Dins d’aquest grup d’espais es troben els espais de Banach.

Definicié A.2.3. Direm que un espai normat (X, || -||) és un espai de Banach si és un espai metric
complet amb la metrica induida per la norma.

Una subfamilia dels espais de Banach son els espais de Hilbert.

Definicié A.2.4. Direm que un espai de Banach (X, || -||) és un espai de Hilbert si la norma prové
d’un producte escalar
()X x X > K,

via la igualtat ||z| = /(z, z).

Exemple A.2.5. Incloem alguns dels espais de Banach i de Hilbert classics més importants:

(a) Siga 1 < p < oo, llavors l'espai

P = {{xk}zozl e KN . Z |zp|P < oo},
k=1

de successions p-sumables, amb la norma p

[e%s) 1/p
|z := <Z |xk|p> , per a cada x = {zx}72, € 7,
k=1

és un espai de Banach. En particular, ¢? és un espai de Hilbert amb el producte escalar definit
per (z,y) = > ro; xUr. A més, U'espai de successions finites, és a dir, amb una quantitat finita
de termes distints de 0 i que denotarem per

cop = {{xk},;“;l e KN . existeix N € N amb z; = 0 per a tot k > N}

encara que no és de Banach, constitueix un subespai dens de ¢P. Considerant Unicament les
successions finites amb entrades en Q (si estem treballant en R) o Q +¢Q (si ho fem amb C) és
clar que /P és un espai separable per a cada 1 < p < oo. L’espai /P(Z) de successions p-sumables
indexades en Z es defineix de manera analoga.

(b) L’espai de successions acotades £>° = {{xk}zozl e KN : suppey 7k| < oo} amb la norma infinit

o norma suprem ||zl := suppey |Tx| per a cada x = {zx}72, € £, és també un espai de
Banach. Com que no és separable ens interessara més el seu subespai tancat

Cp = {{xk}iol eKY : lim ap = 0}’
k—o0

de successions convergents a 0. Aquest espai és separable perqué com a I'apartat anterior cgg
és un subespai dens de c¢g.
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(c) Siguen a,b € R amb a < b. Llavors l'espai
%€ ([a,b]) ={f :[a,b] = K : f és una funcié continua},
de funcions continues amb la norma infinit o norma suprem || f|| oo := supscjqp |f(t)| per a cada

f € €(la,b]), és un espai de Banach.

Els exemples exposats i les afirmacions realitzades sén resultats classics en Analisi Funcional i
poden trobar-se en [22, Capitol 1] o [32, Capitol 2].

A.3 F-espais i espais de Fréchet

Donat un espai vectorial, podem introduir una topologia de Hausdorff de manera analoga a la dels
espais de Banach, pero, en lloc d’emprar una norma, a partir d’'una F-norma.

Definicié A.3.1. Direm que un funcional || - || : X — Ry en un espai vectorial X sobre K és una
F-norma si per a cada z,y € X i A € K es compleix
(1) flz +yll < llzll + llyl;
(i) Azl < flf} si |A] < 1;
) lim Dl = o
(i) lim [|\z ] = 0;
(iv) ||z|| = 0 si i només si z = 0.

De les propietats (i) i (ii) anteriors es dedueix [|Az|| < (JA\| + 1)||z| per a tot z € X i X € K.
Els espais vectorials acompanyats amb una F-norma sén també espais metrics, ja que l'aplicacid
d: X x X — R4 definida a partir de la F-norma i que assigna d(z,y) = ||z —y|| per a cada z,y € X
és una distancia invariant per translacions en X. Aquesta ultima afirmaci6 es dedueix igual que al
cas dels espasi de Banach ja que donats z,y, 2z € X, llavors

dz+z,y+2) =|[l(z+2) = (y+2)|| = |z —yl| = d(z,y).
Dins del grup dels espais vectorials sobre els que existeix una F-norma es troben els F-espais.
Definicié A.3.2. Direm que un espai vectorial X sobre el que tenim definida una F-norma és un

F-espai, si és un espai metric complet amb la metrica induida per la F-norma.

Obviament tota norma és una F-norma i per tant, tot espai de Banach és un F-espai. A més,
amb les propietats (i), (ii) i (iii) d’'una F-norma, la continuitat de les operacions vectorials que
doten a l'espai X de la categoria d’espai vectorial topologic pot justificar-se de manera similar al
cas dels espais normats i espais de Banach. Pero, la falta d’homogeneitat en els F-espais implica
que aquests no sén necessariament localment convexos.

Exemple A.3.3 ([54, Exemple 1.49]). Siga 0 < p < 1. Llavors l'espai

LP[0,1] :== {f:[O,l]—)K : fésmesurablei/ \f|pd7t<oo},
(0,1]

)

on A denota la mesura de Lebesgue en R, és un F-espai amb la F-norma
171 = [ 1 da,
[0,1]

pero, tal com es mostra en [51] no és un espai localment convex. De fet, menys el conjunt total no
existeix cap obert no buit que siga convex.
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Un cas particular de F-espai és el concepte d’espai de Fréchet que generalitza el d’espai de
Banach sense perdre la categoria d’espai localment convex, definint la topologia amb una successié
de semi-normes. Recordem el concepte de semi-norma i algunes de les propietats que pot tindre
una successié d’aquestes.

Definicié A.3.4. Direm que un funcional p : X x X — Ry en un espai vectorial X sobre K és una
semi-norma si per a cada x,y € X i A € K compleix

(i) si x = 0 llavors ||z|| = 0;
(ii)) p(Ax) = |A| - p(x) (homogeneitat);
(iii) p(x +vy) < p(x) + p(y) (desigualtat triangular).

Direm que una successié {p,}>2, de semi-normes en X separa punts, si la condicié de p,(z) = 0
per a tot n € N implica z = 0 € X. La successio6 és creizent si p,(z) < pp+1(z) per a tot x € X.

Lema A.3.5. Siguen X un espai vectorial sobre K i {p, }>2 | una successio creizent de semi-normes
en X que separa punts. Llavors les aplicacions di : X x X — Ry ide : X x X — R definides per

s 1 . . > 1 pn x__y)
dl(.il?,y) = Z—nmln{l,pn(as—y)}, ! d2 J} y Zi )
n=1 2 n=1 2n 1 —i—pn(a: - y))

per a cada x,y € X, son dues métriques en X invariants per translacions i uniformement equiva-
lents. A més, en Uespai métric (X,dy), donada una successio {x}72, C X, dos punts de Uespai
x,y € X 1 U C X, es compleixzen les segiients afirmacions:

(a) Donatn €N, sipp(z —y) < g7 Havors di(z,y) < 5.

(b) Donat n € N, si di(x,y) < 53 lavors py(z —y) < 2% per a cada 1 < k <n.

(c) khm T =X S 1 només si hm pn(a:k —x) =0 per a cada n € N.
— 00

(d) {zr}p2y és de Cauchy si i només si klllinoopn(mk —1x7) =0 per a cada n € N.

(e) U és un entorn de x si i només si existeizen n € N i e > 0 de manera que

{lye X : pplx—y)<e}cCU.

Demostracié. La hipotesi de separar punts implica di(z,y) = 0 (respectivament da(z,y) = 0) si
i només si x = y. La propietat simeétrica es dedueix de p,(z — y) = po(—(y — x)) = pn(y — )
per a cada z,y € X i cada n € N. La desigualtat triangular és una conseqiiencia immediata de la
desigualtat triangular de cada semi-norma p, amb n € N. La igualtat

pn(z—y) =pu((x+2) — (y+ 2)), per a cada x,y,z € X, icadan €N,

demostra que dj i do sén invariants per translacions. Completarem la prova demostrant primer que
fixats z,y € X i n € N es compleixen les propietats:

(1) Si pp(z —y) < 1/2" Navors da(w,y) < di(z,y) < 1/2"7 1. En efecte, com que la successié de
semi-normes €s creixent tenim

1 "1 1 9 1
d2($7y)Sd1(fB,y)<(2”>-<22k>+ 3 | <o =

k=n+1

—_
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(2) Si dq(x,y) < 1/22" llavors py(x — y) < 1/2". En efecte, si suposem p,(x —y) > 1/2" tenim
una contradiccié amb

1 1 .
o S o0 -min{l, pp(z —y)} < di(,y).
(3) Si da(z,y) < 1/22" llavors pp(x —y) < 1/2"~1. Si suposem p,(z —y) > 1/2"1 > 1/(2" — 1)
obtenim

_ 1 1 1 -
palemy) Lo Lo L e my)
L+ pal(z —y) — 20 2 =20 1+ pu(z —y)

Les dues metriques sén uniformement equivalents, ja que donat € > 0 podem prendre n € N de
manera que 1/2"72 < ¢ i amb § = 1/22" obtenim: si di(z,y) < J llavors do(x,y) < 1/2"7! < &; si
do(,y) < 6 aleshores p,_1(x —y) < 1/2"~! d’on es compleix d;(x,y) < 1/2"72 < e.

Amb les desigualtats obtingudes en (1) i (2) i tenint en compte que la successié de semi-normes
és creixent obtenim (a), (b) i podem deduir:

(¢) lim di(zg,z) =0 siinoméssi lim py(zy —z) =0 per a cada n € N.
k—ro0 k—ro0

(d) klllgloo di(zg, ;) = 0 si i només si klliinoopn(xk —x;) =0 per a cada n € N.

() Ba, (2, 53) C{y € X : pp(x —y) < 55} C By(z, 57=1) per a cada n € N, O

Recordem que dues metriques uniformement equivalents engendren la mateixa topologia i les
mateixes successions de Cauchy (veure Definicié A.1.2). Per tant és indiferent emprem la metrica
dy (com en [32]) o la meétrica dy (com en [15]) per determinar si 'espai métric resultant és complet.
Nosaltres emprarem la metrica di; que denotarem simplement per d.

Definicié A.3.6. Un espai de Fréchet és un espai vectorial sobre K junt amb una successio creixent
de semi-normes {p,}°>; que separen punts de l'espai, i de manera que (X, d) és un espai metric

complet, on
oo

Z min{1, p,(z — y)}, per a cada z,y € X.

Com haviem afirmat abans, els espais de Fréchet sén un cas particular dels F-espais.
Proposiciéo A.3.7. Siga X un espai de Fréchet. Llavors, el funcional

(o]
1
||| := d(z,0) = Z Q—nmin{l,pn(z‘)}, per a cada x € X,

és una F-norma.

Demostracio. Les propietats (i), (ii) i (iv) de F-norma sén conseqiiéncia del lema A.3.5 i del fet
que d és una metrica. La propietat (iii) és directa per 1’expressié de la F-norma. L’espai meétric
(X, d) és complet ja que d coincideix amb la metrica de la definicié d’espai de Fréchet. ]

També podriem haver triat la metrica dy del lema A.3.5 per a definir una F-norma completament
equivalent a l'anterior. Finalment, i abans de veure alguns exemples, cal remarcar que els espais
de Fréchet sén espais vectorials topologics (per ser F-espais) i també espais localment convexos,
ja que les boles de cada semi-norma sén conjunts convexos, i per el lema A.3.5, la unié de totes
aquestes boles formen una base d’entorns.
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Exemple A.3.8. Incloem a continuacié alguns exemples fonamentals d’espais de Fréchet:

(a) Siga (X, |- ||) un espai de Banach. Llavors prenent p, = || - || per a cada n € N, és clar que X
és un espai de Fréchet amb la definicié A.3.6.

(b) L’espai de funcions enteres
H(C)={f:C—C : f ésholomorfa}.

El concepte natural de convergencia per a funcions enteres és la convergeéncia uniforme local,
és a dir, la convergencia uniforme en cada subconjunt compacte. Recordem que tota funcié
entera no constant és no acotada, i per tant, dificilment anem a poder controlar la convergencia
uniforme global amb una tnica norma. En contrast amb els espais de Banach, la convergencia
ve descrita per una familia infinita numerable de condicions. En particular, pel lema A.3.5
tenim que una successié {f}32, C H(C) convergeix a f € H(C) si i només si {p,(fr — f)}20
convergeix a 0 per a tot n € N, on
pn(f) := sup |f(2)], per a cada f € H(C).
|z|<n

Clarament {p,}22; és una successi6 creixent de semi-normes que separa punts de H(C). Com
que la serie de Taylor d’una funci6 entera convergeix uniformement en cada conjunt compacte, el
conjunt de polinomis formen un subconjunt dens de H(C) i considerant inicament els polinomis
amb coeficients en Q + iQ és clar que H(C) és un espai de Fréchet separable.

(c) Encara que molts dels espais més naturals de successions sén de Banach (com ¢ o ¢y, veure
Exemple A.2.5), 'espai (real o complex) de totes les successions

w=K = {{z}22, : 2 €K, per a cada k € N},

no té una estructura natural d’espai de Banach, ja que les successions no sén (necessariament)
acotades, i per tant, no es pot dotar ’espai d’una norma natural que controle la convergencia
coordenada a coordenada. Podem donar una successi6 creixent de semi-normes {p, }°°; amb

pn(x) := max. |zk|, per a cada x = {z)}j=; € w.

Es clar que aquesta successié de semi-normes separa punts, i una successio {a:(])};-";o Cw

. . . 7’ . y o0 .
convergeix a & € w si i només si {p, (27 — x)}52, convergeix a 0 per a tot n € N. Com ocorre
amb els espais P i ¢p, el subespai cop és dens en w, i considerant tnicament les successions
finites amb entrades Q o Q + iQ, és clar que w és també un espai de Fréchet separable.

Lema A.3.9. L’espai w conté un conjunt numerable dens {:c(j)};?‘;l C w tal que per a cada j € N
el vector 1) = {x,(j)}iozl compleix x,(gj) =0sik>j.

Demostracio. L'espai w és separable i per tant existeix un conjunt dens i numerable que podem
enumerar {y(j)};?';l. Per a cada j € N considerem el vector {x,(f )}Zozl € w amb

L) _ y, sik<j,
F 0, sij<k
Llavors la successio {x(j)};?‘;l compleix la condicié de ’enunciat i és un conjunt dens, ja que donat

r €wie> 0 existeix n € Namb 3 <2"-¢, i per ser {y(j)}]Q‘;l dens existeix m > n amb el vector
y™ € By(x, 2%) \ {yM, 5@, ...y}, Finalment, pel lema A.3.5(a) deduim

d(z, ™) < d(z,y™) + d(y™, ™) < 2% + 2% <e. O
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A la seccié 2.1, definim operador com una aplicacié lineal i continua entre dos F-espais (veure
Definici6 2.1.2). Es convenient que caracteritzem la continuitat quan 'operador esta definit entre
dos espais de Fréchet en termes de les semi-normes.

Proposicié A.3.10. Siguen X 1Y dos espais de Fréchet amb topologies engendrades per les suc-
cessions creixents de semi-normes {pn}51 @ {qn o>, respectivament. Llavors una aplicacio lineal
T:X =Y és un operador si i només si per a cada m € N existeixn € N ¢ M > 0 de manera que

qm(Tz) < Mpy(z), per a tot z € X.

Demostracio. La condicié és suficient, ja que si {z}}72, C X convergeix a € X llavors per a cada
m € N es compleix
0 < lim g(Tzr —Tx) < lim Mp,(zr —x) =0,
k—o0 k—o00

i pel lema A.3.5 {Tx}2, convergeix a Tx € Y. Per contra, donat m € N el lema A.3.5 ens
assegura que V = {y € Y : ¢, (y) < 1} és un entorn del 0 € Y i per continuitat existeix un entorn
U del 0 € X complint T(U) C V. De nou pel lema A.3.5, existeix n € Nie > 0 complint que
pn(x) < e implica x € U, i per tant, ¢,,(Tx) < 1. Si prenem ara qualsevol z € X i § > 0 tenim

£

p (575 <o

d’on obtenim i
gm(Tz) < p"(lz Ay

L’arbitrarietat de § > 0 implica ¢, (Tz) < Mp,(x) amb M = 1/¢ per a tot z € X. O

Exemple A.3.11. A partir dels exemples d’espais de Fréchet que hem introduit podem exposar
alguns exemples d’operadors:

(a) Donat a € C amb a # 0, 'aplicaci6
T,: H(C) — H(C),

que porta cada funcié f(z) € H(C) a la traslladada T, f(z) = f(2+a) € H(C) esta ben definida
i és lineal. Si prenem M € N amb M > |a|, deduim que T, és un operador ja que

pu(Taf) = sup |f(z+a)| < sup |f(2)] = parin(f), per a cada f € H(C).
|z|<n |z|<M+n

Aquest és 1'operador de Birkhoff [11], introduit en 1922.

(b) L’aplicacié
D: H(C) — H(C),

que porta cada funcié f € H(C) a la seua derivada Df = f' € H(C) esta ben definida perquée
tota funcié holomorfa és de classe €. Es clar que D és lineal i les acotacions de Cauchy per
a les derivades d’una funcié holomorfa justifiquen que D siga un operador, ja que per a cada
n € N es compleix

pn(Df) = sup |f'(2)| < sup |f(2)| = pns1(f), per a cada f € H(C).

|z|<n |z|<n+1

Aquest és 1'operador de MacLane [11], introduit en 1952.
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(c) Siga 1 < p < oo, llavors podem considerar els espais de Banach X = (P, ¢y (Exemple A.2.5(a))
0 bé l'espai de Fréchet w. L’operador desplacament cap arrere B : X — X es defineix com

B(xy,x9,x3,...) = (x2,23, X4, ...),

i de nou és immediat comprovar que B és un operador ja que ||Bz||, < ||z||, per a cada z € 7,
| Bx||oo < ||#]|co per a cada x € cp, i també donat n € N es compleix

Bzx) = max |z < max |xi| = x), per a cada © = {1}, € w.
pn(Bz) 1gkgn’ k+1’_1§k§n+1’ k| = Pns1(2), P {zr}izy
En 1969 Rolewicz va estudiar sobre els espais P i ¢y els operadors A - B per a A € K amb
|A| > 1, demostrant que sén hiperciclics [53], els quals van ser anomenats posteriorment com
operadors de Rolewicz.

(d) Prenent els mateixos espais (X, ||-||) que a I'apartat anterior, I’operador desplagcament cap avant
F: X — X es defineix com

F(.%'l, xr2,xs, ) = (0,1‘1,1‘2, ),

i de nou és immediat que F' és un operador ja que ||Fz|, = ||z|/, per a cada x € (P, també
|Fz||oo = ||z]|co Per a cada = € g, i donat n € N es compleix

pn(Fz) = max |oy_1| < max |ox] = pn(z), per a cada 2 = {zi}i=; € w

Aquest fa el paper d’operador “invers” per la dreta de I'operador desplacament cap arrere.

A.4 Teoria Ergodica

Dedicarem aquesta seccié a introduir la teoria basica que permet parlar de Teoria Ergodica. En
particular, donarem les definicions necessaries per poder comprendre ’enunciat del teorema d’Er-
godic de Birkhoff (Teorema A.4.7). Seguint la teoria desenvolupada en [51], treballarem amb un
conjunt no buit X, amb & una o-algebra sobre X, i u una mesura de probabilitat definida sobre
o/, és a dir, la terna (X, o7, p) sera un espai de probabilitati T : X — X sera una aplicacié mesura-
ble. Encara que amb aquestes condicions el parell (X, 7T') no és necessariament un sistema dinamic
respecte de la definicié 1.1.1, emprarem la mateixa notacié introduida a la seccié 1.1 per a ’orbita
i evaluacié d’un punt respecte de T'.

Donada una propietat P dels punts del conjunt X, direm que es compleix quasi per a tot punt
i ho denotarem per ¢.t.p. , si es compleix en tots els punts de X excepte en un subconjunt p-nul.
Per a definicions basiques sobre teoria de la mesura es pot consultar [10].

El primer ingredient basic de la Teoria Ergodica és la invariancia o conservacié de la mesura per
part d’una aplicacié (o transformacid) del conjunt X.

Definicié A.4.1. Siguen (X, .7, 1) un espai de probabilitat i 7 : X — X una aplicacié mesurable.
Direm que T conserva la mesura p, o simplement que T' és p-invariant, si per a tot A € &7 es
compleix

u(A) = (T7(4)).

Una conseqiiencia de la p-invariancia d’una aplicacié és el teorema de Recurréncia de Poincaré:
quasi per a tot punt, I’orbita d’aquest torna al conjunt de partida.
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Teorema A.4.2 (Teorema de Recurréncia de Poincaré). Siguen (X, .o/, ) un espai de pro-
babilitat, T : X — X wuna aplicacié p-invariant i A € &/ amb p(A) > 0. Llavors es compleix
{T™z :n € N} N A # 0 quasi per a tot punt de A (excepte per a un subconjunt p-nul de A).

Demostracio. Siga F = {x € A : T"z ¢ A, peratotn > 1} = A\ (Un21 T‘"(A)) € d, i
comprovem que és un conjunt nul. Donats n,m € N amb n >m > 0 tenim T-"(F)NT""™(F) =0
ja que en cas contrari existeix w € T~ (F)NT~™(F), illavors T"w € F C AiT" "T"w € F C A
contradient la definicié de F.

Per tant, com els conjunts {T"(F)}>2, sén disjunts dos a dos tenim

S w(TE) = (G T—"<F>> < u(X) = 1.
n=0 n=0

Com T és p-invariant es compleix p(F) = pu (T "™(F)) per a tot n € N i deduim u(F) = 0. O

Tal com s’exposa en [23, Introduccid, Seccié 4], 'anterior resultat és un dels primers teoremes
que estudien la recurréncia en sistemes dinamics, ja que va ser discutit per Poincaré en 1890 i
demostrat per Carathéodory emprant la teoria de la mesura en 1919.

El segon primer ingredient que necessitem de la Teoria Ergodica és la propietat que va donar
nom a aquesta teoria: l'ergodicitat. Aquesta propietat ens diu que els conjunts invariants per la
transformaci6é T', o bé sén nuls, o bé és el total excepte un nul.

Definicié A.4.3. Siguen (X, .o, ) un espai de probabilitat i T : X — X una aplicacié p-invariant.
Direm que T és ergodica respecte de la mesura u, o simplement que 1" és u-ergodica si

per a cada A € o/ amb A = T7(A), llavors u(A) € {0,1}.

Proposicié A.4.4. Siga (X, o7, p) un espai de probabilitat i T : X — X una aplicacid p-invariant.
Les segiients afirmacions sén equivalents:

(i) T es p-ergodica;
(ii) per a cada A € o amb u(T~H(A) A A) =0, llavors u(A) € {0,1};

(iii) per a tot parell A,B € & amb pu(A) > 0 i u(B) > 0 ezisteiz n € Ng amb p(T~™"(A)N B) > 0.

Demostracié. (i) = (ii) Siga A € & amb u( “1(A) A A) = 0. Hem de comprovar u(A) € {0,1}.

Per induccié sobre k£ € N tenim p ( ) = 0. En efecte, si suposem cert per a k i denotem
By =T FA\A=TFA)N(X\A4), Cp:=A\T "),

tenim T%(A) = B U (A\ Cy) i per hipotesi inductiva 0 = u (T_k(A) A A) = u(By) + p(Cy) d’on
By i Ck sén conjunts p-nuls. A més,

T=00A) = T (T75(A)) = T7 (BR U (A\ C)) = T71(By) U (T7HA)\T7H(Ch))
i per ser p-invariant sabem que 771 (By) i T~!(Cy) sén conjunts nuls i aleshores

(T (4) AT A)) = 0.
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Junt a pu (T71(A) A A) = 0 obtenim p (T*(k“)(A) A A) = 0 finalitzant la inducci6.

Prenem ara el conjunt

U := {:L'EX:{]{:Zl:TkZL'EA} ésinﬁnit}: ﬁ (GT_k(A)>7

n=1 \k=n

fjl (:On:r’k(A)> = ﬁ ([j T’“(A)) = ﬁ (fj 7! (Tk+1(A))> =71 (n@ <k:[.jnTk+1(A)>>

(B0, ) (B O

Per (i) sabem que p(U) € {0,1} i també:

e donat x € U \ A, llavors existeix k € N complint z € T~F(A) \ A;

e six € A\ U, llavors existeix k € N complint x ¢ T=F(A), és a dir, z € A\ T7F(A).

Deduim A AU C Up2, (T_k(A) A A), que és unié numerable de conjunts nuls. Finalment tenim
p(AAU) =0, i per tant, u(A) = u(U) € {0,1}.

(ii) = (iii) Suposem A, B € &/ amb u(A) > 01i u(B) > 0 de manera que per a tot n € Ny
tenim p (77" (A) N B) = 0. Prenem el conjunt U := J;2, T~ "(A). Llavors

[ (G T-"(A) A D T‘”(A)) = <fj T-"(A) A (AU D T‘"(A)))
n=1 n=0 n=1

n=1

w (171 0) A U)

u(A\(D T‘"(A))) =p({xreA: Tz ¢ A, per atot n>1}) =0,
n=1

on I"iltima igualtat és el teorema A.4.2. Per (ii) tenim pu(U) € {0,1}, i com A C U i u(A) > 0,
llavors pu(U) = 1. Aleshores u(X \ U) = 0 i també tenim

WUNB) =p <G (T~"(A) mB)) = 0.

n=0

Arribem a la contradiccié

0<u(B)=pu(BNU)+uBNX\U))=0.

(iii) = (i) Si no és aixi, existeix A € &/ amb A = T~!(A), pero, 0 < u(A) < 1. Prenent
B := X\ A obtenim 0 < p(B) =1—p(A) < 1. Donat n € Ny es compleix A =T7"(A), i per tant,
T—"(A)N B = (. Llavors per a tot n € Ny tenim u (T"(A) N B) = 0 contradient (iii). O

Nota A.4.5. Suposem que (X, o7, 1) és un espai de probabilitat, i que 7': X — X és un sistema
dinamic (Definici6 1.1.1). La continuitat de 7" implica que és una aplicacié mesurable. Aixi com
la transitivitat topologica pot interpretar-se dient que T connecta totes les parts no trivials de X
(veure Proposicié 1.2.3) entenent que els oberts de 1’espai sén les “part no trivials”, I'ergodicitat
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por interpretar-se com la “irreductibilitat” del sistema dinamic respecte de la mesura u, és a dir,
entenent que les “parts no trivials” sén els conjunts amb mesura positiva. En efecte, si T és
p~ergodica, per Iequivaléncia (iii) de la proposici6 anterior, donat A € & amb u(A) > 0 tenim

per a tot B € o/ amb u(B) > 0 existeix k € Ny complint ,u(Tfk(A) N B) > 0, i per tant,

per a tot B € &/ amb u(B) > 0 tenim p (U (T%(A)N B)) > 0.
k=0

Llavors A* = Uz— T*k(A) ha de mesurar 1. En altres paraules, quasi totes les orbites de 'espai
(menys les d’un conjunt p-nul) cauen en algun moment en el conjunt A.

Baix la situacié que (X, T) siga un sistema dinamic i a més (X, o7, 1) un espai de probabilitat,
pels comentaris anteriors és clar que podem obtenir implicacions entre Dinamica Topologica i Teoria
FErgodica si tots els oberts de X tenen p-mesura positiva.

Definicié A.4.6. Siga (X,d) un espai metric. A la menor de les o-algebres que conté tots els
oberts de X l’anomenem o-dlgebra de Borel de X i la denotarem per Z(X).

Per altra banda, donada una o-algebra o/ C (X) complint la inclusié Z(X) C 7, i una
mesura de probabilitat 4 : &/ — Ry, direm que p és una mesura de suport complet si per a cada
obert U C X es compleix u(U) > 0.

Teorema A.4.7 (Teorema Ergodic de Birkhoff). Siguen (X, o7, u) un espai de probabilitat,
T : X — X una aplicacié p-ergodica i f € LY (X, .o, ). Llavors es compleix

1 N
A}i_r}n()() i1 T;)f(T”x) = /X f du, quasi per a tot punt x € X.

Per motius d’extensié no inclourem la prova, la qual pot trobar-se en diverses referencies com
per exemple [51, Teorema 10.2]. Aquesta seccié és merament introductoria a la Teoria Ergodica
amb 1'inic objectiu de poder mostrar a la seccié 2.5 la motivacié de ’aparicié del concepte de
hiperciclicitat freqiient (veure la pagina 27). Aquestes idees mostren que existeixen relacions entre
la Dinamica Topologica i la Teoria Ergodica, baix algunes hipotesis raonables com que la mesura siga
de suport complet (Definicié A.4.6), quan apliquem el teorema anterior a funcions caracteristiques
14 on A C X és un obert.
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Apendix B
Teoria Combinatoria de Nombres

La Teoria Combinatoria de Nombres juga un paper fonamental quan tractem de generalitzar con-
ceptes com la transitivitat, la hiperciclicitat o la recurréncia en termes de families de Furstenberg.
En aquest segon apendix reunim definicions, resultats i exemples que ajuden a desenvolupar la
resta de treball i que pretenen formar una base de coneixement solida a ’hora de treballar amb la
F-transitivitat, la F-hiperciclicitat o la F-recurrencia.

Hem dedicat una primera seccié a introduir alguns conceptes de grandaria per a conjunts infinits
de nombres naturals (Definicié B.1.1) relacionats amb les propietats topologiques i algebraiques de
la compactacié de Stone-Cech dels naturals fNy. També incloem algunes de les relacions més
importants entre aquests tipus de conjunts (Proposicié B.1.3) les quals s’han emprat a diverses
seccions del treball (veure Seccions 1.5, 1.6, 2.3 1 2.4).

A la segona part de 'apeéndix exposem les nocions de densitats asimptotiques (Definicié B.2.1) i
densitats de Banach (Definici6 B.2.6), estudiant les seues propietats fonamentals (veure Proposici-
ons B.2.4 1 B.2.8), les quals sén de gran utilitat quan parlem de families de Furstenberg. Aquestes
families (Definici6 B.3.1) seran les protagonistes de 'tiltima seccié d’aquest apéndix, on estudiarem
els filtres (Definicié B.3.6), les families de particié regular (Definicié B.3.8) i les relacions de dualitat
entre aquests conceptes (veure Lema B.3.10).

Abans de comencar amb l'apéndix establim la segiient notacié (emprada en tot el treball):
donats n,m € Z amb n < mi A C Ny escriurem [n,m| :={n,n+1,....m}, n-A:={n-z:x € A},
iA+n:={x+n:z e A}. També escriurem

A+ [n,m] = 6(A+j).

j=n
Si a més B C Ny, denotarem els conjunts:
A+B:={z+y:x€ Ajye B},itambé A—B:={zx—y:x € A,y € B}.

Denotarem el cardinal d'un conjunt A per card(A).

B.1 Els Nombres Naturals

L’operacié definida en un semigrup topologic discret (S,-) té una extensié natural, usualment
denotada igual, a la compactacié de Stone-Cech 3S := {p C (S) : p és ultrafiltre de S}, tal
com s’exposa en [37, Part I]. Amb aquesta extensi6, (£5,-) és un semigrup topologic compacte
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que conté a S en forma d’ultrafiltres principals com a centre (veure [37, Part II]). L’estudi de
les propietats algebraiques i topologiques del semigrup (S, -) té aplicacions en diversos camps de
les matematiques com Teoria de Ramsey, Teoria Combinatoria de Nombres [37, Part III], Teoria
Ergodica i Dinamica Topologica [37, Part IV].

En particular, si denotem per N el conjunt de nombres naturals i per Ny := N U {0} podem
considerar el semigrup topologic discret (Ng, +), on 'operacié + : NgxNy — Ny és la suma usual que
porta (n,m) — n 4+ m per a cada n,m € Ny. Llavors fNg := {p C Z(Np) : p és ultrafiltre de Ny}
amb 'extensio de 'operacié + : BNy x SNy — BNp és un semigrup topologic compacte que aporta
interessants relacions entre la Teoria Combinatoria de Nombres i la Dinamica Topologica.

De fet, moltes nocions originades en Dinamica Topologica com els conjunts sindétics, sindeétics
a trossos o els conjunts IP sén importants per a descriure ’estructura algebraica i topologica de
(6Np, +). Per exemple, un punt p de SNy esta en la clausura del menor ideal de SNy si i només si
tot entorn U de p compleix que U NNy és sindeétic a trossos [37, Teorema 4.40]. També és cert que
donat A C Ny, aleshores existeix una successio {z,}°>; C Ny de manera que

{Z Iy : F subconjunt finit de N} C A,

ner

si i només si existeix p € Ny idempotent (és a dir p +p = p) amb A € p [37, Teorema 5.12].
Degut a 'extensié d’aquesta teoria, ens reduim a incloure tnicament els conceptes basics sobre
la grandaria dels subconjunts infinits de nombres naturals, aixi com algunes de les relacions que
existeixen entre aquests i que necessitem al treball. Per a un desenvolupament més profund i
complet es pot consultar [37]. Comencem per les definicions amb que treballarem.

Definicié B.1.1. Siga A C Np. Direm que:
(a) A és un conjunt gros (thick), si per a cada m € N existeix € A de manera que [z,z+m] C A.

(b) A és un conjunt sindétic (syndetic), si existeix m € N de manera que per a tot z € Ny es
compleix [z,z 4+ m]N A # (.

(c) A ésun conjunt sindétic a trossos (piecewise syndetic), si existeixen B,C C Ny amb A = BNC
on B és gros i C' és sindetic.

(d) A és un conjunt grossament sindétic (thickly syndetic), si per a cada m € N existeix un conjunt
sindetic A,, C Ng complint A,, + [0,m] C A.

(e) A és un conjunt IP o un IP-conjunt (IP-set), si existeix una successié {x,}52; C Ny complint
{Z Zp : F' subconjunt finit de N} C A.
neFr
(f) A és un A-conjunt (A-set), si existeix un conjunt infinit B C Ny complint (B — B) NN C A.
Nota B.1.2. Es clar que qualsevol dels conjunts anteriors és de cardinal infinit. Denotarem per
Z:={A C Ny : A és infinit}.
Sobre les definicions anteriors:

(a) Parlant informalment, els conjunts grossos sén aquells que contenen “intervals” de nombres
naturals de “longitud” arbitrariament llarga. Denotarem la familia de conjunts grossos per

T :={A CNy: A és gros}.
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(b)

De manera informal, els conjunts sindétics son aquells que tenen “forats” o “buits” acotats, és a
dir, aquells A C Ny de manera que si {ny}72 és la seqiiéncia estrictament creixent de nombres
naturals que formen dit conjunt, llavors

sup(ng41 — ng) < 00.
keN

Denotarem la familia de conjunts sindétics per

S :={A C Ny : A és sindetic}.

De nou parlant informalment, els conjunts sindéetics a trossos seran aquells que contenen “inter-
vals” de nombres naturals de “longitud” arbitrariament llarga, pero, intersecats amb un conjunt
sindetic. En efecte, si A = BN C amb B gros i C' sindetic, llavors podem trobar m € N de
manera que [,z +m|NC # () per a tot © € Ny. Aleshores per a tot n € N amb n > m podem
trobar j € B complint [j,7 +n| C B, i per tant, per a cada x € [j,j + (n — m)] és compleix
[z,x +m]NA=[z,z+m]NC # ). Denotarem la familia de conjunts sindétics a trossos per

PS :={A C Np: A és sindetic a trossos}.

Els grossament sindetics seran els conjunts que contenen a “distancia” acotada, “intervals” de
cada “longitud” fixada. Denotarem la familia de conjunts grossament sindetics per

TS :={A C Ny : A és grossament sindétic}.

Encara que no els emprarem massa, els IP-conjunts apareixen de forma natural quan estudiem
recurréncia en un sistema dinamic, ja que per a tot punt recurrent (Definicié 3.1.1) el conjunt
de retorn a qualsevol dels seus entorns és un IP [23, Teorema 2.17]. Denotarem la familia dels
conjunts IP per

IP :={ACNp: A és un IP-conjunt}.

Els A-conjunts apareixen també en dinamica (Proposicié 2.5.10) i s6n un important element
de la Teoria Combinatoria de Nombres (veure Proposicié B.2.10(d)). Denotarem la familia dels
A-conjunts per

A :={A CNpy:Aésun A-conjunt}.

Recollim les relacions basiques entre els conceptes anteriors en la segiient proposicié.

Proposicié B.1.3. Siguen A, B C Ny. Es compleizen les segiients afirmacions:

(a)
(b)
()
(d)
()
(f)

)

(g

A és sindétic si i només si Ng \ A no és gros.

A és sindétic a trossos si i només si Ng \ A no és grossament sindétic.
Si A i B son grossament sindétics, llavors AN B és grossament sindétic.
Si A és grossament sindétic, llavors A és gros i sindétic.

Si A €és gros o sindétic, llavors A és sindétic a trossos.

Si A és gros, llavors A és un IP-conjunt.

Si A és un IP-conjunt, llavors A és un A-conjunt.

Curs 2019-2020. Recurréncia Freqiient en la Dinamica d’Operadors Pagina 59



Antoni Lépez-Martinez UNIVERSITAT POLITECNICA DE VALENCIA

Demostracio. (a) A és sindétic si i només si existeix m € N de manera que per a tot x € Ny es
compleix [z,z +m] N A # 0, i per tant, si i només si existeix m € N amb [z,z +m] € A\ Ny
per a tot x € Ny, és a dir, si i només si A\ Ny no és gros.

(b) A és sindetic a trossos si i només si existeix m € N de manera que per a cadan € N amb n > m,
podem trobar j € N complint que per a tot = € [4,7 + (n — m)], el conjunt [z,x 4+ m] € Ny \ A
(veure Nota B.1.2(c)), és a dir, si i només si no existeix un conjunt sindetic B, complint
B, +[0,m] C Ny \ 4, i per tant, si i només si Ny \ A no és grossament sindetic.

(c) Donat m € N considerem A,, C Ny un conjunt sindetic amb A,, +[0,m] C A i fixem k € N
de manera que A, N [z,x + k] # () per a cada € Ny. Considerem també B, C Ny un
conjunt sindetic amb By, + [0, m + k] C B. Aleshores el conjunt C,, := A, N (Bp+k + [0, k)
és sindetic i compleix Cy, 4+ [0,m] C AN B.

(d) Es dedueix del fet que A = AN Ny i que Ny és tant gros com sindetic.
(e) Suposem que per a k € N tenim construida una seqiiéncia {x,}¥_; C Ng complint
{Z T, F C {1,...,k}} C A.
nelr
Aleshores triem un element z41 € A complint que [zj11, Tp1 + Yok ,] C A i es compleix
{Z xn: F C {1,...,1€+1}} C A
nel
De manera recursiva obtenim una successié {x,}°2; que garanteix que A és un IP-conjunt.
(f) Siga {z,}>2; C Ny una successié complint
{Z Iy : F subconjunt finit de N} C A,
nel

i prenem el conjunt
k
B::{an:keN}CA.
n=1

Aleshores és clar que

(B—B)NNC {an:Fsubconjunt finit de N} C A O
ner

B.2 Densitats

En el cos del treball emprem diversos conceptes de grandaria per als subconjunts dels nombres
naturals. A la secci6 anterior aquestes nocions estaven extretes de la teoria de les propietats
algebraiques i topologiques del semigrup (8Np,+). Una altra forma de “mesurar” la grandaria
d’un conjunt de nombres naturals és emprant les densitats.

El concepte de densitat ha jugat un paper fonamental en el desenvolupament de la Teoria Pro-
babilistica, Additiva i Combinatoria de Nombres, i en certes arees de I'analisi i la Teoria Ergodica.
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Una de les raons és que les densitats proporcionen una alternativa efectiva a les mesures quan
es tracta d’estudiar la relacié entre “’estructura” d’un conjunt d’enters o naturals, i algun tipus
d’informacié sobre “I’amplitud” de dit conjunt. Les més habituals sén les densitats asimptotiques
i les densitats de Banach. Aquestes les que hem usat al treball i incloem aci les seues definicions,
algunes equivaléncies i la prova dels resultats elementals que hem necessitat de manera necessaria
en capitols anteriors. Comencem per les densitats asimptotiques.

Definicié B.2.1. Siga A C Ny. Definim la densitat asimptotica inferior o simplement densitat
inferior del conjunt A com

dens(A) := lim inf card(4N [0, V)
N—o0 N +1

Definim la densitat asimptotica superior o simplement densitat superior del conjunt A com

S ) card(A N[0, NJ)
dens(A) :=1 .
ens(A) 1]1\}15(1)101) Nl

Si es compleix la igualtat dens(A) = dens(A) direm que dens(A) := dens(A) = dens(A4) és la
densitat asimptotica o simplement la densitat del conjunt A.

Nota B.2.2. Es clar que per a cada conjunt A C Ny es compleix

0 < dens(A) < dens(A4) < 1.
A més, en la definicié anterior la igualtat dens(A) = dens(A) implica l'existéncia del limit

. card(ANJ0, N])
lim ,
N—oo N+1

i en aquest cas és exactament igual a dens(A). Per altra banda, sempre es compleix la igualtat
dens(A) 4 dens(Np \ A) = 1. En efecte

dens(A) = liminf AN gy (1— Cafd((No\A)ﬂ[O,N]))
N—oo N+1 N—o00 N +1
— 1 limsuwp card(No\ 4) N[0, N]) _  dens(lio\ A)
N—oo N+1

A T’hora de calcular les densitats d'un conjunt A C Ny, si aquest és finit llavors és clar que la
seua densitat existeix, és nulla i a més a més el seu complementari és cofinit i té densitat igual a
1, la maxima possible. En general, per a un conjunt A infinit existeix una manera alternativa a la
definicié de calcular les seues densitats asimptotiques.

Teorema B.2.3 ([48, Teorema 11.1]). Siguen A C Ny un conjunt infinit i {n;}3>, la seqiéncia
estrictament creizent de mombres naturals que formen el conjunt A. Llavors es compleizen les
igualtats

dens(A) = lim inf ﬁ, dens(A) = lim sup ﬁ
k—oo My k—oo Nk

St ambdds limits existeixzen i sén iguals, aleshores

Curs 2019-2020. Recurréncia Freqiient en la Dinamica d’Operadors Pagina 61



Antoni Lépez-Martinez UNIVERSITAT POLITECNICA DE VALENCIA

Demostracié. Donat k € N amb 0 <ni < N < ng41, llavors

k - card(AN[0,N]) k

< .
Ng+1 N+1 ng

El resultat s’obté prenent limits, primer inferiors i després superiors, a les desigualtats de I’equacio
anterior i emprant el criteri de ’entrepa. ]

Aquestes equivaléncies ens permeten demostrar de manera rapida algunes de les segiients pro-
pietats, ben conegudes, de dites densitats asimptotiques.

Proposicié B.2.4. Siguen A, B C Ny i p,q € Ng. Es compleizen les segiients afirmacions:

(a) Si A C B, llavors dens(A) < dens(B) i també dens(A) < dens(B).

(b) dens(AUB) < dens(A)+dens(B). Sidens(ANB) = 0, llavors dens(A)+dens(B) < dens(AUB).

(c) Sidens(AA B) =0, llavors dens(A) = dens(B) ¢ també dens(A) = dens(B).

(d) Sip>1, llavors dens(p - A) = zl? -dens(A) i també dens(p - A) = % -dens(A).
(e) dens((A—¢)NNp) = dens(A) = dens(A+q) 7 també dens((A—q)NNp) = dens(A) = dens(A+q).
(f) Sidens(AU B) > 0, llavors dens(A) > 0 o bé dens(B) > 0 o ambdues.

(g) Sidens((A+p)N(A+q)) =0, llavors dens((A + p) U (A + q)) = dens(A + p) + dens(A + q).

Demostracio. (a) Es dedueix de la definicié de les densitats asimptotiques.

(b) Demostrem sols el cas de la densitat superior ja que 'altre és analeg:

- L card((AU B)N[0,N])
dens(AUB) = h]Ian;lop N1

< limsu (card(A N[0, N]) n card(B N [0, N]))
R A N N+1
) card(A N[0, N])) ) <Card(A N 1o, M]))
< 1 +1
< iy () e (T

= dens(A) + dens(B).

(¢) De nou, com que els dos casos sén analegs, demostrem sols el de la densitat superior. Notem
que dens(A A B) = 0 implica dens(A U B) = dens(A N B). En efecte

dens(AUB) = dens((ANB)U(AA B))

(card((A NB)N[0,N]) card((AA B)NJo, N]))

-
1m sup N—|—1 N—|—1

N—oo

= dens(AN B).

Com que ANB C A,B C AU B, emprant (a) obtenim dens(A) = dens(B).
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(d)

(2)

Si A és finit el resultat és clar. Suposem que A és infinit i siga {n;}72, la seqiiéncia estrictament
creixent de nombres naturals que formen el conjunt A, llavors p- A = {p-ny}32, i pel teorema
B.2.3 tenim

dens(A) = lim sup

1 k 1
= — -dens(A), dens(p-A) = liminf = — -dens(A).
msup = Gens(4),  dens(p- 4) =i (4)

—oco PN p

De nou Si A és finit el resultat és clar. Podem suposar {ns};>, és la seqiiencia estrictament
creixent que forma el conjunt A. Tenim que A+ ¢ = {ng + ¢}, 1 (A—q) NNo = {np — g},
on ko = min{k € N : ny > ¢}. Llavors pel teorema B.2.3 i abusant de la notacid, en el sentit
de é = 0, obtenim

dens(A+¢q) = limsup P (hm inf
k—oo Mk + ¢

= (lim inf T;:) = limsup — = dens(A),

k=00 k—oo Tk

i per altra banda

k—k 1
dens((A—¢)NNp) = limsup (E=ko) +1 = limsup
k—o0 ng — ¢ k—oo Nk —(

N1 -1
= (lim inf nkk q) = (lim inf TZC) = lim sup LA dens(A).

k—o0 k—o00 k—oo Nk

El cas de la densitat inferior és completament simetric.

Es dedueix de 'apartat (b) ja que si dens(A) = 0 = dens(B) aleshores

0 < dens(AU B) < dens(A) + dens(B) = 0.

Sense perdua de generalitat podem suposar ¢ < p. Emprant 'apartat (b) obtenim la desigualtat
dens((A + p) U (A + q)) < dens(A + p) + dens(A + q). A més, de l'apartat (e) sabem que
dens(A + p) = dens(A) = dens(A + ¢) i llavors existeix una successié estrictament creixent de
naturals { Ny}, de manera que

N . d((A+p) N0, N,
dens(p + A) = klggo card(( Nkpj— 7 [ k])

Per a cada k € N es compleix card((4+p) N[0, Ni]) < card((A+q) N[0, Ng]) i amb la mateixa
successié obtenim

card((A + q) N[0, Ni]) card((A + q) N[0, Ni])

A > i > lim inf
dens(A+¢q) > 1£ri>s;ip N+ 1 > lim in N+ 1
> liminf card((4 +p) N[0, Ni]) = dens(A + p) = dens(A4 + q).
k—o0 N +1

Per tant, com que el limit inferior i superior sén iguals, el limit superior de ’equacié anterior
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es pot canviar per un limit. Finalment

dens((A+p)U(A+q) 2 %ﬂ?wm“A+m;fjwwwmmb

o (card((A+p) N[0, Ni]) | card((A +q) N[0, Ny)])
lim sup ( N+ 1 + No+1

k—o00

_card((A+p)N(A+g) N0, Nk]))
N +1

= dens(p+ A) + dens(q + A).
O

Nota B.2.5. Cal remarcar la propietat (g) de la proposicié anterior, ja que encara que la densitat
superior no és additiva, si que ho és per a translacions d’un conjunt fixat. A més, podem generalitzar
la propietat a una quantitat finita de translacions sempre que assegurem interseccions dos a dos
amb densitat 0, és a dir: donat A C Ny i una seqiiéncia finita {p,}*_; € Ny complint la igualtat
dens((A + pn) N (A4 p)) = 0 per a cada 1 < n <1 < k, aleshores, repetint la demostraci6 de la
propietat original pero emprant el principi d’inclusié-exclusié s’obté

k k
dens (U A+ pn> = Z dens(A + p,) = k - dens(A).
n=1 n=1

Ara és el torn de les densitats de Banach. Igual que a les densitats asimptotiques donarem
la seua definicié, algunes equivaléncies i comprovarem que les propietats de la proposicié B.2.4 es
compleixen de manera analoga per a aquest nou concepte de densitat.

Definicié B.2.6. Siga A C Ng. Definim la densitat de Banach inferior del conjunt A com

Bd(A) = lim inf ( inf STAAO I m £ N

Definim la densitat de Banach superior del conjunt A com

= ) card(A N [m,m + NJ)
Bd(A) :=limsup | su .
(4) N—>oop (mz% N+1

Si es compleix la igualtat Bd(A) = Bd(A) direm que Bd(A) := Bd(A) = Bd(A) és la densitat de
Banach del conjunt A.

Com veurem aquestes tenen un comportament molt paregut a les densitats asimptotiques. En
primer lloc, per a cada conjunt A C Ny es compleix 0 < Bd(A) < Bd(A) < 1ia més, si A és
finit la seua densitat existeix, és nulla i el seu complementari és cofinit amb densitat 1. Per altra
banda, existeix una clara relacié entre aquestes densitats i les estudiades anteriorment ja que les

desigualtats
0 card(A N [m, m + NJ) < card(A N[0, N]) < sup card(A N [m,m + N])7
m>0 N+1 N+1 m>0 N+1
impliquen
0 < Bd(A) < dens(A) < dens(A) < Bd(A) <1, (B.1)

per a tot A C Ny.
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Nota B.2.7. En la definicié de densitat de Banach inferior i superior podem canviar I'infim i el
suprem per un minim i un maxim respectivament. A més, es pot demostrar que els limits inferiors
i superiors sén en aquest cas limits obtenint les férmules alternatives:

Bd(A) = lim (inf card(Aﬂ[m,m+N])) — lim <mincard(Am[m7m+N])>
NS00 \m>0 N+1 m>0 N+1

— lm (lim nf card(A N [m,m + N])) ’
N—oo \ m—00 N+1

N—o0

(B.2)

i per a la densitat de Banach superior

= lim
N—oo

b N+1

Bd(4) = lim (Sup card(Aﬂ[m,m+N])>

( card(AN [m,m—i—N]))
N—oo \ ;m>0 N+1

= lim (lim sup card(AN |m, m + ND) . (B.3)

Aquests resultats sén coneguts i per motius d’extensié no inclourem la prova. Una demostracié pot
trobar-se en [29], article completament dedicat a establir les igualtats prévies de manera simple.

Emprant les versions amb limits, minims i maxims de les densitats de Banach, és clar que la
igualtat Bd(A) = Bd(A) implica existéncia del limit

y card(A N [my, my + NJ)
im
N—oc0 N+1 ’

per a qualsevol successié arbitraria {mpy}¥_, C No, i per tant en aquest cas el limit anterior
coincideix amb Bd(A) = dens(A). També és rutinari comprovar la igualtat Bd(A)+Bd(Ng\ A4) = 1.
Veiem ara la proposicié B.2.4 adaptada a les densitats de Banach.

Proposicié B.2.8. Siguen A, B C Ny i p,q € Ng. Es compleizen les segiients afirmacions:

(a) Si A C B, llavors Bd(A) < Bd(B) i també Bd(A) < Bd(B).

(b) Bd(AU B) < Bd(A) + Bd(B). Si BA(AN B) = 0, llavors Bd(A) + Bd(B) < Bd(A U B).

(c) SiBd(A A B) =0, llavors Bd(A) = Bd(B) i també Bd(A) = Bd(B).

(e) Bd((A—q) NNp) = Bd(A) = Bd(A + q) i també Bd((A — q) N No) = Bd(A4) = Bd(4 + q).

)
)
)
(d) Sip>1, Uavors Bd(p- A) = L -BA(A) i també Bd(p- A) = 1 - Bd(A).
)
(f) SiBd(AUB) > 0, llavors BA(A) > 0 o bé BA(B) > 0 0 ambdues.

)

(g) SiBd((A+p)N(A+q)) =0, lavors BA((A + p) U (A + q)) = Bd(A + p) + Bd(A + p).

Demostracio. La demostracié és analoga a la prova de la proposicié B.2.4, emprant en cada cas
I’expressié adequada de les densitats inferior i superior de Banach exposades en la nota B.2.7. [

Nota B.2.9. Igual que en la nota B.2.5 pero en aquest cas per a la densitat de Banach, cal remarcar
que la densitat de Banach superior és additiva per a translacions d’un conjunt fixat, és a dir: donat
A C Ny i una seqiiéncia finita {p,}*_; € Ny complint Bd((A + p,) N (A + p;)) = 0 per a cada
1 < n <l <k, aleshores

Bd(GA—i—pn>:Zk: d(A+p,) = k-Bd(A).

n=1
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Recollim ara algunes relacions entre la densitat i I’estructura d’un conjunt de naturals.

Proposicié B.2.10. Siguen A, B C Ny. FEs compleizen les segiients afirmacions:

(a) A és gros si i només si Bd(A) = 1. Equivalentment, A és sindétic si i només si Bd(A) > 0.
(

b) Si A és sindétic a trossos, llavors Bd(A) > 0.

)

)

(c) SiBd(A) =1, llavors A és grossament sindétic.

(d) SiBd(A) > 0, llavors (A — A) NNy és sindétic.
)

(e) Sidens(A)+dens(B) > 1, llavors ANB # 0. També si BAd(A)+Bd(B) > 1, llavors ANB # ().

Demostracié. (a) Si A és gros, per a cada N € N existeix un m € A de manera que [m,m+N] C A

i per tant
- d(A N
Bd(A) = lim (max card(A N [m,m + D) =1.
N—oo \ m>0 N+1

Si A és sindetic, llavors existeix m € N de manera que per a tot n € Ny es compleix que
ANn+1,n+m] #0, i per tant

Bd(4) = lim <min card(A4 0 [n;n + N])) = lim <min card(A 0 [n, n + (m- N)])>

N—oo \ n>0 N+1 N—oo \ n>0 m-N+1

>  lim N 1>O
m —-: — .
~ N-—ocom- N+1 m

Finalment, si Bd(A) = 1 aleshores Bd(Ny \ A) = 0, és a dir, Ny \ A no és sindeétic i A és gros.

(b) Suposem A = BNC amb B un conjunt gros i C' un conjunt sindétic. Si m € N de manera que
CNn+1,n+m] # 0 per a cada n € Ny, aleshores per a cada N € N existeix un zy € B
complint [zxn,zx + (m - N)] C B. Llavors

card(AN[zn,zn + (m - N)]) = card(C N [zn,zn + (m - N)]) > N,
i per tant obtenim

B = i (AN END) (g A0 (1)

N—oo \ n>0 N+1 N—oo \ n>0 m-N+1
A -N N 1
> lim card(A 0 [z, 2y + (m ) > lim —— = — > 0.
N—00 m-N +1 N—oco m -+ N—|—1 m

(c) Si Bd(A) = 1, aleshores Bd(Ng \ A) = 0 i per 'apartat (c) sabem que Ny \ A no es sindétic a
trossos. Emprant ara la proposicié B.1.3(b) deduim que A és grossament sindétic.

(d) Si (A — A) NNy no és sindetic, llavors B = Ny \ (A — A) és un conjunt gros, i per tant és un
IP-conjunt i un A-conjunt (veure Proposicié B.1.3(f)(g)). Aleshores existeix C' = {z;}3°, C Ny
de manera que (C — C) C B, és a dir, (C —C)N (A — A) = 0. Siga k € N amb Bd(4) > 1/k.
Com que (A+ ;) N (A+z;) =0 per acada 1 < i < j <k, per la nota B.2.9 arribem a la
contradiccid

k k
]3d<UA+1:i> ZZQ(A—}—M) =Fk-Bd(4) > 1
i=1 i=1
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(e) Si AN B = tenim que B C Ny \ A i arribem a la contradiccié
1 < dens(A) + dens(B) < dens(A) + dens(Np \ 4) = 1. O
Nota B.2.11. Seguint [9] denotarem les families de conjunts amb densitat positiva per:
D :={A C Ny :dens(A) > 0}, D :={A C Ny :dens(A) > 0},
BD :={A C Ny:Bd(A) > 0}, BD := {A C Ny :Bd(A4) > 0}.
A més, donat 0 < § < 1 denotarem les families de conjunts amb densitat major o igual que ¢ per:

Ds:={A C Ny :dens(4) > 6}, Ds :={A C Ny : dens(A) > ¢},
BT5 = {ACNO ?d(A) 25}, @5 = {ACNO M(A) 26}

Amb I'anterior notacid, incloem dos lemes técnics que emprem en la proposicié 2.5.9 i al teorema
3.2.1 respectivament.

Lema B.2.12 ([8, Proposicié 3]). Siga 0 < d <1 7N € N complint N > 2/5. Llavors per a
cada A € BDs existeiz n € Ny de manera que

card(AN[n,n+ NJ) > 2.

Demostracio. Siés fals, per a tot n € Ny tenim card(AN[n,n+ N]) < 1iarribem a la contradiccié

— ) card(AN[n,n+ (N - K)|) . 1
= < — s =
Bd(4) %i&(ﬁ% N K11 >_KIE>nooN-K+1 N =

o
5 O

Lema B.2.13 ([8, Teorema 14]). Siguen A, B C Ny complint que per a cada n € Ny existeix
k., € Ng de manera que

(AN0,n]) + &k, C B.

Llavors Bd(A) < Bd(B).

Demostracio. Fixat N € N, existeix ny € Ny de manera que

mgaccard(A N [n,n+ NJ]) = card(A N [ny,ny + N]).

Prenent n := ny + N € Ny, per hipotesi existeix k, € Ny de manera que (ANJ[0,n]) + &k, C B, i
per tant (AN [ny,ny + NJ) + k, C B. Llavors

>a§<card(B N[j, 7+ NJ]) > card(AN [ny,ny + NJ),

J

1 tenim

> lim
N—oo

Bd(B) = lim

N—o0

max

nas N+l max

< card(BN [4,j + N])> i
3>0 +1

( card(Aﬁ[j,j—l—N])) —
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B.3 Families de Furstenberg

Les families de Furstenberg ens serviran per a generalitzar la transitivitat topologica, la hiperciclicitat
i al recurréncia en termes de F-transitivitat, F-hiperciclicitat i F-recurréncia.

Definicié B.3.1. Donada una colleccié no buida de subconjunts de nombres naturals F C Z(Ny)
direm que F és una familia de Furstenberg, o simplement una familia, si per a tot A € F es compleix

(i) A és infinit;
(ii) si A C B C Ny, llavors B € F.

Definim la familia dual de F com la colleccié de conjunts
F*:={A C Ny infinit : AN B # 0, per a tot B € F}.

Nota B.3.2. Donada una familia F, si denotem per F** := (F*)*, és compleix la igualtat F** = F.
En efecte, donat A € F llavors per a tot B € F* tenim AN B # () i per tant A € F**, d’on deduim

F C F**. Per a la inclusié contraria, donat A € F** és clar que Ny \ A ¢ F*, i per tant existeix
BeFambBN(Nyg\A)=0,don BC Ai Ae F.

Aquest fet ens assegura que tota familia és una familia dual, en particular, la familia dual de la
seua familia dual. Per altra banda, donades dues families F7, F2 és evident que la inclusié F; C Fo
implica F5 C Ff

Exemple B.3.3. Recollim les families que hem estudiat a les seccions B.1 i B.2:

(a) Per la nota B.1.2 sabem que les colleccions de conjunts Z, 7, S, PS, TS, ZP i A sbn les
families de Furstenberg dels conjunts infinits, grossos, sindetics, sindétics a trossos, grossament

sindetics, IP-conjunts i A-conjunts respectivament. Per la proposicié B.1.3 sabem que 7* = S,
PS*=TS, TS CTNS CPSitambé

TSCTCIPCACLI.
Prenent les inclusions duals i notant que Z* = {A C Ny : A és cofinit} tenim

IT*C A*CIP*cScPS.

(b) Per la nota B.2.11 i la monotonia de les densitats (Proposicions B.2.4(a) i B.2.8(a)) sabem
que les colleccions de conjunts D, D, BD, BD i per a cada 0 < § < 1 les colleccions Dgs, Dy,
BDs, BD; sén també families de Furstenberg. Per la proposicié B.2.10 sabem que BD; = T,
BD = S, i que es compleixen les inclusions

PS C BD, i també BD, C TS.

Per 'apartat B.2.10(e) sabem que

a0k

BD,=BD', D,=D", Dy=D", BD=BD" (B.4)

Definicié B.3.4. Donades dos families F7, F2, definim el producte de F1 © Fo com la colleccié de
conjunts

Fi-Fo Z:{AHB:AGfl,BGfQ}.
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Nota B.3.5. El producte de dues families no és necessariament una familia. En efecte, el producte
Z -7 no és una familia ja que conté al conjunt buit () (per exemple intersecant el conjunt de nombres
imparells amb el de nombres parells). Per altra banda, com que tota familia conté el conjunt Ny,

és clar que
F1 C Fi - Fo,itambé Fy C Fq - Fo.

Definicié B.3.6. Direm que una familia F és un filtre, si F - F C F.

Nota B.3.7. La definici6 anterior és equivalent a: per a cada parell d’elements A, B € F es
compleix ANB € F. De manera inductiva, també equival a: per a cada seqiiéncia finita {Ai}le CF
aleshores ﬂi-“:l A; € F. Per tant la definici6 de filtre es pot reescriure com:

(i) donat A € F tenim que A és infinit;
(ii) donat A€ Fi AC B C Ny llavors B € F;

(iii) per a tot parell A, B € F es compleix AN B € F.

Es important recordar que aquesta no és la definicié classica de filtre. De fet, en [14] i [37] la
definicié de filtre relaxa la condicié (i) anterior exigint tinicament que () ¢ F. Pero, sera suficient
emprar aquesta definicié de filtre ja que ens interessen les families N7, les quals estan formades per
conjunts infinits amb el simple fet d’exigir que siguen no buits (veure Proposici6 1.2.8).

Definici6é B.3.8. Direm que una familia F és de particié regular, si per a cada A € F i cada parell
A1, Ay C Ngamb A = A; U A existeix i € {1,2} amb A; € F.

Nota B.3.9. De manera inductiva, la definicié anterior és equivalent a: per a cada A € F i cada
seqiiéncia finita {A4;}¥., C F amb A = Ule A; existeix i € {1,...,k} amb A; € F.
A continuacié emprem la dualitat per relacionar els filtres amb les families de partici6é regular.

Lema B.3.10 ([9, Lema 2.1]). Donada una familia F, les segiients afirmacions son equivalents:

(i) F és de particio regular;
(ii) F-F*CF;
(iii) F* és un filtre.
Demostracid. (i) = (ii) Donats A € Fi B € F* llavors ANB # 01 A= (ANB)U(A\ B), i

per tant, per ser de particié regular o bé ANB € Fobé A\ Be F. Com (A\ B)N B = (), per
definicié de familia dual tenim que necessariament AN B € F i per tant F - F* C F.

(ii) = (iii) Donats B,C € F*, per a cada A € F tenim AN B € F i per tant, de la igualtat
AN(BNC)=(ANB)NC # 0 obtenim BNC € F* d’on es dedueix que F* - F* C F* és un filtre.
(iii) = (ii) Donats A € Fi A;, Ay C Ng amb A = A;UA3 hem de comprovar que 4; € F = F**
(veure Nota B.3.2) per a algun ¢ € {1,2}. Sino fora cert existirien By, Bs € F* complint A;NB; = ()
per a cada i € {1,2}, i la condici6 de filtre implicaria C' = By N By € F* arribant a la contradiccié

D#ANC C (A NB)U (AN By) = 0. O

Nota B.3.11. Per la nota B.3.2 sabem que per a tota familia F es compleix F = F**, i llavors el
lema anterior també ens assegura que F és un filtre si i només si F* és de particié regular.
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Exemple B.3.12. De les families que hem estudiat a seccions B.1 i B.2 podem dir:

(a) S1 T no son filtres ja que ) € S-S, T - T. En efecte, la interseccié del conjunt de nombres
imparells amb el de parells, que sén sindeétics, i la dels conjunts A = [Jo21[2",2" +n] i Ny \ A4,
que so6n grossos, és buida. Com que 7* = S, tampoc sén families de particié regular.

(b) Per la proposicié B.1.3(c) és compleix 7S - TS C TS. Deduim que PS = TS* és una familia
de partici6 regular. Per altra banda, és immediat comprovar que Z és de particié regular i que
la familia de conjunts cofinits Z* és un filtre.

(c) Per motius d’extensié no demostrarem que tant ZP com A sén families de particié regular,
i que per tant ZP* i A* sén filtres. Una manera de comprovar-ho seria demostrar que dites
families sén unions d’ultrafiltres [7, Definicions 1.2, 1.3].

(d) Per les proposicions B.2.4(f) i B.2.8(f) sabem que D i BD sén families de particié regular i per
les igualtats (B.4) deduim que Dy i BD; sén filtres. Per l'apartat (a) sabem que BD; = T
i BD = S no sén ni filtres ni de particié regular. Per altra banda, D; no és una familia de
particié regular, ja que si A és el conjunt de nombres parells tenim A U (Ng \ A) = Ny € Dy.
Tampoc és un filtre, ja que no és massa complex construir A C Ny de manera que dens(A4) =1
i dens(A) = 0, i per tant A i Ny \ A estan en D; perd la seua interseccié és buida.

Definicié B.3.13. Donada una familia F, denotarem per

F :={A C Ny :donat N € Ny existeix B € F amb (B + [N, N]) NNy C A}.

Aquesta subfamilia de F és d’especial importancia quan parlem de F-operadors, ja que ens
permeten establir el criteri de F-transitivitat (Teorema 2.4.4). En aquest criteri és fonamental
saber quan la familia F és un filtre.

Lema B.3.14 ([9, Lema 2.2]). Siga F una familia. Si F-F C F llavors F és un filtre. En
particular, si F és un filtre aleshores F també ho és.

Demostracid. Siguen Ap, Ay € Fi comprovem que A; N Ay € F. Per a cada N € N existeixen
conjunts By (N), Ba(N) € F complint (B;(N) + [-2N,2N]NNy) C A; per a cada i € {1,2}, i per
tant podem definir els conjunts

A;(N) = (Bi(J) + [, J]) NNy, per a cada i € {1,2}.

<
i
1

Per definicié sabem que A%(N), A5(N) € F, i emprant hipdtesi F - F C F obtenim que el
conjunt B(N) := Aj(N) N A5(N) € F per a cada N € N. Per finalitzar la prova és suficient
demostrar que (B(N) + [-N,N]) NNy C A; N As per a cada N € N. En efecte, donat N € N i
m € (B(N)+[—N, N])NNy podem escriure m = k(N)+1(N) amb k(N) € B(N)il(N) € [-N, N|.
Per definicié de B(N) tenim

k(N) = ki(J1) + L(J1) = kao(J2) + l2(J2),
per a algun k;(J;) € B;(J;), li(J;) € [=Ji, Ji], on J; > N per a cada i € {1,2}. Llavors

m = ki(J;) + Li(J;) + I(N) € (B;(J;) + [-2J;,2J;]) NNy C A;. O
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del subconjunt invariant, 18
del subespai invariant, 18
producte de dues families, 13, 68
producte de sistemes dinamics, 8
projeccid i-esima, 8
propietat que es conserva per
conjugacio, 2
quasi-conjugacio, 2
punt
n-periodic, 6
fix, 6
periodic, 6

Q
quasi per a tot punt, 53

quasi-conjugacio, 2

S

semi-norma, 49

o-algebra, 53

o-algebra de Borel, 56

sistema dinamic
F-transitiu, 12

amb dependéncia sensible respecte de les

condicions inicials, 6
barrejant, 7
caotic, 7
discret, 111, 1
feblement barrejant, 8
hereditariament F-transitiu, 12
lineal, 17
producte, 8, 17
recurrent, 31
topologicament ergodic, 10

topologicament transitiu, 2
transitiu, 2

successié de semi-normes
creixent, 49
que separa punts, 49

suma algebraica, 16

T
teorema
de Baire, 45
de Categories de Baire, 45
de Furstenberg, 9
de la Intersecci6 de Cantor, 44
de Recurréncia de Poincaré, 54
de Transitivitat de Birkhoff, 5, 18
Ergodic de Birkhoff, 56
teoria ergodica, I1I, 53

A%

vector
F-hiperciclic, 28
F-recurrent, 40
ciclic, 18
freqientment hiperciclic, 27
freqiientment recurrent, 33
hiperciclic, 18
periodic, 33
reiteradament hiperciclic, 28
reiteradament recurrent, 33
superciclic, 18
superior-freqiientment hiperciclic, 27
superior-freqlientment recurrent, 33
uniformement recurrent, 33
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