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Resumen

Se aborda el estudio de algoritmos de contacto en la combinacién del Método de Elementos
Finitos y Método de Elementos Discretos (FEM/DEM) aplicado a estructuras. En primer lugar,
se establece el marco tedrico de la bisqueda e interaccién del contacto. A continuacién, se realizan
validaciones en las que se hace énfasis en los aspectos mas relevantes del c6digo FEM/DEM de
analisis: parametros de penalti, paso de tiempo, comportamiento a cortante, compresiéon, traccion
y amortiguamiento de elementos finitos.

Se finaliza abordando un estudio completo de un puente de mamposteria, en el que se hace
hincapié en la simetria del mallado para obtener resultados simétricos y en la aplicacién de
cargas, tanto estaticas como dindmicas, que deben ser aplicadas de forma gradual para obtener
resultados satisfactorios. Para completar el estudio del puente se analiza su comportamiento
ante el asentamiento de uno de sus apoyos.

Para el anélisis FEM/DEM se usa el cédigo abierto no comercial Y® desarrollado por el Dr.
Antonio Munjiza del Imperial College de Londres. El preproceso de los casos se ha realizado
mediante Matlab® y Fzcel®, y el postprocesado de las grificas y figuras con GNUPIot®, LS-
Prepost®, Adobe® Ilustrator y Excel®.
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Abstract

The study of contact algorithms in the combination of Finite Element Method and Dis-
crete Element Method (FEM/DEM) applied to structures is addressed. First, the theoretical
framework for contact search and interaction is established. Next, validations are preformed in
which the most relevant aspects of the FEM / DEM code of analysis are emphasized: penalty
parameters, time passing, shear behavior, compression, traction and damping of finite elements.

It ends with a complete study of a masonry bridge, which emphasizes the symmetry of the
mesh to obtain symmetrical results and the application of loads, both static and dynamic, that
must be applied gradually to obtain satisfactory results. . To complete the study of the bridge,
its behavior is analyzed before the settlement of one of its supports.

For the FEM/DEM analysis, the non-commercial open source Y® developed by Dr. Antonio
Munjiza of Imperial College London is used. The cases were preprocessed using Matlab® and
Excel®, and the graphics and figures were post-processed with GNUPIot®, LS-Prepost®, Ado-
be® Tllustrator and Ezcel®.
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Resum

S’aborda l'estudi d’algoritmes de contacte en la combinacié del Meétode de Elements Finits i
Meétode de Elements Discrets (FEM/DEM) aplicat a estructures. En primer lloc, s’estableix el
marc teoric de la recerca i interaccié de contacte. A continuacio, es realitzen validacions en que
es fa émfasi en els aspectes més rellevants de el codi FEM / DEM d’analisi: parametres de penal,
pas de temps, comportament a tallant, compressio, traccié i amortiment d’elements finits.

Es finalitza abordant un estudi complet d’un pont de maconeria, en el qual es posa ’accent en
la simetria de I’'mallat per obtenir resultats simeétrics i en I’aplicacié de carregues, tant estatiques
com dinamiques, que han de ser aplicades de forma gradual per obtenir resultats satisfactoris .
Per completar ’estudi de el pont s’analitza el seu comportament davant ’assentament d’un dels
seus suports.

Per a I'analisi FEM / DEM s’usa el codi obert no comercial Y® desenvolupat pel Dr. Antonio
Munjiza de I'Imperial College de Londres. El preprocés dels casos s’ha realitzat mitjancant
Matlab® i Ezcel®, i el postprocessat de les grafiques i figures amb gnuplot®, LS-PREPOST®,
Adobe® Tlustrator i Excel®.
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1

Introduccion

1.1. Motivacion

1.1.1. Introduccion al contacto e impacto en la industria aeroespacial

La mecédnica de contacto es el estudio de la deformacién de los sélidos cuyas superficies
interaccionan en uno o varios puntos. Practicamente todos los movimientos existentes implican
rozamiento o contacto entre los cuerpos, por esta razon, los problemas en los que las condiciones
de contorno conllevan contacto son de gran importancia para la ingenierfa (civil, mecénica,
aerondutica...). Los principales campos de estudio de contacto e impacto en la aerondutica
involucran cualquier tipo de problema en el que la superficie de friccién es desconocida. Algunos
de los campos para los que es de utilidad emplear la mecanica de contacto en su desarrollo son:
diseno de neumaticos, aislamiento térmico o eléctrico y diferentes tipos de impacto.

Los neumaticos son un componente de vital importancia en cualquier tipo de vehiculo, ya que
son el tinico elemento de contacto entre él y la superficie. En la aerondutica, deben ser disenados
para proporcionar el rozamiento necesario para desacelerar la aeronave, pero también deben de
cumplir otros requisitos:

= Aquaplaning: El disefio del neumatico debe permitir evacuar la totalidad del agua en el
asfalto para asi no perder adherencia, provocando la pérdida de capacidad de frenada o
dificultar el control de la aeronave.

= Resistencia al calentamiento: Durante la frenada de la aeronave, los neumaticos son some-
tidos a altas temperaturas debido a su rozamiento con el asfalto de la pista. Para evitar
que se desgasten rapidamente, deben ser disefiados para resistir y disipar rdpidamente las
altas temperaturas.

= Ruido: Las politicas actuales de algunos aeropuertos respecto al ruido obligan a minimizar
las emisiones sonoras de las aeronaves. Para ello se debe disefiar el neumatico con el fin
de minimizar sus vibraciones, que pueden ser producidas por el rozamiento en si o por las
irregularidades del firme.

Figura 1.1: (a) Aterrizaje sobre pista en presencia de agua [1]. (b) Calentamiento por friccién al
frenar [2].




Capitulo 1. Introduccion

Por otra parte, la reciente evolucién de la industria hacia vehiculos espaciales re-utilizables ha
motivado el perfeccionamiento de las técnicas para el desarrollo de recubrimientos de proteccién
térmica de las naves. Durante la re-entrada a la atmoésfera, a causa de velocidades cercanas a
Mach 16, se pueden experimentar temperaturas de hasta 1923 K. En la Figura 1.2, se pueden
observar las zonas donde el calentamiento es mas critico, representadas con colores de longitud
de onda més alta. Consecuentemente, aparecen nuevas técnicas cuyo propdésito es interaccionar
la mecédnica de contacto con la conduccién de calor producida por la friccion del aire no continuo
con el recubrimiento externo.

Figura 1.2: Mapa de temperaturas Transbordador Espacial [3] .

Desde hace méas de dos décadas, la industria automovilistica estudia a fondo el efecto que
tienen los impactos sobre la estructura de los vehiculos, ya que es de interés observar las defor-
maciones del chasis y carroceria, y de qué manera afectaran al habitaculo interno. Son conocidos
programas como Euro-NCAP, que realizan diferentes pruebas de impacto sobre chasis de coches.

En las aeronaves también es de interés analizar cémo se comporta su estructura ante choques
e impactos, ya sea contra el suelo o cuerpos externos; por ejemplo, aves (Figura 1.3 (a). Si los
mismos estudios realizados sobre vehiculos de automocion se aplican a la industria aeroespacial,
para aeronaves pequenias el costo puede ser asumible. Esto puede verse en la Figura 1.3 (b), en
un estudio de impacto realizado por NASA. Para aviones de alta capacidad, el presupuesto de
dichas pruebas puede verse multiplicado varios 6rdenes de magnitud.

Figura 1.3: (a): Impacto de ave sobre el ala de una aeronave [4]. (b): Pruebas de impacto de
aeronave realizadas por NASA [5] .

Por tanto, el desarrollo de nuevas tecnologias como software FEM (Método de Elementos
Finitos) o DEM (Método de Elementos Discretos) junto con algoritmos de aplicacién de mecanica
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de contacto, pueden suponer un punto de inflexién en la industria. Estos métodos se pueden
emplear para reducir el porcentaje del presupuesto empleado para test de impacto, como la
prueba de colisiéon con aves o de impacto con el suelo.

1.1.2. Antecedentes [6].

Desde tiempos antiguos ha habido interés en investigar los problemas que conciernen al
contacto entre superficies. Los antiguos egipcios ya descubrieron la existencia de una fuerza que
restringia el movimiento de los bloques de piedra al ser arrastrados. En el siglo XV, Da Vinci
relacioné una fuerza resistiva al movimiento con el peso de los bloques en cuestién, pero a su
vez era independiente del area de contacto.

Figura 1.4: Primeros estudios del rozamiento por Leonardo Da Vinci [6] .

Nos trasladamos hasta el siglo XVII cuando Coulomb y Euler establecieron nuevas leyes para
la fuerza de rozamiento, en las que se utilizaba el coeficiente de rozamiento para relacionar la
fuerza de rozamiento y la fuerza normal ejercida por el cuerpo. Mediante las teorias anteriores
es posible realizar aproximaciones aceptables a problemas sencillos, pero no es hasta el siglo
XIX cuando Hertz origina lo que seria el andlisis moderno del contacto, con el estudio de las
distribuciones de presion entre los cuerpos elasticos en contacto. En 1881 Hertz establece la teoria
de contacto entre dos superficies curvas, con la que demostraba que la superficie de contacto
entre dos esferas corresponde a un circulo y no a un punto por la existencia de la deformacion
debido a las tensiones causadas por el contacto. Como se puede apreciar en la Figura 1.5, las
tensiones que provoca el contacto entre las dos superficies son visibles mediante fotoelasticidad.

Figura 1.5: Representacion de las tensiones causados por el contacto entre dos superficies curvas
mediante fotoelasticidad [7] .

1.1.3. Estado actual [8].

Motivado por la aparicion de ordenadores cada vez mas potentes, el campo de la ingenieria
asistida por ordenador ha emergido hasta ser capaz de solucionar problemas industriales cada

3
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vez mas complejos; en muchos de estos problemas aparecen no linealidades, algunas de las cuales
relacionadas con la mecanica del sélido:

= No linealidad geométrica: ocurre en problemas en los que elementos estructurales se ven
sometidos a grandes desplazamientos o rotaciones con pequenos esfuerzos. Por ejemplo:
cables, membranas o armazones.

= Deformaciones finitas: pueden encontrarse en problemas de moldeado de metal o en disefio
de neumaticos. En este caso no solo son los desplazamientos grandes, también los esfuerzos.

= No linealidad del material: materiales como los polimeros viscoelasticos, el acero o el ce-
mento presentan un comportamiento no lineal.

= Problemas de estabilidad: pueden ser subdivididos dentro de la mecanica estructural en
dos clases: inestabilidad geométrica e inestabilidad del material.

Las inestabilidades se producen cuando pequenas perturbaciones crean respuestas despropor-
cionadas. La inestabilidad geométrica aparece cuando bajo grandes deformaciones y desplaza-
mientos, la matriz de rigidez tangente se convierte en singular. Bajo pequefios desplazamientos
y deformaciones, también pueden producirse inestabilidades, conocidas como del material. Es-
tas dltimas preceden a la fractura, ablandan el material y disminuyen las tensiones, aunque
aumenten las deformaciones [9].

= Problemas acoplados: interaccién de varios tipos de problemas, por ejemplo; mecanica de
fluidos acoplado con termodinamica.

» Condiciones de contorno no lineales: existen otras no linealidades relacionadas con las
condiciones de contorno y el contacto entre elementos y/o cuerpos. Este aspecto es el que
se describe de ahora en adelante.

El contacto y sus fenémenos asociados introducen fuertes no linealidades en los problemas
de mecanica del sélido. Este contacto puede ser interpretado como una condicién de contorno,
que puede cambiar a lo largo del tiempo. Para poder establecer correctamente la condicién de
contacto en el contorno, se debe disponer de la suficiente resoluciéon de elementos en la zona
donde interferiran los dos cuerpos. Como se puede ver en la Figura 1.6, la zona en la que los dos
cuerpos estdn en contacto se aprecia una mayor densidad de elementos.

Figura 1.6: Malla FEM /DEM disefiada para resolver contacto multicuerpo.

Dependiendo de la aplicacion, se escogerd un método numérico u otro para la resolucién de
las ecuaciones diferenciales complejas que derivan del planteamiento del problema. Para resolver
un problema que involucre contacto son:
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» Método de Elementos Finitos (FEM): este método es conveniente en los problemas en los
que interacttian sobre todo sélidos elasticos con grandes deformaciones, ya que posibilita
la aparicién de la componente eldstica en la interfaz entre los dos cuerpos. En el FEM a
su vez, el contacto puede ser formulado de tres maneras distintas:

o Basado en los nodos: este sistema presenta mayor simplicidad, pero requiere que la
malla tenga coincidencias en los nodos de los elementos en la zona de contacto. El
sistema estd restringido a pequenos desplazamientos.

o Nodo a superficie (NTS por sus siglas en inglés): caracterizado por una aplicacién
discreta y puntual de la condicién de no penetracién en los nodos de elementos finitos.
El enfoque NTS podria aplicarse facilmente al caso de deformaciones finitas y grandes
movimientos deslizantes, enfoque estandar en la mecanica de contacto computacional.

o Superficie a superficie (STS por sus siglas en inglés): se basa en una subdivisién
completa de la superficie de contacto en segmentos individuales para la integracién
numérica junto con una aproximacion independiente de la presion de contacto.
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Figura 1.7: (a) Representacién del comportamiento de los granos en el estrechamiento de un
reloj de arena. (b) Representacién del Péndulo de Newton.

» Método de elementos discretos (DEM): de utilidad cuando se quiere modelar cuerpos que
interaccionan entre ellos y en los que se tiene una fuerte componente de contacto.

Un ejemplo de este método puede verse en la Figura 1.7 (b), en la que se pretende ilustrar el
péndulo de Newton. También es de utilidad el uso de DEM en interacciones de tipo granular, en
las que su comportamiento mecanico esta altamente afectado por la interaccién entre cuerpos y
el contacto. Un ejemplo muy ilustrativo en el que se aplica es el comportamiento de los granos de
un reloj de arena al pasar por el estrechamiento. Como se puede observar en la Figura 1.7 (a), los
granos interaccionan entre ellos siendo el contacto fundamental en la fisica de su comportamiento.

1.2. Objetivos

El objetivo del presente trabajo es el anélisis de una estructura mediante el programa infor-
matico Y®, desarrollado por el Dr. Antonio Munjiza en el afio 2000. Este cédigo combina las
técnicas de Elementos Finitos y Discretos para resolver multitud de problemas. Debido a los
altos requerimientos computacionales que conlleva analizar con este c6digo cualquier estructura
aerondutica, se ha optado por analizar un puente de mamposteria.

El analisis de esta estructura presenta ventajas tanto computacionales como académicas,
ya que el comportamiento de los elementos que conforman un puente resulta mas intuitivo
comparado con cualquier simulacion relacionada con la aeronautica.

Para modelar el puente, se ha desarrollado un cédigo de Matlab® capaz de discretizar los
elementos que componen el puente para asi poder estudiarlos individualmente. En el siguiente
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capitulo, se explicard con detalle los principios tedricos de cédigo empleado asi como el procedi-
miento de elaboracién del mallado.

1.3.

Organizacion de la memoria

Ademéds de este capitulo introductorio, la memoria se compone de otros 4 capitulos, organi-
zados de la siguiente forma:

FEn el Capitulo 2 se establecerd la base teodrica del codigo de contacto empleado, centrandose
en dos aspectos: la detecciéon del contacto y la interaccién del contacto.

En el Capitulo 3 se realizardan una serie de validaciones con el objetivo de comprobar la
exactitud del codigo. Ya que no existen “benchmark” estandar para FEM/DEM, se simu-
laran preferentemente casos de los que se conoce solucién analitica. Ademas se incluiran
validaciones de mamposteria de las que se conoce soluciéon experimental.

En el Capitulo 4 se procederé a estudiar diferentes puentes de mamposteria. En primer
lugar, se realizara un estudio paramétrico del puente para diferentes radios, y se le aplicaran
varios tipos de carga estatica. A continuacién, se comprobard su ecomportamiento en
condiciones de asentamiento del terreno y por tltimo se aplicaran cargas dindamicas.

En el Capitulo 5 y final, se expondran unas breves conclusiones, posibles mejoras futuras
y por ultimo el presupuesto estimativo de los trabajos realizados




Base tedrica del programa computacional Y®[10)].

La combinacién de los métodos FEM/DEM estd orientada a la resolucién de problemas que
involucran sistemas compuestos por elementos deformables que interactiian entre ellos. Para el
desarrollo de un cédigo FEM/DEM, es clave la modelizacién del contacto entre los distintos
cuerpos, que consiste en trasladar a ecuaciones y posteriormente a cddigo, la condicién de no
penetracion entre cuerpos.

Desde un punto de vista algoritmico se distinguen dos bloques principales: deteccién del
contacto e interaccion del contacto. El primer bloque consiste en eliminar de los elementos a
procesar en la interaccién del contacto aquellos que no estén cerca entre ellos, para ahorrar
tiempo de célculo. El segundo bloque consiste en calcular las fuerzas que existen entre los
elementos discretos que interactian.

Generalmente, debido a su superficie irregular, los cuerpos interaccionan entre ellos a través
de una serie de puntos de contacto. A medida que aumente la presién de contacto, también
lo hard el nimero de puntos de interaccién, debido a deformaciones elasticas y plasticas que
aparecen en los distintos elementos.

De la necesidad de simplificar el contacto entre cuerpos nacen las formulaciones siguientes,
que pueden ser adaptadas de forma algoritmica y que consisten en realizar una formulacién
variacional en la que se define la resistencia tangencial al movimiento en funcién de la presiéon
normal.

El planteamiento variacional de un problema de contorno con contacto es equivalente a forzar
que un funcional estacionario esté sometido a restricciones de contacto en la frontera del dominio
I'; estas restricciones se pueden expresar como:

C(u)=0 (2.1)

que recoge las condiciones de contorno necesarias para que cada punto cumpla el contacto: que
tanto la distancia entre puntos como la penetracién sea nula. Algunos de los enfoques empleados
para modelizar el problema de contacto son:

s Método de minimos cuadrados: para forzar la restriccién, se introduce el funcional II, que
es siempre positivo excepto cuando la restricciéon de contacto se ha establecido completa-
mente. Esta minimizacién es equivalente a la Ec. (2.1).

TM(u) — /F CT(w)C(u) dT (2.2)

= Método de multiplicadores de Lagrange: se afiade un funcional adicional dependiente de un
conjunto de parametros independientes A definidos en I'. Estos pardmetros son conocidos
como multiplicadores de Lagrange.

fi(u, \) = /F CT(w)C(u) dr + /F ATC(u) dr (2.3)

Se puede encontrar un punto estacionario realizando la variaciéon del funcional Ec. (2.4) , que
serd cero siempre y cuando dII(u) = 0, C(u) y 6C(u).

5TI(w, A) = 6TI(w) + 6 /F ATC(u) dr (2.4)
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En FEM, los multiplicadores de Lagrange se aproximan mediante las funciones de forma, afia-
diendo incognitas adicionales que contienen la informacion del contacto.

= Método de la funcién de penalti: se introduce para reducir los inconvenientes del método
de multiplicadores de Lagrange. Para forzar el contacto en la frontera se anade un nuevo
funcional dependiente del parametro de penalti p,,.

fi(u, pn) = /F CT(w)C(u) dT + py /F CT(w)C(u) dT (2.5)

El método de funcién de penalti se usa para imponer una condicién de impenetrabilidad en la
frontera de manera iterativa. El maximo valor de la penetracion entre dos objetos sera inversa-
mente proporcional al término de penalti, tendiendo la penetracién a cero cuando el p,, — oo. La
eleccién del parametro de penalti es de gran importancia en el problema, debiéndose asignar de
manera iterativa. Es comin usar un valor p,, uno o dos 6rdenes de magnitud superior al médulo
de elasticidad, aunque hay que procurar no rebasar la precisiéon de célculo del ordenador.

2.1. Deteccién de contacto en Y® [10].

Como se ha mencionado anteriormente, con el objetivo de minimizar el coste computacional
del célculo de las interacciones del contacto, en los cédigos FEM/DEM se incluye un algorit-
mo de deteccién del contacto, que identifica los elementos que potencialmente presentan riesgo
de interaccionar. Dependiendo de cémo se compruebe el contacto, se aplican distintos tipos de
algoritmo. Los mas sencillos son los algoritmos de deteccién directa, en los que simplemente
se insertan los elementos dentro de otros genéricos (circulos, cuadrados, rectdngulos) y segui-
damente se resuelven las intersecciones entre los elementos simples. Otros métodos dividen el
dominio y comprueban qué elementos pertenecen a cada subdominio.

El algoritmo utilizado en Y© fue desarrollado por el autor del programa, y es una variacién
de los anteriores necesitando menos memoria pero sacrificando tiempo de CPU. A continuacién,
se procedera a explicar de manera divulgativa el funcionamiento de dicho método para dos
dimensiones.

En primer lugar, se divide el dominio del problema en una cuadricula (Figura 2.1) cuyas
celdas son de dimensién d. La magnitud de la cota d serd dependiente del problema, y variard
en funcion del elemento més grande a detectar de forma que ningtin elemento esté contenido por
mas de una celda.
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Figura 2.1: Subdivisién del espacio en una cuadricula imaginaria para detecciéon del contacto.
Puntos gruesos indican los niimeros de elemento dentro de cada celda, con un total de seis
elementos.

El nimero de columnas y filas resultantes de la divisiéon es representado por n., n, y pueden
ser calculadas mediante las Ecs. (2.6). El operador int() se usa para convertir la divisién, que
puede no ser exacta, en un nimero entero.

ng = int (W) . n, —int (W) (2.6)

A continuacién, se crean los vectores B de longitud n, e Y de longitud el nimero total de
elementos IV que forman la malla. Ambos vectores se inicializan a -1 y se completan siguiendo
el algoritmo mostrado a continuacién:

while 77 < N do

iy — int Yii _dymn);
Y (ii) = B(iy);
B(i,) = ii;

end

En el algoritmo, para todos los elementos (representados por su centro) se calcula la fila i, de la
cuadricula: este indice senalara en qué posiciéon del vector B se coloca el niimero del elemento
evaluado. Cuando dos elementos i, jj compartan fila, el de mayor indice jj ocupara la posicién
iy de B y desplazara al elemento i a la posicién jj de Y.

Si se aplica este algoritmo a la sexta fila de la Figura 2.1 se obtienen los vectores B, Y de la
Figura 2.2: el elemento 4 ocupa la sexta posiciéon de B y el elemento 3 ocupa la cuarta posicién
de Y. La tercera posicién de Y es ocupada por un -1, lo que indica que esa posicién del vector
estd vacia y ya no hay mas elementos en la fila 6.
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B[-t][-T[-1[-T]-1]4]6]-1[-T]-1]

Y [[L]T[-Tf3f2]5]

Figura 2.2: Vectores Y (seis elementos) y B (diez filas) para la deteccién del contacto.

Para la coordenada z, se procede de forma similar a lo realizado con y. Ahora, se crean n,
vectores A; , completados con n, bucles designando los elementos de cada fila iy, que indican
las columnas ocupadas y el nimero de elemento que las ocupa. En los casos en que hay mas de
un elemento por columna, el de menor indice es trasladado al vector X, y el procedimiento es
el mismo que para Y. Si se vuelve a tomar como ejemplo la Figura 2.1, los vectores resultantes
son los de la Figura 2.3.

A¢ (LA B[ I [I[I]1]T]
Ar (I 5 [ 2 [0 [T [T [T 1]

X[if-af-t]-t]t]-1]

Figura 2.3: Vectores X, Ag, A7 (sexta y séptima columna de Figura 2.1) para la deteccién del
contacto.

Finalmente, para realizar la interaccién del contacto se deben tener en cuenta los elementos
que estén en las celdas adyacentes a la celda (i,7) del elemento de interés, senialado con gris
oscuro en la Figura 2.1 Si este concepto se aplica al elemento 5 de Figura 2.1 las celdas en
gris claro son las que se deberan tener en cuenta para el bucle de la interaccién de contacto.
En el programa Y©el ntiimero de celdas en gris claro se indica con la variable DIEZON, y que
representa el radio del circulo alrededor de la celda en gris oscuro.

2.2. Interaccién del contacto en Y© [10][11][12].

Por razones de simplicidad computacional, el enfoque empleado en el cédigo Y© para la
resolucion del contacto entre dos elementos es el método de penalti. Su aplicacién serd explicada
a continuacién.

2.2.1. Meétodo de la funcién de penalti en 2D.

El método de la funcién de penalti asume que cuando dos cuerpos en contacto penetran,
aparece una fuerza resultante que tiende a separarlos. La formulacién estandar de la funciéon de
penalti es:

1
Ue= 5/ pn(rt - rc)T(rt - rc) dr (27)
Te

en la que U, es la energia afiadida al sistema para establecer la restricciéon de contacto mediante
el parametro de penalti p,,, que se interpreta como la rigidez de un muelle en la interfaz entre dos
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puntos representados por sus vectores ry, r.. En el limite cuando p, tiende a infinito, U, — oo
y no habra penetracién:

piigloo (ry—r.)=0 (2.8)
En FEM/DEM la forma de aplicar la funcién de penalti es mediante una fuerza de contacto
derivada de una funcién potencial ¢ que se definird en la Ec. (2.14). Esta fuerza se produce al
superponerse los solidos f; (target) y S, (contactor), traducidos al castellano como maestro y
esclavo.

Figura 2.4: Simplificacién de cuerpos en contacto.

La fuerza de contacto puede ser representada en forma diferencial de la siguiente manera:
df. = pn [Vip(Pe) = Vip(P,)|dA (2.9)

Si se integra la Ec. (2.9), para la que dA es el drea de interseccién £; N S, se obtiene el valor de la
fuerza; a su vez la Ec. (2.9) puede ser expresada en forma de integral de linea sobre la frontera
I's,ng. del drea superpuesta, siendo nr el vector normal a la frontera.

f. = pn/ Voo — V] dA = pn]{ nr (¢c — @) dl (2.10)
A=B:NBe LRCHLTCN

En el acoplamiento de los métodos FEM y DEM, los elementos DEM pueden ser a su vez
discretizados en elementos finitos. Cada uno de estos elementos DEM es representado por la
unién de elementos finitos (Ec. (2.11)).

/Bc = 501 U 502-" U 501 U /Bcn
(2.11)

Bt = Bty U Bty... U Bt;... U By,

Bt;, Be; representan las dreas de los elementos discretos y m, n el niimero de elementos finitos
total, ambos pares del sélido maestro y esclavo respectivamente. También es posible reescribir
los potenciales como la suma de potenciales discretos

e = Ye; U Peyen. U g, U g,
(2.12)

Ot =Pt Upty... U Uy,

Finalmente, la ecuacién de fuerza de contacto en su representacién discreta es:

n

f. = Z ipn/r nr (goci — gotJ) dr (2.13)

=1 ]:1 Bciﬂﬁtj
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El elemento mas simple en 2D, es un tridngulo de tres nodos definido por las coordenadas de cada
uno de ellos. En la Figura 2.5 (b) se representa un elemento triangular con un punto genérico
P en su interior, cuyo ¢ cumple la Ec. (2.14), en la que A = Ay + Ay + As. En el tridngulo
de la Figura 2.5 (b) se cumple que la minima area es As, por lo que su potencial podra ser
representado por la parte derecha de la Ec. (2.14).

. 3A1 3A2 3A3 3A3 hp_ )
p(P) = min { 23, 22,222} p(P) = 222 = 17 (214)
§h3-12

Donde hp_15 es la distancia desde el punto P al segmento 1-2 y hs 12 la del punto ¢ sea maximo.
En la Figura 2.5 (a) se muestra una representacion del potencial para todos los puntos interiores
de un tridngulo equildtero genérico. En cambio, cuanto mayor sea la distorsiéon del elemento
(Figura 2.5 (c)), para una misma distancia penetrada el potencial serd mas elevado. Por tanto,
una malla con elementos menos distorsionados tendera a comportarse de manera mas estable.

1
0.8 1)1 A3 2
0,6
0,4
0,2
0
(a)

(c)

Figura 2.5: (a) Representaciéon del potencial para tridngulo equildtero genérico. (c) Idem para
tridngulo escaleno. (b) Figura auxiliar para representacién del potencial en un punto genérico
P.

Para calcular la fuerza de contacto f. entre los cuerpos f,;, B, se deben sumar las fuerzas
originadas en el solape de los cuerpos f. = Zle f.;. Tal y como se muestra en la Figura 2.6 (a),
donde el drea sombreada representa la integral sobre las fronteras (Ec.(2.13)).

Si la Ec. (2.13) se particulariza para el célculo f. sobre las fronteras de [, se obtiene la
Ec. (2.15), en la que ¢, es nulo ya que se calcularan puntos fuera de f,;.

f. = pn/ nr (0 — ) dl = —pnnp/ g dl (2.15)
lp,pPg PAPR
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Figura 2.6: (a) Representacién de las fuerzas de contacto originadas por la superposicién de los
tridngulos 3., y ft;. (b) Representacién de la fuerza de contacto fe1 entre 3, B, en el borde
Py-Pp.

Si con ayuda de la Figura 2.6 (b) se particulariza la Ec. (2.15) para el lado P4-Pp de longitud
lp,py v se resuelve, se obtiene el valor de la fuerza de contacto f.; entre ambos elementos para
ese lado de la frontera comin.

fo1 = —pnnrl{ [o(Pa) + @(P)|lp,m + [0(P1) + @(Pz)}lPle}

2
hp,_12 hp,—12 hp,—23
p(Pa)=7"—1 oP)=7—" pP)=7—"=0
—hs_ —hs_ —hi_
3 3—12 3 3—12 3 1-23

2.2.2. Método de la funcién de penalti en 3D [13].

Por sus similitudes con el modelo 2D, en 3D se puede expresar el diferencial de fuerza del
contacto entre dos cuerpos [, 5. como:

dfe = pu [Vio(Pe) = Ve(B)] aV (2.16)

Si se integra la Ec. (2.16) teniendo en cuenta que dV es el volumen superpuesto entre [3;, ., se
obtiene la expresion de la fuerza de contacto. Por otra parte, esta fuerza puede ser expresada en
forma de integral de area en la que dA es superficie fronteriza del volumen de interseccién.

f. = pn/ [Vo.— V] dV = pn/ np. — ¢ dA (2.17)
V=8:NBe A=Ag,ng.

Se discretizan los elementos discretos en elementos finitos:
Be = Bcl U BCQ'-- U Bcl U ﬁcn

(2.18)
Br = B, U By U By, U By,

los simbolos 3, B¢, representan en 3D los volimenes de los elementos discretos y m, n el niimero
de elementos finitos total, ambos pares para los sélidos maestro y esclavo respectivamente.
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Capitulo 2. Base tedrica del programa computacional Y®[10/.

También es posible reescribir los potenciales como la suma de potenciales discretos::

e = Pcg U@ey... Ug;... U e,
(2.19)

Yt = Pty U Pto--- U (ptj... U Pt

Finalmente, la ecuacién de fuerza de contacto discretizada se representa de la siguiente ma-
nera:

nr (saci - wtj) dA (2.20)

La forma maés sencilla de calcular f. es mediante la discretizacién del dominio en tetraedros,
por tanto sera necesario establecer una funcion potencial ¢ caracterizada para tetraedros. Para
ello se supondra un tetraedro como el de la Figura 2.7, del cual se calcula su centroide r¢.

1 X2 x3 T4
rs = |y1]; rs = 1Y2]; rs = |¥y3|; rq = (Y4
21 z2 Z3 24
Tc 1 T+ T2+ 23+ T4
rc = |yc ZZ(r1+rz+r3+r4)= y1+y2 +y3 +ys
zZc 21+ 22+ 23+ 24

El tetraedro principal se divide en cuatro subtetraedros con vértices i-j-k-C'.

tetraedro 1:1-2-3-C
2:2-3-4-C
” 3:3-1-4-C
4:1-2-4-C

El potencial para un punto genérico P se expresa segun la Ec. (2.21), que se traduce en el
potencial minimo calculado para los cuatro subtetraedros, en el que V' es su volumen.

. Viijk-P
P) = s 2.21
o (P) mm<4vi_j_k_c> (2:21)

Si se representa el potencial (Figura 2.7 (a)), es posible observar como cuanto més alejado
de la superficie se encuentre el punto P, mayor serd el potencial (Figura 2.7 (b)). De la misma
forma que en 2D, cuanto mas irregular sea el tetraedro menos uniforme serd el potencial para
una misma distancia penetrada.
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Seccién 2.2. Interaccion del contacto en YO [10][11][12].

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

Figura 2.7: (a) Tetraedro genérico con vértices 1-2-3-4 y centroide C. (b) Potencial normalizado
de un tetraedro regular.

Para el cdlculo de la fuerza de contacto normal f,, de contacto, se debe proceder con la super-
ficie de interseccién delimitada por los puntos S1, S2, Ss3, como se muestra en la Figura 2.8 (b).
En cambio, si se desea calcular la fuerza tangencial f;, se debe realizar el mismo procedimiento
sobre las superficies restantes del volumen de interseccion, que comparten el vértice i5 segin lo
mostrado en la Figura 2.8 (a).

S

le la

Figura 2.8: (a) Tetraedros f;,, B, superpuestos. (b) Tetraedro 3. truncado por la base del
tetraedro f3;.

Para continuar con la explicacion del cdlculo de f,,, de ahora en adelante se tendra en cuenta
el caso de interseccion mas complejo posible, que ocurre cuando hay seis puntos de interseccién
(Figura 2.9 (a)). Como se indica en la Figura 2.9 (b), los puntos (B1, Ba,..., Bs) delimitan el
poligono que define el plano de interseccion, para simplificar los calculos se dividira en tridngulos
A; de vértice comun Bj.
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Capitulo 2. Base tedrica del programa computacional Y®[10/.

Bﬁ B6
By By A
Bs B
I, q
By By % B By
. Bs Bs
y Sl I(l

Figura 2.9: (a) Tetraedros maestro 3, esclavo f3., superpuestos. (b) Tetraedro 3., truncado por
la base del tetraedro ;.

Para el tridngulo sombreado en la Figura 2.9 (b), se realiza un cambio de coordenadas de
generales x,y a locales en el plano Z, ¢, aunque para simplificar se usaran las primeras.

Conocido el potencial en By, By, B3 de Ec. (2.21), se escribe una ecuacién para ¢ en el plano
de interseccién (Ec. (2.22)), en la que x;, y; son las coordenadas del punto B; tras el cambio de
coordenadas.

i, yi) = Kizi + Kayi + K3

©(B1)(ys — y2) + ¢(B2)(y3 — y1) + ©(Bs)(y1 — y2)

" ]

Ko = @(Bl)(l‘?, - I'Q) + @(Bg)(xg — 1’1) + SO(BB)(JH _ 1'2) (222)
- ]

Ky = ©(B1)(woys — w3y2) + p(B2)(r1y3 — z3y1) + ©(Bs)(x1y2 — T2y1)

]
en la que J es el Jacobiano del cambio de variable de z,y a &, 7, y |J| su determinante.
[Ox @ 0z

i 0%  OF
ox @ 0z

T=las a5 oy
or oy 02
LOZ 0z 0z J

Con Ec. (2.22) es posible escribir las ecuaciones de fuerza y momentos provocados por la
fuerza de contacto para la superficie delimitada A = Ay + Ay + A3z + A4, siendo ny4, el vector
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Seccién 2.2. Interaccion del contacto en YO [10][11][12].

unitario normal al plano.
4
fna =14 an//A p(z,y) dedy
i=1 i

4
MgA =14 Py Z//A p(x,y) y dedy (2.23)
=1 i

4
myA =Ny an//A o(x,y) z dedy
i—1 i

La resolucion de las integrales anteriores es costosa computacionalmente, por tanto, para
disminuir el tiempo de CPU se resuelven mediante un cambio de coordenadas de locales z,y a
naturales n, &.

1 > 1 > 1)

Figura 2.10: Cambio de variable de coordenada locales a coordenadas naturales.

Es posible formular funciones de forma para cada nodo:

Ni(n, &) =1—-n—¢; Na(n,§) = &; N3(n,&) =n

que permiten expresar las coodenadas x,y en funcién de las nuevas 7, &.

3
x(n,€) =Y Ni(n,&) xi = (1 —n — &)m1 + Exp + N3
im1

3
y(n,€) = Ni(n, &) yi = (L =1 — Ey1 + Eya + ny3
=1

Facilmente se puede reescribir la Ec. (2.22) con las nuevas coordenadas, obteniendo asi una
nueva expresion del potencial

o(n, &) = Kiz(n,§) + Kay(n,€) + K3
= Kl —21) + Kalys =)0+ [Ki(a2 = y1) + Ka(yz — )] € +
+ Kiz1 + Koyr + K3

con la que reescribir las Ecs. (2.23), obteniendo asi las Ecs. (2.24), en las que J,, es el Jacobiano
del cambio de variable.

4
jm=mm;/Aﬂm%M®%
4
mmzmm;/AfWQ&MM% (2.24)

4
W@ZM%Z/AMMWMWM
=1 i
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Capitulo 2. Base tedrica del programa computacional Y®[10/.

or oy

on on
Ip =

0w 0y

0¢ 0¢

Una vez resueltas las Ecs. (2.24) es posible obtener el valor de f,, 4 y de los momentos estaticos:

Ju| &
foa = |6 Z [3]63 + Ki(z1 + 22+ 23) + Ka(yn +y2 + 3/3)}
EARS
A = g 2 [4’C3 + K1(z1 + 29 + 23) + Ka(y1 + 2y2 + y3)}
i-1
EARS
Meg = ﬂ Z |:4]C3 + Kl(xl + T9 + 21’3) + ICQ(yl + Y2 + 2y3):|

s
Il
—

y las coordenadas del punto (7., &.) donde se aplica dicha fuerza.

MpA meA
= — g = —
e an ¢ an
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Validaciones.

3.1. Validaciones estaticas.

Para realizar las validaciones de este capitulo se tomara, hasta que se indique lo contrario, el
cubo de la Figura 3.1.

z
/"x
Y

Figura 3.1: Cubo de 1 [m] de lado formado por 12 elementos tetraédricos lineales.

3.1.1. Cortante simple.

Con este caso se pretende probar la exactitud de la solucién numérica a cortante, para lo
que se someterd el cubo a una deformacién por cortante en su cara superior (Figura 3.2). Se
analizard como evolucionan las tensiones de Cauchy en su interior y cémo varian en funcién del
desplazamiento inducido. Es importante observar que la base se encuentra totalmente restringida
y son los nodos superiores los que se deforman. El médulo de Young y el coeficiente de Poisson
son E = 26,6 [GPa] y v = 0,4 respectivamente, y la densidad p = 1000 [kg m~3].

z
z
Y

Figura 3.2: Representacion esquemadtica del caso a cortante simple.
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Capitulo 3. Validaciones.

La Ec. (3.1) representa la deformacién de cortante, en la que Aa es la variacién del lado en
x, v L la altura del cubo.

= — 1
T=7 (3.1)
Los pardmetro de Lamé se definen como:
E Fv
_ ) — 2
h= oMt A A=) (32)

Los valores de las tensiones para grandes deformaciones, se pueden obtener de forma analitica
con la Ec. (3.3), en la que F, B, T son: el gradiente de deformaciones, el tensor de Cauchy-Green
izquierdo y las tensiones de Cauchy, respectivamente.

1 0~ 1++2 0 v
F=1[0 1 0f; B=F-F'=| 0 1 0
00 1 yo0 1
(3.3)
i ) wy? 0y
T=L_B-I)+ =W(F)I =|0 0 0
F| |F|
wy 0 0

En la Figura 3.3 se recogen las deformadas del cubo bajo varios valores de deformacién cortante,
ademas de las componentes 0,4, 0,, de T. También se incluye v = 0 como comprobacién de que
en ausencia deformacién, las tensiones son nulas. Claramente las tensiones son proporcionales a

1.

ozz [Gpal

9
LK

;@ W

-6

Figura 3.3: Resultados numéricos del cubo sometido a cortante simple en su cara superior: (a):
7=-1,(b):y=-05,(c): =0, (d): v=05, (e): v =1.

Por otra parte, en la Figura 3.4, se puede observar como o, es siempre positiva, mientras que
0, cambia de signo y es proporcional a «. La primera es consecuencia de la teoria de grandes
deformaciones, y seria nula con pequenas deformaciones.
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Seccion 3.1. Validaciones estdticas.

N .
N :
2N :
\. .
A, :
g
— B,
£ S
S | !
5 -1 -0,5 1
: 5f Oge Tebrico —-—:
=) s 9
. fo o —
0gze Numérico &
O,ZI ” D

Figura 3.4: Comparacion entre resultados numéricos y analiticos para el cubo 3.2.

oz estd directamente relacionado con el desplazamiento prescrito en x. Aparece tinicamente
por la gran deformacién (véase el término T|[1, 1]), mientras que en pequenas deformaciones seria
nulo. Al ser una tension cuadratica, siempre serd positiva incluso para cortantes negativas, lo
que es una contradiccion.

3.1.2. Tensién/Compresién uniaxial.

En el caso que se plantea a continuacion se mantiene la geometria, pero se cambian las
condiciones de contorno y el desplazamiento prescrito. Se restringe completamente el movimiento
en x, y en las paredes del cubo de coordenada constante, y se aplican desplazamientos en direccién
z a los nodos de la cara superior del cubo, como se puede ver en la Figura 3.5. El coeficiente de
Poisson es nulo y el resto de propiedades iguales al caso anterior, por tanto pu = 1,3e+10 [Pa] y
A=0.

.
5

Figura 3.5: Cubo restringido en caras de x, y constante sometido a tensién/compresiéon mediante
desplazamiento prescrito en su cara superior.

La deformacion por tension/compresion se calcula con la Ec. (3.4), en la que Aa es la variacién
en z.
Aa

- (3.4)

a
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0 0 0
Folo1 o ro |00 0 65)
pr— ; pr— - 2 .
00 1+a 0 0 pl =1+ +a)
1+«
| | | |
= |- _ :
(ol
O 60—
-100— - :
o | Numérico =
a [

Figura 3.6: Comparacion entre los resultados numéricos y analiticos para el cubo restringido en
x, y sometido a compresion/tensién en su cara superior.

En la Figura 3.6 se comprueba la igualdad de los resultados numéricos con los analiticos. Es
importante resaltar que cuando @ — —1, las tensiones tienden a oo debido a la anulacién del
volumen. Por otra parte, para elongaciones la relacién entre o,, y « es practicamente lineal.
Notese que la magnitud de las tensiones no es realista al haber prescrito deformaciones también
no realistas.

0., |Gpal
I 21
-9
-39

I-69
I-99
'1291,1—5 (a) (b) (©) (@) (e)

Figura 3.7: Resultados numéricos del cubo restringido en z, y sometido a compresién/tensién
en su cara superior: (a): « = —0,9, (b): a = —0,5, (a): a =0, (a): « = 0,5, (a): a = 1.

En la Figura 3.7 se representa o, la tinica que no es nula, para —0,9 < o < 1. Nuevamente
se comprueba que cuando no hay deformaciones, no se producen tensiones.También, que bajo
elongaciones no aparecen cortantes, manteniéndose su forma rectangular.

Una ampliacién de este caso seria la comprobacion del bloqueo volumétrico y de como evo-
luciona la deformacién del cubo para una compresién prescrita, en funciéon de las propiedades
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del material. Se usard la misma geometria, el médulo de elasticidad (E = 26 [GPa]) serd cons-
tante y el coeficiente de Poisson variara de 0 a 0,49999; el dltimo valor corresponde a material
incompresible.

F;
3

—

I /‘

Figura 3.8: (a) Cubo restringido en z, y sometido a compresién en su cara superior. (b) Ponde-
racion de fuerzas sobra la cara de un cubo para presion homogénea.

Como se ilustra en la Figura 3.8 (a) en la cara superior se aplicard la presién necesaria para
deformar el cubo un 10% de su longitud original L, lo que corresponderia a Aa = 0,1 [m] y
o = —0,1. Las fuerzas que se deben aplicar a la cara superior para obtener una presiéon uniforme,
son proporcionales al drea de los tridngulos que concurren en cada nodo, y se muestran en la
Figura 3.8 (b).

En la Tabla 3.1 se recopilan los datos y resultados correspondientes a las simulaciones; como
se puede observar a medida v — 0,5 el error aumenta. Es importante senalar que para los
subcasos 8 y 9, se ha reducido el paso de tiempo At de 1le-05 a 1e-06 [s] ya que para ese v
se produce el bloqueo volumétrico. Este problema también podria haber sido evitado usando
elementos tetraédricos de diez nodos tal y como se indica en [14].

v A[GPa| p [GPa] o, [MPa] « Analitico «a Numérico %Error
1 0 0,00 13,00 -2,61e-01 -0,01 -0,01 0,00
2 01 2,954 11,81 -2,67e-01 -0,01 0,010011  -0,11
3 0,2 7,22 10,83 -2,91e-01 -0,01 -0,010025 -0,25
4 03 15,00 10,00 -3,53¢-01 20,01 0,010043  -0,43
) 0,4 37,14 9,28 -9,63e-01 -0,01 -0,010067 -0,67
6 045 80,69 896  -9,99¢-01 20,01 0,010082  -0,82
7 0,49 427,52 8,72 -4,51 -0,01 -0,010096 -0,96
8 0,4999  43.33c+03 866  -4.400+02  -0,01 20,0101 -1,00
9 0,49999 433,33¢+03 866  -4.40e403  -0,01 20,0101 -1,00

Tabla 3.1: Recopilacién de datos soluciéon del bloqueo volumétrico.

3.1.3. Rotaciéon de sélido rigido.

En este caso, el cubo anterior rota angulos de 0° a 90° en intervalos de 22,5°, alrededor de
una linea paralela al eje y a través del centro del cubo. Segin la Ec. (3.6) las tensiones deben

23



Capitulo 3. Validaciones.

ser nulas, ya que Unicamente se transmite un cambio de orientacién y no se induce ninguna
deformacion.

cos@ 0 sin6
F= 0 1 0 |; T =
—sinf 0 cos@

(3.6)

S O O
o O O
o O O

oz |Gpal
1
I 0,6
0,2
-0,2

0,6 r
XT
-1 d

Figura 3.9: Resultados numéricos del cubo rotado respecto del eje y.

En la Figura 3.9, se comprueba numéricamente la ausencia de tensiones, de acuerdo con lo
establecido analiticamente.

3.1.4. Analisis de contacto entre dos barras.

| l . l .9 l |

)
I T T =T 1

Figura 3.10: Dibujo esquematico del andlisis de contacto entre dos barras.

Este sencillo ejemplo (Figura 3.10) muestra como al aplicar una fuerza F' a una barra, su
elongacion tendra un comportamiento lineal hasta que contacte con la segunda barra. Debido
al cambio de rigidez ocasionado por el contacto, la respuesta global pasara a ser no lineal.

I[m] g[m] h[m] EAIN]
1 0,01 0,1 1000

Tabla 3.2: Datos geometria y material analisis de contacto entre dos barras; A es el drea de la
seccion de la barra.

Los datos geométricos y de material estdn recogidos en la Tabla 3.2. Segtin [6] la solucién
analitica a este problema, mediante el método de los multiplicadores de Lagrange es:

u 1 Fl
=94 .
g 3(+EA9> (8.7)
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po =108 ---
» o 104 .
: Analitico A
2 3 1
Fl
EAg [_]

Figura 3.11: Desplazamiento para andlisis de contacto entre dos barras. Método numérico Y®,
método analitico multiplicadores de Lagrange.

En la Figura 3.11 se recogen los resultados para distintos valores de penalti p,, en el cédigo
Y®. Se comprueba que a medida que aumenta el valor de p,,, disminuye la diferencia respecto
al valor tedrico calculado con la Ec. (3.7). En este caso tan sencillo, no ha hecho falta un p,
demasiado elevado para satisfacer el contacto. En la siguiente simulacién, se emplea la misma
geometria y material, pero la barra de la derecha es un sélido rigido y por tanto no se podra
deformar. En este caso el maximo valor de u es g, por lo que a medida que aumente el valor de
Pn, u/g — 1. En consonancia con lo establecido anteriormente, en la Figura 3.12 conforme se
aumenta p, la curva se aproxima a una recta u/g = 1.

1,5 ; ,
1+ A -"___‘_éd_- ..... _,. ............ PO A
SISO B
0,5+ o ,
: Pn = 103 -
+ = 7 =10t -—
| P =10 —a—
0 | I I I I
0 1 2 3 4 5
Fl -]
EAyg

Figura 3.12: Desplazamiento para andlisis de contacto de una barra.

3.2. Validaciones dinamicas.

3.2.1. Deslizamiento con rozamiento.

El caso que se propone a continuacion es el primero de una serie que involucran dindmica.
Para ello se dispondra una superficie plana y un cubo que deslizara con rozamiento sobre ella al
proporcionarle una velocidad inicial v;, como se observa en la Figura 3.13. Se comprobara que
el cubo se detenga en la distancia calculada analiticamente, d = v?/(2ug); las magnitudes se
definen en el pie de figura.
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Figura 3.13: Dibujo esquematico ejercicio deslizamiento con rozamiento.

Como se extrae de la Figura 3.14 los resultados numéricos coinciden con exactitud con la
teoria, y no hay diferencia aparente entre los resultados para los distintos pasos de tiempo.
Ahora bien, existe un paso de tiempo maximo para que la simulacién converja, debido a que el
esquema de integracién temporal empleado en el cédigo es de diferencias finitas centrado. Para
que sea estable la simulacién, segiin [10] y [15] se debe cumplir la Ec. (3.8) simplificada, en la

que [ es el lado del cubo.
At <1, /% (3.8)

Para este caso, los datos del material del cubo y de la base son E = 300 [MPa], p = 25000 [kg
m~3] y I = 0,5 [m] por lo que At < 4,5¢-03 [s]. Se comprobé con el cédigo que con valores iguales
o mayores los resultados divergian.

10+
8,, )
— 6+
£
= ol
2T 7 = 1e-05 [s]
Analitico —
(0= f f } I f
0 2 4 6 8 10

v; [S]

Figura 3.14: Resultados numéricos y teodricos para deslizamiento con rozamiento. Valores de
Ec. (3.8) g =10 [m s72], u = 0,5.

3.2.2. Impacto ineléstico/elastico.

Este caso consiste en una prueba de impacto entre dos cuerpos que deslizan sin rozamiento
sobre una plataforma (Figura 3.15). El procedimiento consiste en prescribir una velocidad inicial
v;, al cuerpo 1 y que deslice sin rozamiento hasta impactar con el cuerpo 2 en reposo, v;, = 0.
Si el impacto es ineldstico, se conservara el momento lineal, p; = py primera Ec. (3.9) superior.
Si el impacto es eldstico, ademds de conservarse el momento lineal (Ec. (3.9) inferior) también
lo hard la energia cinética (segunda Ec. (3.9) superior).

. _ 1o
P = mu; E. = imv (3.9)
mu;, + mu;, = Moy, + muy,
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Se realizardn a continuacion cuatro subcasos dependiendo de la masa 2 y de la rigidez del
material del problema. Las dos primeras simulaciones serdan inelasticas, y se realizard una con
la combinaciéon de masas mq, mg y la otra con ms, m4. Las dos siguientes seran elasticas, y la
combinacién de masas serd la misma.

m:m1:m2:m3:7

ma/my

Figura 3.15: Esquema impacto entre dos elementos que deslizan sin rozamiento sobre una pla-
taforma.

Impacto inelastico.

Los datos para las dos primeras simulaciones se recogen en la Tabla 3.3. Se ha elegido p,, un
orden de magnitud superior a E, y At cuatro érdenes de magnitud superior a lo recomendado
por [15] para asegurar la estabilidad.

v; [m s~ E [MPa| v m [kg] pn [N m~1] At [s]
) 258 0,17 5625 1,00e+09 9,00e-07

Tabla 3.3: Datos caso impacto inelastico.

2 !
[
s  gooooooooooto ool
. . : | : .
0 - 4 TS . i |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 3.16: Evolucion de la velocidad de las masas mi, ma, ms, my para el impacto inelastico.

En la Figura 3.16 se representan los resultados obtenidos de la simulaciéon. Se puede observar
una oscilaciéon en la velocidad inmediatamente después del impacto, que puede ser provocada
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por una combinacién de errores numéricos derivados del método de integracion temporal, y la
falta de amortiguamiento, lo que se tratard en la Subsecciéon 3.2.3.

Los resultados se analizan en la Tabla 3.4, en la que se puede comprobar que se conserva para
ambos casos el momento lineal, calculado con la Ec. (3.9) inferior. La pérdida de energia cinética
entre los instantes inicial y final es debida a un aumento de la energia interna derivado de la
deformacion del impacto. Cuanto mayor sea la masa del cuerpo 2, mayor sera la deformacion y
por consiguiente la pérdida de energia.

vims ] o fms '] Spkems | Sp kems | S Be [J] S Bey [J] ABecl]

my 5 1,741
ma 0 3,259 28125 28125 70312 38395 -31917
m3 5 0,748
my 0 2,126 28125 28125 70312 26997 43314

Tabla 3.4: Recopilacién de resultados impacto inelastico.

Impacto elastico.

Para conseguir que el impacto sea cuasi-eldstico, se aumenta varios érdenes de magnitud
el modulo de elasticidad y se hace nulo el coeficiente de Poisson con la intencién de evitar la
deformacién de los cuerpos y con ello la pérdida de energia cinética. Los datos completos se
pueden ver en la Tabla 3.6.

v; [m s™!] E [MPa) v m [kg] pn [N m~1] At [s]
) 12,9 0 5625 1,00e+-09 9,00e-07

Tabla 3.5: Datos caso impacto elastico.

(e R R e e R
 m g g e g e e e g g g e g e e e e g

s

;1" L . : . L L . Ums i

OA—A-A—AAAA-A—AE;A—A-&AA—AA%—A-A—A Aéae-- d »
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Figura 3.17: Evolucién de la velocidad de las masas m1, mo, mg, my4 para el impacto eldstico.

La evolucion de las velocidades en funcién del tiempo se representa en la Figura 3.17, pu-
diéndose asi observar que cuando las masas son iguales my, meo, al impactar el cuerpo 1 con el
2 el primero se para y el segundo se mueve con v;. Para el caso en que my = 2mg, el cuerpo 1
rebota en sentido contrario al original.

Los resultados completos se recogen en la Tabla 3.5, en la que se comprueba de nuevo la
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conservacion del momento lineal. En este caso, debido a las bajas deformaciones, a energia
cinética se conserva con un error minimo.

vims™'] vy ms] Ypikgms'] Yprlkgms ] Y Ee[J] Y Ecs[J] AEc[J]
m o 1,52e-06 28125 28125 70312,5  70312,46  -40,2e-03
mo 0 5
s > -1,67 28125 28125 70312,5  70312,44  -60,3e-03
ma 0 3,33

Tabla 3.6: Recopilacién de resultados impacto elastico.

3.2.3. Amortiguamientos.

Los elementos finitos del cédigo Y® estan amortiguados mediante una variable de control
DIPEKS. El manual del programa establece que si DIPEKS es 2 hy/Ep [Pa s], todos los ele-
mentos con longitud caracteristica menor que h estaran criticamente amortiguados. Para verificar
este amortiguamiento, se ha usado un cubo como el de las simulaciones anteriores, pero con una
malla més refinada (Figura 3.18), en la que el elemento més grande mide 0,2 [m]y el elemento
més pequeno 0,1 [m]. Las propiedades del material son E = 26 [kPa], v = 0,2 y p = 1000 [kg
m~—3]. Tedricamente para DIPEKS = 2040 [Pa s] todos los elementos que componen el cubo
deberian estar amortiguados criticamente.

Figura 3.18: Cubo mallado para el estudio de amortiguamiento.

El caso consiste en dejar deformar el cubo por peso propio, que al tener un moédulo de
elasticidad bajo se comporta de forma gelatinosa. La comprobacion del amortiguamiento se
realiza monitorizando la energia cinética global con el tiempo, para distintos valores de D1PEKS.
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Figura 3.19: Evolucién de la energia cinética con el tiempo para DIPEKS = 1020 [Pa s].

El primer valor comprobado es 1020 [Pa s|, por ser la mitad 2040 [Pa s|, que tedricamente
amortiguaria criticamente todos los elementos del cubo. En la Figura 3.19 se puede observar que
la evolucién de E. con el tiempo es amortiguada, y que la evolucién de su méaxima amplitud de
oscilacién se puede ajustar a la Ec. (3.10) izquierda. Si se expresa tiempo propio 7}, en funcién
del amortiguamiento relativo £ y de la frecuencia natural w, (Ec. (3.10) derecha), es posible
calcular £ = 0,2 y w, = 18,68 [rd s~ 1].

Ec ma:c(t) = Ae—{wnt; Tp = (3.10)

0., [kPa]
20,30

-1,57
-2,84
4,11
-5,38

I -6,65

7,92

'j{:’” -9,19

o -10.5

11,7 )‘i?v (d) () (f)

-130 Y
Figura 3.20: Evolucion de la tensién o,, en un cubo bajo peso propio y DIPEKS = 1020: (a):
0,16 s, (b): 0,30 s, (c): 0,49 s, (d): 0,7 s, (e): 0,85 sy (f): 1,05 s.

En la Figura 3.20 se observa el cambio de la tension o,, para seis instantes de tiempo
que corresponden a tres maximos y tres minimos de la energia cinética. 0., es homogénea en
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los planos de z constante, excepto por errores numéricos derivados del mallado. La maxima
compresién se alcanza consecuentemente en el primer minimo de E. (t = T}, [s]), ya que se
produce el mayor decremento de la energia cinética (Figura 3.19).

600
I\ r. ’. : e s
M A\ M : A\ R
500+ 1y R A L N
C ! Iy
't ! oo ! ‘1 v |DIPEKS
R P A Bl I Pa s
400+ i:l vy toid TRREEL AR ", ! (SN TRRRR [ ]
= S T N S S S R S O S B 0----1
lr) as b FY . o \ . . . '
g0l koL h b 500- - -
Q A 1 [ ! [ 1
[N | L I FE . | | | \
M Paii 1o bbb 10200
- e N ~ . . h \ . M . .
200 -\ Bt 2040——
j B Vel R ! (I \
W ! [ T 11 9100--~-
. P N . ~ L | K . . PR .
1007; 'A/ '\- :"|‘ ,:' “"‘ ! ,', ‘\ "\' i - “\ [ ! ! !
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Figura 3.21: Evolucién de la energia cinética con el tiempo para distintos amortiguamientos.

En la Figura 3.21 se recogen las evoluciones de E. para distintos valores de D1PEKS. Como
se puede comprobar, el amortiguamiento para D1PEKS = 2040 no amortigua criticamente el
sistema, ya que suceden dos oscilaciones. De la extrapolacién de los resultados de la Tabla
3.7, y mediante la relacién DIPEKS/E, se obtiene que para que el sistema esté amortiguado
criticamente, D1PEKS> 5000. Esto puede ser comprobado en la Figura 3.21, en la que para
D1PEKS = 5100 tinicamente se produce una oscilacion.

D1PEKS [Pa s] 3 wy, [rd s71]
500 0,1 18,68
1020 0,2 18,83
2040 0,4 19,00

Tabla 3.7: Resultados amortiguamiento relativo y frecuencia natural.

Por tdltimo, se debe resaltar que a medida que aumenta DIPFEKS también lo hace £, y que
independientemente de su valor, w,, no varia.

3.3. Validaciones de mamposteria.

3.3.1. Muro a cortante de TU Eindhoven.

En esta validacién se modeliza segin [16] el test a cortante de un muro de mamposteria
realizado por [17]. El muro consta de 18 filas de ladrillos, de las que la superior y la inferior
estdn empotradas a una viga de acero; las caras laterales del muro son libres (Figura 3.22). Los
ladrillos tienen dimensiones 210x52x100 [mm?] y el mortero espesor 10 [mm]. Se aplica una
carga distribuida en la viga superior y se bloquea su posicién vertical. Posteriormente se induce
un desplazamiento horizontal controlado a la viga superior y se mide la fuerza necesaria para
aplicarlo.
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0,3 [MPa]
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Figura 3.22: Representacién esquemética del test a cortante del muro de mamposteria de TU
Eindhoven. Cotas en [mm)].

En la simulacién se ha simplificado la geometria a 2D con ladrillos de 220x60 [mm] en los
que se incluye dos mitades del espesor mortero, representado por una interfaz de contacto entre
ladrillos. Las propiedades del material se presentan en la Tabla 3.8, en la que p; representa el
penalti tangencial. Las de las uniones 1 y 2 (interna entre ladrillos y externa) se retnen en la
Tabla 3.9, en la que f;, fs, Gy, py son el maximo esfuerzo a traccion, a cortante y la energia y
penalti de fractura, respectivamente. La primera unién es ficticia y debida a que el programa
solo utiliza elementos triangulares.

E [GPa v p pn Nm7' pe Nm7'] plkgm™]  pacero [kg m™?]

16,7 0,15 0,75 82e+09 36e+09 2400 7600

Tabla 3.8: Propiedades del material del muro a cortante de TU Eindhoven.

Unién  f; [Mpa] fs [MPa] Gy lkgs™® py [Nm™]
1 2 2 80 1e+06
2 0,25 0,35 18 1e+06

Tabla 3.9: Propiedades de las interfaces de union. (1) Interna del ladrillo. (2) Externa del ladrillo.

El procedimiento para la simulacion consiste en aplicar un desplazamiento en la viga superior
a razén de 2 [mm s~1] y medir la suma de las reacciones en los nodos de la fila superior unidos
a esta viga. Para poder realizar la comparacion con los datos experimentales, se debe dividir la
fuerza total entre cinco, ya que la profundidad de la simulacién 2D es 1 [m], cinco veces superior
a la experimental 0,2 [m].
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Figura 3.23: Comparacién numérica y experimental del grafico fuerza-desplazamiento del muro
de TU Eindhoven.

En la Figura 3.23 se muestra la comparacion entre los resultados experimentales y numéricos
del grafico fuerza-desplazamiento. Se puede observar como se capta con un error minimo el
comportamiento eldstico y el primer tramo del plastico. A partir de 1,5 [mm] de desplazamiento,
la pendiente de la curva experimental es nula, efecto que numéricamente no se presenta con la
misma claridad, ya que el programa no es capaz de captar el comportamiento no lineal derivado
de la rotura de la unién del mortero.
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Figura 3.24: (a) Evolucién experimental de la grieta. (b) Representacién de la tension de Tresca
numérica para desplazamiento 1,5 [mm] (Desplazamientos en x aumentados x20).

Por otra parte, si se atiende a la Figura 3.24 (a) se muestra la extension final de la grieta
experimental. Se inicia en la parte superior derecha y recorre el muro con angulo 45° con la
horizontal. En los resultados numéricos (Figura 3.24 (b)), se representa la tension de Tresca en
los ladrillos. La zona mas tensionada corresponde a la méas afectada por el agrietamiento, en
consonancia con los resultados experimentales.
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Puente de mamposteria.

4.1. Geometria, datos y condiciones de contorno.

En este capitulo se realizaran una serie de simulaciones para tres puentes de mamposteria
en las que se variara el radio del arco. La geometria ha sido simplificada a 2D, y se compone de
elementos triangulares unidos dos a dos para formar los bloques rectangulares de los que estan
hechos los puentes. Los tres puentes tienen en comun las medidas exteriores, L=16,6 [m] y H=9
[m] (Figura 4.1). Respecto a las medidas que son variables, el didmetro del arco D es 0,25L,
0,50L y 0,75L, y tiene su centro a 0,3R de altura respecto del suelo, siendo R el radio.

|

|
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A/ | Y/ /e

N
\

Figura 4.1: Dibujo esqueméatico de puente de mamposteria con sus medidas caracteristicas en
[m].

El arco descansa sobre varios bloques de altura 0,3R llamados zapata. Su ntimero variara en
funcién de la altura del centro del radio, tratando de que los elementos de la zapata sean de
tamaio similar entre los distintos tipos de puente. Para que el arco sea estable necesita tener
un nimero impar de dovelas de forma que haya un bloque que actie de clave.

Las propiedades del material se recogen en la Tabla 4.1, en la que se desglosan el tamaifio del
mallado de los tres puentes, las propiedades de los dos materiales (bloque de piedra y tierra) y
de las uniones. A la unién entre los tridngulos que forman un bloque se le asigna propiedades
que la hacen cuasi rigida, ya que es preciso que no se puedan separar. La uniéon entre bloques
trata de imitar el efecto del mortero, y sus pardmetros se han establecido de acuerdo a [18].
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Parametros numéricos D=0,25L. D=0,5L. D=0,75L
Paso temporal 5e-06 5e-06 5e-06
# Elementos 2066 1124 606
# Nodos 2807 1806 1219
Propiedades del elemento Bloque Tierra
E [GPa] 25 0,24
p [kg m™3] 2400 1800
v 0,2 0,2
Propiedades de union Uniéon 1 Unién 2
fi [MPa| 3 0,2
I 0,57 0,57
Cohesion [MPal] 2e+06 0,23
pn [N m™1 10e+09  10e+09
pr [N m™1] 5e+09  5e+09
Gy kg s72] 7,5 0,5

Penalti de fractura ps [N m™!]  141e+09  8e+09

Tabla 4.1: Parametros de material y uniones para los puentes de mamposteria.

La manera de conseguir el efecto de unién deseado con el cédigo Y®, es mediante la creacién
de diferentes sets con propiedades de material idénticas e indicando el tipo de unién entre ellos,
que serd rigida entre sets iguales (Unién 1) y de tipo mortero entre sets distintos (Unién 2).

Figura 4.2: Elementos con amortiguamiento excesivo bajo peso propio. (a) t =0 [s]. (b) ¢t = 0,05

[s].

El funcionamiento de las uniones se puede entender si se observa la Figura 4.2 (a). Cada
color indica un tipo de set, los elementos del mismo color estan pegados de forma cuasi-rigida
mediante la Unién 1 y los de diferente color (elementos 1 y 2) mediante la Unién 2, de forma
que los tridngulos que forman el bloque quedan completamente pegados.

El primer amortiguamiento DIPEKS es para los elementos de tamano regular, y varia entre
4,40e+06 y 8e+06, valores obtenidos mediante prueba y error tomando como punto inicial el
resultado obtenido de 2 hy/Ep [Pa s|, en el que h es la longitud caracteristica del elemento
medio.

El segundo DIPEKS se asigna a los elementos mas pequefios y deformados, y es aproximada-
mente un 20 % del valor anterior. Este segundo valor tuvo que ser afiadido a posteriori, calculado
de nuevo mediante prueba y error ya que la utilizacién de un tinico D1PEKS provocaba fallo
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Capitulo 4. Puente de mamposteria.

por sobreamortiguamiento en los elementos pequenos, como se puede observar en la Figura 4.2.
En la parte izquierda se muestra el tiempo inicial en el que los elementos estan en reposo, y
cuando se inicia la simulacién los elementos rojos se mueven en exceso de forma antinatural de
manera que la simulacién no es vélida.

Como el resto de los parametros, los valores de penalti normal, tangencial y de fractura,
relacionados con la compresion, la cizalladura y la tensién respectivamente, se han obtenido
de otros autores que han realizado estudios similares. Estos valores son fundamentales en el
contacto, y para asegurar que no hay penetracion, se han realizado pruebas y comprobado que
los resultados son satisfactorios. En la Tabla 4.1 se muestra también el paso de tiempo asignado,
un orden de magnitud menor al calculado mediante la Ec. (3.8) para asegurar la estabilidad.
En esta ecuacién como longitud caracteristica se ha elegido el lado méas corto del elemento de
menor tamafio del puente D=0,75L. Es importante mencionar que algunos de los elementos méas
pequenos han sido eliminados para no tener que reducir paso temporal en exceso, y mejorar asi
la eficiencia computacional. Aunque esta eliminacién pueda parecer que no refleja la realidad
fisica, su impacto en los resultados globales se asume que sera pequena.

Las condiciones de contorno a las que estd sometido el puente son de empotramiento en la
base, como se observa en la Figura 4.1, y apoyado sobre tierra que actiia como fundacién elastica
lateral. Los bloques que representan la tierra se encuentran empotrados en el lateral opuesto
al puente, de manera que permite al puente expandirse al comprimir la tierra pero no abrirse
excesivamente.

Al inicio de cada simulacién, el puente es sometido abruptamente a la accién de la gravedad.
Esto provoca que sea necesario esperar un tiempo prudencial a que se estabilice la respuesta antes
de aplicar otros tipos de carga. Esta estabilizacion se monitoriza mediante la energia cinética
global, y se considera que cuando esta es nula el calculo ha convergido. Aproximadamente a 1,5
[s] se puede empezar a aplicar de manera progresiva otras cargas, aumentandolas en intervalos
de 0,5 [s] un 25 %.
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Figura 4.3: Colapso de puente D=0,75L con carga puntual aplicada en el centro méas peso propio.
(a) t =0 [s]. (b) t =0,125 [s]. (c) t = 0,250 [s].

Si no se realiza la aplicacién proporcional de la carga, el puente més débil puede colapsar.
En la Figura 4.3 se observa como uno sometido a una carga puntual de 1000 [kN] en su centro
colapsa, ya que no es capaz de soportar el efecto impacto provocado al aplicar de manera
instantanea y simultdnea el peso y la carga puntual. En realidad, y con carga incremental el
puente debe resistir.

4.2. Mallado.

La malla de los diferentes puentes se ha confeccionado con una rutina Matlab® de produccion
propia, al que se le proporcionan los parametros del puente: dimensiones exteriores e interiores,
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namero de filas, columnas de bloques, ntimero de bloques en el arco y zapata. Matlab® devuelve

dos vectores de coordenadas x, ¢ junto con la matriz de conectividad de nodos.

En caso de no ser el area positiva se conmutan la primera y tercera componente de la matriz
de conectividad. Este proceso se puede observar con detalle en la funcién de Matlab® que se

El procedimiento a seguir para la creaciéon de la malla es el siguiente:

1. Creacién de los nodos del arco y la matriz de conectividad que los une.

hasta la altura de este arco.

3. Complecion del timpano hasta la altura H prescrita.

4. Composicién de las matrices de conectividad de los item 2 y 3, y concatenacién con la
matriz de 1.
5. Comprobacion de jacobiano positivo para cada elemento: el area de todos los elementos

debe ser positiva y la ordenacion de los nodos dentro de la matriz de conectividad antiho-

raria.

muestra a continuacién.

© 00 N DO W N

T N e R S S S
H O © 00 9 O U kA W N = O

function [elements] = jacobian(elements,X,Y)
sum = 0;

JACOB = 0;

for 1 = l:length(elements)

sum = 1/2x (X (elements (i, 1), 1)*(Y(elements(i,2),1)—Y (elements(i,3),1))+...

+X (elements (i, 2),1) (Y (elements (i,3),1)—Y(elements(i,1),1)+...
+X (elements (i,3),1) (Y (elements(i,1),1)—Y (elements (i, 2),1)));

if sum<0
JACOB = 1;
else
JACOB = 0;
end
if JACOB==1
Posl = elements (i, 1);
Pos3 = elements (i, 3);
elements (i, 1) = Pos3;
elements (i,3) = Posl;
end
sum = 0;
end
end

La creacion de las mallas es la parte mas critica del preproceso. Una malla adecuada con respecto
a una deficiente puede suponer una diferencia importante en los resultados, lo que se acentia

aun mas en mallas simples y de pocos elementos.

En los puentes de mamposteria de este trabajo, que la geometria sea simétrica no es condicién
suficiente para que los resultados obtenidos lo sean: es necesario que el mallado de todos los
bloques sea simétrico tal y como se observa en la Figura 4.4 (a). En ambos puentes de la figura,
geometria, material y carga aplicada son idénticos, pero las pequenas diferencias del mallado

suponen disparidades en las tensiones calculadas.
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096 024 -048 -120 -1,92 -2,64 0,78 -0,73 -224 -3,76 -527 -6,78
. I L B I L

Figura 4.4: Tensién vertical oy, [MPa] bajo carga puntual de 1000 [kN] en el centro. (a) Mallado
simétrico. (b) Mallado asimétrico.

Las tensiones del puente de la Figura 4.4 (a) resultan completamente simétricas, mientras
que las de la Figura 4.4 (b) implican que a pesar de que las tensiones son similares en la mayor
parte del puente no se cumple la simetria. Esto es debido a que con el segundo, al aplicar la
carga en el nodo central se distribuye mayor tensién al elemento contiguo de la derecha ya que
su area tributaria es minima, mientras que en el elemento de la izquierda el area es mayor, y por
tanto no se concentran tanto las tensiones. Esta concentracién irreal cambia completamente la
distribucién de colores.

4.3. Puentes bajo carga estatica.

4.3.1. Peso propio.

En este caso se plantea la afeccién del peso propio a los diferentes puentes. Como ya se ha
mencionado anteriormente, la gravedad se activa en ¢ = 0, y por tanto provoca una serie de
inestabilidades hasta que la simulacién se considera convergida.

400 ! ! !
BE0 by
300_N ................ .................. _

DEO H oo _

; : : D=0,25L-"—
150 : B .................. ..... ) O,5OL
100 fff 4PN ST S 7 0,75L- - -1

50

0 0,5 1 1,5
t [s]

Figura 4.5: Evolucién de la energia cinética E. [J] para los tres tipos de puente: D=0,25L,
D=0,50L y D=0,75L.

La evolucién de la simulacién se monitoriza mediante la energia cinética E.. En la Figura 4.5
se recogen las evoluciones para los tres tipos de puente. Debido a las diferentes geometrias el
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comportamiento en los puentes es diferente, pero en todos se puede considerar que F,. es nula
a partir de 1,5 [s]. Este instante serd el que en simulaciones futuras se emplee como tiempo a
partir del que se comiencen a aplicar las cargas.

N
Vo

vy

000 -166 -332 498  -6,64  -830
HE N

Figura 4.6: Tensién vertical oy, [x 10° Pa] bajo peso propio para D=0,25L, D=0,50L y D=0,75L.

En la Figura 4.6 se puede observar las tensiones verticales en y cuando sélo acttia el peso
propio. El arco cumple la funcién de repartir las tensiones desde la parte més alta (clave) hacia la
base, por lo que las dos zapatas contienen los dos bloques més comprimidos de toda la estructura.
Para bloques alejados del arco la influencia del arco se reduce y aparecen isotensiones en planos
paralelos al suelo, que se observan con claridad en el puente de menor didmetro.

Como era de esperar, en la parte superior las tensiones son uniformes y minimas; conforme
los bloques del timpano se acercan al arco esta uniformidad se ve modificada.

4.3.2. Peso propio y carga puntual.

El presente caso consiste en afiadir al peso propio una carga puntual de 1000 [kN] en el centro
de la parte superior de los puentes. Es importante tener en cuenta que esta carga se aplica en el
puente de mayor diametro en un solo nodo, ya que el nimero de nodos en la linea superior es
impar, mientras que en los otros dos puentes se aplica en dos nodos contiguos, debido a que el
numero es par. Una vez el calculo del peso propio se estabiliza, se aplica la carga en incrementos
del 25 % cada 0,5 [s], y los resultados se recopilan una vez la simulacién converja completamente.
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Figura 4.7: Deformada en la linea superior de los puentes D=0,25L, D=0,50L y D=0,75L bajo
carga puntual.

En la Figura 4.7 se dibujan las deformadas de la linea superior de cada puente. Cuanto mayor
es el didmetro mayor es la deflexién, que es notablemente superior cuando D=0,75L. En este
puente también hay zonas 0,15 < |z| < 0,5 en las que el movimiento vertical es positivo. Lo
que se debe principalmente a la gran deflexién vertical del punto de aplicacién de la carga, que
acerca el puente al colapso. Ademads, al estar la carga aplicada Unicamente sobre un nodo, la
deformada tiene una pendiente mas pronunciada en comparacion con los otros dos puentes.
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Figura 4.8: Tensién de Von Mises [MPa] en el arco y zapatas a lo largo de la coordenada curvilinea
s para los puentes D=0,25L, D=0,50L y D=0,75L bajo carga puntual.

Una deformada excesiva afecta considerablemente a las tensiones de Von Mises en el arco. En
la Figura 4.8 se observa que para D=0,75L la tensién aumenta sustancialmente en la clave. En
contraste, en los puentes en los que la deformada no es excesiva, la tension es creciente hasta 7/6
y en la clave se produce un ligero valle. A partir de /2, las tensiones se mantienen constantes
en todos los casos.

4.3.3. Peso propio y carga repartida.

En esta seccién se vuelven a analizar los tres puentes bajo carga repartida go = 110 [kN m~1].
El reparto de la carga se realiza aplicando a los nodos 1 y N de la linea superior una fuerza de
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Seccién 4.3. Puentes bajo carga estdtica.

qoﬁ v a los nodos restantes de qoﬁ, siendo N = 33 en el puente de mayor didmetro y
N = 34 en los otros dos.
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Figura 4.9: Deformada en la linea superior de los puentes D=0,25L, D=0,50L y D=0,75L bajo
carga repartida.

Como se puede observar en la Figura 4.9, la deformada vuelve a ser creciente con el didmetro
del puente. A diferencia del caso anterior, el de D=0,75L no experimenta una deformada tan
puntiaguda y su evolucién es similar a la de los otros dos, siendo al principio lineal y a medida
que se acerca al centro concava.

Figura 4.10: Tensiéon de Von Mises [MPa] en el arco y zapatas a lo largo de la coordenada
curvilinea s para los puentes D=0,25L, D=0,50L y D=0,75L bajo carga repartida.

De la Figura 4.10, se extrae que la carga repartida no resulta tan agresiva en el arco en
comparacién con la puntual, es decir, que pese a estar sometidos a mayor carga resultante se
desplazan un 30 % menos. Esta vez el arco de mayor didmetro si experimenta un descenso en
forma de valle en la parte central, de forma similar a los otros dos puentes. Por otra parte en la
evolucién de oy s del puente de menor radio, la linea de resultados tiene picos debido a que el
arco estd simulado con menos bloques.
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Capitulo 4. Puente de mamposteria.

4.3.4. 'Tren de cargas.

En esta seccién los puentes se someteran a la combinacién de cargas puntuales y repartidas
de la Figura 4.11, denominada tren de cargas. Su nombre proviene de que se trata de imitar la
carga estatica producida por el peso de vehiculos ferroviarios sobre la estructura del puente.
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Figura 4.11: Esquema de tren de cargas aplicado al puente de mamposteria.

El tren se compone de cuatro ejes de 250 [kN] cada uno, separados entre si 1,6 [m], y de dos

sobrecargas uniformemente repartidas de 80 [kN m~!], que segiin [19] se deben extender hasta
la longitud restante del puente.
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Figura 4.12: Tensién vertical oy, [MPa] bajo peso tren de cargas para D=0,25L, D=0,50L y
D=0,75L.

En la Figura 4.12 se observan las tensiones en y para los tres puentes. La compresion en el arco
aumenta con su didmetro, a diferencia del caso tinicamente con peso propio (Subseccién 4.3.1),
en el que el arco de didmetro medio presentaba mayor compresién principalmente en la zapata.

Para los tres puentes el maximo valor absoluto de tensién se localiza en la parte inferior de los
arcos.
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Seccion 4.4. Asentamiento del apoyo del puente.

En la parte superior se aprecia claramente el efecto concentrador de las cargas puntuales,
y cémo se transmite a lo largo del timpano hacia el arco. Esto ultimo se puede percibir més
facilmente en el puente de menor didmetro, en comparacion con los otros dos. En el de mayor
diametro la influencia de la carga superior sobre el arco es directa, ya que solo hay una fila de
bloques entre la clave y la linea de aplicacién del tren de cargas.
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Figura 4.13: Contornos de desplazamientos A, [mm] para los puentes D=0,25L, D=0,50L y
D=0,75L bajo tren de cargas.

En la Figura 4.13 se muestran los contornos de desplazamientos en el eje y. Los desplaza-
mientos mayores se producen en la vertical al arco del timpano, que es la parte menos rigida al
estar situada justo encima del orificio del arco. Por otra parte, en el resto del puente el despla-
zamiento es nulo o minimo debido a la prevalencia de compresién: hay que tener en cuenta que
la resistencia y rigidez a compresién de los materiales de mamposteria es muy alta.

Para facilitar la comprensién de la Figura 4.13, se han incluido tres barras de colores, de su
observacién es posible concluir que con cada aumento del didmetro el desplazamiento maximo
aumenta un 300 %.

4.4. Asentamiento del apoyo del puente.

En esta seccion el puente estd sometido tnicamente a la accién de la gravedad y a un asen-
tamiento de su apoyo izquierdo de hasta 0,6 [m]; para implementar este asentamiento se aplica
un desplazamiento prescrito constante de -0,2 [m s™!] en el intervalo de tiempo de 1,5 a 4,5 [s].
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En la Figura 4.14 se observa la evolucién de la deformada del puente de radio medio para
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Figura 4.14: Deformada del puente D
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Seccién 4.5. Cargas dindmicas.

Para analizar el efecto del descenso en el arco se analizan las tensiones de Von Mises en él. Se
muestran estas tensiones a lo largo del arco en la Figura 4.15 para los tres tipos de puente una
vez se han estabilizado cuando el asentamiento es 0,6 [m]. A consecuencia del desplazamiento en
la base izquierda, la parte derecha del arco experimenta un incremento de tensiones, mas notorio
en el puente de didmetro medio a partir -7/12. Este incremento puede ser provocado por el peso
del timpano sobre esa parte del puente, efecto que ademéas es magnificado por la gran apertura
del arco.

El efecto anterior no se presenta en el puente de mayor abertura debido a que la pila de
bloques sobre él es minima, y por otra parte el puente de menor radio es el que menor carga
sufre en el arco. La explicacién se encuentra en la Figura 4.16 (b), en la que se observa como la
mayor parte de la carga recae sobre la parte derecha del timpano (banda azul claro a 45° sobre
la parte derecha superior del arco), descargando asi el arco. De esta forma, los bloques contiguos
al arco derecho quedan sometidos a tensiéon de Von Mises maxima debido a la compresion entre
la banda y el soporte inferior.
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Figura 4.16: Contorno de tensién de Von Mises [MPa| para asentamiento en el puente D=0,25L.
(a) Asentamiento de 0,3 [m] (b) 0,6 [m].

En la Figura 4.16 se muestran dos instantdneas de desplazamiento con el contorno de Von
Mises superpuesto; se puede observar cémo mientras la grieta esté creciendo (figura izquerda) las
tensiones son altas. En cambio, una vez que la grieta se ha desarrollado completamente (figura
derecha), el puente se descarga y los bloques ocupan una nueva posiciéon de reposo.

4.5. Cargas dinamicas.

4.5.1. Carga dinamica senoidal.

La primera de las cargas dindmicas aplicadas en el puente es la carga repartida de la Sub-
seccién 4.3.3 que varfa conforme a una onda senoidal; la onda se inicia en valor nulo en 1,5 [s]
hasta su final también nulo en 3,5 [s], y que alcanza su méximo en ¢t = 2,5 [s].

45



Capitulo 4. Puente de mamposteria.

11 rrrrrrrprrrrry LUDDTDITIDILIIILIIITITIT]] 0,00

5 o o et el 19t o o o et el
T L L L L L LT
T L L L L L L LA
T L L L L L L L L

-0,54

ROR

N\

S

ﬁg -1,08

LI I LVLVM% I
2 -1,62
: : e I-2,16
-2,70

Figura 4.17: Contorno de desplazamientos [mm]| para el puente D=0,25L bajo carga repartida
de evolucién senoidal. (a) t = 2 [s] con q/qo = 0,7. (b) t = 2,5 [s] con ¢/qo = 1. (c) t = 3 [s] con
q/q0 =0,7. (d) t = 3,5 [s] con ¢/qo = 0.

Los contornos de desplazamiento para varios instantes se muestran en la Figura 4.17. Como
es habitual los méximos desplazamientos se producen en la zona de influencia del arco (zona
superior a la clave del timpano), pero en este caso es interesante comparar los instantes (a) y
(¢). Ambos coinciden en la carga aplicada, pero el primero estd en el proceso de carga y el otro
en descarga. Si se atiende al contorno, el segundo presenta una mayor zona en azul lo que quiere
decir que el desplazamiento ha sido maximo y esta volviendo a su posicion inicial, mientras que
en el primer instante el timpano se estda desplazando hacia abajo.

Si se compara la instantdnea (b) la de carga repartida de forma estatica (Figura 4.9), se
observa una zona menor de desplazamientos elevados en el arco, debido a que al ser este un
problema dindmico no da tiempo a que se estabilice el movimiento. Nétese que en el instante
(d), pese a no hay carga existen desplazamientos inerciales.
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Figura 4.18: Tensién vertical minima o,,;, en funcién de carga repartida aplicada.
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Seccién 4.5. Cargas dindmicas.

Las maximas tensiones de compresién en y se observan en bloque inferior de la zapata tal
y como se observa en la Figura 4.18 en rojo. Durante la carga (parte izquierda del gréfico) se
producen ligeras ondulaciones debido a la aplicacién progresiva de la carga, inexistentes en la
zona de descarga, posiblemente debido a la discretizacién temporal de la carga senoidal. Las
tres evoluciones son bilineales, por lo que se puede deducir que las tres estructuras todavia se
encuentran en la fase elastica. Analizando la pendiente de las rectas es posible concluir que la del
puente D=0,75L es mayor y alcanza una mayor tensién. Las tensiones vuelven a su magnitud
inicial despues de la descarga por lo que no aparecen tensiones residuales.

4.5.2. Cargas dinamicas puntuales.

Para finalizar el estudio de cargas dindmicas sobre el puente, se aplicardn cuatro cargas
puntuales de 250 kN separadas entre si 1,6 [m], que se desplazardn de izquierda a derecha a 100
[km h=1] (27,78 [m s71]).

Para conseguir el efecto de movimiento de las cargas se ha introducido en el programa, para
cada uno de los nodos de la linea superior, un vector de dos columnas: la primera con el tiempo
y la segunda con el valor de la carga a aplicar en ese tiempo, a intervalos de 0,01 [s]. Como
anteriormente, las cargas se comenzaran a aplicar en t = 1,5 [s] y se incrementaran un 25 % cada
0,5 s. Una vez hayan alcanzado su valor maximo, se comenzaran a desplazar hacia la derecha
a la velocidad prescrita. De esta forma todos los nodos de la linea superior tienen un historial
de carga-tiempo, de tal forma que en diferentes instantes se les aplica carga o no, a modo de
comprobacién es importante que la suma de todas las fuerzas sea 1000 [kN].

0,00

2,40

4,80

n—
Ay
Ay
7
v

il

AR
INNANAYANAY = 7 2 0
NANANANANAY M
ISNANANANANAY
INNANANANAN
SIS
)
YAD
9,60
12,0

Figura 4.19: Desplazamiento vertical en mm del puente D=0,50L bajo la accién de cuatro cargas
puntuales de 250 [kN] trasladdndose a 100 [km h~1].

En la Figura 4.19 se muestran los desplazamientos verticales para cuatro instantes distintos
junto con la evolucién de las cargas. Durante el movimiento de éstas, los mayores desplazamien-
tos se encuentran en la zona en la que se aplican las cargas. El maximo desplazamiento del
puente sucede cuando las cargas se encuentran en la vertical del arco. En comparacién con el
desplazamiento que produce el tren de cargas (Subseccién 4.3.4), cuando las cargas son dina-
micas causan un incremento del 25 % en el desplazamiento vertical pese a tener una resultante
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vertical menor.
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Figura 4.20: Tensiones o, [MPa] del puente D=0,50L bajo la accién de cuatro cargas puntuales
a 100 [km h~1].

En la Figura 4.20 se analiza la incidencia de las cargas moviles en las tensiones verticales. Si
se atiende tinicamente a la evolucién de las tensiones en el arco, se percibe que la zapata derecha
sufre mas que la izquierda. Es posible que esto se deba a que, como se ha dicho anteriormente,
las cargas en la parte izquierda aumentan en rampa hasta el 100 % mientras que cuando se
desplazan las cargas el puente recibe su impacto de manera instantanea.

En las figuras es obvio que las cargas puntuales provocan lineas de influencia con maximos
en los puntos de aplicacién. Estas influencias se transmiten de la linea superior hasta el arco,
en donde los bloques superiores siempre estan menos cargados que los inferiores debido a la
reacciéon de la base.
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Conclusiones, trabajos futuros y presupuesto.

5.1. Conclusiones.

En el presente Trabajo de Fin de Grado se ha tratado en primer lugar de establecer algunos
de los fundamentos teéricos de la combinacién de los métodos de elementos finitos y discretos.
Estos conocimientos han sido asentados mediante la realizacién de validaciones en las que se
tratan aspectos que son considerados de interés en el funcionamiento del cédigo Y®. El objetivo
final, que es el anélisis de estructuras de mamposteria se inicia en la parte final del capitulo 3 y
se desarrolla por completo en el capitulo 4.

Del trabajo realizado algunas de las conclusiones que se pueden extraer son:

» La comprensién de las bases tedricas de FEM/DEM, y en concreto el funcionamiento
del desarrollo potencial del contacto, es imprescindible para la correcta modelizacién y
optimizacion de los casos.

= Los conocimientos extraidos del libro “The Combined Finite-FElement Method” de A. Mun-
jiza ha sido de utilidad para poder escoger los pardmetros pertinentes a introducir en el
programa. Algunos se desarrollan a lo largo del documento, por ejemplo: el paso temporal
critico, que aumenta con la densidad y disminuye con el tamafio de elemento, debiendo
encontrar un compromiso entre precision y tiempo de calculo de la simulacién. Otro de
los pardmetros importantes es el amortiguamiento critico £, ya que su correcta eleccion
puede suponer un decremento sustancial del tiempo de calculo en el mejor de los casos. En
el peor de los casos una mala eleccién del amortiguamiento puede suponer la divergencia
de la simulacién, provocada principalmente por el fallo de los elementos mas pequefios en
pocas iteraciones.

= Respecto al algoritmo de buisqueda del contacto, el pardmetro de control que se disponia
en este programa era el radio del circulo alrededor del elemento (Figura 2.6), en la que
todos los elementos interiores a él, se tienen en cuenta en el cdlculo de las fuerzas de
contacto. Al aumentar este radio, también lo hard el nimero de elementos a procesar y
por consiguiente el tiempo de calculo. Una eleccion errénea de este parametro no captara
correctamente los elementos a procesar y causard resultados deficientes, para elegir el
parametro correctamente se ha tenido en cuenta el tamafio del elemento més grande.

= En relacién a la aplicacién de las cargas, la aplicacién gradual una vez establecido el efecto
de la gravedad, favorece la obtencion de resultados coherentes.

5.2. Trabajos futuros.

Durante la realizacién del presente proyecto, han surgido nuevas ideas que permitirian la
mejora de los resultados obtenidos, asi como a profundizacién de la investigacién realizada.

Algunas de las ideas destacables son:

= La posibilidad de realizar un refinamiento del mallado interior de los bloques permitiria
obtener una mayor resolucion en el calculo de las tensiones interiores del elemento. Aun-
que también provocaria un aumento considerable del tiempo de calculo derivado de la
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disminucién del paso temporal y al aumento del niimero de elementos a procesar.

La realizacién de mallado en zonas irregulares o demasiado pequenas haria el puente
mas homogéneo al no tener huecos, pero lastraria el tiempo de calculo y la eficiencia
computacional.

Realizacién de simulaciones 3D pero debido al aumento del tiempo de cédlculo no ha sido
posible realizarlas. Esto permitiria una mejor comprensiéon del comportamiento real del
puente.

En el supuesto de realizar simulaciones 3D, el c6digo permite usar elementos tetraédricos
de orden cuadratico en lugar de lineales, lo que mejoraria el cdlculo de tensiones.

Una de las razones por las que el tiempo de calculo es elevado es porque el codigo tni-
camente permite un hilo de procesador por simulacién. Esto se traté de optimizar con la
libreria Open-MP, con la que se paraleliz6 el bucle principal de célculo de fuerzas, aunque
aun hay mejoras que se pueden realizar

Un ejemplo del item anterior seria: en la busqueda de contacto al ser la mamposteria
un problema con las interacciones predefinidas, modificar el cédigo de manera que se
introduzcan estos contacto al inicio de la simulacién y no sea necesario para el programa
calcularlos.
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Seccién 5.3. Presupuesto.

5.3. Presupuesto.

En la Tabla 5.1 se desglosa el coste total de la realizaciéon del presente trabajo:

Cantidad Concepto Precio/ud Precio total
280 Horas totales ingeniero 40,00 € 11.200,00 €
50 Busqueda de informacién
30 Formacion tedrica
30 Formacion Y
60 Preprocesado de modelos (Matlab)
15 Postprocesado de soluciones (LS-Prepost)
15 Anélisis de resultados
40 Validaciones y depuracion de errores
40 Redaccién de la memoria
200 Horas de servidor 5,00 € 1.000,00 €
1/4 Licencia de Matlab académica 413,22 € 103,31 €
1/4 Licencia de Mathematica académica 1.252,07 € 313,02 €
1/4 Licencia Microsoft 365 académica 24,30 € 6,07 €
Coste total (sin IVA) 12.622,39 €
IVA (21 %) 2.654,53 €
Total presupuestado 15.273,10 €

Tabla 5.1: Presupuesto trabajo: Anélisis FEM/DEM de algoritmos de contacto con aplicacion a
estructuras.

El presupuesto total del trabajo asciende a la cantidad de 15.275,00 €
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