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Capitulo 1

Introduccion

La cromatografia es una herramienta empleada en Quimica Analitica para la separacién e iden-
tificacién de cada uno de los componentes de una mezcla. Al introducir la mezcla junto con un
disolvente en una columna, los distintos componentes precipitan a diferentes velocidades segun
su interaccién con el medio poroso situado en el interior, de modo que cada componente puede
recogernse al final de la columna de manera separada.

Este proceso de separacion de sustancias, como multitud de problemas en dindmica de fluidos,
se modeliza mediante ecuaciones hiperbdlicas de leyes de conservacién, las cuales constituyen el
tema central del trabajo. Resulta de gran utilidad resolverlas numéricamente, para simular las
situaciones que representan y evitar, asi, experimentos de prueba y error. Cada vez se requieren so-
luciones numéricas de mayor precision, por lo que deben desarrollarse métodos mas y mas potentes.

Estas ecuaciones hiperbdlicas de leyes de conservacién difieren de las estudiadas en los primeros
cursos de ecuaciones diferenciales, ya que sus soluciones pueden generar singularidades a tiempo
finito. Por esta razén, no pueden disenarse métodos numéricos basados en sustituir las derivadas
por diferencias finitas, sino que éstos deben construirse desde una perspectiva distinta que permita
la convergencia a la solucién.

En el capitulo |2] se realiza un estudio tedrico de la ecuacién hiperbdlica escalar, que toma la
forma u; + f(u), = 0. Tras deducir esta expresién a partir del principio de conservacién en la
seccion en el apartado 2.2 se resuelve analiticamente la ecuacién lineal u; + au, = 0 por el
conocido método de las caracteristicas. Por su parte, la seccién [2.3]se dedica a analizar la ecuacién
anterior cuando f(u) es una funcién no lineal. Se comprueba que, en algunas ocasiones, tan solo es
posible definir una solucién clésica en un breve intervalo de tiempo. Para su extension, se generaliza
el concepto de solucién, dando cabida de esta forma a funciones de clase C! a trozos que satisfacen
una cierta propiedad en las discontinuidades. Finalmente, para seleccionar la solucion fisicamente
correcta entre todas las anteriores, se impone una condicién adicional conocida como condicién de
entropia.

Posteriormente, en el capitulo [3] se repasan los métodos numéricos empleados para resolver la
ecuacién escalar lineal. En la seccién se definen los mallados en el dominio espacial y temporal,
y en la seccién se introducen los conceptos de convergencia, consistencia y estabilidad. Poste-
riormente, en el apartado se estudia una propiedad exclusiva de estos métodos, la condicién
CFL, que resulta ser una condicién necesaria para la convergencia de los esquemas numéricos. Fi-
nalmente, en las secciones [3.4]y [3.5] se presentan los métodos upwind y Laz- Wendroff, se prueba su
convergencia y se muestra un estudio basado en series de Fourier para analizar su comportamiento
ante soluciones con discontinuidades. Estas propiedades se ponen de manifiesto en los experimentos
numeéricos realizados a lo largo del capitulo.

Por otro lado, el capitulo 4] se dedica a los métodos numéricos clasicos para la resolucién de la
ecuacion escalar no lineal: los métodos de voltimenes finitos. En las secciones [4.1]y [4:2] se introducen
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los mallados y la ecuacién general de estos esquemas, en los que no se estima el valor de la solucién
en un punto sino su promedio en subintervalos del dominio, En el apartado se presentan los
métodos de Godunov, Roe y Rusanov, y se muestran pruebas numeéricas acerca de éstos. En la sec-
cién [f4] se definen propiedades que todo esquema robusto debe cumplir, hecho que justifica alguna
anomalia observada en los experimentos previos. En la seccién [4.5| se propone una reconstruccién
espacial de orden dos que mejora la estimacién de orden uno asociada a los métodos anteriores.
Finalmente, para aumentar el orden de convergencia en la variable temporal, en el apartado se
presenta una formulacién semidiscreta que permite aplicar un método de Runge-Kutta de orden
superior para resolver el sistema resultante.

El capitulo [5] se centra en las técnicas de reconstrucciéon de orden alto ENO y WENO. Dada
una particién P de un cierto intervalo, conocidos los promedios de una funcién en los subintervalos
que P genera, mediante estas técnicas se consigue hallar estimaciones de dicha funcién en cada
nodo de P. Las herramientas previas, expuestas en las tres primeras secciones, pueden emplearse
para sustituir la estimacién espacial de orden dos tratada en el capitulo anterior, como se muestra
en el apartado [5.4] Por ltimo, en la seccién [5.5| se presenta una manera alternativa de aplicar los
métodos ENO y WENO para resolver estas leyes de conservacion: el esquema de diferencias finitas
de Shu y Osher.

El capitulo[6] por su parte, esta dedicado a extender los contenidos estudiados en el caso escalar
para sistemas de ecuaciones. Como se muestra en la seccién es ahora cuando adquiere mayor
sentido el concepto de hiperbolicidad. En la seccion se presenta la solucion analitica de los sis-
temas lineales, y en el siguiente apartado se generalizan los métodos upwind y Laz- Wendroff para
hallarla numéricamente. En la seccién [6.4] se estudian los sistemas no lineales des del punto de vista
tedrico. En el 1ltimo apartado del capitulo se comprueba que resulta inviable aplicar los métodos
de volimenes finitos para sistemas de ecuaciones, mientras que es sencillo y eficaz generalizar el
método de Shu y Osher introducido en la seccién [5.5

Como aplicacidn, en el capitulo [7]se reproducen los resultados del articulo [8] acerca de un mo-
delo de cromatograffa. En la seccién [7.1] se explica con detalle este procedimiento y se deducen las
ecuaciones del modelo. A continuacion, se razona que estas ecuaciones pueden reescribirse como un
sistema hiperbdlico de leyes de conservacién junto con un término parabdlico, en el apartado
En la seccién se resuelve el modelo planteado, incluyendo la técnica de reconstruccién WENO
y el método de diferencias finitas de Shu y Osher. En el apartado final del capitulo se llevan a cabo
distintos experimentos numéricos siguiendo las indicaciones del articulo.

En el capitulo 8] se incluyen los coédigos de MatLab implementados para generar las tablas y
gréficas mostradas a lo largo del trabajo. Por ultimo, en el capitulo [J] se recogen las conclusiones
del mismo.



Capitulo 2

Teoria de leyes de conservacion
escalares

En este capitulo se introducen las ecuaciones hiperbdlicas de leyes de conservacion. Se repasan
las principales propiedades de las ecuaciones escalares, tanto lineales como no lineales, con el
objetivo de obtener cierta informacién que permita disenar métodos numéricos adecuados para su
resolucién.

2.1. Introduccién a las leyes de conservacién

En multitud de problemas de fisica, biologia o ingenieria estan presentes las leyes de conserva-
cion, segin las cuales la cantidad de una cierta sustancia en un sistema no varia en el tiempo. Esta
conservacion implica que la variacién de sustancia contenida en un cierto volumen tan solo se debe
por los flujos de materia a través de sus fronteras.

Témese un intervalo I = (x1,x2) C R y una variable de interés u = u(z,t) = (u1,...,Un) € R™
definida para cada = € I e instante de tiempo t > 0. Esta variable puede representar, por ejemplo,
la temperatura de una barra, la presiéon de un fluido o la concentracién de una sustancia quimica.

El principio de conservacién se expresa matematicamente como
T2
a u(l’,t)dl':f(l'l,t)—f($2,t)7 (21)
1

donde f = f(x,t) = (f1,..., fm) € R™ corresponde al flujo de u que entra o sale de I por sus
extremos.

Integrando (2.1)) respecto del tiempo en un intervalo (t1, ) arbitrario, se obtiene
T2 2 to to
/ u(x,te) de — / u(x,t)de = f(xy,t)dt — f(xa,t)dt. (2.2)
T1 T t1 t1
Suponiendo que u y f son funciones diferenciables, mediante las relaciones
to T2
’U/(Z‘,tg)_u(l'l,t) :/ ut(x’t)dta f(x27t)_f(xl7t) :/ fw(x?t)dx
t1 1

se concluye
tg 1)
/ / (ut + fz) (x,t)dzdt = 0. (2.3)
t1 1

En estas expresiones, u; denota la funcién derivada de u respecto del tiempo y f.., la derivada de
f respecto de =x.
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Como se cumple (2.3) para intervalos (z1,z2) y (t1,t2) cualesquiera, el integrando debe ser
idénticamente cero. Se deduce, asi, la forma diferencial de la ley de conservacion:

ur+ f =0, (x,t) € R x (0,+00). (2.4)

Cabe notar que (2.4) incluye una gran cantidad de modelos, como la ecuacién del calor si
f = —u.. No obstante, en este trabajo se fija f = f(u), de modo que (2.4) se reduce a una ecuacién
en derivadas parciales de primer orden:

u+ f(u)y =0, (x,t) € R x (0,00). (2.5)

En los siguientes apartados se analiza en su version escalar, esto es, para m = 1. En primer
lugar se toma f(u) = au, y posteriormente se estudia la estructura de las soluciones cuando f(u)
es una funcién no lineal. En ambos casos, recibe el nombre de ecuacion hiperbdlica, aunque
este concepto adquiere mayor relevancia cuando m > 1, como se muestra en el capitulo [6}

2.2. La ecuacion escalar lineal

Para comenzar, se trata la ecuacién de adveccién lineal, el caso mas sencillo de ley de conserva-
cion. Esto permite familiarizarse con el método de las caracteristicas, que luego constituye el punto
de partida para resolver el modelo no lineal.

Sea a € Ry ug : R — R una funcién de clase C!, se considera el problema escalar

us +auy =0, (z,t) € Q=R x (0,+00),

u(z,0) = uo(z), =R (2.6)

A continuacién se deduce una solucién de ([2.6)) y se muestra que es tnica.

Definase la funcién t ~ x (¢t;x0) = at + xg, que verifica la ecuacién diferencial z'(t) = a y
la condicién x(0) = xg, siendo zp un ndmero real arbitrario. Suponiendo que existe una solucién
u = u(z,t) de (2.6), ésta debe satisfacer

d

pri (z (t;20) ,t) = ug (2 (t;20) ,t) - 2’ (t;20) + us (x (£ 20) , 1)

= aug (z (t;x0) ,t) + ug (x (L 20) , 1)
=0.

Asi, u es constante a lo largo de cada una de las rectas
Cyo = {(at +xo,t): t >0}, x0€R.

Estas rectas paralelas, que reciben el nombre de rectas caracteristicas del problema, cubren todo
el semiplano Q: dado (x,t) € €, existe (un tnico) xg = = — at de modo que (z,t) € Cy,, por lo que

u(z,t) = u(xg,0) = ug (x0) = up(z — at). (2.7)

De esta manera se ha demostrado que, en caso de que exista, la solucién debe ser (2.7)). Para
ver que, en efecto, lo es, se comprueba que

ur(z,t) + aug(z,t) = uy(z — at)(—a) + auj(x —at) =0
para todo par (z,t) € Q y u(z,0) = up(x) para cualquier x € R.

Obviamente, (2.7) puede definirse independientemente de que wug sea suave o no. Ademds, al
tratarse de una simple traslacién, conserva en C;, las singularidades que la funcién inicial presenta
en el punto zy asociado. De esta forma, si ug no es de clase C! en algiin punto, (2.7) tampoco lo
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Cﬂ?u

y (z,t)

rg=x — at

Figura 2.1: Rectas caracteristicas asociadas al problema escalar lineal 1)

es, y por tanto no puede ser solucién de la ecuacién en derivadas de ([2.6)).

No obstante, puede comprobarse que, aunque ug no sea suave, (2.7)) si satisface la forma integral
de la ley de conservacion, es decir,

/9:2 u(z,ty) dx — /:2 u(x,t1)de =a (/tltz u(xy,t)dt — /: u (22,1) dt) (2.8)

para valores 7 < 3 y t; < l2 cualesquiera. Cabe notar que la forma integral (2.8) modeliza la
realidad mejor que la ecuacién diferencial, ya que ésta se obtiene a partir de la primera anadiendo
la condicion de suavidad de los integrandos. Asi pues, parece logico tomar la funcién

u(z,t) = up(z — at), (x,t) € R x[0,400) (2.9)
como solucién del proceso fisico estudiado.

Por ltimo se muestra otra manera de definir la solucién generalizada de (2.6)), que puede
extenderse al estudio de la ecuacién no lineal. Esta alternativa consiste en mantener invariante el
dato inicial ug y anadir un término de difusién a la ecuacién en derivadas parciales:

Ut + AUy = EUgy, (2.10)

para € > 0 pequeno arbitrario. Como la ecuacion es parabdlica, su solucién, denotada por u,
pertenece al espacio C™ (R x (0,00)) aunque ug no sea suave. Puede obtenerse mediante el cambio
de variable

v (z,t) = u'(x + at, t),

ya que v° verifica la ecuacién del calor v§ = evg . Finalmente se comprueba que el limite de u®(z, t)
cuando ¢ tiende a 0 coincide con (2.9).

Una vez analizado el caso més sencillo, se estudia la ecuacién lineal general:

ug +a(z, t)u, =0, (z,t) € Q=R x (0,00),

u(r,0) = ug(z), z€R, (2.11)

siendo ug de clase C' y a : © — R, Lipschitz continua respecto de z y t. Como en el caso anterior,
y para un numero real x( arbitrario, se considera el problema

¥ =a(z,t), x(0)=x, (2.12)

el cual admite una dnica solucién, x(t; zg), por las condiciones impuestas sobre la funcién a. Esto
implica que, para valores x( distintos, las gréficas de z(t; z¢) son disjuntas.
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Anélogamente se comprueba que la solucién de (2.11]) debe ser constante en cada una de las
curvas caracteristicas C,, = {(x (t;x0),t) : t > 0}, de modo que ésta cumple

u(x (t;zo),t) = ug (x0), t>0, g €R. (2.13)

Asi, si estas curvas cubren todo el semiplano €2, se habra hallado la solucién del problema. De
nuevo, (2.13)) puede obtenerse aunque ug no sea suave, y en ese caso verificard la forma integral de
la ley de conservacién.

2.3. La ecuacion escalar no lineal

El siguiente paso del estudio es la ley de conservacion escalar no lineal, con un comportamiento
totalmente distinto al que presenta el modelo lineal. Se muestra que las curvas caracteristicas tan
solo permiten resolver el problema en algunos casos particulares, por lo que es necesario introducir
nuevos conceptos que ayuden a conseguir el objetivo.

2.3.1. Meétodo de las caracteristicas
Asi, esta seccién se centra en la ecuacién en derivadas parciales no lineal

ut + f(u)y =0, (2.14)

siendo f suficientemente suave. Denotando por a(u) a la funcién derivada de f(u), es claro que
(2.14) equivale a

up + a(u)u, = 0. (2.15)

De ahora en adelante se usa la ecuacién (2.14]) o (2.15) indistintamente, segtin interese en cada
momento. A continuacion se trata el problema de Cauchy

w4+ f(u)y = uw +alu)uy, =0, (z,t) € Q=R x (0,+00),
U(l‘,O) = UQ(l'), S Ra

(2.16)
para un dato inicial ug : R — R de clase C!.
Suponiendo que existe u = u(z,t) solucién de (2.16)), se considera el problema
2'(t) = a(u), x(0) = o,

y se denota por z (t; xg) a su solucidn, en caso de que exista. Como en los casos anteriores, se tiene

% (u(x (t;20) 1)) = up (x (t;20) ,t) - 2" (¢;20) + ue (z (¢ 20) , ) = 0,

pues, de nuevo, u es constante en las curvas {(z (¢;z¢),t) : t > 0}. Ahora bien, cabe notar que
' (t;w0) = a(u(x (t;20), 1)) = a(uo (20)) ,
de modo que z (t;x9) = a (ug (xg)) t + xo. Asi, las curvas caracteristicas son ahora las rectas
Cxo = {(a(ug (o))t +x0,t): t >0}, z0€R.

A diferencia de la ecuacién lineal, no puede asegurarse que estas rectas no se crucen, y tampoco se
sabe si cubren todo el semiplano 2. Estas cuestiones se resumen en la pregunta que sigue:

Dado (z,t) € Q, jexiste un dnico xg = xo(z,t) € R tal que (x,t) € Cyy ?
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En caso afirmativo, la solucién de (2.16) seria
u(z,t) = ug (xo(z,t)), (x,t) €, (2.17)

de clase C!. Pero... jesto es cierto?

Por el teorema de la funcién implicita, la pregunta previa es afirmativa siempre y cuando
g(zo,z,t) = ao(zo)t + 2o —x, agp=aou
cumpla

0
%(xo,x,t) =ay(zo)t +1#0, Vrg,z €R, t>0. (2.18)
0

Es claro que esta condicion se verifica si ag es creciente. En caso contrario, no obstante, si puede
asegurarse para valores de t suficientemente pequenos. El menor valor de ¢ para el cual
no se cumple se denota por ¢, y recibe el nombre de tiempo critico. De esta forma, se tiene solucién
del problema en la franja R x [0,¢.). Se muestra a continuacién la expresién que toma t,.
cuando ag no es creciente.

De esta forma, existe £ € R tal que a((§) < 0, de modo que
ap(§) > ag(§+h), he(0,) (2.19)
para cierto 6 > 0. Por (2.19)), las rectas caracteristicas asociadas a £ y {+h se cruzan, en el instante

_ h
ao(§+h) —ao(§)

ty, =

Tomando limites cuando h — 0 se deduce t, — — . Como consecuencia, t. viene dado por

1
ay(€)
t. = inf (—1> = —,;.
ger \ ag(§) infeer ap ()

Para t = t. y quizds para instantes de tiempo posteriores, las rectas caracteristicas pueden
dejar una zona del semiplano sin cubrir, por lo que no seria posible definir la solucién en cualquier
punto. La otra posibilidad es que dos de estas rectas intersecten: si C;, y C,, se cortan, sus pen-
dientes son distintas, lo que implica ug (1) # ug (x2). De esta forma, habria dos posibilidades para
definir el valor de la solucién en el punto de interseccion. Es claro que funciones multievaluadas no
tienen sentido fisico normalmente, de modo que no puede aceptarse esta situacién para t > t.. La
discusién previa se refleja en el siguiente ejemplo.

(2.20)

Ejemplo 1. Para a(u) = u, recibe el nombre de ecuacion de Burgers:

u2
up + <2) =0 = wu+uu, =0. (2.21)
En este ejemplo se combina con un dato inicial de clase C':
2, x < m/2,
uo(x) =< sin(z)+1, 7/2 <z <371/2, (2.22)
0, x> 31/2.

Su funcion derivada es uj(x) = cos(a:)]l(1 377,)(1‘), de modo que, siguiendo la expresion , el
27 2
tiempo critico toma el valor t. = 1. Se muestran algunas rectas caracteristicas en la Figura|2.2

En ella se observa que estas rectas no intersectan cuando t < 1, de modo que puede definirse la
solucion suave en esta region. No obstante, a partir de t. = 1, las caracteristicas se cortan
en una determinada zona, donde pasa a ser multievaluada.
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ol

Figura 2.2: Rectas caracteristicas asociadas a la ecuacién de Burgers con valor inicial 1)

2.3.2. Concepto de solucion débil

Cabe recordar que el método de las caracteristicas permite resolver la ley de conservacién lineal
us + auy, = 0 en todo su dominio. La solucién verifica la ecuacién diferencial si el dato inicial es
suave y (2.8)) si éste presenta alguna singularidad.

Por otro lado, para el caso no lineal con ug de clase C!, en algunas ocasiones tan solo es posible
hallar la solucién para valores de t menores que un cierto tiempo critico. Con el fin de prolongar esta
funcién, debe generalizarse el concepto de solucion. Asi, andlogamente a la seccién se podria
regresar a la forma integral de la ley de conservacién y afirmar que u(x,t) es solucién generalizada

de si verifica,
xTo x2 to to
/ u(x,tg)da:—/ u(x,tl)da::/ f(u(a:l,t))dt—/ F(u (22, 1)) dt (2.23)
1 T ty t1

para valores 1 < x9 y t1 < to arbitrarios.

No obstante, suele emplearse una formulacién integral alternativa. Esta técnica consiste en
multiplicar (2.14) por una funcién test ¢ € C3(R x [0,00)), de clase C! con soporte compacto, e
integrar sobre el dominio de la ecuacién:

/OOC /_ o:o (our + ¢ f(u)z) drdt = 0.

A continuacién, se utiliza integracion por partes para eliminar derivadas de u y anadirlas a (:
/ / (pru+ @uf(u)) daedt = — / o(x, 0)ug(z)dz. (2.24)
0 —o0 —co

Se llega de esta forma a la siguiente definicién.

Definicién 1. Sea up € L (R)!, se dice que u € LS. (R x [0,00))! es una solucion débil de la ley

de conservacion si cumple para toda ¢ € C} (R x [0, 0)).

1Sea O C R™ abierto, L (Q) = {u:Q — R medible : u € L>°(V) V V compacto C Q}. Si Q es cerrado y

loc

f € LS (), esto quiere decir que f es la restriccién a © de una funcién F' € L (U) con U abierto y Q C U.

loc loc
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Cabe notar que si u es solucién débil de un problema, también lo es cualquier funcién igual
casi por todas partes (cpp) a ella. Ademds, por construccién es claro que toda solucién cldsica es

solucién débil de (2.16)). Reciprocamente, una funcién de clase C! que satisface (2.24) para cualquier
5.1

i, también verifica ( .

2.3.3. La condicion de Rankine-Hugoniot

Obviamente, el concepto de solucion débil es mucho més general que el concepto habitual de so-
lucién, ya que incluye funciones que cumplen ([2.24) pero no son diferenciables o incluso continuas.
No obstante, estas funciones deben satisfacer alguna restriccién acerca de sus discontinuidades,
como se muestra en el presente apartado.

El estudio se restringe a soluciones débiles suaves a trozos. Se dice que una funcién v definida
en Q=R x [0,00) es de clase C' a trozos si existe un nimero finito de curvas

Iy ={(oi(t),t): teli}, i=1,...,n,

con o; : I; — R de clase C1, tal que u es C! en las componentes conexas de Q — (U?_;T;) y presenta
discontinuidades de salto en cada una de estas curvas.

Teorema 1. Sea u una solucidn débil de de clase Ct a trozos, sea I' = x = o(t) una de sus
curvas de discontinuidad. Dado P = (xo,t9) un punto de la curva con tyg > 0, se definen

u” = lim u(zg—e,ty), u" = lm u(xg+e,ty), (2.25)
e—0+ e—0+

los valores de u a la izquierda y derecha de P respectivamente. Entonces, se cumple

fw?) = fh)

o
u— —ut =0 (to) ) (226)
expresion conocida como condicion de Rankine-Hugoniot o condicion RH.

Demostracion. Considérese una bola B centrada en el punto P = (xg, o) suficientemente pequefia
de modo que BN (R x {0}) = . Sean B; y Bz los subconjuntos de B situados a cada lado de la
curva C. Los puntos intersecciéon de 0B con C se denotan por

Q1 =u(o(t1),t1), Qa=u(o(tz),t2), t1<lto,

como se observa en la figura siguiente.

(o

x

Figura 2.3: Apoyo para la demostracion del teorema.
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Sea ¢ una funcién de clase C! con soporte contenido en B, como u es solucién débil de (2.16))
y ¢ se anula en el eje R x {0}, se tiene

0/000/0; (0eu+ @ f (u)) dadt

-/ () dads + /I (oo f () dac. >

Por otro lado, u es de clase C' en By y By, de modo que verifica la ecuacién (2.14) en ambos
conjuntos. Asi, (2.27)) equivale a

= ), + (o ), it + /I )+ (o )]

Aplicando el teorema de Green, usando que ¢ = 0 en 9B y definiendo

ur(t) = lim w(§(t) —e,t), wugr(t)= lim u () +e¢,t),

e—0+t e—0t

se obtiene

0= /88+ © (—udz + f(u)dt) + /B+ ¢ (—udz + f(u)dt)

1 o 2

Q2 Q2
=/ o|—ur)dz + f (ur(t)) di] —/ o|—ur(t)dz + f (ur(t)) di]
- /Q "o { fun(t) — un()) de + [f (up(t) — f (ur(t)] de}
- / " (€(t) 1) {— [u(t) — un(t)] €(6) + [f () — f (un()]} d.

Como la expresién anterior se cumple para cualquier funcién en el espacio C} (B), se deduce

(ur(t) —ur() €' (t) = f (ur(t)) — f (ur(t))
para todo t € (t1,t2), y en particular para t = ty. Asi, queda demostrada la relacién

Pe) 2T _ ).

2.3.4. Calculo de algunas soluciones débiles

Una vez presentada la condicién RH, se enuncia un resultado de caracterizacién de soluciones
débiles que permite obtener algunas de manera sencilla, como se muestra en los ejemplos que le
siguen.

Teorema 2. Sea u una funcién de clase C' a trozos, es solucién débil de sty solo si son
ciertas las tres afirmaciones siguientes:

o wu werifica la ecuacion u; + f(u), = 0 en los puntos donde es C*.
o u wverifica la condicion de Rankine-Hugoniot en los puntos de discontinuidad.

o u cumple la condicidn inicial u(x,0) = ug(x).
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Ejemplo 2. Se considera el problema de valor inicial

Ut + vty =0 (2.28)
1, z <0,
uo(x) = { 0 2>0. (2.29)

Las rectas caracteristicas vienen dadas por la expresion

t+ 1z, w0 <0,
X0, xg > 0.

x(t;xo)—{

Se representan en la Figura en la que también se especifica que la solucion debe cumplir
u(z,t)=1six<0yulzt)=0six>t.

1 << “—— 0

‘ 3
Figura 2.4: Rectas caracteristicas asociadas a (2.28)-(2.29).

Para definir la solucion débil en el drea de interseccion, es suficiente encontrar una curva

x = o(t) compatible con la discontinuidad u~ =1 y ut = 0 mediante la condicion RH, esto es,
iy L) =t 1
u” —ut 2

Imponiendo que esta curva pase por el origen, se deduce o(t) = t/2. Asi, por el Teorema @, la
siguiente funcion resuelve el problema propuesto:

(i, t) = { (1): ﬁi% (2.30)

Puede comprobarse, ademds, que se trata de la inica solucién débil de —. En la Figura
se muestran las rectas caracteristicas asociadas a ella.

T

Figura 2.5: Rectas caracteristicas de la solucion 1)
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Ejemplo 3. Se toma de nuevo la ecuacion de Burgers, (2.21), ahora con dato inicial

0, =<0,
up(x) = { 1 z>0 (2.31)

Las rectas caracteristicas son de la forma

. _ X0, Ty < O,
x(t,l‘o)—{ t_'_l,o’ x0>07

algunas de ellas mostradas en la Figura[2.6 En este caso se tiene u(z,t) =0 si z <0, u(z,t) =1
para x >t y una region del semiplano sin cubrir, por lo que debe definirse la solucion en este recinto.

0 =— L]

‘ T
Figura 2.6: Rectas caracteristicas asociadas a u; + uu, = 0 con dato inicial (2.31]).

Razonando de manera andloga al Ejemplo[] se obtiene la solucidn débil

0, z<t/2,

1, z>t/2, (2.32)

ui(z,t) = {

cuyas caracteristicas asociadas se muestran en la Figura|2.7.

T

Figura 2.7: Rectas caracteristicas asociadas a l)

No obstante, no es la unica solucion posible. Por el teorema de caracterizacion se deduce
que la funcion continua

0, x <0,
ug(z,t) = ¢ z/t, 0<z<t,
1, x>t

es también solucion débil del problema.

En este ejemplo se ha comprobado que algunas leyes de conservaciéon admiten mas de una
solucién débil. Asi, para seleccionar la solucion fisicamente correcta debe imponerse una condicién
adicional, conocida como condicién de entropia, estudiada en el siguiente apartado.
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2.3.5. Condicién de entropia

Como su nombre indica, este requisito es una versién matemética de un principio fundamental
de la termodinamica, segtn el cual, la entropia de cualquier sistema no decrece.

En la Figura se observa que las caracteristicas asociadas a la solucién (2.30) mueren en
la discontinuidad, mientras que las rectas de nacen de ésta, en la Figu La infor-
macién, representada por las caracterisitcas, debe crearse en el dato inicial y no en la curva de
discontinuidad. Esta discusion heuristica toma una expresion matematica en la siguiente definicién.

Definicién 2. Sea u = u(x,t) una solucion débil del problema , de clase C! a trozos. Se dice
que u cumple la condicion de entropia de Lax si para cada curva de discontinuidad C = x = o(t) y
para cada punto P = (xg,to) de C, se verifica la relacidn

f'(w™) > o' (to) > f'(u™), (2.33)

siendo u~ y ut los valores que toma u a izquierda y derecha de P respectivamente, definidos en

Z3.

Para la ecuacién de Burgers, la expresion (2.33) se reduce a u~ > ut. Asi, como se avanzaba
anteriormente, la solucién (2.30)) satisface el requisito de entropia, pero se excluye (2.32)). A conti-
nuacion se muestra una definicién alternativa de este concepto.

Definicién 3. Asidmanse las mismas hipdtesis que en la definicion anterior. Se dice que la solucion
verifica la condicion de entropia de Oleinik si para cada punto P = (xg,t9) de cada curva C, se
cumple
_ - _ +
F0) = S0 | 5 S0 = Fr) 230

v—u" v—ut

para todo v entre u~ y uT.

Las condiciones de entropia mencionadas permiten admitir ciertas soluciones débiles y excluir
otras. No obstante, se trata de restricciones locales, que solo hacen referencia al comportamiento
de las funciones en las discontinuidades. Por esta razén, y con el objetivo de deducir propiedades
en todo el dominio, se plantea una condicién global equivalente a las estudiadas hasta el momento.

Dado € > 0 arbitrario, se considera, andlogamente al caso lineal, el problema

ur + f(u)y = ey, (z,t) €Q,

u(z,0) = uo(z), zeR. (2.35)

Se deduce que la solucién clasica de (2.35)), denotada por u®, equivale a

g
ut = —25%,
14
siendo ¢ solucion de

Ot = EQzs, (x,t) €Q,
o(x,0) = ¢§(x), =eR,

para un cierto dato inicial ¢f que depende de ug y €.

Proposicién 1. Con la notacién anterior, la funcion u(z,t) = lim,_,o+ u(z,t) es solucidn débil
del problema . Recibe el nombre de solucion V'V, por sus siglas en inglés, vanishing viscosity.
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Fijada n : R — R una funcién convexa suave, se define ¢ : R — R de la forma

Es claro que estas funciones verifican la relacién ¢'(u) = n’(u) f'(u). Multiplicando la ecuacién con
viscosidad por n/(u), mediante la regla de la cadena se deduce

0 (), +q (), = en (u),, — e (u°) (u5)”.
Como 7n(u) es convexa, se obtiene

n (ug)t + q (ug)x S 57’] (us)xm :

Asi, la solucién VV cumple
n(uw)e + q(u)e < 0. (2.36)

Esta expresién debe interpretarse en sentido distribucional: para toda funcién test ¢ € C} (ﬁ) con
¢ =20,

/OOO /_OO [n(u)er + q(u)ps] dadt + /_Oo n (uo(z)) p(z, 0)dz > 0.

El par formado por las funciones 77 y g recibe el nombre de par de entropia.

Definicién 4. Una funcion u € L™ (ﬁ) recibe el nombre de solucion de entropia de (|2.16) si:

o u es solucidn débil de .

o u verifica para todo par de entropia (1,q).

De nuevo, toda funcién igual cpp a una solucién de entropia es también solucién de entropia
del problema. Por otro lado, puede comprobarse que una soluciéon débil u es solucién de entropia
si y solo si

lu—cl, + [sign(u —¢) (f(u) = f(¢))], <0 (2.37)

en sentido distribucional para cualquier constante real c.

Se muestra ahora un resultado de equivalencia entre (2.36) y las condiciones de Lax y Oleinik
introducidas en las definiciones [2] y [3| respectivamente.

Teorema 3. Sea u € L™ (ﬁ) una solucion débil de de clase C' a trozos. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

o u es una solucion de entropia de .
o En cada curva de discontinuidad C = x = o(t) y en cada punto P = (xg,1g),
g™ — q(u”) < o' (to) (ut — ")
para todo par de entropia (1,q).
o u wverifica la condicion de entropia de Oleinik.

o Si f es concava o convexa, u cumple la condicion de entropia de Lax.

Finalmente, se enuncia un resultado de unicidad en el que también se incluyen algunas propie-
dades que la solucién satisface.
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Teorema 4. Considérese el problema para una funcion f € Ct y ug € L' (R) N L™ (R).
Entonces, la solucion V'V es la inica (excepto variaciones en un conjunto de medida nula) solucion

de entropia de y verifica

o u(, )l oo < luollpee  VE>O.

o Si ||ugl|py, < 00, entonces

Hu('7t)HTV < ||U0||TV vt >0.! (2.38)

o Siu ywv son las soluciones de (2.16]) con datos iniciales ug y vy, entonces
)

up(x) <wg(x) VeeR — u(x,t) <v(z,t) Vz,t.

2.3.6. Soluciones de entropia de los problemas de Riemann

En este ultimo apartado se muestran las soluciones VV del problema de Riemann

ur+ f(u)e =0, (z,1) €,

u, x <0, (2.39)
uo () = Up, x>0

con u; # u,, ya que seran de gran utilidad a la hora de disenar métodos numéricos para resolver
(12.16]).

Si u; > u,, como se ha estudiado para la ecuacién de Burgers, la solucién de entropia es

. u;, x < st,
u(z,t) = { we, > st (2.40)
donde el valor del pardmetro s viene dado por la condicién de Rankine-Hugoniot.

Para el caso u; < u,, no obstante, deben distinguirse dos casos. En primer lugar, si f es una
funcién estrictamente convexa, esta solucién es

ug, x < f'(u)t,
u(a ) =9 (f)7 @/t), flu)t<z<f(u)t, (2.41)
Uy, x> f (up)t.

Por otro lado, para una funcién f arbitraria, la solucién de entropia debe ser (2.41)) cambiando f
por la mayor funcién convexa menor o igual que ésta.

!Dada una funcién real g definida en [a, b] y una particién P = {a =zo<z1<...<ITNp = b} de este intervalo,
se toma
Np
gp = Y19 (@j+1) — g (z;)l.
=0

Asi, la variacién total de g se define como la seminorma

lgllpy = sup (gp) -
P
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Capitulo 3

Métodos numeéricos para la
ecuacion lineal

Tras estudiar las ecuaciones hiperbdlicas escalares des del punto de vista tedrico, se ha compro-
bado que tan solo pueden resolverse analiticamente en casos muy concretos. Por esta razoén, a lo
largo del trabajo se muestran distintos métodos numeéricos con el fin de aproximar su solucion.

Como punto de partida, no obstante, en este capitulo se presentan y analizan métodos para la
ecuacion lineal, cuya solucién exacta si se conoce. Asi, se considera el problema

ug +au, =0, (x,t) € Q=R x (0,00),

u(z,0) = up(z), z€R, (3.1)

siendo a una constante distinta de cero. El estudio podria generalizarse para una funcién a = a(x,t)
cualquiera.

3.1. Introduccion

Aunque el dominio espacial de es la recta real, para disenar estos métodos es preciso
restringirlo a un intervalo acotado. En este intervalo, denotado por [z, zg], se toma una particién
uniforme:

Py ={xr =x0,21,...,25-1,25 = TR}, (3.2)

siendo x; = x + jAz con Az = (zg —x)/J, representada en la Figura 3.1]

Azx

| T T T T
X1 Z2 o Tj—2 Zj-1

Figura 3.1: Particién del dominio espacial.

Por otro lado, fijado un tiempo final T, se divide [0,7] en N subintervalos iguales, dando lugar
a la particién
/PtZ{O:toﬂfh...,tN,l,tN:T}, (33)

cont, =nAty At =T/N.

Sea u = u(x,t) = ug(xz —at) la solucién de (3.1)), el objetivo reside en obtener una aproximacién
del valor que toma u en cada punto (z;,t,) del mallado, denotada por u}. Mediante la condicién
inicial se fija

ugzuo(xj), j=0,...,J.

17
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A lo largo de la seccion se plantean distintas expresiones que permiten calcular los valores u;-LH

para j =0,...,J a partir de las estimaciones u} a tiempo &,.

3.2. Conceptos basicos

Antes de presentar métodos numéricos que aproximen la solucién del problema, se muestran
algunas propiedades que éstos deben cumplir. En primer lugar, se dice que un método es convergente

si el error global

el = uj —u(wj,ty)

se anula cuando Az y At tienden a 0. Aunque se trata de un concepto sencillo, es muy costoso
comprobar por definicién si los métodos son convergentes, ya que vienen dados por una relacién
de recurrencia y normalmente no se tiene la expresion explicita de uj.

Por otro lado, para un método numérico
1
u}”‘ +G(uj,...) =0, (3.4)

el error local T se define como el resultado de sustituir en lb cada estimacién uf por el valor
exacto u(zx;,t,), dividiendo por At:

17 =l ) + Gl 1), ).

Anélogamente, un método es consistente si el error local se anula cuando Az y At tienden a 0,
hecho que garantiza que el método estime la ecuacion diferencial correcta. Finalmente se trata el
concepto de estabilidad.

Intuitivamente, se dice que un método es estable si las soluciones numéricas son proximas
cuando los datos iniciales lo son. Para la definicién formal, suponiendo que el dato inicial puede
escribirse como la suma de su serie de Fourier,

uo(z) = Z A € (3.5)

m=—0oo

la solucién de (3.1)) viene dada por

x oo
U(Q’J, t) — E amezmﬂ'(ac—at) — E aﬂﬁbe—zmwatezm-rrgn7

m=—0oo m=—0oo

y en los puntos del mallado:

o0
» no
u (xj;tn) — § A (6 zmﬂ’aAt) ezmw‘]Aw’
m=—0o0
Para obtener la solucién de la ecuacién del método, se toma ;' = A"eiMTIAT v se impone que esta
expresion verifique dicha ecuacién. Una vez hallado el valor A = A\(m), se deduce

oo
u? = Z am/\(m)"eimﬂjm‘.

m=—o00
Finalmente, el método propuesto es estable si
Am)| <1

para cualquier valor de m. De esta forma, si

oo o0

(u?)lz Z QLA(m)neimﬂjsz (u;L)zz Z afn)\(m)neimﬂ’jAa:

m=—0o0 m=—0o0
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son las soluciones que proporciona el método para el problema (3.1) con datos iniciales distintos,

se verifica
o
(@) = @)’ < D0 Jab, —adi].

m=—oQ

Cabe recordar que los coeficientes a?, solo dependen de la funcién inicial ug(z), como se observa

en (B3).

Los tres conceptos se relacionan mediante el teorema de equivalencia de Lax. Este resultado
afirma que en todo método consistente, la estabilidad es una condicién necesaria y suficiente para
su convergencia. De esta forma, puede verificarse esta ultima propiedad de manera sencilla, como

se muestra en los apartados [3.4] y

3.3. La condicion CFL

En esta seccién se estudia una propiedad exclusiva de los métodos numéricos para las ecuacio-
nes hiperbdlicas de leyes de conservacién: la condicién CFL. Para ello es necesario introducir dos
definiciones acerca de la relacién que guarda la condicién inicial con la solucién de la ecuacién y
del método.

Es conocido que la solucién del problema (3.1)) viene dada por la funcién
u(z,t) = up(z — at). (3.6)

Cabe notar que la imagen de (3.6) en un punto del mallado P = (x},t,) solo depende del valor de
up en Q = (z; — aty, 0). De esta forma, el dominio de dependencia de la ecuacién se define como

De(zj,tn) = {z; — aty}.

Por otro lado, el valor u} que proporciona el método se calcula a partir de dos o tres estimaciones

3 _ n—1 n—1 n—1 . n
a tiempo ¢ = t,—1, COMO Uz 1, Uj —, Uiy, Recursivamente, v’ depende del valor que toma la
funcién inicial ug en distintos puntos del mallado espacial: M; = {z;_k,...,Z;,...,Zj+,}. Con

esta notacién, el dominio de dependencia del método viene dado por la envoltura convexa del
conjunto M, es decir, el intervalo

D), tn) = [Tj—k, Tjtr]-

Definicién 5. Un método numérico para resolver cumple la condicion de Courant-Friedrichs-
Laz o condicion CFL si

De(xj,tn) C Dm(l‘j,tn), (37)

es decir, si el dominio de dependencia del método contiene al dominio de dependencia de la ecua-
cion.

A continuacién se construye un esquema numérico sencillo, se calcula su dominio de dependen-
cia y se comprueba si éste verifica (3.7)).

Ejemplo 4. Siguiendo el procedimiento comiunmente utilizado para resolver ecuaciones diferencia-
les numéricamente, se propone aproximar las derivadas parciales de la ecuacion u; + au, = 0 por
diferencias finitas. Sustituyendo u; por una diferencia hacia delante y la derivada espacial por una
diferencia hacia atrds, se obtiene el método

1
ntl g

j 3 j j—1 _
At ta Az =0

u
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Denotando v = aAx/At, la expresidn anterior se reescribe como

u}”‘l = (1 —v)u} +vuj_;. (3.8)

El valor u} se calcula a partir de u?:ll Y u?_l, por lo que depende del valor de ug en los puntos

Lj—nsLj—n+ly--- Lj—1,Lj

siempre y cuando xr, < Tj_p. Bl dominio de dependencia de este método es, por tanto, el intervalo
(%), 2]

Es claro que la condicion CFL no se cumple para valores de a negativos. Para a > 0, siguiendo
la Figura[3-3, esta condicion se verifica si y solo si

pendiente m < pendienter = a— < 1. (3.9)

A P= (Ij,tn)

(2j-0,0) Q = (x; — at,,0) (2,00 °©

Figura 3.2: Dominios de dependencia para el método (3.8). Los términos m y r hacen referencia a
las rectas que pasan por P y los puntos (xj_n, O) y @ respectivamente.

Dado un esquema que no verifica esta condicién y un punto P = (z;,t,) del mallado, se modifi-
ca el valor de ug solamente en x¢ = x; — at,. Por tanto, también se modifica la solucién en la recta
r =x = at+xo, y en particular en el punto P. No obstante, como zy no pertenece a Dy, (2;,t,,), el
esquema seguirfa proporcionando la misma estimacién u?, de modo que no serfa convergente. Asi,
se ha comprobado que es una condicién necesaria para la convergencia de un método.

Por 1ltimo se muestra que no se trata de una condicién suficiente. Si se aproxima ahora wu, por
una diferencia centrada se obtiene

= S ), = ekt 310

Az’

VIIN

Razonando de manera andloga al ejemplo 4] se verifica (3.7)) si y solo si |a|]At/Az < 1. Por otro
lado, sustituyendo v} = AmemmiAT en (3.10) se deduce A(m) = 1 — visin(mmrAz) y, por tanto,

IA(m))? =1+ 12 sin®(mrAz), m e Z.

Esto implica que el método propuesto no es estable y, por el teorema de equivalencia de Lax,
tampoco convergente.

En los apartados restantes del capitulo se presentan dos esquemas numéricos convergentes para
la ecuacion de adveccién lineal: el método upwind y el método de Lax-Wendroff. Se analizan con
detalle sus propiedades y se llevan a cabo distintos experimentos numéricos para comprobar su
precision.
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3.4. El método upwind

Cabe notar que el método estudiado en el ejemplo [] cumple la condicién CFL para a > 0 si
Az y At verifican la relacién aAt/Axz < 1. De esta forma, puede aprovecharse para a > 0,
y debe generarse una nueva ecuacién para valores negativos de este pardmetro. Aproximando u,
por una diferencia hacia delante en este caso, se deduce la expresiéon del método upwind:

u;”l =1 +vu] —vui,y, a<O, (3.11)
u}”‘l =1 —-v)uf +vuj_4, a>0, (3.12)
con v = aAt/Az. Denotando a™ = méx(a,0) y a~ = min(a,0), estas dos ecuaciones pueden
agruparse en
At At
1 _
u;,“r =uf — A—xcﬁ(u? —uj_q) — A’ (ujiq —uf), a€eR

Nota 1. Para el caso a > 0, conocidos los valores uj para j = 0,...,J, mediante pueden
hallarse las estimaciones u;-”'l para j =1,...,J. El valor ugH, por su parte, puede tomarse como
uyt (condicidn de frontera artificial) o uy™' (condicion periddica), segin el ejemplo considerado.

. - n+1 L . . n+1 n+1
Sia < 0, se calcularian u;", j =0,...,J =1, usando , y se fijaria vy como v’y
(condicidn artificial) o bien uj™" (condicién periddica).

En cuanto a la condicién CFL, para a < 0 puede razonarse como en el ejemplo [ y se deduce
que ésta se satisface si —aAt/Ax < 1. Asi, el método upwind cumple la condicién CFL si y solo si
v < 1.

Por otro lado, sustituyendo u} por v;" = \"emTIAT en Jas ecuaciones Iil , se obtiene

A
1+4u(1—|—u)sin2 (m7r2 33) , a<o,

A(m)|* = .
1—4V(1—V)Sin2< 5 ), a>0.

Se concluye que el método es estable sii |v| < 1, idéntica restriccién a la impuesta en la condicién
CFL. La discusion mostrada a continuacion se realiza para a > 0, se obtienen resultados analogos
sia <0.

En primer lugar se considera un dato inicial suficientemente suave. En ese caso, la funcién
u(xz,t) = ug(x — at) es solucién cldsica del problema (3.1), de la misma clase que ug. Asi pues,
mediante el desarrollo en serie de Taylor se cumprueba que el error local viene dado por

J

1
T} = —Za(l = v)ug A + O(Az?), (3.13)

de orden 1 respecto de Az. Aplicando el teorema de equivalencia de Lax se deduce que el método
es convergente si |v| < 1. Ademds, siguiendo (3.12)) y la definicién de error global,

+1 _
e; T = (1—v)e +vej_; —At-T}".

Finalmente, denotando E™ = max; [e?| y T = méx;,, |T}| se tiene
E""'<E"4+At-T — EN<ZT.T. (3.14)

Por otro lado, si ug presenta alguna singularidad, se sigue tomando w(z,t) = ug(xz — at) como
solucién de la ley de conservacion. Esta funcién tan solo verifica la forma integral (2.24)) y no admite
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derivadas en todo su dominio. Por esta razén, no es posible emplear las técnicas anteriores para
deducir el orden de convergencia, por lo que se propone un estudio basado en andlisis de Fourier.

Cabe recordar que la solucién de (3.1)) en un punto (z;,t,) se expresa como

oo
u(xj,ty,) = Z am&(m)nemmIAT
m=—o0
siendo &(m) = e~™mmaAt con |¢(m)|* = 1y fase o argumento arg (£(m)) = —mmaAt. Por otro
lado, la solucién de (3.12) viene dada por
o0
u;” _ Z am)\(m)nezmﬂgAaz’
m=—o0

con A(m) =1 — v+ vcos(mrAzx) — ivsin(mrAz). Su médulo cumple
IA(m)|* = [€(m)|* — v(1 — v)m*m?Az? 4 ..., (3.15)

cometiendo de esta forma un error de orden 2 en € = mmwAx, que serd significativo cuando m sea
suficientemente grande.

Por su parte, el argumento se estima como

vsin(mmAx)

arg (\(m)) = — arctan ( ) — —umnAz (1 - éu — )1 = )AL + .. ) ,

1 — v+ vcos(mrAz)

pues se tiene un error relativo también de orden 2 en e:

arg (\(m)) —arg (§(m)) 1 N 92 A
arg (£(m)) = 6(1 )(1—2v) Az + ... (3.16)

Cabe notar que los errores calculados anteriormente se anulan para v = 1. Asi, en ese caso se obtiene
la solucién exacta, siempre y cuando la eleccién de las condiciones de frontera no altere el resultado.

A continuacién se aplica el método upwind para resolver el problema (3.1]) con a = 1 y distintos
datos iniciales.

Ejemplo 5. Se toma la funcidn 1-periddica uo(x) = sin(2wx). Ast, se considera el intervalo [0, 1]
como dominio espacial y se fijan condiciones de contorno periddicas. Se elige Ax = 0.01 y, para
garantizar la estabilidad del método, v = At/Ax = 0.8.

Se muestra el resultado obtenido para T =1 en la Figura[3.3. Se observa que la aprozimacion
reproduce perfectamente la velocidad de la onda, por , mientras que comete un ligero error

en su amplitud, véase , fendémeno conocido como amortiguacion.

Para cada Ax > 0 se define el error

J
EA = Az ful —ul(x;, )], (3.17)
§=0
cuyo orden se aproxima mediante los valores
AT = logy (E*A% /EAT). (3.18)

Los resultados obtenidos para este problema se muestran en la Tabla[3.1], donde se observa que el
orden coincide con la unidad, almenos para J pequenos, como cabia esperar tras .
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- Aproximaciéon Az = 0.01, v = 0.8
— Solucién exacta
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Figura 3.3: Aproximacién numérica obtenida con el método upwind y solucién exacta de
Uy + Uy = 0 con up(x) = sin(27x).

Az EAac pr

1/5 | 6.15-1071 —
1/10 | 2.85-1071 | 1.1081
1/20 | 1.15-107* | 1.3153
1/40 | 6-1072 | 0.9361
1/80 | 3.07-1072 | 0.9664
1/160 | 1.55-1072 | 0.9827
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Tabla 3.1: Error y orden aproximado del método upwind para u; + u, = 0, wug(z) = sin(27z).

1~

0.9 )
— Solucién exacta

—— Aproximacién Az =0.01 y v =0.8
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-1 -0.5 0

0.5

1 1.5 2

Figura 3.4: Aproximacién numérica obtenida con el método upwind y solucién exacta del
problema u; +u, =0, ug = ]1(71 1)
3’3

Ejemplo 6. Para el siguiente ejemplo se toma ug = 1(_1/3,1/3), dominio espacial [-1,2], condicio-
nes de frontera artificiales, Ax = 0.01 y de nuevo v = 0.8. Para T =1 se obtiene la aproximacion

de la Figura[37)

El error de orden 2 cometido por |)\(m)|2 provoca que la aprorimacion sea redondeada en las
esquinas, alrededor de las discontinuidades de salto. Por otro lado, el soporte de la estimacion se
desplaza a una velocidad muy similar a la de la solucion, y no presenta oscilacion alguna debido a
la cota . Enla Tabla se muestra que el orden del error EA* conseguido en este caso es 0.5.

Por dltimo se presenta una manera alternativa de deducir (3.12)), que sera de gran utilidad a la
hora de disenar el método numérico del siguiente apartado. Una vez calculadas las aproximaciones
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Az EAm pAm
1/40 | 1.95-1071 | —
1/80 | 1.39-107* | 0.4909
1/160 | 9.95-102 | 0.4803
1/320 | 7.17-1072 | 0.4722
1/640 | 4.91-1072 | 0.5475

1/1280 | 3.46 - 1072 | 0.5062
1/2560 | 2.44-1072 | 0.5004

Tabla 3.2: Error y orden aproximado del método upwind para u; + u, =0, wug(z) = Il(

Wl
Wl

).

para t = t,, se considera la funcién lineal p = p(z) que verifica p (z;_1) = ul_; y p(z;) = u}:
Tj—X +unx—$]‘_1
. i — o L
T, Tj—1 X Tj-1

p(x) = uj_,

Como se refleja en la Figura se toma el punto Q = (g,t,) perteneciente a la misma recta
caracteristica que P = (z;,t,+1). Como u(P) = u(Q), se propone escoger

n . AQ ., BQ _ . AQ AQ
UjH:P(Q):UjflAi‘f‘U = + Uy <1_A:1:)’

e TRy =1 A, (3.19)

donde A y B se definen en la Figura y la notacion M N hace referencia a la longitud del
segmento de extremos M y N.

tn+1

° t,

B = (Jj.j,l,tn) Q A= ($j7tn)

Tj-1 Zj

Figura 3.5: Manera alternativa de deducir el método upwind.

Teniendo en cuenta que la pendiente de la recta caracteristica coincide con 1/a, se deduce

facilmente que AQ/Ax = v. Asi, (3.19) equivale a

u}”’l = (1 =v)u] +vuj_4,

la expresién del método upwind correspondiente a a > 0.

3.5. El método de Lax-Wendroff

Para soluciones clasicas, el método upwind permite obtener aproximaciones de primer orden,
como se ha estudiado en el andlisis de la consistencia y comprobado en los ejemplos numéricos.
Por otro lado, aunque el error en la fase es relativamente pequeno, la expresion puede
provocar estimaciones poco precisas cerca de las singularidades o que presentan la amortiguacién
observada en la Figura Con el objetivo de evitar estos resultados y aumentar el orden de
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convergencia, en este apartado se presenta el esquema de Lax-Wendroff.

Se deduce su ecuacién para el caso a > 0, pero se obtiene el mismo resultado si a < 0. Se toma
como referencia la discusion mostrada al final de la seccién anterior para obtener la expresion del
método upwind. Asi, conocidas las estimaciones a tiempo ¢ = t,,, se considera el polinomio p = p(x)
de segundo grado que verifica

p(xj—1) = uj_q, p(x;) = uj, p(@j+1) = ujyq.
Este polinomio puede escribirse de la forma
(z —xj1) (& — )

n (zj — ) (Tj+1 — ) n (@ —xj1) (T — 3541)

+u’

1
J J+(

p(x) = ul_ + u} .
™M@y — wj—1) (w41 — m5-1) (w5 —mj_1) (25 — 2j41) Tjp1 — xj-1) (Tjp1 — x5)

De nuevo se fija el punto Q = (q,t,) que pertenece a la misma recta caracteristica que P =
(xj,tnt1) y se escoge u}”‘l = p(q). Segun la Figura

wi1 o AQ-CQ L, QB-CQ . @QB-AQ
Ui T 2Ax? Y Az?2 ~ i 2Ax2

tn+1

Tj-1 L Tj+1

Figura 3.6: Deduccién de la ecuacién del método de Lax-Wendroff.

Como AQ = alAt = vAz, QB = (1 —v)Ar y CQ = (1 + v)Axz, se concluye

1 v(l+v) 2 v(v—1)
Esta ecuacion puede reescribirse como
n+1 n Voon n VZ n n n At
ui" = uj —E(ujJrl —uj,l)—i—?(ujﬂ —2u} +uj_,), v=as, a €R. (3.21)
Nota 2. Para este método una vez calculados los valores ug, uy,...,u5_q, u7, se fijan u™; y

u'y,, siguiendo una de estas estrategias:
o Condiciones de frontera artificiales: u”, = uy, uy,, = uj_;.
o Condiciones de frontera periddicas: u”; =u’;_;, u, | = uy.

A continuacion se aplica para hallar ugﬂ, . ,uf}“.
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Es claro que la condicién CFL se cumple si y solo si |v| < 1. Por otro lado, sustituyendo uj por

V= AetmmiAT on 1) se obtiene

A(m) =1 — 202 sin? (mwa

) — ivsin (mrAz) . (3.22)

Este factor cumple

(3.23)

A
|)\(m)|2 =1—4° (1- v?) sin* <m7r2 az) ,

pues el método es estable sii, de nuevo, |v| < 1.

Si ug es suficientemente suave, mediante el desarrollo en serie de Taylor se deduce que el error
local es de orden 2 en Ax:

a1
T = 6a(l — V) Uprr A? + O(AT?). (3.24)

Por estabilidad y el teorema de Lax, se tiene la convergencia del método para |v| < 1. No obstante,
en esta ocasién no es posible hallar una cota para el error global similar a (3.14)).

Si, por el contrario, el dato inicial presenta alguna singularidad, se recurre al anélisis de Fourier.
Por (3.22) v el desarrollo de la funcién seno,

Asi, se comete un error de orden 4 en ¢ = mwAx, frente al orden 2 del método upwind. Puede
comprobarse que el argumento de A\(m), por su parte, verifica

arg (A(m)) — arg (§(m)) _
arg (§(m))

del mismo orden en ¢ pero ligeramente superior al del caso anterior.

f% (1-2%) (mrAz)® + ...,

Ejemplo 7. Por dltimo, se aplica el método a los mismos problemas planteados en el apartado
anterior. Para ug(z) = sin(2wz) y pardmetros v = 0.8 y Az = 0.02, se obtiene la aprozimacion de
la Figura . Los valores EA* y p™% para distintos Ax se muestran en la Tabla . Cabe notar
que, en este caso, el orden estimado es 2, como en , almenos para valores de J pequenos.

1

- Aproximacién v = 0.8, Az = 0.02
— Solucién exacta

0.8

0.6
0.4
0.2
. 4
-0.2
-0.4
-0.6

-0.8

4 I I I S e ?
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.7: Aproximacién numérica obtenida con el método de Lax-Wendroff y solucién exacta
del problema u; + u, = 0, ug(z) = sin(2wz).

Al reducirse el error en el mddulo, la amplitud de la estimacion obtenida es casi idéntica a la
de la solucién. No obstante, como el error en el argumento ha aumentado ligeramente, no se logra
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Az EA:E pA:r

1/5 [ 298-107t | —
1/10 | 8.75-1072 | 1.7649
1/20 | 2.53-1072 | 1.7873
1/40 | 6.15-1073 | 2.0435
1/80 | 1.51-1073 | 2.0259
1/160 | 3.74-107% | 2.0137

Tabla 3.3: Error y orden aproximado del método de Lax-Wendroff para
u +u, =0, ug(x) = sin(27z).

reproducir demasiado bien la velocidad de la onda.

Por otro lado, para ug = 1(_1/3,1/3), la aprorimacién presenta oscilaciones cerca de los puntos
de discontinuidad, como se muestra en la Figura[3.8 Esto se debe a que no se puede aplicar el
teorema de Lax y no se tiene una cota como (@ para este método. A pesar de ello, parece que
la estimacion no es tan redondeada en las esquinas como el método upwind.

1.2

——Aproximacién v = 0.8 y Az = 0.01 ﬁ
L— Solucién exacta

%
0.8 fy

0.6

0.4

02+ \
o t

0.2 L L
Bl 0.5 0 05 1 1.5 2

Figura 3.8: Aproximaciéon mediante el método de Lax-Wendroff y solucién exacta del problema
up +uugy =0, ug = 1(-1/3,1/3)-
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Capitulo 4

Métodos de volumenes finitos

Una vez tratado el caso lineal, durante los dos capitulos siguientes se estudian métodos numéri-
cos para la ecuacién escalar no lineal

ue + f(u)y = 0. (4.1)

En el capitulo [2] se muestra que las soluciones de las leyes de conservacién hiperbdlicas pueden
presentar singularidades en tiempo finito. De esta forma, no puede aplicarse el desarrollo en serie
de Taylor para sustituir las derivadas de por diferencias finitas. Por el contrario, los esquemas
deben disenarse desde una perspectiva distinta, a partir de la estructura de estas ecuaciones y sus
soluciones.

4.1. Introduccién

El objetivo del capitulo es obtener una aproximacién de la solucién de entropia de

ug+ f(uw)y =0, (z,t) € Rx (0,00),

u(r,0) = up(z), =€R. (4.2)

Como se ha mencionado anteriormente, para la resolucién numérica es preciso restringir (4.2) a
un dominio acotado. Asi, se asume z € [z, zg| y t € [0,T] para ciertos valores zy, zg y T fi-
jados. De nuevo, deben imponerse condiciones adicionales adecuadas en las rectas x = xp y * = zR.

Sea J € N arbitrario, se definen los valores
1
xj:xL+(j+§>Ax, 7=0,...,J

con Az = (xg — 1) /(J + 1). Por otro lado, se fija
Az
2 )

Estos puntos dividen el intervalo [z, zg] en subintervalos de longitud Ax:

T

=uxr, Tip1=x5+ 3=0,...,J.

Nl

cj:[gcj;%’xj#%], j=0,...,J, (4.3)

conocidos como celdas o volimenes de control. En la Figura se representa el intervalo [z, zg],
los distintos puntos en él considerados y las celdas c¢; definidas en . En ocasiones es necesario
definir celdas ¢, o nodos x para valores de k no contemplados en la figura, pero éstos pueden
definirse de manera andloga.

En cuanto al mallado en la variable temporal, se toma tqg = 0y t,+1 = t,, + At, hasta obtener

ty = T para cierto natural N. El pardmetro At, es una cantidad fija o variable dependiendo del
método numérico en cuestién, como se indica posteriormente.

29
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x1 Tj-1 _
ZTy-3 Ty TR =Tyl

8
o

8
rotes

Cp C1 Cj

Figura 4.1: Construccién de los volimenes de control en el intervalo [xr,xg].

4.2. Ecuacién general

Como se ha avanzado en el inicio del capitulo, deben aproximarse soluciones no necesariamente
suaves, funciones para las que no tiene sentido su evaluacién en los puntos de discontinuidad, por
ejemplo. Por esta razén, no se trata de estimar el valor de la solucién en los puntos (z;,t,) del
mallado, sino de obtener aproximaciones de los promedios

n 1 Ti+vd
I3 = A7913/1C 1 u(z, t,)dz,
i=3

denotadas por u}.

Mediante la condicién inicial se define

o_q0_ L [%+d :
u; = 1I; = Ar uo(x)dx, J=0,...,J.

1
2

+

A continuacién se discute como generar las estimaciones u? 1 a partir de las obtenidas para cierto

instante t = t,,.

En primer lugar se integra la ecuacién (4.1)) sobre el dominio ¢; X [ty tni1]:

L., 1

i+l Tit+s tnt1 tnt1
/ i u(x,tn+1)dx—/ w(z, ty,)dx = —/75 f(u(mj+%7t))dt—|—/t flu(z;_1,t))dt. (4.4)

€T

n n
i—

[N
[N

i—

Esta expresion, la forma integral ([2.23)), estd bien definida porque no puede haber discontinuidad
en una recta vertical, segin la condicién de Rankine-Hugoniot. Definiendo

Fie1 = A%n/ " Fulay 1)t (4.5)

tn 27
y dividiendo (4.4]) por Az, se deduce
At -n -=n
n+1 _ n n
5 =g = T (Fe = 7). (4.6)

Cabe notar que los términos f no son conocidos, pues dependen de la propia solucién a calcular.
. . . —-n in .
Por esta razén, deben hallarse unas aproximaciones de f; 1, denotadas por fj Y1y definir los
2

valores u?“ como

Aty (2 P
n+l _  n n n n L

4.3. Deduccién de algunos métodos numéricos

Siguiendo el desarrollo de la seccién anterior, la clave para disenar los distintos métodos reside
en estimar de manera adecuada las expresiones (4.5)), como se estudia en el presente apartado.
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4.3.1. Método de Godunov

Fijado t = t,, para cierto n € N, se suponen calculadas las aproximaciones u en cada celda ¢;,
7=0,...,J.

Nota 3. En primer lugar se determinan los valores u”, y u'; | siguiendo una de las dos estrategias
stguientes:

P N I . n — n n J— n
o Condiciones periddicas: u”; =u’, u’, ;= ug.

Y y y . n J— n n — n
o Condiciones artificiales: u”, = vy, ul,,; = uj.

Asi, para cada j € {—1,...,J} se define el problema de Riemann

Ut"‘f(u)a: =0,

ult, r<wju1, (4.8)
u(x, t,) = o e
J+1> ]+§’

cuya solucion se detalla en el apartado[2.3.6] Debe tenerse en cuenta que las rectas de discontinuidad
de las soluciones de problemas vecinos no pueden intersectar para t < t,+1 = t, + At,. Como el
médulo de las pendientes de estas rectas estd acotado por méx; | f’ (u;’) |, se toma At, tal que

At 1
ix | f(uh)|— < =. 4.
mjax|f(uj) Ay =3 (4.9)

Como en el caso lineal, la expresién ((4.9)) recibe el nombre de condicién CFL.

Por otro lado, cabe notar que la solucién del problema 1) denotada por E;‘ 1 verifica
2

—n (T Tt
G @t) =T 7

para cierta funciéon v

’ . —-n . . .
;,L+l. Asi, el flujo fj+% puede estimarse de la siguiente manera:
2

—n 1 [ienr 1
Fro=ng [ Sl s g [ f@ g ) =

tn tn

tnt1
- ﬁ / @}, (0)dt = f(@, 4 (0)).

n

Usando fﬁ% = f(vj+%(0)) en la ecuacién 1D se obtiene el método de Godunov.
Una férmula explicita para esta aproximacién de ?j +1 viene dada por

min 0 u < u”
u?SeSu?_*_l f( )7 7 = Y+

max 0), ul <ul.
u;@léaéujﬂf( )a 7+1 ]

F@,1(0) = fOUuf ufyy) = (4.10)

Segun esta expresion, el método de Godunov coincide con el método upwind cuando f(u) = au.
Ademads, si f no presenta méaximos locales y un tnico minimo en w, en particular si f es estricta-
mente convexa, esta férmula se reduce a

rfGod n o, n _ < < n ; n

S (uj,ujH) = méx [ f (max(uj,w) f (mln(uj+1,w))] .

A continuacion se muestran dos ejemplos de aplicacién de este método.
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Ejemplo 8. Se propone resolver la ecuacion de Burgers:

up +uuy =0 (4.11)
con dato inicial
1, =<0,
ug(z) = { 0 >0 (4.12)

Se fija [—1,1] como dominio espacial, tiempo final T =1 y condiciones de frontera artificiales. Se
consideran 50 celdas c; y, para cada n € N, se toma, segin @, tp+1 = tn + Aty con
Ax

= S ||
2 max; [u]

At,

La aprozimacion obtenida se muestra en la Figura[f.3 junto con la solucién exacta del problema:

1, z<1)2
M%U_{O,x>U2

081

0.6

— Solucién exacta
—— Aproximacién con 50 celdas

041

021

ok

I I I I I I I I I ]
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.2: Aproximacién obtenida con el método de Godunov con 50 celdas y solucién exacta de
(4.11])-(4.12).

Ejemplo 9. En este caso se pretende hallar la solucion de con la funcion inicial

| —1, =<0,
up(x) = { 1 x>0 (4.13)
en el mismo intervalo [—1,1], com T = 0.5 e idénticas condiciones de frontera. De nuevo con 50
celdas y At, segin @, la aprozximacion se representa en la Figura . Esta vez, la solucion
exacta en T = 0.5 viene dada por

-1, x<-0.5,
u(x,0.5) =< 2z, —0.5<x<0.5,
1, x>0.5.

En ambos casos se obtienen estimaciones de las soluciones de entropia, cuyas discontinuidades
se aproximan bastante bien. No obstante, este esquema no puede generalizarse para sistemas de
ecuaciones ya que, como se muestra en el capitulo [f] no se tiene una expresién explicita de la
solucién de los problemas de Riemann. Ademds, la férmula (4.10) para calcular fj”Jr , conlleva un

2
coste computacional considerable. Finalmente, cabe notar que resolver (4.8) para emplear solamente
el valor de la solucién en {x;, 1} X (tn,tn41) parece un tanto innecesario. Por estos motivos, se
trata de hallar una alternativa para estimar (4.5)).
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— Solucién exacta
——Aproximacién con 50 celdas

Figura 4.3: Aproximacién obtenida con el método de Godunov con 50 celdas y solucién exacta de
(4.11)-(4.13)).

4.3.2. Método de Roe

En primer lugar se propone linealizar la ecuacién diferencial en los problemas de Riemann (4.8]).
De esta forma, se sustituyen por

ur +a” Juy, =0
t j+%:c

n

u (@, tn) = u? T> T 1
J+1 j+§7
siendo . .
f(uj+1) - f(uj) n n
. T e W
Gjyi = g+
i (u?) , ull =ul .

La solucién de (4.14]) se obtiene mediante el método de las caracteristicas, pero de nuevo es preciso
asegurarse de que las rectas de discontinuidad de problemas vecinos no intersectan. Asi, fijado Ax
es suficiente tomar At,, de modo que se cumpla la condicién

Aty

" 1

max |a
J

Andlogamente al método de Godunov, la aproximacién de (4.5 serd la imagen por f del valor
de la solucién de 1} en el segmento {xj+%} X (tnytni1):

. fy), a . =0,

n  _ rRoe (,m . n _ J Jjt+s

Jj+3 f (Uj 7U]+1) { f(u;'l+1)7 a?+l < 0. (416)
2

Por tanto, la ecuacién del método de Roe viene dada por
untt =7

Aty

5 j E( jn.l,.% _fjn_%)v ]2077‘]7 (417)

calculando los flujos f]”+ , segin (4.16|) y teniendo en cuenta la nota |3} El coste computacional
2

asociado a este método es muy bajo, pero falta comprobar si permite resolver correctamente las
leyes de conservacion, como se analiza a continuacién.

Ejemplo 10. Se consideran los problemas de los ejemplos[§ y[9 del apartado anterior. Los resul-
tados se incluyen en la Figura[].7}

Cabe notar que en el primer caso se genera la misma estimacion que con el método de Godunov.
No obstante, para el dato inicial no se calcula una aproximacion de la solucion de entropia,
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Figura 4.4: Aproximaciones con el método de Roe con 50 celdas y soluciones exactas de la
ecuacién de Burgers.

y ésta no se consigue aunque se tome un mallado mds fino. Este hecho ocurre porque la solucion
de la linealizacion de (@ solo admite una recta de discontinuidad, mientras que la solucion del
problema tiene dos.

Tras este intento fallido se propone un método que aproxima la solucién VV con un coste
computacional inferior al del método de Godunov.

4.3.3. Método de Rusanov

La clave para disenar un método robusto y eficiente reside en encontrar una buena aproximacién
de la solucién de los problemas de Riemann (4.8]). A diferencia del método de Roe, ésta se sustituye
directamente por

u, T =1 < —sjp1 (t—tn),
w" E(gc,t): u;+%7 —sj+%(t—tn)<x—a:j+%<sj+ (t—tn),

1
3
n — . . —
Ujyy, T X1 >S54 (t—tn),
una funcién con dos discontinuidades que se desplazan a velocidades —s; . 1Y St

Aplicando la condicién de Rankine-Hugoniot en cada una de ellas, usando fj* L1 en lugar de
2
f(u*, 1), se deduce
Jjts

Ff) + flufin)  8i+4
ey = T = T (). (4.18)

En este caso se escoge f;‘+l = fjf‘+l7 va que en el método de Godunov se ha fijado fjﬂ; como la
2 2 2

imagen por f del valor de la solucién de (4.8) en {@; 1} X (tn, tni1).
Es suficiente determinar el valor de la velocidad s, 1 Una primera opcién seria considerar el

méximo que ésta puede tomar, Az/(2At), pero no se obtendrian resultados muy satisfactorios, al
no tener en cuenta el problema tratado. Por otro lado, en el método de Rusanov se propone

103 = max((f @), | )]

’ z . 1 . .z
Asi, este método consiste en calcular u;.”’ por medio de la ecuacién 1} con

s = R ulfyy) = % [F @)+ fugyy) —max (| (uf)] 1 (uf)]) - (ufyn —uf)] - (4.19)
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Como en los casos anteriores, para establecer el valor de u”; y u’;,; se sigue la nota (3| También
se utiliza la condicién (4.9) para determinar At, una vez fijado Ax.

Ejemplo 11. En este ejemplo se aplica el método de Rusanov para resolver los problemas tratados
antertormente.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
031
0.2
01

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

(a) Condicién inicial (4.12) (b) Condicién inicial (4.13))

Figura 4.5: Aproximacién obtenida con el método de Rusanov con 50 celdas y solucion exacta de
up + utt, = 0.

En la Figura[].5 se observa que este método permite estimar de nuevo las soluciones de entropia
de ambos problemas. Cabe notar que las aproximaciones cerca de las discontinuidades son casi
tan buenas como las obtenidas con el método de Godunov. Ademds, el coste computacional seria
notablemente inferior si f fuese una funcion con algun mdxrimo local, ya que se calcularia

en lugar de ,

4.4. Analisis de la convergencia

En la seccién anterior se han presentado tres métodos numéricos para tratar de resolver el
problema . Dos de ellos, Godunov y Rusanov, permiten hallar estimaciones de la solucién VV,
mientras que la linealizacién de Roe puede proporcionar soluciones débiles fisicamente incorrectas.
A continuacion se estudian las propiedades que un método debe cumplir para que esto iltimo no
ocurra.

De ahora en adelante se supone que las aproximaciones uj se calculan siguiendo una expresion
de la forma
n+1 _ n n n
witt = H(uj_,, . ug ) (4.20)

con H(0,...,0) =0.

Definicién 6. Sin tener en cuenta las condiciones de frontera, se dice que un método es
conservativo st
n+l _ n
g uptt = E uj
J J
para todo n.

Puede comprobarse que esta propiedad se cumple si y solo si existe una funcién f tal que (4.20)
puede escribirse como
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n+l __
ul = H(uj_,, ... uj,...,;uly )
At T, . (4.21)
= = o ) = f )]
conr <p,s<qyq+r=p+s, como ocurre en los casos tratados anteriormente.
Definicién 7. Dado un método conservativo, se dice que es consistente si verifica
Fluyou) = f(u) (4.22)

para cualquier numero real u.

Las funciones f asociadas a los métodos estudiados verifican la condicién 1' incluyendo
al método de Roe. Asi pues, debe definirse otro criterio de estabilidad que, almenos, diferencie la
linealizaciéon de Roe de los otras dos estrategias.

Para ello, se recuerda que dos soluciones u 'y v de (4.2)) con datos iniciales ug y v respectivamente
satisfacen
u(z,t) <ov(z,t) Ve, 6 si w(z) <wvo(x) Ve € R,

propiedad presentada en el teorema [l De esta forma, los esquemas numéricos deben cumplir una
cierta propiedad de monotonia que garantice la obtencién de la solucién correcta.

Definicién 8. Un método es mondtono si la funcion H es creciente en cada una de sus
componentes.

Mediante una caracterizacién de este concepto en términos de f, se comprueba que los métodos
de Godunov y Rusanov son monétonos, no asi el de Roe. Asi, se ha hallado una caracteristica que
separa los métodos robustos de aquellos que no lo son.

Cabe recordar que, de nuevo por el teorema la solucién VV de (4.2), denotada por u, verifica
[lu(-, )]l oo < |luoll e VE>0.

Anélogamente puede comprobarse que las estimaciones obtenidas mediante un método consistente
y monétono cumplen
min ug < u? < méxug Vn, j.
k k

Por otro lado, estas aproximaciones también satisfacen una discretizacién de ([2.38]),
n+1 n+1 n n
E |“j+1 Uy | < E iy — ufl, (4.23)
J J

y de la condicién de entropia (2.37).

Estas propiedades refuerzan la hipdtesis de que los esquemas consistentes y monétonos permiten
calcular la solucién de entropia de la ley de conservacién, como se enuncia en el siguiente resultado.

Teorema 5. Considérese el problema con dato inicial ug € L (R), y un método numérico
con ecuacion consistente y mondotono, siendo f diferenciable o con continuidad Lipschitz
local. Sean u} las estimaciones calculadas para Az > 0 arbitrario, se define la funcion

ut®(z,t) = ui, (@,t) €[z 1,m501) X [tn,tny1)

Astimase que las funciones u™®
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o son acotadas: para cada Ax > 0 existe C > 0 tal que

HquHLW(RxRJr) <C.

o convergen en Li,. (R x RT) a una cierta funcién u cuando Az, At —s 0.
Entonces, la funcion u es la solucion VV de . Cabe notar que la hipotesis de monotonia puede
sustituirse por la relacion .

Una vez conocidos qué métodos permiten aproximar la solucién débil correcta, es importante
saber a qué velocidad las distintas estimaciones convergen a ella. Asi, fijado t > 0, con las hipdtesis
del teorema anterior se tiene

Ax
Hu —uHLl(R) <CAz, C>0
si la solucién es suave. No obstante, para el resto de casos se ha probado la cota

Hqu—uHLl(R) <CVvAz, C>0.

Estos resultados se ven reflejados en los experimentos numéricos realizados para el método up-
wind, ya que éste equivale al método de Godunov cuando la ecuacién es lineal. Asi, para la solucién
suave, en la Tabla se observa que el orden de convergencia es 1. Por otro lado, en la solucién
que presenta discontinuidades, la Tabla [3.2] recoge que el orden es 0.5.

A continuacién se estima el orden de convergencia del método de Rusanov aplicado a la ecuacién
de Burgers con dos funciones iniciales distintas.

Ejemplo 12. En primer lugar se considera la ecuacion uy + uu, = 0 en el intervalo [0,57/2], y
se toma la funcion inicial

2, x < /2,
ug(z) = ¢ sin(x)+1, 7/2<z<37/2, (4.24)
0, x > 3m/2.

Siguiendo la formula se deduce que el tiempo critico asociado al problema es t. = 1. Ast,
para t = 0.1, la solucion serd una funcion de clase C', por lo que se espera que el orden coincida
con la unidad.

Como no es posible calcular la solucion exacta, para hallar el error asociado a un determinado
nimero de celdas J+1, y su correspondiente Az, se toma Jrey grande tal que Jrey +1 sea miltiplo
de J+1. Sea umef = (ugef, e u;i{f) el vector de apozimaciones con Jyer+1 celdas, y u, el vector
obtenido con J + 1 celdas, se toma:

J R
1 .
B = Aallu =y = Ax )y fui —m |, mT = 5> ug, o R=
1=0 =1

Jreerl
J+1

El orden, por su parte, se obtiene siguiendo la formula .
Asi, fijando Jrey = 25599, se obtienen los resultados de la Tabla donde se observa que el

orden estimado es prérimo a 1.

Ejemplo 13. Finalmente, se considera la ecuacion de Burgers con dato inicial . El orden
obtenido mediante el método de Godunov, en la Tabla[[.3, resulta cercano a 0.8.
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J EAx pA:c
49 | 1.53-1072 —
99 | 7.15-1073 | 1.1006
199 | 3.51-1073 | 1.0274
399 | 1.72-1073 | 1.0246
799 | 8.43-10"* | 1.0335
1599 | 4.07-107* | 1.0512
3199 | 1.89-107* | 1.1032

Tabla 4.1: Error y orden aproximado del método de Rusanov para u; + uu, = 0 y condicién

inicial .

J EAz pAT
49 | 7.27-1072 —
99 | 3.33-1072 | 0.7111
199 | 2.7-1072 | 0.7191
399 | 1.61-1072 | 0.7456
799 | 9.42-1072 | 0.7719
1599 | 5.43-1073 | 0.7957
3199 | 3.08-1073 | 0.8163

Tabla 4.2: Error y orden aproximado del método de Rusanov para u; + uu, = 0 y condicién

inicial .

4.5. Reconstruccion espacial de segundo orden

En las secciones restantes del capitulo se presentan distintas estrategias con el fin de aumentar
el orden de convergencia de los métodos estudiados hasta el momento. Dichos métodos pueden
reescribirse de la siguiente manera:

1. Una vez calculadas las estimaciones uj a tiempo t = t,, se define la funcidn constante a

trozos
vp(z) =uj, we€c;, j=-1,...,J+1L (4.25)

2. A continuacion, se evalia esta funcion en los extremos de cada celda c;, para obtener

u;:% = vn(xj+%)7 u?j% = vn(x];%).
3. Finalmente, se toma
n+1 n At 7, n— n+ Fron— n+ .
ui =g - f(ujJr%,ujJr%)ff(u];%,ujié) , J=0,...,J, (4.26)

siendo fz fGOd 0 f = fR“S, funciones definidas en Y respectivamente.

Para soluciones suaves de (4.2), denotadas por v = u(x,t), cabe notar que la funcién definida

en (4.25) verifica
vUp — u(, ty) = O(Ax).

Con el objetivo de hallar aproximaciones de orden superior, en este paso se propone tomar funciones
lineales a trozos p,, que cumplan puntualmente

Pn — u('; tn) = O(Am2)
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Denotando
pn(2) = pnj(z), zE¢;

y teniendo en cuenta que uj es una estimacién del promedio

T, 1
1 it+3

s . u (z,t,) dz,

1
2

se impone que p,, ; verifique la relacién

1 i+l n
s / Pn,j(x)de = (T

T
Asi, se deduce que py, ; debe tomar la forma
Pnj(x) = uj +0j (x —z;),

para un cierto parametro o por determinar. La clave para disefiar métodos numéricos robustos
reside en precisar el valor de dicha pendiente.

Imponiendo ademas la condicién

& [ pastaras = (127
Dn,j(x)dr = uj, q, .
Az a1 / It
se obtendria
u s —u”
_ g+l J
aj” iy W (4.28)

No obstante, para la ecuacién lineal, el esquema resultante coincidiria con el método de Lax-
Wendroff, presentado en el capitulo anterior. Cabe recordar que las estimaciones que este método
proporciona pueden sufrir oscilaciones cuando las soluciones presentan alguna discontinuidad, como
se muestra en la Figura [3.8} Por otro lado, se obtienen resultados analogos si se toma
no__ ,n n )
n_ Y "% no_ i1 Y
of=——"— 0 0j=—"T—".
Ax Ax
Con el fin de evitar estas oscilaciones, teniendo en cuenta que la solucién de entropia del
problema satisface

luC Ol py < lluollpy  £>0, (4.29)

los métodos numéricos deberian cumplir una propiedad similar a (4.29)) a nivel discreto. Asi, re-
cordando la funcién v, definida en (4.25)), se elige o' tal que la funcién lineal a trozos p,, verifique

J-1
1pallrv < |[vallry =Y |ufyy —uf]. (4.30)
j=0
Un posible valor para el pardmetro o} serfa
) ul = u? ul —ul
o} = mmmod( j+Aa: S Aa:j ) , (4.31)

con

. sign(a1) min(|a1|, |az|), si sign(a;) = sign(as),
minmod(a1, a;) :{ 0 o) (el el en otro(cago. o2
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4.6. Formulacién semidiscreta

En el apartado anterior se ha estudiado una técnica de reconstruccién que permite obtener una
aproximacion de orden dos a nivel espacial, més precisa que la estimacion de orden uno asociada al
método de Godunov o Rusanov. No obstante, cabe notar que en (4.26]) estd presente la discretizacién

9r(tn) = W + O(Aty),

por lo que el esquema resultante sigue siendo de primer orden.

Para resolver esta problemética, en esta seccién se presentan los métodos semidiscretos, basa-
dos en aplicar una discretizacién espacial y mantener intacta la derivada temporal. De esta forma,
la ecuacién en derivadas se reduce a un sistema de ecuaciones diferenciales que puede resolverse
mediante un método de Runge-Kutta de orden superior.

Asi, sea u = u(z,t) la solucién de entropia de (4.2), para ¢ > 0 se considera
1 i+l .
Ij(t):A—x/gg Sz, t)dr, §=0,...,J,

-4

siendo I;(0) valores conocidos por la condicién inicial. Integrando la ecuacién u; + f(u)y = 0
respecto de x en cada celda c; se obtiene

d 1 _ n
ZL)+ 1 (fluay, . 0) = flul? 1) =0, t>0,
con u(mjir%?t) = h'mw_mi% u(z,t).
Sea fj+% (t) una aproximacion de f(u(xjjrl )y f(u(:v}'+l ,1)), se define (ug(t),...,us(t)) como
2 2

la solucién del sistema
d 1 /4 .
S =L, =~ (fa® - f,0) =0, >0
u;(0) = 1;(0),

Fijado tp =0y u?— = u,;(0) para cada j = 0,...,.J, suponiendo calculadas las estimaciones u}
de u;(t,) para cierto t,, se define t,,+1 = t,, + At,, segin la condicién

At 1
ax | f (u" <o

mix| ()| 3 % < 5

Los valores u;-”rl pueden hallarse mediante el método de Runge-Kutta de segundo orden siguiente:

1) _  n At" n
Uj = uj + TEJ-,

2 1 1
u® = oD At £, (4.33)

1
+1 _ n (2 -
uy —§(Uj+“j ), 3=0,...,J.

Se utiliza este método porque, a diferencia de otros esquemas de Runge-Kutta, satisface una dis-

cretizacién de (4.29):

J—1

J—1
Sl =T <Y fufyy - ufl. (4.34)
=0 j=0

Este proceso se repetiria hasta obtener ¢,, =T para cierto n.
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En (4.33), los términos L} corresponden a

L= *Aix (fj*Jr% B fﬁ%) '

Para los flujos f]* se toma la funcién lineal

+3’
Pjn(@) = uj + o (& — ),

con el pardmetro o} definido segiin (4.31). A continuacién, se denota

Uiy = Pin(Tiay)s g = Pin(@s-y)

y se escoge

o
Fiy = Flugp i),

con f = fGod o f = fus De esta forma, ademés de verificar la condicién de estabilidad l) el
método resultante es conservativo y consistente segtin las definiciones de la seccién [£:4] lo que, por
el teorema [5| garantiza la aproximacion de la solucién correcta.

Cabe notar que, una vez calculados ug, ..., u’;, para obtener las estimaciones del instante ¢ =
tnt1, es preciso fijar un valor para u”; y u”,, y también para u’,, y u’,,. Para ello, se siguen
una de las dos estrategias siguientes:

1c1 3 3 . n — n n J— n n J— n n — n
o Condiciones de frontera artificiales: u” | = ug, u”y = uf, vy, =uj y ulj, , =uj_;.

1c1 1443 . n — n n — n n J— n n — n
o Condiciones de frontera periddicas: u”; = u’, u”y = uy_y, u | =ug y uy, o = uf.

Para finalizar el capitulo se muestran dos ejemplos de aplicaciéon del método de orden 2 explicado
en este dltimo apartado.

Ejemplo 14. En primer lugar se trata de resolver el problema del ejemplo con el método
presentado en este apartado, tomando f = fR“S, tomando condiciones de frontera artificiales y
tiempo final T = 0.1. En la Tabla[{.3 se muestran los errores cometidos para distintos valores de
J, calculados segin la explicacion del ejemplo y se estima el orden de convergencia, donde se
observa que se aproxima a 2.

J EAT pAT
49 | 3.76-1073 —
99 | 1.03-1073 | 1.8661
199 | 2.68-10~* | 1.9447
399 | 6.88-107° | 1.9626
799 | 1.76-107° | 1.9628

1599 | 4.5-1076 | 1.9729

3199 | 1.13-1076 | 1.9883

Tabla 4.3: Error y orden aproximado de la versién del método de Godunov de orden 2 para
ug + v, = 0y condicién inicial (4.24)).

Ejemplo 15. En este sequndo ejemplo se consdiera de nuevo la ecuacion de Burgers, ahora con
dato inicial . Se aplica el método de Godunov y su version de orden 2 explicada en este
apartado, con condiciones de frontera periddicas. Las soluciones para T = 0.5 se representan en la
Figura[{.6l Cabe notar que el método de orden 2 aprozima la solucién de forma mds precisa en las
discontinuidades.

Por otro lado, en la Tabla[]F) se muestra el error cometido para distintos valores de J mediante
el método de orden 2, y la estimacion del orden. En este caso, el orden es prdcticamente 1, dos
décimas superior al obtenido mediante el método de Godunov.
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Figura 4.6: Aproximacién obtenida con el método de Rusanov y su versién de orden 2, junto con
la solucién exacta del problema u; + uu, = 0 con (4.13]).

J pA pAz
49 | 2.96-1072 —
99 | 1.45-1072 | 1.0258
199 | 7.29-1073 | 0.9954
399 | 3.65-1073 | 0.9980
799 | 1.83-1073 | 0.9991

1599 | 9.14-10* | 0.9996
3199 | 4.57-107* | 0.9998

Tabla 4.4: Error y orden aproximado del método de orden 2 para u; + uu, = 0 y condicién inicial
(14.13).



Capitulo 5

Métodos de reconstruccion de
orden alto

Aplicaciéon a la resolucion de leyes de conservacion

En el capitulo anterior se ha utilizado una estimacién del promedio de la solucién en cada celda
para hallar una aproximacién puntual de dicha funcién. Para esta reconstrucciéon se han emplea-
do funciones constantes y lineales a trozos, obteniendo, asi, orden 1 y 2 respectivamente. En las
siguientes paginas se presentan distintas estrategias para aumentar el orden de la estimacién pun-
tual, que luego se emplea para resolver los problemas de Riemann adecuados. Estas herramientas,
junto con un método de Runge-Kutta estable y de orden alto, permiten obtener una aproximacion
bastante més precisa de la solucién, tanto en los intervalos de suavidad como en los puntos donde
ésta presenta alguna singularidad.

En la seccién se ha estudiado un método de reconstruccién con la propiedad TVD ,
mediante el limitador de pendiente minmod. No obstante, es conocido que no puede obtenerse
orden superior a dos si se pretende conservar la disminucién de la variacién. Asi, para alcanzar
mayor precision se han desarrollado algunas técnicas basadas en ideas similares, pero sin asegurar
de manera estricta esta condiciéon TVD.

Algunos ejemplos son los métodos ENO (essentially non-oscillatory) y WENO (weighted essen-
tially non-oscillatory), explicados en las tres secciones siguientes tomando como referencia [2, [IT].
En el apartado se estudia cémo aplicar estos procedimientos para la resolucién de leyes de
conservacion, siguiendo las estrategias del capitulo 4} Por ultimo, en la seccién [5.5| se propone
resolver las ecuaciones planteadas desde una perspectiva distinta [2], basada en estas técnicas de
reconstruccion de orden alto y que se usan en el capitulo final del trabajo.

5.1. Reconstruccion de funciones suaves

Un primer paso para estudiar los métodos ENO y WENO es el problema expuesto de manera
formal a continuacion:

Sea r > 0, dada la particion de la Figura[{.1] y los valores promedio de una
funcion h: [xr,xr] — R suficientemente suave:

_ 1 Titd
=gy [ e (51)

se pide hallar, para cada celda c;j, un polinomio q;(x) de grado menor que r

43
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que aprozime h en c; con orden r, es decir,

qj(z) — h(x) = O (Az"), Vz gy

En primer lugar, fijada una celda c; arbitraria, deben seleccionarse r celdas consecutivas con-
teniendo a c;, esto es,

r

gj,k = {ijkvo..,cjkar’r’fl}, ke {0,...,7’— 1}, (5.2)
Denétese por Sj, al conjunto formado por los extremos de las celdas en Sj)k:
S;,k = {xjfkféa e axj7k+7,,%}.

. ol < e . .
Si alguna celda c, de S, no pertenece a la particién de [rr,zg] considerada anteriormente,
debe definirse el promedio h, siguiendo una de las estrategias mostradas a continuacion:

o Condiciones de frontera artificiales: h_, = hy_1, hyir = hy_p41.

o Condiciones de frontera periédicas: h_, = hj_, 11, hyir = hyp_1.

Con el fin de resolver esta cuestion, se toma la funcién primitiva de h siguiente:
xr
Hw) = [ b
zr,

Cabe notar que las diferencias divididas' de primer orden de H en los extremos de las celdas
coinciden con los promedios (|5.1)):

H(l’i+l)_H(l’iil) 1 IH»% B
Hlrpmiag) = =" :E/ h(€)dg = hi.

xT .
i—

1
2

Esto implica que las diferencias divididas de H de cualquier orden pueden obtenerse también a
partir de la informacién conocida. En particular, si se define

FL[.’L‘Z] :Bi, _ B
- h idly .-y —h Gy ey Lirl—
h[I,, . 'azi-‘rl] = [x + & +.l] [‘T Titl 1}7 [ > 07
LTi4l — Tg
puede comprobarse la relacion
1 -
H[mi—%’mi+%""7xi+l+%]:l+1h[xi""7xi+l]7 >0, (5.3)

por induccién sobre el parametro [.

A continuacién se toma el (tinico) polinomio Q; . de grado menor o igual que r que interpola
a la funcién primitiva H en los puntos de S7

T 1—1
(@) = ZH[%‘—k—%, e axj—k-&-l—%] H (T = Zjpm—1/2)- (5.4)
=0 m=0

Debe notarse que el polinomio Q; x ©s una aproximacién de H de orden r + 1 en la envoltura

r s — : .z .
convexa de S}, conv(S} ;) = [¥;__1,%; j,_ 1], slempre que esta funcién sea suficientemente

!Dada una funcién f : D C R — R, {z;}".; C D con z; < 41, las diferencias divididas de f en estos
puntos se definen como

flas] = f(20),
i wins] = f[$i+1,~~-7wi+7'] — f[ﬂfi,~~-»$i+j—1]’ =12
LTit+j — T4
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suave en dicho intervalo.

Por teoria béasica de interpolacién se deduce que la funcién derivada de este polinomio, denotada
por ¢j ;;, s una estimacion puntual de h de orden r, en particular en c;:

@ p(@) — h(z) =0 (A2"), Vzec.

Cabe destacar que este polinomio q; 5, interpola los promedios de h en las celdas de SJT P

B v (2)dz = Q;,k(afjfkﬂﬁr%) - QTk(mjka,%)

Az Jejkti 95,k - AL
_ H@y iy) — B ) i=0,...,r—1.
a Ax
= ﬁj—k+i-

La segunda igualdad se cumple porque Q; i interpola a H en los puntos de S;T’ k-

Al derivar , el polinomio gj ;, no incluye el término H (z;_,_1), de modo que, por la propie-
dad , éste solo depende de los promedios conocidos ﬁj_ Eyeoos ﬁj_ k+r—1. Asi pues, aunque se usa
la funcién primitiva H para deducir qj j» DO €s necesario conocer ninguna informacién acerca de ella.
Se ha hallado la expresién explicita de dicho polinomio parar =2, r=3y k€ {-1,0,...,r — 1}
(se anade k = —1 por conveniencia, para los célculos que siguen).

No obstante, en nuestro caso tan solo se utilizan los valores que toma i en los extremos de la

: : 2 3
celda c;, los puntos Tp 1y T Evaluando los polinomios calculados, g5, v ¢j ., en estos nodos,
se obtiene

r—1 r—1
Gre(@ip) =D Craihjryis @rlej_1) = Crorihjpp, =23 (5.5)
i=0 i=0

El valor de los parametros Cj,; se especifica en la Tabla [5.1}

<
I
~
|
o
~
I
—
~
I
[N}

o
= N= Njw

—_
|

[U%)
|

i
=

2wl o= wie

o) EN I [S = [ e N BN | ST IGCIN STy T

—
W= o= W= o

ol

Tabla 5.1: Coeficientes C, ; para el calculo de los extremos en lb

5.2. Método ENO

En la seccién anterior, dados los valores promedio (5.1) de una funcién suficientemente suave,
se ha obtenido una estimacién puntual de ésta en cada celda. Para ello, fijada c;, pueden emplearse
distintos conjuntos de celdas, mostrados en (5.2]).

No obstante, las soluciones de las ecuaciones hiperbdlicas no lineales pueden presentar singu-
laridades en tiempo finito, como se ha comprobado en algunos ejemplos a lo largo del trabajo.
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. a1 . el .z
Es por esto que, si utilizamos cualquier S ; para el proceso de reconstruccion, pueden obtenerse
aproximaciones que no verifican la condicién del orden e incluso presentan alguna oscilacién.

La idea principal del método ENO reside en escoger, entre los distintos conjuntos ST . posibles,
aquel que proporcione el polinomio interpolador mds suave. Este algoritmo selecciona S”"Vk usando
diferencias divididas como indicadores de suavidad, eligiendo el conjunto que genera menores di-
ferencias, en un intento por evitar oscilaciones en la interpolacién y, posteriormente, alrededor de
las discontinuidades de la solucién. A continuacién se detalla el procedimiento seguido para llevar
a cabo esta eleccion.

Para hallar una aproximacién de h en una determinada celda c;, debe incluirse en S’" i los
extremos de esta celda: x; LY Tjya. El polinomio de primer grado que interpola a la fun(non
primitiva H en estos puntos viene dado por

1
Pl(a) = H(z;_y) + Hlo, s, 2p51)(@ — 2, 3).

1
2

Los términos H[ - ,..., « ] corresponden a las diferencias divididas de H, definidas en la pégina
A continuacién, el tercer nodo escogido puede ser Tj 3 0 bien Tiis. Si se toma Ti s, el
polinomio que interpola a H en {x]_, xj_%,;vj+%} serd

P].Qvl(x) = le(x)qLH[xj_%,x- L)@ —a 1) (@ —xyp0).

J—3

En cambio, si consideramos x; . 3, el polinomio de segundo grado vendra dado por

2,2,y _ pl B B
Pro(a) = Pj(x)+ Hlz;_y,zj 1,05 s)(e —z 1) (@ —2,0).

Los polinomios sz,1 y Pj2’2 coinciden salvo en la diferencia dividida de segundo orden que acompana
al término (z —x;_1)(# — x;,1). Se anade el nodo x;_s si se cumple

j—35 j—%a‘r +%H S |H[$]—%’x]+%7$]+%]‘7

o el punto z; +3 en caso contrario. Cabe notar que las diferencias divididas de H pueden obtenerse
a partir de las medias h; conocidas, mediante la relacién (5.3).

Debe seguirse este algoritmo hasta obtener r» + 1 puntos. De esta forma se obtiene el mallado
Srk para cierto k = ko € {0,...,r — 1}. La estimacién buscada es el polinomio q; r, Presentado
en la seccién anterior, una aproxnnacién de h de orden r si esta funcién es suave en las celdas de

= .
S ko Los valores que toma en los extremos de ¢; se calculan mediante (i

5.3. Método WENO

El procedimiento explicado en el apartado anterior permite obtener aproximaciones bastante
precisas de las soluciones de las leyes de conservacion, sin presentar oscilaciones, como se muestra

en la seccion No obstante, para cada intervalo c;, los r conjuntos S;.” . considerados contienen,
;
entre todos, 2r — 1 celdas: ¢j_r41,...,Cj4r—1. Si h es suficientemente suave en cada una de ellas,
puede tomarse el conjunto
—2r—1
S; = {Ci—r415- 5 Cigr1}

para hallar una estimaciéon de orden 2r — 1, denotada por q?r_l, siguiendo la explicacion de la
seccion Esta aproximacion mejoraria la obtenida mediante el algoritmo previo, de orden r. La
limitacién expuesta motiva el desarrollo de una nueva técnica de reconstruccion, el método WENO,
estudiado a continuacién.
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En primer lugar, cabe notar que, para resolver las ecuaciones hiperbdlicas, solo se utiliza la
aproximacién de h en los extremos de las celdas. Siguiendo [2], los valores qu-T_l(xji%) pueden
expresarse de la forma

r—1 r—1
Q?Pl(%ur%) = Zdiq}k(v’m%)’ Q?Tfl(l‘jf%) = Zd:fqu;,k(xjf%)- (5.6)
k=0 k=0

Los polinomios qj j, son las estimaciones de h en los intervalos [xj_ 1T pyr 1 |, cuyas imdgenes
en T =L, 1 pueden calcularse mediante (|5.5]).

Los coeficientes dj, reciben el nombre de pesos éptimos. Estos pesos verifican la relacién
dy+di+---+d _o,+d._; =1

y su valor para r = 2 y r = 3 se especifica a continuacion:

—9 . g2 _2 2 _ 1
r=2: d0_§7 d1_§
— . 3 _ 3 3 _ 3 3 1
r=3: dy=15 di=3%, d3=15-

Para el método WENO, en lugar de considerar una unica estimacion ¢j , y descartar el resto, se
propone tomar una combinacién convexa de todas ellas, como en (5.6)). De esta forma, se asignan
unos pesos a los polinomios ¢j ., en funcién de su suavidad, que determinan la contribucién de cada
uno de ellos a la aproximacién final.

Asi, las estimaciones de h(z;41) vendrdn dadas por

r—1
h(ijr%) = ZW;‘),kq;,k(ijr%) ~ h(ijr%)a (5.7)
k=0
r—1
h(%‘—%) = Z@;,kqu',k(xj—%) ~ h(%‘—%), (5.8)
k=0
para ciertos wy . vy W ., k=0,...,7—1. La clave del método reside en la manera de obtener estos

pesos.

Como se ha comentado anteriormente, el valor del peso wy . se escoge segun la suavidad de la
.z . = . .z . . .
funcién h en las celdas del conjunto S, ;. Si, en ellas, la funcién presenta alguna discontinuidad,

este valor deberia ser practicamente cero. De este modo, ﬁ(xj 41 ) solo se calcularia a partir de las
celdas donde no hay singularidades, obteniendo una estimaciéon almenos de orden r. En cambio, si
la funcién es suave en todos los conjuntos ?;,k, los pesos w;k deben tomar valores cercanos a los
éptimos, dj,, para alcanzar orden superior.

Como en [2], se propone considerar

T
T — ok o =
J.k atg -+ +al 71’ gk (€+]Srk)2
s Jir s E=0 1 5.9
ar g =0,...,r—1. (5.9)
r Js r r—k—1

~ k ~
ot = a”; —_—
Jsk 5T e L AT ) g,k T )2
Qg+ 0, (e + ISj,k)

En (5.9)), el pardmetro € hace referencia a un nimero positivo muy pequeno, empleado para evitar
que el denominador se anule. Por otro lado, el término [ S;-”k corresponde a una medida de la

suavidad de la funcién h en las celdas de ?;’ &> que puede calcularse segiin

r—1 dm 2
157, =% Ax2m—1/ (dxmq;k(x)> da. (5.10)
Cj

m=0



48 CAPITULO 5. METODOS DE RECONSTRUCCION DE ORDEN ALTO

Cuanto menor sea el valor S; 2 mas Suave sera el polinomio ¢j v, por tanto, éste debera tener
mayor peso al calcular la aproximacién . Este mismo hecho se refleja en la definicion

Finalmente, para r = 2 la expresion (5.10]) equivale a

IS2 o= (hjy1 —hy)?, 187, = (hj —hj_1)*.

Y para r = 3,
1850 = g(% = 2hj1+ Do) + 3(3%’ —4hji1 + hjsa)®
1851 = g(hjfl —2hj +hj1)® + i(}_‘j—l — hj1)?
183, = E(h 2= 2hj 1+ hy)? i(ﬁH — 4h;_1 + 3R;)%

5.4. Aplicacion a los métodos de volumenes finitos
Cabe recordar que el objetivo es resolver el problema de valor inicial

u+ f(u)y =0, z€lzp,zg], t>0

w(e,0) = no(z) (5.11)

Sea u = u(x,t) su solucién, en los métodos de volimenes finitos tratados en el capitulo |4, una
vez calculadas las estimaciones u} de los promedios de u(-,t,) en las celdas, debe hallarse una
aproximacion puntual de esta funcién en cada intervalo c;. Para ello, en las secciones [4.3| y [4.5] se

usan funciones constantes

u(z, t,) = ul?

i T €y

o lineales
u(z, t,) = uj + o} (x —x;), x€cy.

Estas sencillas estrategias pueden sustituirse por los métodos de reconstruccién de orden alto es-
tudiados, como se muestra en este apartado.

La solucién de ([5.11]) se obtendrd mediante la formulacién semidiscreta presentada en la seccién
Esta consiste en resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

(t)), j=0,...,J (5.12)

con condicién inicial

u;(0) = Aix / uo(x)dx.

En la expresién (5.12)), u;(¢) corresponde a una aproximacién del promedio

1
N /cj u(zx,t)dx

mientras que fji%(t) es una estimacién del valor f(u(z;11,1)).

En el capitulo anterior, para resolver el sistema , se utiliza un método de Runge-Kutta
de orden dos que cumple la propiedad TVD, en . Cabe notar que las técnicas ENO y WENO
permiten hallar una aproximacion espacial de orden superior. No obstante, si en este caso se aplica
un método de orden dos para la evoluciéon temporal, la estimacion final, en las regiones donde la
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solucién sea suave, serd de nuevo de orden dos. Para aumentar esta precision, se propone emplear
un método de Runge-Kutta de orden tres que conserva la condicién TVD, dado por

u;.“ =u? + At, L7
@_3 ., L m 1 (1)
= + 1% + ZAtnﬁj , (5.13)
1 2 2
n+1 n (2) (2) _
upt™h = g+ Sug 3Atnﬁj , J=0,...,J

Para aplicar 1' se toma u? = u,;(0) para cualquier j € {0...,J}. Posteriormente, dado un
cierto instante ¢, calculados los valores uj ~ u; (tn), se determinan las aproximaciones a tiempo
tn+1 = tn + Aty, donde At,, debe verificar la relacién

At,,
< 1.
Axr —

méx | f' (uf)|
J

A continuacion se especifica como aplicar las nuevas técnicas de reconstruccién para obtener L} a
partir de u}, donde x hace referencia a "n”, ”(1)” 0 ”(2)".

En primer lugar se aplica el método ENO o WENO para cierto r, en las celdas

C-1, Coy C1y --+y Cj—1, CJ, CJ41,

tomando los promedios ﬁj = uj. Deben anadirse los valores u} correspondientes a los subindices

j=—1-2,...,—r vy j=J+1,J+2,...,J+r, mediante alguna de las estrategias explicadas en

la seccién Las aproximaciones de los valores h(z; 1 )y b, 1 ) en cada celda c; se denAotarzin

por u;:l y u]*J_rl respectivamente. Una vez llevado a cabo este procedimiento, los flujos f;r 1 se
2 2 2

obtienen de la forma

;Jr% = f(u;;%,u;_t%), j=-1,...,J,

donde f corresponde a fGOd o fR“S, funciones presentadas en |D y |j respectivamente. Por

ultimo, el término L} equivale a la expresion siguiente:

1 /. . ,
g;:_ﬂ(j+%_fj_%)7 j=0,...,J.

De nuevo puede justificarse que el método es conservativo y consistente. Junto con la propiedad
TVD, este hecho prueba que el resultado obtenido es una estimacién de la solucién de entropia del
problema.

A continuacién se presenta un experimento numeérico con el objetivo de mostrar que las recons-
trucciones ENO y WENO permiten obtener estimaciones mas precisas de las soluciones de las leyes
de conservacion.

Se denota por M1 al método de volimenes finitos que usa reconstruccién lineal minmod y méto-
do de Runge-Kutta de orden 2. El término M2 hace referencia al método de voliimenes finitos con
reconstruccién ENO con r = 3 y método de Runge-Kutta de orden 2. Finalmente, M3 corresponde
a la reconstruccion WENO con r = 3 y método de Runge-Kutta de orden 3. Asi, los métodos M1
y M2 serian de orden dos para soluciones suaves, mientras que M3 seria de orden tres.

En la Figura [5.1] se muestra la solucién del problema planteado en el ejemplo [15| junto con las
estimaciones de los métodos M1 y M2. En ella se observa que mediante la reconstruccion ENO
se obtiene una aproximacién mas precisa en todo el dominio, y principalmente en los puntos de
discontinuidad.

Por otro lado, en la Figura|5.2] més concretamente en el recuadro ampliado, se muestra que el
método de orden tres logra una estimacién que, en todo momento, se encuentra mas cercana a la
grafica de la solucién exacta que la aproximacion del método M2.
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Figura 5.1: Estimaciones con los métodos M1 y M2 y solucién exacta de la ecuacion de Burgers

con condicién inicial (4.13).
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Figura 5.2: Estimaciones con los métodos M2 y M3 y solucién exacta de la ecuacion de Burgers

con condicién inicial (4.13).

5.5. Meétodo de diferencias finitas de Shu y Osher

Hasta ahora se han estudiado métodos de volimenes finitos para la ecuacién escalar unidimen-
sional, en los que se busca, para cada instante t,,, aproximar los promedios de la solucién en las

celdas: )
uj ~ E/ u(x, ty,)de.

No obstante, generalizar este tipo de métodos para sistemas de ecuaciones o para el caso multidi-
mensional no resulta una tarea sencilla.

Por esta razén, Shu y Osher desarrollaron un método de diferencias finitas, el cual, en lugar de
emplear promedios en intervalos, calcula estimaciones de la solucién en cada punto del mallado:

ul ~u(w),tn).

Esta nueva estrategia para resolver ecuaciones hiperbdlicas permite reducir de manera considerable
el coste computacional respecto de los métodos de volimenes finitos del mismo orden. La presen-
tamos a continuacién para la ecuacién escalar 1D, tomando como referencia [2].

Este método de diferencias finitas tiene su base en el lema enunciado a continuacion.

Lema 1. Si una funcién h(z) verifica

x+%
ful) =57 [ hed

_ Az
2
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entonces

Con el fin de obtener un método conservativo, el término f(u(z)), en = x; debe estimarse
mediante una expresién de la forma

* 1 £x Fx R
szﬂ(f#%—fj_%), G=0,...,J (5.14)

Asi, el lema anterior sugiere que los flujos fJ* 1 sean una aproximacién de los valores h*(x]— +1 ),
2

donde h*(z) es una funcién con promedios
L* 1 * *
h; = AL /C h*(z)dr = f(uj) (5.15)

para cada j. Asi, deben hallarse estimaciones de una funcién en los extremos de las celdas a partir
de sus medias en ellas, hecho que invita a emplear las técnicas de reconstruccién ENO y WENO
estudiadas a lo largo del capitulo. Cabe notar que no se requiere ninguna informacién acerca de
h*, mas alld de las medias en , obtenidas anteriormente. Por otro lado, una vez calculados
los flujos y , se resuelve el problema aplicando directamente un método de Runge-Kutta
adecuado.

De esta forma, en principio solo queda por determinar qué promedios hj = f (u;) se usaran a

la hora de calcular el término f* ,. Para ello, deben tenerse en cuenta las direcciones en las que

its
se mueve la solucién. En la ecuacién escalar, estas direcciones vienen dadas por el signo de f'(u).
Asi, una primera opcién serfa aplicar el siguiente algoritmo, donde R representa la reconstruccién

ENO o WENO de un cierto orden r.

Algoritmo 1
fujg) = fu)

* *
1. Calcular n;+% = u;fﬂ _ u;‘ y U S Uji1s
3). .
2. Si fi;‘.+% > 0, tomar f]qr% =R (f(uj_m_l), e f(“;+r—1))~
3. En caso contrario, tomar fj*+% =R (f(u;frJrQ), cee f(u;H)),

Cabe destacar que, para r = 1, los flujos coinciden con los del método de Roe, el cual no per-
mite aproximar la solucién VV en determinadas ocasiones, como se muestra en la Figura[4.4] Para
evitar este hecho, se propone modificar el algoritmo de la forma que sigue.

Algoritmo 2

1. Tomar 8,1 > médXuelus,uz, ] | £ ().

2. Calcular fj*:; mediante el paso 2 del algoritmo 1, usando % (f (u)+67, 1)
2 2

en lugar de f(u).
3. Calcular f;:; mediante el paso 3 del algoritmo 1, usando ahora %( flu)—

2
B, 1u) en vez de f(u).
Jj+3
Pk _ fxt fHk—
4. Tomar 1= fj+% +fj+%.
Este método puede extenderse de manera sencilla para hallar la soluciéon de sistemas de ecua-

ciones, como se muestra en el capitulo [6] Posteriormente, en el capitulo[7} se usard para resolver el
modelo de cromatografia planteado.
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Capitulo 6

Extension a sistemas de ecuaciones

En la primera parte del trabajo se han estudiado las leyes de conservacién escalares des del
punto de vista tedrico, y se han presentado algunos métodos numéricos que permiten estimar su
solucion. En el presente capitulo se generaliza, para sistemas de ecuaciones, el contenido tratado
hasta el momento para la ecuacién escalar. Asi, se introduce el concepto de sistema hiperbdlico y
se plantea un estudio tedérico y numérico de estos sistemas, tanto lineales como no lineales.

6.1. Introduccion: sistemas hiperbdlicos

En general, las leyes de conservacién se representan mediante un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales, de la forma

Ous | 9fi(u)

=0 i=1,....m, xzeR, t>0. 6.1

B B : ) (6.1)
En esta expresién, u = (u1,...,Uy,) : R x RT — R™ representa la solucién de la ley de conserva-
cién, formada por las variables conservadas u;. Por su lado, las componentes de f = (f1,..., fm) :

R™ — R™ reciben el nombre de funciones de flujo. Cabe notar que este sistema se deduce a partir
de una ecuacién integral, més general, similar a (2.23)).

Como en el caso escalar, se pretende hallar la solucién de (6.1]) que verifica una condicidén inicial:
u(z,0) =u’(z), = €R;
dada una funcién u° : R — R™ conocida.

El sistema puede reescribirse de la forma
ue + f(u), =0,

una expresion equivalente a
ug + A(u)u, =0, (6.2)

donde A(u) corresponde a la matriz jacobiana de f:

_9fi

by au]'

A:R™ — R™™ (A(u)) (u), 4,j=1,...,m.

Se dice que el sistema (6.2)) es hiperbdlico si, para cualquier vector u € R™, la matriz A(u) es
diagonalizable con valores propios reales. Es decir, si A(u) tiene m valores propios reales

Ar(u) < Aa(u) < -0 < Ap(u)?

2Cada valor propio se repite tantas veces como indique su multiplicidad.
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y existe una base de R™ formada por vectores propios r;(u) asociados. De esta forma, sea R(u) =
(ri(u)|...|rm(u)), se satisface la relacién

A(u) = Rw)A(w)R(u)™,  A(u) = diag(A (u), ..., A (u)). (6.3)

Por otro lado, el sistema serd estrictamente hiperbdlico si, ademas, los valores propios de la matriz
jacobiana de f son distintos:
Ar(u) < Ao(u) < ... < Ap(u). (6.4)

De ahora en adelante se asume que es estrictamente hiperbdlico. La condicién de hiper-
bolicidad es necesaria para demostrar la existencia de algunas soluciones, mientras que la hipotesis
(6.4) se asume para facilitar el estudio a realizar. No obstante, estas restricciones no suponen un
impedimento para resolver el modelo del capitulo final, ya que éste, como se muestra mas adelante,
cumple ambas propiedades.

6.2. Teoria de sistemas lineales

Los sistemas lineales constituyen una generalizacion en varias variables de la ecuacién escalar
us + au, = 0 estudiada en la seccién A continuacién se deduce tedricamente la solucién de
los sistemas lineales estrictamente hiperbdlicos, para una problema de Cauchy general y, posterior-
mente, para los problemas de Riemann en particular.

Un sistema lineal de leyes de conservacién estd formado por las ecuaciones ([6.1]), si cada funcién
fi depende de u de manera lineal, es decir, puede escribirse f(u) = Au para una matriz A € Rm*™
de coeficientes constantes. Como consecuencia, la ecuacién (6.2]) toma la expresién

En este caso, la hiperbolicidad estricta implica que A tiene m valores propios reales y distintos

A1 < ... < Am vy, por tanto, m vectores propios linealmente independientes: r1,...,7,,. Asi, esta
matriz puede expresarse de la forma

A=RAR™!, (6.6)

con A =diag(A1, ..., ) y R=(r1|...|7m).
A partir de esta informacién, la ecuacién (6.5)) se reescribe de la siguiente forma:
U+ Auy =0 < w+RAR 'u, =0 <= R 'w+ AR 'u, =0.

Definiendo w = R~'u, vector correspondiente a las coordenadas de « en la base de vectores propios,
se deduce la expresién
wy + Aw, =0, (6.7)

un nuevo sistema lineal, ahora con matriz diagonal. Este sistema equivale a m ecuaciones escalares

lineales:
ot " Ox

=0, i1=1,...,m, (6.8)
estudiadas en el capitulo [2}
Asf, dado un dato inicial u(z,0) = u°(z) para , se toma
w’(z) = R~ ()
y se resuelven los problemas

6‘wi 8w1
ot Y or i=1,...
w;(z,0) = w)(z),
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donde wf(z) es la componente i-ésima de w’(x). Es conocido que la solucién de viene dada
por
wi(z,t) = wd(x — \it), i=1,...,m. (6.10)

Deshaciendo el cambio de variable, se obtiene la solucién del sistema (6.5)):
u(z,t) = Rw(x,t) = Zwi(x,t)ri = Zw?(m — \it)ry. (6.11)
i=1 i=1

Como en el caso escalar, el procedimiento anterior puede llevarse a cabo para funciones u’ que
presenten alguna singularidad. En ese caso, la funcién obtenida puede que no sea de clase
C' y no cumpla, de esta forma, la ecuacién diferencial puntualmente. No obstante, se acepta co-
mo solucién del problema, ya que si verifica la ecuacién integral que modeliza la ley de conservacién.

Por ltimo, se muestra con detalle la solucién del problema de Riemann asociado a (6.5)):

ur +Au, =0, z€R, t>0,
- u-, x<0, (612)
U(I’O){ ut, x>0.

Siguiendo los pasos anteriores, se toma

_ w- =R u™, x<0,
w'(@) = R™Mu’(2) = { wh=R1ut, >0

de modo que las soluciones (6.10) son

w, T < M\t
t) = i ) -1
wi(z,t) { wh, ©> A, i e,
Asi pues, se tiene
w® =w=, oz <\t wy
w(l’,t) = w(Z)’ )\Zt < xr < )\7/+1t’ w(l) = j s
. Wit
(m) _ + -

w wh, x> Ant, wo

una funcién constante a trozos con discontinuidades en las rectas s; = x = \;t. A través de la
recta s;, se produce una discontinuidad de salto tan solo en la componente i-ésima. Finalmente, la

solucién de (|6.12)) viene dada por

uw® =y, T < At,
u(z,t) = Rw(z,t) =< u® = Rw®, M\t <z < \jpit,
u™ =t > A\t

representada en la Figura[6.1] En esta ocasion, el salto en la recta s; resulta proporcional al vector
propio 7;: ' ' . '
u® — Y = R(w® — YY) = (w —w; )r; = agry,

;=

con a; = w;” — w; . Andlogamente se comprueba

u® =u” + Zaprw u =t — Z QpTp.

p=1 p=i+1
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Figura 6.1: Solucién del problema de Riemann para la ecuacién vectorial lineal.

6.3. Meétodos numéricos para sistemas lineales

Una vez analizados los sistemas lineales des del punto de vista tedrico, se presentan métodos
numéricos que permiten estimar sus soluciones. Asi, se considera la ecuacién vectorial

ug + Auy, =0, x € [rp,zR], t >0, (6.13)

donde A representa una matriz de orden m con valores propios reales y distintos, verificando la

relacién .

Fijado un tiempo final 7' > 0, se toman las particiones P, y P; definidas en (3.2) y (3.3), con
espaciados Az y At por determinar, dando lugar a un mallado

{(xjsty) :5=0,...,J; n=0,...,N}

del dominio [z, zg] %[0, T]. Se pretende hallar estimaciones de u(z;, t,) = (ui(zj,tn), ..., um(x;, ta )7,
denotadas por

u? = () (un)?) (6.14)
0

Conocidos los valores u? a partir de una condicién inicial dada, y fijada la condicién de contorno
a emplear, ver nota 0 se busca alguna estrategia para obtener los valores u” ! a partir de las

J
estimaciones para t = t,.

Estudiado en el apartado anterior, mediante el cambio de variable w = R~u, el sistema (6.13)
equivale a m ecuaciones escalares y lineales:

8wi 6’(02 .
i— =0, =1,...,m. .1
5 +A o 0, ¢ m (6.15)

Para estas ecuaciones pueden aplicarse los métodos del caso escalar, tratados en el capitlo[3] como
se muestra a continuacion.

Usando el método upwind, sea (wi)}’ ~ w;(x;,tn), cada ecuacién de (6.15) se discretiza como
At At

(wa)i*t = (i)} = oA ()] = (i) = oA [ = @], (6.16)
bajo la condicién de estabilidad
At
i|— < 1. .
NS <1 (6.17)

Cabe recordar la definicién de la parte positiva y negativa de un nimero real: A = max(\;,0) y
A; = min()\;, 0). Tomando las matrices diagonales A* = diag(A], ..., \f) y A~ = diag(A\], ..., \,.),

(2

la expresion (6.16]) equivale a

il AT (W] — Wl — A (Wi, —wy), (6.18)

w] J Ax
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con w} = ((w)},..., (wm)} T~ w(xj,t,). Finalmente, si AT = RAYTR™1, A= = RA"R 'y
7 &

= Rwj}, multiplicando (6.18)) por R se deduce que el método upwind para sistemas viene dado

por
N . At n At o
= = R AT ) = AT ),
con At y Az tales que
At At
z . o —_— < .
(max |A]) A, = PA)L <L (6.19)

En cambio, si se resuelve (6.15) mediante el método de Lax-Wendroff escalar, se obtiene

2
(wi)j ™ = (w)} — Q%Ai [(w)F 1 — (wi)f—,] + Qit sz (W) = 2(w)} + (wi)j_1],  (6.20)

donde los espaciados del mallado deben verificar de nuevo la relacién (6.17). En forma vectorial,

(6.20)) se reduce a

ntl At At?

n

2
De esta forma, el método de Lax-Wendroff vectorial es el siguiente:

At At?
n+l _  n n n 2(un i m
ui =y = o Al ) o AN - 20 ),

bajo la restriccion ([6.19)).

6.4. Teoria de sistemas no lineales

Tras el estudio de las ecuaciones lineales, se dedica esta seccion a analizar las propiedades de
los sistemas no lineales de leyes de conservacion. Con ello, se pretende obtener cierta informacién
que permita disenar métodos numéricos adecuados para su resolucién, mostrados en el apartado
final del capitulo. De nuevo, se consideran problemas

up + fu)e =

u(z,0) = u(

estrictamente hiperbdlicos, en los que, para cualquier vector u, la matriz A(u) = f'(u) € R™*™
tiene m valores propios reales y distintos; véanse (6.3)) v (6.4).

0) TER, t>0 (6.21)

Como en el caso escalar, para funciones suaves u°, la no linealidad de estas ecuaciones puede
provocar discontinuidades en sus soluciones. Asi, debe generalizarse el concepto cldsico de solu-
cién (funcién de clase C! que verifica la ecuacién diferencial en todo punto), como se muestra a
continuacion.

Definicién 9. Sea u® € L (R)™, se dice que una funcién u € L7 (R x [0,00))™ es solucién suave

del problema (6.21)) si verifica la relac1on

loc

/ /u o+ flu %)dde/uo( ) - o(z,0)dz = 0

para toda funcién ¢ € CL(R x [0, 00))™

En esta definicién, el punto - denota el producto escalar euclideo en R™. Por otro lado, los espacios
L.y C} se definen en la pagina

El estudio se restringe a soluciones débiles de clase C' a trozos: existe una cantidad finita
de curvas T; = x = oy(t) de clase C', para i = 1,...,n, de modo que la solucién presenta
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discontinuidades de salto en ellas, y es de clase C! en el resto del dominio. Dado un punto (zg, %)
perteneciente a alguna curva I';,, con s = o} (t9), la discontinuidad de salto debe verificar la
condicion de Rankine-Hugoniot:

fwh) = fu ) =su™ —u), ut = 61fI(I)li u(xo + 4, tp). (6.22)

Ademis, puede comprobarse que una funcién C! a trozos es solucién débil de
ug + f(u)y =0 (6.23)

si verifica la ecuacién diferencial donde es suave y la relacién (6.22)) en los puntos de discontinuidad.

Como las leyes de conservacién admiten mds de una solucién débil (ver ejemplo [3)), deben
imponerse condiciones adicionales para obtener la solucién de entropia, aquella que refleja el proceso
fisico estudiado. Un par de funciones 1 : R™ — R y ¢ : R™ — R recibe el nombre de par de

entropfa para si 1 es convexa y
' (u) f'(u) = q'(u)  VYueR™
Andlogamente al caso escalar, se acepta una solucién débil de si se cumple
n(u)e + q(u)e <0 (6.24)

para todo par de entropia (1, q), en sentido distribucional. Para una funcién C! a trozos, con la

notacién de (6.22)), la relacién (6.24) equivale a
s(n(u®) —n(u”)) > q(u™) — q(u”).

Una restriccién alternativa, que generaliza la condicién de entropia (2.33) de Lax, consiste en
admitir tan solo discontinuidades que verifican

)\1(U+) <s < )\i(uf), )\i_l(uf) <s < )\¢+1(u+)

para cierto i € {1,...,m}.

En la parte final del apartado se construye la soluciéon del problema de Riemann asociado a
(6.23)): el problema de valor inicial

ut+f(u)x:0
u=, 2<0 (6.25)
u(w,O):{u+ x>0

con vectores constantes u~,ut € R™.

Para cada i € {1,...,m}, se asume la condicién
Nj(u) - ri(u) >0 Yu (6.26)
0 bien
Ao(u) - ri(u) =0 VYu. (6.27)

En el caso de sistemas estrictamente hiperbdlicos que no verifican ninguna de estas dos relaciones,
el estudio a realizar requiere de una mayor complejidad, fuera del alcance de este trabajo.
Fijado @ € R™ y un indice 4, se define s ~ R;(s)(@) como la solucién del problema
u'(s) = ri(u(s)), u(0)=a.

Por (6.26) y (6.27)), el campo A; : R™ — R es estrictamente creciente o bien constante a lo largo
de esta curva. Por otro lado, se denot por s ~ S;(s)(2) a la curva formada por aquellos vectores
u € R™ que cumplen la condicién de Rankine-Hugoniot

flu) = f(@) = Mu —u)
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para cierto escalar A. Antes de resolver (6.25)) con vectores u~ y u™ arbitrarios, se consideran tres
casos iniciales, fijado ¢ € {1,...,m}:

1. Si este indice i verifica y existe § > 0 tal que ut = R;(5)(u™). Para s € [0, §], se define
la aplicacién
i(s) = Ai(Ri(s)(u™)),
estrictamente creciente por hipétesis. Asi, dado A € [v;(0),7:(3)], existe un tnico s € [0, 5]
tal que A = 7;(s). La solucién del problema de Riemann viene dada por

u, x < v (0)t,
u(z,t) =< Ri(s)(u™), z=n(s)t, s€(0,3), (6.28)
ut, x> v;(8)t.

2. Si se cumple y existe 5§ < 0 tal que ut = S;(8)(u"), la solucién serd

uT, <A
u(x,t) :{ wt TS AL (6.29)

donde A se fija a partir de la condicién RH. Se toma § porque la condicién de entropia no se
verifica para § > 0.

3. Si el indice i satisface yut = Ri(5)(u™) = S;(5)(u™) para cierto 5 real (las curvas
R; y S; coinciden en este caso, para vectores r; adecuados), la solucién de entropia serd de

nuevo de la forma (6.29)).
Fijados u= € R™ e i € {1,...,m}, se define

L Ri(s)(u™), s>0
Wil )—{ S 2y

Como conclusién de los tres puntos anteriores, si u™ pertenece a esta curva, el problema de Rie-

mann ([6.25)) se resuelve mediante (6.28]) o (6.29).

En general, si los vectores u~ y u™ estdn suficientemente préximos, existen tnicos valores
S1,-..,Sm tales que
+ _ —_
Ut =Y (sm) o otpi(s)(u”).
Definiendo
wo =1u , Wi :1/%(81')(%—1), 1= 13"'7m7

la solucién del problema de Riemann se obtiene yuxtaponiendo las soluciones de los m problemas

wi—1, <0 , i=1...,m
w0 ={ 570 130

en distintos sectores del plano x — t, halladas siguiendo la explicaciéon anterior.

6.5. Meétodos numéricos para sistemas no lineales

Tras analizar los sistemas no lineales des del punto de vista tedrico, dedicamos esta tltima
seccion a presentar métodos numéricos que permiten resolverlos. El diseno de métodos para estos
sistemas supone un reto mayusculo, ya que sus soluciones resultan mucho mas complejas que en el
caso escalar o lineal.
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En primer lugar se propone generalizar los métodos de volumenes finitos estudiados para la
ecuacién escalar no lineal, en la seccién Para ello, dado el problema se consideran
los mallados en dominio espacial y temporal mostrados en la seccién [£.I] y se pretende obtener
aproximaciones de los promedios de la solucién en cada celda:

n 1 /mﬂ—% m
ul ~ —— u(z, ty)dr € R™.
Az v,

1
2

Fijado el espaciado Az, una vez halladas las estimaciones u} para cierto n, se toma At, de modo

que se cumpla la condicién
x| \s () At < 1
max [A;(u?)|— < =
g T A T2
la extension de (4.9) para sistemas de ecuaciones.

n+1

; se calculan segun la expresion

Posteriormente, siguiendo el método de Godunov, los valores u

Aty , 2 P
= = S = ),

J I Az ]

donde fj" , corresponde al valor de la solucion del problema de Riemann
2

Ut + f/(u)uz = 07

uy, T <1, (6.30)
u(z,tn) = n 2
Ujrrs T > Tjgd

en los puntos del segmento {z;, 1} X (tn, tn11). A diferencia de la ecuacién escalar, en esta ocasién

no es posible deducir la expresion general de los flujos f]':_ 1,
2

método. Para los sistemas lineales, no obstante, si es posible obtener estos valores, ya que en este
caso el problema (6.30) puede resolverse de manera exacta, véase la seccién Ademsés, se com-
prueba que este método aplicado a un problema lineal coincide con el método upwind de la seccién
0.9

lo cual dificulta la aplicacién de este

Como extensién del método de Roe, se propone sustituir el término no lineal f’(u) en (6.30)
por una matriz A;.L 1 que dependa de u} y uj,,. En [9] se argumenta que A? 1 debe cumplir las
2 2
siguientes propiedades:
0 Aty (ufyy —uf) = Juyy) — Flu).
o A;‘ 1 sea diagonalizable con valores propios reales.
2

n 1 (> 1 n n 7
o Aj+% — f'(u) suavemente si u},ujl,; — .

Aunque pueden obtenerse matrices que verifican estas condiciones, sus expresiones tan complejas
hacen inviable la puesta en préactica de esta linealizacion.

Por otro lado, generalizando el método de Rusanov, se propone aproximar la solucién de (6.30))
por una funcién a trozos de la forma

uf,  w =g < —spa(t=ta),
—n _ n*x _ _ _ _
W} (z,t) = ulis Sjpr(t —tn) <w -1 <sjpa(t—tn),
n
Uiy, = w1 <sja(t—ty),
con uﬁ‘_ 1Y Sjp1 por determinar. Mediante la condicién de Rankine y Hugoniot se considera
2

fr FRus(,n ,n i)+ f(ufy) 81, n
j+%:fR (uf,ufyy) = — 5 - J2 (ujyr —uj), (6.31)
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donde el término s, 1 puede tomarse como
Sjp1 :ngix (|)\Z(u;l)|,|)\l(u?+1)|) . (6.32)
Finalmente, en cada celda c¢; = [z;_ 1, %541 | puede definirse una funcién lineal
Pnj(®) = uf +0j (x — ;)

con pendiente o7 € R™ adecuada. A partir de ésta, se sustituyen las estimaciones ui y uji en

1) y 1) por los valores pn7j(:cj+%) v pn,j+1(xj+%) respectivamente. Componente a compo-
nen

e, también pueden aplicarse las técnicas de reconstruccion ENO y WENO presentadas en el
capitulo

Cabe notar que las soluciones de los problemas de Riemann, con expresiones complejas mostra-
das en la seccién [6.4] se han estimado mediante funciones constantes a trozos demasiado sencillas.
Asi, los resultados obtenidos a través de estos métodos no aproximan con demasiada precisién
algunas discontinuidades presentes en los sistemas de leyes de conservacion.

Por esta razén, los métodos de volumenes finitos no resultan ser una buena opcién a la hora
de resolver numéricamente estos sistemas no lineales. Para ello, se emplea el método de diferencias
finitas de Shu y Osher, explicado en la seccion [5.5) en su versién vectorial, en la que es suficiente
aplicar la reconstruccion de alto orden R componente a componente.
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Capitulo 7

Aplicacion a un modelo de
cromatografia

En los capitulos previos se ha realizado una introduccion teérica y un estudio numeérico de las
ecuaciones y sistemas hiperbdlicos de leyes de conservaciéon. Como aplicacion, en este apartado
se muestra la resolucién de un sistema que modeliza el proceso de cromatografia. Para ello se ha
tomado el articulo [8] como referencia.

En la primera seccion se describe este proceso quimico y se deducen las ecuaciones del modelo
a tratar. Posteriormente se analiza la estructura matematica de dicho modelo, con el objetivo de
obtener cierta informacién relevante que permita resolverlo. Por tltimo, se presenta el método
numérico empleado en [§] y se llevan a cabo distintos experimentos acerca de éste.

7.1. Introduccion

La cromatografia es una herramienta potente para la separacién de gases o liquidos de una
mezcla. Surgié a principios del siglo pasado con el objetivo de extraer ciertos pigmentos a partir
de compuestos de origen vegetal. La industria farmacéutica, en la que se requieren altos indices de
pureza en los productos, ha mostrado gran interés por esta técnica en los ultimos anos.

Para el proceso de cromatografia estudiado en este trabajo, se introduce un medio poroso (fase
estacionaria o sélida) en una columna cilindrica. A continuacién se inyecta la mezcla (soluto) a
descomponer, seguida de un flujo continuo de liquido (solvente o fase mévil) que la conduce a lo
largo de la columna. La mezcla entra asi en contacto con el medio poroso, y los distintos compo-
nentes se separan segin el grado de retencién (adsorcién) que éste ejerce sobre ellos.

Si no hay reacciones en el sistema, la cantidad de cada componente de la mezcla se conserva,
de modo que pueden aplicarse las ecuaciones del balance de masas. Para deducir estas ecuaciones
deben asumirse ciertas hipdtesis que ahora se enuncian, y que en ningin caso limitan la validez del
modelo [3].

1. La columna es radialmente homogénea, es decir, sus propiedades se conservan en cualquier
seccién transversal, y lo mismo ocurre con las concentraciones de cada sustancia. De esta
forma, la columna puede considerarse unidimensional.

2. El solvente es un fluido incompresible.
3. No existe adsorcién entre el solvente y el medio poroso.

4. El medio poroso es homogéneo en la columna. Este hecho implica que el proceso de adsorcién
sea uniforme en el tiempo.

5. Hay un equilibrio constante entre la fase movil y la fase sélida a lo largo de la columna.

63
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6. Las bandas de los distintos componentes de la mezcla tan solo se forman por dispersién. Por
ejemplo, no se tiene en cuenta el efecto del calor que se desprende en el proceso de adsorcién.

7. El procedimiento se lleva a cabo a temperatura y presién constantes. También se asume
constante la velocidad de la fase mévil.

Las ecuaciones que modelizan el proceso tienen, asi, dos variables independientes, el tiempo ¢
y la posicion o altura en la columna z. Se toma una columna de altura unidad, de modo que z =0
representa la parte superior y z = 1, la parte inferior. Dada una mezcla de m componentes, se
denota por ¢; = ¢;(z,t) y ¢i = qi(z,t) a la concentracién del componente i-ésimo en la fase mévil
y sélida respectivamente, a tiempo ¢ y posiciéon z. A continuacién se deduce la ecuacién que deben
verificar las funciones ¢; y ¢;.

Para aplicar el balance de masas en la fase mévil, se considera una porcién de columna, un
cilindro de altura Az. De esta forma, en un cierto intervalo de tiempo, se afirma que la diferencia
entre la cantidad de componente que entra y sale de la porcién equivale a la cantidad acumulada
en ella.

En primer lugar, el flujo que entra en la porcién viene dado por

¢
Ei(z,t) =¢€S <uci - Daa;) (z,1).
En esta expresion, ¢ € (0,1) es un {ndice de la porosidad de la fase sélida y S, el drea de la
seccion transversal del cilindro. Por otro lado, u hace referencia a la velocidad del solvente y
D, = u/(2Ny) > 0, al coeficiente de dispersién, siendo N; el nimero de platos que forman la
columna, ver [3]. Por su parte, el flujo que sale de la porcién es

8ci

Si(z,t) = Ei(z 4+ Az,t) =S (uci - Da(,%> (z+ Az, t).

Finalmente,

_ Jc; i\ ,_
Ai(z,t) = SAz (5 ot +(1—-¢) ot ) (z,1)

corresponde a la tasa de acumulacién de la sustancia en el cilindro de volumen SAz, donde Z es el
valor medio de z en esta porcion.

Asi, la ley de conservacién
El(z,t) - SZ(Zﬂf) = AZ(Z,t)

equivale a

deq
ot

8@

) (z+ Az, t) = SAz (5 +(1- s)aq’) (2,1).

aCi
eS (uci - D“az) (z,t) — &S (uci — D, iy 5t

A su vez, esta expresién puede reescribirse como

8Ci _ 1—¢ 8q1 Da (8@
t t) =

_ (“)cz- u
T (z,t) + Y (z,t) = A\ s (z+ Az, t) — (z,t)) AL (ci(z 4+ Az, t) — ci(z,1)).

0z
Tomando limites cuando Az — 0 se obtiene la ecuacién

8201'

Oc; 1—¢e0g e
= Daia
022

ot c ot "oz

i=1,...,m. (7.1)

Seac=(c1,...,cm)T ya=(q1,...,qm)7T, las ecuaciones en (7.1)) equivalen a

dec 1—€0q Oc ¢
— — =D,—. 2
ot o e e T P (72)
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Es necesario anadir condiciones de frontera adecuadas a (7.2). Siguiendo [§], dada una funcién
conocida c¢;p;, se impone

@ — . (t) @
0z —Uanglth g,

z2=0 z=1

uc — D, =0. (7.3)

Cabe notar que la ecuacién (7.1]) contiene dos funciones, ¢; y ¢;, pues es necesario establecer
una relacién entre ellas para su resolucion. Como en el proceso de cromatografia se alcanza un
equilibrio rdpidamente [3], para cada i € {1,...,m} se asume la condicién

q; = Qi(clv o 7C7H)a
que ahora se especifica.
En equilibrio, una parte de la superficie estd ocupada por el solvente y el resto, por cada uno de

los componentes de la mezcla. Denotando por Sy a la fraccién de superficie ocupada por el solvente
y, por S; a la fraccién cubierta por el componente i-ésimo, se tiene

So+S1+--+Sn=1. (7.4)

En este estado, la tasa de adsorcién de cada componente por el medio poroso coincide con la tasa
de eliminacion o desorcién. La tasa de adsorcién es proporcional a la concentracién del componente
y de la fraccién Sy. Por otro lado, la tasa de desorcion es proporcional a la fraccién de superficie
ocupada por el componente. Asi, se tiene

ka,iSoci = ka:S;, (7.5)

donde k, ; y kq,; corresponden a las constantes de adsorcién y desorcién respectivamente del com-
ponente i-ésimo. Mediante ([7.4)), la expresién ([7.5) equivale a

ka,ici(l—Sl—...—Sm):kdﬂ-Si, i:l,...,m.
Resolviendo el sistema de ecuaciones para S; se deduce

ka,i
ka,i G

= m ku‘j ‘.
L+ Fa,; G

Finalmente, la cantidad del componente adsorbida es proporcional a la fraccién S; de superficie
ocupada por éste, de modo que

%

a;Cq .
Qi:qi(c):#a i=1,...,m (76)
1+ Zj:l bjCj
para ciertos coeficientes constantes a;, b; > 0.
El modelo (7.2)—(7.6) puede reescribirse como
ow  I(uc) 0?c 1—¢
ot " oz “9.27 Y (¢) =+ 5 a(c) .7)

En la siguiente seccién del capitulo, se demuestra que W(c) admite funcién inversa de clase C?,
denotada por C(w). Asi, la ecuacién (7.7)) equivale a

ow n of (w) 02C(w)

ot 0z 0z2

un sistema de leyes de conservacion cuando D, se anula. Posteriormente se demuestra que este
sistema es estrictamente hiperbdlico, de modo que pueden aplicarse las técnicas estudiadas a lo
largo del trabajo, junto con una discretizacion estandar del término parabdlico, como se muestra
en la seccién [Z.3l

=D, fw) = uC(w), (7.8)
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7.2. Andlisis matematico del modelo

Como se ha indicado anteriormente, en este capitulo se prueba que W(c) = (Wj(c))i2, : R —
R, funcién de clase C* definida por

UG 1—¢ .

Wie)=c |1+ ——=—— ], m= a;, i1=1,....m (7.9)
]. —+ Z;n:l bjCj 13

tiene inversa C'(w) también de clase C!, siendo Ry = [0,00). Aunque no es posible hallar su ex-

presion explicita, para cualquier w € (0,00)™, el valor C'(w) puede obtenerse mediante el cdlculo

de la tnica raiz positiva de una cierta funcién racional. Como consecuencia de este resultado se

deducira que el sistema (7.8]) con D, = 0 es estrictamente hiperbdlico.

Dada la funcién continua ¢(c) = 1 + bTc = 1+ bici + -+ + byem, se considera el conjunto
abierto
Dw ={ce€R™ : p(c) >0} ={ceR™ : 1+b'c>0},

que verifica R" C Dyy. Asi, para demostrar la existencia de inversa local en cada punto de R, es
suficiente comprobar que la matriz jacobiana W’(c) es regular para todo ¢ € R, como se muestra
a continuacion. De ahora en adelante se supone que los componentes de la mezcla estdn ordenados
de forma que 0 < a1 < as < ... < Q.

Teorema 6. Fijado ¢ € (0,00)™ arbitrario, la matriz jacobiana W' (c) es diagonalizable con valores
Propios A1, ..., Am distintos, reales, estrictamente positivos y que verifican

B

l<M<di<X<...<dn1<Ip<dn, d=14—=—"—.
1+Zj:1bjcj

(7.10)

Demostracién. En primer lugar, recordando que ¢(c) = 1 + bT'¢, se halla la matriz jacobiana de
W (c) para cualquier ¢ € R, denotada por J(c).

OW;(c)  Oe i cini 0p(c)
i — — 1 —
e = 75 = o (V) s e
) ,7=1,...,m.
i Ci1;05
=6, (1+ ) -
! ( plc))  ple)?

En la expresién anterior, d;; hace referencia al delta de Kronecker. De esta forma, definiendo

() = — 1iCi
o =0

la matriz jacobiana equivale a
J=D+7b", D =diag(d;)",.

Fijado ¢ € (0,00)™, se considera la funcién racional

1 m s
Sc()\) =1+ bT(D — AI)_lT =1+ C)2 Z nlbzcz
i=1

o A—d;
Los polos de esta funcién, d;, verifican la relacién d; < ds < ... < dp,, ya que a1 < ... < @y POr
hipétesis. En efecto, parai=1,...,m — 1 se tiene
UL 1 1—¢ 1 1-¢
d; =1 =1+ a; <1+ ————aj11 =djs1-
T T e e T g e T

Por otro lado, se verifica:
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. ) L | & njbje; | mibics
] )= 1 1 505¢5 _ 4
o lim S.()\) 1Hi#<+@(c)2[ZA—dj+A—di‘|> 00

Asi, existen almenos m raices de S., denotadas por Aq,..., Ay, que satisfacen
1< A <di < A<da<...<dmo1<An <dpn. (7.11)

En la Figura se representa un esbozo de la grafica de esta funcién.

Figura 7.1: Gréfica de la funcién racional S.(\).

Ademds, éstas son las tinicas raices de S.()), ya que todo cero de S, también lo es del polinomio

de grado m siguiente:
m

Q) = SeN) [T(A = da).

i=1
El argumento previo demuestra que, para todo ¢ € (0,00)™, la funcién racional S, tiene m

rafces A1,..., A\, reales, distintas, estrictamente positivas que verifican la condicién ([7.10)). De esta
forma, es suficiente comprobar que cada A; es valor propio de la matriz jacobiana J(c¢) = W'(c).

Fijado i € {1,...,m} y ¢ € (0,00)™, se considera la matriz D — A\;I. Se trata de una matriz
invertible porque su determinante es distinto de cero:

m

det(D — N\ 1) = [J(d; — \i) #0.

j=1
Tomando z* = —(D — \; 1) 71 # 0, se deduce
0=5S.\)=1+b"(D-NI)tr=1-b"2" — blal=1,
y como consecuencia,
Jz' = (D + 707)z' = D2’ 4 707’ = Dat + 17 = Nt
Asi, \; es valor propio de J = J(c), lo que concluye la prueba. O
Nota 4. Puede comprobarse de manera sencilla que W'(c) es regular si ¢ € R = [0,00)™, no solo

para aquellos vectores con cada componente estrictamente positiva. Por el teorema de la funcion
inversa, existe una inversa de W de clase C' en un entorno de cada punto de R7.
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Para demostrar que W (c) admite funcién inversa global C': R — R, se muestra el siguiente
resultado previo.

Lema 2. Sea w € RY', la funcion racional

m y
Ro(y)=1—-y+ biw; 7.12
(y) y ;:1 T (7.12)

tiene una nica raiz positiva, denotada por po(w). Esta raiz cumple 1 < po(w) < p(w) = 1 + b w.

Demostracion. Para w = 0 el resultado es obvio. Por otro lado, si existe i € {1,...,m} tal que
w; = 0, el resultado se prueba de manera muy similar al caso w; > 0 Vi, el que se trata a
continuacién. La funcién definida en (7.12)) satisface:

bjwj bzwz

o h’miRw(y):l—i—m—m lim (Z )::Foo, i=1,....,m

E\j=1ytn o oyt
J#

Yy——n; Yy——n;

o lim Ry(y)=1Foo+blw=Fc

y—Foo
o R,(0)=1
Como R,, es continua en su dominio, tiene almenos m + 1 raices reales pq, . .., pm, que cumplen

N, < P < ... < =11 < p1 <0 < po.
Se muestra un esbozo de la gréfica en la Figura

I ! [
[} 3 |

3 Lo
M n -

P1 Po

e

‘771»‘
|
|
{
|
|

[
I
Pm/
—Tm-1 -2

Figura 7.2: Gréafica de la funcién racional R,,.

Siguiendo el mismo razonamiento de la prueba anterior, como toda raiz de R,, también lo es

del polinomio
m

Q) = Ru() [[(w+m),
i=1
de grado m + 1, los valores po, ..., pm son todos los ceros de R,,. Asi, se deduce que la funcién

racional ((7.12]) tiene una tinica raiz positiva, denotada por pg. Se comprueba ahora que ésta verifica
la relacién 1 < pg < 14 b7 w.

Para p(w) = 1+ bTw > 0 se tiene

o) = e S S (ew) Y, N mbiws
Ry(p(w)) = —b +;(p(w)+mb” ;<¢( " 1)@, ;w(w)+m<0’

pues po < 1+ bTw. Por otro lado, como

se concluye 1 < pg. O
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Teorema 7. La funcion W : R — R definida en es invertible. Su funcion inversa
C=W-1: R — R? es de clase C! y viene dada por la expresion

L+n;/po(w)’
donde po(w) es la tnica raiz positiva de la funcién racional R, en (7.19).

C;(w)

i1=1,...,m,

Demostracion. Considérese un vector ¢ = (ci,...,¢n)" € RT, con ¢(c) =1+ b'c. Por

() = e i o W
Wile) = (” so<c>) T EC)
Asi,
Ui - szz C
W(C)—l ZZ;biCi = Z;:H—m/(tpzc)y
pues .
0= 1= 4l0) +9(6) 3 54D — Ruvio (o(0).

Como ¢(c) > 0, ésta debe ser la tinica raiz positiva de Ry (), es decir,

o(c) = po(W(c)).

De esta forma, se define la funcién C': R’ — R’ como

W; .
Ci(w)= ——— i=1,...,m, 7.13
(w) L+ m:/po(w) (7.13)
que verifica
Wi(c) Wi(c) ,
C;(W(c)) = = =¢, i=1,...,m, ceR.
W) = T V@) ~ T+ /() ¢
Finalmente, dado w € R,
Cw)) =1+> b;Ci(w)=1+ > bj——Fi——
P(Cw) ;:1 w) i; L+mi/po(w)
m bw;
+ o) 3 = R (po(1) + o) = o)

Esto implica

Wi(C(w)) = C;(w) (1+(p(c’v7(iw)))=ci(w) (1+ L )zw i=1,...,m.

po(w)
Se ha comprobado, asi, que la funcién C' definida en es la inversa de W = W (c). Por la
nota |4 se deduce que esta funcién inversa es de clase C!. O

Nota 5. Aunque no se tiene la expresion explicita de la raiz po(w), dado un vector w, su valor
puede aprozimarse mediante el método de Newton a partir de la acotacion 1 < po(w) < 1+ bTw
deducida en el lema @ De esta forma, es posible obtener C(w) para cualquier w € R},

Corolario 1. El sistema de leyes de conservacion

ow  Of(w)

ot 0z

es estrictamente hiperbdlico para w € (0,00)™. Ademds de reales y distintos, los valores propios de
1 (w) son positivos y estdn acotados superiormente por u.

=0, f(w)=uC(w), u>0
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Demostracion. Por el teorema [7] la matriz jacobiana de C'(w) es la inversa de W’(c). Entonces,

para w € (0,00)™, su espectro estd formado por 1/A1,...,1/Ay, siendo Aq,..., A\, los valores
propios de W’(c). Por ([7.11)) se cumple
1 1 1 1 1 1
I1>—>—=>=—>...> >—>—2>0.

)\1 d1 )\2 dm,1 )\m dm
Finalmente, los valores propios de f(w) = uC(w) son de la forma pu; = u/X\;, y verifican

US> g > e > .. > Uy > 0.

7.3. Meétodos numéricos para la resolucién del modelo

En la secciéon anterior se ha comprobado que el sistema de ecuaciones que modeliza el proceso
de cromatografia equivale a

ow  Of(w) 92C(w)

Ejt P =D, 5.2 fw) = uC(w), (7.14)

donde C'(w) puede obtenerse a partir del cdlculo numérico de una raiz de una cierta funcién racio-
nal. Ademds, se ha demostrado que, para D, = 0, el sistema ([7.14]) es estrictamente hiperbdlico.

Este modelo tan solo puede resolverse analiticamente bajo condiciones muy particulares. Por
ello, se han desarrollado métodos numéricos que aproximan su solucién de manera bastante precisa,
mostrados a continuacion. En la practica, estos métodos permiten llevar a cabo simulaciones que
sustituyen los experimentos de prueba y error.

Para esta seccidn, es conveniente reescribir ([7.14]) como

% 4 2 ()~ gw)) =0, g(w) = 0,27

(7.15)

Con esta notacién, las condiciones de frontera definidas en ([7.3)) toman la forma

(f(w) = g(w))(0,1) = ucin;(t),  g(1,t) =0. (7.16)

Por ltimo, cabe destacar que (7.15)) y (7.16) deben completarse con una condicién inicial w(z,0) =
wop(2).

Dado J natural, en el dominio espacial, el intervalo [0, 1], se considera el mallado formado por
los puntos

o1 1 .
zj:(j—§>Az, AZ—j, j=1,...,J
Fijado z = z;, por (7.15),
o .~ Of(w), dg(w)
8tw(’z]7t) - 82’ (Zj’t)+ 82 (Zj7t)

~ o [Fe ) — ey )] + R [0l 0) — sz, 1),
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con w(t) = (w1 (t);...;wy(t)) € R™*. Denotando

£5(0(t)) =~ [Fray (w(0) — fy
la expresion se reduce a
’U}/-(t) :ﬁj(w(t))+Dj(1U(t))7 j = 1,...7J.

Los términos fj +1(w(t)) y gj41(w(t)), que ahora se especifican, hacen referencia a aproximaciones
de f(w(z;41,1)) y g(w(z;11,1)) respectivamente.

En primer lugar, en este contexto las condiciones de frontera ((7.16)) se traducen en

— g1 = UCinj,  Gmyi =0

Nl

De este modo se fija, obviamente, Qer% = 0 y, por otro lado, fg = UCin; ¥ g}% = 0. El resto de

flujos f;4 1 pueden obtenerse mediante una técnica de reconstruccién de orden alto, siguiendo el

algoritmo 2 de la seccién Como los valores propios de f(w) estdn acotados por u segin el
corolario [1} omitiendo la dependencia temporal w; = w;(¢), se toma

Foy = R(S(F(wi2) +uwy ), o, (F(w542) + )
oy = R(S(ws1) = wwy 1), B (f i) = wwyy)) - G =1,
fj"‘% - f}:% + A]'_+%

donde, en este caso, R corresponde al método WENO de orden 5. Finalmente, teniendo en cuenta
la definicién de g en 1l los flujos QjJr% para j =1,...,J — 1 se calculan segin la expresién

C(wj+1) — C(w;)
Az

§j+§ =D, .

A la hora de calcular los flujos fj 4168 necesario conocer las estimaciones w; para j =
—-1,0,J +1,J + 2,J + 3. A continuacién se muestra un procedimiento que permite hallar los
valores ¢; asociados, a partir de los cuales puede obtenerse cada w; como W(c;).

Dado uno de los cinco indices j anteriores, este procedimiento consiste en encontrar un polino-
mio de primer grado que verifique una condicién de frontera de (la condicién en z = 0 para
j=—-10yenz=1sij=J+1,J+2,J+3) einterpole a c en el simétrico de z; = (j +1/2)Az
respecto del extremo correspondiente (z = 0 o bien z = 1). El valor ¢; serd el resultado de evaluar
dicho polinomio en el punto z = z;.

Asi, por ejemplo, para hallar el valor cg, se usa la condicién de frontera

C1 — C%
ucy — D, Azj2 = UCinj,
que determina c1. Evaluando el polinomio que pasa por (0, c%) v (Az/2,¢1) enel punto z = —Az/2,

se obtiene
(Do/u— Az[2)c1 + Azcin
Dy/u+ Az/2 '

Co —

De manera similar, si se aplica la condicion

Co — C1
uci 2

-D -
2 “3Az2/2

UCinj
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para deducir ¢y, la recta que interpola los puntos (0,c1) y (3Az/2,c2), en z = —3Az/2 vale

(Da/u—3Az/2)co + 3AzcCin;
Dy /u+3Az/2 '

C_1 =

Por tltimo, como la condicién de frontera en z = 1 es dc/0z = 0, el polinomio del razonamiento
anterior es constante, pues se toma cjy1 =cj, Cjr2 =Cj_1 Y Cj4+3 = Cj_2.

Finalmente, denotando D(w(t)) = (D1 (w(t));...; Dy(w(t))) y L(w(t)) = (L1(w(?));...; Li(w(t))),
las ecuaciones ([7.17) equivalen al sistema matricial

w'(t) = D(w(t)) + L(w(t)). (7.19)
Se considera un operador C* : R™*7 — R™*7 que extiende la funcién C de la forma
C*(w(t)) = C*(wi(t);...swy(t) = (Clwi(t));...; Clwy(t))) -
Anslogamente, se define W* : R™*/ — R™*/ como
W*(e(t)) = W*(er(t);- - 5eq(t)) = (Wler(t));.. s W(es (1)) -
Con esta notacién se deduce
D(w(t)) = C*(w(t))A, (7.20)

siendo A la matriz tridiagonal de orden J siguiente:

—H, p:quJ
Apg=2 =2, p=q#1,J , p=D./A
o lp—ql=1

Sea At > 0, el sistema (7.19) puede resolverse mediante el método de Runge-Kutta explicito
de segundo orden
At
w2 = w4+ = (L™ + D)
2 (7.21)
wntl = T+ At (£n+1/2 T Dn+1/2) )

En esta expresién, w® es una aproximacion de w(ty), en el instante ¢, = kAt. Por otro lado, se toma

DF = D(w"), LF = L(wF) y la matriz w® = w(0) a partir de la condicién inicial. El valor de At
queda determinado al imponer una cierta condicién que garantice soluciones libres de oscilaciones.

Segun [8], esta condicién de estabilidad viene dada por

uwAt , / 2DaAt 7 /
- - - < .
A, mdx p(C(w)) + — o= mix p(C(w)) < Co (7.22)

para una constante Cy < 1 préxima a la unidad. Como se ha comprobado que los valores propios
de C’'(w) son menores que uno, ([7.22)) se verifica si

uAt 2D, At Co
— <L = At< —— A2
Az Az?2 Co b= ulz + 2D, i

Notamos que se trata de una restricciéon demasiado estricta sobre At, de la forma At < 50Az2
cuando uAz < 2D,.

Con tal de evitar este hecho, se propone emplear ([7.21) introduciendo una expresién implicita
para el término parabdlico del primer paso:

wn+1/2 ="+ g (En + Dn+1/2)
2 (7.23)

wn+l 1 + At (Ln+1/2 4 Dn+1/2) .



7.3. METODOS NUMERICOS PARA LA RESOLUCION DEL MODELO 73

En este método se combina el tratamiento implicito y explicito de D¥, y se sigue aplicando el
esquema WENO para el célculo de £. Por esta razén, de ahora en adelante nos referimos a (7.23)
como el método IMEX-WENO.

. 1/2 . 1/2 . .
En el segundo paso, conocidos los vectores w"/? se obtiene cada ¢"T/? mediante el calculo de

J J
L , .. 1/2 . . .
la dnica raiz positiva de R,, con w = w;hL /2 A continuacién se hallan £7+1/2 y D"*t1/2 siguiendo

(7.18)), y finalmente, los vectores w;“"l para ejecutar la siguiente iteracién.
No obstante, el primer paso no puede aplicarse directamente, ya que no se conoce la expresién
explicita de la funcién C(w). Este problema puede resolverse a partir de su funcién inversa W(c)

conocida, como se especifica a continuacién.

A partir de (7.20]), este primer paso del método IMEX-WENO puede reescribirse como

At At
w2 70*(111"“/2)./4 =G", §'=w"+ 7£(w")
La expresién anterior en términos de ¢"+1/2 = C*(w"*+1/2) equivale a
W*(Cn+l/2) o gcn+1/2A =g,
2
De esta forma, debe resolverse el sistema matricial
At
W*(c) — ?CA =g" (7.24)
para ¢ = (c1,...,c7) € R™*7 con
W*(e)i; = Wile;) = (¢;); (1 4+ —L— :C,,+n.cui i =1+0bTc i=1....m
i, i\Cj 7)i 1+b7¢; ] T J 7 j=1,...,J

Asi, denotando M = diag(m1,...,nm) vy K(c) = diag (1/¢1,...,1/vs), se tiene
W*(c) = c+ McK(c).
Por otro lado se define el operador
ViR™ — R™, V(Ao = aig, A= (aij),

en el que, dada una matriz, se obtiene un vector que resulta de yuxtaponer ordenadamente sus
columnas. Este operador lineal verifica la relacién

V(BXAT) = (A® B)V(X), (7.25)
siendo A ® B la matriz por bloques

al,lB alymB
A® B = : : ., A=(a;;) e R™™,

anaB ... apmB
Por linealidad, aplicando V a la ecuacién ([7.24)) se obtiene
* At n
V(W*(c)) — —7]}(0./4) -V(G") =0. (7.26)

Sea C = V(c), por simetria de las matrices K(c) y A, y la propiedad (7.25),
V(W*(c)) = V(c+ McK(c)) = V(c) + V(McK(c)T) =C+ (K(c) ® M)C,
V(cA) = V(IcAT) = (AR I)C.
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De esta forma, (|7.26]) coincide con el sistema de ecuaciones
F(C)=£&(C)C—BC—-V(G") =0, (7.27)

con

£(C) =1+ K(¢)® M = diag(E*, ..., E’), Ej:diag<1+m> L=,
] i=1,....,m

¥j
-1 I
A I 21 I DA
t FYANA
B=— — . . = .
5 (A®I) =0 Lo v = 5A
I -2 I
I —I
Para resolver el sistema (7.27)) mediante el método de Newton:
¢kt =c® _ Frc®)=1FC®),  k=0,1,... O =p("), (7.28)

es necesario conocer la matriz jacobiana de la funcién F(C). Por su definicién,
F'(C) = (£(C)C) - B,

pues es suficiente deducir la expresién que toma la matriz jacobiana de £(C)C. Notamos que

El C1 Elcl
g(C)C = EJ Cj = EjCj y
EJ cy EJcy

con

i OB )k 9 [( 7]k> } ( 77k> 1kby
E] = J = 1—‘,—7 : = — 1—'—7 5 — 5 iy ]f7l:1,..., .
kil (e 0(cj ©vj (i) j ! 80? o3 "

De esta forma, en cada iteracion del método de Newton es necesario resolver un sistema de
ecuaciones con matriz de coeficientes tridiagonal por bloques de orden m. El coste adicional que
este hecho supone respecto del método explicito se compensa al poder tomar At mayor que
en el caso anterior. Concretamente, la restriccién de estabilidad para el método IMEX propuesto

viene dada por

At
UTZ méx p(C'(w)) < Cy < 1.

Asi, para el modelo estudiado, la condicién
1
At < —Az
u

debe ser suficiente para evitar oscilaciones en sus soluciones.
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7.4. Experimentos numéricos

En esta seccion se realizan distintos experimentos numéricos acerca del esquema IMEX-WENO
presentado en el apartado anterior para resolver el modelo de cromatografia planteado.

En primer lugar se considera la condicion inicial suave
wi(x,0) = p;exp(—100(z — 1/2)%), i=1,2,3 (7.29)

siendo p1 = 1, po = 2, p3 = 3. Por otro lado, se fijan los parametros a; = 4, as = 5, az = 6,
by = by = b3 =1, con ¢;n; =0, e = 0.5, u= 0.2y tiempo final T = 0.1. En la Figura se
muestran las estimaciones que proporciona el método para m = 1000, D, = 0y D, = 107%. Se
observa que la simetria de las funciones iniciales se ha distorsionado un poco hacia la derecha,
aunque siguen siendo suficientemente suaves.

0.5

0 -

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 7.3: Solucién del modelo con dato inicial (7.29) para T = 0.1 y m = 1000. Los resultados

para D, = 0 se muestran con linea continua, y para D, = 10~ con linea discontinua.

Por otro lado se realiza una prueba numérica teniendo en cuenta el concepto de solucion débil,
un fluido con una afinidad con el medio poroso muy superior a la de los componentes de la mezcla
inicial, de modo que puede desplazar a cada uno de ellos a lo largo de la columna. Para una co-
lumna suficientemente larga se forman regiones rectangulares, que denotan alta concentracién de
una sustancia y muy baja de los otros componentes, como se observa en la Figura [7.4]

Los subindices 1 y 2 hacen referencia a los dos componentes de la mezcla, mientras que el 3

corresponde con la fase moévil o desplazador. Se toman condiciones iniciales nulas y pardmetros
a1 =4,a3=>5,a3=06,b; =4, by =5y bg =1. Ademas, se fija N; = 10000, ¢ = 0.5 y u = 0.2, con

o[0T osi<or
@il =Y 0 0 1T, > 0.1

Por tltimo, se ha considerado m = 1000 y la condicién CFL uAt/Az = 0.8.
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1
081
0.6 -
—— Componente 1
041 — Componente 2
Desplazador
0.2
0 }l j"_/g/\(\ | j,—h\ J\ | j‘ k | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 7.4: Segundo experimento numérico, solucién para tiempos T =1, T =4, T =8, T =12y
T =16.



Capitulo 8

Cddigos de MatLab

En este capitulo se adjuntan los codigos de MatLab necesarios para generar las tablas y graficas
mostradas en cada uno de los capitulos del trabajo.

Capitulo

Figura

hold on
set(gca,’visible’,’off’)
axis ([-2,3,-0.5,3])
set(gca, ’XTick’, [1, ’YTick’, [1)
plot([-2,3.5]1,[0,0],°k’, ’LineWidth’,1.2)
plot([0,0],[-0.5,5],°k’, ’LineWidth’,1.2)
a=linspace(0,5,1000) ;
p=plot(a,3*a,’b’,’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
p-Color(4)=0.8;
for i=1:3
if i==
plot(a+0.5%i,3*a,’b’, ’LineWidth’,2,’Color’,[0.3 0.7 0.7])
else
p=plot(a+0.5%i,3*a,’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
p.Color(4)=0.8;
end
p=plot(a-0.5%i,3%a,’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
p.Color(4)=0.8;
end
scatter(0.5,0,70,°filled’,’k’)
scatter(1,1.5,70,°k’,’filled’)
text(0.15,-0.15,’$x_0O=x-at$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
text(1.09,1.6,’$(x,t)$’, interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27,’color’,’k’);
text(1.5,2.8,’$\mathcal{C}_{x_0}$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27,’Color’,’k’);

Figura

hold on

set(gca,’visible’,’off’)

axis ([-0.5,8,-0.5,3])

set (gca, ’DataAspectRatio’, [10 6 1])

%haxis square

set(gca,’XTick’, [1, ’YTick’, [1)

%Ejes coordenados

plot([-.5,8],[0,0],°k’,’LineWidth’,1.2)

plot([0,0],[-0.5,3],°k’, ’LineWidth’,1.2)

text(7.8,-0.1,’$x$’,  interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
text(-0.2,2.9,’$t$’,  interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)

plot ([pi/2,pi/2], [-0.05,0], k")
text(pi/2-0.095,-0.18, $\frac{\pi}{2}$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
plot([3*pi/2,3*pi/2],[-0.05,0],°k’)

text (3*%pi/2-0.15,-0.2,  $\frac{3\pi}{2}$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
/Primeras rectas caracteristicas

a=linspace(0,pi/2,8);

aa=linspace(0,pi/2,13);

b=linspace(0,5,100);

7
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c=linspace(0,5,100);
for i=1:length(a)
sl=plot(2*b+a(i),b,’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.2);s1.Color(4)=0.7;
if i<b
si=plot(a(i)+3*pi/2*ones(1,100),c,’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.2);s1.Color(4)=0.7;
end
end
for i=1:length(aa)
if i>1
si=plot((sin(aa(i)+pi/2)+1)*b+aa(i)+pi/2,b,’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.2);s1.Color(4)=0.7;
end
if i<length(aa) && i>1
sl=plot((sin(aa(i)+pi)+1)*b+aa(i)+pi,b,’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.2);s1.Color(4)=0.7;
end
end
plot([0,7]1,[1,1],°k--",’LineWidth’,1.2)
text(7.2,1,°$t_c=1$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)

Figura

hold on

set(gca,’visible’,’off’)

axis ([-0.25,3,-0.1,3])

set(gca,’XTick’,[], ’YTick’, [1)

set (gcf, ’Renderer’,’Painters’)

%set(gca,’DataAspectRatio’, [8 10 1])

axis square

%Ejes de coordenadas

plot([-0.25,3],[0,0],’k’, ’LineWidth’,1.2)

text(2.85,-0.1,°$x$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25, color’,’k’);

%La circunferencia

x1=linspace(0.25,0.679727,1000) ;

curvel=1.6094+sqrt (1-(x1-1.25).72);

curve2=1.6094-sqrt (1-(x1-1.25).72);

x11=[x1,fliplr(x1)]1;

inBetween=[curvel,fliplr(curve2)];

pl=£fill(x11,inBetween,’b’);

set(pl,’EdgeColor’,’g’, ’FaceAlpha’,0.1, EdgeAlpha’,0);

%0tro trozo

x2=1inspace(0.679727,2.05651,1000) ;

curve3=1.6094+sqrt (1-(x2-1.25).72);

curved=(x2-1.5).73+0.5%x2+1;
x22=[x2,fliplr(x2)];inBetween=[curve3,fliplr(curve4)];

pl=£fill(x22, inBetween,’b’);

set (pl,’EdgeColor’,’b’, ’FaceAlpha’,0.1, ’EdgeAlpha’,0);

%0tro trozo

curveb=1.6094-sqrt (1-(x2-1.25).72);
x23=[x2,fliplr(x2)];inBetween=[curve4,fliplr(curve5)];
pl=fill(x23,inBetween,’g’);

set(pl, ’EdgeColor’,’b’, ’FaceAlpha’,0.1, EdgeAlpha’,0);

%EL dltimo trozo

x3=linspace(2.05651,2.25,1000) ;

curve6=1.6094+sqrt (1-(x3-1.25).72);

curve7=1.6094-sqrt (1-(x3-1.25).72);
x33=[x3,fliplr(x3)];inBetween=[curve6,fliplr(curve7)];

p1=£ill(x33, inBetween,’g’);

set(pl,’EdgeColor’,’b’, ’FaceAlpha’,0.1, ’EdgeAlpha’,0);

%Los puntos de corte

a=2.05651;scatter(a, (a-1.5)"3+0.5%a+1,70,’k’,’filled’, ’MarkerFaceAlpha’,0.7)
a=0.679727;scatter(a, (a-1.5) "3+0.5%a+1,70,°k’,’filled’, ’MarkerFaceAlpha’,0.7)
%E1 texto

text(2.4,2.8,’$\mathcal{C}$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
text(2.14,2.2,°$Q_2$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
text(0.4,0.73,°$Q_1%’,  interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(0.5,2.5,’$\mathcal{B}$’,’ interpreter’,’latex’,’color’,’k’, ’FontSize’,25)
text(1.34,2.4,’$\mathcal{B}_1$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25,’color’,[0,0,0.65])
text(1.34,0.8,’$\mathcal{B}_2$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25,’color’,[0.01,0.49,0.31])
text(0.85,1.7,’$u"-$’, ’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(1.6,1.7,’$u"+$’,’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(1.18,1.46,°$P$’,  interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)

%ELl punto P
s1=plot([0.5,2],[1.6094,1.6094],°k’,’LineWidth’,1.2);s1.Color(4)=0.3;
scatter(1.25,1.6094,70,°k’,’filled’,’MarkerFaceAlpha’,0.7)

%Curva suave

a=linspace(0.432558,2.5,1000) ;

si=plot(a, (a-1.5).73+0.5%a+1,’k’, ’LineWidth’,1.2);s1.Color(4)=0.7;

%Las flechas

text(0.7,1.609, $\longrightarrow$’,’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,40, color’,’k’)
text(1.35,1.609, $\longleftarrow$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,40,’color’, ’k’)
%Las dltimos bordes

s1=plot(x1,curvel,’k’,’LineWidth’,1.2);s1.Color(4)=0.7;



s2=plot(x1,curve2,’k’,’LineWidth’,1.2);s2.Color(4)=0.7
sl=plot(x2,curve3,’k’,’LineWidth’,1.2);s1.Color(4)=0.7
s2=plot(x2,curved,’k’,’LineWidth’,1.2);s2.Color(4)=0.7;
s3=plot (x2,curveb,’k’, ’LineWidth’,1.2) ;s3.Color(4)=0.7
0.7
0.7

s4=plot (x3,curve6, ’k’,’LineWidth’,1.2) ;s4.Color(4)=0.
sb=plot (x3,curve7,’k’,’LineWidth’,1.2);s5.Color(4)=0.

Figura 2.4

hold on
set(gca,’visible’,’off’)
axis ([-2.5,3,-0.25,3])
set(gca,’XTick’, [1, ’YTick’, [1)
set (gcf, ’Renderer’, ’Painters’)
%axis square
%Ejes de coordenadas
plot([-3,3],[0,0], k’, LineWidth’,1.2)
plot([0,0],[-0.25,3], k’, ’LineWidth’,1.2)
%Zona coloreada
a=linspace(0,5,1000);
curvel=a;
%plot(a,curvel,’b’,’LineWidth’,1.2);
curve2=zeros(1,length(a));
Y%plot(curve2,a,’b’,’LineWidth’,1.2);
a2=[a,fliplr(curve2)];
inBetween=[curvel,fliplr(a)];
s1=fill(a2,inBetween,’g’);
set(s1,’EdgeColor’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.8, FaceAlpha’,0.1,’EdgeAlpha’,0.9);
%Las rectas caracteristicas
for i=1:7
s1=plot(a-0.25%i,a,’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.8;
s1=plot ([0.25%i,0.25%i],[0,3],’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.8;
end
text(-0.13,2.8,°$t$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,29,’color’,’k’);
text(2.8,-0.1,’$x$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,29, ’color’,’k’);
plot([-0.5 0],1.5%[1 1],’Color’,[0.7 0.3 0.7],’LineWidth’,1.7)
plot([-0.5 -0.4],[1.5 1.54],’Color’,[0.7 0.3 0.7],’LineWidth’,1.7)
plot([-0.5 -0.4],[1.5 1.46],’Color’,[0.7 0.3 0.7],’LineWidth’,1.7)
text(-0.65,1.5,’$1$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,29,’color’,[0.7 0.3 0.7]);
plot([1.5 2],1.5%[1 1],’Color’,[0.7 0.3 0.7],’LineWidth’,1.7)
plot([2 1.9],[1.5 1.54],’Color’,[0.7 0.3 0.7],’LineWidth’,1.7)
plot([2 1.9],[1.5 1.46],’Color’,[0.7 0.3 0.7],’LineWidth’,1.7)
text(2.1,1.5,’$0$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,29,’color’,[0.7 0.3 0.7]);

Figura

hold on
set(gca,’visible’,’off’)
axis ([-2.5,3,-0.25,3])
set(gca, ’XTick’, [1, ’YTick’, [1)
set (gcf, ’Renderer’, ’Painters’)
%axis square
%Ejes de coordenadas
plot([-3,3],[0,0],’k’, ’LineWidth’,1.2)
plot([0,0],[-0.25,3],°k’, LineWidth’,1.2)
%Las rectas caracteristicas
for i=1:8
if i<8
s1=plot([-0.25%i,0.25%i], [0,0.5%i],’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.8;
end
s1=plot ([0.25%i,0.256%i], [0,0.5%i], Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.8;
end
%La recta roja
s1=plot([0,3],[0,6],’Color’,[0.7 0.3 0.7],’LineWidth’,2.5);
text(-0.1,2.85,°$t$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27,’color’,’k’);
text(2.8,-0.1,°$x$’, ’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,27,’color’,’k’);

Figura [2.6

hold on

set(gca,’visible’,’off’)

axis ([-2,3,-0.25,3])

set(gca, ’XTick’, [1, ’YTick’, [1)
set (gcf, ’Renderer’,’Painters’)
%Ejes de coordenadas
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plot([-3,3],[0,0],°k’,’LineWidth’,1.2)
plot([0,0],[-0.25,3],°k’, ’LineWidth’,1.2)
text(-0.1,2.8,°$t$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,29, ’color’,’k’);
text(2.8,-0.1,’$x$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,29, ’color’,’k’);
%Area coloreada
a=linspace(0,5,1000) ;
curvel=a;
curve2=zeros(1,length(a));
a2=[a,fliplr(curve2)];
inBetween=[curvel,fliplr(a)]l;
s1=fill(a2, inBetween,’g’);
set(s1,’EdgeColor’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.8,’FaceAlpha’,0.1, ’EdgeAlpha’,0.9);
%Las rectas caracteristicas
for i=1:8
si=plot(a+0.25%i,a,’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.6;
if i<7
s1=plot([-0.25%i,-0.25%i], [0,3],’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.6;
end
end
%Las flechas y los numeros
plot([-0.5 0],1.5%[1 1],’LineWidth’,1.7,’Color’,[0.7 O
plot([-0.5 -0.4],[1.5 1.54],’LineWidth’,1.7,’Color’, [0
plot([-0.5 -0.4],[1.5 1.46],’LineWidth’,1.7,’Color’, [0.
plot([1.5 2],1.5%[1 1],’LineWidth’,1.7,’Color’,[0.7 0.3 0.7])
plot([2 1.9],[1.5 1.54],’LineWidth’,1.7,’Color’,[0.7 0.3 0.71)
plot([2 1.9],[1.5 1.46],’LineWidth’,1.7,’Color’,[0.7 0.3 0.71)
text(2.05,1.5,°$1$’, interpreter’,’latex’, ’FontSize’,30,’Color’,[0.7 0.3 0.7]);
text(-0.65,1.5,°$0$’,  interpreter’,’latex’, ’FontSize’,30,’Color’,[0.7 0.3 0.71);

.3 0.71)
.7 0.3 0.71)
7 0.3 0.71)

Figura

hold on
set(gca,’visible’,’off’)
axis ([-1,2,-0.25,31)
set(gca, ’XTick’, [1, ’YTick’, [1)
set (gcf, ’Renderer’,’Painters’)
%Ejes de coordenadas
plot([-3,3],[0,0], k’, LineWidth’,1.2)
plot([0,0],[-0.25,3], k’, ’LineWidth’,1.2)
text(-0.07,2.85,’$t$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27,’color’,’k’);
text(1.9,-0.1,°$x$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27, ’color’,’k’);
%Las rectas caracteristicas
a=linspace(0,5,1000);
for i=0:3
sl=plot(a+0.25%i,a,’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.8;

end
for i=1:6
s1=plot ([0.256%i,3],[0.5%i,3+0.25%i], ’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.8;
s1=plot ([0.25%i,0.25%i], [0.5%i,10],’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.8;
end
for i=0:3
s1=plot ([-0.25%i,-0.25%i],[0,3],’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.5);s1.Color(4)=0.8;
end

sl=plot(a,2#*a,’Color’,[0.7 0.3 0.7],’LineWidth’,2.5);

Capitulo

Figura

hold on

set(gca, ’visible’,’off’)

axis ([-0.5 5.5 -1 4])

set(gca, ’XTick’, [], ’YTick’, [1)

%Linea recta

plot([0 5],[2 2],°k’,’LineWidth’,1.2)

%Los puntos intermedios

plot([0 0],[1.8 2.2],’k’, ’Linewidth’,1.2)
plot([5 5],[1.8 2.2],’k’, ’Linewidth’,1.2)
plot(0.9%[1 11,[1.9 2.1],°k’,’Linewidth’,1.2)
plot(1.8x[1 1],[1.9 2.1],°k’, ’Linewidth’,1.2)
plot(3.2%[1 1],[1.9 2.1],°k’,’Linewidth’,1.2)
plot(4.1x[1 1],[1.9 2.1],°k’, ’Linewidth’,1.2)
%Y su texto



text(-0.3,1.6,’$x_L=x_0%$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
text(0.82,1.75,°$x_1$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(1.72,1.75,°$x_2$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(3.05,1.75,°$x_{J-2}$’,’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(3.95,1.75,°$x_{J-1}$’,’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
text(4.7,1.6,’$x_J=x_R$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
%Los puntos suspensivos

scatter(2.3,1.75,10,’filled’,’k’)
scatter(2.5,1.75,10,’filled’,’k’)
scatter(2.7,1.75,10,’filled’,’k’)

%Marcando el espaciado

p=plot(0.9%[1 1],[2.1 2.4],’k--",’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=0.3;
p=plot([0.9 1.8],[2.4 2.4],’k--",’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=0.3;
p=plot(1.8%[1 1],[2.1 2.4],’k--’,’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=0.3;
text(1.25,2.55,’$\Delta x$’, ’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,20)

Figura [3.2

hold on

set(gca,’visible’,’off’)

axis ([0 3 -0.3 31)

set(gca, ’XTick’, [1, ’YTick’, [1)

%set(gct, ’Renderer’,’Painters’)

%set (gca,’DataAspectRatio’, [8 10 1])

%axis square

%Flecha

plot([1.79 1.56]1,[0.36 0.08],°r’,’LineWidth’,1.4)
plot([1.56 1.6],[0.08 0.15],’r’, ’LineWidth’,1.4)
plot([1.56 1.61]1,[0.08 0.122],°r’,’LineWidth’,1.4)
%Dominio de dependencia del método

p=plot([0.5 2.5],[0 0],’LineWidth’,13,’Color’,[0.3 0.7 0.7]); p.Color(4)=0.3;

text(0.9,0.2,’$\mathcal{D}_m(x_j,t_n)$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27,...

’Color’,[0.3 0.7 0.71);
%Dominio de dependencia de la ecuacién
scatter(1.5,0,200,’r’,’filled’)
text(1.8,0.4, $\mathcal{D}_e(x_j,t_n)$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,...,
27,’Color’,’r’, ’FontWeight’,’bold’);
%Eje de coordenadas
plot([-0.25,3],[0,0],’k’, ’LineWidth’,1.2)
text(2.85,-0.1,°$x$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27,’color’, ’k’);
%Punto P
scatter(2.5,2.6,60,°k’,’filled’)
text(2.55,2.6,’$P=\1left(x_j,t_n\right)$’,’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
%Recta m
plot([2.5 0.5],[2.6 0],’k--’,’LineWidth’,1.2)
scatter(0.5,0,60,°k’,’filled’)
text(0.36,-0.18,’$(x_{j-n},0)$’, interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
text(1.4,1.5,’$m$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
%Recta r
plot([2.5 1.5],[2.6 0],’k’,’LineWidth’,1.2)
scatter(1.5,0,60,°k’,’filled’)
text(1.2,-0.18,°$Q=(x_j-at_n,0)$’,’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
text(2.13,1.5,’$r$’, interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
%Recta s
plot(2.5%[1 1],[0 2.6],’k--’,’LineWidth’,1.2)
text(2.4,-0.18,°$(x_j,0)$’, interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
scatter(2.5,0,60,°k’,’filled’)

Figura

clear u v
%Valor de "a" en la ecuacién
a=1; tfin=1;
%Valor de mu
mu=0.8;
%Mallado en las x
xini=0; xfin=1;
J=100; Dx=(xfin-xini)/J;
x=xini:Dx:xfin;
%Valor inicial: uO(x)=sin(2*pi*x);
u=sin(2%pi*x) ;
%Calculo de las aproximaciones en los distintos niveles de
t=0;
Dt=min(tfin-t, (Dx*mu)/a);
while t<tfin
v=zeros(1,J);
v=(1-mu) *u(2:end) +mu*u(1:end-1);
v=[v(end) v];
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u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min((Dx*mu)/a,tfin-t);

end

hold on

ax=gca;

ax.FontSize=18;

pl=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.2);

sol=sin(2*pi*(x-tfin));

p2=plot(x,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);

leg=legend ([p1,p2],{’ “Aproximaci\’’on $\Delta x=0.01, \nu=0.87$’,’~ Solucil’’on exacta’},...
’interpreter’,’latex’);

leg.FontSize=30;

Figura

clear x u v
%Valor de "a" en la ecuacién
a=1;
%Valor de mu
mu=0.8;
%Mallado en las x
xini=-1; xfin=2;
J=300; Dx=(xfin-xini)/J;
x=xini:Dx:xfin;
%Mallado en la t
t=0; tfin=1;
Dt=min(tfin-t, (Dx*mu)/a);
%Valor inicial: u0(x)=1 en (-1/3,1/3), 0 en el resto
u=zeros(1,J+1);
for i=1:J+1

if abs(x(i))<1/3

u(i)=1;
else
u(i)=0;

end
end
%Calculo de las aproximaciones en los distintos niveles de t
while t<tfin

v=zeros(1,J);

v=(1-mu) *u(2:end)+mu*u(l:end-1);

v=[v(2) v];
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min((Dx*mu)/a,tfin-t);
end
hold on
ax=gca;

ax.FontSize=18;
pl=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.2);
%La solucién exacta
x=linspace(-1,2,10000) ;
for i=1:length(x)
if abs(x(i)-1)<1/3
sol(i)=1;
else
s01(i)=0;
end
end
p2=plot(x,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);
leg=legend([p1,p2],{’ “Aproximaci\’’on $\Delta x=0.01$ y $\nu=0.8"$’,’~Soluci\’’on exacta’},...
’interpreter’,’1atex’,’Location’,’best’);
leg.FontSize=26;

Figura

hold on
axis square
set(gca,’visible’,’off’)
axis ([0 5 1 7]1)
set(gca, ’XTick’, [], ’YTick’, [1)
for h=[4 6]
p=plot([0 4.8],[h h],’k’,’LineWidth’,1.5);p.Color(4)=0.2;
end
for h=[2 4]
p=plot([h-1 h-1],[2 7],°k’,’LineWidth’,1.5);p.Color(4)=0.2;



end

text(2.9,1.7,°$x_j$’, ’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
text(0.7,1.7,’$x_{j-1}$’, ’interpreter’, ’latex’, ’FontSize’,27)
text(5,4,’$t_n$’,’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)

text (5,6, $t_{n+1}$’, ’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
text(3.075,3.7,’$A=(x_j,t_n)$’, ’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
text(0.1,3.7,’$B=(x_{j-1},t_n)$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
text(2.7,6.2,°$P$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)

p=plot([3.4 1.5],[7 2.25],°r’,’LineWidth’,2.5);p.Color(4)=0.3;
plot([2.2 3],[4 6],’r’,’LineWidth’,2.5)
scatter(2.2,4,80,’r’,’filled’)

text(2.24,3.7,°$Q$’,’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27,’Color’,’r’)
scatter(3,4,80,°k’,’filled’)

scatter(1,4,80,’k’,’filled’)

scatter(3,6,80,°k’,’filled’)

Figura |3.6

hold on
axis square
set(gca,’visible’,’off’)
axis ([0 9 1 71)
set(gca, ’XTick’, [1, ’YTick’, [1)
for h=[4 6]
p=plot ([0 8.5],[h h],’k’,’LineWidth’,1.5);p.Color(4)=0.2;
end
for h=[2 5 8]
p=plot([h-1 h-1],[2 7],°k’,’LineWidth’,1.5);p.Color(4)=0.2;
end

text(3.9,1.7,’$x_j$’, ’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
text(0.7,1.7,’$x_{j-1}$’, ’interpreter’, ’latex’, ’FontSize’,27)
text(6.7,1.7,°$x_{j+1}$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
text(8.7,4,’$t_n$’, interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
text(8.7,6,’$t_{n+1}$’, interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
text(4.1,3.75,’$A$’,  interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)

1,3.

text (1. 75,’$B$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
text(3.5,6.2,°$P$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
text(7.1,3.75,°$C$’,’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
p=plot([4.4688 1.5],[6.75 2],’r’,’LineWidth’,2.5);p.Color(4)=0.3;
plot([2.75 4]1,[4 6],’r’,’LineWidth’,2.5)
scatter(2.75,4,80,’r’,’filled’)
text(2.8,3.75,°$Q$’,’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27,’Color’,’r’)
scatter(7,4,80,’k’,’filled’)

scatter(4,4,80,’k’,’filled’)

scatter(1,4,80,’k’,’filled’)

scatter(4,6,80,°k’,’filled’)

Figura 3.7

clear u v

%Valor de "a" en la ecuacién
a=1;

%Valor de mu

mu=0.8;

%Mallado en las x
xini=0; xfin=1;
J=50; Dx=(xfin-xini)/J;
x=xini:Dx:xfin;
%Mallado en la t
Dt=(Dx*mu) /a;
%Valor inicial: uO(x)=sin(2*pi*x);
u=sin(2%pi*x) ;
%Calculo de las aproximaciones en los distintos niveles de t
t=0; tfin=1;
Dt=min(tfin-t, (Dx*mu)/a);
while t<tfin
u=[u(end-1) u u(2)]; %Condiciones de frontera periédicas
v=zeros(1,J+1);
v=0.5*mu* (1+mu) *u(1:end-2)+(1-mu~2)*u(2:end-1)+0.5*mu* (mu-1) *u(3:end) ;
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min((Dx*mu)/a,tfin-t);
end
hold on
ax=gca;
ax.FontSize=18;
pl=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.2);
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sol=sin(2*pi*(x-tfin));

p2=plot(x,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);

leg=legend([p1,p2],{’ “Aproximaci\’’on $\nu=0.8$, $\Delta x=0.02""$’,’~Soluci\’’on exacta’},...
’interpreter’,’latex’);

leg.FontSize=27;

error=100*norm(u-sol,1) /norm(sol,1);

Figura (3.8

clear sol x u v
%Valor de "a" en la ecuacién
a=1;
%Valor de mu
mu=0.8;
%Mallado en las x
xini=-1; xfin=2;
J=300; Dx=(xfin-xini)/J;
x=-1:Dx:2;
%Mallado en la t
t=0; tfin=1;
Dt=min(tfin-t, (Dx*mu)/a);
%Valor inicial
for i=1:J+1
if abs(x(i))<1/3
u(i)=1;
else
u(i)=0;
end
end
%#Calculo de las aproximaciones en los distintos niveles de t
while t<tfin
u=[u(2) u u(end-1)]1; %Condiciones de frontera periédicas
v=zeros(1,J+1);
v=0.5*mu* (1+mu) *u(1:end-2)+(1-mu"2)*u(2:end-1)+0.5*mu* (mu-1) *u(3:end) ;
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min((Dx*mu)/a,tfin-t);
end
hold on
ax=gca;
ax.FontSize=18;
pl=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.2);
x=linspace(-1,2,10000) ;
for i=1:length(x)
if abs(x(i)-1)<1/3
sol(i)=1;
else
s0l1(i)=0;
end
end
p2=plot(x,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);
leg=legend([pl p2],{’Aproximaci\’’on $\nu=0.8% y $\Delta x=0.017$’,’~Soluci\’’on exacta’},...
’interpreter’,’latex’,’Location’, ’northwest’);
leg.FontSize=26;

Tabla 3.1

function error = errorUpwindSin(J)
%Valor de "a" en la ecuacién
a=1;
%Valor de mu
mu=0.8;
%E1 vector de x
xini=0; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/J;
x=xini:Dx:xfin;
%Valor inicial: uO(x)=sin(2*pi*x);
u=sin(2*pi*x);
%Célculo de las aproximaciones en los distintos niveles de t
t=0; tfin=1;
Dt=min(tfin-t, (Dx*mu)/a);
while t<tfin
v=zeros(1,J);
v=(1-mu)*u(2:end)+mu*u(1:end-1);
v=[v(end) v];
u=v;
clear v



t=t+Dt;

Dt=min(tfin-t, (Dx*mu)/a) ;
end
sol=sin(2*pi*(x-tfin));
error=Dx*norm(u-sol,1);

end

clear

J(1)=5;

for i=2:6
J(1)=2%J(i-1);

end

for i=1:length(J)
i
error (i)=errorUpwindSin(J(i));
if i>1

orden(i)=log2(error(i-1)/error(i));

end

end

Tabla 3.2

function error = errorUpwindDos(J)
%Valor de "a" en la ecuacién
a=1;
%Valor de mu
mu=0.8;
%Mallado en las x
xini=-1; xfin=2;
Dx=(xfin-xini)/J;
x=xini:Dx:xfin;
%Mallado en la t
t=0; tfin=1;
Dt=min(tfin-t, (Dx*mu)/a) ;
u=zeros(1,J+1);
for i=1:J+1
if abs(x(i))<1/3
u(i)=1;
else
u(i)=0;
end
end
%Célculo de las aproximaciones en los distintos niveles de
while t<tfin
v=zeros(1,J);
v=(1-mu)*u(2:end)+mu*u(1l:end-1);
v=[v(2) v];
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min((Dx*mu)/a,tfin-t);
end
%La solucién exacta
for i=1:J+1
if abs(x(i)-1)<1/3
sol(i)=1;
else
sol(i)=0;
end
end
error=Dx*norm(u-sol,1);
end

clear

%Mallado en las x

J(1)=40;

for i=2:7
J(1)=2%J(i-1);

end

for i=1:length(J)
error (i)=errorUpwindDos (J(i));
if i>1

orden(i)=log2(error(i-1)/error(i));

end

end

Tabla 3.3
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function error = errorLwSin(J)
/%Valor de "a" en la ecuacién
a=1;
%Valor de mu
mu=0.8;
%E1 vector de x
xini=0; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/J;
x=xini:Dx:xfin;
%Valor inicial: uO(x)=sin(2*pi*x);
u=sin(2*pi*x) ;
%Célculo de las aproximaciones en los distintos niveles de t
t=0; tfin=1;
Dt=min(tfin-t, (Dx*mu)/a);
while t<tfin
u=[u(end-1) u u(2)]; %Condiciones de frontera periédicas
v=zeros(1,J+1);
v=0.5*mux* (1+mu) *u(1:end-2)+(1-mu~2)*u(2:end-1)+0.5*mu* (mu-1) *u(3:end) ;
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min((Dx*mu)/a,tfin-t);
end
sol=sin(2*pi*(x-tfin));
error=Dx*norm(u-sol,1);

end

clear

%Espaciado en las x

J(1)=5;

for i=2:6
J(i)=2%J(i-1);

end

for i=1:length(J)
i
error(i)=errorLwSin(J(i));
if i>1

orden(i)=log2(error(i-1)/error(i));

end

end

Capitulo

Figura 4.1

hold on

set(gca,’visible’,’off’)

axis ([-0.5 8.5 -1 4])

set(gca, ’XTick’, [1, ’YTick’, [1)

%Linea recta

plot([0 8],[2 2],°k’,’LineWidth’,1.2)

%Los puntos intermedios

plot([0 0],[1.85 2.1],°k’,’Linewidth’,1.2)

plot(1.6+[1 1],[1.85 2.1],°k’,’Linewidth’,1.2)

plot(3.2%[1 1],[1.85 2.1],°k’,’Linewidth’,1.2)

plot(4.8x[1 1],[1.85 2.1],°k’,’Linewidth’,1.2)

plot(6.4x[1 1],[1.85 2.1],°k’,’Linewidth’,1.2)

plot(8*[1 1],[1.85 2.1],°k’,’Linewidth’,1.2)

%Y sus nombres

text(-0.75,1.65, $x_L=x_{-\frac{1}{2}}$’,’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27);

text(1.5,1.65,’$x_{\frac{1}{2}}$’, interpreter’,’latex’,’FontSize’,27);

text(3.1,1.65, $x_{\frac{3}{2}}$’, interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27);

text(4.5,1.65,’$x_{J-\frac{3}{2}}$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27);

text(6.1,1.65,$x_{J-\frac{1}{2}}$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27);

text(7.8,1.65, $x_R=x_{J+\frac{1}{2}}$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27);

%Las lineas discontinuas

p=plot(1.6%[1 1],[1.4 0.8],’k--’,’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=

p=plot(3.2*[1 1],[1.4 0.8],’k--’,’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=
)=
)=t

p=plot(4.8+[1 1],[1.4 0.8],’k--",’Linewidth’,1.2);p.Color(4 H
p=plot(6.4*[1 1],[1.4 0.8],’k--’,’Linewidth’,1.2);p.Color(4
p=plot(8*[1 11,[1.4 0.8],’k--’,’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=0.
p=plot ([0 0],[1.4 0.8],’k--",’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=0.3;
%Lineas para marcar el espaciado

p=plot ([0 0],[2.1 2.4],’k--’,’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=0.3;
p=plot ([0 0.8],[2.4 2.4],’k--’,’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=0.3;
p=plot([0.8 0.8],[2 2.4],’k--’,’Linewidth’,1.2);p.Color(4)=0.3;



%Y su texto

text(0.1,2.55,’$\Delta x/2$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,22)
%Las celdas

p=plot([0 1.6],[1.2 1.2],’LineWidth’,5,’Color’,[0.2
p=plot([1.6 3.2],[1.2 1.2],’LineWidth’,5,’Color’, [0.
p=plot([4.8 6.4],[1.2 1.2],’LineWidth’,5,’Color’, [1
p=plot([6.4 8],[1.2 1.2],’LineWidth’,5,’Color’, [0 O.
%El texto de las celdas

text(0.7,1,’$c_0%’, ’interpreter’,’latex’,’Color’,[0.2 0.5
text(2.2,1,’$c_1$’, ’interpreter’,’latex’,’Color’,[0.5 0.2
text(5.4,1,’$c_{J-1}$’, interpreter’,’latex’,’Color’,[1 O.
text(7.2,1,°$c_J$’, ’interpreter’,’latex’,’Color’,[0 0.6 O.
%Los puntos suspensivos

scatter(3.7,1.25,25,’filled’,’k’)
scatter(4,1.25,25,’filled’,’k’)
scatter(4.3,1.25,25,’filled’, ’k’)

%Los buenos puntos

scatter(0.8,2,60,°filled’,’k’)
scatter(2.4,2,60,°filled’,’k’)
scatter(5.6,2,60,’filled’, ’k’)
scatter(7.2,2,60,’filled’,’k’)

%Y su texto

text(0.7,1.825,°$x_0$’, interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
text(2.3,1.825,°$x_1$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,27)
text(5.3,1.825,°$x_{J-1}$’,  interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)
text(7.1,1.825,°$x_J$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,27)

0.6]);p.Color(4)=0.3;
.2 0.4]);p.Color(4)=0.3;
01);p.Color(4)=0.3;
.51);p.Color(4)=0.3;

(2N Ne)
ocowvmmowm

6], ’FontSize’,27)
4],’FontSize’,27)
0] ,’FontSize’,27)
],’FontSize’,27)

0
0
5
5

Figura 4.2

function [x,u]l=GodunovEx1(numcel)
J=numcel-1;
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%Valores iniciales
for i=1:length(x)
if 2*x(i)>=Dx
u(i)=0;
elseif 2*x(i)<=-Dx
u(i)=1;
else
u(i)=x(i)/Dx+0.5;
end
end
t=0; tfin=1;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)) ,tfin-t);
%Usaremos condiciones de frontera periédicas, elegidas
%de esta forma por el dato inicial uO.
while t<tfin
u=[u(1) u u(end)];
f=max (0.5*max(u(1:end-1),0).72,0.5*min(u(2:end),0)."2);
v=u(2:end-1)-Dt/Dx* (f(2:end)-f(1:end-1));
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs (u)),tfin-t);
end
end

clear
%La solucién exacta para el plot
xx=linspace(-1,1,10000) ;
for i=1:length(xx)
if xx(i)<=0.5
sol(i)=1;
else
s01(i)=0;
end
end
nc=50;
[x,u]l=GodunovEx1(nc) ;
hold on
ax=gca;
ax.FontSize=18;
axis([-1 1 -0.1 1.1]1)
pl=plot(xx,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);
%Ploteamos la aproximacién obtenida
p2=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.5);
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leg=legend([p1 p2],{’~Soluci\’’on exacta’,’~Aproximaci\’’on con $50$ celdas™’},...

’interpreter’,’latex’,’Location’,’west’);
leg.FontSize=26;

Figura

function [x,u]l=GodunovEx2(numcel)
J=numcel-1;
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%Valores iniciales
for i=1:length(x)
if 2*x(i)<=-Dx
u(i)=-1;
elseif 2x*x(i)>=Dx
u(i)=1;
else
u(i)=2%x(i)/Dx;
end
end
t=0; tfin=0.5;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin-t);
%Usaremos condiciones de frontera periédicas, elegidas
%de esta forma por el dato inicial uO.
while t<tfin
u=[u(1) u u(end)];
f=max (0.5*max (u(1:end-1),0).72,0.5%min(u(2:end),0)."2);
v=u(2:end-1)-Dt/Dx* (£ (2:end)-f(1:end-1));
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs (u)),tfin-t);
end
end

clear
%La solucién exacta para el plot
xx=linspace(-1,1,10000) ;
for i=1:length(xx)
if xx(i)<-0.5
sol(i)=-1;
elseif xx(i)>0.5
sol(i)=1;
else
sol(i)=2*xx(i);
end
end
nc=50;
[x,u]=GodunovEx2(nc) ;
hold on
ax=gca;
ax.FontSize=18;
axis([-1 1 -1.1 1.1])
pl=plot(xx,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);
%Ploteamos la aproximacién obtenida
p2=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.5);

leg=legend([p1 p2],{’~Soluci\’’on exacta’,’Aproximaci\’’on con

’interpreter’,’latex’,’Location’,’best’);
leg.FontSize=26;

Figura

function [a,f]=fluxRoe(u)
J=length(u)-3;
a=zeros(1,J+2);
f=a;
for i=1:J+2
if u(i)==u(i+1)
a(i)=u(i);
else
a(i)=0.5x(u(i+1)+u(i));
end
if a(i)>=0
£(i)=0.5%u(i)"2;

$50$ celdas’},...



else
£(i)=0.5*u(i+1)"2;
end
end
end

clear
%La solucién exacta
xx=linspace(-1,1,10000) ;
for i=1:length(xx)
if xx(i)<=0.5
sol(i)=1;
else
so0l(i)=0;
end
end
nc=50;
%Célculo de la aproximacién (Come on!!!)
J=nc-1;
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%Valores iniciales
for i=1:length(x)
if 2%x(i)>=Dx

u(i)=0;
elseif 2*x(i)<=-Dx
u(i)=1;
else
u(i)=x(i)/Dx+0.5;
end
end
%Mallado temporal
t=0; tfin=1;

while t<tfin
u=[u(1) u u(end)];
[a,f]=f1luxRoe(u) ;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin-t);
v=u(2:end-1)-Dt/Dx*(f(2:end)-f(1:end-1));
u=v;
clear v
t=t+Dt;
end
hold on
ax=gca;
ax.FontSize=18;
axis([-1 1 -0.05 1.05])
set(gca, ’DataAspectRatio’, [10 7 10])
pl=plot(xx,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);
%Ploteamos la aproximacién obtenida
p2=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.5);

clear
%La solucién exacta
xx=linspace(-1,1,10000) ;
for i=1:length(xx)

if xx(i)<-0.5

sol(i)=-1;
elseif xx(i)>0.5;
sol(i)=1;
else
s0l(i)=2*xx(i);
end
end
nc=50;

%Célculo de la aproximacién (Come on!!!)
J=nc-1;
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%Valores iniciales
for i=1:length(x)
if 2xx(i)<=-Dx
u(i)=-1;
elseif 2#¥x(i)>=Dx
u(i)=1;
else
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u(i)=2%x(i)/Dx;

end
end
%Mallado temporal
t=0; tfin=0.5;
while t<tfin

u=[u(1) u ulend)];

[a,f]=fluxRoe(u);

Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin-t);

v=u(2:end-1)-Dt/Dx*(f(2:end)-f(1:end-1));

u=v;

clear v

t=t+Dt;
end
hold on
ax=gca;
ax.FontSize=18;
set(gca, ’DataAspectRatio’, [7.5 10 10])
axis([-1 1 -1.05 1.05])
pl=plot(xx,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);
%Ploteamos la aproximacién obtenida
p2=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.5);

Figura 4.5

function F=fluxRusanov(u)

for i=1:length(u)-1
a=0.5%(u(i) "2+u(i+1)"2);
b=max (abs(u(i)),abs(u(i+1)))*x(u(i+1)-u(i));
F(i)=0.5%(a-b);

end

end

clear
%La solucién exacta
xx=linspace(-1,1,10000) ;
sol=zeros(1,10000);
for i=1:length(xx)
if xx(i)<=0.5
sol(i)=1;
else
s0l(i)=0;
end
end
nc=50;
J=nc-1;
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%Valores iniciales
for i=1:length(x)
if 2*x(i)>=Dx

u(i)=0;
elseif 2*x(i)<=-Dx
u(i)=1;
else
u(i)=x(i)/Dx+0.5;
end
end
t=0; tfin=1;

Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin);
while t<tfin
u=[u(1) u u(end)];
f=fluxRusanov(u) ;
v=u(2:end-1)-Dt/Dx*(f(2:end)-f(1:end-1));
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs (u)),tfin-t);
end
hold on
ax=gca;
ax.FontSize=18;
axis([-1 1 -0.05 1.051)
set(gca, ’DataAspectRatio’, [10 7 10])
pl=plot(xx,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);
%Ploteamos la aproximacién obtenida
p2=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.5);
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clear
%La solucién exacta
xx=linspace(-1,1,10000) ;
sol=zeros(1,10000) ;
for i=1:length(xx)
if xx(i)<-0.5
sol(i)=-1;
elseif xx(i)>0.5
sol(i)=1;
else
s0l(i)=2*xx(i);
end
end
nc=50;
J=nc-1;
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%Valores iniciales
u=zeros(1,length(x));
for i=1:length(x)
if 2xx(i)<=-Dx
u(i)=-1;
elseif 2#¥x(i)>=Dx
u(i)=1;
else
u(i)=2*x(i)/Dx;
end
end
t=0; tfin=0.5;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs (u)) ,tfin);
while t<tfin
u=[u(1) u u(end)];
f=fluxRusanov(u) ;
v=u(2:end-1)-Dt/Dx*(f(2:end)-f(1:end-1));
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin-t);
end
hold on
ax=gca;
ax.FontSize=18;
set (gca, ’DataAspectRatio’, [7.5 10 10])
axis([-1 1 -1.05 1.05])
pl=plot(xx,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);
%Ploteamos la aproximacién obtenida
p2=plot(x,u,’ro-’,’LineWidth’,1.5);

Figura

J=99;

[x1,u1]=MinmodSing(J);

[x2,u2]=errorRusanov2(J);

y=linspace(-1,1,10000) ;

sol=SolExacta2(y);

hold on

ax=gca;

ax.FontSize=18;

axis([-1 1 -1.05 1.05])
pl=plot(y,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);

%Ploteamos la aproximacién obtenida
p2=plot(x1,ul,’LineWidth’,1.4,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
p3=plot(x2,u2,’LineWidth’,1.4,’Color’,[0.7 0.3 0.71);

leg=legend([pl p2 p3],{’ Soluci\’’on exacta’,’ M\’’etodo orden 2 con $100$ celdas™’,...

"M\’ ’etodo orden 1 con $100$ celdas™’},’interpreter’,’latex’,’Location’,’best’);
leg.FontSize=26;

Tabla 4.1]

function u = errorRusanov3(J)
%E1 mallado espacial
xini=0; xfin=5%pi/2;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
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inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%La estimacién inicial
u=zeros(1,length(x));
for i=1:length(x)
if x(i)-Dx/2<=pi/2
if x(i)+Dx/2<=pi/2
u(i)=2;
else
u(i)=1+(pi/2-x(i)+Dx/2-cos(x(i)+Dx/2))/Dx;
end
elseif x(i)-Dx/2<=3*pi/2
if x(i)+Dx/2<=3%pi/2
u(i)=1-(cos(x(i)+Dx/2)-cos(x(i)-Dx/2))/Dx;
else
u(i)=(3*pi/2-x(i)+Dx/2+cos(x(i)-Dx/2)) /Dx;
end
else
u(i)=0;
end
end
t=0; tfin=0.1;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin);
while t<tfin
u=[u(1) u u(end)];
f=fluxRusanov(u) ;
v=u(2:end-1)-Dt/Dx*(f(2:end)-f(1:end-1));
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min(0.5%Dx/max (abs(u)),tfin-t);
end
end

function v = RefOrdenRusanov(u,J)

v=zeros(1,J+1);

R=length(u)/length(v);

for i=1:length(v)
v(i)=mean(u(R*(i-1)+1:R*i));

end

end

J=[49 99 199 399 799 1599 3199];

xini=0; xfin=5*pi/2;

Dx=(xfin-xini)./(J+1);

error=zeros(size(J));

Jref=25599;

usol=errorRusanov3(Jref);

for i=1:length(J)
u=errorRusanov3(J(i));
usol2=RefOrdenRusanov (usol,J(i));
error(i)=Dx(i)*norm(u-usol2,1);

end

orden=zeros(1,length(error)-1);

for i=1:length(orden)
orden(i)=log2(error(i)/error(i+1));

end

Tabla 4.2

function error = errorRusanov2(J)
%E1 mallado espacial
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%La solucién exacta
sol=zeros(1l,length(x));
for i=1:length(x)
if x(i)<-0.5
sol(i)=-1;
elseif x(i)>0.5
sol(i)=1;
else
sol(i)=2*x(i);
end
end
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%La aproximacién del método de Rusanov
/%Valores iniciales
u=zeros(1,length(x));
for i=1:length(x)
if 2%x(i)<=-Dx
u(i)=-1;
elseif 2*x(i)>=Dx
u(i)=1;
else
u(i)=2*x(i)/Dx;
end
end
t=0; tfin=0.5;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin);
while t<tfin
u=[u(1) u u(end)];
f=fluxRusanov(u) ;
v=u(2:end-1)-Dt/Dx* (£ (2:end)-f(1:end-1));

u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min(0.5%Dx/max (abs(u)),tfin-t);
end
error=Dx*norm(u-sol,1);
end
clear
/%Espaciado en las x
J(1)=49;
for i=2:7
J(1)=2x(J(i-1)+1)-1;
end
for i=1:length(J)
i
error (i)=errorRusanov2(J(i));
if i>1
orden(i)=log2(error(i-1)/error(i));
end
end

Tabla 4.3

function u=errorMinmodSuave (J)
%E1 mallado espacial
xini=0; xfin=5*pi/2;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%La estimacién inicial
u=zeros(1,length(x));
for i=1:length(x)
if x(i)-Dx/2<=pi/2
if x(i)+Dx/2<=pi/2
u(i)=2;
else
u(i)=1+(pi/2-x(i)+Dx/2-cos(x(i)+Dx/2)) /Dx;
end
elseif x(i)-Dx/2<=3*pi/2
if x(i)+Dx/2<=3%pi/2
u(i)=1-(cos(x(i)+Dx/2)-cos(x(i)-Dx/2))/Dx;
else
u(i)=(3*pi/2-x(i)+Dx/2+cos(x(i)-Dx/2)) /Dx;
end
else
u(i)=0;
end
end
%Mallado temporal
t=0; tfin=0.1;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs (u)),tfin-t);
while t<tfin
u=[u(2) u(1) u u(end) u(end-1)1;
v=evol(u,Dx,Dt);
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min(0.5%Dx/max (abs(u)),tfin-t);
end
end
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J=[49 99 199 399 799 1599 3199];
xini=0; xfin=6%pi/2;
Dx=(xfin-xini)./(J+1);
error=zeros(size(J));
orden=zeros(1,length(J)-1);
Jref=25599;
usol=errorMinmodSuave (Jref) ;
for i=1:length(J)
i
u=errorMinmodSuave (J(i));
usol2=RefOrdenRusanov(usol,J(i));
error (i)=Dx(i)*norm(u-usol2,1);
if i>1
orden(i)=log2(error(i-1)/error(i));
end
end

Tabla [4.4]

function sol=SolExacta2(x)
tfin=0.5;
sol=zeros(1,length(x));
for i=1:length(x)
if x(i)<-tfin
sol(i)=-1;
elseif x(i)>tfin
sol(i)=1;
else
sol(i)=x(i)/tfin;
end
end
end

function [x,ul=MinmodSing(J)
%El mallado espacial
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
inix=xini+Dx/2;
finx=xfin-Dx/2;
x=inix:Dx:finx;
%Valores iniciales
u=zeros(1,length(x));
for i=1:length(x)
if 2*x(i)<=-Dx
u(i)=-1;
elseif 2*x(i)>=Dx
u(i)=1;
else
u(i)=2*x(i)/Dx;
end
end
%Mallado temporal
t=0; tfin=0.5;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin-t);
while t<tfin
u=[u(2) u(1) u u(end) u(end-1)1;
v=evol(u,Dx,Dt);
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin-t);
end
end

function error = errorMinmodSing(J)
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
[x,u]=MinmodSing(J) ;
sol=SolExacta2(x);
error=Dx*norm(u-sol,1);

end

J=[49 99 199 399 799 1599 3199];
error=zeros(1,length(J));
orden=zeros(1,length(J)-1);

for i=1:length(J)

CAPITULO 8. CODIGOS DE MATLAB



error (i)=errorMinmodSing (J(i));
if i>1
orden(i)=log2(error(i-1)/error(i));
end
end

Capitulo
Figuras y [5.2]

J=99;

[x1,u1]=MinmodSing(J);

[x1,u1]=WENOSing(J);

[x2,u2]=ENOSing(J) ;

y=linspace(-1,1,10000) ;

sol=SolExacta2(y);

hold on

ax=gca;

ax.FontSize=18;

axis([-1 1 -1.05 1.05])
pl=plot(y,sol,’k’,’LineWidth’,1.2);

%Ploteamos la aproximacién obtenida
p2=plot(x1,ul,’o-’,’LineWidth’,1.4,’Color’,[0.3 0.7 0.7]);
pause (40)

p3=plot(x2,u2,’0-’,’LineWidth’,1.4,’Color’,[0.7 0.3 0.7]);

leg=legend([pl p2 p3],{’ Soluci\’’on exacta’,’ M\’’etodo M3 con $100$ celdas™’,...

>"M\’’etodo M2 con $100$ celdas™’},’interpreter’,’latex’,’Location’,’best’);
leg.FontSize=26;

function f=fluxRusanovPar(a,b)
s=max (abs(a) ,abs (b)) ;
f=(a"2+b"~2)/4-s/2%(b-a) ;

end

function sig=CalculoSigma(u,Dx)

J=length(u)-5;

sig=zeros(1,J+3);

for i=1:J+3
a=(u(i+2)-u(i+1))/Dx;
b=(u(i+1)-u(i))/Dx;
sig(i)=minmod(a,b);

end

end

function L=vectorL(u,Dx)

sig=CalculoSigma(u,Dx);

J=length(u)-5;

umenos=zeros (1,J+2);

umas=umenos ;

f=umas;

for j=1:J+2
umenos (j)=u(j+1)+Dx*sig(j)/2;
umas (j)=u(j+2)-Dx*sig(j+1)/2;
£ (j)=fluxRusanovPar (umenos (j) ,umas(j));

end

L=-(f(2:end)-f(1:end-1))/Dx;

end

function v=evol(u,Dx,Dt)
L=vectorL(u,Dx);

ul=u(3:end-2)+Dtx*L;

ul=[u1(2) ui(1) ul ul(end) ul(end-1)];
Li=vectorL(ul,Dx);
u2=ul(3:end-2)+Dt*L1;
v=0.5%(u(3:end-2)+u2) ;

end

function [x,u]=MinmodSing(J)
%E1 mallado espacial
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1);
x=xini+Dx/2:Dx:xfin-Dx/2;
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%Valores iniciales
u=zeros(1,length(x));
for i=1:length(x)
if 2*x(i)<=-Dx
u(i)=-1;
elseif 2*x(i)>=Dx
u(i)=1;
else
u(i)=2*x(i)/Dx;
end
end
%Mallado temporal
t=0; tfin=0.5;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs(u)),tfin-t);
while t<tfin
u=[u(2) u(1) u u(end) u(end-1)1;
v=evol(u,Dx,Dt);
u=v;
clear v
t=t+Dt;
Dt=min(0.5*Dx/max (abs (u)),tfin-t);
end
end

function v=PasoRK2(u,Dx,Dt)

%Esta funcién calcula un paso del método de Runge-Kutta 3 estudiado
%Entradas: u, vector de J+1 elementos

% L, vector de J+1 elementos

% Dt, espaciado temporal

%Salida: v, vector de J+1 elementos, correspondiente a la estimacién del
%siguiente instante en el mallado, t + Dt.

L=Calculo_L(u,Dx);

ul=u+Dt*L;

Li=Calculo_L(ul,Dx);

u2=ul+Dt*L1;

v=0.5%(u+u2);

end

function L=Calculo_L(u,Dx)
%Calcula el vector L a partir de u
%Entrada: el vector u, de J+1 elementos
% el mallado espacial, de J+1 elementos
%Salida: el vector L, de J+1 elementos
J=length(u)-1;
u=[u(1)*ones(1,3) u u(end)*ones(1,3)]; %Afiadimos los "ghost values" necesarios
[vizq,vder]=ENO(u); %Aproximaciones en los extremos de las celdas
F=CalculoFlujos(vizq,vder); %Flujos F
L=zeros(1,J+1);
for j=1:J+1
L(j)=-(F(j+1)-F(j))/Dx;
end
end

function f=CalculoFlujos(vizq,vder)
%Célculo de los flujos F a partir de las aproximaciones en los extremos de las celdas
%Entradas: aproximaciones en los extremos de las celdas, vder y vizq,
% vectores de J+3 elementos
%Salida: un vector F, de J+2 elementos.
J=length(vder)-3;
f=zeros(1,J+2);
for j=1:J+2
£ (j)=fluxRusanovPar (vder(j),vizq(j+1));
end
end

function [vizq,vder]=ENO(u)
%Esta funcién calcula la reconstruccién ENO con r=3 en los extremos de las celdas
%Entradas: u vector de promedios, de J+7 elementos
%Salidas: vizq vector de aproximaciones por izquierda, de J+3 eltos
% vder vector de aproximaciones por derecha, de J+3 eltos
/%Definimos la matriz de coeficientes C
c=[11/6 -7/6 1/3; 1/3 5/6 -1/6; -1/6 5/6 1/3; 1/3 -7/6 11/6];
%Eleccién de "k"
J=length(u)-7;
vizq=zeros(1,J+3); vder=vizq;
for j=-1:J+1
if abs(u(j+4)-u(j+3))<=abs(u(j+5)-u(j+4))
if abs(u(j+4)-2*u(j+3)+u(j+2))<=abs(u(j+5)-2*xu(j+4)+u(j+3))
k=2;



end
else
if abs(u(j+6)-2%u(j+5)+u(j+4))<=abs (u(j+5)-2*u(j+4)+u(j+3))
k=0;
else
k=1;
end
end
vder (j+2)=dot (C(k+2,:) ,u(j-k+4:j-k+6));
vizq(j+2)=dot (C(k+1,:) ,u(j-k+4:j-k+6));
end
end

function [x,ul]l = ENOSing(J)
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1); Yespaciado espacial
x=xini+Dx/2:Dx:xfin-Dx/2; %mallado en las x, para la estimacién inicial
%Valores iniciales
u=zeros(1,length(x));
for i=1:length(x)
if 2%x(i)<=-Dx
u(i)=-1;
elseif 2*x(i)>=Dx
u(i)=1;
else
u(i)=2*x(i)/Dx;
end
end
t=0; tfin=0.5;
Dt=min((0.5*Dx) /max(abs(u)),tfin-t); %espaciado temporal
while t<tfin
v=PasoRK2(u,Dx,Dt) ;
u=v;
Dt=min((0.5%Dx) /max(abs(u)),tfin-t);
t=t+Dt;
t
end
end

function [alphal,alpha2]=WENOAlphas(v,d,eps)

%Esta funcién calcula los pesos alpha a partir de u y los pesos 6ptimos d
J%Entradas: u, vector de 5 elementos

% d, vector de pesos 6ptimos, de tres elementos
%Salidas: alpha, vector de 3 elementos

IS=zeros(1,3);
IS(1)=13/12%(v(3)-2*v(4)+v(5)) "2+1/4% (3*v (3) -4*v (4)+v(5)) "2;
IS(2)=13/12%(v(2)-2%v(3)+v(4)) "2+1/4* (v(2)-v(4))"2;
IS(3)=13/12x(v(1)-2xv(2)+v(3)) "2+1/4* (v (1) -4*v(2)+3*v(3)) "2;
alphal=d./(eps+IS)."2;

alpha2=flip(d)./(eps+IS)."2;

end

function [vizq,vder]=WENO(u,eps)
%Esta funcién calcula las aproximaciones en los extremos de las celdas,
Jusando la reconstruccién WENO de parametro "r"
%Entradas: u, vector de J+7 elementos, incluyendo ya los "ghost values"
%Salidas: vizq, aproximaciones en el extremo izquierdo, vector de J+3 eltos
% vder, aproximaciones en el extremo derecho, vector de J+3 eltos
c=[11/6 -7/6 1/3; 1/3 5/6 -1/6; -1/6 5/6 1/3; 1/3 -7/6 11/6]; %Matriz C de coeficientes
d=[3/10 3/5 1/10]; %Pesos 6ptimos
J=length(u)-7;
vizq=zeros(1,J+3); vder=vizq;
for j=1:J+3

[alphal,alpha2] =WENOAlphas (u(j:j+4),d,eps);

wl=alphal/sum(alphal) ;

w2=alpha2/sum(alpha2) ;

term=zeros(2,3);

for k=0:2

term(1,k+1)=dot (C(k+2,:),u(j-k+2:j-k+4));
term(2,k+1)=dot (C(k+1,:) ,u(j-k+2:j-k+4));

end

vder (j)=dot (wl,term(1,:));

vizq(j)=dot(w2,term(2,:));
end
end

function L=WENOCalculo_L(u,Dx)

97
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%Calcula el vector L a partir de u
JEntrada: el vector u, de J+1 elementos

% el mallado espacial, de J+1 elementos
%Salida: el vector L, de J+1 elementos
eps=1e-30;

u=[u(3) u(2) u(1) u u(end) u(end-1) u(end-2)]; %Condiciones de frontera artificiales
[vizq,vder]=WENO(u,eps); %Aproximaciones en los extremos de las celdas
f=CalculoFlujos(vizq,vder); %Flujos f

L=-(f(2:end)-f(1:end-1))/Dx;

end

function v=WENOPasoRK3(u,Dx,Dt)

%Esta funcién ejecuta un paso del método RK3
%Entradas: u, vector de J+1 elementos

% x, mallado espacial, de J+1 elementos
% Dt, espaciado temporal

%Salidas: v, vector de J+1 eltos, correspondiente a la aproximacién en el
%instante t+Dt.

L=WENOCalculo_L(u,Dx);

ul=u+Dt*L;

L1=WENOCalculo_L(ul,Dx);
u2=3/4*u+1/4%ul+1/4*Dt*L1;
L2=WENOCalculo_L(u2,Dx) ;
v=1/3%u+2/3*%u2+2/3*Dt*L2;

end

function [x,u] = WENOSing(J)
xini=-1; xfin=1;
Dx=(xfin-xini)/(J+1); %espaciado espacial
x=xini+Dx/2:Dx:xfin-Dx/2; %mallado en las x, para la estimacidén inicial
%Valores iniciales
u=zeros(1,length(x));
for i=1:length(x)
if 2xx(i)<=-Dx
u(i)=-1;
elseif 2*x(i)>=Dx
u(i)=1;
else
u(i)=2*x(i)/Dx;
end
end
t=0; tfin=0.5;
Dt=min((0.5%Dx) /max(abs(u)),tfin-t); %espaciado temporal
while t<tfin
v=WENOPasoRK3(u,Dx,Dt) ;
u=v;
Dt=min((0.5%Dx) /max(abs(u)) ,tfin-t);
t=t+Dt;
t
end
end

Capitulo [6]

Figura

hold on

set(gca,’visible’,’off’)

axis ([-3,3,-0.1,3])

set(gca, ’XTick’,[], ’YTick’, [1)

set (gcf, ’Renderer’, ’Painters’)

set(gca, ’DataAspectRatio’, [8 10 1])

%Ejes de coordenadas

plot([-3,3],[0,0], ’LineWidth’,1.4,’Color’,[0.3 0.7 0.7]);
text(2.85,-0.1,°$x$’, ’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,25,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
plot ([0 0],[-0.1 3],’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.4);
text(0.05,2.9,’$t$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
%Lineas de discontinuidad

plot([0 -2.725],[0 1.25],°k’,’LineWidth’,1.2)

plot([0 -2],[0 2.25],’k’, ’LineWidth’,1.2);

plot ([0 -0.25],[0 2.99],°k’,’LineWidth’,1.2)

plot([0 1.05],[0 2.8],°k’,’LineWidth’,1.2)

plot ([0 2.47],[0 1.7],°k’,’LineWidth’,1.2);

plot([0 2.86]1,[0 0.9],°k’,’LineWidth’,1.2)

%Valores que toma la funcién



text(-2,0.3,’$u"-=u"{(0)}$’, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(-1.5,0.95,’$u"{(1)}$’, interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
text(0.2,2.1,’$u"{(i)}$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
text(1.5,0.8,$u"{(m-1)}$’,’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(1.6,0.25,’$u"{(m) }=u"+$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
%Puntos suspensivos

scatter(1.5,1.5,15,°k?,’filled’);
scatter(1.6,1.4,15,°k’,’filled’)
scatter(1.4,1.6,15,°k’,’filled’)
scatter(-1.1,1.8,15,°k’,’filled’)
scatter(-1.2,1.7,15,°k’,’filled’)
scatter(-1,1.9,15,°k’,’filled’)

Capitulo [7]

Figura

hold on

set(gca,’visible’,’off’)

axis ([-0.5,8.5,-3,3])

set(gca,’XTick’, [1, ’YTick’, [1)

set (gcf, ’Renderer’, ’Painters’)

set (gca, ’DataAspectRatio’, [8 10 1])

%Ejes de coordenadas

plot([-0.5,8.5],[0,0], ’LineWidth’,1.4,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
text(8.3,-0.25,’$\lambda$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,28,’Color’,[0.3 0.7 0.7]);
plot ([0 0],[-3 3],’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.4);
text(-0.7,2.7,°$S_c(\lambda)$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,28,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
%Polos de la funcién racional

p=plot(2.5%[1 1],[-3 3],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(4x[1 1],[-3 3],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(6*[1 1],[-3 3],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(7.5%[1 1],[-3 3],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
/Marcas de los ejes

plot(1.2x[1 1],0.065*%[-1 1],’k’,’LineWidth’,1.2)

plot(0.05%[-1 1],1.5%[1 1],’k’,’LineWidth’,1.2)

%Texto

text(-0.7,1.465, $\frac{1}{\varphi(c)}$’,’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,38)
text(1.15,-0.25,°$1$’, ’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
text(2.57,-0.22,°$d_1$’,’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(4.07,-0.22,°8d_2%’,’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
text(6.07,-0.22,°$d_{m-1}$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
text(7.57,-0.22,°$d_m$’,’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,25)
%Lineas de la imagen de 1

p=plot(1.2*[1 1],[0 1.5],’k’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.2;
p=plot ([0 1.2],1.5%[1 1],’k’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.2;
%Graficas

%La primera, desde 1 a la di

x=linspace(1.2,2.5,1000) ;y=(x.~2-5.085)./((x+0.6) .*(x-2.55));
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%La segunda parte

x=linspace(2.5,4,1000) ;y=(x-3.3)./((x-3.25).72-0.72) ;
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%La tercera, primer tramo

x=linspace(4,4.2,1000) ;y=(x-5.1)./((x-4.85).72-1);
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])
x=linspace(4.2,4.4,1000) ;y=(x-5.1) ./((x-4.85) ."2-1);
plot(x,y,’--’,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%La tercera, segundo tramo

x=linspace(5.6,5.8,1000) ;y=(x-5.29)./((x-5.23).72-0.7);
plot(x,y,’--’,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])
x=linspace(5.8,6,1000) ;y=(x-5.29)./((x-5.23).72-0.7) ;
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%La cuarta parte

x=linspace(6,7.5,1000) ;y=(x-6.79)./((x-6.73).72-0.7) ;
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

/%Puntos suspensivos

scatter(4.7,0.35,15,’filled’,’k’)
scatter(5,0.35,15,’filled’, ’k’)
scatter(5.3,0.35,15,’filled’, ’k’)

%La imagen de 1

scatter(1.2,1.5,25,°filled’,’k’)

%Los lambdas
text(1.95,0.2,’$\lambda_1$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25,’Color’,[0.8 0.2 0.2])
scatter(2.255,0,25,°filled’,’k’)

text(3.3,0.2,’$\lambda_2$’,’ interpreter’,’latex’,’FontSize’,25,’Color’,[0.8 0.2 0.2])
scatter(3.3,0,25,°filled’,’k’)
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text(6.79,0.2,’$\lambda_m$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25,’Color’,[0.8 0.2 0.2])

scatter(6.79,0,25,’filled’, ’k’)

Figura

hold on

set(gca,’visible’,’off’)

axis ([-8,4,-3,3])

set(gca, ’XTick’, [], ’YTick’, [1)

set (gcf, ’Renderer’,’Painters’)

set (gca, ’DataAspectRatio’, [8 10 1])

%Ejes de coordenadas
plot([-8,4],[0,0],’LineWidth’,1.4,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
text(3.8,-0.25,’$y$’, interpreter’,’latex’, ’FontSize’,28,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
plot ([0 0],[-3 3],’Color’,[0.3 0.7 0.7],’LineWidth’,1.4);
text(0.1,2.7,’$R_w(y)$’, interpreter’,’latex’,’FontSize’,28, ’Color’,[0.3 0.7 0.7]);
%Polos de la funcién racional

p=plot(-5.5%[1 1],[-3 -0.5],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(-5.5%[1 1],[0 3],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(-4.2x[1 1],[-3 -0.5],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(-4.2x[1 1],[0 3],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(-2.5%[1 1],[-3 -0.5],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(-2.5%[1 1],[0 3],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(-1.2%[1 1],[-3 -0.5],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
p=plot(-1.2x[1 1],[0 3],’k--’,’LineWidth’,1.2); p.Color(4)=0.6;
%Texto

text(0.1,1.66,°$1$’, interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(-5.8,-0.2,’$-\eta_m$’,’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(-4.7,-0.2,’$-\eta_{m-1}$’,’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(-2.8,-0.2,’$-\eta_2$’,  interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
text(-1.5,-0.2,’$-\eta_1$’,’ interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25)
%Graficas

%La segunda parte
x=linspace(-5.5,-4.2,1000) ;y=-((x+5.7) ."2-1) ./ ((x+5.65) .*x(x+4) ) ;
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%La tercera, primer tramo

x=linspace(-4.2,-4,1000) ;y=-((x+4.4) .72-1) ./ ((x+4.35) .*(x+2.7)) ;
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])
x=linspace(-4,-3.85,1000) ;y=-((x+4.4).72-1)./((x+4.35) .*(x+2.7));
plot(x,y,’--?,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%La tercera, segundo tramo
x=linspace(-2.65,-2.5,1000) ;y=-((x+4) .72-1)./((x+3.95) .*(x+2.3));
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])
x=linspace(-2.75,-2.65,1000) ;y=-((x+4) ."2-1) ./ ((x+3.95) .*x(x+2.3));
plot(x,y,’--’,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%La cuarta parte

x=linspace(-2.5,-1.2,1000) ; y=-((x+2.7).72-1) ./ ((x+2.65) . *(x+1)) ;
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%La primera parte

x=linspace(-8,-5.5,1000) ;y=-(x+4) ."2./(x+5.2)-3.7;
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%La dltima parte
x=linspace(-1.2,3,1000) ;y=-(x+2.52) ."2./(x+1.32)+6.3;
plot(x,y,’LineWidth’,1.1,’Color’,[0.2 0.6 0.6])

%E1 punto (0,1)

scatter(0,1.5,25,°filled’,’k’)

%Puntos suspensivos

scatter(-3.1,0.35,15,’filled’,’k’)
scatter(-3.35,0.35,15,°filled’,’k’)
scatter(-3.6,0.35,15,’filled’, ’k’)

%Los lambdas
text(-5.1,0.3,’$\rho_m$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25,’Color’,[0.8 0.2 0.2])
scatter(-4.7,0,25,’filled’,’k’)
text(-2.02,0.3,’$\rho_2$’,’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,25, ’Color’,[0.8 0.2 0.2])
scatter(-1.7,0,25,’filled’,’k’)
text(-0.84,0.3,’$\rho_1$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25,’Color’,[0.8 0.2 0.2])
scatter(-0.907,0,25,’filled’,’k’)
text(2.12,0.3,’$\rho_0$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,25,’Color’,[0.8 0.2 0.2])
scatter(2.16,0,25,’filled’, ’k’)

Figura

m=1000; tfin=0.1;

Da=0;
[x1,w1]=IMEX_WENO_Exp2(m,tfin,Da);
hold on

ax=gca;

ax.FontSize=18;
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x1=x1(1,:);

plot(x1,w1(1,:),’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.3 0.7 0.7])
plot(x1,w1(2,:), ’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.7 0.3 0.7])
plot(x1,w1(3,:),’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.7 0.7 0.3])
pause (150)

Da=1le-4;

[x1,w2]=IMEX_WENO_Exp2(m,tfin,Da);

x1=x1(1,:);
plot(x1,w2(1,:),’--?,’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.3 0.7 0.7])
plot(x1,w2(2,:),’--?,’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.7 0.3 0.7])
plot(x1,w2(3,:),’--?,’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.7 0.7 0.3])

function [x,w0] = IMEX_WENO_Exp2(m,tfin,Da)
%En este script se aplica el método IMEX-WENO explicado en el articulo
%Definicién de parametros
N=3; tol=1e-10; maxiter=100; ep=0.5;
a=(4:6)’; nu=(1-ep)*a/ep; b=ones(N,1);
u=0.2; cinj=zeros(N,1);
ro=(1:3)7;
Dz=1/m;
ref=0.9; Dt=Dz*ref/u; t=0;
%Consideramos el mallado espacial
x=Dz/2:Dz:1-Dz/2;
%Condicién inicial
wO=ro*exp (-100%(x-0.5) ."2);
cO=Funcion_C(w0,b,nu,tol,maxiter);
while t<tfin
Dt=min(Dt,tfin-t);
cinj=cinj; %Aqui evaluariamos cinj en t en caso de que cinj no fuese 0
w=PasoCompleto(c0,w0,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt);
wo=w;
cO=Funcion_C(wO,b,nu,tol,maxiter);
t=t+Dt;
t
end
end

function c=Funcion_C(w,b,nu,tol,maxiter)
%Esta funcién calcula el vector "c" a partir de "w"
/%Entradas: matriz w de N filas y m columnas

% vector b, de parametros, en columna, de N elementos

% vector nu, de parametros, en columna, de N elementos

% tol: la tolerancia fijada para calcular la raiz con el método de
% Newton

% maxiter: el nimero mdximo de iteraciones a la hora de calcular
% la raiz con el método de Newton

%Salidas: vector c, en columna, de N elementos
a=size(w); N=a(1); m=a(2);
c=zeros(N,m);

for j=1:m
r=Calculo_raiz(w(:,j),b,nu,tol,maxiter);
for i=1:N
c(i,j)=w(i,j)/(A+nu(i)/r);
end
end
end

function yO=Calculo_raiz(w,b,nu,tol,maxiter)
%Esta funcién calcula una aproximacién de la raiz de la funcién racional
%R_w, que luego usaremos para hallar el vector "c" a partir de "w"

JEntradas: el vector w, en columna, de N elementos

% el vector b, de parametros, en columna, de N elementos

% el vector nu, de parametros, en columna, de N elementos

% tol, la tolerancia fijada al aplicar el método de Newton

% maxiter, el nimero madximo de iteraciones para el método de
% Newton

%Salidas: r, la aproximacién de la raiz
yO=1+dot(b,w)/2; /Fijamos la estimacién inicial
eri=1; er2=0; %Fijamos estos errores para entrar al bucle por primera vez
iter=0;
[f,df]=Funcion_Racional(w,b,nu,y0);
while erl+er2>=tol && iter<maxiter
yi=y0-f/df;
eri=abs(y1-y0);
yo=y1;
[f,df]=Funcion_Racional(w,b,nu,y0) ;
er2=abs(f);
iter=iter+1;
end
end
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function [fy,dfy]l=Funcion_Racional(w,b,nu,y)
fy=1-y+y*dot (b.*w,1./(y+nu));
dfy=-1+dot(b.*w,1./(y+nu))-y*dot(b.*w,1./((y+nu)."2));
end

function w=PasoCompleto(c,w0,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt)

%Esta funcién ejecuta un paso del método RK2 propuesto

%Entradas: w y c, matrices de N filas y m columnas, del paso n

%Salidas: w, matriz de N filas y m columnas, correspondiente al paso n+l
A
[N,m]=size(wO0);

%0btenemos ¢ a tiempo t_{n+1/2}
C=SolucionFC(c(:),w0,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt);
c=reshape(C,N,m) ;

%Pasamos ¢ ---> w, a tiempo t_{n+1/2}
w=Funcion_W(c,b,nu);

%0btenemos L~{n+1/2}
L=Matriz_L(w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz);

%0btenemos D~{n+1/2}

D=Matriz_D(c,Da,Dz);

%0btenemos w a tiempo t_{n+1}

w=w0+Dt* (L+D) ;

end

function CO=SolucionFC(CO,w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt)
%Esta funcién resuelve el sistema de ecuaciones F(C)=0 mediante el método

%de Newton

JEntradas: CO, la iteracién inicial

% tol, la tolerancia fijada

% maxiter, el nimero méximo de iteraciones permitidas a la hora de
% resolver el sistema mediante el método de Newton

% w, la estimacidén a tiempo t_n

%Salidas: CO, la estimacién de la solucién obtenida
erl=1; er2=0; %Valores fijados para entrar en el bucle en la primera iteracién
iter=0;
[FC,dFC]=Funcion_Paso1(CO,w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt);
while erl+er2>=tol && iter<maxiter
C1=CO0-dFC\FC;
erl=norm(C1-C0);
C0=C1;
[FC,dFC]=Funcion_Paso1(CO,w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt);
er2=norm(FC) ;
iter=iter+1;
end
end

function w=Funcion_W(c,b,nu)
%Esta funcién calcula "w" a partir de "c".
%Entradas: matriz c, de N filas y m columnas
% vector b, de parametros, como columna, de N elementos
% vector nu, de pardmetros, como columna, de N elementos
%Salida: vector w, como una columna, de N elementos
a=size(c); N=a(1); m=a(2);
w=zeros(N,m); %Definimos una matriz de igual tamafio que ¢
for j=1:m

for i=1:N

w(i,j)=c(i,j)*(1+nu(i)/(1+dot(b,c(:,3))));

end

end

function L=Matriz_L(w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz)

%Esta funcién calcula la matriz L, de N filas y m columnas, a partir de la
Ymatriz w, del mismo tamafio.

%Entradas: w, matriz de N filas y m columnas

% cinj, un vector columna de N elementos, correspondiente a la
% evaluacién de la funcién cinj en el instante de tiempo

% correspondiente.

% Dz, espaciado en el dominio espacial

% u, un parametro escalar

%Salidas: la matriz L, de N filas y m columnas
a=size(w); m=a(2);
f=Vector_f(w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz);
L=zeros(a);
L(:,1)=(uxcinj-£(:,1))/Dz;
for j=2:m

L(:,1)=(£C:,5-1)-£(:,§))/Dz;
end
end



function D=Matriz_D(c,Da,Dz)

%Esta funcién calcula la matriz D a partir de la matriz c, formada por N

%filas y m columnas

%Entradas: c, matriz de N filas y m columnas
%Salidas: D, matriz de la misma dimensién
a=size(c); m=a(2);

mu=Da/(Dz"2);

D=mu*c*Matriz_A(m);

end

function [FC,dFC]=Funcion_Paso1(C,w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt)
%Esta funcién calcula F(C) y F’(C) a partir de un vector columna de Nm
%elementos, que denotamos por C, y las estimaciones de "w" a tiempo t_n,

%una matriz de N filas y m columnas
%Entradas: el vector C, en columna, de Nxm elementos

% la matriz w, de N filas y m columnas
%Salidas: el vector FC, de Nm elementos
% la matriz dFC, la matriz jacobiana de F evaluada en C

%Definimos los paradmetros N y m
[N,m]=size(w);
G=Matriz_G(w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt);
E=Matriz_E(C,b,nu,N,m);
theta=(Da*Dt)/(2*Dz"2) ;
M=E-thetaxkron(Matriz_A(m) ,speye(N));
FC=M*C-G(:);
%Calculamos la matriz jacobiana evaluada en el vector C
c=reshape(C,N,m) ;
EE=cell(1,m);
for j=1:m

for k=1:N

for 1=1:N

EE{j}(k,1)=(1+nu(k)/(1+dot(b,c(:,j))))*(k==1)-nu(k) *b(1) *c(k,j)/(1+dot(b,c(:,3)))"2;

end
end
end
H=blkdiag(EE{1:m});
dFC=H-theta*kron(Matriz_A(m),speye(N));
end

function G=Matriz_G(w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt)

%Esta funcién calcula la matriz G a partir de la matriz w, de N filas y m

‘%columnas

%Entradas: w, una matriz de N filas y m columnas

% cinj, un vector columna de N elementos, correspondiente a la
% evaluacién de la funcidén cinj en el instante de tiempo

% correspondiente.

% u, parametro escalar

% Dz, espaciado en el dominio espacial

% Dt, espaciado en el dominio temporal

%Salidas: la matriz G, también de N filas y m columnas
L=Matriz_L(w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz);
G=w+Dt/2xL;

end

function E=Matriz_E(C,b,nu,N,m)

%Esta funcién calcula la matriz E a partir del vector C (columna, Nm

%elementos) y los parametros b y nu
%Entradas: vector C, en columna, de Nm elementos

% vector b, de parametros, en columna, de N elementos

% vector nu, de pardmetros, en columna, de N elementos

% N, el nimero de compoentes en la mezcla

% m, el nimero de elementos de la particién del dominio espacial

%Salidas: la matriz E
%Reconstruimos la matriz c a partir del vector C
c=reshape(C,N,m);
d=zeros (N*m,1) ;
for j=1:m
for i=1:N
d((j-1)*N+i)=1+nu(i)/(1+dot (b,c(:,3)));
end
end
E=spdiags(d,0,N*m,N*m) ;
end

function f=Vector_f (w,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz)
%Esta funcién calcula los flujos f a partir de la matriz w
%Entradas: w, matriz de N filas y m columnas
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% el vector b, de paramtros, como columna, de N elementos

% el vector nu, de parametros, como columna, de N elementos

% tol, la tolerancia fijada para el método de Newton

% maxiter, el nimero maximo de iteraciones fijado para el método

% de Newton

% cinj, un vector columna de N elementos, correspondiente al calor
% de la funcién c_inj en el instante de tiempo correspondiente

% Da, una constante escalar

% u, una constante escalar

% Dz, el incremento en el eje espacial

%Salidas: f, matriz de N filas y m columnas
%0btenemos los "ghost values" a partir de la matriz w
a=size(w); N=a(1); m=a(2);
c=Funcion_C(w,b,nu,tol,maxiter);
c=GhostValues_C(c,cinj,Da,u,Dz);
w=Funcion_W(c,b,nu);
fmas=zeros(N,m); fmenos=fmas;
for j=1:m
for i=1:N
fmas(i,j)=Rec_Weno(u/2*(c(i,j:j+4)+w(i,j:j+4)),’+’);
fmenos (i, j)=Rec_Weno(u/2*(c(i,j+1:j+5)-w(i,j+1:j+5)),’=’);
end
end
f=fmas+fmenos;
end

function wref2 = RefOrden(wrefl,m)

a=size(wrefl);

mref=a(2);

R=mref/m;

wref2=zeros(3,m);

for i=1:m
wref2(:,i)=mean(wrefl1(:,R*¥(i-1)+1:R*i)’)’;

end

end

function A=Matriz_A(m)

%En esta funcién, generamos la matriz A, dada su dimensién, m
J%Entradas: m, la dimensién de la matriz A

%Salidas: la matriz A

A=spdiags(ones(m,1)*[1 -2 1],-1:1,m,m);

A(1,1)=A(1,1)+1;

A(end,end)=A(end,end)+1;

end

function c=GhostValues_C(c,cinj,Da,u,Dz)

%Esta funcién calcula los "ghost values" a partir de la matriz c, de N
%filas y m columnas

%Entradas: la matriz c, de N filas y m columnas

% cinj, un vector columna de N elementos, correspondiente al calor
% de la funcién c_inj en el instante de tiempo correspondiente

% Da, una constante escalar

% u, una constante escalar

% Dz, el incremento en el eje espacial

%Salidas: la matriz c, ahora con N filas y (m+5) columnas
%Los tres ghost values a la derecha

a=size(c); m=a(2);

c(C:,m+1)=c(:,m);

c(:,m+2)=c(:,m-1);

c(:,m+3)=c(:,m-2);

%Los dos ghost values a la izquierda
col=((Da/u-Dz/2)*c(:,1)+Dz*cinj)/(Da/u+Dz/2)

c=[col c];
col=((Da/u-3*Dz/2)*c(:,3)+3*Dz*cinj)/(Da/u+3%Dz/2) ;
c=[col cl;

end

function res=Rec_Weno(h,flag)
%Calcula la aproximacién de orden 5 a partir de un vector de 5 elementos
JEntradas: h, vector de 5 elementos
% flag, bandera que nos indica si vamos a calcular fmas o fmenos
%Salidas: res, aproximacién de orden alto
%Definimos la matriz de coeficientes C
c=[11/6 -7/6 1/3;1/3 5/6 -1/6;-1/6 5/6 1/3;1/3 -7/6 11/6];
%Para fmas
f=zeros(1,3);
for r=0:2

if flag==’+’

f(r+1)=dot(C(r+2,:),h(3-r:5-1));



elseif flag==’-’
£ (r+1)=dot(C(r+1,:),h(3-r:5-1));

end
end
%ELl beta no canvia siga ’+’ o ’-’
beta=zeros(1,3);
beta(1)=13/12%(h(3)-2*h(4)+h(5)) "2+1/4* (3*h(3) -4*h(4)+h(5)) ~2;
beta(2)=13/12%(h(2)-2¥h(3)+h(4)) "2+1/4%(h(2)-h(4))"2;
beta(3)=13/12*(h(1)-2xh(2)+h(3))"2+1/4%(h(1)-4xh(2)+3%h(3)) ~2;
d=[3/10 3/5 1/10];
if flag==’+

alpha=d./((betateps)."2);
elseif flag==’-’

alpha=flip(d)./((betateps)."2);
end
w=alpha./sum(alpha) ;
res=dot (w,f);
end

Figura

clear

%En este script se aplica el método IMEX-WENO explicado en el articulo

%Definicién de parametros
N=3; tol=1e-10; maxiter=100; ep=0.5;
a=(4:6)’; nu=(1-ep)*a/ep; b=[4 5 1]’;
u=0.2; Nt=le4; L=1; Da=(L*u)/(2%Nt);
m=1000; Dz=1/m;
ref=0.8; Dt=Dz*ref/u; t=0; tfin=16;
%Consideramos el mallado espacial
x=Dz/2:Dz:1-Dz/2;
%Condicién inicial
wO=zeros(N,m) ;
cO=Funcion_C(w0,b,nu,tol,maxiter);
hold on
ax=gca;
ax.FontSize=18;
axis ([0 1 0 1.1])
while t<tfin
Dt=min(Dt,tfin-t);
cinj=(t>=0 && t<0.1)*[1 1 0]’+(t>=0.1)*[0 0 1]’;
w=PasoCompleto(c0,w0,b,nu,tol,maxiter,cinj,Da,u,Dz,Dt);
wo=w;
cO=Funcion_C(w0,b,nu,tol,maxiter);
t=t+Dt;
if round(le6*t)*le-6==
pl=plot(x,c0(1,:),’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.3 0.7 0.7]);
p2=plot(x,c0(2,:),’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.7 0.3 0.7]);
p3=plot(x,c0(3,:),’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.7 0.7 0.3]);

leg=legend([pl p2 p3],{’ Componente 17~’,’~Componente 27~’,’~Desplazador™~’},...

’interpreter’,’latex’);
leg.FontSize=26;
elseif mod(round(le6*t)*1le-6,4)==0

plot(x,c0(1,:),’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.3 0.7 0.71);
plot(x,c0(2,:),’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.7 0.3 0.7]);
plot(x,c0(3,:),’LineWidth’,1.2,’Color’,[0.7 0.7 0.3]);
end
t

end
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Capitulo 9

Conclusiones

El objetivo central de este trabajo ha sido presentar y analizar métodos numéricos de alto or-
den para la resolucién de sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacion, en particular de aquellos
presentes en los modelos de cromatografia.

La cromatografia es un proceso de separacién de los componentes de una mezcla. Esta técnica
consiste en disolver la mezcla en un fluido y hacerla circular a través de una columna cilindrica que
contiene un medio poroso. La diferencia en el grado de retenciéon de los componentes en el medio
provoca que éstos se separen y puedan recuperarse de manera independiente en la base del cilindro.

En [3] se razona que este proceso quimico puede modelarse mediante un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales, un sistema hiperbélico cuando un cierto parametro se anula. Ademas, en
[8, [7] se argumenta que los métodos para sistemas hiperbdlicos pueden modificarse ligeramente
para tratar el modelo de cromatografia general.

Con la motivacién de poder seguir el articulo [§] y resolver el sistema que en él se plantea, en
primer lugar se estudian las leyes de conservacién des del punto de vista tedrico. Asi, se trata el
concepto de solucién débil, el cual acepta funciones con alguna singularidad, asi como la condicién
de Rankine-Hugoniot o la condicién de entropia, con el objetivo de hallar la solucién del sistema
fisicamente correcta.

Posteriormente se repasan los métodos de volumenes finitos clasicos, de orden uno, y se presen-
tan algunas estrategias que permiten aumentar el orden de convergencia a dos, tanto en la variable
espacial como temporal.

Mas cerca del objetivo, la segunda parte del trabajo se centra en los esquemas numéricos de
orden alto basados en reconstrucciones polindmicas esencialmente no oscilatorias de tipo WENO y
resolvedores de sistemas de ecuaciones diferenciales provenientes de una formulacién semidiscreta.
De esta forma, se logran estimaciones de orden tres para soluciones suaves, y se consigue estimar
de forma mas precisa las discontinuidades presentes en algunas soluciones.

Una vez extendidos los contenidos presentados para la ecuacién escalar al caso de sistemas, el
capitulo final se dedica a reproducir los resultados de [§]. Se han introducido los conceptos bdsicos
de cromatografia para deducir las ecuaciones del modelo, y se ha demostrado que éste se reduce a
un sistema hiperbdlico de leyes de conservacién. Para ello, se ha probado que una cierta funcién
admite una correspondencia inversa, cuyo valor puede obtenerse calculando numéricamente la raiz
de una funcién racional adecuada. Finalmente, se ha introducido un método implicito-explicito que
incluye la reconstruccion WENO y un esquema de Runge-Kutta de orden dos, y se han realizado
distintos experimentos numéricos acerca de éste.
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