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Resumen

En el presente trabajo se estudian los métodos numéricos de Euler y Runge-Kutta para aproxi-
mar la solucién de ecuaciones diferenciales aleatorias utilizando el calculo estocéstico en media
cuadratica. Para facilitar la comprensiéon del estudio, el método de Euler se estudia primero en
el caso escalar y, posteriormente, se extiende a problemas matriciales. LLa memoria concluye con
la aplicacién de los métodos numéricos al estudio de un circuito eléctrico con ruido aleatorio.
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Abstract

In the present dissertation, the Euler and Runge Kutta numerical methods for random diffe-
rential equations are studied in the sense of mean square calculus. For the sake of clarity, first
the scalar Euler method is presented and, afterwards, it is extended to the matrix setting. In
the last chapter, both numerical methods are applied to study an electrical circuit with random
noise.






Resum

En el present treball s’estudien els métodes numérics d’Euler i Runge-Kutta per a aproximar la
soluci6 d’equacions diferencials aleatories utilitzant el calcul estocastic en mitjana quadratica.
Per a facilitar la comprensioé de I'estudi, el métode d’Euler s’estudia primer en el cas escalar
i, posteriorment, s’extén a problemes matricials. La memoria conclueix amb l’aplicacié dels
métodes numeérics a 'estudi d’un circuit eléctric amb soroll aleatori.
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Capitulo 1

Motivacion y Preliminares

Cuando queremos aplicar las Matemaéticas a situaciones del mundo real nos encontramos a
menudo con problemas que no pueden ser resueltos analiticamente o de manera exacta y cuya
solucién debe ser abordada mediante la resoluciéon de métodos numéricos. Por ello, para resolver
diferentes problemas como el analisis de un circuito eléctrico, dado que sus datos son medidas
tomadas en la realidad, tenemos la necesidad de tener modelos aleatorios. De manera que, en el
presente trabajo de fin de master, se va a realizar la construccién numérica de soluciones para
ecuaciones diferenciales aleatorias a partir del esquema aleatorio de Euler, y se demostraran
algunas condiciones para que la convergencia en media cuadrética sea estable, y se calculara el
valor esperado y la varianza del proceso de aproximacion.

Cuando un problema fisico se traduce a un conjunto de ecuaciones matematicas, a fin de
estudiarlo, se producen ciertos niveles de incertidumbre y de complejidad debido a los errores
en las ecuaciones diferenciales y por ello se hace necesaria la utilizacién de métodos numeéricos
para resolverlos.

Debido a la aleatoriedad de algunos de sus elementos en el estudio de las ecuaciones diferenciales
aleatorias se hace necesaria la exposiciéon de sucesiones de variables aleatorias de segundo orden.
Estas variables son aquellas cuyo rango estd formado por una cantidad finita de elementos,
definida como 0? = E(X?) — [E(X)]%

La convergencia, la continuidad y la analiticidad en media cuadratica, proporcionan alternativas
sobre construcciones numéricas de soluciones de valores iniciales aleatorios para problemas
diferenciales. Veremos las ecuaciones diferenciales aleatorias y algunos teoremas de existencia y
unicidad de soluciones en media cuadrética, el movimiento Browniano y la ecuacion diferencial
estocastica del lema de It6, su expresiéon en forma integral y la representaciéon de ruido blanco
aplicado a un ejemplo de circuito eléctrico.

Consideremos un problema de valor inicial de la forma

X(t) = F(X(t),t), tel=ltT),

X(to) = Xo, 1)
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donde Xy es una variable aleatoria y, X(t) y F(X(t),t) son procesos estocésticos.
Vamos a trabajar en un espacio de probabilidad completo, (€2, F, P). Especificamente trabaja-

remos con variables aleatorias reales, Y :  — R, denominadas de segundo orden y que poseen
una funcion de densidad de probabilidad, fy(y), que son aquellas que cumplen:

E[Y?] = /oo y2 fy (y)dy < +o0,

donde E[-] denota el operador esperanza. El conjunto de variables aleatorias de segundo orden
con la norma

Y]] = (E[Y?])z, (1.2)

tiene estructura de espacio de Banach y en lo sucesivo se denotara por (La, || - ||).

Si{X¥:1<i<r1<j<s}esunconjunto der x s de variables aleatorias de segundo orden,
entonces:

Xll . Xls
X=1 1 "~ (1.3)
xrl ... xrs

denota una matriz aleatoria de segundo orden de tamano r x s. Se puede demostrar que este
conjunto con la norma

S
— M4 ij
X lrxs = 1H<1;GL<XT XY, (1.4)
<igr
tiene estructura de espacio de Banach, y se denotara (L5™%, || - ||rxs)-

Dado un proceso estocéstico {X (t),t € T'} definido sobre (2, F, P), se denomina de segundo
orden si para cada t € T, X (t) es una variable aleatoria de segundo orden. De forma analoga,
si para cada t € T, X(t) es una matriz aleatoria de segundo orden de tamano r X s, entonces
{X(t),t € T'} se denomina proceso estocastico matricial de segundo orden.

Una sucesion de matrices aleatorias de segundo orden, {X,, }»>0 se dice que es convergente en
. s m.cC. .
media cuadratica a X € L5*®, y se denota por X,, ——— X, si
n—oo

lm [|X, — X|[rxs = 0. (1.5)
n—oo

Utilizando la siguiente propiedad clave [4, p. 88] para sucesiones de variables aleatorias conver-
gentes en media cuadrética

X, 5 X = E[X,] —— E[X],
n—ao0 n——oo




se puede demostrar que si {X,, },>0 es una sucesion de matrices aleatorias en Lgxs convergente
en media cuadratica convergente a X, entonces

E[X,] — E[X], (1.6)

n—aoo

donde hemos utilizado, segiin (1.3), que E[X] = (E[X%]),«s. En el caso particular en que X(t)
es un vector, lo denotaremos X (¢) y su funcion esperanza es la funcion vectorial determinista
E[?(t)] = (E[X%(t)])rx1 ¥ por definicién obtenemos E[?T(t)] = (E[Y(t)])T, donde ?T(t) es
el vector transpuesto de X (¢). La funcion de covarianza matricial de {X (¢),t € T} se define
como

Az =EIX (1) ~EXODE @) ~ERX ODT] = (07 (1) (1.7)

donde

v (1) = E[(X"(t) - EIX" (1)) (X7 (t) — E[X (1)])] (1.8)
— E[X(0)X7(1)] — EQCOEXC (W], 1<ij<r teT, |
Obsérvese que v (t) = V[X(t) = E[(X%(t))?]—(E[X*(¢)])? es la varianza de la variable aleatoria.
Si E[X(t)] = 6>, entonces A?(t) se llama la funciéon de correlacion matricial {Y(t),t e T}
Ademas, se puede demostrar (ver, [4, p. 88|)

X, R X=Ay — A (1.9)

Dada una matriz A = (a") en R™*", consideremos la norma

r

|Alloe = mdx » [a"]. (1.10)

J=1

El siguiente lema permite acotar la norma matricial estocastica definida anteriormente de un
producto de una matriz determinista por una matriz aleatoria en términos de las correspon-
dientes normas de cada factor.

Lema 1.0.1. Dadas las matrices deterministas A € R™", B € R**® y las matrices aleatorias
X,Y € Ly*°, entonces
IAX[rxs < [A[loo|Xlrxs 5 [[YBllrxs < [IBlloo|[¥ |]rxs- (1.11)

Prueba 1.0.1. Como el procedimiento para establecer estas dos desigualdades es andlogo, solo
probamos la primera. Por (1.4) y (1.10) se deduce que
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S T
[|AX|[;xs = mix kX méx > Y [a™*] || XM
1<e<r 4 1<Z<T
j=1 7j=1k=1
' S ] ) T ] S ]
< méx > Y [a™*| | XM]] = méxZIa”“IZHX’“JH
1<i<r > 1§i§r -
k=1 j=1 = =
r .
< méx > |a™| méx Z||Xk3|| = méx Z|alk|||X\|rXS
1<i<r 1<k<r
k=1
= [|A|[oo|[X[[rxs-

A continuacién introduciremos los conceptos de continuidad y diferenciabilidad de matrices
aleatorias en el sentido de la media cuadratica.

Decimos que un proceso matricial de segundo orden {X(t) : ¢t € T'} perteneciente al conjunto

L3*® es continuo en media cuadratica en el punto ¢ € T, siendo T' un intervalo de la recta real,
si

lm [[X(t+7) — X(t)|lxs =0, tt+reTl.
T—0

Diremos que dicho proceso es diferenciable en media cuadrética si existe un proceso de segundo
orden {X(t) : t € T'} tal que

X(t+71)—X(t)

T

lim =0, tt+7€eT. (1.12)

T—0

TX$8

Ejemplo 1.0.1. Sea Y wuna variable aleatoria de sequndo orden y consideremos el proceso
estocdstico de sequndo orden Y (t) = Y -t definido en un intervalo T. Veamos que Y (t) es
diferenciable en media cuadrdtica con respecto at. Tomando un nimero real T, y tal que t+71 €

T
2
(Y-(t—i—T)—Y-t_Y>

A continuacién introduciremos el concepto de funcién proceso estocéstico uniformemente con-
tinuo sobre ventanas temporales acotadas.

7

2

Y(t+7) - Y(1) .

T

-Y

2
— E[Y?] (W - 1) —0.
T

Definicion 1.0.1. Sea S un conjunto acotado en Ly*°, consideremos un intervalo T C R y
h > 0, decimos que la transformacion F : S x T — Ly*° es uniformemente continua en S,
sobre ventanas temporales acotadas, st

lim w(S,h) =0, (1.13)
h—0

donde

w(S,h) =  sup sup [|[F(X,t) — F(X,t')||rxs- (1.14)
XeScLy s [t=t'|<h




Ejemplo 1.0.2. Consideremos el proceso estocdstico vectorial de sequndo orden F(X,t) =
At)X + G(t),0 <t <t donde

Y:xz{Xl], A(t):A:{O . ] 8@):@.@):{ 0 ] (1.15)

X2 —wg  —2wpf

(por conveniencia, identificamos la notacion vectorial con la notacion matricial) siendo

m
Y(t)= Ztaje_o‘jt cos(wjt +0;), t>0, (1.16)
j=1

Y aj,of,wj y & nimeros reales positivos, y 8; variables aleatorias uniformemente distribuidas
en el intervalo [0,27] e independientes dos a dos. Observemos que

(ABX +G(t)T = [X?, —wd X! — 20X - Y (1), (1.17)
Y
(F(X.t) = F(X, )" =[0,Y (') =Y (t)]. (1.18)
Considerando la siguiente relacion 0 itk
‘ , / _ st )
Elcos(w;t + 0;) cos(wit’ + Oi)] = {% cos(ws(t— ) si j =k, (1.19)
se obtiene m 4
E[(Y(t,) _ Y(t))2] — Z Qa?(t2€_2ajt + (t/)2€—2ajt’)
= (1.20)

a? (tt'e s (+) cos(wj(t —t'))).

'Flﬁs

1

J

Por lo tanto, utilizando el hecho de que las funciones deterministicas exponenciales y cosenos
involucradas en (1.20) son continuas con respecto a la variable t, de la Definicion 1.0.1 se
deduce que, F(X,t) es uniformemente continua sobre ventanas temporales acotadas.

Para hacer méas autocontenida la exposiciéon del trabajo, a continuacién enunciamos varios
resultados que necesitaremos posteriormente y cuya demostracion puede encontrarse en [4,

Cap. 4].

Teorema 1.0.1 (Integracion por partes en media cuadratica). Consideremos {X (t),t € T} un
proceso estocdstico diferenciable en media cuadrdtica sobre el intervalo T = [to, t], y una funcion
determinista h(t,u) continua en T X T y cuya deriwada parcial Oh(t,u)/0u existe. Denotemos

Y(t) = /tt h(t,u)X (u)du, (1.21)
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(donde la integral anterior se considera en el sentido de Riemann en media cuadrdtica) entonces
se cumple

Y (1) = [h(t, 0) X ()", /t 8héZU)X(u)du. (1.22)

0

Tomando h(t,u) =1 en (1.21) — (1.22), se deduce el siguiente resultado

Teorema 1.0.2 (Teorema fundamental del calculo en media cuadrética). Sea {X(t),t € T}
un proceso estocdstico diferenciable en media cuadrdtica en T = [to, t] tal que X (t) es integrable
Riemann sobre T' de media cuadrdtica, entonces

t
X(u)du = X (t) — X (to). (1.23)
to
Ejemplo 1.0.3. En el contexto del Ejemplo 1.0.1, y teniendo en cuenta la diferenciabilidad en
media cuadrdtica del proceso X(t) =Y - t, aplicando la férmula de integracion por partes se
obtiene

t
Ydu=Y(t—to). (1.24)
to
Proposicion 1.0.1. Si {X(t),t € T} es un proceso estocdstico continuo en media cuadrdtica
en T = [to,t], entonces

t t
‘ X(wdul| < [ || X(u)||du < Mx(t —t9), Mx = méx || X (u)||. (1.25)
to to tOSUSt
Teorema 1.0.3. Sea X (t) un proceso estocdstico de sequndo orden en I = [to,T] y media

cuadrdtica continua en él. Entonces existe n € I tal que

X(t) — X(to) = X(n)(t — to).

La prueba de este resultado puede encontrarse en |7].
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Estudio del esquema de Euler para
ecuacliones diferenciales aleatorias

2.1 El método aleatorio de Euler y su convergencia en media
cuadratica

Consideremos el problema de valor inicial (1.1) bajo las siguientes hipotesis F' : .S x T' — Lo,
con S C Lo:

1. H1: F(X,t) es uniformemente continua sobre ventanas temporales acotadas en media
cuadratica. Véase Definicion 1.0.1.

2. H2: F(X,t) satisface la condicion de Lipschitz en media cuadratica

IE(X, 1) — F(Y, )] < k(®)||X — Y|, /tte k(t)dt < +oo. (2.1)

La condicion H2 garantiza la continuidad en media cuadratica de F'(X,t) con respecto a la
primera variable, mientras que H1 garantiza la continuidad de F'(X,t) con respecto a la segunda
variable. De ahi y de la desigualdad

I1F(X,t) = F,E)|| < [|F(X, 1) = P 0| +[|[F (Y1) = F(Y, )],

obtenemos la continuidad en media cuadréatica de F'(X,t) con respecto a las dos variables.

Consideremos el método aleatorio de Euler para el problema de valor inicial

Xn+1 = Xp + hF(Xnytn); n >0,
Xo = X(tO)v
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donde h = t, — t,—1, con t, = tg + nh, paran = 1,2,3.... Demostraremos que bajo las
hipotesis H1 y H2, el método de Euler (2.2) es convergente en media cuadratica en el sentido
de estacion fija, i.e. el error de la media cuadréatica

en = Xn — X(t) = Xp — X(t), (2.3)

tiende a cero en Lo, cuando h — 0, n — oo con t — tg = nh.

Bajo las hipotesis H1 y H2, el Teorema 5.1.2 |4, p. 118] garantiza la existencia y unicidad de la
solucion de la media cuadratica X (t) en [ty,tn+1] C [to,te), y por el Teorema 1.0.2, deducimos

tn+1 .
X(tht1) = X(tn) + X(u)du, n >0. (2.4)
129
De (2.2)-(2.4) obtenemos
tn+1 .
ent1 —en = (Xnt1 — Xp) — (X (tht1) — X(tn)) = hF(Xp, tn) — X (u)du. (2.5)
tn
El término F(X,,t,) € Lo de la ecuacion (2.5) se puede escribir como
tn+1
hﬂ&ﬂw:FQ@%Wwy%“:/‘<ﬂKﬁwm. (2.6)
t

n

Por (2.5), (2.6) y usando X (u) = F(X (u),u) obtenemos

%H:%+/wﬁnxmm—meu
p (2.7)
=ep+ /t [F(Xn,tn) — F(X(u),u)]du.

n

Dado que en las hipotesis H1 y H2, F(X,t) es continuo en media cuadratica con respecto a
ambas variables, el proceso estocastico de segundo orden

G(u) = F(Xp, tn) — F(X(u), ), (2.8)

es continuo en media cuadrética para u € [ty, t,+1]. Tomando las normas en (2.7) y usando la
Proposiciéon 1.0.1 se deduce que

tn+1
lewsll < lleal| + / 1P (X, ta) — F(X (), 0)]|du. (2.9)

n

Ahora acotaremos el integrando que aparece en la formula (2.9):




2.1 El método aleatorio de Euler y su convergencia en media cuadrdtica

t
+[[F(X (tn), tn) — F(X(u), tn)]| (2.10)
|
Para los dos primeros términos, usando la hipotesis H2, obtenemos
[F(Xn, tn) = F(X(tn) tn)|| < k(tn)|[Xn — X (tn) || = E(tn)l[enl], (2.11)

F(X (tn), tn) = F(X (), tn)|| < k(tn)[|X () = X (W)ll, € [tn, tnsa]- (2.12)

Aplicando (2.4) en [tp,u] C [tn,tn+1] vy usando nuevamente la Proposicion 1.0.1, deducimos

X = Xl = || [ ¥ < [ 1@l <du-n), @1y
donde
MX:sup{HX(v) 1o Svgte}. (2.14)
De (2.12)-(2.14) obtenemos
[|F(X(tn), tn) — F(X(u),ty)|| < k(tn)hMy. (2.15)

Sx es un conjunto acotado en Lo definido por la solucién tedrica exacta del problema de valor
inicial,

Sy = {X(t),tg <t < t.}. (2.16)
Luego, por la hipotesis H1 y la Definicién 1.0.1, obtenemos
1P (X (1), tn) = F(X(u),w)|| < w(Sx,h), (2.17)
y por (2.11), (2.15) y (2.17), deducimos que (2.10) se puede escribir como
1F(Xn, tn) — F(X (), ul| < k(tn)llen]| + hM i k(tn) +w(Sx, h),
y por lo tanto, (2.9) toma la forma

lensall < llenl[[1 + hk(tn)] + hlw(Sx, h) + hM g k(tn)]- (2.18)




Capitulo 2. Estudio del esquema de Euler para ecuaciones diferenciales aleatorias

Por (2.18) y el Lema 1.2 [5, p. 28| obtenemos

enhk(t”) -1

leall < M0 el +

[w(Sx,h) + hMk(t)],

y como nh =t — to, ||leg|| = 0, la anterior inecuacion se escribe como

o(t—to)k(t) _

0 Lo(Sx, b) + hM k(D). (2.19)

llenll <

De (2.19), deducimos que {e,} es convergente a cero en media cuadratica.

Teorema 2.1.1. Bajo las hipétesis H1 y H2, el método aleatorio de Euler (2.2) es convergente
en media cuadrdtica y el error de discretizacion ey, definido por (2.3), satisface la desigualdad
(2.19) para t =ty + nh,h > 0,ty <t < t,.

2.2 El caso matricial

Consideremos el problema del valor inicial aleatorio donde X(¢) es F : S x T'— L5 procesos
estocésticos matriciales de tamafio r X s y X es una matriz aleatoria de tamano r x s. Estu-
diaremos en esta secciéon la convergencia de la media cuadréatica del método aleatorio de Euler
en el marco matricial. Denotemos

CF = (FIX0)

X8

X(t) = <X” (t)>

XS

y el método de Euler matricial asociado a (1.1)

_ >

Xo = X(to),

donde X7 es la entrada (i,7) de la matriz aleatoria X, y F(X,,t,) es la entrada (i,j) de
F(X,,t,). El error de e, tiene su correspondiente entrada (3, j),

e = XY — X (t,). (2.21)

Asumimos las mismas hipotesis H1 y H2 con la tnica diferencia de que la norma en L5™® es
|- lrxs ¥y que F: S x T — LS C LL**, satisface

1. H1: F(X,t) es uniformemente acotado en media cuadratica para ventanas temporales
acotadas.

2. H2: F(X, ) satisface la condicion de Lipschitz de media cuadratica

10



2.2 El caso matricial

te
[F(X. ) — F(Y. 8)[|rce < KO]X — Y|, /k@%<+m.
to

Si X(t) es la solucion teorica del problema matricial (2.20), entonces cada una de sus funciones
de entrada X% (t) es diferenciable en media cuadrética y aplicando el teorema fundamental del
céleulo en el intervalo [t,, tni1] C [to, te], v considerando la entrada (, j) de X(u) = F(X(u), u),
obtenemos

X (1) — X (1) = [ X () = /tthFij(X(u),u)du. (2.22)

tn n

Teniendo en cuenta la entrada (i, 4) de (2.20) y el Ejemplo 1.0.3 con Y = F¥(X,,,t,) € Lo
obtenemos

totr
Xn+1 — X” = hF9(X,,t,) = /t FY(X,,, ty)du. (2.23)

n

De (2.21)-(2.23) se deduce que

2T .
:fﬂ = e” + / [FY (X, tn) — FY(X(u), u)]du. (2.24)
tn

Para probar la convergencia en la media cuadratica, tenemos que probar que el error e, = (erf )
tiene una matriz nula en el espacio L5*°. Como F(X,t) es continua en media cuadrética, por
la Proposiciéon 1.0.1 se deduce que

n+1
&%2/ £ (s ) = X (), )] (225)
tnt1
</t &I%ZHFU (X, tn) — F9 (X (u), u)||du.

Al aplicar la desigualdad (2.10) a cada componente (i,7) de F(X,t) para u € [tp, tn+1], obte-
nemos

HFU(XH, tn) — F9(X(u),u)

‘ﬂmmm%WKWM)

ﬂWMWMwmmmm (2.26)

~ HFJ (X(w), tn) = F7(X(u), u)

11



Capitulo 2. Estudio del esquema de Euler para ecuaciones diferenciales aleatorias

Ahora aplicaremos la condicion de Lispchitz dada por H2 y la definicion de || - ||,xs, de este
modo obtenemos

HF I (X tn) = F9(X(tn), tn)

< HF(Xn,tn) — F(X(tp), tn)

TX$8

Bt 1K — X ()] (2.27)

— (tn) @]l
1F9 (X (), tn) — F(X(u), )| < |[FX(u), tn) — FX(w), )]s < w(Sx,h),  (2.28)

donde Sx definido en (2.16) y X(¢) es la solucién teodrica exacta del problema matricial (1.1).
Para acotar la expresion ||[F¥(X(t,),t,) — FY(X(u),t,)||, en primer lugar observaremos que
F(X(tn),tn) y F(X(u),t,) dependen de (r x s) + 1 argumentos, y expresaremos la diferencia
anterior como la suma de r x s términos donde en cada término solo cambia un argumento y
todas las entradas restantes se mantienen constantes. Por lo tanto, escribamos

F(X(tp), tn) = F9(XM(t,), ..., X5 (t0): . i X (), X5 () tn),

F(X(u),ta) = FY(X M (u), ., X ()i X (), X7 (u)i ),

y al descomponer la diferencia F(X(t,),t,) — F¥(X(u),t,) en r x s términos y aplicar la
condicion de Lipschitz tenemos

179 (X (tn), tn) = F (X (w), t)| < rsh(ta) méx >~ [1XY (u) = X9 (8] (2:29)
4

ya que

[F9(X(tn), tn) — F7(X(u), )|

< [IF(X(tn), tn) — F(X(u), tn)l|

FX M (), X 2(t), o, X ()5 X (), X2 (t), oo, X75(t0), tn)
—F(XM (), X2(tn), o, X () XN (0), X 2 () -, X785 (tn) 1) ||
+HF(X“(u),Xlz(tn),Xl?’(tn),...,Xls(tn);...;X“(tn),...,X”(tn), tn)
—F(X (), X2(tn), XB(tn), ..., X (1) s X (), ..o, X7 (), 1)
+..+

+F(X M (), X2 (), ., X () X ), X7 (), X7 () )
=P (), X P (), X () X () X (), X (), 1)
< rsk(tn)||X(u) — X(tn)||r><s

= rsk(t,) méx ZHX” — X9(t)]l.

1<i<lr

12



2.2 El caso matricial

Como cada entrada X% (t) de la solucion X (t) del problema matricial (1.1) es diferenciable en
media cuadratica, se deduce que

X9 () — X ()| = \

/ X (v)dv
t'VL

< [ IX)ldo < ha, (2.30)
t”n,

donde X(t) es la solucion tedrica del problema matricial (1.1) y hemos aplicado

X9 @] < X ()llexs < My = sup{HX@)Hm tosts te}- (2:31)

Por (2.29)-(2.31) obtenemos

HF”(X(tn),tn) _ F(X(u), 1) ‘ < rk(ta)hMy, 1<i<r1<j<s. (2.32)
De (2.26)-(2.27) y (2.32) deducimos
FI(Xp, ty) — F9(X(u),u)|| < k(ta)]|lenllrxs + s*rhMg] + w(Sx, h), (2.33)

méx FU9(Xp,tn) — F9(X(u),u)|| < sk(ty) [|en|\m + 821”th} + sw(Sx,h). (2.34)

Tomando normas en (2.24), y usando (2.25), (2.34), obtenemos

B 3 bngt [ y
lebll < el 1 0 = 00000 ]

<legll+ 1 [ [Pt - Px@ 0l

< ||| + hsk(tn)llenllrxs + rh?s*k(tn) My + hsw(Sx., h).

Por lo tanto

lent1llrxs < [lenllrxs + hs*k(tn)||en]lrxs + rh?s*k(tn) Mg + hs*w(Sx, h)

=(1+ hszk(tn))HenHrXs + h[s2w(Sx, h) + rh34k(tn)MX].

De esta desigualdad y del Lema 1.2 |5, p. 28|, deducimos

nhs?k(t,) _

e

—————— k(tp)rs*hMx + s* :
e k(tn)rs*hMyg + s*w(Sx, h)

En+lllrxs S € Zk(tn)HeOHTXS +
llentillrxs < €™

Como e¢g =0y nh =t, —tg =t—ty, la altima expresion se puede escribir de la siguiente forma

13



Capitulo 2. Estudio del esquema de Euler para ecuaciones diferenciales aleatorias

elt—to)s?k(t) _ 1 4 .
llent1]lrxs < e k(t)rs*hMyg + s*w(Sx, h)|. (2.35)

Por la hipotesis H1, w(Sx, h) — 0 cuando h — 0y, por (2.35), obtenemos que ||€,41||rxs —
0 cuando h — 0 , n — oo, nh =1t — ty.

Teorema 2.2.1. Con la notacion introducida en esta seccion, bajo las hipotesis H1 y H2, el
método aleatorio de Euler (2.20) es convergente en media cuadrdtica y el error e, “definido por
(2.21)” satisface la desiguladad (2.35) para t =to+nh, h >0, tg <t <t..
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Capitulo 3

Estudio del esquema de Runge-Kutta
para ecuaciones diferenciales aleatorias

Los métodos numéricos son metodologias que utilizan técnicas meramente algebraicas y arit-
méticas para resolver de forma aproximada ecuaciones o sistemas de ecuaciones complejos, que
analiticamente resultan muy dificiles e incluso imposible de resolver. La convergencia lenta del
método de Euler y lo restringido de su regién de estabilidad absoluta, nos lleva a considerar
métodos de orden de convergencia mayor. En cada paso, el método de Euler, se mueve a lo
largo de la tangente de una cierta curva que esta “cerca” a la curva desconocida o buscada. Los
métodos Runge-Kutta, extienden esta idea geométrica utilizando varias derivadas o tangen-
tes intermedias en lugar de solo una, para aproximar la funcién desconocida. En concreto, un
método Runge-Kutta explicito de s etapas se puede escribir siguiendo la siguiente estructura:

K; = hF(ty,X,),
Ky = hF(t, + c2h, X, + a271K1),
K3 = hF(tn + Cgh, Xn + (a3,1K1 -+ (1372K2)),

(3.1)
K, = hF(ty +csh, X + 3571 as ;K)),
Xn+1 = Xn + lezl blKla
donde los calculos se van realizando de forma recursiva. De
1
Xn+1:Xn+6(K1+2K2+2K3+K4), n=0,1,2,..., (3.2)

observemos que el coste computacional viene dado basicamente por el nimero de evaluaciones
de la funcién F en cada paso. Los métodos Runge-Kutta explicitos de s pasos requieren de s
evaluaciones de la funciéon F.

En particular, el método de Euler dado en (2.2) se puede escribir como un método de Runge-
Kutta de 1 etapa y por tanto requerird en cada paso de una evaluaciéon de la funcion F. En
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Capitulo 3. Estudio del esquema de Runge-Kutta para ecuaciones diferenciales aleatorias

particular, en este capitulo vamos a centrarnos en el método estandard Runge-Kutta de orden
4, que posiblemente se trata del método Runge-Kutta més conocido y utilizado al mantener
un buen equilibrio entre coste computacional y precisiéon. Se trata de un método cuyo orden de
convergencia global es 4.

Teorema 3.0.1. Consideremos F(X(t),t) definida de S x I en Ly, donde S es un conjunto
acotado en Lo. Si F(X(t),t) satisface las siguientes condiciones

(C1) F(X,t) es aleatoria uniformemente continua y acotada.

(C2) F(X,t) satisface la condicion de Lipschitz en media cuadrdtica, es decir,
| F(X,t) = F(Y, ) [[< K@) | X =Y, (3.3)

donde

/T K(t)dt < o,

To

entonces, el esquema aleatorio de Runge-Kutta de cuarto orden (3.2) es convergente en media
cuadrdtica.

Prueba 3.0.1. Bajo las hipdtesis (C1) y (C3), estamos interesados en que el error,
e, =X, — X(t,), (3.4)

converja a cero en media cuadrdtica, donde X(t) es la solucion tedrica de la Ecuacion 1.1 y X,
n > 0 es la aproximacion numérica dada por el esquema aleatorio de Runge-Kutta de cuarto
orden.

Del Teorema 1.0.3, resulta que

X(tnt1) = X(tn) + hF(X(ty), ty):  ty € (tn, tnt1). (3.5)
De (3.4) tenemos

ent1 = Xn+1 — X(tny1) + X — X — X(tn) + X (tn).

Reordenando, tomando normas y usando (3.4) y (3.1)-(3.2)

[ entr |l < | Xn = X(tn) || + [| X(bn) = X(tn41) + Xny1 — Xn =

h h K, h
| en |l + | (X(tq) n)+6 ( )+3 ( T +2>+ (3.6)
K
+§ F(Xn+2,tn+h

h
= -F(X, +Ks,t, +h).
5 2>+6( + K3, tn + h)
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Tomando

M= sup [[X(1)]] (3.7)

to<t<T

y usando (C1), (C2) y el Teorema 1.0.3 tenemos
I (X tn) = F(X(tn), t)ll < [[F(Xn, tn) = F(X(tn), ta)|| + [[FX (X (tn), tn) — F(X(ty, tn)]

+[[F(X(ty), ta) — F(X(ty), ty)l|
< K(tn)||en|| + K(tn) Mh 4+ w(S, h)

K h
F<xn+1,tn+ )F(X(tnxtn)

h 3 h
< K(tn+2) leall+ 2311k <tn+2> +u(S 1), (3.9)

2 2
K h h h
F(Xn+22,tn+2>—F(X(tn),tn) gK(tn+2>!\enu+2MhK<tn+2> +w(S, h), (3.10)

IF(X,, + Ks, £ + h) — F(X(t)), tn)]| < K(tn + B)|len]] + 2MhK (t, + h) + w(S, h).  (3.11)

Sustituyendo las expresiones (3.8), (3.9), (3.10) y (3.11) en la ecuacion (3.6) obtenemos

h 2h h h
lewsall |1+ () + 3K (1045 ) + K1)l
2 . 2 (3.12)
+ MFK(tn) + Mh*K <tn - 2) + MgK(tn + h) + hw(S, h),
y tomando
h 2h h h
n=14 —K(ty) + oKty + = | + ZK(t, + h), 3.13
a +6()+3<+2>+6(+) (3.13)
h? ) h h?
bn = M=o K(tn) + MPK( tn + 5 | + MKty + h) + heo(S, h) (3.14)
la desigualdad (3.12) se puede reescribir como:
llent1l] < anllen]| +bn, n=0,1,2,..., (3.15)

y por sustitucion sucesiva en la ecuacion (3.15) se llega a
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Capitulo 3. Estudio del esquema de Runge-Kutta para ecuaciones diferenciales aleatorias

llental] < <Hai)||eo|+z< 11 aj>bi, n=0,1,2,..., (3.16)
=0

i=0 \ j=i+1

Para probar que e, — 0 cuando n — oo, con nh =T y h — 0, supondremos que la funcién
de acotacion de Lipschitz, K(t), introducida en la condicion (Cy) (véase expresion (3.3)) esta
uniformemente ecotada en el intervalo [Ty, T'] (esto por ejemplo se cumple si K (t) es una funcion
continua), es decir,

K = max K(t).
To<t<T

Bajo esta hipotesis se cumple

gai < gexp (Z [K(ti) AR+ Z) bR+ h)D

i h
< iHOeXp <6[K +4K + K]) @17

= H exp(Kh)
=0

— eK(n—i—l)h,

donde en la primera acotaciéon hemos aplicado la siguiente desigualdad: 1 +z < e*, x> —1.

Aplicando que K(t) < K, Vt € [Ty, T], a partir de (3.14), también se cumple la siguiente
acotacion

h? h?
b < MK + Mh’K + M=K+ hw(S, h)

= MhQK[é +1+ ;] + hw(S, h) (3.18)

- ngF + hus(S, h).

Ahora sustituimos las acotaciones (3.17) y (3.18) en (3.16), teniendo en cuenta que ey = 0, y
que (3.17) se aplica sobre un producto que tiene n — i factores,

18



lewsall < Z( 1 « )b

Jj=t+1

<Ze n—i) < Mh2K + hw(S, h)>

(3.19)
< Mh*K + hw(S, h) ) K”hz —ikh
3 ) KTl —e —K(n+1)h
donde en el dltimo paso hemos usado que nh =T (sentido de estacion fija) y que
1 —pntl _
Zn— T, T=¢ Kh,
Observemos que, usando nh = T', (3.19) se puede escribir de la siguiente forma
3 KTh(]- _ 6—Knh6—Kh)
llent1]] < <2MhK+w(S, h))e | — o Kh a20)
3 rrh(l — e BTeKR) .
= <2MhK+w(S, h))e [ o Kh
Usando la regla de L’Hopital se tiene
1 — ¢~ KT —Kh 1 — ¢~ KT —Kh Ke—KTe—Kh | _ o—KT
h’mh( e e ): 0 :Hm( e "le +hKe "'e _ e (3.21)
h—0 1 —e Kh 0 h—0 KeKh K
Por otra parte,
, 3
lim <MhK + w(S, h)) =0, (3.22)
h—0 \ 2

ya que w(S,h) — 0 cuando h — 0.

Por tanto, tomando limites cuando h — 0, n — oo con nh = T en (3.20), y usando (3.21) y
(3.22), se deduce que ||en+1|| = 0 cuando n — 0, lo que prueba la convergencia del método de
Runge-Kutta.
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Capitulo 4

Ejemplos numéricos

En este capitulo se presentan varios ejemplos de carécter, principalmente, numérico donde se
muestra como se puede obtener las soluciones aproximadas de ciertas ecuaciones diferenciales
con condiciones iniciales usando los métodos de Euler y Runge-Kutta aleatorios.

4.1 Determinacion del desplazamiento por un movimiento
terrestre

Consideremos el problema de determinar el efecto sobre una estructura terrestre de una per-
turbacion de tipo terremoto. Supongamos que la estructura estd en reposo en t = 0, y sea
X(t) > 0,t > 0, el desplazamiento (relativo) horizontal del techo con respecto al suelo. Ba-
sandose en un modelo lineal idealizado, el desplazamiento relativo X () se rige por la ecuacion
diferencial

(4.1)

X(t) + 28w X (1) + w3 X (t) = =Y (t), t>0,
X(0)=0,X(0) =0,

donde Y (¢) es el proceso estocastico de segundo orden dado por (1.16). La solucién en media
cuadratica del problema (4.1) tiene la forma, [4, p. 165,

X(t) = —/0 h(t — 2)Y (2)dz, (4.2)

con & < 1, y donde h(t) es la respuesta impulsiva

1
h(t) = —e Stsin(@gt), t>0, @o=wov1— &2 (4.3)
wo
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Capitulo 4. Ejemplos numéricos

La esperanza y la funcion de autocorrelacion del proceso estocastico de segundo orden Y (¢)
estdn dadas por

E[Y(t)] =0, t>0, (4.4)
y
Ty (u,v) = E[Y (u)Y (v)] = % > uvafe ) cos((u — v)w;), u,v > 0. (4.5)
j=1

Por lo tanto, de las ecuaciones (4.2)-(4.5), se deduce que

Var[X(8)] = E[X (£) X (1)] = /0 /O h(t — Wh(t — )Ty (uw, v)dudv, t>0.  (4.6)

Para aplicar el esquema aleatorio de Euler al problema, convertiremos la ecuacién diferencial

de segundo orden (5.1) en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Dejando
XUt = X (1), X2(t) = X(t) y (X(#)T = [X'(t), X2(t)], la forma de la matriz vectorial de la
ecuacion (4.1) es

X(t) = A()X(t) + G(t),

donde A(t) y G(t) se han obtenido en (1.15) y (X(0))¥ = 07 = [0,0]. Como XZ = [0,0], la
expresion del método aleatorio de Euler en este caso toma la forma

n—1

X, = (I+hA)"Xg+h > (I+hA)" " G(t,) ZI+hA’”1G( i),
1=0 =0

donde I denota la matriz de identidad de tamafo 2. Es importante senalar, que las hipétesis H1
y H2 se cumplen, luego la convergencia en media cuadratica del método aleatorio de Euler estéa
garantizada. De hecho, H1 se cumple con el Ejemplo 1.0.2 y, segtin el Lema 1.0.1, se obtiene la
condicién de Lipschitz

‘|F(X7t) - F(Y:t)HrXs < HAHOOHX - YHTXS = kHX - YHTXSv

donde

tf‘.
k= max{1,w? + 2wo&} , / kdt < +o00
to
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4.1 Determinacion del desplazamiento por un movimiento terrestre

#varlX(t_nj] WV h=1/20 AV, h=1/40 V,h=1/20

0,15

0,05

0 0,1 0,2 0,2 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,3 1

Figura 4.1: Comparacion entre los valores teéricos y numeéricos por el Ejemplo 4.1.

Teniendo en cuenta que como E[Y (¢;)] = 0, obtenemos que E[X,,] = 0 y E[X,,](E[X,])T =0,
luego la matriz de covarianza del vector aleatorio X,, seria

Ax, = E[X,(Xn)"]
n—1n—1 N o (47)
= Y0 S+ hA) T EG()G() (L hA)Y T,
=0 j=0

siendo
T 0 0
E[G(t:)(G(t)'] = [0 E[Y(ti)Y(tj)]’

donde E[Y (¢;)Y (t;)] esté definido por (4.5). Teniendo en cuenta que si Ay, = (V¥)ax2, denota
la matriz cuadrada de tamaiio 2 dada por (4.7), entonces V1! es la varianza aproximada del
proceso estocastico de segundo orden (4.1), obtenida del método aleatorio escalar de Euler. La
Figura 4.1 muestra V1! = Var[X,] para h = 1/20, h = 1/40, h = 1/80 y la varianza tedrica
Var[X(t,)] dado por (4.6), tomando en (4.1) & =10,05y wj =1, a; = (1/2)7, 0 < j < 20 para
Y (t) dado por (1.16). Dicha grafica ilustra, que los valores numéricos y exactos estan mas cerca
cuando h disminuye. Este comportamiento esta de acuerdo con la propiedad (1.9).

23
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4.2 Problema matricial lineal bilateral completo de Sylverter

Consideremos el sistema diferencial aleatorio matricial no homogéneo dado por

X(t) = A(H)X(t) + X(t)B(t) + C(t), t>0, (4.8)
X (0) = X, '
donde
A(t) = [(1) é] B(t) = [(1) (1)] () = [Bét) (B(Ot))% Xy =0 (4.9)

siendo 0 la matriz nula de tamano 2 x 2 y B(t) un proceso de movimiento Browniano. Ya que
E[(B(t))?] =ty [(B(t)*] = 3t%, entonces para 0 < t < ¢ resulta que

IF(X,t) = F(X,t)|lrxs =max{[|B(t) — B{t)|],||(B(t))* — (B(t"))?||}
méax{|t — |2, | — 12 + 3(t')? — 2t/ |"/?},

y por el Lema 1.0.1 se obtiene

IF(X,t) = F(X, )[rxs < [[AX = Y)[[rxs + [[(X = Y)B[;xs
< (HAHOO + HBHOO)HX - YHT><87

entonces la ecuacion del problema (4.8) satisface las hipotesis H1 y H2, por lo tanto, el método
aleatorio de Euler es convergente en media cuadratica.

Vamos a denotar por E[X,] = (E¥)axs la esperanza de la matriz de tamafio 2 x 2 de las
aproximaciones de Fuler. Las Figuras 4.3 y 4.5, proporcionan los valores de esta matriz para
diferentes valores del paso h. A partir de los resultados, se observa que, los valores numéricos
obtenidos estan mas cerca a medida que disminuye el valor del paso h, como cabe esperar por
la convergencia en media cuadratica, y por tanto también de la media y la varianza.

4.3 Problema escalar lineal con termino fuente Browniano

Consideremos el problema

{X(t) =2tX(t) +exp(—t) + B(t), te][0,1], (4.10)

X (to) = Xo,

donde B(t) es el proceso movimiento Browniano estandar y Xy es la variable aleatoria, X ~

N(%, %) independiente del movimiento Browniano B(t) para cada t € [0, 1].
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4.3 Problema escalar lineal con termino fuente Browniano

#h=1/10 0 h=1/20 »h=1/40

-0,05
01
-0,15

02
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,8 1

Figura 4.2: Valores numéricos de E*! de la matriz esperanza del Problema Matricial 4.2.

#h=1/10 Ch=1/20 A h=1/40

0,08 .
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0,04 i
. &

0,02 .
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1] 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 0.6 0,7 0,8 0.9 1

. v "

Figura 4.3: Valores numéricos de E'2 de la matriz esperanza del Problema Matricial 4.2.
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#h=1/10 O h=1/20 A h=1/40

0,2

0,15

0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0.9 1

¥ " . . - . .

Figura 4.4: Valores numéricos de E*' de la matriz esperanza del Problema Matricial 4.2.
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0 0,1 0,2 0.3 0,4 0.5 0,6 0.7 0,8 0,9 1
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Figura 4.5: Valores numéricos de E?? de la matriz esperanza del Problema Matricial 4.2.
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4.8 Problema escalar lineal con termino fuente Browniano

Para calcular la solucién exacta del problema, multiplicamos la ecuacién (4.10) por exp(—t2) y

usando W (t) = %gt), se obtiene

—2t exp(—t%) X (t)dt + exp(—t?)dX (t) = exp(—t?)(exp(—t) + B(t))dLt.
Usando la formula de 1to [3], se deduce
d(exp(—t?) X (t)) = —2t exp(—t>) X (t)dt + exp(—t*)dX (t) = exp(—t?)(exp(—t) + B(t))dt

por lo que
X(t)= exp(tz){Xo + /0 exp(—s)(exp(—s) + B(s))ds}. (4.11)

Notemos que F(X,t) cumple la condicion de Lipschitz H2, ya que

|F(X,t) — F(X*,1)|| = ||2tX + exp(—t) + B(t) — 2tX* — exp(—t) — B(t)||
= [|2¢X — 26 X*]| = 2t[| X — X*]|.

Si F(X,t) = 2tX + exp(—t) + B(t), entonces
[F(X, 1) = F(X, )] < @IIX]| + D]t — ¢ + |t — ]2 (4.12)

y F(X,t) esta acotada aleatoriamente de manera uniforme continua en cualquier conjunto
acotado S C L?. Para este problema, el método aleatorio de cuarto orden de Runge-Kutta es

1
Xnt1 :Xn+6(K1—|—2K2+2K3—|—K4), (413)

donde
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Capitulo 4. Ejemplos numéricos

=2ht, X, + h(exp(—t,) + B(tn)),

( > (1+ htn) X, +h2<t +h>(exp(tn)+3(tn))

w(oo (= (nr3)) +5(3))
( + Z) (1 + h( )(1 + ht ))Xn +h? <tn + Z)z(exp(—tn) + B(tn))
O ) O ) )|

Ky =2h(t, + h) <1+2 ( ><1+h< Z>(1+htn)>)Xn+2h4(tn+h)
< - )2eXp ~tn) +B(tn))+2h2(tn+h)<1+h<tn+Z))

h
3
<exp( ( )) +B<tn i Z)) T h(exp(—(tn + 1)) + Bt + 1)),

y denotando

o :1+Zt”+23h<t”+g> <1+(1+htn)<1+h<tn+g>>>
: g(tn + h) (1 22}1(% + Z) <1h+:z<tn + g) (1+ htn))}?, 2

bo =5 <1+2h<tn+2> + 282 (tn+2> + 203 (t, + h) (tn+2> >(eXP(—tn)+B(tn))
+§<2+h<tn+g> +h(tn+h)<1+h<tn+g)>>
x (exp(— (thr Z)) +B<tn+ Z)) + g(exp(—(tn+h)) +B(tn + 1)),

tenemos
Xnt1=anXn+by, n=0,1,2,..., (4.14)

por lo que

(Hal)Xg+Z< H > n=1,23,.... (4.15)

=0 \ j=i+1

De (4.11) y (4.15), obtenemos la esperanza y la varianza de X (t) y X,.

E[X(1)] = exp(t2) B + /0 exp(—s? — 5) ds], (4.16)
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4.8 Problema escalar lineal con termino fuente Browniano

1
E[Xn]:§Hai+Z IT @ | Bl n=1.23,..., (4.17)
i=0 i=0 \ j=i+1
donde
h h ) AN h\?
E[bl] :g 1+ 2h ti+§ + 2h ti+§ + 2h (ti-f-h) ti+§ exp(—ti)
h h h h
h
+ 6 exp(—(t; + h))
y

Var[X (1)) = exp(2t2) [112 + /0 t /O " exp(—s? — r?) min(s, r)ds dr]

o (4.18)
= exp(2t?) [12 + / (exp(—s?) — exp(—252))ds] )
0
1 n—1 2 p-ln-1 n—1 n—1
Var[X,] = 12(1‘@) +Y > ( 11 aj> ( 1T al> Covlb;,by] n=0,1,2,3,...,
=0 i=0 k=0 \ j=i+1 I=k+1
(4.19)

donde

h
Cov|b;, by =A; 1 min(t;, tx) + B; ), min (ti, tr + 5)

h
+ C;min(t;, ty, + h) + By; min (ti + 3’ tk)

h h h
+ D; j min (ti + §,tk + 5) + E; min (ti + §,tk + h) + Cr min(t; + h, ty)
2

h h
+ Ej min (ti + h,tp + 5) + 36 ml’n(ti + h,tx + h),

siendo
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Capitulo 4. Ejemplos numéricos

t

Euler

_ 1
h_20

h_f

Runge-Kutta de orden 4

_ 1
h_20

h_f

0,1

1,0400 x 10~*

2, 3400 x 1074

2,3928 x 10~ 7

3, 8298 x 1078

0,2

1,2609 x 1073

9,9530 x 10~ %

1,6616 x 10~°

2,6515 x 107

0,3

3,8050 x 103

2,3808 x 1073

4,8646 x 107

7,7577 x 10~7

0,4

8,0600 x 103

4,5799 x 1073

1,0045 x 107

1,6045 x 107°

0,5

1,4602 x 102

7,9072 x 1073

1,7175 x 107

2,7424 x 1076

0,6

2,4361 x 1072

1,2859 x 1072

2,6128 x 10~°

4,1668 x 107

0,7

3,8779 x 1072

2,0206 x 102

3,6763 x 10~°

5,8493 x 107°

0,8

6,0083 x 102

3,1145 x 1072

4,9002 x 10~°

7,7672 x 1076

0,9

9,1709 x 1072

4,7538 x 1072

6,2899 x 107

9,9122 x 106

1,0

1,3899 x 1071

7,3744 x 1072

7,8726 x 10~°

1,2299 x 107

Cuadro 4.1: Error absoluto de la esperanza de X(t) con Euler y Runge-Kutta de orden 4 del Problema
Browniano 4.3.

Aigp=oe (1420 ti+ 5 ) +202 (i + 5 ) +2R3(t; i
ik 6<+h(t+2)+h<t+2 +h(t—|—h)<t 2))
h ) A h\?
X |14 2h tk+§ + 2h tk+§ + 2h°(ty, + h) tk+§ ,
Bip=—(14+2n(t;+= ) +20%(t;+ = | +2R3(t;i +h)(t; +
F 2 2 2
h
><<2+h(tk+2>+h(tk+h)<1+h<tk+2>>>,
h2 h h 2 h 2
Ci=—(1+2n(t;+ =) +2R*t;+ =) +2R°t+h)(ti+ =) ),
36 2 2
h? h h
Di —9<2+h<ti+2>+h(t +h)< +h<tl+)>>
h
x<2+h<tk+2>+h(tk+h<1+h<tk+ >>>
h

El error absoluto de la esperanza y la Varianza de X (t) con los métodos de Euler y Runge-
Kutta de orden 4 , en h = 55 y h = 50, se presentan en el Cuadro 4.1 y en el Cuadro 4.2.
En la Figura 4.8 y la Figura 4 11 hemos representado, para su comparacion, la esperanza y la
varianza exacta y aproximada, respectivamente, del Ejemplo 4.3 con el método de Runge-Kutta
deorden4y h = %. Ademas, las Tablas 4.1 y 4.2 muestran que los valores numéricos de E[X,]
y Var[X,,] estdn mas cerca de los valores teoricos E[X (¢,)] v Var[X (¢,)] cuando el parametro
h disminuye, siendo las aproximaciones obtenidas por el método de Runge Kutta de orden 4
bastante mejores que las proporcionadas por el método de Euler.
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4.8 Problema escalar lineal con termino fuente Browniano

¢ Euler Runge—Kutta de orden 4
b= = — b= h=—
0,1] 2, 0204 x 1073 | 1, 9717 x 1073 | 7, 0459 x 1075 | 1, 1263 x 1076
0,21]9,3422 x 1073 | 9,4287 x 1073 | 1,4670 x 10™° | 2,345 x 10~
0,3 ]3,7520 x 1072 | 2,5607 x 102 | 2,3546 x 107> | 3,7642 x 10
0,4 | 5,4110 x 1072 | 5,5446 x 1072 | 3,4562 x 107> | 5,5264 x 10~
0,5]1,0430 x 10~ | 1,0679 x 10T | 4,8999 x 10~° | 7,8369 x 10
0,6 | 1,8845 x 101 [ 1,9249 x 10~! | 6,8810 x 107> | 1,101 x 10~°
0,7 13,2798 x 1071 | 3,3400 x 10~ [ 9,7109 x 10~> | 1,5548 x 10~°
0,8 | 5,5950 x 10~ | 5,6795 x 10~ | 1,3903 x 10~% | 2,2279 x 10~
0,9 19,9469 x 1071 | 9,5833 x 10T | 2,0328 x 10~% | 3,2615 x 10~°
1,0 | 1,6045 1,6194 3,0505 x 10~% | 4,9026 x 10~°

Cuadro 4.2:
4.3.

Figura 4.6: Esperanza X (t) mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = 21—0 del Problema Browniano

4.3.

Figura 4.7: Esperanza X,, mediante el método Runge-Kutta de orden 4y h = 2—10

Error absoluto de la varianza de X (t) con Euler y Runge-Kutta de orden 4 del Problema Browniano

0.2

25
20/
15
1o}

0.5¢

0.4

0.6 0.8

1.0

0.2

0.4

0.6 0.8

1.0

del Problema Browniano 4.3.



Capitulo 4. Ejemplos numéricos

25

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.8: Esperanza X(¢) y X,, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = % del Problema
Browniano 4.3.

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.9: Varianza X (t) mediante el método Runge-Kutta de orden 4y h = % del Problema Browniano 4.3.

°
1.5F
| °
10 ¢
I °
I °
0.5+ ®
L °
°
o« °
°
¢ o 0o © o o o ° °
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.10: Varianza X,, con el método Runge-Kutta de orden 4 y h = % del Problema Browniano 4.3.
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4.4 Problema de ruido blanco Gaussiano

1.5F
1.0F

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.11: Varianza X (t) y X, con el método Runge-Kutta de orden 4 y h = % del Problema Browniano
4.3.

4.4 Problema de ruido blanco Gaussiano

Consideremos el problema

(4.20)

X(t) =X{t)+W(t), telo1],
X(0) = Xo,

donde W (t) es un proceso de ruido blanco Gaussiano con media cero y X es una variable

exponencial aleatoria con el pardmetro A = %, independiente de W (t) para cada t € [0,1]. En

este ejemplo tenemos F(X,t) = t2X + W (t).

La covarianza de W (t) es
Cov[W(t), W(s)] = d(t — s), (4.21)

donde §(t) es la funcion delta generalizada. Siempre existe una convolucion con la funciéon
delta, ver [6], y la funcion delta juega el mismo papel para la convolucién que la unidad para
la multiplicacién, esto es,

Odxg=g.

Por tanto, si tomamos g(s) = h(s)X]0,t](s), donde h(s) es una funcion C*> y X0, ](s) denota
la funcion caracteristica de la funcion en el intervalo [0, ], de (4.21) se tiene que

o) o) t
/ o(3)8(s — r)ds = / h(s)X[0,1]()8(s — r)ds — /0 h(s)0(s — r)ds = h(r).

—0o0 —0o0

Para calcular la solucion exacta del problema, multiplicaremos ambos lados de (4.20) por

exp (%ts% y usando W(t) = d%t), tenemos
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Capitulo 4. Ejemplos numéricos

—texp <_3t3>X(t)dt + exp <_3t3>dX(t) = exp (f)dB(t),

usando la formula de It6, [3], concluimos

d(exp <_3t3>X(t)> = —t?exp <_3t3>X(t)dt + exp (_3tg>dX(t) = exp (_Stg)dB(t),

y entonces

X(t) = exp ( ;3> [Xo + /Ot exp <_383>dB(s)} (4.22)

Ahora, calculamos las aproximaciones X, usando el método aleatorio de Runge-Kutta de cuarto
orden,

Xnr1=Xn+ = (kl + 2ko + 2k3 + k), (4.23)

donde

ki =ht2 X, + hW (t,),

ky = ( ><1+Zti>x +}2<tn+g)2W(tn)+hw<tn+§>,

o) s B2 o020 o2
(e |

(s ) (o (30 e

i
X (tn 4+ h)*W (tn) + h2(t, + h)? (1 ( ) > ( > + hW (t, + h),
y tomando

1 h

o) (e (058) 005 +3)))
+%(tn+h <1+2h<tn+g> < < +Z> <1+Zti>>>
wp(ron(erd) L )
+§<1+< ( Z>><1 t+h2>> < )+2W(tn+h),
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4.4 Problema de ruido blanco Gaussiano

tenemos
Xn+1:aan+bn7 n:071727"’7

y procediendo de forma recurrente obtenemos

n—1 n—1 n—1
Xn:<HCLZ>X0+Z< H aj)bi, n=1,2,3,....
=0

i=0 \ j=i+1

De (4.22) y (4.24), obtenemos las esperanza y las varianzas de X (t) y X,:

E[X(t)] = 2exp (i),

n—1 n—1 n—1 n—1
EXo)=2]]a+> | I @ | Bl =2]]a
i=0 i=0 \j=i+1 i=0
y
23 ! —2s3
Var[X (t)] = exp <> [4 +/ exp ( i )ds],
3 0 3
n—1 2 n—1n—1 n—1 n—1
Var[X,] = 4( az> +YN ( 11 a]> ( 11 al>E[bibk],
i=0 i=0 k=0 \ j=i+1 I=k-+1
donde

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

E[bbi] = Ai,ké(ti—tk)“‘Bz‘,k& <ti—tk—g) —|—Bi7k5<ti—tk+;’l> +Cid(ti—ty—h)+Crd(ti—tx+h),

con
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Capitulo 4. Ejemplos numéricos

" Euler Runge-Kutta de orden 4
h= = == h= = ==

0,1 |8, 3335 x 1070 | 2, 1868 x 1071 | 2, 1709 X 10 10179, 2227 x 10712
0,2 | 1,8389 x 1073 | 4,2813 x 1073 | 4,3522 x 10719 | 4,4555 x 10~ 12
0,3 12,9353 x 1073 | 1,8305 x 102 | 6,5759 x 10*10 6,7342 x 10~ 12
0,4 | 5,9445 x 1073 | 4,9066 x 10=2 | 8,9216 x 10710 | 9,1442 x 10712
0,5 | 1,0166 x 1072 | 1,0493 x 1071 [ 1,1604 x 10=2 | 1,1963 x 10~ 1T
0,6 | 1,5858 x 1072 [ 1,9749 x 101 | 1,5255 x 1072 | 1,6213 x 10~
0,7 | 2,3460 x 1072 | 3,4425 x 101 | 2,1834 x 1077 | 2,5666 x 10~
0,8 [ 3,3671 x 1072 | 5,7317 x 101 | 3,7346 x 1077 | 5,3311 x 10~ 1
0,9 | 4,7596 x 1072 | 9,3076 x 10~1 | 7,9493 x 1077 [ 1,4031 x 10~ 1°
1,0 | 6,6954 x 10=2 | 1,4968 1,9803 x 1078 | 4,0766 x 1010

Cuadro 4.3: Error absoluto de la esperanza de X (t) con Euler y Runge-Kutta de orden 4 del Problema de

ruido blanco Gaussiano 4.4.

¢ Euler Runge—Kutta de orden 4
h= = h=2 h= = h=2

0,1 | 6, 0089 x 1072 | 5, 9641 x 1072 | 1, 0005 x 1071 | 1, 0005 x 1071

0,2 | 1,7228 x 1071 [ 1,6825 x 10~ | 2,0080 x 10~ T | 2,0080 x 107"

0,3 | 3,3247 x 1071 | 3,2120 x 10~ | 3,0408 x 10~ ! | 3,0408 x 107!

0,4 | 5,3849 x 1071 [ 5,1617 x 101 | 4,1304 x 1071 | 4,1304 x 1071

0,5 | 7,9087 x 1071 | 7,5330 x 1071 | 5,3239 x 10~ T | 5,3239 x 10!

0,6 | 1,0930 1,0353 6,6898 x 10~1 | 6,6898 x 10~ T

0,7 | 1,4516 1,3676 8,3267 x 10~1 | 8,3267 x 10T

0,8 | 1,8769 1,7586 1,0380 1,0380

0,9 | 2,3832 2,2199 1,3075 1,3075

1,0 [ 2,9899 2,7663 1,6764 1,6764

Cuadro 4.4: Error absoluto de la varianza de X (t) con Euler y Runge-Kutta de orden 4 del Problema de ruido

blanco Gaussiano 4.4.

Ak =;L2(1+[1+h<ti+g 2+h22<t¢+}21)4<1+2(ti+h)2)]
a5 ) (o))
+}§[1+<1+Z<ti+g)2> 1—|—Z(ti—|—h)2>}

[ (15 (e >2><1+I§<tk+h>2>]»

O Gty M G R )
;(HZ( h)2) [—;(HZ(jHZ)Q)(H (tx + h) )D

C; = 6<1+h<tl+;> +h2<ti+g) (1+;(ti+h)2>>, i k=0,1,2 n—1.
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4.4 Problema de ruido blanco Gaussiano

2.8

2.6

24

2.2

1 L L L 1 L L L 1 L L L 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.12: Esperanza X (t) mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = 35 del Problema de ruido

blanco Gaussiano 4.4.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.13: Esperanza X, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = % del Problema de ruido

blanco Gaussiano 4.4.

2.8

2.6
24

2.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.14: Esperanza X(t) y X, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = 21—0 del Problema de

ruido blanco Gaussiano 4.4.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.15: Varianza X (t) mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = % del Problema de ruido
blanco Gaussiano 4.4.

4¢ © o © o O

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.16: Varianza X,, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = 2—10 del Problema de ruido blanco
Gaussiano 4.4.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.17: Varianza X (t) y X, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = % del Problema de ruido
blanco Gaussiano 4.4.
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4.4 Problema de ruido blanco Gaussiano

El error absoluto de la esperanza y la varianza de X (t) con los métodos de Euler y Runge-

Kutta de orden 4, en h = 2% v h= %, se representan en los Cuadros 4.3 y 4.4. Se observa que

se obtienen mejores aproximaciones con el método de Runge-Kutta. Las Figuras 4.14 y 4.17,

representan la comparaciéon de la esperanza y la varianza exacta y aproximada del Ejemplo 4.4
con el método de Runge-Kutta de orden 4 en h = %. Se observa que la aproximacion de la
varianza no es buena ya que el método es apropiado para ruidos cuyo comportamiento muestral
no es tan irregular como el ruido blanco (no es diferenciable en ningtn punto). Para tratar
este tipo de incertidumbre se deben aplicar métodos numéricos para ecuaciones diferenciales

estocasticas de tipo It6 como el método de Euler-Maruyama.
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Capitulo 5

Estudio de un circuito eléctrico con
ruido aleatorio

Consideremos el siguiente circuito RC con parametros constantes:

{Rdcflﬁt) +LQt) = V(1) + at)W(t), (5.1)

Q(0) = Qo,

donde Q(t) es la carga eléctrica en el tiempo t y Qg es la variable aleatoria exponencial con el
pardmetro A\ = %, independiente de W (t) para cada ¢ € [0, 1], lo que significa la carga inicial en
el momento ¢t = 0, y V() son las funciones no aleatorias de la variable tiempo, lo que significa
que el voltaje en el tiempo t y W (t) = d]'jlgt) es el proceso unidimensional del ruido blanco, B(t)
es el movimiento unidimensional Browniano y «(¢) es una funcion no aleatoria que modeliza la

intensidad del ruido en el tiempo t.

Ahora, resolviendo la ecuacion diferencial estocéastica, tenemos

L erc Q(t)dt = %eﬁv(t)dt + loz(t)e%dB(t). (5.2)

ercdQ(t) + RO 7

Obsérvese que el miembro izquierdo puede escribirse en forma diferencial

(e Q1)) = R—lcez%cQ(t)dt 4R dQ (). (5.3)
Por (5.2) y (5.3) tenemos
Q(t) = ere [QO + ]1%/0 ewc V(s)ds + ]1%/0 a(s)ere dB(s)} : (5.4)
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Capitulo 5. Estudio de un circuito eléctrico con ruido aleatorio

Ahora, calculamos @), por el método aleatorio de Runge-Kutta,

Quit :Qn+é(Kl+2K2+2K3+K4), n=1,23.. (5.5)

donde
i =g = 5Qu Vo) + alt) W (6|

Rl C
K :% :— é<1 _ M%)Qn _ %(V(tn) +alt) W (t) + V(tn + Z) 4 a(tn + Z)W(tn + Z)} ,
Ko == 5 (1= g+ s ) Qo+ g (V) + )W a)

; <1 _ QR’}C) <V(tn+ ’2‘> +a<tn+ Z>W<t“+ ’;m
T (e L R’f’cg)czn Vi) + ()W)

_1%<1_ 220) <V<tn+g> +a<tn+Z>W<tn+Z>> F V(b + h) + altn + h)W(ta + 1),

y denotando

B L N h2 B h3 N h4

RC " 2R2C?  6R3C3 ' 24RiCY
h h h2 R3 h ho\?
- 11— - V(t, t VW (E)) + —— 1+ (1= ——
6R[ RC T 2R2C? 4R3C3]( (tn) + alta) W ))+3R[ +< ZRC)]

X <V<tn+ Z) +a<tn+ ;L>W<tn+ Z)) + %(V(tn—l—h) + alty +h)W (t, + h)),

a=1

bn

tenemos
Qn+1:aQn+bna n:172737"‘7

y resolviendo esta recurrencia

n—1
Qn=a"Qo+ Y a" b, n=123,.. .. (5.6)
=0

De (5.4) y (5.6), obtenemos las esperanza y las varianzas de Q(t) y Q.

E[Q(t)] = e [3 + ;/Ot eRSCV(s)ds} , (5.7)
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) h h2 B3
=0

h ho\2 A 9
+3R[1+ (1 - 2RC> ]V(ti+2> +6RV(t,-+h)>,
y
_ t
Var[Q(t)] = exp <RZCIE> [9 + };2/0 042(5) exp (;Z)ds} , (5.9)
n—1ln—1
Var[Q,] = 9a¢%" + Z Z a2”_i_k_2(§'ov[bi, b), (5.10)
i=0 k=0
donde

h h
(COV[bi, bk] = ALk(s(ti—tk)‘i’Bi,ké (ti —tk—2> +Bk,i5 (ti—tk+2> —I—Ci,ké(ti—tk—h)—FCkJ(S(ti—tk—l—h),

donde

h2 h h2 p3 1?2 h2 h \%?
Ajp = [1— —— _ tha(ty) + —— 14+ (1 - ——
* 36R2[ rC ' 2R2C? 4R3C3] alts)alt) + 932[ +< 2RC> ]
h h h2
h2 h h2 h3 ho\? h
=1 _ 1+ (1— —— , =
Bi 18R2[ rC ' aRzce 43303] [ * < 230) }O“(t’)o‘ <t’“+ 2)

h2 ho\? h

h? h h? h3 .
[ —RC,+2R2C2—4R303]a(ti)a(tk+h), i,k=0,1,2,...,n— 1.

Cik =357

El error absoluto de la esperanza y la varianza de @,, con V (t) = exp(t), a(t) = Sigét), R=1y
C = 2 esta representada en el Cuadro 5.1.

El error absoluto de la esperanza y varianza de @, con V(t) = exp(t), a(t) = %, R=1y
C = 2 estéan representadas en la Figura 5.3 y 5.6.
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Capitulo 5. Estudio de un circuito eléctrico con ruido aleatorio

t Esperanza Varianza
0.1]1,8186 x 1077 | 7,4434 x 10°3
0.2 13,6829 x 1077 [ 1,1779 x 10°°
0.3 | 5,6077 x 1077 | 5,6969 x 10~°
0.4 | 7,6086 x 1077 | 1,7054 x 10~
0.51]9,7022 x 1077 | 3,9168 x 10~°
0.6 | 1,1906 x 10~% | 7,5901 x 10~°
0.7 11,4240 x 107 % [ 1,3052 x 10~ *
0.8 | 1,6725 x 107% | 2,0527 x 10~ *
0.9 ] 1,9383 x 107% | 3,0096 x 10~ *
1.0 [ 2,2239 x 10°% | 4,1676 x 10~ *

Cuadro 5.1: Error absoluto de la esperanza y la varianza de @, con h = % del estudio de un circuito eléctrico
con ruido aleatorio 5.

3.2of
3.15f
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3.05f
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0.6

1.0

Figura 5.1: Esperanza X (t) mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = 5 del estudio de un circuito

eléctrico con ruido aleatorio 5.

Figura 5.2: Esperanza X, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h =
eléctrico con ruido aleatorio 5.
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del estudio de un circuito
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Figura 5.3: Esperanza X(t) y X, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = 55 del estudio de un
circuito eléctrico con ruido aleatorio 5.
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Figura 5.4: Varianza X (¢) mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = % del estudio de un circuito
eléctrico con ruido aleatorio 5.
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Figura 5.5: Varianza X, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = % del estudio de un circuito
eléctrico con ruido aleatorio 5.
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Capitulo 5. Estudio de un circuito eléctrico con ruido aleatorio

N 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.6: Varianza X (t) y X, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = 21—0 del estudio de un
circuito eléctrico con ruido aleatorio 5.
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Capitulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo de fin de méaster se ha introducido la aproximaciéon numeérica de ecua-
ciones diferenciales con aleatoriedad, el estudio de su convergencia y su aplicaciéon. Para ello,
en primer lugar se ha explicado el esquema aleatorio de Euler, en el caso escalar, y matricial
demostrando algunas condiciones para que la convergencia en media cuadratica sea estable y
calculando la esperanza y la varianza exacta y aproximada.

Una vez estudiado el esquema de Euler, se ha llegado a la conclusién de que la convergencia
lenta y lo restringido de su regién de estabilidad absoluta nos hace considerar otros métodos
donde la convergencia es mayor y, por ello, se ha estudiado el esquema aleatorio de Runge-
Kutta. Este método es de orden superior al de Euler y, por ello, su orden de corvergencia global
es cuarto.

Al estudiar el método de Runge-Kutta y Euler nos ha permitido enfocarlo para poder tratar
varios ejemplos donde aparecian tipos de ruidos con comportamiento muestral regular. Pero en
el caso de ruidos, como el Ruido Blanco que son muy irregulares al no ser diferenciales en nin-
gun punto, conducen a otros tipos de ecuaciones diferenciales con incertidumbre denominadas
ecuaciones diferenciales estocasticas y cuya aproximacion se aborda con técnicas alternativas,
como por ejemplo el método de Euler-Maruyama, u otros de orden superior.

De ambos métodos se ha llegado a la conclusiéon de que el método de Runge-Kutta de cuarto
orden es la mejor eleccién al proporcionar pequefios margenes de errores con respecto a la
solucién real del problema, con la ventaja de que es facilmente programable en un sotfware
para realizar las iteraciones necesarias.

Finalmente, se ha utilizado el método aleatorio de Runge-Kutta de cuarto orden para la re-
solucién de un problema real enfocado en un circuito eléctrico. El resultado obtenido es una
esperanza y varianza del tipo senoidal, la cual ha sido producida por la generacién de corriente
alterna.
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