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Introducién

Durante el desarrollo histoérico de la modelizaciéon matematica como disciplina cientifica
se han considerado, tradicionalmente, modelos de tipo determinista para el estudio de
una amplia variedad de fenémenos naturales. Sin embargo, los modelos de esta clase no
tienen en cuenta el caricter aleatorio presente de manera inherente en la naturaleza ni
tampoco los posibles errores en la recoleccién de datos o los diversos fallos en la estimacién
de parametros [1]. Esto hace que los modelos deterministas, atn siendo precisos con los
resultados que proporcionan, carezcan de una estimacién del error cometido al predecir.
Esta falta de mesura en el error hace que nos planteemos otro tipo de modelos: los modelos
estocéasticos.

Desde su desarrollo por el matematico japonés Kiyosi Itd al final de la segunda guerra
mundial [2|, la teoria de ecuaciones diferenciales estocéasticas ha sido utilizada como una
poderosa herramienta mediante la cual modelizar la perturbacién, de caracter aleatorio,
que ejercen los distintos factores ambientales en el proceso natural que se pretende estudiar.
Aunque se han utilizado modelos estocésticos para la prediccion de distintos fend6menos na-
turales nosotros nos centraremos en sus aplicaciones hacia la epidemologia y la matematica
oncologica [3].

A lo largo de la historia médica el cancer ha sido una de las enfermedades que més atencién
ha recibido, desarrollandose tratamientos, cada vez mas sofisticados, para sus distintos
tipos, asi como también métodos de diagnodstico y prevenciéon més precisos. A pesar de
esto, la enfermedad sigue teniendo una relativa alta tasa de mortalidad y un elevado coste
social.

En la lucha contra el cancer se han desarrollado distintos tipos de tratamientos quimicos
como la quimioterapia, quirdrgicos como la cirugia o basados en el sistema inmune como
la inmunoterapia [4]; sin embargo, es gracias a la mateméatica Anne K. Laird por la que
se empieza a tener en cuenta a la modelizacién matemética como una herramienta para
la prediccion del desarrollo de tumores [5]. Esta matemaética fue la primera en su campo
en considerar el modelo de Gompertz como candidato para modelizar el crecimiento de
tumores cancerigenos, considerando a estos como una poblacion de células. Desde entonces
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ha habido un gran desarrollo tedrico en el campo de la matemética oncoldgica, donde los
diversos modelos matematicos se han ido sofisticando cada vez més, para incluir, también,
distintas terapias [6].

Teniendo todo esto en cuenta, en este trabajo nos centraremos, primero, en dar un desa-
rrollo tedérico que nos permita sentar las bases mateméaticas suficientes para tratar de
manera rigurosa las ecuaciones diferenciales estocasticas. Para ello daremos un repaso de
los conceptos de variable aleatoria y proceso estocastico y, después, pasaremos a presen-
tar a los conceptos analogos de distancia entre variables aleatorias y diferenciabilidad e
integrabilidad para procesos estocasticos [7,8|. Con esto, estaremos en posiciéon de presen-
tar formalmente a los modelos estocasticos y a los distintos métodos numéricos que les
acompanan [9].

En particular, nosotros nos centraremos en la version estocéastica del modelo de Gompertz
[10] y daremos una primera aplicacion a la prediccion de infectados acumulados en la
pandemia de la Covid-19. Seguido a esto, nuestra siguiente aplicacién constara sobre la
modelizacién estocastica en el crecimiento de células cancerigenas de tipo leucemia. Esta
modelizacién estudiara el desarrollo de las células cancerigenas en ausencia de terapia
primero y, después, se anadiran y estudiaran los efectos de una quimioterapia a partir de
un momento determinado [6].

Con todo esto, podemos dividir al presente trabajo en dos partes bien diferenciadas: la
primera, enfocada en los aspectos més teoéricos de las ecuaciones diferenciales estocasti-
cas; y el segundo, centrado en estudiar y aplicar los modelos estocaticos a la matematica
oncologica, estudiando y tratando un caso de leucemia, y a la epidemologia, en concreto
aplicado a la primera ola de la pandemia de la Covid-19.




Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo se centrara en establecer un marco teérico adecuado para facilitar la lectura
del trabajo; para ello enunciaremos algunos resultados mateméticos asi como definiciones
que nos seran utiles durante todo el desarrollo del mismo. Estos resultados abarcarén las
areas de teorfa de probabilidad y de la estadistica matemaética.

1.1. Probabilidad

Comenzaremos con la teoria de la probabilidad cuyos resultados y conceptos nos seréan de
utilidad més adelante cuando hablemos de estadistica matematica, ademés de permitirnos
tratar a los procesos estocésticos con la rigurosidad matemética adecuada, pues es aqui
donde se dara nuestro primer acercamiento a las variables aleatorias [11].

1.1.1. Espacios de probabilidad

Para tratar de manera rigurosa a la teoria de probabilidad tenemos que introducir prime-
ro al espacio de probabilidad, que estd presente, intrinsecamente, en todos los conceptos
probabilisticos. Durante el presente capitulo 2 designara al espacio muestral y A a una
o-algebra definida sobre {2 que contiene a los sucesos posibles.

Definicion 1.1. Una funcion de conjuntos P, definida sobre la o-dlgebra A es una medida

de probabilidad si:

1. P(A)>0 con A€ A.

2. P(Q) =1.
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3. St P cumple que si {A,}n>1 es una sucesion de sucesos disjuntos de A, entonces:

Pl 4] =) PAn).

n>1 n>1

Definiciéon 1.2. A la terna (2, A, P) donde P cumple la Definicion 1.1 la denominaremos
espacio de probabilidad.

Recordemos que un espacio medible es un par (W, 8), donde W es el espacio en cuestion y
5 es una og-algebra de W, sobre el cual se puede definir una medida, p, que es una funcién
que a cada elemento de f3 le asigna un valor en especifico. A la terna formada por (W, 3, u)
se le llama espacio de medida. Con esto vemos que los espacios de probabilidad, (€2, A, P),
son casos casos particulares de espacios de medida, con P haciendo el papel de medida;
ademas de que los pares (€2,.4) son espacios medibles.

1.1.2. Variables aleatorias continuas

Con el concepto de espacio de probabilidad definido previamente podemos introducirnos
en las variables aleatorias y, en particular, en las variables aleatorias continuas. A partir
de aqui 8 designara la o-algebra de Borel clasica, A serd una o-dlgebra de 2 y P sera una
medida de probabilidad, en consecuencia (£2,.A, P) seré el espacio de probabilidad en el
que vamos a trabajar.

Definicion 1.3. Consideremos el espacio de probabilidad (£, A, P) y el espacio medible
(R, 8). Una variable aleatoria es una aplicacion, X : Q — R, que verifica:

X YB)e A, VBegs. (1.1)
Definimos Px, como la probabilidad que X induce sobre (R, 3) de la siguiente forma:
Px(B):= P(X"!(B)), VB € 8. (1.2)

Es importante resaltar que, con esta notacion, (R, 3, Px) es un espacio de probabilidad.

Ahora vamos a definir la funcién de distribucién de una variable aleatoria, que sera la
encargada de trasladar la informacion probabilistica relevante del espacio Q a R [12].

Definicion 1.4. Dada una variable aleatoria, X, podemos definir su funcion de distri-
bucion como:

Fx(z) := Px((—o0,z]) = P(X " ((—o0,z])), Vz eR. (1.3)
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En la Ecuacion (1.3) podemos seguir desarrollando para obtener:

P(X H(~00,2]})) =P({w € N: X(w) < z}) = P(X < x).

Notemos que con la Definicion 1.4 también podemos calcular Px([a,b]) para a y b dados,
con a < b, usando las propiedades de la medida de probabilidad P. En efecto:

Px([a,b]) = Px((—00,0]) — Px((—00,d]) = Fx(b) — Fx(a).

Nota 1.1. FEs importante recalcar que la funcion de distribucion no caracteriza a una
variable aleatoria puesto que, aunque nos describe como se distribuye la probabilidad de los
distintos eventos, esta no nos da informacion de la variable aleatoria como aplicacion, es
decir, si tenemos que X e Y son variables aleatorias, con Fx y Fy sus respectivas funciones
de distribucion, se tiene que:

Fxy =Fy » X =Y.

Esto se debe a que el hecho de que se tenga que Fx = Fy no implica necesariamente que
Yw € Q se tenga que X (w) =Y (w).

Con el desarrollo teérico dado estamos en posicion de definir apropiadamente el concepto
de variable aleatoria continua [11].

Definicion 1.5. Diremos que una variable aleatoria es continua cuando existe una
funcion, f, no negativa, integrable, cuya integral sobre toda la recta es igual a uno y que
verifica que:

/f Jdz = Fx (b) — Fx(a) = P(a < X <b) (1.4)

De la Ecuacion (1.4) se puede deducir la siguiente relacion:

b
[}f@ﬂx:Eﬂm (1.5)

A esta funcion f la denominaremos funcion de densidad de la variable aleatoria X.

De la definicion anterior se desprende que Va se cumple, cuando la funcion de distribucion
dFx(z)

es derivable, que f(x) = 1
X

En contextos més generales una variable aleatoria continua no tiene por qué tener una
funcién de densidad asociada, esto se debe a que la funcién de distribucién puede no ser
derivable.

Es importante remarcar que, aunque hasta ahora hemos estado trabajando con una sola
variable aleatoria, podemos manipular multiples variables aleatorias en conjunto. Esto se
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realiza mediante un vector aleatorio. En la siguiente definicién 5" denominara al o-algebra
de Borel de R".

Definicién 1.6. Sean Xi,...,X, variables aleatorias. Podemos definir un vector alea-
torio como X = (X1,...,X,) donde X es una aplicacion de un espacio de probabilidad
(Q, A, P) en el espacio medible (R™, ™) que verifica:

X YB)e A, VBep" (1.6)
Un vector aleatorio X = (X1,...,X,) tiene asociado su funcion de distribucion con-
junta:
n
Fx(z) = Fx,.. x,(x1,...,2,) = P (ﬂ{xi < m) , Vo eR™ (1.7)
i=1

Para entender mejor como funciona una distribucién de probabilidad de una variable alea-
toria pondremos un ejemplo [13].

Ejemplo 1.1. La distribucion normal aparece de manera frecuente cuando se presta
atencion a valores aleatorios que suceden en la naturaleza. Cuando una variable aleatoria,

X, siga esta distribucion de probabilidad se denotard X ~ N(p,0?) siendo pu su media y

o? su varianza. En este caso X tendrd por funcion de densidad:

1 _e-w?

fx(x) = e 202 . (1.8)

oV 2w

Ahora, a partir de la funcion de densidad, podemos dar la funcion de distribucion de pro-

babiblidad de X :

* 1 _e=w?
Fx(z) = / e 2 dt. (1.9)

oo OV 2T

En la Figura 1.1 se ha representado la grdfica de una distribucion normal de pardmetros
pw=0yo?=1. En dicha grifica, la parte sombreada se corresponde con el drea encerrada
entre la funcion fx y el intervalo (—o0,1). Esta drea tiene como valor Fx(1). Esto puede
interpretarse como que la probabilidad asociada al suceso de que la variable aleatoria X
tome un valor que esté en (—oo,1) es igual a Fx(1).

1.1.3. Variables aleatorias independientes

El término independencia expresa que dados dos sucesos distintos, A y B, el hecho de
que ocurra uno no interfiere en la probabilidad que ocurra el otro, es decir, que no habria
una relacion entre ambos sucesos que les condicionara entre si. Si denotamos a P(A) como
la probabilidad de que ocurra el suceso A y a P(B) como la probabilidad de que ocurra
B, esta independencia de sucesos se podria expresar como:

P(A|B) = P(4), P(B|A) = P(B). (1.10)

10
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- - : ; -
Figura 1.1: Distribuciéon Normal.

Donde el término P(A|B) en la Ecuacion (1.10) hace referencia a la probabilidad de que
ocurra el suceso A si ha ocurrido antes el suceso B. Con esto podemos deducir que la
probabilidad de que ocurran los sucesos A y B de manera consecutiva es el producto de

las probabilidades:
P(ANB)=P(A)P(B) (1.11)

Algo similar ocurre cuando en lugar de tratar con eventos tratamos con variables aleatorias
pues, de la misma manera en que la probabilidad de que ambos eventos se den de mane-
ra consecutiva se factoriza en el producto de las probabilidades, la funcién de densidad
conjunta también se factoriza en las funciones de densidad de cada una de las variables
aleatorias.

Definicion 1.7. Una coleccion de k variables aleatorias continuas Xi,..., X definidas
sobre un mismo espacio de probabilidad (2, A, P) se dicen independientes cuando:
f(xly"'w,pk) :fl(xl)fk(xk)) \V/fL'l,...,CCk ER? (112)

siendo f; la funcion de densidad de la variable aleatoria i-ésima, que, en este contexto,
también se denomina funcion de densidad marginal;, y f como la funcion de densidad
conjunta.

1.2. Estadistica Matematica

Haciendo uso de los conceptos definidos en el apartado de probabilidad, veremos ahora las
definiciones de esperanza y de intervalo de confianza, que seran utilizados principalmente
con fines predictivos en nuestro modelo [13]. Aunque la esperanza matemaética se puede
definir también para variables aleatorias discretas en nuestro caso lo haremos solo para las
variables aleatorias continuas.

Definicion 1.8. Sea X una variable aleatoria continua y sea f su funcion de densidad.

11
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Definimos la esperanza o media de X como:

E[X] = /OO zf(z)dx. (1.13)

Por la forma en que hemos definido la esperanza de una variable aleatoria podemos dar
ciertas propiedades de esta. Sean X e Y dos variables aleatorias y a y b dos ntimeros reales,
se tiene:

1. La esperanza es un operador lineal, es decir, cumplira que dados a y b reales: E[aX +
bY| = aE[X] + bE[Y].

2. Si P(a < X <b) =1 entonces a < E[X] <b.

La idea intuitiva detras del concepto de esperanza matemética es el de “centro de masas”
de la funcién de densidad. Si observamos la Figura 1.1 veremos que su centro de masas es
cero.

Aunque saber la media de una variable aleatoria es ttil, esta no nos da toda la informacién
que necesitamos. En general, cuando se trata de dar una predicciéon de un determinado
fenémeno no solamente hace falta dar la propia prediccién sino que también es pertinen-
te acompanar a la prediccién con un cierto “margen de error”. En términos de variables
aleatorias este error viene dado por el intervalo de confianza [14].

El intervalo de confianza proporciona un conjunto de posibles valores donde, con cierta
probabilidad, se puede situar el objeto a estimar. Como antes, {2 representaré al espacio
muestral.

Definicion 1.9. Sea w € Q y 0 < a < 1. Un intervalo de confianza a un nivel 1 —«
es un intervalo |a,b] que cumple:

PlweQ: X(w)€la,b]})=1—0a, Ywe. (1.14)

Recordemos que para el Ejemplo 1.1 nuestra variable aleatoria seguia una distribucién
normal cuya funcién de densidad tenia como pardmetros a u y o2. Usaremos la notacion
X ~ N(p,0?) para denotar que X sigue una distribuciéon normal de parametros p y o.

Nota 1.2. También, para un caso mds general, usaremos la notacion X ~ f(z|f) donde
X es una vartable aleatoria continua, f su determinada funcion de densidad y 6 su vector
de pardmetros, que en el caso de la distribucion normal es 6 = (,u, 02).

Para acabar con la secciéon definiremos la varianza y el momento de orden k de una variable

12



Master en investigacion matematica Marco A. Pacheco Espino

aleatoria [13]:

Definiciéon 1.10. Sea X ~ f(x|0) una variable aleatoria continua. Definimos su momento
de orden k, en caso de que exista, como:
o0
ap =E [Xk} :/ o f(x|0)d. (1.15)

—00

Notamos que si existe el momento oy, entonces también existen los momentos o para
j=1,..,k—1.

Definicion 1.11. Sea X una variable aleatoria continua se define su varianza como:

V[X] = /OO (z —E[X])? f(z)dz = E (X—E[X])Q]. (1.16)

— 00

Por las propiedades de la esperanza matemética se deduce de (1.16) que V[X] = E [X?] —
E[X]? = ay — 2.

13






Capitulo 2

Procesos estocasticos

El objetivo de este capitulo es dar una introduccién al lector sobre qué es un proceso
estocastico, como se define y como se relaciona con las variables aleatorias vistas en el
Capitulo 1. Ademés, también presentaremos algunos ejemplos relevantes que usaremos con
posterioridad. Como antes vamos a trabajar en el espacio de probabilidad (£2,.A, P).

2.1. Introduccién y primeras definiciones

Como vimos en el capitulo anterior una variable aleatoria es una aplicacion X : Q@ — R
que a cada suceso A le asigna la probabilidad de que éste ocurra a través de Py, definiendo
asi, una distribucién de probabilidad. Sin embargo, en la realidad, esta distribucién de
probabilidad no tiene por qué mantenerse constante a lo largo del tiempo, pues puede
variar por distintos factores.

Complementando a la idea anterior, una buena forma de empezar a entender qué es un
proceso estocéastico es haciendo una analogia con las ecuaciones diferenciales clasicas: de
la misma forma que al resolver una ecuaciéon diferencial obtenemos como resultado una
funcion, al resolver una ecuacion diferencial estocastica, cuya definicién veremos més ade-
lante, obtenemos un proceso estocastico; de esta forma podriamos considerar a los procesos
estocasticos como “funciones” de variables aleatorias. Por lo tanto no es de extranar que
en la literatura especializada, como [7], se usen como sinénimos de proceso estocastico a
términos como “funcién aleatoria” o “proceso aleatorio”.

Definicién 2.1. Decimos que un conjunto de variables aleatorias {Xi}ier forman un
proceso estocdstico si para cada t € T se tiene que X; es una variable aleatoria definida
en el espacio de probabilidad (2, A, P).

15
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Luego podriamos considerar a un proceso estocdstico como una aplicacion:

X:TxQ—=R
(t,w) — X(t,w).

Donde para cada t tenemos definida una variable aleatoria Xy = X(t).

Es importante recalcar que, durante todo el trabajo, usaremos indistintamente la notacién
X(t) y {Xi}ier para referirnos a los procesos estocasticos; la diferencia recaera en que
usaremos ambas notaciones para resaltar el caracter de “funcién aleatoria” y de “familia de
variables aleatorias”, que representa el proceso estocastico, respectivamente.

Recordemos que al tomar un vector aleatorio podemos considerar su funciéon de distribucién
conjunta, que caracteriza al propio vector como proceso aleatorio. Lo mismo pasa cuando
tomamos un conjunto finito de indices, {t1,...,¢,} donde Vt; € T, pues tendriamos el
vector aleatorio (X (¢1),...,X(tn)) = (X1,..., Xy) que queda caracterizado por su funciéon
de distribucién conjunta:

n
Fo(xisty, .o onstn) = Fx, o x, (@13t . 20 ty) = P <(]{XZ < %}) . (2.1)
i=1

Cuando, sin importar el conjunto finito de indices tomados, estos tienen una funcién de
distribucién conjunta bien definida decimos que esa familia de funciones de distribucién
conjunta definen al proceso estocastico X (¢). A la funcion de distribucion conjunta dada en
(2.1) se le suele denotar como n-ésima funcion de distribucion del proceso estocastico
X(t) o, para abreviar, n-fd.

De forma analoga, cuando exista, podemos considerar a la n-ésima funcion de densidad
de probabilidad de X (t), o n-fdp, como sigue:
6”Fn($1; tl, RN ) tn)

fa(@isty, .o anitn) - (2.2)

Aunque la definicién dada anteriormente es bastante ttil, en la mayoria de los casos los
procesos estocasticos vendran definidos no por su n-fd sino por una relaciéon algebraica de
la forma: X (t) = f(t, A1,...,A,) donde los A; son variables aleatorias y f es una funcion
conocida |7].

De la expresion dada en la Definicion 2.1 podemos inferir dos consideraciones importantes:

1. Como ya hemos comentado podemos tomar un ¢ € T fijo, lo que nos daria a la variable
aleatoria Xy, es decir que para cada t tenemos definida la asignacion w — Xy(w).

2. Sin embargo, también podemos tomar a un determinado w € € fijo, lo que nos daria
una asignacion ¢t — X (t,w) = X,,(t). Esta funcion de ¢, X,,(t), viene a representar un
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posible resultado o trayectoria del proceso estocastico [15]. La idea detras de esta
definicién es que si nosotros efectuamos un experimento y observamos los resultados
lo que tendremos sera en realidad una tnica observacién de las variables aleatorias
X(t) a lo largo del tiempo, es decir, realmente lo que tenemos es una trayectoria
{X,(t) : t > 0} para algtn w fijo. Si volviéramos a repetir el experimento casi con
toda seguridad la trayectoria observada sera distinta ya que el w fijo habria cambiado,
cambiando, asi, la trayectoria.

Por dltimo veamos un ejemplo que compara la representaciéon gréifica de una funcién de-
terminista con una trayectoria de un proceso estocastico.

Ejemplo 2.1. Empecemos considerando al proceso estocdstico W (t) que sigue una distri-
bucion N(0,t), es decir W(t) ~ N(0,t). Sobre este proceso estocdstico consideraremos a
otro proceso estocdstico, X (t), definido como sigue: X (t) = 4t+W(t). Lo que haremos serd
comparar a X (t) con la funcion f(t) = 4t. De tal forma nos queda la Figura 2.1.

Figura 2.1: Trayectoria de X (t) y grafica de f.

En la Figura 2.1 vemos una recta, que se corresponde con la grdfica de f, y la representacion
de una trayectoria de X (t) para algin w.

2.2. Momento y funcién de correlacién de un proceso esto-
castico

De la misma forma que se puede definir el momento de orden k& de una variable aleatoria
podemos definir el momento de orden k£ de un proceso estocastico [7].
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Definicion 2.2. Dado un proceso estocdstico X (t) podemos definir, en términos de su
1-fdp, f1(z,t), su momento de orden k para un determinado t € T como:

o0
ap(t) :=E [Xk(t)] - / 2k £ (2, t)da. (2.3)
De la misma forma, considerando px(t) := E[X(t)] = a1(t), podemos definir su momento
centrado de orden k como:

pn(t) =B [(X (1) = pux ()] = / " (@ = () D (2.4)

— 00

Notemos que cuando tenemos k = 2 en (2.4) tenemos pa(t) = V[X(¢)] y cuando tenemos
k =1 en (2.3) tenemos a1 (t) = E[X(¢)].

Hasta ahora hemos estado trabajando con un valor de t fijo, sin embargo podemos consi-
derar dos valores, t1 y to fijos y, con ellos dar la siguiente definicion:

Definicion 2.3. Sea X (t) un proceso estocdstico con t1 y to fijos y su 2-fdp asociada
fa(x1;t1, 95 t9). Definimos el momento conjunto de X (t) en ty y ty como:

Oénm(tl,tg) =K [Xn(tl)Xm(tQ)] = / / x?mg‘fQ(xl; tl,xg;tQ)d$1dl'2. (2.5)

Un caso particular de (2.5) se da cuando tomamos n = m = 1, es decir, aq1(t1,t2). A este
caso lo llamaremos funciéon de correlacion del proceso estocastico X (t) que denotaremos
normalmente como I'xx (¢1,t2) 6 I'x(t1,%2), si no hay conflicto de notacion, y que jugara
un papel clave en el desarrollo del cilculo en media cuadratica pues su uso nos permitira
probar una gran cantidad de resultados con mayor facilidad. Para casos méas generales
escribiremos I'xy (t1,t2) := E[X (¢1)Y (t2)] siendo X (t) e Y (t) procesos estocasticos.

2.3. Clasificacién de un proceso estocastico

Como vimos antes, un proceso estocéstico, { X;}¢er, y una familia de indices, {t1,...,t,},
definen una funcién de distribucién conjunta o n-fd; de esta manera nuestra primera clasi-
ficacion de procesos estocasticos, que llamaremos clasificacion por regularidad [12], vendra
dada en funcién de si su n-fd depende de la familia de indices o no. Con ello tenemos las
siguientes dos definiciones:

Definicion 2.4. Un proceso estocdstico se denomina estacionario o estrictamente esta-
cionario cuando, para cualquier conjunto de indices, {t1,...,tn}, sun-fd permanece inva-
riante cuando se aplica una traslacion, T € R, en los indices.

Fo(ziity, .. xnstn) = Fp(zti+ 7,0 sty +7), tj+7€T, Vi (2.6)
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Ademds, proceso estocdstico es no estacionario cuando su n-fd depende de los indices,
{t1,...,tn}, de manera explicita.

Si consideramos un proceso estocastico estrictamente estacionario X (¢), se obtiene de la
Definicion 2.4 que, tomando n = 1, se da Fy(x1;t) = Fy(xz1;t + 7) para cualquier 7 que
cumpla que t + 7 € T. Luego tenemos que, en realidad, la funciéon de distribucion del
proceso estocastico no es una funcion de ¢, por lo tendremos que E [X ()] = const.

En general, dado un determinado proceso estocéstico es dificil determinar si este es un
proceso estrictamente estacionario o no, puesto que la propiedad (2.6) se debe dar para
todo conjunto de indices finito. Por ello presentaremos una definicién més débil de proceso
estocéstico estacionario llamada proceso estocastico estacionario en sentido amplio.

Definicién 2.5. Diremos que un proceso estocdstico, X (t), es estacionario en sentido

amplio si se da que, para t, t; y to € R:

E [X(t)] = const, (2.7)

E [X%(t)] = const, E[X(t:1)X(t2)] =[x (t2 — t1). (2.8)

Saliendo de la clasificacién por regularidad podemos definir a los procesos estocasticos de
Markov [15]. Para ello veamos la siguiente definicion:

Definicién 2.6. Un proceso estocdstico, X (t), se llama proceso de Markov si para
cualquier conjunto de indices {t1,...,ty,} se tiene que:

Fn(ﬂjn; tn’(ﬂfl; t1,...,Tpn-1; tn—l)) = Fn(xna tn’xn—l; tn—l)- (29)
0, equivalentemente:

fn(xn; tn’(ﬂfl; t1, 0y Tp—1; tn—l)) = fn(xna tn’xn—l; tn—l)- (210)

Podemos observar que la Definicién 2.6 nos esté indicando que para saber como se comporta
el proceso en un instante ¢ solo nos hace falta saber cémo se ha comportado en el instante
inmediatamente anterior.

2.4. El proceso de Wiener

El movimiento Browniano, es un proceso estocastico de particular importancia, llamado
asi en honor a Robert Brown, un botanico escocés que estudié como los granos de polen
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se sumergen en un determinado liquido. Aunque Robert Brown fue el primero en notar
que este fenémeno tenia un comportamiento erratico, fue el matematico Norbert Wiener
quien desarroll6 la teoria matematica que lo explicaba. Por ello el movimiento Browniano
es también llamado el proceso de Wiener [16].

Definicion 2.7. El proceso de Wiener, {W (t)}i>0, es un proceso estocdstico que cumple
las siguientes propiedades:

1. Tiene incrementos estacionarios e independientes, es decir:

» Incrementos estacionarios: Tomando s,t,s + h,t + h € [0,00) se tiene que:

W) - W(s) LWt +h) - W(s+h). (2.11)

» Incrementos independientes: W (to) —W (t1), ..., W(tn)—W (t,—1) son variables
aleatorias independientes para 0 <t < ... <tp_1 <ty

2. P{w e Q:W(0)(w) =0}) =1, es decir, podemos escribir W(0) = 0.

3. W(t)—W(s) ~ N(0,t —s) para todo 0 < s < t.

La igualdad dada en (2.11) hace referencia a una igualdad en distribucion, es decir que son
variables aleatorias con la misma funcion de distribucion. Al proceso de Wiener, {W (t) }+>0,
también se le denomina {B(t)}+>0.

De la Definicién 2.7 podemos deducir, usando la tercera propiedad tomando s = 0, que
W (t) ~ N(0,t), lo que nos conduce a que V¢ > 0 se tiene que E[W (¢)] = 0. También se
cumple que V[W(t) — W(s)] =t — s para todo 0 < s < ¢, ademas el proceso de Wiener
es proceso de Markov. Notemos, también, que en el Ejemplo 2.1 el proceso W(t) es un
proceso de Wiener.

Nota 2.1. A partir de ahora, y hasta que no se indique lo contrario, tomaremos dos
consideraciones sobre los procesos estocdsticos, X (t), con los que trabajaremos:

1. E[X(t)?] < oo.

2. Los procesos se pueden considerar centrados en el origen, es decir, cumplirdn que
E[X(t)] = 0. Esto no supone una restriccion real puesto que en caso de que E [X (t)] #
0 podriamos definir Y (t) = X(t) — ux(t) que, por las propiedades de la esperanza
dadas en el capitulo anterior, nos da como resultado E[Y (t)] = 0.
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Capitulo 3

Calculo en media cuadratica

En este capitulo nos encargaremos de trasladar ciertas nociones basicas del céalculo tra-
dicional a los procesos estocésticos. En concreto nos centraremos en definir qué es un
proceso estocastico diferenciable y en dar una definiciéon consistente de la integral para
el caso estocastico |7]. Como antes, estaremos trabajando en un espacio de probabilidad

(0, A, P).

Dos nociones importantes y relacionadas detras de la teoria del calculo clasico son la de
distancia y limite. Cuando trabajamos en R"”, la distancia estd dada por la distancia eucli-
dea clésica y, en consecuencia, los conceptos de limite y convergencia se definen utilizando
esa distancia.

Antes de desarrollar al concepto analogo de diferenciabilidad para procesos estocasticos
necesitamos tener una distancia bien definida entre dos variables aleatorias, en este caso,
la distancia definida provendra de una norma:

Definicion 3.1. Sea X una variable aleatoria, definimos la p-norma:
1, = E[x7)"7. (3.1)

La definicion de la norma anterior motiva la creacion de un conjunto formado por todas
las variables aleatorias cuya p-norma es finita:

Ly(Q) = {X : Q = R tal que E[X?]"/? < oo} (3.2)

Un caso de particular importancia en (3.1) es cuando tenemos p = 2. Pues en ese caso
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se puede definir un producto escalar del cual procede la norma ||-||2, que es el dado por
(X,Y) :=E[XY].

Teniendo una norma definida podemos definir en consecuencia el concepto de distancia
entre dos variables aleatorias X e Y, como d(X,Y) := || X —Y||2, esto nos permite también
definir el concepto de convergencia en media cuadratica.

Definicion 3.2. Sea una sucesion de variables aleatorias { Xy }n>1 y una variable aleatoria
X. Diremos que dicha sucesion converge en media cuadrdtica a X si de da que:

X0 — X|lo — 0 <= E [(Xn - X)Q} 0. (3.3)

Notemos que en (3.3) se ha quitado la raiz en la parte derecha, esto se debe a que es equi-
valente, ademéas de comodo, trabajar con [|-[|3 en lugar de ||-||2. Denotaremos usualmente

a la convergencia cuadratica, para diferenciarla del limite usual, como [l.i.m. X,, = X asi
n—oo

., ., m.s. . .
como también usaremos la notacion X,, —— X, donde “m.s.” significa “mean square” en
n—oo

inglés.

Nota 3.1. Podemos dar una breve caracterizacion de convergencia en media cuadrdtica
en términos de la funcion de correlacion, en efecto, tomando la familia de procesos esto-
casticos:

{Xn(t) :n>0,t €T},

se tiene la siguiente propiedad:

FXan(t,S) _>—> 1—‘X7x(t,$) < Xn(t) &) X(t)
n—00

n— 00

3.1. Diferenciaciéon y continuidad
Ahora que hemos dado la definicién de convergencia en media cuadratica podemos definir

la continuidad de un proceso estocéastico.

Definiciéon 3.3. Sea X (t) un proceso estocdstico, diremos que es un proceso continuo
en t si se cumple que:

Liim. X(t+h) = X(t) <= X(t +h) %[? X(t). (3.4)

Seguida a esta definicion podemos dar una caracterizacion de la continuidad de un proceso
estocéstico en términos de la funcién de correlacién.
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Teorema 3.1. Sea X(t) un proceso estocdstico, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. X(t) es continuo en t.
2. La funcion determinista T x (t, s) es continua, en el sentido determinista, en (t,t).
La caracterizacién dada en el Teorema 3.1 es una consecuencia directa de lo expuesto en

la Nota 3.1.

Una consideracion importante es que cuando el proceso X (t) es ademés estacionario en
sentido amplio se da que X (t) es continua si y solo si I'x (¢t +h, t) es continua cuando h = 0.

Definiciéon 3.4. Sea X (t) un proceso estocdstico. Diremos que es un proceso diferen-
ciable en t si existe un proceso, que denominaremos X'(t) cumpliendo:

X(t+h) —X(t) ms. o,
t L X(8). (3.5)

O, lo que es equivalente:

%%X“+2szxﬁ) (3.6)

Al proceso estocdstico X'(t) lo llamaremos derivada en media cuadrdtica de X (t).

Tomando los procesos estocésticos X (t) y Y () tenemos que las propiedades méas impor-
tantes de la derivada en media cuadréatica son:

1. Tal y como se da en el caso determinista, que un proceso X (¢) sea derivable en media
cuadrética implica que también es continuo en media cuadratica.

2. La derivada, X'(t), es tnica.

3. Si Vt se tiene que si X () y Y(¢) son variables aleatorias independientes entonces
X ()Y (t) es derivable siendo su derivada X' ()Y (t) + X ()Y (¢).

4. Como ocurre en el caso de la continuidad, podemos dar una caracterizacion de deri-
vabilidad en funcién de la funcion de correlacion. El proceso X (t) es derivable si y
solo si existe el siguiente limite en (¢,¢) y es finito:

Ix(t+h,s+e)—Tx(t+h,s)—Tx(t,s+e€)+Tx(ts)

11 . 3.7
R he (3.7)

5. La dervivada es un operado lineal. Tomando a y b como reales, se tiene:

(aX(t) +bY (t)) = aX'(t) + bX'(t).
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Vamos a usar la notacién d)éit) = X'(t) donde, como en el caso determinsta d¢ designara

a una cantidad infinitesimal y d X (¢) designara a X (¢ + dt) — X (¢).

3.2. Integracién en media cuadratica

Ahora que tenemos definidas la derivabilidad y la continuidad en media cuadratica pasa-
remos a definir los distintos tipos de integrales estocéasticas. Mientras que los dos primeros
tipos de integrales, integral de Riemann y de Riemann-Stieltjes, que veremos son una ge-
neralizacién natural del concepto de integral, el tercero, la integral de It6, a diferencia
de los anteriores casos, requerird de consideraciones méas técnicas que estudiaremos con
detenimiento.

3.2.1. Integral de Riemann y Riemann-Stieltjes

Empezaremos con la definicién de integral de Riemann de un proceso estocastico. Como
en el caso determinista, la integral la definiremos como el limite de una suma, con la
importante diferencia de que el resultado de dicho limite no serd un nimero real sino una
variable aleatoria.

Tomaremos un intervalo real T' = [a,b] y una coleccion de particiones {p,} de dicho
intervalo donde cada particion p,, esta definida como una subdivision de [a, b] de la siguiente
manera:

a=th<t1 <---<t,=0.

Consideraremos a A, como el maximo del conjunto formado por las longitudes de los
intervalos de la particion p,, a tj como un punto perteneciente al intervalo [tx_1,tx), a
X (t) como un proceso estocéstico definido en 7', y a f(t,u) como una funciéon determinista
e integrable para cada u € U, definida en T' x U, donde U C R.

La razon por la que tomamos a f como una funcién de dos variables es que cuando tratemos
con ecuaciones diferenciales estocéasticas en el capitulo siguiente necesitaremos de integrales
donde la funcién que conformara el integrando dependeré de dos variables; sin embargo
esto no cambia de manera substancial la definicién de integral de Riemann.

Con toda la notacién anterior establecida definiremos, para un u € U y n € N, la siguiente
variable aleatoria [7]:

Ylu) == 3 F(th W) X (6t — tir). (3.8)
k=1

La variable aleatoria Y;,(u) pertenece al espacio Lo(£2) y ademés estd bien definida para
cadau € U.

Definicion 3.5. Si se tiene que para cada u € U:

Lim. Yu(u) =Y (u) (3.9)

n—00,An,—0
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para alguna sucesion de particiones {pn}, entonces el proceso estocdstico Y (u) recibe el
nombre de tntegral de Riemann en media cuadrdtica de f(t,u) X (t) en [a, b] y usualmente
se denota, como en el caso determinista:

b
Y (u) = / £t u)X (t)dt. (3.10)

La integral (3.10), cuando existe, es independiente de la sucesion de particiones usada.
Como antes, podemos dar una caracterizacion en términos de la funcion de correlacion.

Teorema 3.2. El proceso estocdsrico Y (u) dado en (3.10) ewiste si y solo si existe la
sigutente integral de Riemann determinista:

b rb
/ / flt,u)f(s,u)lx(t,s)dtds. (3.11)

Manteniendo la notacién anterior nos introduciremos en la integral de Riemann-Stieltjes,
que es una generalizaciéon natural de la integral estocastica de Riemann. Como hicimos
antes daremos la definiciéon de integral como el limite de una suma:

Vin =Y () [X(t) — X (te-1)], (3.12)
k=1

Vo = ZX(ti;) [f(tk) — f(te-1)] - (3.13)
k=1

Definicion 3.6. Dadas Vi, y Vo, definidas en (3.12) y en (3.13), respectivamente, defi-
niremos como integrales de Riemann-Stieltjes a las variables aleatorias, V1 y Va, que
resultan de los siguientes limites:

2.m. n(u) = V1. 14
n—>lo<’§,£r51—>0 Vin(u) =1 (3.14)
Lim. Vap(u) = Va. (3.15)

n—00,Ap,—0

A estas variables aleatorias las llamaremos integral de Riemann-Stieltjes de f(t) con res-
pecto de X (t) en el intervalo [a,b] en el caso de Vi y para Va integral de Riemann-Stieltjes
de X (t) con respecto de f(t) en el intervalo [a,b].

De forma anéloga a la integral de Riemann, adoptaremos la notacion:

b
Ve / FHAX (), (3.16)

b
Vh i / X(H)df(2). (3.17)
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Nota 3.2. Es importante recalcar que la integral de Riemann-Stieltjes es una generaliza-
cion de la integral de Riemann. En efecto, supongamos que tenemos la siguiente integral
de Riemann:

/ ’ ot ) A(t)dr, (3.18)

Donde g es una funcion determinista e integrable Riemann para cada w fijo. Es claro que
podemos definir el proceso estocdstico X (t) := g(t,u)A(t). Tomando f(t) =t en (3.17)
tenemos que podemos reescribir la anterior integral de Riemann como:

/ b X(t)df(t). (3.19)

Con esto, las propiedades dadas para la integral de Riemann-Stieltjes son también vdlidas
para la integral de Riemann.

Manteniendo la notaciéon dada hasta ahora podemos considerar las siguientes propiedades
de la integral de Riemann-Stieltjes:

1. Como se daba en el caso anterior, podemos dar una caracterizacion de las integrales
de Riemann-Stieltjes, es decir, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) La integral de Riemann-Stieltjes Vj, respectivamente V3, existe.

b) La siguiente integral determinista de Riemann existe y es finita:

b b
/ / F(O)f(s)ddT x (¢, ). (3.20)

Respectivamente para V5 tenemos:
b b
/ / D (t, 5)df (t)df(s). (3.21)

2. Para el caso particular de la integral de Riemann estocastica, tomando w fijo tenemos
que se cumple:

b
E[Y (u)] = / F(t, w)E[X (£)]dt. (3.22)

3. Siguiendo con la integral de Riemann estocastica, si definimos al proceso esctocéstico
Y(t) = f;X(s)ds para algin proceso X (t) continuo en media cuadratica, tendre-
mos que Y (t) serd un proceso continuo en media cuadratica y diferenciable, ademas
Y'(t) = X(t).

4. Si existe una de las dos integrales de Riemann-Stieltjes entonces existe la otra, ademés
se da la siguiente relacion:

b b
/ X(H)df () = [fOX O, - / F(HAX (). (3.23)
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Nota 3.3. Notemos que las integrales de Riemann-Stieltjes, Vi y Va, integran con respec-
to al proceso estocdstico o bien lo toman como integrando; sin embargo existe un tipo de
integral donde el integrando es un proceso estocdstico y se integra con respecto al proceso
de Wiener. Este tipo de integral, que recibe el nombre de integral de Ité y requiere conside-
raciones mds técnicas para ser definida de manera rigurosa, es imprescindible para poder
tratar a las ecuaciones diferenciales estocdsticas.

3.2.2. La integral estocastica de It6

Antes de ver la integral de Itd exploraremos la motivacién que nos conduce a definir este
tipo de integral [8]. Una de las mayores ventajas de las ecuaciones diferenciales estocasticas
es que estas si tienen en cuenta la variabilidad natural de los pardmetros en los modelos
matemaéticos, variabilidad que los modelos deterministas no consideran.

Para entender como se llega a la integral de It6 primero debemos familiarizarnos con el
concepto de ruido blanco. Supongamos que tenemos un modelo matemético dado por la
siguiente ecuacion diferencial:

dx
o = X)), (3.24)

En esta ecuacion diferencial la funcion f(t) describe el cambio de los parametros a lo
largo del tiempo. El ruido blanco aparece como una manera de anadir perturbaciéon a esos
parametros, alterando el desarrollo de la funcién f a lo largo del tiempo y dotandola de
un comportamiento aleatorio, propio de los fenémenos naturales. Asi nos queda, en un
contexto més general, afladiendo ruido blanco:

= F(1, X (1) + ol X (1) B(O). (3.25)

Hemos denotando al ruido blanco como B;. Es razonable esperar que este proceso estocés-
tico presente un minimo de propiedades que lo hagan adecuado para anadir la perturbacién
deseada a los parametros, entre ellas:

1. Sit; # to entonces B(t1) y B(t2) son variables aleatorias independientes.
2. {B(t)} es estacionario.

3. Que la esperanza de B(t) sea cero para todo t.

Sin embargo, no existe un proceso estocastico que satisfaga las propiedades 1 y 2 y que
ademés tenga trayectorias continuas. Aunque se puede dar una definicién més general de
proceso estocastico que si admita las propiedades anteriores, esa definicién requiere de una
teoria mas fuerte, que, por motivos practicos, escapa a los objetivos de este trabajo. Para
sortear este problema consideremos un desarrollo discreto de (3.25):

Xgr1 — X = f(tk, Xk)Atk + g(tk, Xk)BkAtk (326)

Donde, para un determinado ¢, hemos tomado la particion 0 =ty < t; < --- <t, =ty la
notacion: Xy = X (tx), Bx = B(tg) y Aty = tir1 — tg.
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Ahora tomaremos al término ByAty en (3.26) y lo remplazaremos por AV, = Vi, | — V4, ,
donde {V;} es un proceso estocastico adecuado.

Notemos que las propiedades 1, 2 y 3 dadas anteriormente sugieren que {V;} debe tener
incrementos estacionarios e independientes, ademés de que su esperanza es cero para todo t.
Sin embargo, el inico proceso que conocemos que es continuo y cumple con estos requisitos
es el proceso de Wiener, por lo que {V;} es en realidad {W;}. Realizando este cambio en
(3.26) obtenemos:

k—1 k—1
X =Xo+ Y f(t;, X)) At + Y glt;, X;)AW;. (3.27)
=0 =0

Ahora haciendo la particion mas fina, es decir, haciendo tender a cero At; obtenemos:

t t
Xt = Xo —|—/ f(s, Xs)ds —I—/ g(s, Xs)dWs. (3.28)
0 0

Sabiendo que f(s, Xs) es un proceso estocéstico, por serlo X, vemos que la primera inte-
gral es de tipo Riemann-Stieltjes pero la segunda integral no; tenemos aqui a la integral
estocastica de Ito.

Nota 3.4. El proceso que hemos denominado {B(t)}, que como comentamos antes requiere
de una definicion mds general de proceso estocdstico, es la derivada del proceso de Wiener,
sin embargo esta derivada mo es en el sentido de la media cuadrdtica pues el proceso de
Wiener no es deriwable en ningin punto sino que es la derivada en un sentido amplio.

Como antes, los detalles técnicos de como se tiene que definir o la derivada de Wiener
no serdn tratados en este trabajo, sin embargo adoptaremos la notacion de denominar al
ruido blanco como W'(t). Esto estd motivado por el hecho de el ruido blanco cumple con la
propiedad W' (t)dt = AW (t). El uso de esta notacion es usual en los textos especializados
como [7,8].

Antes de definir a la integral de It6 debemos definir los procesos estocasticos que son
integrables Ito.

Definicion 3.7. Denominaremos a F; como la o-dlgebra mds pequena que contiene a todos
los conjuntos de la forma

{w : th(w) S Fl, .. .,Wtk(w) S Fk} (329)

Donde t; <t para j <k=1,2,... y F; son intervalos de R. Es evidente que para s <t se
tiene que Fs C Fy, es decir la familia de o-dlgebras {F} es creciente. Llamaremos F al
conjunto que cumple que ¥t Fy C F.
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Acompaiiando a la definicién anterior diremos que un proceso es JF;-medible si puede ser
escrito como limite de sumas de la forma

a(Wey) - g (Wey,).

Donde g1, ..., gr son funciones continuas y acotadas.

Definicion 3.8. Sea {N;} una familia creciente de o-dlgebras de Q. Un proceso X :
[0,00) x Q = R es llamado Ni-adaptado si para cada t la asignacion

w— X(t,w)

es Ni-medible.

Definicion 3.9. Sea X (t) un proceso que cumple las siguientes propiedades:

1. La asignacion (t,w) — X(t,w) es B x F-medible, donde 8 denota a la o-dlgebra de
Borel.

2. X(t,w) es Fi-adaptado.

3. E [ng(s,w)zds} < 00.

Para ese proceso estocdstico definimos, tomando t > 0 fijo:

t n—1
/0 X(s)(w)dW (s)(w) = l.z’.m._>0 Z X(si)(w) (W(sig1)(w) =W (s;))(w)).  (3.30)

n—00,Ap

A la integral dada en (3.30) la llamaremos integral de Ito.

Para acabar este capitulo daremos algunas propiedades de la integral de Ité:

1. La integral de It6 es lineal, es decir:

/ (aX(s) + bY (s)) AW (s) = a / X (5)dW (s) + b / Y(s)dW(s).  (3.31)
0 0 0

2. E [fotX(s)dW(s)} —0.
3.V [ng(s)dW(s)] = [TE[X(s)?] ds.

4. La integral fg X (s)dW (s), cuando existe es tnica.
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Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales estocasticas

Estamos, ahora, en la que quizas sea una de las partes més importantes de todo el traba-
jo. Los capitulos anteriores nos han servido para construir y establecer una base teérica
rigurosa sobre la que poder definir las ecuaciones diferenciales estocasticas y trabajar con
ellas; sin embargo, este desarrollo tedrico atin no ha acabado, pues atin nos queda pendiente
presentar al Lema de [t6, clave en la teoria de las ecuaciones diferenciales estocasticas, asi
como en la resolucion de estas. No obstante, no todas las ecuaciones diferenciales estocés-
ticas se pueden resolver aplicando el Lema de Itd, por lo que los métodos numéricos, que
también introducimos en este capitulo, jugaran un papel relevante.

Diremos que un proceso estocastico X (¢) es solucion, en ¢ € [0,T], de la ecuacion dife-
rencial estocastica:

AX(t) = f(LX()dE+ glt, X ()W (@), m
X(0) = Xp. '
cuando el proceso en cuestiéon sea soluciéon de la ecuaciéon integral siguiente:
t t
X(0) = Xot [ fs, X(s)ds+ [ gl X)W (o) (1.2
0 0

donde la primera integral es de tipo Riemann y la segunda de tipo It6. Ademas f, g : R? —
R. Notemos que en el instante inicial, Xy puede ser un escalar o una variable aleatoria.

Como en el caso determinista, el primer tema a tratar es el de la existencia y unicidad de
soluciones de la ecuacion. Para ello se puede dar el siguiente teorema [3,7]:

Teorema 4.1. Sean las funciones f(t,x) y g(t,x) dadas en (4.1). Supongamos que estas
cumplen las siguientes propiedades:
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1. Ambas son uniformemente continuas en [0,T] X (—00,00).

2. Se cumple que:

ft,2)? < K*(1+ |z*), g(t,2)* < K*(1+ [2f). (4.3)

3. Se cumplen las condiciones de Lipschitz:

|f(t,21) = [t 22)| < Koz — @], (4.4)

lg(t, 21) — g(t, 22)| < Koz — x1. (4.5)

4. El proceso X (t), como se dijo en la Nota 2.1, cumple E [ X (t)?] < oc.

En este caso se tendrd que la Ecuacion (4.1) admite una tinica solucion.

La idea detras de la demostraciéon del teorema anterior estd basada en la construcciéon
de una sucesiéon cuyo limite es la solucion de (4.1). Es importante darnos cuenta que la
Propiedad 2 expresada en el Teorema 4.1 nos asegura que el proceso estocastico f(t, X (t))
cumple que E [f(t, X (t))?] < co. En efecto, tenemos que:

1£ (8, XD = E [f(t. X(1)°] < K (1 + [ X@)]3) < oc. (4.6)
Ademas se puede probar que las soluciones X (¢) tienen las siguientes propiedades, [16]:
1. Las soluciones X (¢) son continuas en [0, 7.
2. Se cumple que E [X (¢)]* < .
3. Las soluciones son procesos de Markov |7].

Ahora vamos a ver un ejemplo de ecuacion diferencial estocéstica que sera usado durante
todo el capitulo:

Ejemplo 4.1. La ecuacion logistica fue desarrollada para modelar el crecimiento de po-
blaciones en un entorno determinado o la evolucion de distintas epidemias a lo largo del
tiempo. En su version determinista tiene la forma:

av V(t)
rFr (1_k>’ (4.7)

V() = w.

En el modelo anterior, V(t) representa a los miembros de la poblacion en el tiempo t, r
representa al ratio de crecimiento y k a la capacidad de carga, esto es, el tamano mdrimo
de la poblacion que el entrono puede soportar. Para modelar los efectos que tiene el medio
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ambiente en el crecimiento de la poblacion se suele anadir un ruido blanco [3], quedando
la siguiente ecuacion diferencial estocdstica [17]:

Ve = V) (1_V]Ef)) dt + eV (H)dW (1),
V() = w.

En el modelo (4.8) se asume que la perturbacion generada por el medio ambiente en el
desarrollo de la poblacion es proporcional a la misma poblacion, es decir, a V(t). En este

(4.8)

caso v es un escalar.

4.1. Lema de Itd

El Lema de It6 recibe su nombre del matemético japonés Kiyosi Itd, que empez6 a formu-
lar este importante resultado en el afio 1942, en un momento en el que los mateméticos
japoneses estaban aislados del resto del mundo por la segunda guerra mundial. Fue en este
ano en el que el matematico japonés escribié un articulo donde presenta las ideas bésicas
de de su teoria, que, con el desarrollo posterior pasaria a recibir el nombre de teoria de
ecuaciones diferenciales estocésticas [2].

Teorema 4.2 (Lema de It6). Sea X (t) la solucion de la siguiente ecuacion diferencial
estocdstica:
dX(t) = a(t, X (t))dt + B(t, X (t))dW (¢). (4.9)

. ., . . . 2
Si tenemos que la funcion F :[0,T] x R — R tiene sus derivadas parciales %—f, %—5 Y %T};

continuas, entonces el proceso estocdstico F(t, X (t)) es solucion de la siguiente ecuacion
diferencial estocdstica:

AF(t, X (1)) = f(t, X (£))dt + g(t, W(£))dW (¢), (4.10)
donde:
X X 2 xr
ft,z) = % + aft, x)aF(,;Z) + ;BQ(t,x)%,
(4.11)
0F(t,x)

gt,z) = Blt,z)—p —-

A continuacién vamos a mostrar en qué se fundamenta la demostracion el Lema de 1t6. En
primer lugar, notemos que si tomamos incrementos en (4.9) obtenemos:

AX(t) = alt, X(£) At + B(t, X (£)) AW (2). (4.12)

Consideremos At, Az y la funciéon F' : [0,7] x R — R. Haciendo su desarrollo de Taylor
en el punto (t + At,x + Ax) alrededor del punto (¢, x) obtenemos una expresion de F'(t +
At,x 4+ Azx) — F(t,z) = AF como sigue:

OF OF 10°F

AF = ——At+ —Azx+ - ——(At)?
or M g BTt g g (BT
O°F 19°F

AtAz + ——— (Az)* + - -
otox x+28x2( o)+

_l’_
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Como nuestra intencion es, eventualmente, hacer que los términos At y Az tiendan a
cero podemos cambiar a Az por aAt + SAW como se sugiere en (4.12), donde AW =
W(t+ At)—W(t) y a = alt,x) y 8 = B(t,x) son funciones escalares, y consecuentemente
(Az)? por a?(At)? + 2aBAtAW + B2(AW)?2, para obtener:

oF

oF
AF = —A —(aA A
5 t+ i (aAt + SAW)

10%F 0*F
LOE A2 98 (A
+3 g (A7 + g5 ((AD)
Lo
2 Ox2

24 BALAW)

[@?(At)? + 20BAtAW + B2 (AW)?] +

Teniendo en cuenta que E [(AW)Q] = At parece razonable que para At pequeiios podamos
aproximar (AW)? por At. Nos quedaria:
oF oF

AF = At o (alt+ SAW)

10%F
22 (AD?
+2 6t2< t)* +
+182F
2 Ox2

0*F
otox

(a(At)? + BAL(AL)Y?)
[aQ(At)Q + 2aBAHADY? + B2At] +

Con esto nos queda, agrupando los términos que multiplican a At y AW:

2 92
AF:[8F+ OF  B20%°F

3/2
ot "% T 2 ox 2} AHB AW+ o((At)™7). (4.13)

Ahora tomando At — 0 en la Ecuacion (4.13), llegamos a que se verifica (4.10)—(4.11) y
el Lema de It6 quedaria demostrado.

Teniendo en cuenta que, tal y como se mostré en (4.2), las soluciones de ecuaciones dife-
renciales estocasticas se pueden expresar en su forma integral, podemos dar una segunda
version del Lema de It6.

Teorema 4.3 (Lema de It6, segunda version). Sea X (t) la solucion de la siguiente ecuacion
diferencial estocdstica:

AX(t) = alt, X(£))dt + B(t, X(£))dW (t). (4.14)

. ., . . . 2
Si tenemos que la funcion F :[0,T] x R — R tiene sus derivadas parciales %—I;, %—5 Y %TI;

continuas, entonces el proceso estocdstico F(t, X (t)) es solucion de la siguiente ecuacion
integral estocdstica:

F(t,X(t)):F(O,X(O))Jr/O f(s,X(s))ds+/0 (s, X (s))dW (s), (4.15)
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donde: OF(t. )
t,x
f(t,(l)) = T + Oé(t, IE) ax
OF (t,x)
o

OF (t,x) n 1

552(t7 l‘)

O?F(t, )
2
O (4.16)

g(t, ZL‘) = B(t7 l’)

Uno de los usos del Lema de It6 es el calculo de integrales, como por ejemplo fot dW (t).
Para ello consideremos la siguiente ecuacion:

dX(t) = dW (1),
{X(O) = W(0). (4.17)

En este caso, tomando la notacion de la Ecuacion (4.9), tenemos que a(t,z) =0y (¢, z) =
1. Ahora tomaremos F'(t,x) = z. Con ello, aplicando el Lema de It6 en su version integral
tendremos que f(t,z) =0y g(t,x) =1 y sabiendo que X (¢) = W(t), obtenemos:

/ AW = w. (4.18)
0

Notemos que el Lema de Itd nos permite pasar de una ecuacién diferencial estocéstica
a otra, pero no nos proporciona la solucién de manera explicita, para ello es 1til tener
formulas como la siguiente:

Teorema 4.4. Si tenemos un ecuacion diferencial estocdstica del tipo:
dX (t) = (a(t) X (t) + c(t)) dt + [b(t) X () + d(t)] AW (1), (4.19)

entonces se tiene:

X(t) = By (Xto + /t t O} (c(s) = b(s)d(s))ds + / t @;god(s)dW(s)) , (4.20)

to

By gy = oxp ( /tt <a(s) - b(z)2> ds + /tt b(s)dW(s)) .

Ejemplo 4.2. Vamos a aplicar el Lema de Ité a la ecuacion diferencial estocdstica logistica:

donde @y 4, vale:

V() = rv() (1_%) dt + eV (AW (1),
V() = o

En este caso, considerando la notacion de la Ecuacion (4.9), tenemos que a(t, z) = rx (1 — %)
y B(t,x) = cx. Tomaremos la funcion F(t,x) = % Aplicando el Lema de It6, tras hacer
los cdlculos pertinentes, nos queda:

r T c? c
dF(s,V(s)) = [— Vs) + z + V(s)} ds — V) dW (s). (4.21)
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Ahora tomaremos U(t) = 1/V (t), nos queda:

dF(t, V() = dU(t) = [—rU(t) + % + CZU(t)} dt — U (H)dW ()

= [(Z=n)U(t)+ 5] dt — cU(t)dW ().

Como vemos estamos en posicion de aplicar la formula de la Ecuacion (4.20) donde, en

nuestro caso, tenemos a(t) = ¢* —r, b(t) = —c, ¢(t) =  y d(t) = 0. Sabiendo que

fot dW (t) = W(t) tenemos:

Oy 0 =exp ((62/2 —r)t—cW(t)),
¢ T
U(t) = Do <UO +/0 ;4 (E) ds> .
Recordando que U(t) = 1/X (t) tenemos:

exp ((7‘ —c2/2)t + cW(t)) '
V(0) T+ fiexp (r—2/2)s + W (s)) ds

V(t) =

Otro de los usos mas importantes del Lema de Itd es el del calculo de esperanzas y mo-
mentos, entre otros.

4.2. Métodos computacionales para las ecuaciones diferen-
ciales estocasticas

Aunque el Lema de It6 es tutil para hallar soluciones de manera explicita, en la mayoria de

los casos no nos sera posible obtener una expresion analitica de la solucién de una ecuacién

diferencial estocastica. Es para estos casos donde tenemos que adoptar otra estrategia: la
utilizaciéon de métodos numéricos.

4.2.1. Meétodo de Euler-Maruyama

El primer método que mostraremos sera el de Euler-Maruyama [9, 16]. Nuestro objetivo
sera calcular las trayectorias, en un intervalo [0, 7], de las soluciones para un w €  fijo.
Partiremos de la ecuacion diferencial estocastica:

AX(t) = f(t, X(6)dt+g(t, X(0)dW (1),
{X(O) ~ X,

(4.22)

Tomaremos una particion del intervalo [0, 7). Esta particion la haremos en N subintervalos
de longitud At = T'/N cada uno. De esta manera nos queda, parai=0,1,2,...,.N -1y
tomando t; = iAt y AW;(w) = (W (tig1,w) — W(t;,w)), el siguiente esquema numeérico:

Xi+1(w) = Xl(w) + f(ti, Xz(w))At + g(ti, Xl(w))AWZ(OJ) (4.23)
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Este esquema parte de la condicién inicial Xo(w) = X(0,w). Es importante notar que el
esquema (4.23) esta aproximando X (t;,w) por X;(w).

Cuando se presenta un esquema numérico siempre es pertinente hacer un estudio del error
que se comete al estimar, para ello necesitamos dar una aproximaciéon de la solucién no
solamente en los nodos, t;, si no en todo el intervalo [0, T]. Definiremos, para t € [t;,t;11]:

X(t) :Xo+/tf(ti,Xi)dt+/tg(ti,Xi)dW(t). (4.24)

Notemos que en la ecuacion anterior el parametro w ha sido omitido. Ademas X es también
la solucién de la ecuacion diferencial estocéstica:

AX(t) = f(ts, X)dt + g(ti, X:)dW (),
(4.25)
X)) = X,

Ahora compararemos nuestra aproximacion X () con la solucion exacta X (t) mediante
el error, €(t) := X(t) — X(t), que naturalmente seguird la siguiente ecuacion diferencial
estocastica para t € [t;, tiv1]:

de(t) = (f(&, X (@) = f(ti, Xi)) dt + (g(t, X (#)) — g(ti, Xi)) AW (2),

R (4.26)
E(ti) = X(tl) — X(tz)

Haciendo uso de la anterior ecuacién diferencial estocéstica y aplicando el Lema de It6, en
[16] se prueba que || X (t;)— Xills = E [(X (t;) — X:)2]"* < k (A)Y?, parai =0,1,2,..., N
y donde k es un escalar.

4.2.2. Meétodo de Milstein

Ahora presentaremos al método de Milstein. Como antes buscaremos aproximar las tra-
yectorias del proceso estocéstico solucidon de la siguiente ecuacién diferencial estocastica
definida en [0, T7:

{dX(t) £t X (1)t + g(t, X (1)dW (2),
(4.27)

X(0) = X

Manteniendo la misma notacién establecida anteriormente, el método de Milstein sigue el
siguiente esquema:

Xipi(w) = Xi(w) + f(t, Xi(w)) At + g(ti, Xi(w)) AW;(w)

4.28)
1 Og(t;, X;(w (

+fg(ti,Xi(w))7g( i Xifw)) [(AW;(w))? — At] .
2 ox

Es importante remarcar que cuando se tiene un método que cumple || X (¢;)— X2 < k (At)”
para un 7 determinado, se dice que ese método es una aproximacién fuerte de orden ~. En
este sentido el método de Euler-Marayama es una aproximacion fuerte de orden v = 1/2.
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En [9] se prueba que si f(t,x) y g(t,x) son funciones C! entonces el método de Milstein es
una aproximacion fuerte de orden v = 1. Como las ecuaciones diferenciales estocésticas que
nosotros trataremos a lo largo de este trabajo siempre cumpliran que f y g son funciones
C' consideraremos, sin mayor reserva, que el método de Milstein aplicado para el calculo
de trayectorias en esas ecuaciones diferencias estocasticas tendra un orden de convergencia
mayor que el método de Euler-Maruyama.

4.2.3. El método de Montecarlo

El método de Montecarlo, llamado asi por el Casino de Montecarlo en alusion a la natura-
leza aleatoria del método, es un conocido método numérico utilizado en un comienzo para
el calculo de integrales; sin embargo, en el presente trabajo se usard principalmente para
dar una aproximaciéon de la esperanza de un determinado proceso estocéstico y dar un
intervalo de confianza de esa aproximacion [18]. Antes de adentrarnos en c6mo usaremos
al método de Montecarlo es importante remarcar que hay un gran bagaje teérico detras y
que lo mostrado aqui representa solo una manera particular de usar al método.

Supongamos que queremos dar con una aproximacion de E[X (¢)], donde X (¢) es un proceso
estocastico. Para ello supongamos que tenemos un conjunto de M trayectorias indepen-
dientes del proceso definido en [0,77], es decir, lo que tenemos es el siguiente conjunto de
funciones:

{Xy, :i=1,...,M}. (4.29)
Donde para cada i tenemos definida la asignacion ¢ — X (t,w;) para un determinado w; € 2,

fijo para ese i. Tomando t’ € [0,7] fijo, el método de Montecarlo consiste en aproximar
E [X(t')] de la siguiente forma:

M
E[X())~— Y Xt w)=Xu(t).
i=1
Claramente cuanto mayor sea M mejor seré la aproximacion que daremos de la esperanza.

En [18] se muestra, usando el teorema central del limite que el error que se comente al
estimar la esperanza de esta forma decrece con orden o(At!/?)

De manera analoga podemos dar una estimacion de la varianza del proceso X () en el
punto ¢ como sigue:

M
VX ()] ~ % S (X(n) = Kast)” = o (Xua (1) (4.30)

Ahora podemos tomar un intervalo de confianza al 95% para la variable aleatoria X (t')
tomando el siguiente intervalo [19]:

[ X () — 1,960 (Xpr (1), Xar () + 1,960 (X s (t))]. (4.31)

Hay un motivo por el que hemos incluido al método de Montecarlo junto a los métodos de
calculo de trayectorias y es que en una situaciéon real no tendremos un conjunto como el
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presentado en (4.29) puesto que seguramente no sabremos como es el proceso X (t) y por
tanto las trayectorias, que nos son desconocidas, tendran que ser estimadas mediante los
métodos que hemos visto anteriormente.

Ejemplo 4.3. Siguiendo con el ejemplo de la ecuacion diferencial estocdstica logistica;
veamos que se pueden aplicar los métodos de FEuler-Maruyama y Milstein. Empezemos
dando el esquema numérico de Fuler-Maruyama:

XZ'_H(LU) = X,(w) + f(tz', X,(w))At + g(ti, Xz(w))AWZ((,U), (4.32)

sabiendo que en nuestro caso Vo(w) = v, f(t,x) =rz (1 - §) y g(t,z) = cx nos queda el
stguiente esquema NUMErco:

Visi(w) = Vi(w) + rVi(w) (1 - VZI<:))> At + cVi(w) AW, (w). (4.33)

Con esto, presentaremos también al método de Milstein aplicado a la ecuacion diferen-
cial estocdstica logistica. Manteniendo la notacion anterior tenemos el siguiente esquema
NUMErico:

Vi+1(w) = V;(w) + Pl(i,w) + Pg(i,w), (4.34)

donde:

1. Pi(i,w) = rVi(w) (1 - %) At + cVi (W) AW (w),

2. Py(i,w) = %CQVi(w) [(AW;(w))? — Ad].

Tomaremos para los pardmetros los valores de r = 10, c = 0,45, k =5 y v = 0,1. Daremos
una representacion de la simulacion de tres trayectorias en el intervalo [0, 1,5] con pasos
de longitud At = 2719, El resultado para el método de Euler-Maruyama es el dado en la
Figura 4.1.

Para el método de Milstein, siguiendo las consideraciones dadas para Euler-Maruyama,
tenemos las representaciones dadas en la Figura 4.2.

Podemos continuar con el ejemplo utilizando el método de Montecarlo para calcular un
estimador de la esperanza y un intervalo de confianza. Manteniendo las consideraciones
previas, haremos la representacion de 750 trayectorias. Siguiendo el método de Milstein
obtenemos la Figura 4.5.

A partir de ahora, y salvo que se indique lo contrario, usaremos el método de Milstein en
detrimento del método de Euler-Maruyama. Esto se debe a que el método de Milstein nos
proporciona un mayor orden de convergencia que el método de Euler-Maruyama.
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Figura 4.1: Trayectorias de la ecuaciéon logistica con Euler-Maruyama.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Figura 4.2: Trayectorias de la ecuacién logistica con el método de Milstein.

4.3. Estimaciéon de parametros

En esta seccion presentaremos un método, desarrollado en [20], de estimacion de los pa-
rametros de un modelo matematico estocéstico. En general, cuando tenemos un modelo
matemaéatico es imprescindible dar una buena estimaciéon de los pardmetros, pues son estos
los que nos permiten adaptar el modelo al caso particular que estamos tratando y dar una
prediccién precisa de los datos.

4.3.1. Meétodo no paramétrico

Antes de introducirnos en el método sefialaremos que a partir de ahora consideraremos que
0 representa al vector de los parametros tal y como se hacia en la Nota 1.2. Por ejemplo,
para el caso de la ecuacion diferencial estocastica logistica se tiene que 6 = (7, k, ¢). Ahora
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Figura 4.3: Esperanza e intervalo de confianza para la ecuacién logistica con el método de
Milstein.

consideremos la siguiente ecuacion diferencial estocastica:
AX(t) = f(t, X(8),0)dt + g(t, X (1), 0)dW (2),
(4.35)
X(0) = Xo.

Supongamos que tenemos la siguiente coleccion de N + 1 observaciones:

{$0,$17"'a$N}7 (436)

del proceso estocéstico X (¢) uniformemente distribuidas en tiempos t; = 1At para i =
0,1,...,N con At =T/N.

El método no paramétrico propone, para estimar los parametros # € R?, resolver el si-
guiente sistema de ecuaciones [20]:

N-1 N—-1

Z f(tivzci?e) = Az : (xi—f—l - -Ti)y

I
o
<
Il
=)

(4.37)

i
r

1
g(ti,$i79)2 = EZ(xi+l_$i)2-

I
=)
<.
Il
=)

(2
Notemos que las ecuaciones anteriores solo son capaces de darnos la estimacién de dos
parametros, sin embargo, para algunos modelos matematicos que tienen méas de dos para-
metros, como el modelo logistico, esto no es suficiente. Para casos donde 6 € R™ se pueden
anadir las siguientes ecuaciones al sistema anterior:

N-1 L N1

Z ) f(ti,zi,0) = At Z ] (Tip1 — i),

o =y (439
azgg(ti,xi, 9)2 = A xf (Tit1 — $i)2.

I
o
S
Il
o
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Donde j € N. Otro método de estimaciéon de pardmetros es el método de la maxima
verosimilitud que, usando la funcién de densidad del proceso estocéstico, obtenida mediante
la ecuacion de Fokker-Plank, nos da los parametros que mejor se ajustan a la esperanza [21].
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Capitulo 5

El modelo de Gompertz

Formulado por el matematico Benjamin Gompertz en 1825, el modelo fue disenado para ser
utilizado principalmente en el crecimiento de plantas y animales [22]. Es, sin embargo, en el
ano 1964 cuando se comienza a utilizar para otros fines, por ejemplo, para la prediccion del
crecimiento de tumores cancerigenos a lo largo del tiempo [5,10]. El extenso uso del modelo
en matematica oncologica se debe tanto a su versatilidad para adaptarse a los distintos
tipos de cancer como a sus precisas predicciones que se corresponden con los distintos datos
experimentales.

En la actualidad el modelo de Gompertz se usa ampliamente para modelar el desarrollo
de la poblacién de las células cancerigenas de un tumor en concreto; aunque dada la forma
sigmoidal de su solucién es también ttil para predecir el crecimiento de una poblacién en
general, como por ejemplo, el crecimiento de la poblacion de contagiados de una enfermedad
en un determinado pais.

5.1. El modelo determinista

Para introducir al modelo de Gompertz presentaremos primero a la ecuaciéon diferencial
logistica generalizada, con w > 0:

av V(t)\ =
Y~ v (1_<k> ) -
V() = w.
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Notemos que para w = 1 tenemos la ecuacién diferencial logistica presentada en el Ejemplo

1
4.1. Ahora tomemos limites en w (1 — (%) w), es decir, tomemos:

s (1= (50)) v (M) e ()

Teniendo en cuenta el limite tomado en (5.2) y aplicandolo en (5.1) obtenemos el siguiente
modelo: U L
= rX(t)log () ,

dt X (t)
X(0) = Xo.

(5.3)

Donde, por notacién, hemos renombrado a V' como X. No es de extranar, al ver la relacién
que hay entre (5.1) y (5.3), que se diga que el modelo de Gompertz pertenece a la familia
logistica. Sobre los parametros de (5.3) podemos decir lo siguiente:

1. El parametro r representa el ratio de crecimiento de la poblacién. Este ratio natu-
ralmente es un ntmero estrictamente positivo.

2. El parametro k representa la capacidad de carga del ambiente, es decir, k es el niimero
méximo de individuos de una poblacién que un determinado entorno puede soportar.

Ahora vamos a hacer un cambio de variable en (5.3). Tomaremos A; = rlog(k) y le
cambiaremos el nombre a r por As. Estamos haciendo este cambio porqué nos conducira
a un modelo que, atn siendo equivalente, serd més manejable cuando anadamos ruido
blanco. Asi, nos queda:

% = A1X(t) — Ay X (t)log (X (1)), (5.4)
X(0) = Xo.

Donde la capacidad de carga vendra dada por k = exp(A;/A3) y el ratio de crecimiento
por Ay. Resolviendo la ecuacion diferencial ordinaria (5.4) obtenemos la siguiente solucion
analitica:

A1 _ A1 eXp(—AQt)

_ A1 exp(—Azt)
X(t) = exp <A2 e ) X, . (5.5)

De la Ecuacion (5.5) se deduce rapidamente que, tomando limites, se llega a:

lim X (t) = exp(A1/A42) = k.

t—o00

Para acabar la secciéon veremos la representacion grafica del modelo de Gompertz en la
Figura 5.1.

Notemos que X (t) es estrictamente positivo para cualquier tiempo. Ademaés la solucion del
modelo de Gompertz es C! ([0, 00)). A partir de ahora siempre que nos refiramos al modelo
de Gompertz nos estaremos refiriendo a (5.4) o a (5.5) de manera indistinta.
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Figura 5.1: Modelo de Gompertz.

5.2. El modelo estocastico

Ahora que tenemos definido el modelo determinista aniadiremos ruido blanco en uno de los
parametros [10]. Para ello elegiremos anadir ruido en el parametro A; pues, al saber que
A1 = rlog(k), estaremos anadiendo ruido en el ratio de crecimiento, 7, y en la capacidad
de carga, k, al mismo tiempo.

Sea 0 € Ry 6 = (A1, A2, 0). Anadiremos ruido blanco en la Ecuacion (5.4) mediante el
parametro A; de la siguiente manera:

Ay — A+ oW'(1). (5.6)
Nos quedara:
% = (A1 +oW'(t)) X(t) — A2 X (t) log (X (1)) . (5.7)
Desarrollando tenemos:
% — ALX(1) + o X (W () — A X () log(X (£)). (5.8)

Agrupando y reescribiendo como una ecuacion diferencial estocéstica obtenemos:
dX(t) = [A1 X (t) — A2 X (t) log(X ()] dt + o X ()W’ (¢)dt. (5.9)
Ahora recordando que, como expusimos en la Nota 3.4, W’ (t)dt = dW (¢) nos queda:
dX(t) = [A1 X (t) — Ax X (t) log(X (t))] dt + o X (¢)dW (). (5.10)

Nos referiremos a la Ecuacion (5.10) como el modelo estocéstico de Gompertz. Ademas,
tomando la notacion usada en (4.9) para las ecuaciones diferenciales estocasticas tenemos
que podemos reescribir (5.10) como:

AX () = a(t, X (1), 0)dt + B(t, X (¢), 0)dW (¢), (5.11)
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donde:

a(t,X(t),0) = A1 X (t) — A X (t) log(X (t)), B(t,X(t),0) =oX(t). (5.12)

5.2.1. Resolucién analitica por el Lema de It6

Ahora nos centraremos en dar una resolucion analitica de la ecuacion diferencial estocastica
(5.10). Para ello usaremos el Lema de Ito6 sobre (5.10). Tomando F(t,x) = —log(z) nos
queda:

dF(t, X (t)) = BaQ — Ay — AyF(t, X(t))] dt + odW (). (5.13)

Notemos que la Ecuacion (5.13) es de tipo lineal, por lo que podemos usar el Teorema 4.4.
Tomando la misma notacién que en el teorema tenemos que: a(t) = —Ag, c(t) = %02 — Ay,
b(t) =0y d(t) = 0 y ademas ty = 0. Empezamos calculando ®; o:

By = exp </Ot <a(s) - b(z)2> ds + /Ot b(s)dW(s)) — exp </Ot —A2d5> — exp(—Aat).

Con ello: . .
1
/0 @;3 <2O'2 - A1> ds + 0/0 @;édW(t) =

_ t
= <102 — A1> exp(Aat) = 1 + U/ exp(Aas)dW (s).
2 Ay 0

Con lo que aplicando el Teorema 4.4 tenemos la siguiente expresion para F'(t, X (t)):

Aot) — 1

exp(—Agt) <—log(X0) + <;a2 - A1> eXp(A2 + a/ot eXp(AQS)dW(s)> .

Sabiendo que, como F(t, X (t)) = —log(X(t)), se tiene X (t) = exp(—F(t, X (t))); obtene-
mos la siguiente expresion analitica para X (t):

exp (— exp(—Ast) <— log(Xo) + <202 - A1> “p(i?_l + a/ot eXp(Azs)dW(s)>) :

5.2.2. Implementaciéon del Método de Milstein

En esta parte del capitulo nos centraremos en implementar el método de Milstein para la
ecuacion diferencial estocéastica de Gompertz. Para ello tomaremos incrementos de At =
276 en el intervalo [0, 10]. Con esto, tenemos el siguiente esquema numérico:

X¢+1(w) = Xl(w) + Pl(i, OJ) + PQ(i,w), (5.14)

donde:
1. Pl(i, w) = [Ale(w) — AQXZ‘(W) log(Xi(w)) — QXZ(OJ)] At + O'XZ‘(W)AM/Z‘(W),

2. Pyli,w) = %ain(w) [(awiw)? - ad].

46



Master en investigacion matematica Marco A. Pacheco Espino

Para los pardmetros consideraremos los valores: A; = 3, 4o = 1y o0 = 0,2, ademés
tomaremos la condicién inicial Xg = 0,1. Para este esquema numérico haremos el calculo
de 5 trayectorias, representado en la Figura 5.2.

30+
25+
20+
15+

10+

2 4 6 8 10

Figura 5.2: Representaicion de 5 trayectorias mediante el método de Milstein.

47






Capitulo 6

Modelizaciéon estocastica de la
primera ola de la pandemia de la

Covid-19

En este capitulo nos centraremos en dar una primera aplicacién del modelo de Gompertz,
estudiado previamente. Para ello, primero aplicaremos el modelo en su versién determinista,
y después en su version estocéstica para la modelizacion matematica de la pandemia de la
Covid-19. El objetivo de este capitulo es familiarizarnos con el uso de ecuaciones diferen-
ciales estocasticas, en particular, con la ecuaciéon diferencial estocastica de Gompertz.

Para la aplicacién usaremos los datos de los infectados diarios en Espania tomados el dia
22 de agosto del Panel de Covid-19 del Instituto de Salud Carlos III [23]. Sobre los datos,
estos nos muestran los infectados reportados diarios desde el dia 2 de marzo hasta el dia
16 de agosto; sin embargo, nosotros solo trabajaremos con los datos de los infectados desde
el 2 de marzo hasta el 18 de mayo, es decir, solo trabajaremos con los 78 primeros dias.

La consideracion de estos datos tiene una razon, y es que es el dia 18 de mayo cuando la
mayoria de las comunidades auténomas empezaron a relajar las medidas contra la Covid-
19. Esta modificacién de las medidas alter6 el natural desarrollo de la pandemia haciendo
que, de tener pocos cientos de infectados diarios, pasaramos a presenciar un rebrote de
infectados. Esta alteracion artificial de la evolucion de la pandemia hace que sea poco
viable intentar modelar todo el conjunto de datos, pues el segundo brote se comporta
como una pandemia distinta a la que tuvimos los meses de marzo, abril y mayo. Por ello,
como nuestro objetivo es modelar el primer brote, tomaremos los 78 primeros dias. Asi,
representamos los datos con los que vamos a trabajar en la Figura 6.1.
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Sobre los datos, decir que estos se actualizan periddicamente: conforme la pandemia va
evolucionando la forma de recolectar los datos, la forma de interpretarlos y, consecuente-
mente, los resultados inferidos a partir de estos van cambiando y haciéndose més precisos.
Ademaés, es importante tener en cuenta que estos datos solo representan a los infectados
que se han reportado, no a lo infectados reales. En ese sentido, los datos presentados aqui
son una una cota inferior de los infectados reales.

10000+

8000+

6000+

4000
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20 40 60

Figura 6.1: Datos de infectados detectados por dia en Espana.

En este trabajo, sin embargo, no usaremos a los infectados por dia sino a los infectados
acumulados a lo largo del tiempo, es decir, para un dia N, nosotros consideraremos la suma
de todos los infectados que han sido diagnosticados hasta el dia N, ver Figura 6.2. Esto
nos permite utilizar el modelo de Gompertz para modelizar el crecimiento de la pandemia.

6.1. Ajuste determinista

En esta seccién nos vamos a centrar en dar un ajuste determinista del modelo de Gompertz,
es decir vamos a estimar los parametros para el modelo, que en este caso son Ay y As;
ademéas tomaremos como valor inicial Xy = 819, que es el valor proporcionado por los
datos.

Consideraremos al conjunto de N = 78 datos que tenemos, es decir, consideraremos a los
pares (t;,x;),1 = 1,...,78, donde x; representa al valor observado de infectados acumulados
en el tiempo ¢;, y (¢;, X (¢;)) donde X (¢;) representa el valor dado por el modelo en el tiempo
;.

Teniendo esto en cuenta para hallar los parametros A; y Ao trataremos de minimizar la

50



Master en investigacion matematica Marco A. Pacheco Espino

25000C .........oc.ooooo.oooooono
20000C|
15000C|-
10000C
5000¢|
B “ o

Figura 6.2: Datos de los infectados acumulados durante los primeros 78 dias.

suma de la distancia que hay entre los vectores (¢;,x;) y (ti, X (¢;)), es decir:

n

min Z (i, 2s) — (ts, X ()| =

A,A
LAz T

n

= min

Al,AQ 1 A2 A2
1=

T; — exp (Al — Alem_Azt)) XSXP(—A??)

Asi, obtenemos los siguientes parametros:
Ap — 1,17496, As — 0,0945024, (6.1)

que dan como resultado la aproximaciéon dada en la Figura 6.3, donde se puede observar
que el ajuste es bastante preciso.

6.2. Ajuste estocastico

Nuestro objetivo es dar una estimacion de la esperanza y del intervalo de confianza para los
infectados acumulados, para ello empezaremos dando una estimacién de los parametros Ay,
Ay y 0 mediante el método no paramétrico. Recordemos que estamos tratando la siguiente
ecuacion diferencial estocastica:

AX(t) = f(t, X (t),0)dt + g(t, X(£),0)dW (1), (6.2)

donde:
f(t, X(t),0) = A1 X(t) — A X (t) log(X (1)), g(t,X(¢t),0) = o X (t). (6.3)
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Figura 6.3: Ajuste determinista de Gompertz para los infectados acumulados.

Para hacer el ajuste estocastico estimaremos los parametros Ay, As y o. Teniendo esto en
cuenta usaremos el siguiente sistema de ecuaciones:

N-1

r

(]

(Ayz; — Asx; log x;) = (i1 — i),

i

1

<.
Il

Z
L
2
L

Z; (Alxi — AQ.%'i log .%'z)

i

i

xi(aaci)Q

.%'i(.ilfzq_l — xi), (64)

‘2 .

xi(aziﬂ — l‘i)Q.

Rl= &= k|-
i

i=1 i=1

En este caso hemos tomado At = 1, ya que tenemos que los datos han sido tomados
cada dia, es decir, tenemos un incremento de 1. Resolviendo el sistema antes planteado
obtenemos las siguientes estimaciones de los pardmetros:

A; — 1,18071, Ay — 0,0949606, o — 0,0153508. (6.5)

Notemos que el valor del pardmetro o, que mide el ruido blanco del modelo, es, relativa-
mente, mas pequeno que los valores estimados para los parametros Ay y As. Esto no nos
deberia de extrafiar pues, fijaindonos en la Figura 6.2 vemos que hay poca variabilidad en
los datos, esto es, no hay cambios abruptos en estos.

6.3. Resultados computacionales

A partir de ahora consideraremos que los parametros A, A, y o tienen los valores estimados
en (6.5) y Xo = 819. Esto nos deja con la ecuacion diferencial estocastica de Gompertz:
dX(t) = (A1X(t) — A X (t)log(X(t)))dt + o X (t)dW (),
{ X0 = Xo .
donde A; = 1,18071, A2 = 0,0949606, o = 0,0153508 y X = 819.

52



Master en investigacion matematica Marco A. Pacheco Espino

6.3.1. Implementaciéon del método de Milstein

Previo a dar las estimaciones mediante el método de Montecarlo necesitamos tener una
muestra de las trayectorias realizadas, por ello nuestro objetivo en esta parte seré la re-
presentacion de trayectorias del proceso estocastico solucion de la ecuacion diferencial
estocéstica anterior y para ello implementaremos el esquema numérico de Milstein, que
tiene un orden de convergencia mayor que el método de Euler-Maruyama.

Recordemos que para w fijo tenemos una trayectoria. En este caso consideraremos una
particion del intervalo [0, 78], que es el intervalo que representa desde los primeros dias de
la pandemia hasta el dia 18 de Mayo. Esta particion la haremos en subintervalos de longitud
At = 27% cada uno, es decir que tendremos por cada w, esto es, para cada trayectoria unos
1248 puntos. De esta manera nos queda:

Xiy1(w) = Xi(w) + P1(i,w) + P2(i,w), (6.7)
donde:
1. P(i,w) = [A1 X;(w) — A2 X (w) log(X;(w)) — QXi(w)] At 4+ 0 X;(w)AW;(w).
1
2. Pylisw) = 307 Xi(w) [(AWi(w))Q - At]
Este esquema empezara en el punto Xop(w) = Xo. Ahora tomaremos {wi,...,ws000} ¥
realizaremos un total de 5000 trayectorias, es decir que tendremos un conjunto de la forma.
{Xi(wj):i=0,...,1248 y j =1,...,5000} (6.8)

Donde para cada j fijo tenemos una aproximacion, {X;(w;)}28, de la trayectoria j-ésima.

En la Figura 6.4 podemos ver una representaciéon esquematica de 50 trayectorias.

25000(

20000C

15000C

10000C

5000C

20 40 60

Figura 6.4: Representacion de 50 trayectorias mediante el método de Milstein.
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6.3.2. Método de Montecarlo

Llegados a este momento tenemos podemos tomar, en el conjunto dado en (6.8), un i
fijo; esto nos daria, para cada i, un conjunto de la forma {Xi(wj)}?golo. Es decir, para

cada nodo ¢At de la recta temporal tenemos un conjunto de 5000 estimaciones. Ahora,

aplicando el método de Montecarlo podemos tomar, para cada i = 0, ...,1248 la siguiente
aproximacion:
1 5000
E[X(iAt)] ~ o D Xi(wi) = Xu(t),
j=1
| 5000 )
VIX(t)] = 2000 (X wi) = Xu ()" = o(Xn(t))?
=1
,, ...:gao——‘—
L o,
20000C ’/I >
¥
I',I}>
15000C F 7o
’
4
7
100 00C|- 7
5000C |-
20 | | | 40 | | | 60

Figura 6.5: Esperanza e intervalo de confianza de la Ecuacion (6.6).

En la Figura 6.5 la curva azul representa a la estimaciéon de la esperanza y las curvas rojas
discontinuas al intervalo de confianza al 95 %. Se puede observar que los datos, representa-
dos como puntos azules, estan dentro del intervalo de confianza dado, con lo que podemos
concluir que el modelo presentado es adecuado para estudiar la primera ola de la Covid-19
hasta el comienzo de la fase de la desescalada.
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Capitulo 7

Modelos estocasticos para la
prediccion del desarrollo de la
leucemia

En este capitulo nos centraremos en presentar distintos modelos para la predicciéon del
desarrollo de tumores. En particular usaremos el modelo de Gompertz y el modelo de
Gompertz con tratamiento anadido para dar una prediccién del comportamiento de un
tumor a lo largo del tiempo cuando este se desarrolla de manera natural primero, y para
cuando se aplican distintas quimioterapias después. Sobre esto, daremos un estudio exhaus-
tivo de las terapias a aplicar, asi como una prediccion de sus efectos sobre el tumor. Una
vez tengamos el modelo determinista bien estudiado daremos una version estocéstica del
mismo y, consecuentemente, presentaremos los resultados dados por estos tltimos modelos.

7.1. Sobre el cAncer

Hay un amplio consenso en que el cédncer es, en esencia, una enfermedad genética y que la
acumulacién de alteraciones moleculares en el genoma de células sométicas es la base de la
progresion de la enfermedad. Asi, podemos denominar como céncer a un amplio espectro de
enfermedades caracterizadas por estar generadas por una alteraciéon genética, no siempre
hereditaria, iniciada en una tnica célula [24].

A partir de la alteracién genética, las células mutadas, o neoplasicas, crecen de manera
autonoma, descontrolada y sin necesidad de otros estimulos externos. Con el tiempo, estas
células acumulan nuevas mutaciones lo que explica que, aunque los tumores se originen a
partir de una dnica célula, la masa tumoral final tenga un caracter heterogéneo. Las células
neoplésicas son capaces de escapar de la apoptosis, esto es, el proceso de muerte celular
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programada, y de la vigilancia de nuestro sistema inmunitario; lo que las dota de mayor
longevidad, sobre todo en las fases finales de la enfermedad.

7.1.1. Leucemia

De todas las enfermedades que son clasificadas como cancer nosotros nos centraremos en
una en particular: la leucemia. Aunque pueda parecer que el término leucemia encierra a
un concepto de facil comprension su definicién exacta es mucho mas compleja. El término
leucemia refiere a una condicion médica caracterizada por un aumento del ntmero de
leucocitos en sangre; sin embargo, la alteraciéon fundamental que caracteriza a la leucemia
no radica en la propia sangre sino en los tejidos, tanto los que provocan la concentraciéon
anémala de leucocitos como los tejidos a los que esta concentracion va a parar y depositarse.
De esta forma, en la leucemia, la sangre no es el elemento principal [25].

Con esto, es esperable que haya una alta concentracién de leucocitos en sangre cuando una
persona padezca de leucemia, aunque también puede darse la particularidad de que, atn
teniendo una alta produccién de leucocitos, si la tasa de destruccion celular del paciente
es alta, la sangre transporte relativamente a pocos de ellos. Ademas, también se deben
considerar otras particularidades como que, por ejemplo, el nimero de células cancerigenas
esté concentrado en algun tejido en especifico. Estas diversas posibilidades nos sirven para
comprender que la leucemia comprende una gran variedad de enfermedades.

Antes de dar la definicion de leucemia aclararemos que un tejido se denominaré leucopoyé-
tico cuando sea la fuente de produccion de leucocitos. En este sentido, la leucemia puede ser
definida como una proliferaciéon, ya sea lenta o rapida, generalizada, anormal, neoplasica
y autoperpetuada de uno de los tejidos leucopoyéticos, acompainiada a menudo con cifras
anémalas de leucocitos en sangre y que eventualmente derivan en anemia, trombocitopenia
y muerte del paciente [25].

7.1.2. Datos recogidos

En [26] se presentan los datos de la proliferacion de células Jurkat, una linea celular de
leucemia en humanos, obtenidas de la American Type Culture Collection. El crecimiento de
las células fue estudiado en un entorno rico en nutrientes, donde se hicieron varios grupos
de control: uno donde el crecimiento de las células no era perturbado y los demas, donde se
alteraba la concentracién de nutrientes, asf como la acidez del entorno y se estudiaban sus
efectos en el desarrollo de las células cancerigenas. Una informaciéon méas detallada sobre
las condiciones en las que desarrollaron estas células puede ser encontrado en [26].

Los datos obtenidos nos muestran la evolucién de las células cancerigenas, tomadas en
unidades de 10° células y usando como unidad de tiempo las horas, en particular, los
datos muestran el desarrollo del tumor cada 12 horas, aproximadamente. Cabe resaltar
que el rapido desarrollo del tumor se debe a que, aunque las células que se evaliian son de
origen humano, estas no se han desarrollado dentro de un organismo humano, sino en un
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Células cancerigenas
Tiempo Nam. de células Tiempo Num. de células
0 0.050264 120.2 1.748677
12.2 0.097883 131.4 1.563492
24.8 0.158730 143 1.669312
36.6 0.190476 155.2 1.992063
48.6 0.253968 167.8 2.097883
60.4 0.420634 179.2 2.333333
72.4 0.542328 191.6 2.526455
84.4 0.857142 203 2.375661
95.5 1.338624 215 2.402116
107.6 1.206349 227.6 2.629629

Tabla 7.1: Células cancerigenas medidas 10° células por unidad cada 12 horas. Fuente [26].

laboratorio, bajo condiciones especificas y en un entorno rico en nutrientes, disenado para
favorecer su desarrollo.

Los datos estan representados en la Tabla 7.1 donde, como ya apuntamos previamente,
las unidades usadas para medir la cantidad de células son 10% células por unidad, y para
medir el tiempo se han usado horas.

7.2. Modelo en ausencia de tratamiento

Primero trabajaremos con el modelo donde no se aplica ningtin tratamiento para evitar
el crecimiento del tumor, este modelo viene representado por el modelo de Gompertz
expuesto en el Capitulo 5. Posteriormente, con la informacién obtenida del primer modelo,
anadiremos un tratamiento de quimioterapia.

7.2.1. Ajuste determinista

En esta seccién nos vamos a centrar en dar un ajuste determinista del modelo de Gompertz,
es decir, vamos a estimar los pardmetros para el modelo siguiente:

% —  AX(t) — A X (8)log (X (1)), (7.1)
X(0) = Xo.

Antes de comenzar comentaremos que hemos tomado Xy como un pardmetro mas a estimar,
pues asi se obtiene un resultado mas realista debido a la incertidumbre inherente a cualquier
medida, en concreto de la medicién inicial. Empezamos considerando al conjunto de N = 20
datos que tenemos en la Tabla 7.1, es decir, consideraremos a los pares (t;,z;), i = 1,...,20,
donde z; representa al valor observado de células cancerigenas en el tiempo t;; también
consideraremos a los pares (t;, X (t;)) donde X (¢;) representa el valor dado por el modelo
en el tiempo t;. Recordemos que en la Ecuacion (5.5) tenemos la forma explicita de X (¢).
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Teniendo esto en cuenta, para hallar los parametros A;, Ao y a la condicién inicial Xq tra-
taremos de minimizar la suma de la distancia que hay entre los vectores (t;, ;) y (ti, X (t;)),
es decir:

N
min Z (i, w5) — (ts, X ()| =
=1

Ay A 0

; — exp <141 _ Ay eXp(_AQt)> Xexp(—Agt)

Asi obtenemos los siguientes parametros:
A; — 0,26123, Ay — 0,0175886, Xy — 15892,5, (7.2)

que dan como resultado la aproximaciéon dada en la Figura 7.1, donde los puntos repre-
sentan a los datos, y la curva a la representacion grafica de X (¢) en el intervalo [0,230].

2.5%10°
2.0x10°
1.5x10°
1.0x10°

500000

r 50 100 150 200

Figura 7.1: Ajuste determinista del modelo de Gompertz.

7.2.2. Ajuste estocastico
Recordemos la ecuacién diferencial estocéastica que estamos tratando:
dX (t) = f(t, X(t),0)dt + g(t, X (t), 0)dW (¢), (7.3)

donde:
f(t, X(1),0) = A1 X (1) — A2 X (¢)log(X(2)), g(t, X(t),0) = o X(t). (7.4)

Para el ajuste estocastico, tomaremos como valor inicial al valor de X estimado para el
caso determinista y solamente estimaremos los parametros A1, As y o. Teniendo esto en
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cuenta usaremos el siguiente sistema de ecuaciones, donde N = 20:

N—1 | Nl
(Ayz; — Asx; log x;) =

(]

(xi—i-l - 901;)7

L|
™

3 1=1

<.
I

=
=
L

v (A1x; — Agzilogx;) = zi(Tip1 — x4), (7.5)

™

Z
L
2
L

wi((fﬂﬁz’)? = E Z $i($i+1 - 361’)2-

=1 =1

En este caso hemos tomado At = 12, ya que tenemos los datos del crecimiento de los
tumores cada 12 horas aproximadamente, es decir, tomaremos un incremento igual a 12.
Resolviendo el sistema antes planteado obtenemos las siguientes estimaciones de los para-
metros:

A — 0,300464, Az — 0,0203299, o — 0,0343727. (7.6)

Notemos que los valores de los pardmetros dados por el método no paramétrico en (7.6)
son relativamente similares a los dados en (7.2).
7.2.3. Resultados computacionales

A partir de ahora consideraremos que los parametros A1, As y o tienen los valores dados

en (7.6) y Xy tiene el valor dado en (7.2). Es decir, el modelo viene definido por:

dX(t) = (A1X(t) — A X () log(X(t)))dt + o X (t)dW (),

(7.7)
X(0) = X,

donde A; = 0,300464, Az = 0,0203299, 0 = 0,0343727 y X = 15892,5.

Implementaciéon del método de Milstein

Nuestro objetivo es dar la representacion de trayectorias del proceso estocastico soluciéon de
la ecuacion diferencial estocastica (7.7) y para ello implementaremos el esquema numérico
de Milstein que, como ya hemos aclarado anteriormente, tiene un orden de convergencia
mayor que el método de Euler-Maruyama.

Para cada trayectoria tomaremos un w fijo. En este caso consideraremos una particiéon del
intervalo [0,230] en subintervalos de longitud At = 273 cada uno, es decir que tendremos
por cada w fijo, unos 1840 puntos. De esta manera nos queda el siguiente esquema numérico:

Xit1(w) = Xi(w) + P1(i,w) + Pa(i,w), (7.8)
donde:
1. Pl(i, w) = [Ale(w) — AQX/L(CL)) log(Xl(w))] At + O'Xi(OJ)AWi(UJ),

2. Py(i,w) = Lo Xi(w) [(AWi(w)f - At]
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Este esquema empezara en el punto Xo(w) = Xo, Yw € Q. Queremos realizar 1500 tra-
yectorias de X (t), para ello tomaremos {ws, ..., w1500} ¥y obtendremos un conjunto de la
forma:

{Xi(wj):i=0,...,1840 y j =1,...,1500} (7.9)

En el conjunto dado en (7.9) cada j representa una trayectoria y cada i representa el
punto i-ésimo en el intervalo [0, 230], es decir, para cada j fijo tenemos una aproximacion,
{X;(w;) 11889, de la trayectoria j-ésima.

En la Figura 7.2 podemos ver una representaciéon esquematica de 50 trayectorias.

4x100

3% 100 |

2% 100

1x10°F

50 100 150 200

Figura 7.2: Representacion de 50 trayectorias utilizando el esquema numérico dado en (7.8).

Método de Montecarlo

Llegados a este momento podemos tomar, en el conjunto dado en (7.9), un i fijo; esto
nos daria, para cada ¢, un conjunto de la forma {Xi(wj)}}iolo. Es decir, para cada nodo
iAt del segmento temporal [0, 230] tenemos un conjunto de 1500 estimaciones. Ahora apli-

cando el método de Montecarlo podemos tomar, para cada i = 0, ..., 1840, las siguientes
aproximaciones:
1500
EX(AN] ~ —— 3 Xi(w)) = Xar(iAt) (7.10)
1500 £ 7 AR '
| 1500 B )
VXA & = ; (X;(wj) — Xn(iAt))”. (7.11)

Podemos también dar un intervalo de confianza como se indica en (4.31). Todo esto, en
conjunto, nos dara una aproximacion a la solucion estocéstica de (7.8) que representamos
en la Figura 7.3.
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Figura 7.3: Esperanza e intervalo de confianza de la solucion de (7.7).

En la Figura 7.3 la curva continua de color azul representa a la esperanza estimada a
lo largo del tiempo de (7.7), las curvas discontinuas rojas representan a los intervalos de
confianza y los puntos azules representan a los datos, dados previamente en la Tabla 7.1.

7.3. Modelo en presencia de quimioterapia

Ademas de ayudarnos a dar predicciones del crecimiento del tumor, los modelos mate-
maéticos son apropiados para ser utilizados como la base sobre la que considerar distintas
terapias y evaluar sus efectos. En nuestro caso presentaremos un nuevo modelo que tiene
en cuenta los efectos de una quimioterapia cuando esta se aplica manteniendo una concen-
tracion constante del medicamento en el area donde esta el tumor [27].

Por simplicidad, dentro de los términos que usaremos en este trabajo clasificaremos a
los medicamentos usados en quimioterapia en dos grandes grupos: en los que son ciclo-
especificos y los que no. Los medicamentos no son ciclo-especificos cuando son téxicos para
las células sin importar la fase en la que estén, entendiendo por fase al momento especifico
de la divisiéon celular en la que se encuentren las células afectadas por el medicamento.

7.3.1. Formulacion del modelo con tratamiento

En [6] se comienza presentando un modelo generalizado para la prediccion del crecimiento
de tumores. Este modelo nuevo considera un crecimiento exponencial del tumor durante
los primeros momentos y hasta que el tumor alcanza un tamano X, y, a partir de ahi, se
toma un crecimiento logistico generalizado:

dX

== AX(), X(t) < X,
(7.12)
W s (- ()0, x> x.
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Sobre este modelo se consideran los efectos de una terapia basada en la exposicion del
tumor a medicamentos, de tipo no ciclo-especificos, administrados de manera que se tenga
una concentracion C(t) de medicamento en cada tiempo ¢. Sobre esta concentracion se
considera también la efectividad del tratamiento, p, que nos expresa el ratio de muerte
celular por unidad de concentracién del medicamento. Asi, se llega al siguiente modelo:

= k) X ), X(t) < X.,
(7.13)
= [ (- (BO)) —wem)] X)X X.

En [6] se considera una concentracion constante de medicamento, Cp, y se dan soluciones
analiticas a la Ecuacion (7.13) bajo distintas hipotesis sobre los parametros. Nosotros
tomaremos otro enfoque: presentaremos un caso particular del modelo (7.13) y sobre él
estudiaremos los efectos de la terapia.

Primero tomaremos el modelo (7.12) y consideraremos X. = 0 para recuperar el mode-
lo logistico generalizado. Después, sobre él haremos o — oo para obtener el modelo de
Gompertz. Haciendo esto nos queda:

% = [A1 — Azlog(X(1))] X(¢), (7.14)
X(0) = Xo.

Donde (7.14) es el modelo de Gompertz clasico estudiado en el capitulo anterior. Tomando
una terapia, de concentracion constante Cy y de efectividad pu, que se aplica en el momento
0 < t* se obtiene la siguiente ecuaciéon diferencial ordinaria:

%‘: = [A1 — Aglog(T(t)) — pCol T(t), t>1t* (7.15)
Tt*) = To.

Resolviendo al Ecuacion (7.15) obtenemos la siguiente expresion analitica para T'(t) cuando
t >t

oxp (AL _ ALexp(=Aa(t =) puCo  exp(=Az(t —t7))uCo
P2 A A Ay

Tgxp(*Az (t*t*)),

(7.16)
Donde T'(t) designa al ntimero de células cancerigenas en el tiempo ¢t bajo un régimen de
quimioterapia especifico, tomando como cantidad inicial de células cancerigenas a Tj.

Es importante notar que si en el modelo (7.15) tomamos t* = 0 estariamos considerando
que se empieza con el tratamiento desde el comienzo de la enfermedad, hecho que no tiene
por qué darse, pues implica que se tiene conocimiento sobre el diagnéstico del paciente
nada més se padece de la enfermedad. Para tener también en cuenta el crecimiento previo
del tumor consideraremos que el tumor ha crecido de manera natural hasta un tiempo t*
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y, a partir de ahi, se aplica un tratamiento de quimioterapia, que modelizaremos como se
ha expuesto en (7.15). Con ello obtenemos el siguiente modelo:

% = [A1 — Axlog(X (1)) X (), 0<t<t
% = [A1 — Aslog(X (1)) — pCol X (t), ¢t >t (7.17)

Donde para t < t* tenemos el modelo de Gompertz que ya hemos trabajado, y para t > t*
tenemos el modelo de Gompertz con la quimioterapia administrada.

7.3.2. Calculo de las dosis

Considerar que el tumor crece de manera natural hasta t* significa que los valores de los
parametros A1, As y la condicion inicial X, estimados para el caso donde hay ausencia
de quimioterapia, son vélidos también para (7.17); solo nos queda, pues, estudiar qué
posibles valores dar a uCy, es decir, lo que necesitamos ahora es encontrar un criterio que
justifique la administracion de distintas concentraciones del medicamento. Para simplificar
los calculos que vamos a realizar tomaremos () := pCp, notaciéon que no hace que perdamos
generalidad, pues para una dosis constante, Cp, de un determinado medicamento se tiene
una efectividad fija p por unidad de concentracién.

Es importante tener en cuenta que ahora que vamos a centrarnos en buscar un criterio para
() vamos a trabajar, evidentemente, en tiempos posteriores al comienzo del tratamiento,
esto es, estaremos tratando con tiempos de la forma ¢ > t*; sabiendo que para esos tiempos
el modelo (7.17) es equivalente al modelo (7.15), podemos retornar a trabajar con ese
modelo.

Con lo dicho anteriormente consideremos el modelo dado en (7.15) con el anadido de que
ahora, consideraremos un crecimiento normal del tumor, dado por X (), y administraremos
la quimioterapia en el tiempo ¢t* donde el tumor tiene el tamano X (t*), por tanto estariamos
considerando el punto inicial T'(t*) = Ty = X (t*) en el modelo (7.15).

Una primera exigencia sobre () es que queremos aplicar una concentraciéon tal que, por lo
menos, haga que el tumor decrezca. Esto se puede expresar mateméaticamente como que Vt
se tenga una derivada negativa. Tomando en cuenta la Ecuacion (7.15) se tiene:

(A1 — A log(T()) — Q) T(t) < 0 » Ay — Az log(X (1)) < Q. (7.18)

Teniendo en cuenta que se aplicara la terapia en el tiempo t*, donde el tumor tiene un
tamano X (t*), se tiene que:
Ap — A, log(X(t*)) < Q. (719)

Es decir que para que nuestra terapia haga que el tumor decrezca tenemos que aplicar por
lo menos una concentracion que cumpla con la desigualdad (7.19).
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Ahora veamos qué concentracion de medicamentos tenemos que aplicar para obtener que
el tumor acabe teniendo un tamafio determinado, P. Para ello tomaremos limites en (7.16)
y buscaremos hallar el () que haga que dicho limite sea P.

A1 Arexp(—A(t—t7) Q| exp(—A(t—1"))Q syexp(—Aa(t—t*)) _
= = =+ o (") _p

hm exp <

(7.20)
Tengamos en cuenta que la igualdad a P en (7.20) ha sido impuesta por nosotros. Ahora
continuando con nuestro desarrollo, teniendo en cuenta que el limite del producto es el
producto de los limites:

lim A(t) lim exp (—Q + exp(=Az(t = t*))Q> =P, (7.21)

t—o0 t—o00 A2 A2

donde:

A(t) — exp (i; _ Al exp(_jZiQ(t —1 ))) T(t*)exp(_AQ(t_t*))‘

Se puede probar facilmente en (7.21) que:

Ay Alexp(—Az(t —t¥)
A2 Ao

> T(t*)exp(—AQ(t—t*)) — exp(Al/A2) (722)

lim exp
t—o00

Luego tenemos, en (7.21):

=P (7.23)

A

Tomando, de nuevo, que limite del producto es producto de los limites em (7.23) tenemos:

QY exp(=Ax(t —1))Q _
exp(A1/A2) exp (—AZ tlggo exp e =P. (7.24)
Luego, tomando limites obtenemos:
QY _
exp(A;/Asz) exp 1) = P. (7.25)
2

Ahora es momento dar valores a P. El primer valor que consideraremos es P = 0, es decir,
buscaremos obtener el () que haga que, eventualmente, eliminemos el tumor. Ello nos da:

exp(Ai/A2) exp <—Z) =0+« exp (—fi) =0+ Q= +o. (7.26)

El resultado de (7.26) nos dice que para eliminar un tumor por completo necesitariamos
aplicar una quimioterapia cuya concentracion sea infinita. Esto nos obliga a considerar otro
enfoque: ya no tomaremos P como cero si no como un nimero real positivo.

En el Capitulo 5 probamos que el modelo Gompertz estima la capacidad de carga del tumor
mediante el término exp(A4;/Az). Esta capacidad de carga es el tamafo méximo que el
tumor puede alcanzar en un entorno dado, por lo tanto parece razonable tomar a P como
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un porcentaje de esa capacidad de carga, es decir, tomando 0 < a < 1, consideraremos a
P como aexp(A;1/Az). Aplicando esto a (7.25) obtenemos:

exp(A1/Az) exp (i) = aexp(A;/Az) <> exp (Z) =a+ Q= —log(a)A,.

Es decir, para que el tumor llegue a estabilizarse, en aexp(A;/A2) células cancerigenas,
necesitamos que:

Q = —log(a)As. (7.27)

Podemos deducir ciertas propiedades sobre los posibles tratamientos, @), mediante (7.27).

1. Como hemos tomado 0 < o < 1y 0 < Ag, tenemos que (7.27) nos dice que, como
era de esperar, () es estrictamente positivo.

2. Si tomamos valores de « cercanos a cero tendremos valores de () cada vez mas
grandes. En particular, como estudiamos en (7.26), si nuestro objetivo es destruir el
tumor utilizando solamente la quimioterapia entonces ) — +oo.

3. Si tomamos valores de « cercanos a uno, es decir, si apuntamos a un tratamiento que
solo reduzca levemente al tumor tendremos que @ tendera a cero.

Estas tres propiedades nos dicen que nuestro modelo se comporta de manera coherente con
las observaciones; su comportamiento es el esperado de un modelo que predice el desarrollo
de un tumor en presencia de quimioterapia.

Notemos que el hecho de que no se pueda matar al tumor solamente con la quimioterapia
no supone una desventaja para esta pues es frecuente el combinar distintas terapias, como
la inmunoterapia, cuando se combate contra el cancer [4]. En ocasiones lo que se busca no
es la total destrucciéon del tumor sino reducirlo a un tamano determinado que permita su
extraccion mediante una cirugia.

Como nuestro objetivo a largo plazo es dar una version estocéstica de nuestro nuevo modelo
tomaremos como valores de A; y Ay a los estimados en (7.6), es decir tomaremos A; =
0,300464 y A = 0,0203299. Asi para valores de a; = 0,75, as = 0,5 y ag = 0,25 obtenemos
los siguientes tratamientos:

Q1 — 0,00584854, Q2 — 0,0140916, @3 — 0,0281832. (7.28)

Ahora vamos a ver las representaciones graficas de los efectos de los distintos tratamientos.
Tengamos en cuenta que el modelo (7.17) tiene como soluciones analiticas a:

exp <j; _ Al eXI;l(—AQt)> ngp(—AQt)’ 0<t < t*,
X(t) = 2 o (7.29)
A(t) exp (—Q 4 oAt = ))Q> Lt

Ay Ao
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donde: y y y
1Lexp(—As(t — t* .
A(t) — exp (A; . exp( A22(t t ))) X(t*)exp(—Az(t—t )) (7'30)

Ahora sobre (7.29) consideraremos que empezamos el tratamiento en ¢* = 240. Dando los
valores de @1, @2, @3 y 0 a () obtenemos las representaciones dadas en la Figura 7.4.

————— | = 075 ----- ) = 0.5
az =0.25 a=1
2.5% 100 N
\ S
\ ~o
\ - ____
2.0x100 ¢ \
\
\\
1.5% 100 | h
1.0x 100 |
500000
100 200 300 400 500

Figura 7.4: Representacion del efecto de las distintas terapias.

Recordemos que « era el porcentaje de la capacidad de carga que esperabamos obtener
eventualmente de manera teérica. Como era de esperar por nuestros cilculos, cuanto menor
es a més efecto logramos tener en la reduccién del tumor.

Veamos ahora como cambia, en general, la respuesta del tumor cuando variamos el tra-
tamiento (). Consideremos la funcion F' : [0,500] x [0,0,03] — R cuyo primer argumento
hace alusién a la variable temporal y su segundo argumento a las distintas terapias Q:

Al Al —A D(—
P <AQ - W) XgPCR o<t < 240,
F(t,Q) = 0 2 Aot — 240)Q (7.31)
A(t) exp (— 4 exp(=Aaf ) ) . > 240,
AQ AQ
donde: A 4 (—A )
1 lexp(—A5240 exp(—A2240)
T, = — — X
0 exp <A2 A2 ) 0 )
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Ay Alexp(—Ay(t — 240)) (A2 (1-240))
5 .
A2 A2

Con F definida como antes, podemos representar a la superficie S dada como:
S ={(z,y,F(z,y)) : € [0,500] y y € [0,0,03]}. (7.32)

Representando a la superficie S obtenemos la Figura 7.5.

400

Figura 7.5: Representacion del efecto de las distintas terapias.

Veamos que cuando tomamos el valor de @) = 0 obtenemos la asignacion ¢ — F(t,0) que
no es mas que el modelo de Gompertz representado como una curva en el espacio. Para
valores de @ = ; tenemos respectivamente las asignaciones ¢t — F'(t, (Q;) que representan
a las funciones expuestas en la Figura 7.4 como curvas en el espacio.

7.4. CAalculo estocastico del modelo con tratamiento

Ahora es momento de adentrarnos en la version estocastica del modelo (7.17). Como comen-
tamos antes, cuando se tenga 0 < t < t* estaremos considerando el modelo de Gompertz
estocastico. Ello nos deja con la siguiente ecuaciéon diferencial ordinaria:

% = A1X(t)— A X(t)log(X(t), 0<t<t (7.33)
X(0) = Xp.
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Anadiendo ruido sobre Aj, tal y como se ha hecho en el Capitulo 5 obtenemos la siguiente
ecuacion diferencial estocastica:
dX(t) = [A1X(t) — A X (t)1og(X (¢t))]dt + o X (t)dW (t), 0<t <t
(7.34)
X(0) = Xo.

Teniendo en cuenta que anadimos terapia a partir de ¢t > t* obtenemos la ecuacioén dife-
rencial estocéstica:

AX(1) = [A1X(t) — A X (1) log(X(1)]dt + o X (H)AW (1), 0<t<th,
AX(t) = [A1X(t) — AX (1) log(X (1) — QX (8)]dt + o X)AW (1), t > t*,
X(0) = Xo.

(7.35)

7.4.1. Resoluciéon numérica del modelo en presencia de tratamiento

Sobre los pardmetros es importante senalar que tomaremos para A1, Ao y o a los obtenidos
en (7.6) y para X (0) tomaremos el estimado en la version determinista. Para () tomaremos
el valor de Q3 = 0,0281832, que es el valor que deja al tumor al 25 % de su capacidad.

Meétodo Milstein

Ahora queda hacer las representaciones de las trayectorias. Para ello tomaremos el inter-
valo [0, 460], los incrementos At = 273 y realizaremos 1000 trayectorias. En presencia de
tratamiento volveremos a implementar el método de Milstein, que tiene mayor orden de
convergencia. Consideraremos, pues, el siguiente esquema numérico:

X,;H(w) = Xz(w) + P (i, w) + Pg(i,w), (736)
donde:

1. Pl(i, w) = [Ale(w) — AQX/L(CU) log(Xl(w)) — QXz(w)] At + O'XZ'(CU)AWi(w),
2. Py(i,w) = Lo Xi(w) [(Awi<w))2 - At]

Con ello podemos dar una representaciéon de las trayectorias. En la Figura 7.6 podemos
ver la representacion esquematica de 50 trayectorias.

Como se puede observar en la Figura 7.6, para el intervalo [0,240] tenemos lo que seria
el crecimiento natural del tumor; sin embargo para el intervalo [240,460] se observan los
efectos de la terapia a lo largo del tiempo. Se puede intuir ademas que, como se ha calculado
tedricamente, el tumor tendera a estabilizarse en un 0,25 de la capacidad de carga.

Meétodo de Montecarlo

Siguiendo los mismos pasos que hicimos para la implementacion del método de Montecarlo
en el caso donde hay ausencia de tratamiento, podemos dar las aproximaciones de la
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Figura 7.7: Representacion de la esperanza e intervalo de confianza del modelo con terapia

7.4.2.

intervalo de confianza decrece cuando se aplica la terapia.

Estimaciones para distintos tratamientos

Como hicimos previamente daremos una representaciéon de los resultados, ahora para tra-
tamientos que dejan al tumor en un 50 % de su capacidad, en un 75 % y en un 100 %; estos
tratamientos vendran representados por las dosis, previamente calculadas, Q2 y ()1 para
el 50 % y 75 % respectivamente y Qg = 0 para cuando dejamos al tumor intacto. Todos los
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calculos computacionales se han hecho con las mismas consideraciones que antes, es decir,
se han tomado 1000 trayectorias e incrementos de At = 273. También, como antes, las
curvas azules representan a las estimaciones de la esperanza y las curvas rojas discontinuas
a los intervalos de confianza.

Empezaremos resolviendo estocésticamente el modelo cuando no se administra ningtn
tratamiento, donde podremos observar cémo se desarrolla el tumor a lo largo del tiempo
de manera natural, ver Figura 7.8. Después, en la Figura 7.9 mostramos los resultados
cuando se administra la terapia @1, que deja al tumor al 75 % de su capacidad de carga,
y finalizaremos con el tratamiento Q2 que deja al tumor con un 50 % de su capacidad de
carga, representando los resultados en la Figura 7.10.
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Conclusiones

Llegados a este punto nos queda hacer un repaso de lo que hemos logrado durante el
presente trabajo y qué interpretaciones podemos hacer, en general, de los resultados, tanto
tedricos como practicos obtenidos.

Durante la primera parte nos hemos centrado en dar un desarrollo tedrico enfocado en
cimentar las bases técnicas necesarias para tratar de manera rigurosa a las ecuaciones
diferenciales estocésticas. Este desarrollo culmina en el Capitulo 4, que da nombre a este
trabajo y donde se presentan a las ecuaciones diferenciales estocasticas de Itd6 acompanadas
de diversos métodos numéricos. En este sentido, este trabajo puede ser considerado como
un tratado introductorio hacia la teoria de ecuaciones diferenciales estocasticas de Ito,
teorfa tan 1til como apasionante.

Sin embargo, no podemos dejar de lado a las aplicaciones practicas hechas. Prestando
atencion al camino recorrido, comenzamos haciendo un repaso de conceptos bésicos de
teoria de probabilidad en el primer capitulo y, para el final del trabajo, terminamos siendo
capaces de tratar temas de gran relevancia, como lo son la pandemia de la Covid-19 y el
efecto de distintas quimioterapias en la evolucién de un tumor cancerigeno. Y son estas
aplicaciones, la modelizacién de la primera ola de la pandemia de la Covid-19, primero; y la
del desarrollo de células cancerigenas a lo largo del tiempo, después, las que nos abren las
puertas a unas disciplinas atn maés extensas: la epidemologia y la matematica oncolégica.

Aunque se trata de un trabajo preliminar, los resultados obtenidos son bastante promete-
dores, pues estos son coherentes con las observaciones. Esta coherencia se debe a que los
modelos estocésticos si tienen en cuenta la variabilidad inherente que presentan no solamen-
te los procesos naturales que esperamos estudiar, sino también los datos y las estimaciones
hechas sobre los distintos parametros.

En conclusion, podemos aseverar que estamos ante un Trabajo final de méaster con un
claro enfoque académico pero también didactico, acompanando cada resultado teérico con
una explicacion, enfocada en el aspecto méas conceptual del mismo, y una motivacién que
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nos sirve no sélo como vehiculo para el desarrollo tebrico, sino como medio para dar un
contexto més amplio de lo que se esta haciendo y de lo que se quiere conseguir.
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