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Resumen

La manipulación cooperativa de un objeto por dos o más brazos robóticos requiere controlar tanto el movimiento del objeto 
como las fuerzas ejercidas por los manipuladores. En términos de cinemática y estática, el enfoque elegido se basa en la denominada 
formulación simétrica. Se diseña un algoritmo de control que utiliza una modificación del método hı́brido de torque computarizado 
basado en el Principio de ortogonalización. Además, la masa del objeto se estima calculando la fuerza aplicada por cada efector final 
para sostener el objeto. El método propuesto es una extensión natural del esquema de control adaptativo previamente reportado para 
manipuladores geométricamente restringidos. La prueba de estabilidad se desarrolla utilizando la teorı́a de Lyapunov. Se presentan 
resultados experimentales.

Palabras clave: Robots cooperativos, control adaptable, control de fuerza, restricciones holonómicas, función tangente
hiperbólica

Position and force control with mass estimation for cooperative systems

Abstract

The cooperative manipulation of an object by two or more robotic arms requires controlling both the object’s movement and 
the forces exerted by the manipulators. In terms of kinematics and static, the chosen approach is based on the so–called symmetric 
formulation. A control algorithm using a modified hybrid computed–torque method based on the Principle of Orthogonalization 
is designed. In addition, the mass of the object is estimated by calculating the force applied by each end–effector to hold the 
object. The proposed method is a natural extension of an adaptive control scheme previously reported for geometrically restricted 
manipulators. The stability test is developed using Lyapunov’s theory. Experimental results are presented.

Keywords: Cooperative robots, adaptive control, force control, holonomic constraints, hyperbolic tangent functions

1. Introducción

A principio de la década de los setenta, poco después de
la aparición de las tecnologı́as robóticas, los investigadores co-
menzaron a estudiar los sistemas de robots de brazos múltiples
(Fujii y Kurono, 1975). Este interés se debió principalmente a
las limitaciones de los robots de un solo brazo en aplicaciones
industriales. De hecho, muchas tareas que son difı́ciles o impo-
sibles de ejecutar por un solo robot se vuelven factibles cuando

dos o más manipuladores se utilizan de forma cooperativa, por
lo que el uso de sistemas cooperativos ha aumentado debido
a las ventajas que ofrecen. Los sistemas cooperativos pueden
compartir información y recursos, permiten la interacción con
un objeto, tienen mayor tolerancia a fallas y con este tipo de
sistemas se pueden hacer tareas que serı́an imposibles de rea-
lizar con un solo robot. Ejemplos de trabajos de investigación
que incluyen este tipo de sistemas son los realizados por Fujii y
Kurono (1975) y Nakano et al. (1974). En estos trabajos se in-
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vestigaron cuestiones clave en el control de robots cooperativos
tales como: el control amo/esclavo, el control de fuerza/cumpli-
miento y el control del espacio de tareas. En los ochenta, sobre
los resultados obtenidos en robots de un solo brazo se renovó el
interés en los sistemas robóticos de múltiples brazos (Koivo y
Bekey, 1987). Este interés se centró en definir el vector de tareas
con respecto al objeto a manipular (Dauchez y Zapata, 1985),
en determinar la dinámica y el control de la cadena cinemática
cerrada formada por los robots y el objeto (McClamroch, 1986;
Tarn et al., 1988), y resolver problemas de control de fuerza
tales como el control hı́brido (posición/fuerza) (Hayati, 1986;
Uchiyama et al., 1987; Uchiyama y Dauchez, 1988). Siendo el
control hı́brido el que formó una base teórica sólida para el con-
trol de múltiples robots. La parametrización de las restricciones
de fuerza/momento sobre el objeto, en función de todo el mode-
lo dinámico del sistema cooperativo, se ha reconocido como un
problema crı́tico. De hecho, esta parametrización lleva a la de-
finición de variables de tarea para el control y, por lo tanto, a la
respuesta de una de las preguntas más frecuentes en el campo
de la robótica cooperativa: ¿cómo controlar simultáneamente
la trayectoria del objeto, las fuerzas internas y los momentos
(mecánica tensiones), la carga compartida, e incluso las fuer-
zas/momentos externos actuando sobre el objeto? (Uchiyama y
Dauchez, 1988).

Para resolver el problema de controlar robots con restriccio-
nes geométricas que sostienen un objeto rı́gido, es necesario de-
finir adecuadamente las trayectorias y fuerzas deseadas que se
aplicarán por cada efector final (Rivera y Arteaga, 2013). Rai-
bert y Craig (1981) propusieron el llamado control hı́brido de
posición/fuerza al introducir una matriz de selección de cumpli-
miento que distingue el control de posición de los componentes
de control de fuerza en coordenadas cartesianas; es decir, en
este método, todo el espacio de control se divide en dos subes-
pacios: uno de ellos es el subespacio para el control de posición
y el otro es para el control de fuerza (Gudiño y Arteaga, 2003).
Casi todos los trabajos que utilizan este método suponen que se
dispone de un conocimiento perfecto de la dinámica del mani-
pulador y, por lo tanto, todos los términos no lineales pueden
compensarse (Khatib, 1987).

Por otro lado, Arimoto et al. (1993) propusieron el Princi-
pio de Ortogonalización como una noción ampliada del control
de fuerza/posición para robots manipuladores bajo restricciones
geométricas basadas en la separación de las señales de retroali-
mentación de posición, de las señales de retroalimentación de
fuerza mediante el uso de matrices de proyección. La idea prin-
cipal es separar los errores de posición/velocidad y fuerza en
dos espacios ortogonales, uno tangente a la restricción fı́sica en
el punto de contacto y el otro perpendicular a él. Yun–Hui et
al. (1996) se ocuparon del control descentralizado de múltiples
manipuladores en tareas de cooperación holonómicas basadas
en el Principio de Ortogonalización. Debe notarse que en un
controlador descentralizado cada robot está dirigido por su pro-
pio controlador. En dicho esquema, se realiza una tarea coope-
rativa multi–robot controlando sus respectivas fuerzas de inter-
acción (Yun–Hui et al., 1996). La convergencia de los errores
se demuestra eligiendo una condición inicial apropiada y con-
siderando una superficie restringida suave sin suponer una ex-
citación persistente de las trayectorias deseadas (Arimoto, Liu
et al., 1993).

En el caso del control de un sistema cooperativo cuyo
propósito es manipular un objeto, hay que tener en cuenta que
los efectores finales de los manipuladores están sujetos a res-
tricciones geométricas más complicadas. Cuando los manipu-
ladores están firmemente unidos al objeto, se forma una cadena
cinemática cerrada, por lo tanto, la condición de mantener las
posiciones relativas de los puntos de contacto invariables con-
duce a restricciones geométricas. Además, surgen fuerzas de
contacto entre los efectores finales y el objeto. Para el sistema
cooperativo, es necesario controlar tanto el movimiento del ob-
jeto como las fuerzas ejercidas por los efectores finales de los
manipuladores (Naniwa et al., 1994). En particular, es impor-
tante controlar las fuerzas internas de los manipuladores que
no afectan el movimiento del objeto. Entre muchas técnicas de
control que se pueden encontrar en toda la literatura para siste-
mas cooperativos, Hwang et al. (2005) estudiaron la fuerza de
agarre para la telemicromanipulación de esclavos múltiples con
un solo amo. Murphey y Horowitz (2008) consideraron las in-
certidumbres del ambiente, concluyendo que estos efectos pue-
den mitigarse mediante el uso de técnicas adaptativas descentra-
lizadas. Además, para mejorar el rendimiento, Rahman y Ikeura
(2012) tienen en cuenta que la percepción del peso debido a la
inercia puede ser diferente a la gravedad al levantar un obje-
to. Más recientemente, Rugthum y Tao (2014) propusieron un
algoritmo adaptativo para sistemas cooperativos en caso de fa-
llas de los actuadores, al tiempo que garantizaban la estabilidad
asintótica de los errores en lazo cerrado. Los robots cooperati-
vos también se han abordado con restricciones variantes en el
tiempo (Pliego y Arteaga, 2017).

En este artı́culo, se propone una ley de control adaptativo
basada en la función tangente hiperbólica y la estimación de
masa. El control propuesto es una extensión natural del esque-
ma definido en (Gudiño y Arteaga, 2003). Por lo cual este traba-
jo se organiza de la siguiente forma: en la Sección 2 se presenta
el modelo dinámico del sistema y sus propiedades. La estruc-
tura de control se describe en la Sección 3. Mientras que en
la Sección 4, se muestran los resultados experimentales. Final-
mente, las conclusiones se presentan en la Sección 5.

2. Dinámica del sistema cooperativo

Considérese un sistema cooperativo formado por dos ro-
bots, cada uno con ni grados de libertad y ci restricciones, don-
de ni > ci; cuya tarea es manipular un objeto (Figura 1). Para
generalizar la notación, se asume ni = n y ci = 1.

Figura 1: Sistemas de referencia del sistema cooperativo
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En el centro de masa del objeto se localiza el sistema de refe-
rencia ΣC cuya posición con respecto al sistema de referencia
fijo Σ0 viene dada por el vector pC ∈ Rn, donde pi ∈ Rn des-
cribe la posición de los puntos de contacto entre los efectores y
el objeto, todo expresado con respecto al sistema de referencia
Σ0. El sistema de referencia del i–ésimo efector final está dado
por i, (Uchiyama y Dauchez, 1993). El modelo dinámico del
sistema cooperativo de dos robots (i = 1, 2) viene dado por

Hi (qi) q̈i + Ci (qi, q̇i) q̇i + Di (qi) q̇i + gi (qi) =

τi + JT
ϕi

(qi) λi + JT
i (qi) fi (1)

donde qi ∈ Rn es el vector de coordenadas generalizadas arti-
culares; Hi (qi) ∈ Rn×n es la matriz de inercia, que es simétrica
y positiva definida; Ci (qi, q̇i) q̇i ∈ Rn es el vector de Coriolis
y fuerza centrı́peta; Di (qi) ∈ Rn es una matriz diagonal po-
sitiva semi–definida que describe los coeficientes de fricción
viscosa en las articulaciones; gi (qi) ∈ Rn es el vector de par
gravitacional; τi ∈ Rn es el vector de pares que actúan en las
articulaciones, (Kelly y Santibáñez, 2003); Ji (qi) ∈ Rn×n es el
Jacobiano analı́tico del manipulador; λi ∈ R es el multiplica-
dor de Lagrange que representa la fuerza aplicada en el pun-
to de contacto; Jϕi (qi) = Jϕxi (qi) Ji (qi) = ∇ϕi (qi) ∈ R1×n

que en este documento se supone que tiene rango completo;
Jϕxi (qi) ∈ R1×n describe la dirección de la fuerza aplicada en
el punto de contacto (dirección normal), y fi ∈ Rn es la fuerza
de inercia debida al movimiento del objeto, (Gudiño y Arteaga,
2003). Por simplicidad, se supone que todos los robots tienen
articulaciones rotacionales por lo que se pueden establecer las
siguientes propiedades.

Propiedad 1. [Gudiño et al. (2004)] Hi (qi) satisface
λhi‖xi‖

2 ≤ xT
i Hi (qi) xi ≤ λHi‖xi‖

2 ∀qi, xi ∈ Rni donde λhi ,
mı́n
∀qi∈Rni

λmini (Hi (qi)), λHi , max
∀qi∈Rni

λmaxi (Hi (qi)), y 0 < λhi ≤

λHi < ∞.

Propiedad 2. [Gudiño et al. (2004)] Con la definición adecua-
da de Ci (qi, q̇i), la matriz

[
Ḣi(qi) − 2Ci (qi, q̇i)

]
es antisimétri-

ca.

Propiedad 3. [Gudiño et al. (2004)] El vector q̇i puede rees-
cribirse de la siguiente forma:

q̇i = Qi(qi)q̇i + Pi(qi)q̇i, (2)

donde Pi(qi) = J+
ϕi

(qi)Jϕi (qi) ∈ Rni×ni y Qi(qi) = I − Pi(qi) ∈
Rni×ni con rango(qi) = ni − mi; I es la matriz identidad;
J+
ϕi

(qi) = JT
ϕi

(qi)
[
Jϕi (qi)JT

ϕi
(qi)

]−1
∈ Rni×mi es la pseudoin-

versa de Moore–Penrose. J+
ϕi

(qi) y Qi(qi) son ortogonales, es
decir, Qi(qi)J+

ϕi
(qi) = 0 y Qi(qi)JT

ϕi
(qi) = 0. Ya que ϕi(qi) = 0,

se tiene que Jϕi (qi)q̇i = 0 y Qi(qi)q̇i = q̇i.

Suposición 1. [Gudiño y Arteaga (2003)] Se considera que
existen constantes finitas positivas c0i y c1i tal que satisfacen

c0i , máx
∀qi∈Rni

‖J+
ϕi (qi) ‖ (3)

c1i , máx
∀qi∈Rni

‖Jϕi (qi) ‖. (4)

La Suposición 1 es bastante razonable para robots con articula-
ciones de revolución, puesto que los elementos de qi aparecen
como argumentos de funciones trigonométricas (senos y cose-
nos). Esta es la razón de que (3) y (4) sean válidas.

Observación 1. [Gudiño y Arteaga (2003)] De igual forma, el
vector ẋi puede expresarse como:

ẋi = Qxi (xi) ẋi + Pxi (xi) ẋi = Qxi (xi) ẋi, (5)

con Qxi (xi) = I − J+
ϕxi (qi) Jϕxi (qi) donde rango Qxi = ni − ci;

Pxi (xi) = J+
ϕxi (qi) Jϕxi (qi). Una vez más J+

ϕxi (qi) y Qxi (xi) son
ortogonales.

Se considera que la trayectoria deseada cumple con la restric-
ción ϕxi (xdi) = 0, por lo que el error de seguimiento es:

x̃i = xi − xdi

= Qxi (xi) xi + Pxi (xi) xi − Qxi (xdi) xdi − Pxi (xdi) xdi. (6)

Hecho 1. [Sánchez y Arteaga (2017)] Para errores lo sufi-
cientemente pequeños es posible obtener la siguiente aproxi-
mación:

x̃i = Qxi (xi) [xi − xdi] = Qxi (xi) x̃i, (7)

donde Qxi (xi) ∈ Rni×ni proyecta a x̃i ∈ Rni en el sub–espacio
de la posición Θi. Además, para (5) se cumple:

˙̃xi = Qxi (xi) [ẋi − ẋdi] = Qxi (xi) ˙̃xi. (8)

Esto significa que un análisis de estabilidad local puede rea-
lizarse en una región lo suficientemente pequeña alrededor de
˙̃xi = 0, donde (7) y (8) se satisfacen. En la Figura 2(a), se
observa el caso donde el error de seguimiento es grande, mien-
tras que en la Figura 2(b) se puede observar que ˙̃xi tiende a
ser tangente a la superficie mientras se vuelve más pequeña
(McClamroch y Wang, 1990). Debe tenerse en cuenta que por
simplicidad para ilustrar esta suposición se usan las coordena-
das del espacio de trabajo. Sin embargo, se puede llegar a la
misma conclusión en coordenadas articulares, es decir, si existe
una ηi lo suficientemente pequeña tal que si

‖q̃i‖ ≥ ηi (9)

entonces

q̃i = Qi (qi) q̃i (10)
˙̃qi = Qi (qi) ˙̃qi (11)

manteniéndose válido para errores q̃i lo suficientemente pe-
queños.

El uso del principio de ortogonalización permite desacoplar la
ley de control en dos subespacios ortogonales: uno para la po-
sición y otro para la fuerza, los cuales, aunque estén desaco-
plados, no pueden ser tratados como problemas independien-
tes, puesto que la fuerza aplicada por los manipuladores es el
resultado del movimiento del manipulador, y los errores de mo-
vimiento son resultado de la fuerza de reacción sobre los efec-
tores finales causada por los manipuladores (Gudiño y Arteaga,
2003).

Suposición 2. [Gudiño y Arteaga (2003)] Se asume que
Qi (qi) Λi = ΛiQi (qi) donde Λi > 0 ∈ Rni×ni .
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(a) Error grande

(b) Error pequeño

Figura 2: Plano tangente a la superficie (error de seguimiento)

2.1. Dinámica del objeto
Sea un objeto de masa m cuyo movimiento es producido

por las fuerzas aplicadas F 1 y F 2, como se observa en el dia-
grama de cuerpo libre descrito en la Figura 3. La ecuación de
movimiento del objeto en coordenadas de articulación se define
como:

mJi (qi) q̈i + mJ̇i (qi) q̇i = F 1 − F 2 (12)

donde m ∈ R es la masa del objeto, F i es la fuerza aplicada la
cual se define como

F i = JT
ϕxi (qi) λi + fi. (13)

Figura 3: Diagrama de cuerpo libre

Suposición 3. [Gudiño y Arteaga (2003)] JT
ϕx1 (q1) λ1 y

JT
ϕx2 (q2) λ2 son colineales, tienen la misma magnitud pero en

sentido opuesto, tal y como se observa en la Figura 3, es decir,

JT
ϕx1 (q1) λ1 − JT

ϕx2 (q2) λ2 = 0. (14)

Cabe señalar que la fuerza de contacto requerida para sostener
el objeto y evitar su deslizamiento debe satisfacer

λ ≤
mg
2µ

(15)

donde µ ∈ (0, 1] es el coeficiente de fricción estática y g =

9.81
m
s2 .

Suposición 4. La fuerza aplicada en el punto de contacto λi y

su derivada
d
dt

(
λi

)
pertenecen a L∞.

3. Control propuesto
Para el análisis del controlador de posición/fuerza se asu-

me n1 = n2 = n y ci = 1. Además, se definen las siguientes
variables auxiliaries

∆λi , λi − λdi (16)

∆Fi ,
∫ t

0
∆λidτ (17)

∆m , m̂ − m (18)

q̃i , qi − qdi (19)

si , q̇i − q̇ri (20)

donde qdi ∈ Rni es la trayectoria deseada la cual es suave y aco-
tada que satisface ϕi(qdi) = 0, q̇ri ∈ Rn es la señal de referencia
nominal, λdi > 0 es la fuerza deseada aplicada por cada mani-
pulador sobre el objeto, ˜(·) y ∆ (·) representan el error de (·) y
ˆ(·) es el valor estimado de (·).

Se define la siguiente señal de referencia nominal

q̇ri , Qi (qi)
[
q̇di − Λi q̃i

]
+ ξi J+

ϕi
(qi) tanh (∆Fi) (21)

donde ξi > 0, Λi > O ∈ Rn×n, Pi (qi) = J+
ϕi

(qi) Jϕi (qi) ∈ Rn×n

y Qi (qi) = I − Pi (qi) ∈ Rn×n con rango (Qi) = n − 1; I es la
matriz identidad; J+

ϕi
(qi) = JT

ϕi
(qi)

[
Jϕi (qi) JT

ϕi
(qi)

]−1
∈ Rn es

la pseudoinversa de Moore–Penrose. Sustituyendo (2) y (21) en
(20) se tiene

si = Qi (qi) q̇i − Qi (qi)
[
q̇di − Λi q̃i

]
− ξi J+

ϕi
(qi) tanh (∆Fi)

= Qi (qi)
[
q̇i − q̇di + Λi q̃i

]
− ξi J+

ϕi
(qi) tanh (∆Fi)

= Qi (qi)
[
˙̃qi + Λi q̃i

]︸                ︷︷                ︸
spi

+
[
−ξi J+

ϕi
(qi) tanh (∆Fi)

]︸                       ︷︷                       ︸
sfi

(22)

donde spi y sfi son ortogonales. Derivando (21) se obtiene

q̈ri ,+Q̇i (qi, q̇i)
[
q̇di − Λi q̃i

]
+ Qi (qi)

[
q̈di − Λi ˙̃qi

]
+ ξi J̇+

ϕi
(qi, q̇i) tanh (∆Fi) + ξi J+

ϕi
(qi) sech2 (∆Fi) ∆λi

(23)

donde Q̇i(qi, q̇i) ∈ Rn×n se define de la siguiente forma

Q̇i (qi, q̇i) =
∂Qi (qi)
∂qi

q̇i =


∂a11 (qi)
∂qi

q̇i . . .
∂a1n (qi)
∂qi

q̇i

...
. . .

...
∂an1 (qi)
∂qi

q̇i . . .
∂ann (qi)
∂qi

q̇i


(24)

con a jk elementos de Qi (qi) , j, k = 1, . . . , n (Gudiño y Arteaga,
2003; Gudiño et al., 2004), y J̇+

ϕi
(qi, q̇i) ∈ Rn se define de la

misma forma que Q̇ (qi, q̇i) en (24). Considerando i = 1, 2 de
(13) se obtiene

F 1 =JT
ϕx1 (q1) λ1 + f1 (25)

F 2 =JT
ϕx2 (q2) λ2 + f2. (26)
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Sustituyendo (25) y (26) en (12) se tiene

mJi (qi) q̈i + mJ̇i (qi) q̇i = f1 − f2 + JT
ϕx1 (q1) λ1 − JT

ϕx2 (q2) λ2.

(27)
Aplicando la Suposición 3 se puede reducir (27) a

mJi (qi) q̈i + m J̇i (qi) q̇i = f1 − f2. (28)

Despejando f1 y f2 de (28) se tiene

f1 = −mJi (qi) q̈i + mJ̇i (qi) q̇i + f2 (29)

f2 = −mJi (qi) q̈i − mJ̇i (qi) q̇i + f1. (30)

Sustituyendo (29) en (1) para i = 1 se tiene

H1 (q1) q̈1 +C1 (q1, q̇1) q̇1 + D1 q̇1 + g1 (q1) = τ1 + JT
ϕ1

(q1) λ1

+ JT
1 (q1)

[
mJ1 (q1) q̈1 + mJ̇1 (q1) q̇1

]
+ JT

1 (q1) f2. (31)

Sustituyendo (30) en (1) para i = 2 se tiene

H2 (q2) q̈2 +C2 (q2, q̇2) q̇2 + D2 q̇2 + g2 (q2) = τ2 + JT
ϕ2

(q2) λ2

− JT
2 (q2)

[
mJ2 (q2) q̈2 + mJ̇2 (q2) q̇2

]
+ JT

2 (q2) f1. (32)

Se propone la siguiente ley de control para i = 1

τ1 =+H1 (q1) q̈r1 + C1 (q1, q̇1) q̇r1 + D1 q̇r1 + g1 (q1) − K1s1

− JT
1 (q1)

[
β1 + m̂J1 (q1) q̈1 + m̂J̇1 (q1) q̇1

]
− JT

1 (q1) f2

− JT
ϕ1

(q1)
[
λd1 − ξ1 tanh (∆F1)

]
(33)

con β1 por definir. Se propone la siguiente ley de control para
i = 2

τ2 =+H2 (q2) q̈r2 + C2 (q2, q̇2) q̇r2 + D2 q̇r2 + g2 (q2) − K2s2

+ JT
2 (q2)

[
β2 + m̂J2 (q2) q̈2 + m̂J̇2 (q2) q̇2

]
− JT

2 (q2) f1

− JT
ϕ2

(q2)
[
λd2 − ξ2 tanh (∆F2)

]
(34)

con β2 por definir.
Sustituyendo (16), (18) y (33) en (31) se puede calcular la
dinámica en lazo cerrado de la siguiente forma

H1 (q1) ṡ1+C1 (q1, q̇1) s1+D1s1 = JT
ϕ1

(q1)
[
∆λ1 + ξ1 tanh (∆F1)

]
− JT

1 (q1)
[
β1 + ∆mJ1 (q1) q̈1 + ∆m J̇1 (q1) q̇1

]
− K1s1. (35)

Sustituyendo (16), (18) y (34) en (32) se puede calcular la
dinámica en lazo cerrado de la siguiente forma

H2 (q2) ṡ2+C2 (q2, q̇2) s2+D2s2 = JT
ϕ2

(q2)
[
∆λ2 + ξ2 tanh (∆F2)

]
+ JT

2 (q2)
[
β2 + ∆mJ2 (q2) q̈2 + ∆m J̇2 (q2) q̇2

]
− K2s2. (36)

De (35) se despeja H1 (q1) ṡ1

H1 (q1) ṡ1 = − JT
1 (q1)

[
β1 + ∆mJ1 (q1) q̈1 + ∆m J̇1 (q1) q̇1

]
+ JT

ϕ1
(q1)

[
∆λ1 + ξ1 tanh (∆F1)

]
− C1 (q1, q̇1) s1

− K1s1 − D1s1. (37)

De (36) se despeja H2 (q2) ṡ2

H2 (q2) ṡ2 = + JT
2 (q2)

[
β2 + ∆mJ2 (q2) q̈2 + ∆m J̇2 (q2) q̇2

]
+ JT

ϕ2
(q2)

[
∆λ2 + ξ2 tanh (∆F2)

]
− C2 (q2, q̇2) s2

− K2s2 − D2s2. (38)

El vector de estados se define como

x =

[
xa
∆m

]
=


s1
s2

∆F1
∆F2
∆m

 (39)

para (17), (37) y (38) donde ∆m, definida en (18), es el error pa-
ramétrico cuya dinámica está dada por (72). La idea principal
del diseño del controlador es mostrar que, cuando ‖xa‖ tiende a
cero, los errores de seguimiento q̃i, ˙̃qi y ∆λi también tenderán a
cero.
Se propone la siguiente función definida positiva

V =
1
2

[
sT

1 H1 (q1) s1 + sT
2 H2 (q2) s2 + msT

1 s1 + msT
2 s2 + γ∆m2

+ 2ξ1 ln [cosh (∆F1)] + 2ξ2 ln [cosh (∆F2)]
]

(40)

la cual, para facilitar el análisis, se puede separar de la siguiente
forma V = V1 + V2 + V3 tal que:

V1 =
1
2

[
sT

1 H1 (q1) s1 + msT
1 s1

]
+ ξ1 ln [cosh (∆F1)] (41)

V2 =
1
2

[
sT

2 H2 (q2) s2 + msT
2 s2

]
+ ξ2 ln [cosh (∆F2)] (42)

V3 =
1
2
γ∆m2 (43)

donde ξ1, ξ2 > 0 y γ > 0. Derivando (41) se obtiene

V̇1 = sT
1 H1 (q1) ṡ1 +

1
2

sT
1 Ḣ1 (q1) s1 +ξ1 tanh (∆F1) ∆λ1 +msT

1 ṡ1.

(44)
Sustituyendo (37) en (44)

V̇1 =+sT
1

[
−JT

1 (q1)
[
β1 + ∆mJ1 (q1) q̈1 + ∆m J̇1 (q1) q̇1

]
− D1s1

−C1 (q1, q̇1) s1 − K1s1 + JT
ϕ1

(q1)
[
∆λ1 + ξ1 tanh (∆F1)

]]
+

1
2

sT
1 Ḣ1 (q1) s1 + ξ1 tanh (∆F1) ∆λ1 + msT

1 ṡ1. (45)

Acomodando (45) y aplicando la propiedad de antisimetrı́a
(Propiedad 2) se tiene

V̇1 = − sT
1 D1s1 − sT

1 K1s1 + sT
1 JT

ϕ1
(q1)

[
∆λ1 + ξ1 tanh (∆F1)

]
− sT

1 JT
1 (q1)

[
β1 + ∆mJ1 (q1) q̈1 + ∆m J̇1 (q1) q̇1

]
+ msT

1 ṡ1

+ ξ1 tanh (∆F1) ∆λ1. (46)

Usando la Propiedad 3 y (22) se obtiene

Jϕi (qi) si = −ξi Jϕi (qi) J+
ϕi

(qi) tanh (∆Fi) (47)

como J+
ϕi

(qi) = JT
ϕi

(qi)
[
Jϕi (qi) JT

ϕi
(qi)

]−1
se puede reescribir

(47) de la siguiente forma

Jϕi (qi) si = − ξi tanh (∆Fi) . (48)
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Sustituyendo (48) en el término de fuerza se tiene

sT
i JT

ϕi
(qi)

[
∆λi + ξi tanh (∆Fi)

]
=

− ξi tanh (∆Fi) ∆λi − ξ
2
i tanh2 (∆Fi) . (49)

Sustituyendo (49) en (46) se tiene

V̇1 = − sT
1 D1s1 − sT

1 K1s1 − ξ
2
1 tanh2 (∆F1) + msT

1 ṡ1

− sT
1 JT

1 (q1)
[
β1 + ∆mJ1 (q1) q̈1 + ∆m J̇1 (q1) q̇1

]
. (50)

Sustituyendo (20) en (50) se tiene

V̇1 = − sT
1 D1s1 − sT

1 K1s1 − ξ
2
1 tanh2 (∆F1) + sT

1
[
mq̈1 − mq̈r1

]
− sT

1 JT
1 (q1)

[
β1 + ∆mJ1 (q1) q̈1 + ∆m J̇1 (q1) q̇1

]
. (51)

De (28) se despeja mq̈i

mq̈i = J−1
i (qi)

[
f1 − f2 − mJ̇i (qi) q̇i

]
. (52)

Sustituyendo para i = 1 (52) en (51)

V̇1 =+sT
1

[
J−1

1 (q1)
[
f1 − f2

]
− mJ−1

1 (q1) J̇1 (q1) q̇1 − JT
1 (q1)β1

−mq̈r1 − ∆mJT
1 (q1) J1 (q1) q̈1 − ∆mJT

1 (q1) J̇1 (q1) q̇1

]
− sT

1 D1s1 − sT
1 K1s1 − ξ

2
1 tanh2 (∆F1) . (53)

Definiendo

JT
1 (q1)β1 =+J−1

1 (q1)
[
f1 − f2

]
− m̂J−1

1 (q1) J̇1 (q1) q̇1 − m̂q̈r1

+ KD1 s1. (54)

Sustituyendo (18) y (54) en (53)

V̇1 =+sT
1

[
J−1

1 (q1) J̇1 (q1) q̇1 + q̈r1 − JT
1 (q1) J1 (q1) q̈1

−JT
1 (q1) J̇1 (q1) q̇1

]
∆m − ξ2

1 tanh2 (∆F1) − sT
1 D1s1

− sT
1 K1s1 − sT

1 KD1 s1. (55)

Se define

Y1∆m =+
(
J−1

1 (q1) J̇1 (q1) q̇1 + q̈r1 − JT
1 (q1) J1 (q1) q̈1

−JT
1 (q1) J̇1 (q1) q̇1

)
∆m. (56)

Ası́ se tiene

V̇1 = −sT
1 D1s1 − sT

1 K1s1 − ξ
2
1 tanh2 (∆F1)− sT

1 KD1 s1 + sT
1 Y1∆m.

(57)
Derivando (42)

V̇2 = sT
2 H2 (q2) ṡ2 +

1
2

sT
2 Ḣ2 (q2) s2 +ξ2 tanh (∆F2) ∆λ2 +msT

2 ṡ2.

(58)
Sustituyendo (38) en (58)

V̇2 =+sT
2

[
JT

2 (q2)
[
β2 + ∆mJ2 (q2) q̈2 + ∆m J̇2 (q2) q̇2

]
− D2s2

−C2 (q2, q̇2) s2 − K2s2 + JT
ϕ2

(q2)
[
∆λ2 + ξ2 tanh (∆F2)

]]
+

1
2

sT
2 Ḣ2 (q2) s2 + ξ2 tanh (∆F2) ∆λ2 + msT

2 ṡ2. (59)

Acomodando (59) y aplicando la propiedad de antisimetrı́a
(Propiedad 2) se tiene

V̇2 = − sT
2 D2s2 − sT

2 K2s2 + sT
2 JT

ϕ2
(q2)

[
∆λ2 + ξ2 tanh (∆F2)

]
+ sT

2 JT
2 (q2)

[
β2 + ∆mJ2 (q2) q̈2 + ∆m J̇2 (q2) q̇2

]
+ msT

2 ṡ2

+ ξ2 tanh (∆F2) ∆λ2. (60)

Usando (49) en (60) se obtiene

V̇2 =+sT
2 JT

2 (q2)
[
β2 + ∆mJ2 (q2) q̈2 + ∆m J̇2 (q2) q̇2

]
− sT

2 D2s2 − sT
2 K2s2 − ξ

2
2 tanh2 (∆F2) + msT

2 ṡ2. (61)

Sustituyendo (20) en (61) se tiene

V̇2 =+sT
2 JT

2 (q2)
[
β2 + ∆mJ2 (q2) q̈2 + ∆m J̇2 (q2) q̇2

]
− sT

2 D2s2

− sT
2 K2s2 − ξ

2
2 tanh2 (∆F2) + sT

2
[
mq̈2 − mq̈r2

]
. (62)

Sustituyendo para i = 2 (52) en (62)

V̇2 =+sT
2

[
J−1

2 (q2)
[
f1 − f2

]
− mJ−1

2 (q2) J̇2 (q2) q̇2 − JT
2 (q2)β2

−mq̈r2 − ∆mJT
2 (q2) J2 (q2) q̈2 − ∆mJT

2 (q2) J̇2 (q2) q̇2

]
− sT

2 D2s2 − sT
2 K2s2 − ξ

2
2 tanh2 (∆F2) . (63)

Definiendo

JT
2 (q2)β2 =+J−1

2 (q2)
[
f1 − f2

]
− m̂J−1

2 (q2) J̇2 (q2) q̇2 − m̂q̈r2

+ KD2 s2. (64)

Sustituyendo (18) y (64) en (63)

V̇2 =+sT
2

[
J−1

2 (q2) J̇2 (q2) q̇2 + q̈r2 − JT
2 (q2) J2 (q2) q̈2

−JT
2 (q2) J̇2 (q2) q̇2

]
∆m − ξ2

2 tanh2 (∆F2) − sT
2 D2s2

− sT
2 K2s2 − sT

2 KD2 s2. (65)

Se define

Y2∆m =+
(
J−1

2 (q2) J̇2 (q2) q̇2 + q̈r2 − JT
2 (q2) J2 (q2) q̈2

−JT
2 (q2) J̇2 (q2) q̇2

)
∆m. (66)

Ası́ se tiene

V̇2 = −sT
2 D2s2 − sT

2 K2s2 − ξ
2
2 tanh2 (∆F2)− sT

2 KD2 s2 + sT
2 Y2∆m.

(67)
Se deriva (43)

V̇3 = γ∆m
d
dt

(
∆m

)
. (68)

Se suma (57), (67) y (68) para analizar la dinámica completa
del sistema de lazo cerrado

V̇ = − sT
1 D1s1 − sT

1 K1s1 − ξ
2
1 tanh2 (∆F1) − sT

1 KD1 s1 + sT
1 Y1∆m

− sT
2 D2s2 − sT

2 K2s2 − ξ
2
2 tanh2 (∆F2) − sT

2 KD2 s2 + sT
2 Y2∆m

+ γ∆m
d
dt

(
∆m

)
. (69)

Se realiza la siguiente asignación

Kai = Di + Ki + Kdi. (70)
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Factorizando (69) se tiene

V̇ = − sT
1 Ka1 s1 − sT

2 Ka2 s2 − ξ
2
1 tanh2 (∆F1) − ξ2

2 tanh2 (∆F2)

+

[
YT

1 s1 + YT
2 s2 + γ

d
dt

(
∆m

)]
∆m. (71)

Se propone la siguiente ley de adaptación

˙̂m = −
1
γ

[
YT

1 s1 + YT
2 s2

]
(72)

puesto que m es constante se tiene
d
dt

(
∆m

)
= ˙̂m. Finalmente,

sustituyendo (72) en (71) se obtiene

V̇ = −sT
1 Ka1 s1 − sT

2 Ka2 s2 − ξ
2
1 tanh2 (∆F1) − ξ2

2 tanh2 (∆F2) ≤ 0.
(73)

donde V̇ es negativa semi–definida, esto implica que el estado
x, definido en (39), está acotado.
Para probar que V̇ → 0 y con ello s1, s2,∆F1 y ∆F2 → 0 se usa
el siguiente lema.

Lema 4.3 (Lyapunov–Like Lemma) [Slotine y Li (1991)] Si
una función escalar V (x, t) cumple con las siguientes condicio-
nes

V (x, t) está acotada por abajo

V̇ (x, t) es semi–definida negativa

V̇ (x, t) es uniformemente continua en el tiempo

entonces V̇ (x, t)→ 0 conforme t → ∞.

Por el Lema 4.3 (Lyapunov–Like Lemma) de (Slotine y Li,
1991), V̇ → 0 cuando t → ∞, si (73) es uniformemente con-
tinua. Una condición suficiente para que (73) sea considerada
como uniformemente continua es que su derivada, es decir V̈ ,
esté acotada.
Bajo esta premisa se deriva (73) tal que

V̈ = − 2ξ2
1 tanh (∆F1)

[
1 − tanh2 (∆F1)

]
∆λ1 − 2sT

1 Ka1 ṡ1

− 2ξ2
2 tanh (∆F2)

[
1 − tanh2 (∆F2)

]
∆λ2 − 2sT

2 Ka2 ṡ2. (74)

Para determinar que V̈ está acotada supóngase que los errores
son lo suficientemente pequeños, tal que se cumplen (9), (10) y
(11) bajo la Suposición 2, por lo cual (22) se puede reescribir
de la siguiente forma

˙̃qi + Λi q̃i = si + ξi J+
ϕi

(qi) tanh (∆Fi) . (75)

Ya que V̇ , ecuación definida en (73), es negativa semi–definida,
y esto implica que el estado x, descrito en (39), está acotado, se
puede concluir que el lado derecho de (75) también está acota-
do, y debido a que el lado izquierdo de (75) es un filtro lineal
estable de primer orden entonces q̃i y ˙̃qi también están acota-
dos. Adicionalmente, qi y q̇i están acotadas debido a que por
diseño qdi y q̇di están acotadas. Multiplicando (75) por q̃T

i se
obtiene

q̃T
i

˙̃qi = q̃T
i si + ξi q̃T

i J+
ϕi

(qi) tanh (∆Fi) − Λi‖q̃i‖
2. (76)

Ya que la derivada de q̃T
i q̃i se puede representar como

d
dt

(
q̃T

i q̃i

)
= 2q̃T

i
˙̃qi =

d
dt

(
‖q̃i‖

2
)

= 2‖q̃i‖
d
dt

(
‖q̃i‖

)
(77)

se puede definir la siguiente relación

q̃T
i

˙̃qi = ‖q̃i‖
d
dt

(
‖q̃i‖

)
. (78)

Sustituyendo (78) en (76) se tiene

‖q̃i‖
d
dt

(
‖q̃i‖

)
= q̃T

i si + ξi q̃T
i J+

ϕi
(qi) tanh (∆Fi) − Λi‖q̃i‖

2. (79)

Considerando (3) y las siguientes relaciones

ξ̄i , λmáx {ξi} (80)

λΛi , λmı́n {Λi} (81)
| tanh (∆Fi) | ≤ |∆Fi|, (82)

se puede reescribir (79) de la siguiente forma

‖q̃i‖
d
dt

(
‖q̃i‖

)
≤ ‖q̃i‖‖si‖ + ξ̄i‖q̃i‖c0i|∆Fi| − λΛi‖q̃i‖

2. (83)

Dividiendo (83) entre ‖q̃i‖ se obtiene

d
dt

(
‖q̃i‖

)
≤ ‖si‖ + ξ̄ic0i|∆Fi| − λΛi‖q̃i‖ = ρmáx i − λΛi‖q̃i‖ (84)

donde
‖si‖ + ξ̄ic0i|∆Fi| ≤ ρmáx i ∀t (85)

donde ρmáx i existe ya que V̇ ≤ 0 siempre que los errores satis-
facen (10) y (11). Lo que se busca con (84) son las condiciones
que deben cumplir las ganancias para garantizar que el Hecho
1 se cumple, es decir que la proyección del error por Qi (qi) es
tangente a la trayectoria. Nótese que (84) es válida solamente si
cumple (9) donde ηi es una constante positiva lo suficientemen-
te pequeña. Por simplicidad se considera η1 = η2 = η.
La solución de (84) se obtiene usando el Lema de Compara-
ción de (Khalil, 1996) de la siguiente forma

‖q̃i‖ ≤ ‖q̃i(0)‖e−λΛit +

∫ t

0
e−λΛi(t−τ)ρmáx idτ

≤ e−λΛit
(
‖q̃i(0)‖ +

∫ t

0
eλΛiτρmáx idτ

)
≤ e−λΛit

(
‖q̃i(0)‖ +

ρmáx i

λΛi
eλΛiτ

∣∣∣∣∣t
0

)
≤ e−λΛit

(
‖q̃i(0)‖ +

ρmáx i

λΛi
eλΛit −

ρmáx i

λΛi

)
. (86)

De (86) se puede concluir

‖q̃i‖ ≤ e−λΛit
(
‖q̃i(0)‖ −

ρmáx i

λΛi

)
+
ρmáx i

λΛi
≤ η ∀t ≥ 0. (87)

Por lo tanto, (9) se cumple si

‖q̃i(0)‖ ≤
ρmáx i

λΛi
≤ η, (88)

lo que implica que
ρmáx i ≤ λΛiη. (89)
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Por simplicidad se busca que

‖xa‖ ≤ xa máx, (90)

lo que conlleva a

‖si‖ ≤ xa máx (91)
‖∆Fi‖ ≤ xa máx. (92)

Sustituyendo (89), (91) y (92) en (85) se obtiene

xa máx ≤
λΛi(

1 + ξ̄ic0i

)η. (93)

Esto significa que la cota de xa máx debe ser lo suficientemen-
te pequeña para garantizar que (9) se cumpla. En este caso, si
‖xa‖ tiende a cero, es claro en la ecuación (84) que ‖q̃i‖ tam-
bién tenderá a cero, lo que conlleva a la convergencia a cero de
‖ ˙̃qi‖. Sin embargo, para que este análisis pueda ser válido falta
hallar ‖xa‖ tal que se garantice que (9) se cumpla. Para lo cual
se considera la siguiente cota

1
2

∆F2
i ≤ 2 ln (cosh (∆Fi)) ≤ ∆F2

i . (94)

Nótese que V , descrita en (40), satisface

1
2

(
λh1‖s1‖

2 +
1
2
|∆F1|

2 + λh2‖s2‖
2 +

1
2
|∆F2|

2 + γ|∆m|2
)
≤

V

≤
1
2

(
λH1‖s1‖

2 + |∆F1|
2 + λH2‖s2‖

2 + |∆F2|
2 + γ|∆m|2

)
, (95)

por lo que se pueden definir

ε1 = mı́n
∀q∈Rn

{
λh1,

1
2
, λh2

}
(96)

ε2 = máx
∀q∈Rn

{
λH1, 1, λH2

}
. (97)

De tal forma que, de acuerdo con (39) y (95), se tiene

1
2

[
ε1‖xa‖

2 + γ|∆m|2
]
≤ V ≤

1
2

[
ε2‖xa‖

2 + γ|∆m|2
]
. (98)

Se observa que (98) siempre se cumple, pero si V̇ ≤ 0 entonces
también se satisface

1
2

[
ε1‖xa‖

2 + γ|∆m|2
]
≤ V ≤ V(0) ≤

1
2

[
ε2‖xa(0)‖2 + γ|∆m(0)|2

]
.

(99)
Puesto que

1
2
ε1‖xa‖

2 ≤
1
2

[
ε1‖xa‖

2 + γ|∆m|2
]

(100)

se puede redefinir (99) de la siguiente forma

1
2
ε1‖xa‖

2 ≤ V ≤ V(0) ≤
1
2

[
ε2‖xa(0)‖2 + γ|∆m(0)|2

]
. (101)

Como lo que se busca es una cota para ‖xa‖ cuando V̇ ≤ 0, por
simplicidad se impone la siguiente condición

1
2
ε1‖xa‖

2 ≤
1
2

[
ε2‖xa(0)‖2 + γ|∆m(0)|2

]
≤

1
2
ε1x2

a máx, (102)

donde xa máx satisface (93). Se observa que de (102) se obtiene

1
2
ε1‖xa‖

2 ≤
1
2
ε1x2

a máx

‖xa‖ ≤ xa máx. (103)

Dado que se supone que (103) es cierta para toda t, se propone
la siguiente condición

1
2
ε2‖xa(0)‖2 ≤

1
4
ε1x2

a máx (104)

lo que implica que

‖xa(0)‖ ≤

√
1
2
ε1

ε2
xa máx ≤ xa máx (105)

donde ε2 > ε1. Tal que, de (102), ∆m(0) debe satisfacer

1
2
γ|∆m(0)|2 ≤

1
2
ε1x2

a máx −
1
4
ε2
ε1

ε2
x2

a máx

≤
1
2
ε1x2

a máx −
1
4
ε1x2

a máx

≤
1
4
ε1x2

a máx. (106)

Esto impone la siguiente condición sobre la ganancia γ

γ ≤
1
2
ε1x2

a máx

|∆m(0)|2
. (107)

Se debe mencionar que no hay forma de garantizar a priori que
se cumpla (107), ası́ que a lo más γ solo se puede hacer muy
pequeña. Por otro lado, considerando la relación de fuerza, des-
crita en (28), se puede despejar q̈i de la siguiente forma

q̈i =
1
m

J−1
i (qi)

[
f1 − f2

]
+ J̇−1

i (qi) q̇i. (108)

donde Ji (qi) es de rango completo, existe y está acotada.
Además, se supone que f1 y f2 están acotadas, luego enton-
ces, q̈i está acotada. Por otro lado, dado que por diseño las
señales deseadas están acotadas, se tiene que λdi está acota-
da, y de la Suposición 4 se considera que λi está acotada, por
lo que ∆λi está acotada. Considerando (3), (4) y el hecho que
qi, q̇i, q̈i, qdi, q̇di, q̈di, q̃i, ˙̃qi, si,∆Fi y ∆λi están acotadas implica
que q̇ri, definida en (21), y q̈ri, definida en (23), están acotadas,
lo que a su vez significa que ṡi está acotada. Lo que permite
concluir que V̈ , definida en (74), está acotada.

Por el Lema 4.3 (Lyapunov–Like Lemma) se puede concluir
que V̇ , definida en (73), tiende a cero cuando t → ∞ ya que es
uniformemente continua, puesto que su derivada V̈ , definida en
(74), está acotada. Por lo tanto, s1 y s2 tienden a cero, lo que
implica que q̃i y ˙̃qi también tienden a cero. De igual forma ∆F1
y ∆F2 tienden a cero.

Para probar que ∆λi → 0 se usa el siguiente lema.

Lema 4.2 (Barbalat) Slotine y Li (1991) Si una función di-
ferenciable f (t) tiene un lı́mite finito conforme t → ∞, y si
ḟ (t) es uniformemente continua, entonces ḟ (t) → 0 conforme
t → ∞.

Sánchez–Sánchez, P. et al. / Revista Iberoamericana de Automática e Informática Industrial 17 (2020) 368-379 375



Por el Lema 4.2 (Barbalat) de Slotine y Li (1991), ∆λi → 0
cuando t → ∞, si ∆λi es uniformemente continua, es decir, si su

derivada
d
dt

(
∆λi

)
está acotada. Partiendo de esta idea se deriva

(16), tal que
d
dt

(
∆λi

)
=

d
dt

(
λi

)
−

d
dt

(
λdi

)
. (109)

Se observa que (109) está acotada ya que
d
dt

(
λdi

)
está acotada

por diseño y de la Suposición 4 se tiene que
d
dt

(
λi

)
∈ L∞ está

acotada, por lo que
d
dt

(
∆λi

)
∈ L∞ está acotada, de manera que

se puede concluir que ∆λi tiende a cero cuando t → ∞ ya que
es uniformemente continua.

Teorema 1. Considérese la dinámica del sistema cooperativo
dado por (1) en lazo cerrado con la ley de control descrita en
(33) y (34) y la ley de adaptación definida en (72), donde qdi es
una trayectoria deseada suave y acotada en coordenadas arti-
culares; y cuyas derivadas q̇di y q̈di, también están acotadas.
Se supone que f1 y f2 están acotadas. Considérese también (3),
(4), (80), (81), (82) y (94) tal que xa máx satisface (93) siendo
lo suficientemente pequeña para garantizar que (9) se cumpla.
Además, teniendo en cuenta la Suposición 4 donde λi y su deri-
vada están acotadas, y satisfaciendo las condiciones impuestas
(102), (103), (104), (105), (106) y con una γ tal que se satisface
(107), entonces si las siguientes condiciones se cumplen

λmı́n
(
Kai

)
= δi (110)

|ξ̄1| =
√
δi (111)

las señales de error q̃i, ˙̃qi y ∆λi permanecen acotadas y tienen
convergencia asintótica, es decir

lı́m
t→∞

q̃i = 0 (112)

lı́m
t→∞

˙̃qi = 0 (113)

lı́m
t→∞

∆λi = 0. (114)

La demostración del Teorema 1 es directa de todo el análisis
realizado en la presente sección.

4. Resultados experimentales
Para probar la teorı́a presentada en la sección anterior, se

han realizado algunas pruebas experimentales.

4.1. Descripción del sistema
El sistema cooperativo está formado por dos robots indus-

triales de la empresa CRS Robotics, Figura 4. Los robots em-
pleados son el CRS–A255 (5 DOF) y el CRS–A465 (6 DOF).
Considérese que sólo se usan las tres primeras articulaciones
de cada robot y las articulaciones restantes se frenan mecánica-
mente. Cada articulación es accionada por un motor de CD con
codificadores ópticos. La dinámica del actuador se ha tenido
en cuenta para la implementación de control como se explica
en Gudiño et al. (2004). El sistema de referencia del sistema
está en la base del robot A465. Ambos manipuladores tienen

un dispositivo de protección contra choques en el efector fi-
nal y un sensor de fuerza instalado en él. Cada efector final es
una herramienta intercambiable, ubicada justo después del sen-
sor de fuerza. El sistema de adquisición consiste en un Com-
pactRIO (controlador industrial en tiempo real) de National
Instruments, que lee y procesa las señales de cada codifica-
dor incremental y una tarjeta PCI de JR3 Inc. que recibe las
señales del sensor de fuerza. Los experimentos se realizan en
una computadora con un procesador Intel Xeon E5462 a 2.8
GHz. El tiempo de muestreo es de 5 ms (lo más rápido posi-
ble). Los controladores están programados en Visual C ++. El
objeto es un cubo de melamina blanca de 0.400 kilogramos. Las
dimensiones del cubo 0.15 [m] × 0.15 [m] × 0.311 [m].

Figura 4: Sistema cooperativo

4.2. Trayectoria deseada
La trayectoria deseada se genera para guiar los movimientos

del robot desde una configuración actual a una posterior reque-
rida. Las trayectorias se describen en el espacio operativo del
robot y luego se usa la cinemática inversa para calcular qdi, pa-
ra i = 1, 2 (Slotine y Li, 1991). La trayectoria deseada es un
cı́rculo en el plano yz definido por

yd1 = yc1 + rsen (ω (t − ti)) (115)
zd2 = zc2 − r cos (ω (t − ti)) (116)

donde r es el radio, el centro del cı́rculo se define como 
(yc1, zc2), ti tiempo inicial, tf tiempo final, ω  es u n polinomio 
de quinto orden que satisface ω (ti) = ω (tf ) = 0. Las derivadas 
de ω también son cero en ti y tf (Spong et al., 2006). El esque-
ma de control ha sido programado con un tiempo de muestreo 
de 5 ms (lo más rápido posible permitido por la computadora). 
El experimento dura 18 segundos desde el momento en que se 
sostiene el objeto.

4.3. Parámetros experimentales
La tarea que debe realizar el sistema cooperativo es agarrar 

un objeto y seguir la trayectoria deseada aplicando la fuerza 
deseada. Los parámetros se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1: Parámetros usados en los experimentos.

Parámetro Valor Unidades
Centro de la trayectoria A255 (0.4900, 0.5500) [m]
Centro de la trayectoria A465 (0.5550, 0.5500) [m]

Radio 0.0500 [m]
Punto inicial A255 (0.4900, 0.5027) [m]
Punto inicial A465 (0.5500, 0.5027) [m]

Tiempo de ejecución 18.000 [s]
Masa del objeto 0.3500 [Kg]

Dimensiones del objeto 0.15 × 0.15 × 0.311 [m]
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Se considera conocida la ubicación del centro de masa del obje-
to, no ası́ su peso. Los parámetros de la ley de control y la señal
de referencia se describen en la Tabla 2.

Tabla 2: Ganancias del sistema
Parámetro A255 A465

Λi {150.0, 150.0, 20.00} {600.00, 600.00, 250.0}
Ki {8.090, 8.090, 0.809} {14.562, 14.562, 3.236}

KDi {16.18, 16.18, 8.090} {16.180, 16.180, 8.090}
ξ1 1.618 1.618
γ 0.0007 0.0007

4.4. Resultados

La Figura 5 muestra la trayectoria seguida por los robots en 
el plano yz. Como se observa ambos robots siguen la trayectoria 
deseada sujetando el objeto.

La fuerza aplicada por los manipuladores se muestra en la Figu-
ra 6. Las variaciones que se observan son debido al seguimiento 
de la trayectoria deseada. El error de fuerza para ambos mani-
puladores se encuentra en el rango de ±1 N, Figura 7. Durante 
el experimento se estima la masa del objeto, Figura 8(a), con un 
error paramétrico que converge a 0.00848 Kg, Figura 8(b). El 
error paramétrico ∆m no tiende a cero debido a que la masa m 
es desconocida y se realiza solo una aproximación. Este hecho f
ı́sico hace que, al ser el error paramétrico ∆m parte del estado x, 
la demostración de convergencia y acotamiento del estado se 
divida en dos elementos xa y ∆m, tal y como se observa en (39). 
Se ha demostrado que xa está acotada y converge a cero, mien-
tras que del error paramétrico ∆m solo se demuestra que está 
acotado. La Figura 10 muestra el seguimiento de la trayecto-ria 
deseada (en coordenadas articulares) por los robots A255 y 
A465, mientras que en la Figura 11 se muestra el error al seguir 
dicha trayectoria. De las Figuras 10 y 11 se puede concluir que 
los robots son capaces de seguir, a través del uso del control 
propuesto, la trayectoria deseada con un error muy cercano a 
cero. Mientras que de las Figuras 6 y 7 se puede inferir que los 
robots aplican la fuerza necesaria para no dejar caer el objeto, 
lo que les permite seguir la trayectoria deseada, tal y como se 
observa en la Figura 5. Cabe mencionar que la fuerza que apli-
can los robots depende de la estimación de la masa, la cual se 
obtiene durante la ejecución de la tarea, Figura 8.

(a) λ1

(b) λ2

Figura 6: Seguimiento de fuerza. Fuerza aplicada por el robot A255 (− − −),
fuerza aplicada por el robot A465 (− − −) y fuerza deseada (——–).

(a) ∆λ1

(b) ∆λ2

Figura 7: Error de fuerza

(a) m̂ = 0.2652 Kg

(b) ∆m = 0.0848 Kg

Figura 8: Masa estimada y error paramétrico.

4.5. Índice de desempeño

Como el control propuesto está basada en Gudiño y Ar-
teaga (2003), se realiza la comparación entre ambos controles
bajo las mismas condiciones. Es posible realizar la compara-
ción del desempeño de los controladores usando el valor escalar
estándar de la normaL2, que es una medida objetiva de la curva
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de error numérico. La norma L2 mide el promedio cuadrático
medio del error y está definida como

L2

{
˜(·)
}

=

√
1
T

∫ t1

t0
‖ ˜(·)‖2dt. (117)

donde ˜(·) representa una función de error del parámetro fı́sico
analizado (posición, fuerza, etcétera), y t, t0 ∈ R+ son los tiem-
pos inicial y final, respectivamente. Un pequeño valor deL2 re-
presenta un pequeño error de la variable analizada; por lo tanto,
el valor más pequeño de L2 representa el error más pequeño
que indica el mejor rendimiento. Como se observa en la Figura
9 y en la Tabla 3 el control propuesto tiene un mejor desempeño
que el control planteado en (Gudiño y Arteaga, 2003).

Tabla 3: ı́ndice de desempeño
Control L2 Unidades

Propuesto 0.46231 [m]
en (Gudiño y Arteaga, 2003) 0.36125 [m]

Figura 9: Índice de desempeño.

5. Conclusión

Se diseñó una estructura de control usando una modifica-
ción del principio de ortogonalización, que consiste en incor-
porar la función tangente hiperbólica en el término de fuerza y
agregar un término que contenga la masa estimada. La ley de
control propuesta mejora el desempeño del término de fuerza
lo que permite cumplir la tarea designada a pesar de estar ma-
nipulando un objeto de masa desconocida. Como caso de estu-
dio, se analizó un sistema formado por dos manipuladores. Una
vez que los manipuladores sostienen el objeto, sus variables se
acoplan cinemática y dinámicamente con el modelo dinámico
del objeto para obtener una descripción completa del sistema
cooperativo. El control propuesto es descentralizado; es decir,
tiene en cuenta las restricciones de movimiento en lugar de la
dinámica del objeto a manipular. A pesar de que el análisis de
estabilidad es complejo, el controlador no lo es. Se supone que
la dinámica del robot es conocida y que usando la diferencia-
ción numérica se tiene acceso a la velocidad. Se cuenta con
la medición de las fuerzas de contacto gracias a los sensores
de fuerza colocado en los efectores finales de los robots. Los
resultados teóricos se validan con un experimento cuyo objeti-
vo es aplicar una fuerza sobre un objeto de masa desconocida
y seguir la trayectoria deseada. La aplicación de la fuerza se
mantiene todo el experimento lo que evita que el objeto caiga.

Trabajo futuro

El siguiente paso es implementar observadores de velocidad
para mejorar el desempeño del control al seguir la trayectoria
deseada aplicando la fuerza necesaria para no dejar caer el ob-
jeto realizando la debida demostración de estabilidad usando la
teorı́a de Lyapunov.
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(a) q11 (Robot A255)

(b) q12 (Robot A255)

(c) q13 (Robot A255)

(d) q21 (Robot A465)

(e) q22 (Robot A465)

(f) q23 (Robot A465)

Figura 10: Seguimiento de posición en coordenadas articulares. Trayectoria
deseada (− − −) y trayectoria seguida por el robot (——–).
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(a) q̃11 (Robot A255)

(b) q̃12 (Robot A255)

(c) q̃13 (Robot A255)

(d) q̃21 (Robot A465)

(e) q̃22 (Robot A465)

(f) q̃23 (Robot A465)

Figura 11: Error de posición en coordenadas articulares.
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