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Resumen

This paper shows a nice connection between Differential Equations

and Probability through an illustrative example. We apply a successful

algebraic strategy together with properties of expectation operator to de-
termine the main statistical properties (mean, variance and covariance) Beyoi
of the solution to a non-autonomous linear differential equation whose oL
initial condition is a random variable. Theoretical findings are illustra- y ()
ted by means of one example. (1) ca
tasa ¢
.., prz’tcti‘
Introduccion lo que
- P . . estoca

Una de las experiencias docentes mds instructivas, desde el punto de vista for- Difer

mativo, es la resolucién de problemas cuya solucién es conocida por métodos o 10%1(;1
alternativos. La “alternativa’no tiene porqué estar basada, necesariamente, ) ‘1 S
e en ese contexto lo S
proces

en un razonamiento ni mds corto ni mas sencillo, porqu
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realmente importante es la sorpresa de constatar la existencia de la “alterna-
tiva”, y reflexionar a partir de ella acerca de las profundas conexiones entre
las distintas partes de la matematica. La riqueza de la experiencia formativa
se ve incrementada si en la formulacién del problema se consideran dos areas
de 1la Matemética aparentemente poco relacionadas.

Esta nota muestra un enfoque alternativo para resolver un problema so-
bre ecuaciones diferenciales deterministas, que se formulard en un contexto
aleatorio a partir de una motivacién natural. Como veremos, el tratamien-
to del problema requerird, principalmente, de conceptos pertenecientes a las
areas de Ecuaciones Diferenciales y de Probabilidad. Como se mostrara, la
solucién “alternativa’sigue un proceso mds largo que el tradicional, pero a
cambio arroja luz sobre sobre las relaciones existentes entre las dos areas
de conocimiento antes indicadas, proporcionando una formacion matematica
transversal, y por tanto mds rica.

1. El problema a tratar y su solucion

En el area de las Ecuaciones Diferenciales deterministas, el modelo no auténo-
mo mds sencillo se formula a partir del siguiente problema de valor inicial
(PVI) basado en una ecuacion diferencial lineal homogénea

#(t) = f(®)z(t), t>toeR,

(1)
z(to) = Zo-
Por ejemplo, en el contexto de la Biologia, si f(t) = k, siendo k una constante,
v 2(t) denota el tamaiio de una poblacién, en el instante t > tg > 0, el PVI
(1) corresponde al denominado Modelo de Malthus para una especie con
tasa de crecimiento instantdnea k y una poblacion inicial g > 0. En la
préctica, los datos zq y f (t) no suelen conocerse de forma determinista, por
lo que es mas natural tratarlos como una variable aleatoria y un proceso
estocastico, respectivamente. Este enfoque conduce al area de las Ecuaciones
Diferenciales Aleatorias [1]. En este trabajo consideraremos el escenario mas
sencillo en el que la condicién inicial es una variable aleatoria, Xo, y f(t)
es una funcién determinista. En este contexto la solucién del PVI (1) es un
proceso estocastico X (t), y la derivada, X (t) debe interpretarse en algin
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sentido estocastico apropiado. En efecto, como la derivada es un limite y en
el contexto de la Teoria de Probabilidad hay dferentes tipos de convergencia,
se hace necesario seleccionar algin tipo de convergencia para interpretar el
PVI (1) cuando se asume que la condicién inicial X es una variable aleatoria.
En este trabajo se considera la convergencia en media cuadratica definida en
el espacio de Banach (L3, (€2), || -||2,va) de las variables alearorias de segundo
orden a valores reales, definidas sobre un espacio de probabilidad completo
(2, F,IP). Concretamente,

b 1
L24(Q) = {X:Q = R: EX? <+oo}, [IX][l2va = (E[X?])? < +oc,

siendo E[] el operador esperanza. Una sucesion de variables aleatorias de este
espacio, {X, : n > 0} C L‘QM(Q) se dice que converge en media cuadrdtica
a la variable aleatoria X € L%, (£2) si se cumple

1
2 n—oo

|| Xn — Xll2,va = (E [(Xn — X)gD 5.

En este caso se escribe X, %} X,

Una de las principales ventajas de la convergencia en media cuadrati-
ca es que se trata de una convergencia fuerte, ya que los resultados que se
establecen en este tipo de convergencia son vélidos en otro tipo de conver-
gencias, que también son muy importantes en la Teoria de la Probabilidad,
como la convergencia en probabilidad y la convergencia en distribucién [2].
Como la solucién del PVI (1) es un proceso estocdstico, X (¢), a continuacion
introducimos el espacio de Banach (L&;(€), || - ||2,pe) donde estd definida la
solucion:

L= {X T = L) f E[(X (t,w))?]dt < +o0, w € Q}
i
siendo T = [to, TICR, T >ty y

Xl = ( | E{(X(t,w))gldt)% = ( /| (|1X(t,w)uz.m2cu) ' uen

[s conveniente anadir que en este trabajo, y en la literatura habitual,
se utilizan las siguientes notaciones X = X (t) = X(t,w) y Xo = Xp(w) de
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forma indistinta para denotar un proceso estocdstico y una variable aleato-
ria, respectivamente, porque en general el contexto debe ser suficiente para
eliminar cualquier confusién.

Los elementos de X de este espacio se denominan procesos estocasticos
cuadrado integrables, y en particular cumplen que para cada t € T fijo, la
variable aleatoria resultante, X (t,w), es de segundo orden, X (f,w) € La. (09,

es decir E [(X (t,w))?] < +oo.

A continuacién enunciamos, sin demostracién, varios resultados claves pa-
ra nuestro posterior estudio y que hacen de la convergencia en media cuadrati-
ca particularmente adecuada cuando se estudian ecuaciones diferenciales con
incertidumbre y el préposito no es solo calcular la solucion, si no también
sus principales funciones estadisticas, tales como la media, la varianza y la
correlacion.

Propiedad 1. (/1, p.88]). Dadas dos sucesiones de variables aleatorias { X1
n>1} e {Y,: n>1} en L, () tales que

m.c. m.c.
Xn — X, ¥ ———3 ¥,
m—o0 m—oo

entonces se cumple que

EX, =S EX], V[V, Z=FV[Y], (XY, =3 T(X)Y), (2
donde B[], V[-] y T[] denotan los operadores media, varianza y correlacion,
respectivamente.

Recuerdese que por definicién, la correlacion de dos variables aleatorias
X,Y € L3, (Q) estd dada por ['(X,Y) = E[XY]. Por tanto, la tercera expre-
sién de (2 ) se puede escribir de la siguiente forma equivalente

Xp 2 X, Y, 2 Y = E[X,Y,] 3 EIXY].
TM—r0c0 m—od

En el contexto aleatorio, la derivada del proceso estocastico X(¢) que
aparece en el PVI (1) se interpreta en el sentido de la norma || - ||l2.pE de
forma habitual. Asf, dado X € LZ5(Q2) se dice que el proceso estocastico
X (t) € L3 (92) es derivable en el punto t € T = [to, T si se cumple

X(t+h) - X(1)
=5

h—0

— X 230, t,t+heT =t T).
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Una propiedad clave de la convergencia en media cuadratica, la cual se
infiere de la Propiedad 1, que hace que este tipo de convergencia sea par-
ticularmente atractiva para el estudio de ecuaciones diferenciales aleatorias
frente a otros tipos de convergencia estocdstica es la siguiente:

Propiedad 2. ([1, p.98]) Sea X (t) € L}5(Q) derivable en media cuadrdtica
y sea Tx(t,8) = E[X(#)X(s)], 5,t € T = [to, T}, la funcidn de correlacion del
proceso estocdstico X (t). Entonces se cumple

9 (Cx(t,9) = BXOX ()] ®)
< ®pX) = EXO). (4)

Esta propiedad indica que el operador esperanza conmuta con la derivada
en media cuadratica (denotada con el punto (-)) dando lugar a una expresién
en términos de la derivada determinista (;%) de la funcién de correlacion.
Andlogamente para la funicén media.

La Propiedad 2 es importante porque, como veremos posteriormente, en
algunos escenarios puede ser aprovechada para calcular la media, la varianza
y la correlacién del proceso estocdstico solucién de una ecuacién diferencial
aleatoria, sin necesidad de resolver dicha ecuacién (lo cual en muchos casos
no es posible). Es importante senalar, que a diferencia de lo que sucede en el
caso determinista donde los objetivos principales cuando se resuelve una ecua-
cion diferencial son calcular su solucién, estudiar condiciones de existencia y
unicidad, y estudiar la dependencia de la solucion respecto de los parame-
tros y condiciones iniciales, en el contexto aleatorio ademads de estudiar estos
problemas también son objetivos importantes determinar las principales ca-
racteristicas del proceso estocdstico solucién, tales como las funciones media,
varianza y covarianza, ya que a partir de ellas se obtiene una descripcion
de comportamiento estadistico de la solucién. Mas aln, si se conoce que la
solucién sigue algin tipo de distribucién conocida, como por ejemplo la gau-
siana, la obtencién de las funciones estadisticas media y covarianza permite
caracterizar completamente el proceso estocdstico solucion.

En el caso de la version aleatoria del PVI (1) se puede demostrar, me-
diante un procedimiento basado en la extension de resultados deterministas
al contexto aleatorio de la media cuadraitica que es bastante técnico, que el
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proceso estocdstico solucion es
i
)= Xgeffo f(T)dT, t =g, (5)

En este punto es importante sefialar que la costosa legitimacion tedrica de
esta expresion en el contexto aleatorio ha motivado la biisqueda del enfoque
alternativo que se presenta en la Seccion 2. Admitiendo entonces, la repre-
sentacién formal (5), la obtencién de la media, la varianza y de la correlacion
de X (t) puede realizarse primero tomando los correspondientes operadores
directamente sobre la ecuacién (5) y después aplicando sus propiedades ope-
racionales. De este modo se obtienen la media

t i
E[X (1)) = E[Xoel /7] = E[Xolel 1, (6)
y la covarianza

NX ()X (s)] = E[(Xgeﬂg f(T)df)(Xoe_,F;:) fr)dry)

Jiy F@)dr [ f(r)dr ")
= E[(Xo)]e’ to R
Tomando s = ¢ en (7), se obtiene
t
E[(X(1)%] = E[(Xo)e o 7O, (®)

por lo que, teniendo en cuenta (6) y (8), la varianza de la solucién esta dada

por
VIX (1) = E[(X()"] - BIX(@))?

— E[(Xo)e o T _ (E[(x0)])%e” Fo
= (E[(X0)’] - (E[(X0)])?) 2y S0
= V[Xp|e2 i 14T > g,

2. TUna solucién alternativa

En este apartado mostramos cémo obtener las funciones media, varianza
y covarianza del proceso estocdstico solucién mediante un enfoque que no
requiere de la obtencién rigurosa de la solucién y que aprovecha la propiedad
clave de la convergencia en media cuadritica que se ha presentado en el
apartado anterior (Propiedad 2).
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2.1. Célculo de la funcién media
Basta tomar el operador media en la versién aleatoria del PVI (1) y aplicar
la expresién (4) de la Propiedad 2:
. d
E[X(1)] = B[f()X(0)] = 5 EX®] = FOEX (@),
E[Xo(t)] = E[Xo],

de modo que el PVI aleatorio se transforma en el siguiente PVI deterministi-
co, que conserva al linealidad del problema original, y cuya solucién es bien
conocida,

S BIXO)]) = fORIX (),
E[Xo(?)] = E[Xo],

= E[X(t)] = ]E[Xo}ef'-’u f(rydr

Obsérvese que la solucién coincide con la obtenida anteriormente en la ex-
presién (6).
2.2. Calculo de la funcién de correlacion

El calculo de la funcién de correlacién del proceso estocdstico solucién por
el método alternativo es mas intrincado. Partimos de la ecuacién diferencial
aleatoria del PVI (1) y multiplicamos ambos miembros por X(s), s > {o,

X()X(s) = fF()X (1) X(s),

tomamos el operador esperanza en ambos miembros y aplicamos su lineali-
dad, ya que f(t) es una funcién determinista,

E[X ()X (s)] = f(OEIX (£) X (s)].
Ahora aplicamos la expresion (3) de la Propiedad 2
J

o (Tx(t,s)) = fF(OTx(t, ). (10)

Para la condicién inicial de PVI (1), razonando de forma similar se obtiene

X(0) = Xo = X(0)X(s) = XoX(s) = E[X(0)X(s)] = E[XaX (s)],
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es decir, utilizando la definicién de funcién de correlacion
I'x(0,s) = E[XoX(s)], s > to. (11)

La solucién del PVI determinista (10)-(11), que es de tipo lineal, es clara-
mente

Tx(t,s) = Tx (0, 5)elo /77, (12)
para s > tg fijo.

Ahora determinaremos el valor I'x (0, s), s > ty. Para ello partimos de la
ecuacién diferencial dada en (1), escrita en términos de la variable s en lugar
de ¢

X(s) = f(s)X(s), s>to.
Ahora multiplicamos por X (0) ambos miembros, tomamos el operador espe-
ranza y aplicamos la expresion (3) de la Propiedad 2, con lo cual se obtiene

X(0)X(s) = £(5)X(0)X(s) = E[X(0)X(s)] = f()E[X (0)X (s)];

S (x(0,5)) = S5 (0,5). (13)

Para obtener su correspondiente condicién inicial, multiplicamos por X (0) =
Xo, la condicién inicial del PVI (1) aleatorizado y tomamos el operador es-
peranza

X (0)X(0) = XoXo = E[(X(0))’] = E[(X0)?],

es decir
T'x(0,0) = E[(X0)?]. (14)
La solucién del PVI determinista (13)—(14), que es de tipo lineal, es

I'x(0,s) = E[(Xq)?|elo F(7)dT, (15)

Sustituyendo (15) en (12), se deduce que la expresién de la funcién de corre-
lacién buscada es

Tx(t,s) = E[(Xp)2elo fMdr+[7 f(r)dr
la cual coincide con (7). Tomando s = ¢ se obtiene como antes la funcién

varianza.
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3. Ejemplo y conclusiones

Concluimos este trabajo ilustrando el desarrollo anterior con un ejemplo.

Consideremos el PVI (1) aleatorizado donde ty = 0, f(t) = —t—Jr—j y la condi-
¢ion inicial X sigue una distribucién beta de parametros («; ) = (2;3), i.e.,
Xo ~ Be(2;3), [3]. En este caso, teniendo en cuenta que E[X¢| = ;35 = 2y

af S | . 21 1 22 _ 1 :
V[Xol = Grarararn = 35 Por tanto E[(Xo)*] = 55+(5)° = 35, y aplicando
las expresiones obtenidas en (6), (9) v (7), respectivamente, se obtienen las
funciones media, varianza y correlacién de la solucion:

5

5(t+1)

BX(0) = sps: VX0 = s Tt =3 (mp < 1)

T 25(t+ 1) t+1 s+1

En la Figura 1 se han representado la funcién media (o esperanza) y las
funciones media méas/menos una desviacién tipica del proceso estocdstico

solucién, E[X (t)] £ /V[X(t)].

Media+Desviacion tipica
Media

Media-Desviacion tipica

Figura 1: Gréficas de la funcién media y de la media més/menos una des-
viacién tipica del proceso estocdstico solucion en el contexto del ejemplo.
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Y en la Figura 2 la funcién de correlacion en el contexto de este ejemplo.

e
orrelacion

Funcién de ¢

Figura 2: Gréfica de la funcién de correlacién del proceso estocastico solu-
cién en el contexto del ejemplo.

Para terminar queremos senalar que el trabajo presentado puede servir de
motivacion docente para buscar otros contextos de ensenanza universitaria

donde importantes conceptos deterministas puedan extenderse al escenario
aleatorio, potenciando de esta forma una formacién multidisciplinar entre

distintas areas matematicas.
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