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Abstract

The project’s aim is to design a schedule optimizer with ample flexibility in order to accurately
describe real life enterprises with different long-term goals. We will work on the field of linear
programming, focusing on the resource-constrained project scheduling problem (RCPSP).

First, a couple of approaches were explored: discrete and continuous. Based on these, the
model was expanded in order to better adapt it to the day to day realities of project manage-
ment.

Then, the model mas implemented using a Python-based approach with help of the Gurobi
solver. This formula was selected after various trials with different software solutions. The
model was tested throughout various experiments with the main objective of identifying and
understanding the model’s behavior to changes on each parameter. On one hand, these studies
had the primary objective of proving the model solutions’ accuracy. The secondary objective
was to identify the model’s strengths and weaknesses, testing which changes impacted more
heavily on its performance.

The model shows promising results. Even tough the maximum project is size limited, it is
capable of giving precise answers within a reasonable time frame. At the same time the model
is capable of adapting to complex scenarios via the resource, task and mode abstractions it

provides.

Keywords: project management, RCPSP, linear programming, optimization, sheduling,



Resumen

El proposito de este proyecto es disenar un optimizador de tareas con amplia flexibilidad que
sea capaz de trabajar con una serie de objetivos para modelar proyectos en el mundo real. Se
trabaja en el A&mbito de la programacion lineal, en concreto el problema conocido como resource-
constrained project scheduling problem (RCPSP) o planificacion de proyectos con restriccion de
recursos.

En primer lugar, se explor6 una serie de modelos: discreto y continuo. Se seleccion6 el modelo
continuo, sobre el cual se construyeron varias ampliaciones con el fin de adaptarlo mejor a la
realidad del dia a dia de la gestion de proyectos.

Posteriormente, tras el analisis de diferentes paquetes de software se escogié e implemento
el modelo en el resolutor Gurobi. Se probé el modelo, sometiéndolo a una serie de pruebas
enfocadas en identificar el comportamiento en funcién de la variaciéon de diferentes parametros.
Estos estudios tenian el objetivo de poner a prueba la veracidad de las soluciones ofrecidas
por el modelo. Como segundo objetivo, identificar los aspectos fuertes y los débiles del modelo,
viendo qué cambios afectan con mayor magnitud al tiempo de resolucion.

El modelo presenta unos resultados prometedores ya que, ain limitado en el tamano del pro-
yecto a planificar, ofrece una respuesta exacta siendo capaz de amoldarse a escenarios complejos

mediante las abstracciones que recursos, tareas y modos que ofrece.

Palabras clave: gestion de proyectos, RCPSP, programacién lineal, optimizacién, planifica-

cion
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto

A lo largo de la historia, el ser humano ha sido capaz de llevar acabo asombrosas proezas
de ingenio. Desde las piramides egipcias hasta el Taj Mahal pasando por la red de calzadas
romanas. Resulta dificil de creer que semejantes proyectos que abarcan cientos de anos de
esfuerzo conjunto por parte de nuestros ancestros hayan sido llevados a cabo sin ningun tipo
de gestion de proyectos.

Tipicamente los arquitectos o ingenieros de la época eran los encargados de planificar y
organizar las tareas a realizar, gestionando recursos y personal. No es hasta el siglo XIX cuando
se marca el inicio de la gestion de proyectos moderna tal y como la conocemos hoy en dia. Como
ejemplo esté la construccion del ferrocarril en los Estados Unidos, donde se habia de organizar
la logistica y el trabajo en volimenes nunca vistos.

Hoy en dia el ingeniero Henry Gantt es visto como el fundador de la gestion de proyectos
moderna [1]. Desarrolla al inicio del Siglo XX el famoso «Diagrama de Gantts, el cual ha sido
utilizado desde la Primera Guerra Mundial hasta hoy dia en aplicaciones de software moderno.

Durante los anos 50 vemos un auge de estas précticas, no solo las fuerzas armadas sino que
empresas privadas como Transmountain Oil Pipeline en Canada o Civil & Civic en Australia

comienzan a darle uso en proyectos de construccion.

Figura 1.1: Henry Gantt Figura 1.2: George Dantzig
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En paralelo, nace la programacién lineal moderna con el trabajo de George Dantzig, en
1947 [2]. Dantzig propone que la programacion lineal no es unicamente una herramienta para
analizar fend6menos econémicos, sino que es tremendamente valiosa para dar respuestas veridicas
a problemas del mundo real. Bajo esa suposicion se aventura a proponer el algoritmo Simplez [3],
que serd hasta hoy dia la herramienta primaria para la resolucién de problemas de programacion
lineal. En 1965 [1] se solidifica el concepto de la programacion mixta, en la que mezclamos
variables continuas y enteras, con la apariciéon del algoritmo Branch-and-Bound que construye
sobre el Simplex.

A medida que avanza la tecnologia de computadores, encontramos la interseccion de los dos
mundos. Podremos realizar modelos matematicos que describan el esquema de un proyecto y
gracias a los avances en algoritmos de resolucion seremos capaces de dar respuestas robustas de

manera automatica.

1.2. Motivacion

El objetivo principal de la gestién de proyectos es «administrar, planificar, coordinar, se-
guimiento y controly de todas las tareas y recursos a asignar, maximizando siempre el beneficio
final para la empresa. A niveles bajos de complejidad, una planificacion manual de las tareas
puede ser relativamente sencilla. A medida que incrementa el nimero de elementos, la dificultad
de la organizacidon aumenta exponencialmente, dado que es necesario mantener las relaciones
de precedencia entre actividades, y a su vez asignar una cantidad de recursos limitada (i.e. el
namero de trabajadores, el presupuesto), que ademéas varia con el tiempo (i.e. el horario de los
trabajadores hace variar su disponibilidad).

La falta de una organizacién 6ptima a la hora de llevar a cabo un proyecto es decisiva
durante la ejecucion del proyecto, asi como en el resultado final [5]. Una planificacion manual
de las tareas puede ser relativamente sencilla a niveles bajos de complejidad, cuando el ntimero
de tareas y recursos es bajo. Para un proyecto de mayor complejidad, la planificaciéon y 6rden es
crucial para que la secuencia de tareas sea eficaz. Las tareas de un proyecto pueden organizarse
sin tener en cuenta la optimizacion del tiempo. Con una herramienta informética pretendemos
planear y realizar el proyecto de una forma rigurosa y eliminar la dedicacion laboriosa a la
organizaciéon de los proyectos que cuenten con muchos elementos. El modelo logra ahorrar en
tiempo y cerciora la viabilidad del plan.

Avances en la gestion de proyectos modernos supone la optimizacion de recursos mas eficien-
te. Desarrollos en la eficiencia de la organizacién permitiran realizar tareas de mayor magnitud

e impacto econdémico-social, beneficiando asi a la comunidad.

1.3. El problema

La habilidad de entregar proyectos a tiempo y cinéndose a un presupuesto es esencial para
ganar ventaja en el mercado competitivo empresarial de hoy en dia. La gestiéon de proyectos
entra en este espacio de tremenda complejidad. Por ejemplo, ;Cémo se planificaria el siguiente

conjunto de tareas?
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Tarea 1 (¢7)

Duracién: 1.7 hrs.

Predecesores: 1]

Tarea 2 (t2)

Duracion: 2.2 hrs.

Predecesores: 0

Tarea 3 (t3)

Duracién: 5.2 hrs.

Predecesores:  {t1,ts}

Tarea 4 (t4)

Duracion: 2.5 hrs.

Predecesores: {ta}

Tarea 5 (t5)

Tarea 6 (tg)

Duracion: 0.8 hrs. Duracion: 3.4 hrs.

Predecesores:  {t1,t4} Predecesores: {ta}

A esta escala es relativamente sencillo con un poco de esfuerzo obtener la siguiente planifi-

cacion:
Calendario
e N
6 [ [ |
t51
s 0
=
; —
2 [
t11

Tiempo (hrs)

Figura 1.3: Planificacién ejemplo

A medida que aumentamos el niimero de tareas a gestionar intuitivamente se puede entender
como la complejidad aumenta a un ritmo insostenible. Ademés, este problema no es realista.
En el mundo real tenemos limitaciones de recursos, tiempo, etc. Al aplicar estas capas de
complejidad anadida nos damos cuenta: la gestiéon de proyectos requiere de una herramienta

que ayude a manejar problemas de planificacion.

1.4. Objetivos

El objetivo principal del proyecto es disenar una herramienta que sea capaz de resolver la
organizacién de un proyecto. El modelo debe ser fiel a la realidad para ser capaz de describir
proyectos del mundo real. Sin embargo, una respuesta correcta no es suficiente. Ademas, debe
mantener el compromiso con la computabilidad de la respuesta en un tiempo razonable.

Como objetivo transversal, tenemos el analisis de todo un espectro de resolutores con el fin
de elegir aquel que mejor se adapte a las necesidades del trabajo. Para completar el proyecto,
estudiaremos el comportamiento del modelo viendo debilidades y fortalezas del mismo.

Investigaremos acerca de posibles modelos de la familia deproblemas de programacion de
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proyectos con recursos limitados o resource constrained project scheduling problem (RCPSP).
Ha sido demostrado que este problema existe en la categoria NP-duro[6]. Tienden a explotar
en dificultad a medida que crece el nimero de variables. Es por ello que es critica la ayuda
de los computadores modernos para encontrar soluciones de manera eficiente y en un tiempo
razonable. Debemos ser capaces de describir de manera precisa un modelo que sea fiel a la
realidad. Paralelamente, es prioritario controlar la complejidad del mismo, de tal manera que

sea resoluble en una ventana de tiempo razonable para la gestién del mismo proyecto.

1.5. Metodologia

Para abordar el proyecto por partes, definiremos una serie de sub-objetivos. Estos nos per-
mitiran construir sobre los dltimos avances en tecnologia, verificando y ampliando a medida

que se avanza:
= Revisar el estado del arte respecto al RCPSP.

= Describir de manera precisa qué generalizaciones utilizaremos para definir un estandar y

construir un supuesto sobre el que desarrollar.
= Definir el modelo matematico que se implementara y analizaré a lo largo del proyecto.

= Explorar posibles implementaciones, identificando fortalezas y debilidades y elegir una de

ellas.

= Comprobar el funcionamiento correcto y robusto de la implementaciéon y estudiar su

comportamiento.

= Sacar conclusiones generales sobre el proyecto ademas de posible ampliaciones futuras.



Capitulo 2

Revision del estado del arte

2.1. Introducciéon

Para realizar nuestro optimizador de tareas, investigaremos en el campo de la programacion
lineal. Traduciremos el problema que planteamos a un modelo matematico que exprese correc-
tamente los distintos elementos, relaciones y restricciones. El campo de la programacion lineal
es considerado un campo de las matematicas mayormente resuelto por lo que, indagando en la
bibliografia encontramos un anéalogo a nuestro problema.

La programacion lineal funciona a través de un sistema de ecuaciones lineales, que se encar-
gan de establecer una serie de restricciones sobre las variables de una funcién lineal matematica.
A través de ello, maximiza o minimiza, optimizando asi una funcion objetivo.

El problema de programacion de proyectos con recursos limitados o resource constrained
project scheduling problem (RCPSP) generaliza la idea de tener una serie de tareas a realizar
con relaciones entre ellas, ademés de recursos limitados para realizar las tareas con el objetivo
de finalizarlas en el menor tiempo posible.

Existe en la categoria de problemas conocida como NP-duro. Este es especialmente com-
plicado. A medida que el nimero de tareas crece, el problema tiende a explotar en dificultad
de resolucion (i.e. tiempo de célculo). Por eso es importante realizar un modelo eficiente, que
minimice el nimero de variables que explorar, manteniéndose fiel al problema a resolver.

Existen varios modelos en la bibliografia. Vamos a analizar y extraer conclusiones de 2 de
ellos para entender la importancia de un buen modelo con el fin de resolver el problema de

manera eficiente.

2.2. Programacion lineal

Vamos a ver mas en detalle como nos ayuda la programacion lineal. Como hemos visto, en
la vida real estamos sujetos a restricciones o condiciones. La planificacién de proyectos no es
ninguna excepcion. Sélo tenemos tanto dinero para gastar, solo tenemos tantos trabajadores,
solo disponemos de tanto tiempo. Tenemos la necesidad de usar estas limitaciones en nuestro
beneficio, encontrando la manera 6ptima de repartir y asignar los distintos recursos para com-
pletar nuestro proyecto en el menor tiempo posible. En esta busqueda es en la que nos va a

ayudar la programacion linear como herramienta de optimizacion.
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La programacion lineal busca el méximo o el minimo de una funcién lineal. La funcion lineal,
también llamada funcién objetivo, estara sujeta a una serie de restricciones. Las restricciones
se expresan mediante un sistema de in-ecuaciones lineales.

Primero tenemos que identificar nuestras restricciones y traducirlas en un sistema de in-
ecuaciones. Tras esto, definimos la funcién objetivo la cual buscamos maximizar o minimizar.

Vamos a ver un ejemplo sencillo.

= Jkeo S.L. fabrica dos tipos de muebles: mesas y sillas.

Cada silla necesita de 2 unidades de madera y 5 horas de trabajo por parte los trabaja-

dores.

Cada mesa necesita de 4 unidades de madera y 3 horas de trabajo.
= Las sillas se venden a 6€ y las mesas a 10€.

= Cada semana recibe 55 unidades de madera y cuenta con 80 horas de trabajo al tener 2

trabajadores.

El jefe de produccién busca obtener el maximo beneficio. Con esta informacién somos capaces

de extraer las restricciones. Primero definimos la notacién que vamos a usar:

T namero de mesas a fabricar

T namero de sillas a fabricar

Una vez definidas las variables, podemos expresar las restricciones como un sistema de

in-ecuaciones lineales:

275 + 4y < 55 (2.1)
5t + 3z, < 80 (2.2)

La in-ecuacion (2.1) representa que como mucho se puede usar 55 unidades de madera a la
semana. La in-ecuacion (2.2) representa que como mucho se puede usar 80 horas de trabajo a
la semana. ;Cual serd muestra funcién objetivo? La funcion objetivo (2.3) define el beneficio
segun el nimero de muebles fabricados multiplicado por su respectivo precio. Ademaés, nuestro

objetivo es maximizar por lo tanto nuestra funcioén objetivo sera:

max C = 6z, + 10z, (2.3)

Si graficamos las restricciones podemos ver el espacio de soluciones que representa nuestro

sistema de in-ecuaciones:
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30 T
Madera
Trabajo
25 Posibles soluciones i

Nimero de mesas (z,,,)

30

Namero de sillas (z)

Figura 2.1: Representacion grafica del problema.

Para encontrar la soluciéon 6ptima existe un algoritmo estandar conocido como el Simplex
[3]. Se basa en el axioma de que la solucion a todo problema de programacion lineal se encuentra
en los vértices del espacio de soluciones. En este caso, al ser tan sencillo se puede resolver de

manera manual buscando el mejor de entre los 4 vértices:

(0,0): C = 5(0) + 10(0) =
(0,13.75) : C = 5(0) + 10(13.75) = 137.5
(16,0): C = 5(16) + 10(0) = 80
(11.07,8.21) : C = 5(11.07) + 10(8.21) = 137.5

Por lo tanto podemos concluir que hay dos planes de producciéon que ofrecen el méaximo
beneficio para las restricciones actuales. 0 sillas y 13.75 mesas o 11.07 sillas y 8.21 mesas.

Sin embargo, no se pueden producir 13.75 mesas. Hay un método conocido como la progra-
macion entera (o mixta) que extiende a la programacion lineal. Permite lidiar con este tipo de
situaciones y se basa en resolver el problema base e ir anadiendo restricciones que limiten la

solucién a valores enteros. En este paradigma tenemos dos tipos de variables:

= Continuas, variables que pueden tomar cualquier valor real (€ R).

= Enteras, variables que pueden tomar cualquier valor entero (€ N).

Ademas, del tipo de variables enteras, derivamos las variables binarias, muy utiles como
mecanismo para expresar la toma de una decisién. Simplemente son variable enteradas limitadas
a los valores [0, 1] mediante dos restricciones < 1y 2 > 0.

Tendremos que traducir el problema de la planificacion de proyectos al marco de la progra-
macioén lineal. Existe mucha literatura de investigadores que han tratado problemas de carac-
teristicas similares, bautizado como Resource constrained project scheduling problem (RCPSP)

o planificacion de proyectos con restriccion de recursos.
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2.3. Problema de programacion de proyectos con recursos
limitados (RCPSP)

El RCPSP es una familia de problemas de planificaciéon de proyectos con recursos limitados.
Cumple generalmente con las siguientes caracteristicas:

Consiste en una serie de tareas o actividades que consumen uno o mas recursos y tienen
relaciones de precedencia entre ellas.

Un recurso puede representar, no solo una méquina con capacidad de llevar a cabo multiples
tareas en paralelo, sino que también puede representar entidades como: electricidad, agua,
elementos consumibles o incluso habilidades humanas.

Una solucién es un calendario que posiciona las tareas en un orden tal que no se exceden
los limites de recursos y se respetan las relaciones de precedencia.

Generalmente, se asume que una tarea una vez comienza no finaliza hasta que termina su
duracion (no divisible) y un recurso una vez ha sido utilizado, se libera para su uso futuro (i.e.
una méaquina industrial). El objetivo clasico del problema es reducir el tiempo de realizacion de
las tareas o «makespans. A partir de esta base puede haber un nimero infinito de variaciones
(tipos de recursos, relaciones o tipos de tareas) en funcion de las posibles caracteristicas de los

elementos del problema.

2.4. Modelo discreto

Durante los inicios de la programacién lineal moderna, entre los 50 y los 70, se explora un
primer planteamiento para modelar el problema de la gestion de tareas [7, 8]: el modelo discreto.

El modelo discreto plantea como solucion dividir el tiempo en franjas constantes (15 minutos,
1 hora, etc.). La decision de procesar una tarea o no se tomara tnicamente al comienzo de una
unidad de tiempo. La decisién se mantendra necesariamente hasta el comienzo de la siguiente
unidad. Estara condicionada por las limitaciones de recursos y relaciones de precedencia con
otras tareas.

Pongamos el ejemplo de una situacion en la que tenemos 3 tareas x,y,z y dos recursos
A, B. Las tareas tienen una duracion y demanda. Los recursos una disponibilidad constante.

Los datos vienen descritos por las siguientes figuras:

Tarea | Duracion (hrs.)

T 1
Y 0.5
z 2

Figura 2.2: Duracion de las tareas

Recurso | Disponibilidad (uds.)

A 1
B 2

Figura 2.3: Disponibilidad de los recursos
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Recursos (uds.)
Tareas 1 B
T 0.3 0.5
Y 0.5 1.5
z 0.6 0.75

Figura 2.4: Demanda de recurso por cada tarea

La figura 2.2 describe la duracién en horas de cada tarea. La figura 2.3 define la disponibi-
lidad de cada recurso. La figura 2.4 describe la demanda del recurso A o B de cada tarea para
poder procesarse.

El modelo discreto se basa en definir un unidad de tiempo At apropiada para poder solu-
cionar el problema. Usaremos el méaximo comin divisor (mcd) como estimacion del valor de
la unidad de tiempo At. El méximo comun divisor de la duraciones es un heuristica que nos

asegura que la unidad (At) es lo mas grande posible sin perder precision.

At =med(1; 0.5; 2) =0.5

La ecuacién anterior muestra el calculo del méximo comin divisor de la duracion de las
tareas z,y y z.

Ademas, como tenemos que dividir el tiempo, necesitamos un horizonte de planificacion (H).
El horizonte de planificacion es el limite temporal donde cesa la divisiéon del tiempo en unidades
temporales. Podemos estimar que la solucion se encuentra dentro del horizonte de planificacion.
Esto es una cosa dificil de saber a priori en problemas mas complejos. Generalmente, la duracién

total de las tareas sirve como limite superior para el horizonte de planificacion:

H= Z duracion(t) = 3.5

tctareas

De esta manera, podemos inicializar una tabla que representa la planificacién en blanco:

Tiempo
Tareas - [05[1.0[15]20]25]30
x
Y
z

Figura 2.5: Representacion de problema inicial. At = 0.5; H = 3.5

Como vemos en la figura 2.5, cada fila representa una tarea a realizar. Cada columna re-
presenta una unidad de tiempo. La unidad de tiempo (columna) 0.5 representa el intervalo de
tiempo ¢ tal que 0.5 < t < 1. De manera general, una unidad de tiempo k representa el intervalo
de tiempo ¢ tal que k <t < k 4+ At. Ademas, incluiremos intervalos de tiempo k tal que k < H

para todo multiplo entero de At. Es decir:

k=nx*xAt k< Hn e N

Para cada tarea tenemos % = 7 decisiones que tomar. En cada unidad habra que decidir

si la tarea en cuestiéon se esta procesando o no, teniendo en cuenta todas las restricciones. En
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este sencillo caso, con un poco de esfuerzo se puede encontrar manualmente:

T . Tiempo
M 0.0 [05 [T0[ 15 [2.0] 2530
y
z

Figura 2.6: Representacion de la solucién al problema.

Contrastando la solucién (figura 2.6) con las figuras 2.4 y 2.3 vemos que correctamente

respeta las limitaciones de recursos:

) Tiempo .
Recurso 56705 T 1.0 [ 15 [20 25 [30]
A [06]06][09][09][05][0]0] 1
B 075075 125 [1.25 [15] 0 | 0 | 2

Figura 2.7: Demanda de recursos en cada unidad de tiempo.

Durante los instantes 1 y 1.5, la demanda de recursos es la suma las tareas que se estan
ejecutando (z, z). x requiere 0.3 y 0.5 de A y B respectivamente. z requiere 0.6 y 0.75 de A
y B respectivamente. Por tanto, la demanda total es 0.9 y 1.25 de A y B respectivamente. No
supera la disponibilidad maxima de ambos recursos. De manera similar no se supera para el
resto de unidades de tiempo.

Un computador moderno no tendria ningtin problema en encontrar la soluciéon a un problema
asi de sencillo. Sin embargo, podemos anticipar el problema que el mismo Bowman [7] describe
como vemos a continuaciéon. En el caso que hemos explorado tenemos, de manera indicativa,
3 tareas con 7 decisiones por tarea. Esto resulta en unas 7 * 3 = 21 decisiones que tomar. A
méas tareas tengamos, empeoran otros dos aspectos: H aumentard necesariamente ya que la
suma de las duraciones serd mayor, At generalmente disminuira en funciéon del med. Ya que la
complejidad de este planteamiento viene dado aproximadamente por nim. tareasx H x ﬁ, es de
esperar que explote en cuanto anadamos un ntmero realista de tareas, haciendo la computacion
de soluciones a problemas del mundo real muy lentas si no imposibles.

Ademas, ya que en un inicio Unicamente podemos estimar los parametros H y At, hemos
sobre-dimensionado el problema. Esto quiere decir que podriamos haber planteado el problema
de otra manera, reduciendo el nimero de decisiones a tomar. Por ejemplo, si aumentasemos At

a 1, obtendriamos la siguiente solucién equivalente con un nimero menor de decisiones:

Tiempo
Tareas 1565710 [ 2.0 [ 3.0
x
y
z

Figura 2.8: Representacion de la solucion al problema. At = 1; H = 3.5

Este problema surge si sobre-estimamos el horizonte temporal H o si sub-estimamos la

unidad minima de tiempo At. Esto nos puede generar enormes quebraderos de cabeza, ya que
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cada problema requerira de estimaciones que, por su naturaleza, son imprecisas y nos pueden

llevar a modelos irresolubles o a un exceso de complejidad innecesario.

2.5. Modelo continuo

Avanzando al siguiente milenio aparece un nuevo planteamiento [9]. El modelo continuo
observa que no es necesario analizar cada unidad de tiempo. Los momentos relevantes seran
uinicamente cuando ocurre un evento significativo. Es decir, cuando comienza o termina el
procesamiento de una tarea.

En cada evento, se puede tomar la decisiéon de procesar una tarea o no, la cual vendra
condicionada por las limitaciones de recursos y relaciones de precedencia con otras tareas.
Ademas, habra que asociar un valor temporal a ese evento (i.e. cuando ocurre el inicio/fin de
una tarea) que no se vera condicionado a divisiones discretas del tiempo.

Repetimos el ejemplo de la situacion en la que tenemos 3 tareas x,y, z y dos recursos A, B.
Las caracteristicas del problema son las mismas pero ahora trabajaremos sobre la base del
modelo continuo. Nos cenimos a la definicién de eventos y los tiempos asociados a los mismos.
Para 3 tareas es facil apreciar que necesitamos como mucho 3 eventos para marcar el inicio de

cada una mas 1 evento que marque el final de la planificacion:

71 ]
7)) |
g I
- |
H : | |
T { !
z I l !
1 |
| |
j T T
€o €1 €2 €3

Tiempo

Figura 2.9: Representacién de los eventos en la linea temporal.

Evento €o | €1 | e2 | €3
Tiempo asociado | 0.0 | 1.0 | 2.0 | 2.5

Figura 2.10: Tiempo asociado a cada evento.

Se puede ver de manera intuitiva como el nimero de decisiones a tomar se ve importante-
mente reducido. Donde antes teniamos 7 unidades de tiempo por tarea en las que tomar deci-
cisiones

siones, ahora tenemos 4 decisiones por tarea. Esto nos da un total de 4 4¢ o

12 decisiones de manera indicativa, frente a las 21 del modelo discreto. En principio puede no

* 3 tareas =

parecer dréstica la mejora. Sin embargo, éste es un caso increfblemente sencillo lo cual favorece
al modelo discreto y una vez aumentamos la complejidad en 5, 10 6 15 tareas, la diferencia en

cuestion de complejidad es abrumadora.

2.5.1. Continuo vs. Discreto

Contemplando un ejemplo de mayor complejidad, en el que el nimero de tareas aumenta a

10, vamos a valorar coémo varia el nimero de decisiones:
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Tarea | Duracion (hrs.) Tarea | Duracion (hrs.)
to 1 ts 2
t1 0.5 te 5.3
to 1.3 tr 1
t3 2.7 ts 0.1
t4 2.5 tg 3.6

Figura 2.11: Duracién de las tareas

En esta situacion en el modelo discreto tenemos:

num. tareas = 10

H= Z duracion(t) = 20 hrs.

tarea t

At = med(duracion de las tareas) = 0.1 hrs.
1 1
num. tareas X H x — =10 x 20 x — = 2000 decisiones
At 0.1

Mientras que en el modelo continuo:

num. tareas = 10
num. eventos = num. tareas+ 1 =11
num. tareas X num. eventos = 110 decisiones

Este ejemplo ayuda a vislumbrar claramente la diferencia a nivel general en el compor-
tamiento de ambos modelos a medida que aumenta la complejidad del problema a resolver.
Ademas, al eliminar la discretizacion del tiempo, este enfoque ofrecera mayor flexibilidad a la
hora de crear un modelo robusto a la vez que fiel a la realidad, manteniendo el compromiso con
la computabilidad de la solucion.

El modelo discreto obliga a establecer un horizonte de planificacion. La necesidad de hacerlo
recafa en establecer intervalos de tiempo contantes que marcan los instantes en los que puede
ocurrir una decisién. Este requisito desaparece con el modelo continuo, en el que un evento puede
ocurrir en cualquier instante a lo largo de la linea temporal. El tiempo de computacion se vera
menos perjudicado en el modelo continuo, ya que solo tiene en cuenta los eventos significativos,
mientras que en el modelo discreto debia hacerlo para cada unidad temporal, sea de importancia

o no. El modelo continuo tiene varias ventajas frente al discreto:

= Reducimos el namero de decisiones por tarea drasticamente.

= Eliminamos la necesidad de estimar el horizonte de planificaciéon. El tiempo de compu-

tacion no se vera perjudicado en proyectos de larga duracion.

= La duracién de las tareas podré ser arbitraria sin afectar al rendimiento, ya que no hace

falta estimar la unidad minima de tiempo.

Por lo tanto, construiremos nuestro modelo sobre el planteamiento béasico del modelo conti-

nuo.



Capitulo 3

Descripcion del modelo

3.1. Introducciéon

En este apartado procederemos a la definicion formal del modelo que utilizaremos. Nos vamos
a basar en un supuesto del cual identificaremos las propiedades y comportamientos basicos que
debe tener el modelo a fin de describirlo fielmente.

Vamos a enfocar el problema desde el punto de vista de una empresa, la cual tiene una serie

de proyectos que quiere realizar.

3.2. Supuesto

Proyecto

Un proyecto es un conjunto de tareas a realizar, con relaciones de precedencia entre si.

Tareas

Las tareas son todas obligatorias y tienen una duraciéon conocida. Se pueden dividir en dos

categorias:

= Divisibles: Aquellas que se pueden pausar al final de una jornada y continuarlas en otro

momento. Es decir, pueden detenerse y reanudarse.

= No Divisibles: Aquellas que, una vez comenzadas, no pueden ser interrumpidas.
Ademas, cada tarea puede tener una serie de requisitos arbitrarios para poder ser realizada:

= Que la maquina X esté disponible.
= Que dispongamos de Y cantidad de material.

= Que el trabajador Z esté libre.

Este requisito se traducira a la necesidad de que el recurso en cuestion esté disponible para

comenzar la tarea. Ademas, una tarea se podra realizar de varios modos.

13
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3.2.1. Recursos

Un recurso representa de manera abstracta cualquier elemento que pueda ser necesario para
realizar una tarea, sin el cual no se puede realizar. Los recursos seran compartidos entre todas

las tareas y se dividen en dos categorias:

= Renovables: recursos que, una vez la tarea ha hecho uso de ellos, se liberan y vuelven a

estar disponibles (i.e. un trabajador).

= No Renovables: recursos que, una vez la tarea ha hecho uso de ellos, son gastados para

siempre y no pueden volver a ser utilizados (i.e. dinero).

Los recursos renovables pueden tener disponibilidad variable en funcién del tiempo. Cono-
ceremos a priori los momentos en el tiempo en los cuales la disponibilidad cambia.

Por ejemplo, un trabajador con jornada de 8 a 14 y de 15 a 17 de lunes a viernes. Dentro
de su jornada laboral, la disponibilidad del trabajador sera de 1, por lo que tareas que requie-
ran su presencia podran continuar. Lo contrario ocurre fuera de su jornada laboral donde la
disponibilidad del trabajador sera de 0.

Ademas, al acabar una tarea, se pueden generar recursos. Por ejemplo, una tarea de ir a

sacar 10€ del banco, sin requisito de recursos, genera 10€ del recurso dinero.

Modos

Esta pequena empresa tiene un departamento de informética en el cual tenemos 3 trabaja-
dores, A, B y C'. Si analizamos un supuesto en el que una tarea x de un proyecto requiriese de
2 trabajadores del departamento de informatica, vemos como una misma tarea puede realizarse
de 3 maneras distintas. La realizan los trabajadores (A, B), (4,C) o (B, C) (Figura 3.1).

Figura 3.1: Visualizaciéon de los distintos modos de una tarea.

Un modo es un conjunto de requisitos de recursos que se debe cumplir durante la duracién de
la tarea para poder proseguir con ella. Cuando una tarea presenta distintos modos de realizaciéon
se debera elegir uno de ellos como configuracion con la que realizarla.

A la hora de programar la tarea, se debe elegir un modo de ejecucién de manera exclusiva.

Cada modo de una tarea podra tener asociados diferentes costes y duraciones.

3.3. Aplicacién al modelo continuo

La formulacién basada en eventos resulta la maés eficiente en nimero de decisiones. Esto

se traduce a un menor coste computacional. Utilizando la formulacion basada en eventos, nos
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inspiraremos en el trabajo previo de otros investigadores [9] para construir un modelo que
represente adecuadamente el supuesto.

Tendremos tres objetos principales: tareas, recursos y eventos. Mediante éstos y las
relaciones entre ellos, expresaremos nuestro modelo.

Como vimos en la descripcién del modelo continuo, un evento es la manera de marcar un
instante de tiempo significativo. Tendra una tnica propiedad, el instante de tiempo asociado.

Los recursos seran divididos en dos categorias:

= Recursos mo renovables, tendran una tnica propiedad, la disponibilidad inicial del re-
curso. A medida que se vaya realizando tareas que consuman/generen este recurso, la

disponibilidad ira variando evento a evento.

= Recursos renovables, tendran como propiedad una lista de instantes de tiempo en los
que cambie la disponibilidad (i.e. un calendario). De esta manera, seremos capaces de
asociar eventos a esos instantes de tiempo, generando franjas de disponibilidad constante

mediante la cual podremos limitar de manera trivial la utilizacion de los recursos.
Las propiedades de una tarea son multiples:

= Relacionar con otras tareas mediante relaciones de precedencia (i,7) que definen que la

tarea ¢ debe haber terminado para que la tarea j pueda comenzar.

= Tener una demanda de recursos que defina la cantidad necesaria para cada uno de los

recursos disponibles.

= Disponer de uno o mas modos de ejecucion. Cada modo ofrece una demanda de recursos

diferente a cambio de una duracion diferente.
= Ademaés, debera ser:

o Diwvisible, permite detener la ejecucién temporalmente

e No divisible, indica que una vez comenzada la tarea debe realizarse hasta su fin.

3.3.1. Caso de estudio

A continuacién presentaremos un caso concreto sobre el que exponer el modelo extendido.
Una empresa, Proyectos Industriales S.A. pretende planificar la gestion de los 3 proyectos que

tiene por realizar. Cada proyecto se desglosa en tareas de la siguiente manera:

Tareas | Dur. (hrs) | Divisible

3 No

4.6 No a
5 St

1.2 No °

Figura 3.2: Proyecto 1

QL O T

La tarea d solo puede realizarse una vez han finalizado b y ¢ que a su vez solo pueden llevarse

a cabo si ha finalizado a.
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Dur. (hrs) | Divisible
1 3.4 No
J 12.4 Si
k 6.7 No

Figura 3.3: Proyecto 2

Dur. (hrs) | Divisible @—»@
T 1.3 No
Y 2.5 No
z 13.2 Si @

Figura 3.4: Proyecto 3

Las tareas i, j preceden necesariamente a k.
La tarea x precede a y. La tareas z es independiente de ellas.

A lo que recursos respecta, la empresa cuenta con 3 departamentos:
= Departamento A, que cuenta con 3 trabajadores: Ay, A1 v As

= Departamento B, que cuenta con 1 trabajador: By

= Departamento C, que cuenta con 2 trabajadores: Cy y Cy

Ademas, dispone de 1 maquina industrial M, y trabaja con un material no renovable Ny

con una disponibilidad inicial de 10 uds. En cuestion de disponibilidad:
= Ap, As y C; trabajan de 8 a 16 de lunes a viernes.
s Ay, By y Cp trabajan de 12 a 20 de lunes a viernes.
= M, esta disponible lunes, miércoles y viernes.

De esta manera dispondremos de los siguientes conjuntos:

a <+ tg

b +— tgl

d +— 3 C —

P b i th

ko« 4 R

; : Zg Figura 3.6: Tareas no divisibles T;,
d

Figura 3.5: Tareas divisibles Ty

Ademas, cada tarea tiene una demanda de recursos. Vamos a definir la demanda de la tarea
no en funcién de los recursos en concreto sino en funcién del departamento que debe realizarla.

Ademas marcaremos si requiere de la maquina My, la cantidad de Ny que demanda y genera:
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Ay +— 1

A1 — T i

Ay —— 1?

By <+— 13 No +— 19

Co +— 1 ,

Figura 3.8: Recursos no renovables R,

C, +— 1

My <+— 18

Figura 3.7: Recursos renovables R,

Tarea | Departamento | My | Demanda Ny | Generacion Ny
a A B 0 0 0
b C 0 0 0
c AC 1 5 0
d B, C 0 0 5
i B 1 7 0
J C 0 0 5
k A 0 0 0
x AC 0 0 0
y A, B,C 1 4 0
z A B 0 0 0

Figura 3.9: Demandas de cada tarea.

El apartado Departamento nos genera implicitamente una serie de modos por cada tarea.
Por ejemplo, la tarea a procesable por los departamentos A y B nos generard un modo por

cada trabajador diferente que lo pueda realizar, asi la tarea a tendra los siguientes modos de

ejecucion:
Modo | Demanda
mo Ao
my Ay
ma Ay
m3 By

Figura 3.10: Posibles modos.

Todavia nos hace falta definir el niimero de eventos. Segun el modelo continuo de Kone et al.
para un problema con n tareas, el nimero de eventos necesario es n+ 1, uno por cada tarea con
uno extra para marcar el final. Sin embargo, al plantear una disponibilidad de recursos variable,
anadimos un «evento significativo» mas a tener en cuenta. Estos seran los eventos de cambio de
recurso (C'R) que marcan momentos en los que la disponibilidad de recursos renovables cambia.

En el caso de los trabajadores, tenemos dos eventos de cambio de recurso diarios. Cuando
entran a trabajar, la disponibilidad cambia de 0 a 1. Cuando terminan su horario, la disponibi-
lidad cambia de 1 a 0. En el caso de la maquina tenemos 6 eventos de cambio de recursos por
semana, 2 los lunes, miércoles y viernes.

Con esto identificamos un problema, jcudndo paramos de generar eventos de cambio de
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recurso? Ya que en principio es un calendario semanal que no tiene fin, nos impone la necesidad
de anadir un horizonte de planificacion H. Esto nos obliga a re-visitar una de las ventajas del
modelo continuo que habldbamos en el apartado 2.5:

«Eliminamos la necesidad de estimar el horizonte de planificacion. El tiempo de computaciéon
no se veré perjudicado.»

Vemos como ya no es del todo cierto. Sin embargo, el resto de ventajas siguen aplicando,
igualmente tendremos un nimero de variables decisién mucho menor que en el modelo discreto.

Vamos a aplicar el mismo criterio de estimacion del horizonte de planificacion:

H = Z duracion(t) = 53.3 hrs. T=T,UT,
teT

T, = Conjunto de tareas divisibles

T,, = Conjunto de tareas no divisibles

Es importante entender como se comportan los recursos que tenemos a nuestra disposicién
y cémo va a afectar a nuestro horizonte de planificacion. Seria bueno hacer una estimaciéon
conservadora de H. Le anadiremos al horizonte de planificacién un multiplicador k£ que nos
permita ir aumentando el horizonte si no encontramos solucién o reducirlo si sabemos que
hemos sobre-estimado el horizonte.

Por lo tanto, si marcamos el horizonte en 53.3 hrs. también hay que definir una fecha de
inicio, ya que debemos generar eventos a partir de este. Marcaremos la fecha de inicio en el
lunes, 1 de junio de 2020 a la 00:00 y la unidad de tiempo seréd en horas.

Con todo esto decidido, generamos los eventos de cambio de recurso. Cada evento tiene
asociado la nueva disponibilidad de todos los recursos tras el evento. Por ejemplo, en el caso
de los trabajadores. Si tenemos dos trabajadores Ag y A; uno con horario de 8h a 16h y el
segundo con horario de 12h a 20h tendremos 5 eventos de cambio de recurso. Si empezamos a
contar desde las 00:00 h:

Evento de cambio | Instante de tiempo | Disponibilidad
de recursos asociado (hrs.) Ao Ay
cro 0 0 0
cri 8 1 0
cro 12 1 1
crs 16 0 1
cry 20 0 0

Figura 3.11: Disponibilidad ejemplo tras evento de cambio de recursos (cr).

Mediante este esquema, extraemos los eventos de cambio de recurso para el problema origi-

nal:
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Evento | Tiempo asociado | Disponibilidad
cro 0 [0,0,0,0,0,0,1]
cry 8 [1,0,1,0,0,1,1]
cry 12 1,1,1,1,1,1,1]
crs 16 [0,1,0,1,1,0,1]
cry 20 [0,0,0,0,0,0,1]
crs 24 [0,0,0,0,0,0,0]
crg 32 [1,0,1,0,0,1,0]
cry 36 [1,1,1,1,1,1,0]
crs 40 [0,1,0,1,1,0,0]
crg 44 [0,0,0,0,0,0,0]
crip 48 [0,0,0,0,0,0,1]

Figura 3.12: Disponibilidad tras cada evento de cambio de recursos (cr).

El apartado disponibilidad tomara la forma de [r0, 7L, 72,73 r# r5 r8], una lista que repre-

rytrytryirytry iyt

senta la disponibilidad de cada recurso renovable en cada evento. Cabe destacar que el evento

cri1 ya no se calcula puesto que excede el horizonte de planificacion H = 53.3 hrs.

3.4. Formulaciéon del modelo

3.4.1. Conjuntos

Como hemos visto en el apartado anterior, hemos identificado los elementos bésicos del

problema a resolver. Los conjuntos son la representacion mateméatica de los mismos.

Conjunto de todas las tareas

Conjunto de todas las tareas divisibles

S5

Conjunto de todas las tareas no divisibles
Conjunto de todos los recursos

Conjunto de todos los recursos renovables

3

Conjunto de todos los recursos no renovables

Conjunto de todos los eventos

T IS

Conjunto de todas las relaciones de precedencia

Conjunto de todos los eventos de cambio de recursos CR

Todos los conjuntos seran listas ordenadas de enteros desde 0 hasta el nimero de elementos
del conjunto. Por ejemplo, si tuviéramos 3 eventos, £ = {0, 1,2}. Por lo tanto, E,,.. sera el
ultimo elemento del conjunto y Ng sera el ntimero de elementos del conjunto. Destacamos que
T=T3UT,y R=R,UR,,.

Como definimos en el apartado 2.5 Modelo continuo, el nimero de eventos E es derivado

como el namero de tareas T' mas el nimero de eventos de cambio de recursos C'R més un evento
final.
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Ng =Npr+ Ner+1

Esta asunciéon da un techo al nimero de eventos que necesitaremos en el peor de los casos.

Por ejemplo, en escenarios donde los recursos estén muy limitados.

3.4.2. Parametros

Los parametros del modelo son las propiedades de los elementos basicos que definen el
problema. Son valores conocidos antes de comenzar con la resoluciéon del problema. Nos ayudan,

junto con los conjuntos, a definir las condiciones concretas de problema a resolver usando el

modelo.
Conjunto de modos para la ta-  modo(t) vteT
rea t
Duracién de la tarea t en modo  dren(t, m) VteT, me modo(t)
m

Requisito de la tarea t en modo  dmnd(t,m,k) Vi¢e€ T, m € modo(t),k € R
m del recurso k

Tiempo asociado al cr tmpo(cr) Ver € CR

Disponibilidad del recurso re-  disp(cr, kr) Ver € CRk € Ry
novable k,- tras el cr

Cantidad generada por del re- gnrd(t,m,kn) VteT,m € modo(t),kn € Rn,
curso no renovable k,, por la ta-
rea t en modo m

Disponibilidad inicial del re- inic(kn) VkeRy
curso no renovable k

3.4.3. Variables

Las variables son las incognitas a resolver. Tenemos dos grupos de variables principales ¢(e)
y z(t,m,e) que nos daran el resultado final de la planificacion.

El grupo de variables t(e) indicaran el valor temporal asociado al evento e. Es decir, cuando
ocurre.

El grupo de variables z(t,m, e) son binarias por lo que pueden tomar dos valores: 1 o 0. El
valor 1 indica que la tarea t estd programada para hacerse en modo m en el evento e. El valor
0 indica no est“a programada para realizarse en ese evento.

Los grupos de variables y(cr,e), d(k,,e) y z(t,m) son variables auxiliares que utilizara el
modelo para controlar los limites de recursos renovables, no renovables y la exclusividad entre
los distintos modos de una tarea.

El grupo de variables y(cr, e) sirve para que el resolutor asocie eventos de cambio de recursos
(cr) con eventos (E) y asi saber la disponibilidad de recursos renovables en cada instante de
tiempo como veremos mas adelante.

El grupo de variables d(k,, e) realiza el seguimiento del nimero de recursos no renovables
gastado/generado.

El grupo de variables z(t, m) asegura que los modos de las tareas son exclusivos. Si una
tarea se programa en modo m en algin evento, no se podra programar en ningin otro modo

en el resto de eventos.
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Por dltimo la variable C' nos mide el makespan o la duracion total de la planificacién pro-

puesta. La usaremos como variable a minimizar en la funciéon objetivo.

Continua  Tiempo asociado al evento e t(e) Vec E

Binaria Programacién de la tarea t en z(t,m,e) Vec€ E,te€T,m e modo(t)
modo m en el evento e

Binaria Asocia el evento e al rango y(er,e) Vee E,cr e CR
temporal de cr

Continua  Mide la disponibilidad de re- d(kn,e) Vee E ky, € Ry,
cursos no renovable k, en el

evento e

Binaria Define que la tarea ¢ esta pro-  a(t,m) YVt e T,m e modo(t)
gramada a realizarse en modo
m

Continua  Delimita el makespan C

3.4.4. Restricciones

Como vimos en el apartado 2.2 Programacion lineal, las restricciones son el corazén del
modelo. Son éstas las que reflejan las distintas cualidades y atributos del problema general
que queremos resolver con el modelo. Es mediante estas que buscamos maneras de reflejar el
supuesto dentro de los limites de la programacion lineal, expresando de manera algebraica las
restricciones en lenguaje natural descritas previamente.

Inicio temporal

Una simple restriccién que marca que el inicio de la programaciéon de las tareas ocurre en

tiempo 0.

#0) =0 (3.1)

Ordenaciéon

Ordena los eventos secuencialmente en el tiempo. El evento 0 debe ocurrir antes que el

evento 1 y asi sucesivamente.
tle) >tle—1) Vee E,e>0 (3.2)

Programaciéon

La restricciéon implica que todas las tareas deben programarse para ser procesadas en al
menos un evento. Por lo tanto, para cada tarea al menos una variable z(¢,m, e) debe tomar el

valor 1.

Z Z z(t,m,e) > 1 VteT (3.3)

e€E memodo(t)

Precedencia

Dados un par de tareas (i,j) € P, la tarea i debe finalizar antes de que la tarea j pueda

comenzar. Por lo tanto, si en un evento e la tarea j estd programada, ni en ese mismo evento
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ni en los futuros, puede estar programada la tarea i.

Z(.jvmjae) — Zz(iamiael)zo

e'>e

Es decir, si z(j,mj, e) = 1 la tarea i no puede ser programada a realizarse en eventos siguientes.
La suma del nimero de eventos siguientes en los que la tarea i estd programada debe ser 0
(Xerse 2(i,my,€’) = 0). En caso contrario, 2(j,mj,e) = 0y la suma del nimero de eventos en

los que la tarea i esta programada en eventos siguientes, serd como mucho Ng:

Z 2(i,m;,€') < Ng * (1 — 2(j, mj, e)) VeeE,(i,j) € P,m; € modo(i), mj € modo(j) (3.4)
e'>e

Makespan

Define el comportamiento de la variable C. Si hay una tarea programada en algin evento,

C' tendra que ser mayor o igual que el valor temporal asociado al inicio del evento siguiente.

z(t,m,e) = C>tle+1) Ve€E,e< Emaz,t€T,me modo(t) (3.5)

Para ello, anadiremos un evento dummy al final. En este evento, no se podra programar

ninguna tarea. Lo definimos de la siguiente forma:
z2(t,m, Epmaz) =0 VteT, me modo(t) (3.6)

Modos

Como vimos cuando definimos el modelo en el apartado 2.5 Modelo continuo, los modos
son exclusivos. Si una tarea estd programada a realizarse en algin modo, no puede estar pro-
gramada a realizarse en ningin otro modo. Definimos el comportamiento de la variable auxiliar
x(t,m). Como todas las tareas son obligatorias, podemos obligar a que para cada tarea que

tnicamente una variable z (¢, m) esté activa (valor a 1):

Z xz(t,m) =1 VteT (3.7)

memodos(t)

Ahora, una vez definido el comportamiento de la variable z(¢, m) somos capaces de definir
una restriccion que limite la programacion de los demés modos m’ si z(t,m) = 1. Si una
tarea se pausa, no podra continuar en otro modo que no sea el inicial, como definiremos en
el apartado Duracién - No divisibles. Esta restriccion sélo es estrictamente necesaria para

tareas divisibles.

x(t,m) = Z Z z(t,m,e) =0 VteT, me modo(t) (3.8)
m’'#meck
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Duraciéon

No divisibles Para las tareas no divisibles, si una tarea empieza a procesarse en un evento ¢
y termina de procesarse en un evento f, el valor temporal asociado a f debe ser mayor que el
valor temporal asociado a ¢ més la duracion de la tarea.

Dada una variable entera que vale 1 si se cumple esto y es menor en caso contrario (por

ahora la llamaremos auz), podemos escribir la restriccién como:
t(f) > t(i) + aux * dr(t)

,Como modelamos aux? Cuando una tarea no divisible ¢ en un modo m comienza en un
evento %, z(t,m,i) = 1y z(t,m,i — 1) = 0. Cuando esta termina en un evento f, z(t,m, f) =0
yz(t,m,f—1)=1.

z(t,m, e) o 1 1 -~ 1 1 0

En el esquema anterior, podemos observar el caso en el que auz = 1 de manera visual. Desde
que empieza hasta que acaba, z(t, m,e) se mantiene a 1 y a 0 fuera de ese rango. Por lo tanto,
ese rango es el que debe cumplir la restriccién de duracién. Si ese rango cumple la restriccion,

la suma méaxima de las 4 variables booleanas vendra dada por:

—z(t,m,i — 1) + z(t,m, 1) + —z(t,m, f) + z(t,m, f+1) =

—z(t,m,i— 1) + 2(t,m,i)  + —2(t,m, f) 4+  z(t,m, f+1) - 3=1
(1 —2(t,m,i—1)) + z(t,m, 1) + (A—==ztmf) +  ztm, f+1) — 3=1
Ca(tmyi—1)  +  ztmi) 4 —ztmf)  + atmft+1) - 1=1

Con lo que llegamos a la conclusion de que aux =

= 1,si comienza en i y termina en f

z2(t,m, 1) + z(t,m, f — 1) — z(t,m, f) — z(t,m,i — 1) — 1
< 0,en otro caso

De este modo tenemos la restriccion:
t(f) = t() + (=(t,m, 1) + 2(t,m, f — 1) — 2(t,m, f) — 2(t,m,i — 1) — 1) = dr(t) (3.9)

VteT,méemodo(t),i,f € E,f>i

Tenemos un caso especial para el evento inicial ¢ = ey, donde no existe z(t,m,7—1). En ese
caso, asumiremos que z(t,m,7 — 1) = 0 ya que ninguna tarea puede haberse programado antes

del inicio temporal.

Divisibles Para las tareas divisibles, restringir la duraciéon es mas trivial. La diferencia entre

el tiempo asociado a un evento e y el siguiente e+ 1 se entiende como la duraciéon del evento. Por



CAPITULO 3. DESCRIPCION DEL MODELO 24

lo tanto, si sumamos las duraciones de los eventos en los que se programa una tarea divisible,
obtenemos el tiempo de ejecucion de la tarea, el cual debe ser mayor o igual a su duraciéon. Esto
solo sera valido si la tarea estd programada en modo m segin lo marca la variable x(t, m)

De esta manera obtenemos:

o(t,m) « dren(ta) <Y z(ta,m,e) * (He + 1) — t(e)) (3.10)

e<Emaz

YV tq € Tg,m € modo(ty)

Continuidad

Solo aplica a las tareas no divisibles. Tenemos dos restricciones que describen mediante
mecanismos analogos la no divisibilidad.

La primera (3.11) describe como solo puede haber un inicio de la tarea. Si un evento es
inicio de la tarea, el evento no puede haberse programado en eventos previos. Como vimos en
el apartado 3.4.4. Duracidn, el inicio de una tarea no divisible ¢ en un modo m es el evento
en el que es programada por primera vez. Esto ocurre en un evento ¢ cuando z(t,m,i) = 1y
z(t,m,i—1)=0.

—z(t,m,i) A z(t,m,i — 1) = Z z2(t,m,e’) =0
e'<i

Expresado como restriccién en programaciéon mixta, deberé ser:
= =0siz(t,mi)=1yz(t,m,i—1)=0

= < Ng en otro caso.

Z z2(t,m,€') < Ngx (14 2(t,m,i — 1) — z(t,m, 1)) (3.11)

e'<i
VteT,,méemodo(t),e € E,e>0

La segunda (3.12) describe la misma idea, pero con el final de la tarea en vez de el inicio. Si
un evento es fin de la tarea, el evento no puede programarse en eventos posteriores. El fin de una

tarea se describe de manera analoga en un evento f cuando z(t,m, f) =0y z(t,m, f —1) = 1.

Z 2(t,m,e') < Ngx (1+z(t,m, f) —z(t,m, f — 1)) (3.12)
e'>f

VteT,,memodo(t),e € E;e >0

Utilizando estas dos restricciones acotaremos el espacio de biisqueda sin eliminar soluciones
optimas.
Nota: por como estd modelada la restriccion de duracion, esta restriccion no es estrictamente

necesaria. Sin embargo, restricciones redundantes pueden favorecer la resolucion del modelo.
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Recursos renovables

Asociaciéon de rangos Vamos a dividir el tiempo en franjas. Dentro de una franja temporal,
la disponibilidad de los recursos es constante. Para enlazar una tarea a un instante de tiempo,
vamos a introducir un concepto que haré de intermediario entre la realizacion de las tareas y
las distintas franjas de disponibilidad de recursos.

En un evento, puede ocurrir una serie de cosas. Primero, que marque el inicio (o continua-
cion) de una o mas tareas. Segundo, que marque el fin de una tarea que estaba realizdndose
previamente. Tercero, que marque la frontera entre dos franjas de disponibilidad de recursos.

El momento en el que la disponibilidad cambia, lo denominamos un evento del tipo resource
change (cr) y tiene un valor temporal conocido ya que es un parametro del modelo.

Ahora, dentro de una franja la disponibilidad de todos los recursos es fija. Por lo tanto, si
asociamos tareas a eventos dentro de esas franjas, para cada evento, el uso por parte de las
tareas en proceso debe ser menor que la disponibilidad de recursos de la franja en la que se

encuentre.

t=20

€p = Crg €2 €4

En este ejemplo tenemos 4 eventos cr asociados a los eventos eg, e1,e3 y es.

El evento eg pertenece a la franja roja (cro).

El evento e; y ey pertenecen a la franja cian (ery).

El evento e3 y e4 pertenecen a la franja (crs).

El evento e pertenece a la franja azul (cr3).

En todas ellas se debe respetar los recursos de su franja correspondiente. La restriccion (3.13)
define que si un evento pertenece a un cr, su valor temporal debe estar dentro del rango. La
restriccion (3.14) dice que para cada cr al menos un evento debe estar asociado a ese rango. La
restriccion (3.15) dice que un evento tnicamente puede estar asociado a un cr. Una vez hemos

definido este comportamiento para las variables y(cr, ¢) podemos proceder con la restriccion de
disponibilidad.

t(e) > tmpo(cr)

y(er,e) = Veec E,creCR (3.13)
tle+1) < tmpo(er +1)
> ylerie) > 1 Ver € CR (3.14)
ecE
> ylere) =1 VecE (3.15)
creCR

Ademas, podemos realizar dos asunciones para facilitar la resolucién del modelo ya que, de

cuanta més informacién disponga el resolutor, mejores prestaciones obtendremos. Asumimos
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que el primer evento esta asociado al primer cr y que el daltimo evento esta asociado al altimo

cr. Es decir:

y(0,0) =1 (3.16)
y(CRmaxaEmax) =1 (317)

Disponibilidad Una vez asociado cada evento a un cr, simplemente en cada evento, la suma
de demandas de recursos de las tareas en proceso debe ser menor o igual a la demanda en esa

franja.

y(er,e) = Z Z dm(t,m, k) % z(t,m, e) < bd(cr, k) Vere CR,e€ E k€ Ry (3.18)
teT memodo(t)

Recursos no renovables

Para restringir los recursos no renovables segiin su disponibilidad, utilizaremos la variable
d(kn, ) para llevar la cuenta, evento a evento de su disponibilidad. Dada la restricciéon implicita
de no negatividad de todas la variables limitamos la sobreutilizacion del recurso.

Para el evento ej la disponibilidad del recurso k,, sera igual al pardmetro de disponibilidad
inicial, inic(k, ). Ademaés, en cada evento reduciremos la capacidad en funcion del consumo/de-
manda de las tareas que inician su programacion en ese evento y aumentaremos la capacidad

en funcién de la cantidad generada por las tareas que finalizan su programacion.

d(kn,e;) = d(kn,ei—1) — consumido + generado Vee E,k, € R,

Ahora, jqué forma toma el valor consumido? Este seré igual al valor de la demanda de las
tareas que comiencen el este evento. Para las tareas no divisibles, como vimos en la explicaciéon
de la restriccion de duracion de tareas no divisibles (pag. 23), es cuando z(t,,m,e) = 1y
2(tp,m,e —1) =0:

dmnd(ty, m, ky) * z(tn, m,e) * (1 — z2(ty, m,e — 1))

Para la tareas divisibles, el inicio viene dado por z(tq, m,e) = 1 y todos los eventos previos
z(tg,m,e’) = 0:

dmnd(ty,m, ky) * z(tq, m,e) * H (1 — z(tg,m,€"))
e'<e
Por lo que el valor consumido sera la suma para todas las tareas no divisibles ¢,, € T, de la
primera forma mas todas las tareas divisibles t4 € Ty de la segunda forma y teniendo en cuenta

sus modos:
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consumido = |: Z Z dmnd(tn, m, kn) * 2(tn,m,e) * (1 — 2(tn, m,e — 1)):|

tn €Tn meEmodo(ty)

+ [ Z Z dmnd(tg, m, kn) * z(tg, m, e) * H 1 = z(tq,m, e/))}

tq€Tqg mEmodo(ty) e'<e

De manera analoga podemos definir el valor generado. La diferencia esta en que ahora en
vez del inicio de las tareas, identificaremos el final de las tareas. Para las tareas no divisible,
el mecanismo es el mismo que el explicado en la restriccion de duracién de tareas no divisibles

(pag. 23). El final de la tarea no divisible es cuando z(t,,m,e) =0y z(t,,m,e — 1) = 1:

gm“d(tn,m, kn) * Z(tmma 6) * (1 - Z(tn,m, €— 1))

Para las tareas divisibles, el inicio viene dado por el evento en el que z(t,,m,e —1) =1y

todos los eventos posteriores z(t,, m,e’) = 0:

gnrd(tg, m, kp) * z(tg, m,e — 1) * H (1 — 2(tg,m,e"))
e'>e
Por lo que el valor generado sera la suma para todas las tareas no divisibles t,, € T, de la
primera forma mas todas las tareas divisibles t; € Ty de la segunda forma y teniendo en cuenta

sus modos:

generado = |: Z Z gnrd(tn, m, kn) * 2(tn,m,e — 1) * (1 — 2(tn, m, e)):|

tn €Tn meEmodo(ty)

+ |: Z Z gnrd(tqg, m, kn) * H (1- z(td,m,e')):|

tqg€Tq memodo(ty) e’>e

Por lo tanto nuestra la restricciéon sera:

d(kn,e) = d(kn,e — 1)

— Z Z dmnd(t,, m, kn) * 2(tn,m,e) x (1 — 2(tn, m,e — 1))

tn €Tn mEmodo(ty)

— Z Z dmnd(ta,m, kn) % z(ta, m, e) * H (1 — z(tg,m,e'))

ta€Tq memodo(ty) e'<e

+ Z Z gnrd(tn, m, kn) % 2(tn,m,e — 1) % (1 — z(tn, m,€))

tn €Tn mEmodo(ty)

+ Z Z gnrd(ta, m, kn) H (1 — z(ta,m,e€'))

ta€Tq memodo(ty) e'>e

Vee E,e>0,k, € R, (3.19)

Es importante destacar que tendremos un caso especial para eg, ya que solo hay que detectar

el inicio de las tareas y al no haber eventos previos, dependera tnicamente del valor de z(¢,m,0)
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tanto para tareas divisibles como no divisibles:
d(kn,0) = inic(ky)

—1>° > dmnd(t,m, ky) * 2(t,m,0)

teT memodo(t)

Vk,€R, (3.20)

A simple vista parece que deberia de funcionar este enfoque. Sin embargo, tenemos un

problema. La expresiones del tipo:

gnrd(ta,m, ky) * z(tg,m,e — 1) * H (1 —z(tg,m,€"))

e'>e

no son combinaciones lineales de variables por lo tanto serd imposible resolver este modelo.
Técnicas modernas de resolucién nos permiten resolver expresiones cuadraticas, permitiéndonos
expresar restricciones con sumas de multiplicaciones de hasta 2 variables. Se conoce como
Quadratic Programming. Vamos a transformar la restriccion (3.19) en cuadrética mediante el

uso de variables auxiliares que definiremos a continuacion.

= Por conveniencia definimos 2(¢, m, e) que simplemente seré la negacion de z(t,m,e).

= El grupo de variables start(¢,m,e) es un grupo de variables binarias que serviran para
identificar el inicio de las tareas. Valdra 1 cuando el evento e marque el inicio de la tarea

t en modo m.

= El grupo de variables end(t,m,e) es un grupo de variables binarias que serviran para
identificar el fin de las tareas. Valdra 1 cuando el evento e marque el fin de la tarea ¢t en

modo m.

Binaria Negacion de z(t, m,e) 2(t,m,e) VeeE teT,mée modo(t)

Binaria Identifica el inicio de la ta-  start(t,m,e) Veec E,t €T, m e modo(t)
rea t en modo m

Binaria 1ldentifica el fin de la tarea end(t,m,e) Vee€ E;t €T, m € modo(t)
t en modo m

Para que las variables tengan el comportamiento que se desea, definiremos las restricciones

con ese fin. Primero £(t,m, e), es sencillamente:
Z(t,m,e) =1— z(t,m,e) VteT, memodo(t),e € E (3.21)

Para definir start(t, m, e), usaremos la observacion de que, para una tarea divisible, el inicio
se da cuando z(t,m,e) =1 y todos los eventos previos estan a 0. O lo que es lo mismo, que la

suma de z(t,m, ') para todos los eventos e’ < e més 2(t,m, e) valga 0:
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start(t,m,e) = 2(t,m,e) + Z z(t,m,e’) =0 (3.22)

e'<e
VteT,méemodo(t),e € E

Para definir end(t,m, e), usaremos la observacion de que, para una tarea divisible, el fin se
da cuando z(t,m,e—1) = 1 y todos los eventos siguientes estan a 0. O lo que es lo mismo, que

la suma de z(t,m, ¢') para todos los eventos €’ > e mas 2(t,m,e — 1) valga 0:

end(t,m,e) = Z(t,m,e —1) + Z z(t,m,e’) =0 (3.23)

e'>e
VteT,méemodo(t),e € E

En el caso del evento 0, ninguna tarea puede haber finalizado por lo que:

end(t,m,0) =0 (3.24)

VteT, me modo(t)

Por dltimo, requerimos que se identifique exactamente un inicio y un final para cada tarea.

Si no lo requerimos el modelo puede hacer caso omiso de la restriccion de recursos no renovables.

Z Z start(t,m,e) =1 VteT (3.25)

e€E memodo(t)

Z Z end(t,m,e) =1 VteT (3.26)

e€E memodo(t)
Una vez tenemos las variables auxiliares definidas, procedemos a redeclarar la ecuacion
(3.19). Quedara de la siguiente manera:
d(kn,e) = d(kn,e — 1)

— Z Z dmnd(t,m, k) * start(t, m,e)
tET memodo(t)

+ Z Z gnrd(t,m, k) x end(t, m, e)
t€T memodo(t)

Vee E,e>0,k, € R, (3.27)

Una vez definido el comportamiento de la variable d(k,,e) solo los queda asegurar que la
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disponibilidad de los recursos no renovables no sea negativo:

d(kn,e) > 0 Vk,€RpecE (3.28)

3.5. Pre-procesado de datos

Una vez llegamos a este punto vamos a realizar un pre-procesado de los datos. Someteremos
los datos de entrada a 3 criterios. Si el conjunto de datos supera los 3 criterios, estimaremos que
podemos encontrar soluciones factibles. Si no, en funcion del criterio que se incumpla tendra

un significado diferente como veremos mas adelante.

3.5.1. Grafo aciclico

Tenemos que asegurar que no hay precedencias ciclicas. Por ejemplo, si tenemos dos prece-
dencias (z,y) e (y,z), el problema no tendra solucion puesto que la tarea x no puede empezar
hasta que la tarea y acabe y vice versa.

Primero, formaremos un grafo donde los nodos representan las tareas y los vértices dirigidos
que los conectan representan las precedencias. Si el grafo tiene orden topolégico, no habréa
dependencias ciclicas y podemos proceder al resto de pruebas. Si no lo encontramos, podemos
asegurar que el grafo presenta ciclos por lo que tendra precedencias que no se pueden resolver
y el problema no tendra solucién.

A continuaciéon explicamos el mecanismo para encontrar el orden topoldgico del grafo:

L + Lista vacia donde guardaremos el resultado
Q +« Conjunto de nodos sin vértices entrantes
mientras Q no sea vacia hacer:
eliminar un nodo n de Q
insertar n en L
para cada nodo m con un vértice e de n a m hacer:
eliminar el vértice e del grafo
si m no tiene otros vértices entrantes entonces:
insertar m en Q
si el grafo tiene vértices entonces:
mensaje error (el grafo contiene ciclos)
si no:

mensaje (el grafo es aciclico con orden topoldgico: L)

Grafo aciclico con orden topologico:

[C,E, A, B, F,D|
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Grafo ciclico sin orden topologico.

3.5.2. Disponibilidad de recursos no renovables

Vamos a establecer un mecanismo mediante el cual verificaremos que todos los recursos estéan
disponibles en la cantidad minima para cada tarea mediante todos los modos. Para todos los
recursos no renovables siempre se debe cumplir que la capacidad total mas la cantidad generada

méxima es mayor o igual a la demanda minima. Es decir:

Capacidad + Generado > Demanda Vk,€R,

R,, = Recursos no renovables

La Demanda total de un recurso no renovable la estimaremos a partir de la demanda de
cada tarea. Es importante tener en cuenta que una tarea se puede realizar de varios modos
como vimos en apartados anteriores. Por lo tanto, seleccionaremos la demanda minima de entre

todos sus modos. Sumaremos la demanda minima de todas las tareas. De este modo:
Demanda = Z { min  (dmnd(t,m, k,))
et memodo(t)

La Capacidad hace referencia a la disponibilidad inicial del recurso. Dada por el parametro

inic(ky).

Capacidad = inic(k,)

Por ultimo, el valor Generado de un recurso no renovable sera la suma de la cantidad méaxima
que se genere tras cada tarea (gnrd). Para una tarea, de entre todos los modos se seleccionara

aquel que genere el maximo recurso al finalizar:

G do = 4 d(t,m, ky
enerado fezT [merfrigéco(t) (gnrd(t,m, k,))

Si no es cierta la comprobacion Capacidad + Generado > Demanda, podemos asegurar que

el problema no tiene solucion.
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3.5.3. Disponibilidad de recursos renovables

De manera anéloga, para estimar si la disponibilidad de los recursos renovables es adecuada,
estimaremos que se debe cumplir que la disponibilidad maxima es mayor o igual a la demanda

méxima. Es decir:

Disponibilidad > Demanda Vk.€R,

R, = Recursos renovables

La Demanda de un recurso no renovable la estimaremos a partir de la demanda de cada
tarea y su duracion. La demanda de cada tarea serd la maxima de entre todos los modos de

una tarea. Sumaremos la demanda de todas las tareas. De este modo:

Demanda = max (dmnd(t,m, ky) x dren(t,m
; |:m€modo(t) ( ( ) ( ))

La Disponibilidad de un recurso renovable viene dada por la suma de la disponibilidad en
cada c¢r € CR por la duracion del mismo cr. La duracion del cr seré la diferencia entre el tiempo
asociado a éste y el siguiente cr’ = cr + 1. Al tiempo asociado a un ¢r lo llamaremos tmpo(cr)

y a la disponibilidad, disp(cr). De este modo:

Disponibilidad = Z disp(cr, k) x (tmpo(er + 1) — tmpo(cr))
creCR

La intencion es que se cumpla el requisito de la manera més ajustada posible para evitar
sub-estimar o sobre-estimar el horizonte de planificacion H. Por lo que, mientras se cumpla,

reduciremos el horizonte y mientras no se cumpla, lo incrementaremos.



Capitulo 4

Evaluacion de los resultados

4.1. Introduccion

Una vez tenemos formulado formalmente el modelo mateméatico que describe el problema,
procederemos a la implementacion del modelo. Ejecutaremos el caso de estudio y analizaremos
los resultados obtenidos con el fin de verificar el correcto funcionamiento del programa. Por
ultimo, buscaremos comprender en mayor profundidad el comportamiento del modelo. A partir
del caso de estudio, disenaremos una serie de casos derivados que cambien un parametro del

problema y estudiaremos las diferencias.

4.2. Implementacion

Hoy en dia, disponemos de un amplio espectro de paquetes de software. Se debe encontrar
herramientas para el modelado y la resolucion del problema. Podemos dividir el software en dos
grandes categorias libre y comercial. En términos de modelado de problema elegimos de entre

los siguientes:

= CPLEX, software comercial de IBM
= PuLP, software libre de Coin-OR
= Gurobi, software comercial de Gurobi

= OR-Tools, software libre de Google

Si indagamos en las propiedades de cada una vemos que el proceso de creaciéon de un modelo
es practicamente idéntico. Los 4 paquetes de software ofrecen las mismas ventajas con interfaces
muy similares. Por lo tanto, nuestra decisién se tomara en funcion del resolutor que queramos

utilizar. Tras un anélisis de los resolutores que se ofrecen en el mercado encontramos:

CPLEX, software comercial de IBM

CBC, software libre de Coin-OR
= Gurobi, software comercial de Gurobi

GLPK, software libre de FSF (Free Software Foundation)

33
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El software libre tiene la ventaja de ser gratuito. Sin embargo, de las dos opciones planteadas,
el GLPK tuvo su dltima actualizacién en febrero de 2018 y no esta al dia con los tltimos avances.
Las demés si que lo estan. A fecha de la redacciéon de este documento, la dltima actualizacion
del CBC fue hace 2 dias por lo que vemos que si que estd mas al dia.

El software comercial es por necesidad mas actualizado y el mejor mantenido ya que son
trabajadores y no voluntarios los que se dedican al proyecto. Los 3 resolutores (CBC, CPLEX
y Gurobi) tienen el mismo mecanismo de resolucién de problemas. Realizan planos de corte,
heuristicas y un preprocesado del modelo. Sin embargo, el software comercial tiene una ventaja
sobre CBC. Tienen funciones auxiliares que ayudan al modelado del problema (méax(), min(),
and(), or(), restricciones © = y < z) que automatiza ciertas técnicas de modelado de forma
mas eficiente.

A la hora de elegir entre Gurobi y CPLEX, ambas empresas afirman tener el resolutor mas
rapido. En 2014 decidieron dejar de aparecer en los benchmarks de Hans Mittelmann, por lo
que no hay informaciéon actualizada. Entre los dos, como no ofrecen diferencias evidentes, se
eligié Gurobi ya que es muy sencillo conseguir una licencia académica gratuita. Tomando como

ejemplo el visto en 3.3.1 Caso de estudio, veremos los detalles de la implementacion.

4.2.1. Datos

Una vez el modelo esta definido, la implementacion es bastante directa. Veremos por encima
una posible implementaciéon en Python. Definiremos primero los datos de entrada: conjuntos y

parametros siguiendo el caso de estudio (pag. 15).

Conjuntos

Los conjuntos T, R y C'R seran listas ordenadas de enteros de 0 a N para cada conjunto
L. Ademés, como vimos en los detalles del modelo, el conjunto de eventos E lo derivamos del

ntmero de tareas y el niimero cambio de recursos.

7

N_T, N_.R, N_CR = (10, 5, 21)

T = range(N_T) # Tareas
R = range(N_R) # Recursos
CR = range(N_CR) # Eventos de cambio de Tecurso

E = range(N_T + N_CR) # Eventos

Los sub-conjuntos Ty, T,,, R y R, los definiremos como listas de elementos de los conjuntos

de los cuales derivan.

T_D = [2, 5, 9] # Tareas divisibles

T N= 1[0, 1, 3, 4, 6, 7, 8] # Tareas no divisibles
R.R = [0, 1, 2, 3] # Recursos renovables
R_N = [4] # Recursos mo renovables

El conjunto de precedencias P lo definimos como una lista de tuplas (i, 7) donde la tarea i

precede a la tarea j:
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P=1 # Precedencias
(o, 1, (0, 2), (1, 3), (2, 3), ## Proyecto 1
4, 6), (5, 6), ## Proyecto 2
(7, 8 ## Proyecto 3
]
Paramteros

Los parametros son datos de entrada del problema que van indexados en funcion de los
conjuntos. Para distinguirlos con facilidad de las variables, le anadiremos al nombre de los
parametros el prefijo p_.

modo(t) es una lista indexada por el nimero de tarea donde cada elemento corresponde al

namero de modos de cada tarea

p_modo = [
2, 1, 2, 2, # Tareas 0,1,2,3 (Proyecto 1)
1, 1, 1, # Tareas 4,5,6 (Proyecto 2)
2, 3, 2 # Tareas 7,8,9 (Proyecto 3)
]

dren(t,m) es una lista de listas. Cada elemento de p_modo corresponde con una tarea y cada
elemento de cada tarea corresponde a la duracion de la tarea ejecutada en ese modo. En este

caso, como vimos en el caso de estudio, no varia entre modos.

p_modo = [
[3, 31, # Duracion de los modos de la tarea 0
[4.6], # Duracion de los modos de la tarea 1
[5, 5], # Duracion de los modos de la tarea 2
[1.2, 1.2], # Duracion de los modos de la tarea 3
[3.4], # Duracion de los modos de la tarea 4
[12.4], # Duracion de los modos de la tarea 5
[6.71, # Duracion de los modos de la tarea 6
[1.3, 1.3], # Duracion de los modos de la tarea 7
[2.5, 2.5, 2.5], # Duracion de los modos de la tarea 8
[13.2, 13.2] # Duracion de los modos de la tarea 9

]

dren(t,m) es una lista de listas de listas. Cada elemento de p_modo corresponde con una
tarea. Cada elemento de cada tarea corresponde a los modos de la tarea. Cada elemento de
cada modo corresponde a las demandas de cada recurso por parte de la tarea ¢ en modo m.

Siguiendo el caso de estudio tenemos:
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p_dmnd = [ [# Tarea 5
# A4, B, C, M, N (0, 0, 1, 0, 0)
[# Tarea 0 i
(1, 0, 0, 0, 0), [# Tarea 6
(0, 1, 0, 0, 0) (1, 0, 0, 0, 0)
1 g
[# Tarea 1 [# Tarea 7
(0, 0, 1, 0, 0) (1, 0, 0, 0, O),
1. (0, 0, 1, 0, 0)
[# Tarea 2 i
(1, @, 0, 1, B)y [# Tarea 8
(0, 0, 1, 1, 5) (1, 0, 0, 1, 4),
1. (0, 1, 0, 1, 4),
[# Tarea 3 0, 0, 1, 1, 4
(0, 1, 0, 0, 0), 1,
(0, 0, 1, 0, O [# Tarea 9
1, (1, 0, 0, 0, 0),
[# Tarea 4 (0, 1, 0, 0, O
(0, 1, 0, 1, 7) ]
1, ]

tmpo(cr) es una lista donde cada elemento corresponde con el tiempo en el que ocurre el

evento de cambio de recursos cr.

p_tmpo = [
o0, 8, 12, 16, 20, 24,
32, 36, 40, 44, 48,
56, 60, 64, 68, 72,
80, 84, 88, 92, 96

disp(cr, k) es una lista de diccionarios. Cada elemento de la lista corresponde con un dic-
cionario de disponibilidad de los recursos renovables dentro de la franja del evento de cambio
de recurso cr. Por ejemplo, {0: 13, 2: 4} significa que para un cr dado, el recurso 0 tendria
disponibilidad de 13 y el recuso 2 una disponibilidad de 4. Asi mismo, segin el caso de estudio

tenemos:
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p
p_disp = [ {0: 2, 1: 0, 2: 1, 3: 1}, # cr 11

{0: 0, 1: 0, 2: 0, 3: 1}, # cr 0 {0: 3, 1: 1, 2: 2, 3: 1}, # cr 12
{0: 2, 1: 0, 2: 1, 3: 1}, # cr 1 {0: 1, 1: 1, 2: 1, 3: 1}, # cr 13
{0: 3, 1: 1, 2: 2, 3: 1}, # cr 2 {0: 0, 1: 0, 2: 0, 3: 1}, # cr 14
{0: 1, 1: 1, 2: 1, 3: 1}, # cr 3 {0: 0, 1: 0, 2: 0, 3: 0}, # cr 15
{0: 0, 1: 0, 2: 0, 3: 1}, # cr 4 {0: 2, 1: 0, 2: 1, 3: 0}, # cr 16
{0: 0, 1: 0, 2: 0, 3: O}, # cr b5 {0: 3, 1: 1, 2: 2, 3: 0}, # cr 17
{0: 2, 1: 0, 2: 1, 3: 0}, # cr 6 {0: 1, 1: 1, 2: 1, 3: 0}, # cr 18
{0: 3, 1: 1, 2: 2, 3: 0}, # cr 7 {0: 0, 1: 0, 2: 0, 3: 0}, # cr 19
{0: 1, 1: 1, 2: 1, 3: 0}, # cr 8 {0: 0, 1: 0, 2: 0, 3: 1} # cr 20
{0: 0, 1: 0, 2: 0, 3: 0}, # cr 9 ]
{0: 0, 1: 0, 2: 0, 3: 1}, # cr 10

\

gnrd(t,m, k,) es una lista de listas de diccionarios. Cada elemento de p_gndr corresponde
con una tarea. Cada elemento de cada tarea corresponde a los modos de la tarea. Cada elemento
de cada modo corresponde a la cantidad del recurso k,, generado al finalizar la tarea t en modo
m. Al igual que la duracién de los distintos modos de una tarea, la generacién de recursos no

renovables tampoco varia entre modos.

p_gnrd = [
[{4: 0}, {4: 03}1, # Tarea 0
[{4: 0}1, # Tarea 1
[{4: 0}, {4: 0}], # Tarea 2
[{4: 5}, {4: 5}], # Tarea 3
[{4: 0}, # Tarea 4
[{4: 5}]1, # Tarea 5
[{4: 0}, # Tarea 6
[{4: 0}, {4: 0}], # Tarea 7
[{4: 0}, {4: 0}, {4: 0}], # Tarea 8
[{4: 0}, {4: 0}] # Tarea 9

]

inic(ky,) es un diccionario donde para cada recurso no renovable k, se define la cantidad

inicial disponible. En el caso de estudio al solo tener un recurso no renovable tenemos:

[ p_inic = {4: 10}

4.2.2. Variables

De manera similar que con los parametro, prefijaremos las variables con v_ para diferen-
ciarlas con facilidad de los pardmetros. Previo a la definiciéon de las variables necesitaremos una

instancia de modelo Gurobi.
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import gurobipy

model = gurobipy.Model()

En la biblioteca gurobipy la variables del modelo se declaran como

model.addVar (). Puede recibir como parametros opcionales:

= 1b, o limite inferior. El minimo valor que puede tomar la variable.
= ub, o limite superior. El méximo valor que puede tomar la variable.

= vtype, o tipo de variable. Usaremos variables continuas
(vtype = GRB.CONTINUQUS) y binarias (vtype = GRB.BINARY). Si no se indica nada, por

defecto el tipo de las variables es continuo.

La traducciéon del modelo a la implementacion es bastante directa. Los conjuntos de variables

seran diccionarios indexados por tuplas con los indices de sus elementos.

e: model.addVar (1b=0)

for e in E

Definimos el tiempo asociado al evento e para cada de elemento de E. Al tener un valor

minimo de 0, en la declaracién del conjunto de variables pasamos por parametro 1b=0.

(t, m, e): model.addVar(vtype=GRB.BINARY)

for t in T for e in E for m in p_modo[t]

Definimos la variable decision z(t,m, e) para cada tarea, modo y evento. Observamos que la

definimos como variable binaria pasandole el pardmetro vtype=GRB.BINARY.

vy = {
(cr, e): model.addVar (vtype=GRB.BINARY)

for cr in CR for e in E

De igual manera la variable de asociaciéon de eventos a C'Rs la declaramos pasandole el
parametro vtype=GRB.BINARY.
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v_d = {
(k_n, e): model.addVar (1b=0)

for k_n in R_n for e in E

La variable d(k,, e) mide la disponibilidad del recursos no renovables k,, en el evento e, por

lo que sera continua con un limite inferior de 0, en referencia a la restriccion (3.28).

(t, m): model.addVar (vtype=GRB.BINARY)

for t in T for m in p_modo[t]

La variable x(¢,m) es una variable binaria que representa si la tarea ¢ estd programada a

realizarse en modo m. Por lo tanto le pasamos el parametro vtype=GRB.BINARY.

[ v_C = model.addVar ()

La variable C' delimita el makespan o la duracién total de la planificacion.

v_zneg = {
(t,m,e): model.addVar(vtype=GRB.BINARY)

for t in T for m in p_modo[t] for e in E

La variable 2(t,m,e) es una variable que definimos por conveniencia para expresar la
negacion de z(¢,m,e) por lo que también sera de tipo binaria y recibird como pardmetro
vtype=GRB.BINARY.

v_start = {
(t,m,e): model.addVar(vtype=GRB.BINARY)

for t in T for m in p_modo[t] for e in E

Definimos la variable start(t,m,e), que representa si el evento e es inicio de la tarea t en

modo m, como una variable del tipo vtype=GRB.BINARY.

v_end = {
(t,m,e): model.addVar(vtype=GRB.BINARY)

for t in T for m in p_modo[t] for e in E
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Por ultimo, definimos la variable end(t, m, e), que representa si el evento e es fin de la tarea

t en modo m, como una variable del tipo vtype=GRB.BINARY.

4.2.3. Restricciones

La manera de anadir restricciones al modelo de Gurobi es bastante directa, practicamente
un traduccion literal. Mediante la funcién model.addConstr () le podemos pasar como para-
metro una expresion lineal para anadir como restriccién. Es bastante intuitivo y la lectura es
practicamente literal.

Para traducir a el modelo la biblioteca gurobipy utilizaremos una serie de transformaciones.

Donde en el modelo teniamos una restricciéon del tipo:
Vee E,teT,...

lo traduciremos a un bucle de la forma:

for e in E:

for t in T:
#for ...
model.addConstr(. . .)

Es decir cada conjunto que aplique a la restricciéon se traducird a un bucle anidado que
recorra los conjuntos.
Las expresiones del tipo

Z Z x(t,m)

teT memodos(t)

se traduciran utilizando la funcién sum() y el mecanismo de listas de comprension de python

de la siguiente forma:

[ sum(x[t,m] for e in E for m in p_modos[t])

El operador >> representa la implicacion logica (= ) de la forma
(exresion lineal 1) >> (expresion lineal 2) que anadira a las restricciones del modelo
la expresion lineal 2 si se cumple la expresion lineal 1.

La restricciéon Inicio temporal (pag. 21), tiene una traduccion literal, la variable temporal

asociada al evento 0 toma el valor 0.

[ model .addConstr (v_t[0] == 0)

La restriccion Ordenacion (pag. 21) la implementamos para cada evento a partir del prime-
ro (expresado en python E[1:]). Ademas, traducimos V e € FE como un bucle for. Obligamos

a los eventos a tener un valor temporal secuencial.
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# ORDENACION
for e in E[1:]:
model .addConstr (v_t[e] >= v_t[e-1])

La restriccion de Programacion (pag. 21) obliga a programar todas las tareas al menos
una vez, es decir, son de obligado cumplimiento. Vemos de nuevo los mecanismos de traducciéon

de conjuntos. En esta restriccion traducimos la suma Y (t) > ecr 2(t,m, e) utilizando la

memodo

funcion sum y el mecanismo de listas de comprension para recorrer ambos conjuntos.

# PROGRAMACION
for t in T:
model . addConstr (
sum(v_z[(t,m,e)] for m in p_modo[t] for e in E) >= 1

)

La restriccion de Precedencia (pag. 21) obliga a que la tarea i haya finalizado previo
al inicio de la tarea j. La traducimos utilizando la transformaciones ya vistas con un nuevo

elemento: traducimos Ng (ntimero de elementos del conjunto F) en python como len(E).

7~

# PRECEDENCIA
for e in E:
for (i,j) in P:
for m_i in p_modo[i]:
for m_j in p_modo[j]:
model . addConstr (
sum(v_z[(i,m_i,e2)] for e2 in E[e:]) <=

len(E) * (1 - v_z[(j,m_j,e)])

La restriccion de Makespan (pag. 22) consta de dos sub-restricciones como vimos en la
formulacion del modelo.

La primera corresponde a la implicacion logica que obliga a la variable C' a tomar el valor
del final del dltimo evento programado. Vemos como la traduccion es literal con el operador >>
representando la implicacion logica ( = ).

La segunda sub-restriccion define al ltimo evento como un evento dummy en el que ninguna

tarea puede ser programada.

# MAKESPAN
for e in E[:-1]:
for t in T:
for m in p_modo[t]:
model .addConstr((v_z[(t,m,e)] == 1) >> (v_C >= v_t[e+1]))




CAPITULO 4. EVALUACION DE LOS RESULTADOS 42

## Evento dummy final
for t in T:
for m in p_modo[t]:
model .addConstr(v_z[(t,m,E[-1])] == 0)

La restriccion de Modos (pag. 22) esta formada de manera muy similar al Makespan por

dos sub-restricciones.

7~

# MODOS

## Tareas en un untco modo

for t in T:

model.addConstr(sum(v_x[t,m] for m in p_modo[t]) == 1)

## Ezclusividad entre modos
for t in T:
for m in p_modo[t]:
model.addConstr (
(v_x[(t,m)] == 1) >>
(sum(v_z[(t,m2,e)] for e in E for m2 in p_modo[t] if m2!=m) == 0)
)

La restriccion de Duracién - No divisibles (pag. 23) asegura que las tareas no divisibles
se programan tanto tiempo como manda su duracién. Vemos como el primer bucle anidado

corresponde con la restricciéon general y el segundo con la restricciéon especial para el evento 0.

# DURACION - NO DIVISIBLES
## Caso general
for t_n in T_n:
for m in p_modo[t]:
for i in E[1:]:
for £ in E[i+1:]:
model . addConstr (
v_t[f] >= v_t[i]
+ p_dren[t_n][m] * (v_z[(t_n,m,i)] + v_z[(t_n,m,f-1)]
- v_z[(t_n,m,f)] - v_z[(t_n,m,i-1)] - 1)
)

## Caso especial del evento 0
for t_n in T_n:
for m in p_modo[t]:
for £ in E[1:]:
model . addConstr(
v_t[f] >= v_t[i]
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+ p_dren[t_n] [m] * (v_z[(t_n,m,0)] + v_z[(t_n,m,f-1)]
- v_z[¢tin,m,£)] - 1)
)

La restriccion de Duraciéon - Divisibles (pag. 23) asegura que las tareas divisibles se
programa tanto tiempo como viene marcado por su duracién. Tiene una traducciéon directa

mediante los mecanismos vistos anteriormente.

7 ~

# DURACION - DIVISIBLES
for t_d in T_d:
for m in p_modo[t]:
model . addConstr (
v_x[(t_d,m)] * p_dren[t_d][m] <=
sum(v_z[(t_d,m,e)] * (v_tl[e+tl] - v_t[e]l) for e in E[:-1])
)

La restriccion de Continuidad (pag. 24) asegura que las tareas no divisibles se ejecutan
como su nombre indica, sin parar hasta finalizar. El primer bucle anidad corresponde con la
continuidad desde el inicio temporal. El segundo bucle corresponde con la continuidad desde el

fin temporal.

# CONTINUIDAD
## Continuidad - inicio
for e in E[1:]:
for t in T_n:
for m in p_modo[t]:
model .addConstr (
sum(v_z[(t,m,f)] for f in E[:e]) <=
len(E) * (1 + v_z[(t,m,e-1)] - v_z[(t,m,e)])
)

## Continuidad - fin
for e in E[1:]:
for t in T_n:
for m in p_modo[t]:
model .addConstr (
sum(v_z[(t,m,f)] for f in E[e:]) <=
len(E) * (1 + v_z[(t,m,e)] - v_z[(t,m,e-1)])
)

La restriccion de Recursos renovables (pég. 25) asegura que la demanda de recursos en un
momento dado no sobrepasa la disponibilidad en cada momento. Los primeros 3 bucles corres-

ponden con la traducciéon de las restricciones de asociacion de rangos. Tras estos, encontramos
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las 2 asunciones que hacemos para facilitar la resolucion del modelo. El dltimo bucle con la

restricciéon en si, limita que la demanda no sea superior a la disponibilidad.

# RECURSOS RENOVABLES
## ASOCIACION DE RANGOS
for e in E:
for cr in CR:
model.addConstr (
(v_y[(cr,e)] == 1) >> (v_t[e]l >= p_tmpol[cr])
)
model.addConstr (
(v_yl(cr,e)] == 1) >> (v_t[e+1] <= p_tmpolcr+i])
)
for e in E:
model .addConstr (sum(v_y[(cr,e)] for e in E) >= 1)
for cr in CR:

model .addConstr (sum(v_y[(cr,e)] for cr in CR) == 1)

## ASUNCIONES
model .addConstr(v_y[0,0] == 1);
model .addConstr(v_y[CR[-1],E[-1]1] == 1);

## DISPONIBILIDAD
for e in E:
for cr in CR:
for k in R_r:
model . addConstr (
(v_yl(cr,e)] == 1) >>
(sum(v_z[(t,m,e)]*p_dmnd [t] [m] [k] for t in T for m in p_modo[t])
<= p_displecr] [k])
)

La restricciéon de Recursos no renovables (pag. 26), controla el uso de recursos no re-
novables en funcion de la disponibilidad en cada momento. Para ello tenemos una serie de
sub-restricciones que la componen. Primero, definimos la demanda inicial, seguido de las defi-
niciones del comportamiento de las variables 2(¢t,m, e), start(t,m,e) y end(t,m,e). Por tltimo
requerimos un inicio y final por cada tarea y aplicamos la restriccién que limita la utilizacion
de recursos no renovable. Destacamos como no incluimos la restricciéon de no negatividad ya

que viene implicita en la declaracion de la variable v_d

7

# RECURSOS NO RENOVABLES
## Disponibilidad inicial
for k in R_n:
model . addConstr (
v_d[k,0] == p_inic[k]
- sum(p_dmnd[t] [m] [k] * v_z[t,m,0] for t in T for m in p_modo[t])
)
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# Definicion de zneg

for t in T:

for m in p_modo[t]:
for e in E:

model .addConstr(v_zneg[t,m,e] == 1 - v_z[t,m,e])

# Definicion de start
for t in T:
for m in p_modo[t]:
for e in E:
model . addConstr (
(v_start[t,m,e] == 1) >>
(v_zneg[t,m,e] + sum(v_z[t,m,e2] for e2 in E[:e]) == 0)

)

# Definicion de end

for t in T:

for m in p_modo[t]:
for e in E[1:]:
model . addConstr (

(v_end[t,m,e] == 1) >>
(v_zneg[t,m,e-1] + sum(v_z[t,m,e2] for e2 in E[e:]) == 0)
)
for t in T:

for m in p_modo[t]:
model .addConstr(v_end[t,m,0] == 0)

# Requerir un inicio y un final

for t in T:

model . addConstr (
sum(v_start[t,m,e] for e in E for m in p_modo[t]) ==
)

model . addConstr (
sum(v_end[t,m,e] for e in E for m in p_modo[t]) ==

)

# Restriccion de disponibilidad
for e in E[1:]:
for k in R_n:
model.addConstr (
v_d[k,e] == v_d[k,e-1]
-sum(p_dmnd [t] [m] [k]*v_start[t,m,e] for t in T for m in p_modo[t])
+sum(p_gnrd [t] [m] [k]*v_end[t,m,e] for t in T for m in p_modo[t])
)

45
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4.2.4. Pre-procesado

Previa a la resolucion del caso de estudio, sometemos los datos a las 3 condiciones.

Grafo aciclico

Primero, comprobamos que no hay dependencias ciclicas entre tareas. Para ello implemen-
tamos el algoritmo del orden topologico (pag. 30). Si no se supera la comprobacion, el caso de

estudio no tendria solucién.

nodes = set(T)
edges = set(P)
L =[]
Q = set(n for n in nodes if n not in (e[1] for e in edges))
nodes = nodes.difference(Q)
while len(Q):
n = Q.popQ)
L.append(n)
for m in nodes:
if (n, m) in edges:
edges.remove((n, m))
if not len([e for e in edges if e[1] == m]):
Q.add(m)
if len(edges):
print ("Cyclic Graph \t[success]")
else:

print ("Acyclic Graph \t[error]")

Disponibilidad de recursos no renovables

A continuacién, comprobamos que la disponibilidad inicial mas la cantidad generada por
las tareas es mayor que la demanda total (pag. 31). Si no se supera la comprobacion, el caso de

estudio no tendria solucién.

for k in R_n:

ini = p_inic[k]

generado = sum(max(p_gnrd[t] [m] [k] for m in p_modo[t]) for t in T)
demanda = sum(max(p_dmnd[t] [m] [k] for m in p_modo[t]) for t in T)
result = "success" if ini + generado >= demanda else "error"

print (£"{k}: {ini} + {generado} >= {demanda} \t[{result}]")

Disponibilidad de recursos renovables

Por ultimo, sometemos el caso de estudio a la comprobaciéon de recursos renovables. Que-

remos que la disponibilidad total de recursos sea mayor o igual a la demanda méxima de las
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tareas (pag. 32). Si no se supera la comprobacion, seré necesario aumentar el horizonte de pla-
nificaciéon hasta que se cumpla. Si se supera con mucha disponibilidad sobrante, se procuraré

reducir el horizonte de planificacién reduciendo asi el nimero de C'Rs.

7

for k in R_r:

disponibilidad = sum(
p_displcr]l [k] * (p_tmpol[cr+1]-p_tmpo[cr]
) for cr in CR[:-1])

demanda = sum(
max (p_dmnd[t] [m] [k] * p_drcn[t] [m] for m in p_modol[t]
) for t in T)

result = "success" if disponibilidad >= demanda else "error"

print(£f"{k}: {disponibilidad: .2f} >= {demanda: .2f} \t[{result}]")

Ejecutando las comprobaciones sobre el caso de estudio obtenemos lo siguientes resultados:

Pre-procesado de datos

Orden topolégico:

Acyclic graph [success]

Disponibilidad de recursos no renovables:

7: 10 + 20 >= 26 [success]

Disponibilidad de recursos renovables:

32.00 31.30 [success]
32.00 31.30 [successl]
32.00 29.90 [success]
32.00 28.30 [success]
32.00 29.00 [success]
32.00 31.40 [successl]
48.00 16.20 [success]

Vemos que supera las dos primeras comprobaciones y la disponibilidad de recursos renovables

estd muy ajustada y no se puede reducir mas el horizonte de planificacion.

4.2.5. Resolucién

Una vez hemos implementado el modelo, introducido los datos del caso de estudio y realizado
el pre-procesado de los datos, procedemos a la resolucién. Dividiremos la resoluciéon en dos pasos.

Primero, optimizamos el modelo sin funcién objetivo. Priorizaremos encontrar una soluciéon
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factible cualquiera con el objetivo de mejorarla una vez encontrada. Ejecutando la funcion

model.optimize () obtenemos los siguientes resutlados:

Resolucidén de modelo I

Explored 2586 nodes (53363 simplex iterations) in 30.89 seconds

Thread count was 8 (of 8 available processors)

Solution count 1: O

Optimal solution found (tolerance 1.00e-04)
Best objective 0.000000000000e+00

Tras 30.89 segundos, el resolutor encuentra una primera solucion factible. A continuacion
introducimos la funcién objetivo, minimizar C. Procedemos a mejorar la solucién encontrada.
Limitamos de manera indicativa el tiempo de resolucién de la segunda ejecucion al tiempo de

resolucion previo.

model . setObjective (v_C, GRB.MINIMIZE)
model.params.TimelLimit = model.Runtime

status = model.optimize()

Tras la ejecucion obtenemos los siguientes resultados:

Resolucidén de modelo II

Changed value of parameter TimeLimit to 30.917278055

Loaded MIP start from previous solve with objective 92

Explored 773 nodes (53927 simplex iterations) in 30.93 seconds

Thread count was 8 (of 8 available processors)

Solution count 4: 86.7 88 92 92

Time limit reached

Best objective 8.670000000000e+01

La ejecucién previa obtuvo el resultado C' = 92. Partiendo de ella, encuentra otras 3 solu-
ciones en 30.92 segundos y obtiene un mejor resultado C' = 86.7, recortando el resutado previo
por 5.3 horas.
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4.3. Verificacion

Una vez tenemos una solucién, vamos a verificar que la solucién obtenida es correcta ana-
lizando el valor de las variables obtenidas. No podemos estudiar las 2930 variable de manera

individual asi que las representaremos de manera gréfica:

Calendario
191
ts 1 i=
||
t7 -
to 1
x4 ] - -
St mE— -
z.)
= L
t31
to
11 ==
to

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85
Tiempo (hrs)

Figura 4.1: Resultados - Calendario

La figura 4.1 es el calendario o soluciéon que representa visualmente los resultados obtenidos.
Para cada tarea en el eje vertical tenemos una o mas (si es una tarea divisible) barras horizontales

que representan el inicio y el final del procesamiento de las tareas.

Grafo de precedencias

3 2

S

Figura 4.2: Resultados - Grafo de precedencias
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Utilizando la informacion que nos proporciona el grafo de precedencias, verificamos se res-
petan todas las relaciones de precedencia. Recordamos como las tareas to,t5 y tg son las tareas
divisibles. Todas ellas aprovechan la propiedad de divisibilidad.

7”0

Cantidad de recurso

B Disponibilidad

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85
Tiempo (hrs)

Figura 4.3: Resultados - Recurso no renovables

Las tareas ty,t; y tg usan respectivamente 5,7 y 4 unidades del recurso no renovable 0.
Las tareas t3 y t5 generan respectivamente 5 y 5 unidades del recurso no renovable r. Dada
la ordenacion de las tareas, vemos en la figura 4.3 como la disponibilidad de recurso evoluciona

de la siguiente manera:

= Empezamos con 10 unidades.

= En ¢t = 12 hrs, comienza la tarea t; consumiendo 5 unidades del recurso lo que nos deja

con 5 unidades.
= En ¢t =40 hrs termina la tarea t5 generando 5 unidades.

= En ¢t = 60 hrs, termina la tarea t3 generando 5 unidades y comienza la tarea t, consu-

miendo 7 unidades lo que nos deja con 8 unidades.

= Por dltimo, en ¢t = 64 hrs, comienza la tarea tg consumiendo 4 unidades lo que nos deja

con 4 unidades al final de la planificacion.
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Figura 4.4: Resultados - Recurso renovables

Como tultima comprobacion, en la figura 4.4 vemos como en todo momento la demanda de
los recursos renovables se mantiene inferior o igual a la disponibilidad de los recursos. De esta
manera hemos conseguido organizar nuestro proyecto de manera automatica. Estamos seguros
que las respuestas seran correctas aunque, dada la naturaleza del problema, no podemos ser
capaces de asegurar que es la 6ptima. Esto es cierto especialmente a medida que van creciendo

el namero de recursos y tareas.

4.4. Estudio paramétrico

4.4.1. Introduccion

Vamos a estudiar como afecta el aumento de la complejidad del problema. Estudiaremos
diferentes aspectos que puedan afectar a la velocidad de resolucién del problema. Recordamos
que este problema es NP-Duro, lo que quiere decir que no existe ningin algoritmo capaz de
resolverlo en tiempo polinémico. Es inevitable que, a medida que aumenta la complejidad el
tiempo de resolucién explotara. Por eso, lo mejor que podemos hacer es buscar maneras cada
vez mas eficientes de plantear el problema, aumentando el umbral a partir del cual deja de ser
posible resolver el problema o encontrar soluciones adecuadas en un tiempo razonable.

Vamos a medir la complejidad de un problema en funcién de cada parametro:

= Numero de tareas » % de tareas divisibles

« Nimero de recursos = % de tareas no renovables

= Numero de eventos de cambio de recurso

(CR)
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Para cada parametro, disenaremos 5 ¢ 6 casos de prueba, procurando variar exclusivamente
el pardmetro que queremos medir sin modificar el resto. Mediremos como varian el niimero de
variables, restricciones y la velocidad de resoluciéon. Deshabilitaremos todas las optimizaciones
y el pre-procesado que realiza de manera automatica el resolutor y mediremos cuantos nodos
calcula por segundo.

La resolucién de un problema se realiza de manera determinista, por lo que repetiremos
cada caso de prueba 10 veces cambiando la semilla y sacaremos conclusiones a partir de los

resultados.

4.4.2. Resultados

Numero de tareas

25000
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€ 15000 ] g 6000 ]
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% z 3000 + 1
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10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 70
Nuam. Tareas Nuam. Tareas

Figura 4.5: Velocidad (nodos/seg) en funcién Figura 4.6: Numero de restricciones y varia-
de ntimero de tareas bles en funcién del ntimero de tareas

El ntimero de tareas es uno de los factores que méas impacto tiene. Es razonable teniendo, en
cuenta que el objetivo principal es ordenarlas. Cuantas mas tareas tenemos, mas dificil resulta
su ordenacion.

Es importante tener en cuenta que cuando hablamos de niimero de tareas, nos referimos al
nimero total de tareas y modo. De manera mas precisa a la suma de tareas por el nimero de
modos que tiene (3, ., modos(t)). Por ejemplo, el caso de estudio tiene 7 tareas. Sin embargo,
si las multiplicamos por el nimero de modos que hay nos sale un total de 35 tareas diferentes.

Para el caso de estudio, una manera de hacer la resoluciéon més fécil es reducir el nimero de
recursos, tratando a todos los trabajadores de un mismo departamento como el mismo recurso.
De esta manera reduciriamos el nimero de modos. Pasaria de haber 35 tareas a 17. Como
indican los resultados, potencialmente triplicaria la velocidad de resolucién. Esto nos deja ver
lo importante de un buen planteamiento del problema en todo momento.

Donde antes tardaba 160 segundos, este segundo planteamiento tarda 35 segundos en dar

una respuesta equivalente.
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Porcentaje de tareas divisibles
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Figura 4.7: Velocidad (nodos/seg) en funciéon Figura 4.8: Numero de restricciones y varia-
del % de tareas divisibles bles en funcion del % de tareas divisibles

Como muestran las gréaficas, es mas facil trabajar con tareas divisibles. Esto tiene un sentido
intuitivo ya que es mas facil para el resolutor respetar las restricciones de recursos si las tareas
se pueden dividir en fracciones arbitrariamente pequenas. Aunque el niamero de variable y
restricciones crezca de manera lineal, al igual que con el ntimero de tareas, no tiene un impacto
exponencial en la velocidad de resoluciéon. No presenta una diferencia significativa en términos

de complejidad.

Numero de recursos
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Figura 4.9: Velocidad (nodos/seg) en funcién Figura 4.10: Numero de restricciones y varia-
del nimero de recursos bles en funcion del nimero de recursos

Al igual que con el namero de tareas, también tenemos un comportamiento negativo en
funcién del ntiimero de recursos. El nimero de restricciones y variables aumenta linealmente y
la velocidad claramente empeora con el aumento del ntimero de recursos. Sin embargo, parece
tener un impacto reducido sobre la velocidad de resolucion.

La velocidad de resolucién no cae en picado sino que parece tener un limite. Sin duda para
cada problema el limite tomara otros valores. Sin embargo, lo que si esta claro es que cabe
reducir el nimero de recursos lo maximo posible, como en el ejemplo visto en el apartado
Numero de tareas. Esto es porque indirectamente se reduce el nimero de tareas al simplificar

el nimero de modos por tarea.
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Porcentaje de recursos no renovables
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Figura 4.11: Velocidad (nodos/seg) en funciéon Figura 4.12: Nuamero de restricciones y varia-
del % de recursos no renovables bles en funcién del % de recursos no renovables

Al contrario que con el porcentaje de tareas divisibles, no podemos determinar un com-
portamiento definido en funcién del ntmero de recursos no renovables. El nimero de variables
es constante indiferentemente del ratio de recursos renovables y no renovables. Aunque crezca
el niimero de restricciones, no empeora ni mejora claramente la velocidad de resolucion de las

tareas.

Nuamero de eventos de cambio de recurso (CR)
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Figura 4.13: Velocidad (nodos/seg) en funciéon Figura 4.14: Nuamero de restricciones y varia-
del ntmero de eventos de cambio de recurso bles en funcién del nimero de eventos de cam-
(CR) bio de recurso (CR)

El numero de CRs es otro de los factores que mas afecta a la velocidad de resolucion.
Claramente existe un factor de empeoramiento exponencial. Como vimos en el apartado 3.4.4
Restricciones, la restriccion de duracion de recursos no renovables aumenta el nimero de eventos
por cada cr que se anade. Cada cr nos genera una nueva franja de disponibilidad constante.
De esta manera, tenemos un aumento exponencial del namero posibles de ordenaciénes de los
eventos dentro de las franjas de disponibilidad constante.

A medida que aumenta linealmente el niimero de restricciones y variables, la velocidad de
resolucion disminuye de manera exponencial. Asi vemos como es de maxima importancia cenir
el horizonte de planificacion H al maximo posible, con el fin de generar el minimo ntmero de
CRs posible.
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Tiempo de resoluciéon

El ntimero de tareas y el nimero de C'Rs es lo que més impacto tiene sobre la velocidad de
resoluciéon, vamos a evaluar su impacto sobre el tiempo de resolucion.

Como definimos en el apartado 1.4 Objetivos, definimos que el modelo «debe mantener el
compromiso con la computabilidad de la respuesta en un tiempo razonable». Teniendo en cuenta
la aplicacién del modelo, un tiempo razonable estaria en el rango de magnitud de minutos, 10

minutos como ideal.
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Figura 4.15: Tiempo de resoluciéon del modelo Figura 4.16: Tiempo de resolucién del modelo
en funcion del nimero de eventos de cambio de en funcion del nimero de tareas.
recursos (CRs)

Para el estudio del impacto del nimero de C'Rs sobre el tiempo de resoluciéon modificamos
un problema de ejemplo base con 35 tareas y 8 recursos. Modificaremos el ntimero de CRs y
mediremos el tiempo que tarda el modelo en encontrar la primera solucién factible. Obtenemos
los resultado descritos por la figura 4.15.

El modelo se mantiene firmemente por debajo de los 10 minutos hasta sobrepasar los 42
CRs, tras lo cual explota el tiempo de resolucion.

Para el estudio del impacto del namero de tareas sobre el tiempo de resolucién modificamos
un problema de ejemplo base con 21 C'Rs y 8 recursos. Modificaremos el nimero de tareas y
mediremos el tiempo que tarda el modelo en encontrar la primera solucion factible. Obtenemos
los resultado descritos por la figura 4.16.

El modelo se mantiene por debajo de los 10 minutos hasta sobrepasar las 60 tareas, tras lo
cual explota el tiempo de resolucion.

Al ser un problema del NP-Duro, la resolucién dependera fuertemente del problema concreto
a resolver. Aun asi el modelo presenta unos resultados prometedores ya que, aun limitado en
el tamano del proyecto a planificar, ofrece una respuesta exacta siendo capaz de amoldarse a

escenarios complejos mediante las abstracciones que recursos, tareas y modos que ofrece.
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5.1. Conclusiones generales

Es esencial para el gestor de un proyecto ser capaz de adaptarse a cambios, re-planificar
un proyecto en respuesta a los sucesos de dia a dia. A lo largo del presente trabajo, hemos
construido e implementado un modelo matemético que sirve como herramienta auxiliar a la
gestion de proyectos. Con esta herramienta se quiere dar una ventaja en el mercado competitivo
empresarial de hoy en dia donde el mas pequeno margen de beneficios cuenta.

Hemos analizado la ventajas y desventajas de los planteamientos histéricos de problema
clasico de resource constrained project scheduling problem (RCPSP) o problema de programacion
de proyectos con recursos limitados. Sobre estos hemos construido sobre la idea bésica para
ofrecer un modelo que se adapte a las necesidades de los proyectos modernos.

La naturaleza de problema nos fuerza a buscar el planteamiento més eficiente posible, man-
teniendo el compromiso con la realidad de la gestion de proyectos. El modelo tiene que ser
flexible y robusto, cualidades que generalmente se oponen. En nuestro caso, hemos propuesto
una simplificacion del problema con suficiente capacidad expresiva para ofrecer soluciones de
calidad en tiempos de ejecucién razonable.

El modelo construido ha resultado ser muy prometedor, es capaz de darnos solucién en un
marco de tiempo més que aceptable. De esta manera somos capaces de simplificar el proceso
manual. Generalmente, al abordar el problema buscando una solucién exacta, los limites de
resoluciéon de encuentra entorno a la 60 tareas.

Es fundamental el papel que juegan los optimizadores a la hora de resolver modelos como es
el optimizador de agendas desarrollado. Principalmente los optimizadores comerciales estan es

constante avance, extendiendo los limites de los computadores modernos. Un modelo que repre-
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sente el problema de manera eficiente junto con un optimizador puntero habilitan el desarrollo
de aplicaciones tremendamente valiosas.

El modelo presentado ha mostrado potencial para ser una herramienta valiosa en el dia a
dia de la planificacion de proyectos complejos. Sin embargo, el trabajo no tiene porqué acabar

aqui. Siempre podremos ir mas alla y con ese fin, presentamos alternativas de trabajo futuro.

5.2. Trabajo futuro

Aunque el presente proyecto ha concluido, la investigaciéon y el desarrollo debe continuar.
Por lo tanto, esta seccién final ofrecera posibles ampliaciones o caminos a explorar en el futuro.

Primero, seria de increible utilidad una herramienta que simplifique el proceso de introduc-
cion datos. Cada problema seré tinico y debe cumplir con ciertas estructuras no muy intuitivas.
Para ello una interfaz que ayude al usuario a traducir la realidad de sus proyectos a los datos
relevantes para la resoluciéon del modelo es vital.

También se podria explorar una posible implementaciéon de otros tipos de resolucién ya
sea algoritmos genéticos o otro tipo de heuristicas a fin de comprobar su utilidad frente a la
programacién mixta clasica.

Finalmente, siguiendo el objetivo inicial de se fiel a la realidad, seria de gréan interés hacer
ampliaciones a la estructura del modelo, anadiendo parametros que aporten flexibilidad al

modelo. Las ampliaciones propuestas son:

= Implementar una categoria de tareas opcionales que se puedan hacer o no, en funciéon de
ciertas situaciones. Esto le permitira al modelo ayudar al gestor de proyecto con la toma

de posibles decisiones.

= Una categoria de tareas recurrentes. A veces, existen actividades que se deben realizar
cada cierto tiempo (i.e. mantenimiento de méaquinas) que depende de la duracion del

proyecto.

= Explorar un sistema que precedencias flexible. Permitir expresiones del tipo AND y OR

para modelas precedencias mas complejas.

= Para las tareas divisibles, seria interesante afiadir un pardmetro que defina la duracién

minima de un fragmento de la tarea completa.

= Desarrollar un mecanismo de «set up» y «shut down» que considere los tiempos de pre-

paracion y suspension (definitiva o temporal) de las tareas.

En conclusion, esperamos que con futura investigacion se perfeccionen las prestaciones del

modelo haciéndolo més flexible y util para la gestion de proyectos.
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