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Introduccion

1.1. Captaciéon de energia

La creciente demanda de energia, la escasez de fuentes de energia fésiles convencionales y
el presente interés medioambiental estan consiguiendo que la humanidad se centre en fuentes
de energia renovables. Las fuentes de petrdleo, carbén y gas se estdn acabando rapidamente o
no tienen reservas suficientes para satisfacer la futura demanda ademés de no ser buenas para
el medioambiente por sus emisiones de gases de efecto invernadero y otros contaminantes. La
energia nuclear tiene un elevado coste de establecimiento y aunque es relativamente segura, los
fallos son catastroficos. Por otra parte, las fuentes de energia renovables no consiguen producir la
misma cantidad de energia que las mencionadas anteriormente. La demanda de energia siempre
va a crecer con el avance de la tecnologia mientras que las fuentes convencionales se acabaran
en algin punto no muy lejano por lo que la humanidad tiene un problema que ha de resolver
cuanto antes o al menos entrar en el camino de la solucién.

Aparte de seguir desarrollando las fuentes de energia renovables, hay muchos méas lugares
de los que se puede sacar energia limpia a pequefia escala y cada poco cuenta en un tema tan
crucial como la supervivencia de la Tierra.

La captacion de energia es la transformacién de energia ambiente en energia eléctrica para
alimentar dispositivos o circuitos auténomos. Los captadores producen muy poca cantidad de
energia comparados con generadores de escala industrial que utilizan carboén, petréleo u otras
fuentes. La diferencia es que la fuente de energia de los captadores son residuales, es decir,
gradientes de temperatura de motor de combustién, energia electromagnética en centros urbanos
por las radios, teléfonos y televisiones o movimiento de las olas del mar.

Figura 1.1: Estacién repetidora de onda corta (izquierda) [1] y de radio (derecha) [2].




Capitulo 1. Introduccion

Los dispositivos que recolectan esta energia han atraido mucho interés tanto en el ambito
militar como el comercial, ya sea para localizar fauna marina o submarinos traspasando fronteras,
balizas submarinas sin acceso a una fuente convencional de energia hacen falta. Como este
ejemplo hay muchos otros, pero todos tienen en comin que deben ser suficientemente robustos
para aguantar una exposiciéon a largo plazo en ambientes hostiles.

Un ejemplo de este tipo de instalaciones remotas serian los repetidores de seniales mostrados
en la Figura 1.1. Su localizacion apartada de la red eléctrica hace necesaria una fuente de energia
alternativa y aunque estos métodos no producen mucha energia se podrian utilizar para alargar
la vida de las baterias u otros medios que se empleen para abastecerlas.

También en todos los satélites espaciales, como el de la Figura 1.2, se produce un gradiente
de temperaturas ya que una parte estd expuesta al sol y la otra al vacio del espacio. Utilizando
dispositivos de captacién de energia se puede aprovechar este gradiente para conseguir energia
adicional que puede ayudar al suministro de los paneles solares. Se aumenta asi su autonomia y
se reduce el tiempo en el que no pueden operar por los eclipses al orbitar el satélite alrededor
de la Tierra.

Figura 1.2: Satélite orbitando alrededor de la Tierra [3].

La escala de la energia recolectada varfa de unidades a cientos de [#W/cm?], dependiendo del
tipo de dispositivo. Hay muchas variedades de captaciéon de energia, entre las cuales destacan:

» Fuentes de radiacién ambientes: Energia proveniente de transmisores de radio ubicuos.
En los centros urbanos se concentran muchos de estos dispositivos, pero su problema es la
poca potencia de los transmisores.

= Corriente de un fluido: Los aerogeneradores no son los tinicos dispositivos que pueden
obtener energia del aire: otros tipos de generadores Windbeam consisten en una viga sus-
pendida mediante muelles a una estructura externa que oscila lentamente con el aire. Un
alternador puede convertir este movimiento en electricidad.

= Piezoeléctricos: Cualquier movimiento que pueda producir una deformaciéon puede ser

2



Seccion 1.1. Captacion de energia

una potencial fuente de energia para los piezoeléctricos aunque a una escala de mW. Por
eso se esta investigando utilizarlos en dispositivos a microescala y utilizar fuentes como la
presién hidraulica de un fluido o el movimiento de un ser humano para alimentar el sensor
de una tuberia o un reloj de pulsera.

= Piroeléctricos: Se basan en el mismo concepto que los piezoeléctricos pero mediante calor.
Una forma directa de generar energia es ejecutando un ciclo de Olsen; se basa en cargar
un condensador enfriandolo bajo un campo eléctrico de baja intensidad y descargandolo
al calentarlo bajo un campo de alta intensidad. Una ventaja de estos materiales es que son
estables hasta 1200 °C, por lo que fuentes de alta temperatura se pueden aprovechar.

= Termoeléctricos: Materiales en los que un gradiente de temperatura provoca una co-
rriente eléctrica. Su problema es que requieren de alta conductividad eléctrica pero baja
conduccién de calor para mantener el gradiente de temperatura. Actualmente, el rendi-
miento de la conversién de energia térmica a eléctrica es de 10 % en pequena escala ya que
altas temperaturas dafian el material.

= Induccién magnética: Imanes ondulando en una viga en voladizo generan micro corrien-
tes al moverse con respecto a conductores por la ley de induccién de Faraday que pueden
alimentar pequenas sensores u otros dispositivos.

= Aztcar sanguineo: La oxidacién de los azicares de la sangre produce energia que puede
ser convertida por bio baterias. Esta energia se suministra a marcapasos, bio sensores para
diabéticos o a cualquier instrumento dentro del cuerpo humano.

» Energia oceanica: Las grandes masas oceanicas contienen mucha energia aprovechable
en forma de mareas, olas, corrientes marinas u otras.

El propdsito de este trabajo es estudiar la utilizacién del movimiento de las olas para deformar
un material piezoeléctrico y producir energia. La cantidad de energia por unidad captada es
muy pequeina, pero si se consigue combinar un buen nimero de dispositivos es posible conseguir
energia razonable con solo la inversion inicial. Esta captacién a largo plazo seria rentable ademés
de ser una alternativa respetuosa con el medio ambiente.

Un esquema de la idea se puede observar en la Figura 1.3, cuyo estudio es el objetivo principal
de este trabajo.

1.1.1. Energia oceanica de las olas

Las diferentes temperaturas alrededor del globo resultan en vientos que generan olas oced-
nicas. En consecuencia, las particulas de agua adoptan movimientos circulares que contienen
energia cinética; su cantidad esta relacionada con la velocidad y duracion del viento, la profun-
didad y el area del cuerpo de agua afectada por el viento y las condiciones del lecho marino.
Las olas se forman solo en el volumen de agua mas cercano a la superficie, mientras que en las
mareas todo el cuerpo de agua se mueve, desde la superficie hasta el fondo. La potencia total
de las olas rompiendo contra las costas del mundo se estima en unos 2-3 millones de MW

Los sistemas de energia undimotriz u olamotriz convierten en energia eléctrica la energia
potencial y cinética contenida en las oscilaciones naturales de las olas. Hay mucha variedad de
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Pared caja
flotante

Piezoeléctrico

Placa plana

Figura 1.3: Esquema de placa en voladiza parcialmente bimorfa que se estudia en este trabajo.

mecanismos para el uso de esta fuente de energia. Uno consiste en concentrar las olas en un
canal estrecho para aumentar su tamano y potencia y luego utilizarlas para mover turbinas,
otra en almacenarlas en una cuenca de captura donde mediante dispositivos de columna de agua
oscilante se pueden convertir en electricidad. La conversiéon de energia de las olas es uno de los
métodos mas factibles, aunque al ser muy novedoso los costes de construcciéon son muy altos.
Estos sistemas no estan totalmente desarrollados comercialmente por sus complejidades y por la
dificultad de la interconexién y transmisién de energia a través de cuerpos de agua turbulentos.
Ademaés, requieren mayor mantenimiento en comparacién con sus homoélogos en tierra por su
localizacién en el mar.

Un sistema habitual consiste en un acumulador de energia undimotriz, una turbina, un ge-
nerador que puede ser convencional o rotacional y un sistema de transmisién de energia. El
acumulador recoge la energia cinética de las olas que es redirigida a las turbinas, o directamente
es el acumulador el que mueve el generador. El voltaje producido es de corriente alterna y se
rectifica a corriente continua para aprovechar la capacidad de transmisién del agua salada de
este tipo de corriente: en vez de utilizar tres cables para las tres fases de la corriente alterna, el
de la polaridad negativa se puede omitir, reduciendo asi la complejidad del sistema. La longitud
de estos cables depende de si el sistema esta colocado cerca de la costa o alejado de ella, aunque
el principio es el mismo para las dos situaciones.

Hay muchos esquemas del proceso, aunque de forma general se puede simplificar en:

1.1.2. Tipos de olas
Atendiendo a su forma, existen dos tipos principales de olas:

» Tipo a): Olas periddicas y progresivas que se asemejan a una onda sinusoidal simétrica
sobre el nivel de equilibrio del agua, ver Figura 1.5 superior.

» Tipo b): Olas de mayor periodo que las de tipo a) que ya no son sinusoidales ni simétricas.
Sus crestas forman picos superiores y sus bases son redondeadas, ver Figura 1.5 inferior.
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Figura 1.4: Diagrama de la captacién de energia de las olas ocednicas [4].

Algunos de los sistemas mas usados para captar energia undimotriz son el Salter’s duck, un
dispositivo en forma de pera que dispone de giroscopios que rotan por el movimiento de las
olas; un generador convierte esta rotacion en energia eléctrica. Otro sistema es un convertidor
neumatico de olas desarrollado por Yoshio Masuda, que utiliza una boya que asciende y desciende
por el movimiento de las olas para incrementar y disminuir la presién de un compartimiento; se
produce entonces un movimiento de aire que mueve una turbina con la que se genera energia
eléctrica.

1.2. Materiales Activos

Los materiales activos tienen la habilidad de relacionar diversos campos de la fisica, princi-
palmente el térmico, mecanico, eléctrico y magnético. También conocidos como inteligentes o
multifuncionales, pueden variar sus propiedades ante estimulos externos, fisicos o quimicos. Estas
interacciones reversibles pueden ser controladas y hacen a estos materiales 6ptimos para funcio-
nar como sensores y actuadores. Ademas, pueden combinarse para crear estructuras inteligentes
con capacidad de auto diagnosticarse y adaptarse a sus condiciones de funcionamiento.

Existe una gran variedad de materiales que se pueden clasificar por el tipo de estimulo al que
son susceptibles:

= Electroactivos y magnetoactivos: Reaccionan ante electricidad o magnetismo y son
utilizados en la fabricaciéon de sensores e incluso musculos y mecanismos organicos artifi-
ciales.

= Electroreoléogicos y magnetoreolégicos: Formados por particulas magnetizables di-
luidas en fluidos. Sus propiedades reoldgicas! son alteradas por variaciones de campos

1La reologia es la parte de la mecénica de medios continuos que estudia la relacién entre esfuerzo y deformacién
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Figura 1.5: Tipos de olas a) superior y b) inferior y sus pardmetros: H,, altura, L,, longitud de
onda, A, amplitud y h,, profundidad [4].

eléctricos o magnéticos cambiando su viscosidad.

Fotoactivos: Pueden ser electroluminiscentes que emiten luz por impulsos eléctricos, fluo-
rescentes que devuelven luz con mayor intensidad que la que reciven, o fosforescentes que
almacenan energia y la devuelven cuando la emisién cesa.

Cromoactivos: Cambian de color a consecuencia de algiin fenémeno externo como co-
rriente eléctrica, radiacion ultravioleta, rayos X, temperatura o presion. Su utilidad varia
desde etiquetas de control de temperatura a cromos que al frotar muestran una imagen.

Memoria de forma: Pueden volver a su forma, inicial después de ser deformados mediante
un cambio térmico o magnético. Un ejemplo es el Nitinol, una aleacién de niquel y titanio
que al deformarse se calienta y luego se enfria.

Piroeléctricos, Piezoeléctricos: Descritos en la Seccién 1.1.

Este trabajo final de grado (TFG) esta centrado en el ultimo tipo de materiales y en utilizar
la energia de las olas del mar para deformarlos y asi conseguir energia eléctrica.

Desde su inicio la piezoelectricidad ha captado mucha atencién, desde el punto de vista prac-
tico hasta el principio fisico de su comportamiento como se puede observar en la ingente cantidad
de libros publicados. Comercialmente se producen en estructura monocristalina o también cera-
mica, y en sus aplicaciénes se usan junto con materiales dieléctricos y semiconductores.

en materiales que pueden fluir.
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El fenémeno de la piezoelectricidad requiere de conocimientos en diversos campos como la
cristalografia, andlisis de tensiones, mecanica del medio continuo, termodindmica, fenémenos no
lineales y ademas precisa de experiencia con equipamientos eléctricos y mecénicos. Este campo
es muy extenso con lo que en este TFG se intentard dar unas nociones basicas sobre el tema y
su posible aplicacién a un caso practico. A pesar de los més de 100 afios de investigacion y uso,
nuevos horizontes se siguen abriendo para los especialistas en la materia.

1.2.1. Historia de los piezoeléctricos

El fenémeno de la piezoelectricidad fue descubierto por los hermanos Curie, Pierre? (1859-
1906) y Jacques® (1855-1941). En 1880 observaron que algunos cristales mostraban ciertas cargas
negativas y positivas en partes de su superficie cuando se comprimen en ciertas direcciones. Estas
cargas eran proporcionales a la presién aplicada y desaparecian cuando cesaba.

El descubrimiento no fue casual: el trabajo de unos anos antes sobre piroelectricidad y simetria
de cristales de Pierre, influencié mucho sus hipétesis y experimentos. Encontré que para estos
materiales la polaridad eléctrica se producia solo a lo largo de ciertas direcciones dependiendo de
la simetria de clases cristalograficas particulares y su polarizacion con la temperatura. Los dos
efectos estan intimamente relacionados, todos los materiales piroeléctricos son intrinsicamente
piezoeléctricos. Los prefijos piezo y pyro significan respectivamente a presion y fuego en griego.

El efecto piroeléctrico se conocia desde la Edad Antigua gracias a la turmalina, un mineral
que al ponerse en ascuas primero las atraia y al enfriarse las repelia. Estos cristales tienen un
unico eje polar que no necesariamente depende de las direcciones de la simetria del cristal. Este
efecto dirigio a los dos hermanos a teorizar la electrificacién por presién ademés de ayudarles a
predecir en qué direccién se originaria.

Después de publicar los hermanos Curie su articulo en 1881, Gabriel Lippmann? predijo el
efecto inverso: un cristal piezoeléctrico se deforma al ser sometido a un campo eléctrico. Los her-
manos Curie sugirieron entonces un experimento muy simple para demostrar este acoplamiento
que consiste en someter un cristal a una corriente eléctrica y acoplarlo mecanicamente a otro; si
en el segundo se generaba corriente el primero se habia deformado.

En afios posteriores se fueron descubriendo otros cristales como el cuarzo con las mismas
caracteristicas y se empezdé la formulacion y cuantificaciéon del efecto.

1.2.2. Efecto Piezoeléctrico

Como se ha comentado, la piezoelectricidad es la interaccién entre campos eléctricos y me-
cédnicos en cristales no céntricos o con estructuras similares. El efecto directo se define como el
cambio de la polarizacién eléctrica proporcional al esfuerzo y depende fuertemente de la simetria
del cristal: si es central el cristal no puede ser piezoeléctrico.

2Pierre Curie: Fisico francés Premio Nobel de Fisica en 1903 con su mujer Marie Curie, descubridor de la
piezoelectricidad y pionero en el campo de la radioactividad.

3Jacques Curie: Fisico francés, descubridor de la piezoelectricidad y su efecto inverso.

4@abriel Lippman: Fisico luxemburgués Premio Nobel de Fisica en 1908, descubridor de la posibilidad de
reconstruir las longitudes de onda reflejadas por los objetos.

7



Capitulo 1. Introduccion

El efecto inverso ocurre cuando un material piezoeléctrico se tensiona bajo un campo eléctrico
externo. Los dos efectos piezoeléctricos son una manifestacion de la misma propiedad, aunque
por razones histéricas el directo se define como el primero ya que fue el que se descubrié antes
como se ha explicado en la Seccién 1.2.1.

Se considera una placa de cuarzo tipo mano izquierda® con espesor pequeiio comparado con
sus otras dimensiones que se somete a una presion con la misma direccién que el espesor. Bajo
fuerza de compresién F', la polarizacién P en el espesor es proporcional a la tensién mecanica

T = F/A.
|F *F

Figura 1.6: Efectos piezoeléctricos Directo (arriba) e Indirecto (abajo) [4].

Definiendo d como el coeficiente piezoeléctrico del material, las férmulas relacionadas con los
dos efectos son: P=d-T; S=d-FE

1.2.3. Tipos de piezoeléctricos

Los materiales piezoeléctricos pueden ser sintéticos o naturales como el cuarzo o sal de La
Rochelle. Fue descubierta en 1672 por el farmacéutico Pierre Seignette y utilizada posteriormente
por los Curie para demostrar la piezoelectricidad. Actualmente, los sintéticos tienen muchas més
aplicaciones debido a sus mejores propiedades y variacién de ellas.

Los piezoeléctricos sintéticos se pueden clasificar en tres grupos dependiendo de su estructura
interna:

= Monocristales: estan polarizados ya en su fabricacién por lo que no necesitan tratamien-
tos de post-polarizacién y son muy comodos de fabricar.

= Polimeros: necesitan post-tratamiento de polarizacién. Primero se tracciona el material
para romper su estructura interna y posteriormente se polariza para obligar a los dipolos
a alinearse.

®Para cuarzo tipo mano derecha el signo de la polarizacién P seria opuesto.
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s Ceramicas: son los mas utilizadas y estdn compuestas de varios cristales ferroeléctricos
dispuestos aleatoriamente, pero formando una estructura con polarizaciéon nula. Al pola-
rizarlas se crea su momento dipolar permanente.

El proceso de polarizacién se realiza aplicando un campo eléctrico elevado y manteniendo
la temperatura ligeramente inferior a la de Curie, a la cual el material ferromagnético pierde
sus propiedades piezoeléctricas. También existe un proceso antagénico de despolarizacion que
sucede al aplicar un campo de sentido contrario al de polarizacion, con presiones excesivas o
excediendo la temperatura de Curie.

1.2.4. Aplicaciones de la Piezoelectricidad

Las aplicaciones précticas de estos materiales han ido surgiendo a periodos dispares. Al
principio tenian poco uso aparte de medir algunos parametros en ciertos experimentos. Conforme
se fue descubriendo que podian transformar senales eléctricas a actsticas y viceversa o que podian
generar energia a partir de vibraciones, sus usos se fueron extendiendo. Algunas aplicaciones
que impulsaron su desarrollo fueron la localizacién de submarinos por ondas ultrasénicas o la
radiodifusién.

Otras aplicaciones de los materiales piezoeléctricos son, entre otras, resonadores, relojes,
filtros cerdmicos y cristalinos, filtros SAW®, transductores ultrasénicos y transformadores pie-
zoeléctricos para altos o bajos voltajes. Actualmente el mercado dominante es el de las dos
primeras aplicaciones, aunque se esta expandiendo a otros nichos como posicionadores de preci-

sién y motores ultrasénicos’ .

/

—_—
@ »
R Q" — L
™
TS ¢ c1.-"'i°'lh
¢ e

Figura 1.7: Sensores piezoeléctricos de varios tamanos con sus conductores eléctricos [5].

El cuarzo fue el material mas utilizado en los piezoeléctricos pero hoy en dia los piezoeléctricos
mas utilizados son las ceramicas PZT, titanato de circonato de plomo, que reciben este nombre
por su formulacién quimica PbZrTiO3.

La Tabla 1.1 muestra una comparativa entre diferentes tipos de PZT para su uso en conden-
sadores. Se compara la cerdmica PZT con otras variedades dopadas mediante otros materiales
como el lantano PLZT, manganeso PMZT y niobio PNZT que alteran sus propiedades dieléc-
tricas.

6Onda actstica superficial, siglas SAW en inglés.
"Tipo de motor eléctrico alimentado por una vibracién ultrasénica
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Propiedad PZT PMZT PLZT PNZT
Permitividad ++ + ++ 4+
Factor de calidad + ++ — +
Sintonizacién + ++ — _
Corriente de fuga — + + ++
Rigidez dieléctrica — ++ + 4+

Tabla 1.1: Comparativa cualitativa entre diferentes PZT.

Las propiedades de la tabla son:
» Permitividad: capacidad de polarizarse bajo un campo eléctrico.

= Factor de calidad: inversa del factor de pérdidas. Cuando pasa corriente por un material
dieléctrico se disipa energia eléctrica en forma de calor originando dichas pérdidas.

» Sintonizacién: capacidad de manipular la senal de salida de un dispositivo, en este caso
condensadores que emplean estos materiales dieléctricos.

s Corriente de fuga: corriente que descarga un condensador lentamente debido a que el
material del que esta hecho no es un aislante perfecto y tiene una conductividad no nula.

= Rigidez dieléctrica: valor limite de la intensidad de un campo eléctrico que convierte un
aislante en un conductor eléctrico.

En la tabla los simbolos + indican valores altos de esa propiedad y los simbolos — bajos. El
lantano aumenta las pérdidas en forma de calor, el manganeso permite un mayor control del
dispositivo y el PZT base es el mas aislante por lo que su corriente de fuga es la mas baja.

1.3. Objetivos

En este TFG primero se expondra la formulacién necesaria para resolver analiticamente
los problemas planteados de los que se pueda obtener una. Luego se hardn una serie de casos
simples con soluciéon analitica clara para compararlos con dos programas de elementos finitos
(MEF). El primero es el FEAP, un programa de elementos finitos de investigacién creado por el
profesor R.Taylor de la universidad de California, Berkeley. El c6digo de este programa ha sido
compilando con Intel Fortran y Microsoft Visual Studio.

El otro programa es el COMSOL, un programa de elementos finitos comercial para la simu-
lacion de todo tipo de problemas de ingenieria, manufacturacién o investigaciéon cientifica. Una
vez validados estos programas se pasara a estudiar la placa en voladizo bajo una carga arbitraria.
Este estudio se dividira en tres partes: primero la placa hecha solo de aluminio, luego con dos
capas una de aluminio y otra de PZT y ya por tltimo como la que se ve en la Figura 1.3.

A continuacién un capitulo con estudios paramétricos y diferentes materiales para determinar
la configuracién 6ptimas seguido de una modelizaciéon de las olas del mar para conseguir una
carga mas certera a la que experimentaria la placa en la realidad, repitiendo la ltima parte del
estudio de la placa en voladizo. Finalmente las conclusiones del TFG.
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Formulacion

2.1. Teoria de placas planas

En esta seccion se expondra de forma breve la teoria de flexién de placas planas. Para ello se
haré uso de las hipétesis de Kirkoff con las que se simplificaran las ecuaciones de la elasticidad
que se consideran conocidas:

a) Los movimientos de la placa en el eje z, ver Figura 2.1, son mucho més pequenios que el
espesor (placa rigida).

b) El plano medio solo se mueve en la direccién z: ug, vg ~ 0
c) Las deformaciénes fuera del plano z — y se pueden desperciar: Sy, Sy., S, = 0

d) Las tensiones fuera del plano T, T, T),. se consideran muy pequefias y sus efectos son
despreciables.

Los desplazamientos de la placa en las direcciones de los ejes coordenados se denominan por
u, v, w y una coma antes del subindice correspondiente a un eje coordenado indica derivaciéon
con respecto a él. El objetivo del desarrollo consiste en estudiar la variable principal w(z,y)
también conocida como la “flecha”.

Figura 2.1: Placa plana rectangular con el origen de coordenadas situado en el plano medio [6].

Se empieza planteando el tensor deformacién simétrico:

Sz Szy  Saz o Sz Sy Szz
hipétesis ¢ Y
S={ S, S, Sy . ) 5= s, s St (2.1)
Si: S, S. S Sf st
y con esta simplificacién se puede reordenar el tensor como:
Sy Uy
S=4 S, ;= Vy (2.2)
Szy Uy + Vg
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Definiendo s como la curvatura:

Ry W
K= Ky == Wyy (2.3)
2 Kgy 2W zy

y con la hipétesis b) se puede integrar el tensor resultando en la expresién: S = k z. En este
tensor se engloban las ecuaciones cineméticas de la placa, por lo que atn faltan las constitutivas.
Se puede calcular este tensor de tensién con la ley de Hooke y la hipétesis d) permite trabajar
en un solo plano:

vy 1
T, 5 (Sa vy 1= (W + v 10)
= = Y - _) -
Ty (8,4 v8) T (v (Ve (24
Ty
GSxy H—V’U),xy

Estos dos tensores no son los Uinicos parametros utiles para estudiar la flexién. También se
definen “solicitaciones” constantes en z y que son equivalentes a las tensiones. Esta equivalencia
se expresa como:

MJ: hp/2 T, Y hg W g + VW gy
M = My = /_h 1 Ty zdz = — m W, yy + VW gy (25)
Mxy v Txy T/ (1 - V) W,y

s
Esta ecuaciéon es la llamada momento-curvatura y se supone que el material es isétropo para
poder utilizarla. Si no lo fuera la integral deberia dividirse por capas y el término Dy, llamado
rigidez a flexién, se convierte en una matriz.

Por ultimo se definen las “solicitaciones” cortantes:

hyp/2
Quw | _ / T _py{ Wame T Wy (2.6)
Qy ~hps2 | Tyz Wazy + W,yyy
La hipétesis d) considera Ty, y Ty, pequenas pero aun asi Q, y @, pueden ser de la misma
magnitud que los momentos.

2.1.1. Ecuacién diferencial

Siguiendo el desarrollo de la Seccién 2.2.3 de [6], se puede obtener una ecuacién diferencial
tomando un elemento diferencial de la placa y considerando los momentos y cortantes sobre
dicho elemento. Aplicando equilibrio sobre el paralelepipido se llega a la expresion:

M, 0*M,, 0*°M,
+2 +
Ox2 Oxdy Oy?

= _Q(xay) (27)
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Por ultimo teniendo en cuenta las expresiones de los momentos dadas en la Ec. (2.5):

q
W gzzr + 2 W zzyy T Wyyyy = D_f - V4w = D_f (2'8)

donde el operador V* se llama “de Lagrange”. Esta ecuacién es de 4° orden y su unica incognita
es la flecha w(zx,y) a partir de la cual se pueden obtener todas las solicitaciones, deformaciones
y tensiones que se han enunciado. A parte de esta ecuaciéon también existen otras formulaciones
no diferenciales como la integral del Método de la Energia.

2.1.2. Energia de deformacion

La energia potencial de deformacién en general para cualquier cuerpo elastico es:

Ub:// T" SdVol (2.9)
Vol

Para una placa plana, siguiendo el desarrollo de la Seccién 2.7 de [6] la ecuacién se convierte
en:

D
U= [[ warda =L [[ [won + wi)* =20 = v)waawy, - v%,)] 44 (210)
A A ’

La energia de las fuerzas externas siguiendo la definicién de trabajo = fuerza x distancia,
sigue la siguiente ecuacién para carga repartida:

Vi =//A q(z, y) w(z,y)dA (2.11)

2.1.3. Meétodo de Galerkin

En esta seccién se desarrollara el método de Galerkin para resolver problemas de flexion
estatica y dindamica.
Problema estatico

Galerkin es un método numérico que pretende resolver la Ec. (2.8) mediante un desarrollo
en serie para la solucién y utilizando la formulacion integral para satisfacer dicha ecuacién. El
desarrollo en series propuesto para aproximar la solucién sigue la forma:

N
w(z,y) = Z wy 0 (z,y) (2.12)
r=1
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donde 6,.(z,y) son funciones de prueba que satisfacen las condiciones de contorno y w, son los
coeficientes a calcular. Si se substituye esta expresiéon en la Ec. (2.8) se llega a:

N
Dy Vv2v? lz wy Hr(ac,y)] —q(z,y) =0 (2.13)

r=1

La ecuacion anterior no se puede cumplir, pero si que se puede conseguir que la diferencia sea
minima. Esto ocurre cuando la parte izquierda es mutuamente ortogonal con cada una de las
funciones de prueba en el dominio de la placa para k =1,2,..., N:

N
//A {Df v2v? [Z wy Hr(x,y)] - q(:v,y)} Or(x,y)dA =0 (2.14)

r=1

Esta ecuacion se puede escribir de forma matricial:

//A Dy V2V* (w] ) — g(a,y)| 0dA =0 (2.15)

y de forma méas compacta:

A,w,=B,| , A,=Dy //A (v?v?6) 0" d4; B, ://A q(z,y) 0 d4A; (2.16)

Problema dinamico

Si se tiene en cuenta las fuerzas masicas o fuerzas de inercia debidas a la densidad p de la
placa, la Ec. (2.8) adquiere un nuevo término:

0%w
Dy VAV2w(z,y,t) = q(z,y,t) — phy W(m,y,t) (2.17)

Siguiendo el desarrollo realizado en [7] para aplicar el método de Galerkin a las ecuaciones de
la dindmica, es necesario en primer lugar resolver la Ec. homogénea (2.17). Se asume que esta
ecuacion tiene una solucién armoénica:

w(z,y,t) = (A1 coswt + Ag sinwt) W(x,y) (2.18)

El método de Galerkin propone una solucién con la forma:

N
W(.%',y) = Z C?" ar(xay) (219)
r=1
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Seccién 2.1. Teoria de placas planas

siendo C' los grados de libertad del problema. Esta ecuacién tiene que cumplir la Ec. (2.17) libre
de carga transversal:

N N
Dy Z C, V2V2 0, (x,y) — phyw? Z Cyr0r(z,y) =0 (2.20)
r=1 r=1

De la misma forma que en el problema estatico, el término de la izquierda deberia ser nulo
y por tanto cumplir las propiedades de ortogonalidad por lo que:

// [sz Cr VAV b, (2y) = plypw ivj ] Or(z,y)dA =0 (2.21)

Este conjunto de ecuaciones forma un sistema de ecuaciones del que se busca una solucién no
trivial mediante un problema de autovalores. Matricialmente el sistema es:

(4,-w?M,)C=0] . M,= // phy 067 dA; (2.22)
A

Resolviendo el problema valores propios se obtienen los autovalores w, frecuencias de vibracion
y los autovectores ¥ que indican los modos de vibracién:

W(z,y)=¥0 (2.23)

Con estos modos de vibracion se pueden diagonalizar las ecuaciones diferenciales. Ahora se
propone una solucién en series con unos coeficientes Fy que dependen del tiempo y son la
incognita a resolver:

N

w(z,y,t) = Z Foi(t) Wi(z,y) (2.24)
i=1

Esta solucién debe cumplir la ecuacién (2.17) :

N
Dy > Fp(t) V2V Wiz, y) + phy ZFQT y) —q(z,y,t) =0 (2.25)
r=1

y como con las vibraciones libres, el término de la izquierda cumple ortogonalidad:

N
// lDf Z Fyr(t) VA2 W, (2, y) + phy Z Epr() We(z,y) — q(z,y,t) | Wi(z,y)dA = 0;
r=1

(2.26)
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Substituyendo la expresién de los modos de vibracion:

\IIT// Dy V*V?00" dA T F,+ ¥ ph, // 606" dA \Ilifg:qﬁ// q0dA (2.27)
A A A

y de forma matricial este sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas tiene la forma:

(" A, ) F,+(¢"' M, ®)F,=%" B, (2.28)

Resolviendo estas ecuaciones diferenciales de segundo orden se llega a la solucién suma de
homogenea y particular:

ng(t) = Ay; cos w;t + Ag; sin w;t + F;(t) (229)

que da la solucién final del movimiento:

N
w(z,y,t) = Z (Ali cos w;t + Ag; sin w;t + F;)Z-(t)) Wi(z,y) (2.30)
=1

donde A; y Ay dependen de las condiciones iniciales wo(z,y) y wo(z,y).

2.1.4. Placas de materiales ortotropicos

Un material es ortotrépico cuando sus propiedades mecanicas son diferentes en las tres di-
recciones perpendiculares entre si, normalmente los ejes x, ¥y, z en un sistema tridimensional.
Hay muchos ejemplos de este tipo de materiales como la madera, muchos cristales y polimeros
reforzados con fibras de vidrio o carbono, pero la verdadera razén para hacer hincapié en estos
materiales es porque el PZT, la cerdmica piezoeléctrica mas utilizada, es uno de ellos.

En realidad el PZT es transversalmente isétropo, tiene las mismas propiedades en el plano
x—1y pero diferentes en el plano perpendicular. La tnica diferencia entre ambos tipos de material
es que el ortotropico necesita de nueve constantes elasticas para definirse y el transversalmente
isétropo solo de cinco, ya que las otras cuatro se repiten. La teorfa expuesta en [8], que es la que
este TFG utiliza, vale para ambos tipos de materiales.

Las ecuaciones constitutivas para este tipo de materiales son:

T, T,
y. Wy
Sz z 7
sl g VL 1 (2.31)
- YTl Y Y '
S Y v
Ty Tyy
Gy
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Seccién 2.1. Teoria de placas planas

y resolviendo de la Ec. (2.31) las componentes de las tensiones, se consigue:

Y, Y,
T, 1_7;,@ (Sz + vy Sy) 1_7;;% (Waa + vy wyy)
T=X T, ;= Yy, =— Yy z  (2.32)
Y (S S _ v
Ty, [ (Sy + vz Sa) 1— vawy (wyy + Vo W zz)
Gy Szy 2G oy Wy

Con la Ec (2.32) en mente ya se puede plantear la ecuacién momento-curvatura para este tipo
de placas:

M, Dy w gz + Dygy w,yy
M = M, == Drywyy + Doy Wan (2.33)
Mxy 2Dfs w@y

que es la Ec. (2.5) pero con rigideces a flexién en las diferentes direcciones de las placas. Estos
términos son:

Y, h3 Y, hd v, Y, h Gy b
Dyy = 1 TR fy = b oy = L fs = e (2.34)
— Ugly 12 1 — vy 12 1 — vy 12 12
Definiendo Hy := Dy, + 2Dy, se escribe la ecuacién diferencial de la placa que tiene la

misma forma que la Ec. (2.8) pero en vez de estar la rigidez a flexién factorizada en todas las
derivadas, estas se conservan en sus respectivas direcciones:

Dy W gzzn + 2 Hf W gayy + Dy W yyyy = q(,9) (2.35)

2.1.5. Placas laminadas

En esta parte se plantea cémo resolver laminados de placas de la misma forma que en [9].
Este tipo de placas, como la que se ve en la Figura 2.2, estdn hechas de diferentes capas unidas
de materiales isotrépicos o anisotrépicos' con diferentes propiedades.

La idea para resolver este tipo de placas es muy simple, consiste en crear una rigidez media
de todas las capas para luego resolver el problema como si fuera una placa normal con dicha
rigidez, que sigue la formula:

2
D, = ACTB (2.36)

siendo esas constantes A, B y C considerandose materiales isétropos:

'Materiales con diferentes propiedades dependiendo de diferentes direcciones, si estas son perpendiculares se
consideran ortotrépicos
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Capitulo 2. Formulacion

dx

dy

Y
8

Y1, 1 21
22
Yé, vy 2k

y4 :

Figura 2.2: Esquema de un laminado rectangular [9].

Yk Yk Zl%—Zg,
A:Zl (2 —2k-1); B=)_ 2< 5 !
k

2
-V 1—vg
L (2.37)
c— Yy <Zk - Zkl)
= 2
k 1—vg 3
Con esta rigidez media se puede plantear la ecuacién diferencial:
W ppzr + 2W goyy + W -4 Viw = 9 (2.38)
; LYY Wy = D,

y ya se puede resolver el problema con diferentes métodos como el de Galerkin explicado en la
Seccion 2.1.3. Hay que recalcar que en la Figura 2.2 el origen del eje z estd en la cara superior
del primer material para hacer los calculos de las constantes A, B y C; pero posteriormente
cuando ya se tenga la rigidez media y se resuelva la Ec (2.38) el origen de z estard en el plano
medio de la placa como se habia enunciado en la Figura 2.1.

2.1.6. Salto de espesor

En [10], se enuncia la formulacién para resolver placas con cualquier nimero de saltos de
espesor en las direcciones x, y. Este desarrollo resulta en formulas muy extensas que se simplifican
mucho para el objetivo de este TFG, un solo salto de espesor en la direccién x como el de la
Figura 1.3, por lo que en esta secciéon de expondran las formulas necesarias para resolver dicho
caso.

La posicién del plano medio de la placa cambia debido a la variacién del espesor, para
simplificar esta se asume que estd siempre en una superficie que bisecta el espesor en cada punto
y que varia discontinuamente entre la placa de referencia y el salto del espesor como se puede
observar en la Figura 2.3 donde la linea discontinua representa el plano medio de la placa. La
veracidad de esta hipdtesis se comprobara comparando numéricamente los resultados analitcos
y los obtenidos por MEF en la Secciéon 3.6.
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Seccién 2.1. Teoria de placas planas

{ fra

Yy ) Ay

Figura 2.3: Esquema de una placa con un salto de espesor en la direccién x.

La principal idea de este desarrollo es utilizar la funcién delta de Dirac para cambiar la rigidez
de la placa en la zona donde se sitta el salto de espesor. La ecuacion momento-curvatura para
este tipo de placas se convierte en:

M, Y 13 Wag + VWyy
M = My = —X(I’) 12(17_01/2) ’U}7yy + I/w7$$ (239)
My, T, (1 =v)wsay
0

La funcién y(z) es la que aumenta la rigidez de la placa una vez se llega a la zona del salto
de espesor y sigue la féormula:

hy he\2  [he\?
X(@) =1+ g ((z — an); 0p=3—"+3(=) +(— (2.40)
ho ho ho

donde «; es la relacién entre espesores, a,, es el punto medio del salto del espesor y ((x — a,)
es la funcién Heaviside extendida. Esta se define como una funcién donde la delta de Dirac ¢
existe de forma continua en la direcciéon z a lo largo del salto de espesor:

((x—am) =1 para  am, —a;/2 <z < apy + a,/2

C(x—am) =0 para cualquier otro valor de x

Con los momentos de la Ec. (2.39) ya se puede plantear el equilibrio de fuerzas para conseguir
la ecuacién diferencial que gobierna la placa y que se puede resolver por diferentes métodos.
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Problema estatico

Se plantea resolver el problema mediante el método de Galerkin como en la Seccién 2.1.3
pero cambiando el célculo de la matriz A,. Esta sigue la férmula:

A, :DO{Ax(zL, 0;0) A, (0,0;0) 4+ 2A,(2,0; 0)A, (2,0;0) + A,(0,0; 0)A,, (4, 0;0)
+ [Ax(O, 0; 1)Ay(4,0;0) + Az(2,2;1)A4(0,0;0) — 2(1 — v)Au(1, 1;1)Ay(2,0;0) (2.41)

+ VAL(2,0; 1)Ay (0,0;0) + 1A, (0,2 1) Ay (0, 0; 0)] }

donde A, A, son las integrales de las funciones de prueba cuyos célculos se especifican en el
Apéndice A.

La matriz By se calcula de la misma forma enunciada en la Ec. (2.16) y con estas dos matrices
ya se pueden conseguir los coeficientes w, con los que se obtiene la flecha de la placa.

Problema dinamico

Para calcular las frecuencias naturales y los modos de vibracién se tiene que resolver el mismo
problema de autovalores | Ay — wQMg | con la tnica diferencia de que al igual que el cdlculo de
la matriz A, ha cambiado, M, también lo hace:

I
M, =phg [Ax(O, 0;0)A, (0,0;0) + h—OAx(o,o; 1)A, (0, 0; o)} (2.42)

Una vez conseguidos los modos de vibraciéon ya se puede diagonalizar las ecuaciones diferen-
ciales y calcular la flecha en funcién del tiempo siguiendo el mismo procedimiento de la Seccién
2.1.3 para el problema dindmico.

2.2. Piezoelectricidad

En esta seccion se enunciara la formulacién matematica del problema piezoeléctrico de forma
resumida. Las relaciones de equilibrio y compatibilidad, tanto elasticas como dieléctricas, se man-
tienen pero las constitutivas cambian ya que aparecen unas nuevas propiedades de acoplamiento
(conocidas como propiedades piezoeléctricas) entre los dos comportamientos. Estas propiedades
son, como indica su nombre, las que unen los comportamientos elasticos y dieléctricos.

Hay cuatro formas de expresar estas relaciones constitutivas dependiendo de qué variables se
eligan como dependientes. En este TFG, de la misma forma que en [11], se seguird la nomen-
clatura dada en [12]. Las expresiones se recogen en la Tabla 2.1, para simplificar los célculos se
considerard ¢ = P, s¥ = sP.

El desplazamiento eléctrico (D. eléct) tiene una interpretacion fisica dificil de intuir ya que
estd vinculado a los movimientos que sufren las cargas de las particulas que forman el dieléctrico.
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Nomenclatura Variables dependientes Ecuaciones Constitutivas

S=s"T+d"E (243)

Deformacién-D. eléct S, D
D=dT +€e'E  (2.44)
S=s"T+qg"D (245

Deformacién-Voltaje S, E
E=-gT+p"D (2.46)
T=cP’S—e"E (247)

Tension-D. eléct T, D
D=eS+eE  (248)
T=c’S—h"D (249)

Tension-Voltaje T FE

E=-hS+B°D (2.50)

Tabla 2.1: Ecuaciones constitutivas del efecto piezoeléctrico en sus cuatro formas.

Aun asi siquiendo el desarrollo de la Seccién 1.2.2 de [11] se llega a la expresién:

D=¢E (2.51)

Coeficientes Elasticos

= Flexibilidad s: Desplazamiento por unidad de tension. Se puede medir a campo eléctrico
o desplazamiento eléctrico constante.

oT; 5 oT; D
= Rigidez c: Inversa de la flexibidad.
oT; oT;
E e D i
Cij = v Gy = (2.53)
’ (551 ) B ’ <3SJ ) D

Coeficientes Dieléctricos
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= Permitividad e: Desplazamiento eléctrico por unidad de campo eléctrico. Se puede medir
a deformacion o tension constante.

oD; 0D;
S ? T i
’ <8Ej>s ’ <8Ej>T
» Impermitividad B: Inversa de la permitividad.
BS = ( ) . BE= ( ) (2.55)
J 0D; s J 0D; -

Coeficientes Piezoeléctricos

Coeficiente d:

- (22),-(2). s

= Coeficiente g:
9ij = (ng)])T =- <g%>[) (2.57)

= Coeficiente h:
o= (2) - (). .

= Coeficiente e:
e = <‘;§;>E:_<§g>s (2.59)

Por 1ltimo las relaciones més usadas para transformar estos coeficientes estan listadas en la
Tabla 2.2.

S—D—T-D S—-D—-S—-F T-D—-T-F S—F—->T-F
-1 -1
- () - ()
sP=sF—-d"gTd cP=cF+el g%
e=dc” h=gcP
g=p"d h=p%e
e =€l —dcPd’ B =pB"+gclg"

Tabla 2.2: Relaciones para transformar los coeficientes.
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Seccion 2.2. Piezoelectricidad

2.2.1. Criterio de signos y notacién
= T': positivas a traccién y negativas a compresion.
= S: positivas al ser producidas por tracciones y negativas por compresiones.
= . D: positivos si tienen el mismo sentido que la polarizacién de la cerdamica.

Por 1ltimo las ecuaciones constitutivas se pueden expresar de forma matricial. Para ceramicas
transversalmente isétropas y polarizadas en la direccién positiva de z, el sistema es el que se
muestra en la Ec. (2.60). Este tipo de ceramicas piezoeléctricas son las estudiadas en este TFG.

E

S (sf sty s 0 0 0 0 0 dy T,
Sy shoskh s o0 0 0 0 0 di T,
S. sfosk sk 0 0 0 0 0 ds T,
25y, 0 0 0 s 0 0 0 dy O Ty:
28, p=10 0 0 0 s& 0 ds 0 0]|=S T, (2.60)
254y 0 0 0 0 0 s& o0 0 0 Ty
D, 0 0 0 0 ds 0 €7 0 o0 E,
D, 0 0 0 dy 0 0 0 €y 0 E,
D, ld31 ds2 dzz 0 0 0 0 0 ey E,

2.2.2. Placas piezoeléctricas

En la Seccién 2.1 se expone la teoria de placas para materiales elasticos y no acoplados cuya
ecuaciéon constitutiva sigue la forma: T' = ¢ .S. Para materiales piezoeléctricos esta constitutiva se
convierte en la Ec. (2.47) o Ec. (2.49), segin que variables se tomen como dependientes. Aparece
un nuevo término debido al acoplamiento por lo que en la presente seccién se desarrollard una
teoria de placas con estas nuevas ecuaciones constitutivas.

Partiendo de las Ec. (2.47) y Ec. (2.48), se necesita una ecuacién méas de equilibrio aparte del
de fuerzas planteado en la Seccién 2.2.3 de [6]. Esta nueva ecuacién de equilibrio o de balance
eléctrico, desarrollada en la Seccién 1.2.2 de [11], es:

VD =0 (2.61)

Aparte de las hipétesis de Kirchoff y de estado plano de tensién, también se considerara que
los piezoeléctricos son transversalmente isétropos, por lo que sus matrices d, e, g, h son de
dimensién 3 x 6 y se definen con cuatro términos. Por ejemplo la matriz e es:

0
e=|0 0 0 es 0 O (2.62)
0

Aplicando todas las hipétesis mencionadas, las Ec. (2.47) y Ec. (2.48) se simplifican a:
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ci1 ci2 0 W g 0 0 ez E;
T =—|C T O W yy z+ [0 0 es Ey
0 0 ceo| | 2way 00 ol E.
(2.63)
0 O w er 0 O E,
D=—-—10 0 { w,mm } z4+ [ 0 €9 O Ey
€31 €31 e 0 0 €33 E,

donde los coeficientes C;;, €;; (siguen las férmulas de la Ec. (B.2)) son los coeficientes eldsticos y
piezoeléctricos reducidos por la condensacion eldstica fruto de aplicar las hipétesis de Kirchoff.

Es importante recalcar que por la forma de la matriz e, el inico campo eléctrico que influye
en las tensiones en el plano es E, y que la flecha de la placa influye solo al desplazamiento
eléctrico en z. Por lo tanto, el acoplamiento depende solo de E, (ver Apéndice B). Planteando
el balance de la tercera Ec. (2.61) y la segunda Ec. (2.63) se llega a la expresion:

Ez,:v + Ez,y = 33 €31 (w,:m::v + W zyy + W, xxy + w,yyy) z = Fk,= 533 €31 (w,:m: + w,yy)z (264)

por lo que la primera Ec. (2.63) se convierte en:

¢1 c2 O (O 0 0 pBszez 0
T=—|Cy T2 0 Wyy 22— |0 0 Bs3¢3 0 z (2.65)
0 0 cgq6 2 W,y 0 0 0 W e + W gy

Con la Ec. (2.65) ya se pueden calcular los momentos flectores de la misma forma que en
la Ec. (2.5) y con estos plantear el equilibrio de fuerzas que lleva a la ecuacién diferencial que
gobierna este tipo de placas:

Dypz W gzzz + 2 Hp W gayy + Dpy W yyyy = q(2,Y) (2.66)

siendo H,, = Dp;y + 2 D,s. La expresiéon anterior tiene la misma forma que la ecuacién dife-
rencial para materiales ortotrépicos pero las rigideces D, dependen también de los coeficientes
piezoeléctricos del material:

-2 h3 -2 h3 =2 h3 h3
e [3 e
D..—|z 31 p. D. — |z 31 p. D — = 31 p. D. .= p

La Ec. (2.66) se puede resolver con diferentes métodos, en este TFG se empleara el de Galerkin
ya explicado. Por 1iltimo se menciona que debido a la isotropia transversal de las cerdmicas PZT,
se verd en la Seccién 3.4 como Dy, = D,, = H), por lo que en realidad esas rigideces se pueden
factorizar y la ecuacién pasa a tener la forma de la Ec. (2.8).

24



Seccion 2.2. Piezoelectricidad

2.2.3. Salto de espesor placas piezoeléctricas

Para resolver este tipo de problemas solo se ha de adecuar la teorfa de la Seccién 2.1.6 para
materiales piezoeléctricos. La ecuacién momento-curvatura se convierte en:

M, Dpa w gz + Dpay w gy
M = M, = —X(2) § DpyWyy + Dpzy W2z (2.67)
My 2Dps w gy

donde las rigideces D), son las rigideces piezoeléctricas enunciadas en la Seccion 2.2.2 y calculadas
con el espesor de la placa de referencia hg.

Plantando otra vez el equilibrio se consigue una nueva ecuacién diferencial con lo que la
matriz A, pasa a ser:

Ay =Dy Ay (4,0;0)A,(0,0;0) + 2H,A,(2,0;0) Ay (2,0;0) + Dy, Ay (0,0;0) A, (4,0;0)
+ ag [DpyAx(O, 0; 1)Ay (4,0;0) + DppAy(2,2;1)Ay(0,0;0) — 4D, Ay (1,15 1) A, (2, 0;0)

+ Dy A (2,0, 1) A (0,03 0) + Dy A (0,23 1) A (0, 05.0) |
(2.68)

La matriz M, no cambia y una vez conseguidas estas dos matrices ya se puede calcular tanto
el caso estatico como el dindmico siguiendo el método de Galerkin explicado en la Seccién 2.1.3.

Placa de aluminio con salto de espesor piezoeléctrico

Esta teoria sirve para resolver el caso objetivo del presente TFG, una placa como la que se
muestra en la Figura 1.3. La matriz A, se calcula con:

Ay =Dy As(4,0;0)Ay (0,0;0) +2A,(2,0;0)A (2,0;0) + A, (0,0;0) Ay (4, 0;.0)]
+ 0 [ Dpy A0, 0; 1) Ay (4,05 0) + Dy A (2,25 1) Ay (0,05 0) — 4D Ag(1, 1; 1) Ay (2,0;0)
+ Dy A (2,0, 1) A (0,03 0) + Dy A (0,23 1) A (0, 05.0) |
(2.69)

donde Dy es la rigidez del aluminio y D, las piezoeléctricas. La rigidez del aluminio se calcula
con el espesor de la placa de referencia hg y las piezoeléctricas con el del salto de espesor h,.

Por tltimo la matriz M, se convierte en:

h2
M, = paho A,(0,0;0)A,(0,0;0) + pp h—: A,(0,0;1)A,(0,0;0) (2.70)

donde pa, pp son las densidades del aluminio y del piezoeléctrico respectivamente.
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2.2.4. CaAlculos energéticos

En [13] se enuncia que la corriente eléctrica de una placa piezoeléctrica viene dada por la
férmula:

I(t)y=—r //A (€31 W pat + €31 Wyt + 2 €36 W gqt) dA (2.71)

siendo r la distancia entre el plano medio del piezoeléctrico y el de la placa, lo que quiere
decir que si una placa estd hecha toda de material piezoeléctrico o es un laminado en el que el
piezoeléctrico esta en el plano medio de la placa, no habra corriente.

La razén de este fenémeno es que el campo eléctrico en la direccion z que se crea en el
piezoeléctrico es antisimétrico con respecto al plano medio —un ejemplo se puede observar en la
Figura 3.16—. Por tanto la distribucion de voltaje es simétrica y las corrientes que circulan de cada
superficie libre al plano medio, donde el voltaje es nulo al no haber tensiones, se contrarrestan.

La intensidad de la Ec. (2.71) varia en amplitud con la frecuencia de la carga temporal
aplicada y con las frecuencias naturales aplicadas. Esta amplitud oscila de valor muy rapidamente
por lo que se define una intensidad media I,,, que varia solo con la frecuencia de la carga y tiene
de amplitud la mitad del valor méaximo de la intensidad como se puede observar en la Figura
4.12.

Ademés de la intensidad también se define la resistividad del piezoeléctrico que sigue la
ecuacion:

h hp
_ b 2.72
R Ly = (2.72)

donde h es el espesor y A el area del piezoeléctrico.

La resistividad de los materiales varia dependiendo de diversos factores como la temperatura.
Para el PZT se puede ver en [14] que este pardmetro cambia entre {2 x 10° 107} [Qm] por lo
que en este TFG se fijard un valor de tp = 10% [Qm).

Por dltimo la potencia del piezoeléctrico es:

P,=1,(00*R (2.73)
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Validaciones

En este capitulo se plantearian una serie de problemas para resolver de forma analitica y con
dos programas MEF: FEAP y COMSOL.

3.1. Efecto piezoeléctrico

Se considera un cilindro de radio = 10 [mm)] y espesor h, = 10 [mm] como el de la Figura
3.1. Primero se aplicard un voltaje en la cara superior y se calculard la variacién del espesor
y luego se aplicard una carga sobre la cara superior para estudiar el voltaje que se genera. El
material del cilindro es PZT-4 cuyas propiedades necesarias para la resolucién del problema se
encuentran en el Apéndice C.

r

] q
z z

\

L

Figura 3.1: Esquema del problema inverso (izquierda) y directo (derecha).

Para resolver el problema por MEF se ha creado una malla 3D como la que se muestra en la
Figura 3.2.

Figura 3.2: Mallado del cilindro 3D a base de paralelepipedos.

3.1.1. Inverso

Se prescribe un voltaje de V =1 [V] en la cara superior. Partiendo de la Ec. (2.43) se elimina
el primer término ya que no hay tensiones aplicadas y se dejan solo las componentes en el eje z:

S=s"F+d"E — S =dskFE. (3.1)
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Evaluando la expresion en la cara superior, que es donde mas deformaciéon habra debido a
que el campo eléctrico es méximo, y teniendo en cuenta que su direcciéon es contraria al eje z
(polarizacion de la cerdmica) aparece un signo negativo:

Ah V
S —d33 — — A]’Lp = —d33 %4 (32)
W
Magnitud Analitico FEAP COMSOL
Ah,, [m] —2,89-10719  —2.8867-10719 —2,89.10719
Error relativo (%) [—] 0,11 0

Tabla 3.1: Resultados efecto inverso.

Como se puede ver en la Tabla 3.1, todos los métodos proporcionan el mismo resultado: una
compresién infima ya que el voltaje aplicado es muy bajo.

3.1.2. Directo

Se prescribe una fuerza total F' = —10 [N] en la cara superior. Partiendo de la Ec. (2.46) se
elimina el término del desplazamiento eléctrico y se dejan solo las componentes en el eje z por
lo que se convierte el problema a unidimensional:

E=—gT+8'P — E.=—g3q (3.3)

y reescribiendo el coeficiente g con las relaciones de la Tabla 2.2 como g33 = d33/€es3, la carga
aplicada como ¢ = F/A y multiplicando por el espesor para calcular el voltaje maximo en la
cara superior:

dss F dsz F't
E,=- V=-—— 3.4
€33 A - €33 A ( )
Magnitud Analitico FEAP COMSOL
V [V] 7,992 7,9942 7,992
Error relativo (%) -] 0,03 0

Tabla 3.2: Resultados efecto directo.

Con los datos de la Tabla 3.2 se llega a la misma conclusién que en el caso indirecto: los tres
métodos coinciden.

28



Seccién 3.2. Rectdngulo piezoeléctrico

3.2. Rectangulo piezoeléctrico

Se estudia un rectdngulo de PZT-4 de lados I3 = 1,14 [mm] y lo = 312, que estd articulado en
todos los lados menos el superior como se puede ver en la Figura 3.3. Los lados estan conectados
a toma de tierra, es decir, el voltaje en esos bordes es nulo. Se aplica un voltaje de 10 [V] en la
cara superior y se pretende calcular la distribucién del campo eléctrico y la polarizacién en la
direccién z. Los datos del material se encuentran en el Apéndice C.

\ 2

I3

O 000
|
\

Y

“P\\\\

00 Q000 0Q00000Q0000
N N NN\

I

Figura 3.3: Esquema de rectangulo con voltaje aplicado en la cara superior.

Como se demuestra en [15], la distribucién del potencial viene dada por la férmula:

n(Yy) sinh(Y z) r_T (2k —1)

V o0
Viy.2) == Z:: 2%k — 1) sinh(Yl3) Iy (3:5)

En la Figura 3.4 se dibuja el resultado de la formula anterior. Los dos resultados producidos
por los MEF coinciden y la malla para este problema no se muestra ya que es simplemente un
rectangulo con elementos cuadrilateros.

z [mm]
S N = O

0 05 1 15 2 25 3
y [mm]

Figura 3.4: Distribucién del potencial V (y, z) de la solucién analitica.

Por ultimo se calcula la polarizacién en la direccién z que sigue la formula:

oV (y,z)

Pz = (633 - 60) Ez; Ez - - ER
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La solucién a lo largo de una linea se representa en la Figura 3.5 como también las datos de

los dos programas. Los valores de los tres métodos coinciden a la perfeccion por lo que el estudio
se da por satisfactorio.

0 ¢ 6> 2 [mm]
0,5 1 1,6 2 2,5 3

o —20
é —40 — Analitico
% » COMSOL
. —60 o FEAP
~ —80

—100

Figura 3.5: Valores de la polarizacién P, a lo largo de una linea z = [3/2.

3.3. Placa empotrada material no acoplado

Se considera una placa cuadrada empotrada como la que se dibuja en la Figura 3.6 de
dimensones a = 0,1 [m] y h, = 0,005 [m] hecha de aluminio (Y = 70 [GPa] , » = 0,35 , p = 2700
[kg/m?))

2a

NSONNNNNANANN

0 .
\\yﬁ\\\\&c
Yy

Figura 3.6: Esquema de una placa empotrada cuadrada.

Las C.C. son: w |§j§: 05wy gjg: W,y gjg: 0. La malla para resolver el problema

con COMSOL se puede ver en la Figura 3.7 aunque con FEAP se ha usado un elemento 2D que
tiene la misma malla que la anterior pero sin espesor. La razon de no hacer el estudio en 3D con
FEAP es porque la opcién 2D da resultados precisos con menor coste computacional.

3.3.1. Problema estatico

La placa est4 sujeta a una carga uniforme ¢(z,y) = go = 10000 [N/m?]. El primer paso es
escoger las funciones de prueba 6 que satisfazcan las condiciones de contorno. Se probaran unas
polinémicas y otras trigonométricas. Las polinémicas son:

91 _ (562 _ a2)2(y2 _ a2)2; 92 — (562 _ a2)2(y2 _ (12)3 (37)
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Seccién 3.3. Placa empotrada material no acoplado

Figura 3.7: Malla de COMSOL para placa empotrada a resolver por MEF.

Siguiendo el procedimiento descrito en la Seccién 2.1.3 se calculan las matrices A, y By

obteniendo como resultado w, = {3206 71189}T con lo que se puede calcular la flecha con la
Ec. (2.12).

0,1

Figura 3.8: Flecha w(z,y) debida a carga uniforme de placa empotrada.

Como se puede apreciar en la Figura 3.8, la flecha alcanza un méaximo en el centro de la placa
y se respetan las condiciones de contorno. Las funciones de prueba determinan la precisién de la
solucién por lo que ahora se procederd a utilizar funciones trigonométricas que tienen la forma
de la curvatura vista en la Figura 3.8. Estas funciones son:

Ornn(i,) = { 1 = cos [w} b1 cos [w} b (3.8)

a a

para m,n = 1,2 y se agrupan en el vector 8 = {911 012 021 922}T con lo que se obtiene la
siguiente solucién de los coeficientes de Galerkin: w, = {588 58,8 58,8 9,19}—r x 1078,

Por dltimo se obtiene la solucién final de la misma forma que con la ecuacién mencionada.
En la Figura 3.9 se representa la flecha a lo largo de la una secciéon y = 0 para que se puedan
comparar ambos tipos de funciones y los MEF. Los cuatro resultados son muy parecidos, la iinica
discrepancia estd en la flecha en el punto medio aunque no es nada grande. Ambas soluciones
de los MEF estan entre la solucién polinémica y la trigonométrica por lo que los resultados se
consideran validas.
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AW [mm]
0,02 ___ Polinémica
fffff Trigonométrica
0,0015 » COMSOL
0,01 o FEAP
0,005
z [m]
—0,1 —0,05 0 0,05 0,1

Figura 3.9: Comparacién de la flecha w(z,0) de placa empotrada analitica y con MEF.

3.3.2. Problema dinamico

La placa esta ahora sujeta a una carga uniforme que varia con el tiempo de forma arménica
q(z,y,t) = qo sin Qyt siendo gop = 10000 [N/m?] y la frecuencia Q; = 1 [rad/s].

Al ser la carga simétrica no hace falta utilizar funciones asimétricas pero se utilizardn de todas
formas para capturar también los modos de vibracion asimétricos. Estos modos no influyen en
el resultado pero completan la solucion.

Para esta placa se trabajard de forma adimensional con las coordenadas & = x/a, n = y/a
por lo que las funciones de prueba son:

gm (&) = {1 — cos [mm(€ +1)] }; hm (&) = sin(mn§) — %sin(mwg); (3.9)

01(&m) = 91(&)g1(n); 02(&,m) = g1(§)h(n);  03(&,m) = h1(§)g1(n)
04(&;m) = h1(§hi(n);  05(5m) = g2(&)g1(n);  06(&m) = 91(£)g2(n) (3.10)

07(&,m) = g2(&h1(n);  0s(&,m) = h1(§)g2(n); 09(&,m) = 92(£)g2(n)

Con estas funciones se plantea el problema de autovalores definido en la Ec. (2.15) y se
consiguen las matrices correspondientes. Con estas dos matrices se resuelve el problema de
autovalores | A; —w?M, |= 0 y se obtienen las frecuencias naturales que se muestran en la
Tabla 3.3. En esta tabla tambien se comparan los resultados con los de FEAP y COMSOL.

Para pasar de la frecuencia circular obtenida w a la frecuencia f solo hay que dividir por 2.
A continuacién se obtendran los modos para poder determinar la fuente de esa diferencia.
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(64,75 0 0 0 162 162 0 0 0
0 12,14 0 0 0 0 4,047 0 0
0 0 12,14 0 0 0 0 4047 0
0 0 0 2024 0 0 0 0 0
A,= 162 0 0 0 4776 0 0 0 259,0| x 10°
162 0 0 0 0 4776 0 0 2590
0 4,047 0 0 0 0 5464 0 0
0 0 4,047 0 0 0 0 5464 0
0 0 0 0 2590 2590 0 0 1036
(1,215 0 0 0 0,810 0,810 0  0,540]
0 0,01 0 0 0 0 0068 0 0
0 0 0,01 0 0 0 0,068 0
0 0 0 0,008 0 0 0 0
M, = (0810 0 0 0 1,215 0,540 0 0,810
0,810 0 0 0 0,540 1,215 0 04810
0 0,068 0 0 0 0 0,101 0 0
0 0 0,068 0 0 0 0 0101 0
L0 0 0 0 0810 0810 0 0 1,215

Hay que remarcar que la matriz A, no es la misma que para el problema estdtico ya que
no se han utilizado las mismas funciones, tanto la matriz de rigidez como la de masas tienen
su dimensién igual al ntmero total de funciones de prueba; en este caso como hay nueve la
dimensién es de 9 x 9 tal y como se muestran.

Para obtener los modos hay que determinar un vector que multiplicado por la matriz del
problema de autovalores resulte en un vector nulo. Por ejemplo para el primer vector se resuelve
(A, —wiM,)¥, = 0. Siguiendo la Ec. (2.23) se consiguen los modos representados en la Figura
3.10.

f [Hz] Analitico FEAP COMSOL f [Hz] Analitico FEAP COMSOL
f 1133 1117 1130 f6 4247 4075 4109
fa 1718 2270 2294 fr 4969 5053 5096
f3 1718 2270 2294 fs 4969 5053 5096
fa 2465 3330 3363 fo 7215 6456 6497
fs 4233 4053 4088

Tabla 3.3: Tabla comparativa de frecuencias naturales para placa empotrada.
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(a) Modo 1. f = 1133 [Hz] (b) Modo 2. f = 2270 [Hz]

(g) Modo 7. f = 4969 [Hz] (h) Modo 8. f = 4969 [Hz]

/ & ""\\»*w
LTS
LAY
VY

(i) Modo 9. f = 6456 [Hz]

Figura 3.10: Modos y frecuencias naturales de la placa empotrada.

Los valores de las frecuencias obtenidos por MEF se asemejan mucho entre ellos y en cuanto
a los analiticos, algunos presentan ciertas discrepancias considerables con los MEF. Los modos
calculados con el método analitico coinciden con los de MEF, por lo que probablemente el error
entre las frecuencias serd a causa de las funciones de prueba ya que estos problemas son muy
susceptibles a ellas. Por dltimo se comparara la flecha en el punto medio en un rango de tiempo

de diez segundos.

Con los vectores propios se pueden diagonalizar las matrices para plantear el sistema de ecua-
ciones diferenciales desacoplado del que se obtendran las funciones de respuesta que dependen
del tiempo. Estas tienen una parte homogénea que corresponde a la oscilacién de los modos con
las frecuencias naturales y otra particular que se corresponde con la carga aplicada; por ejemplo,

operando:

F,1(t) = (6,22sin wit + 0,0009sin Qft) x 107°
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Con estas funciones ya se puede representar la flecha siguiendo la Ec. (2.24). En la Figura
3.11 se representa la flecha en el centro de la placa conjuntamente a la solucién en ese punto de
los MEF. Como se puede observar, la solucién de los tres métodos es practicamente la misma.

— Analitico
» COMSOL

o FEAP

Figura 3.11: Comparacién de flecha méxima w(0,0,t) de placa empotrada.

3.4. Placa piezoeléctrica de PZT

Se considera una placa rectangular piezoeléctrica de PZT articulada en £ = y = 0 y con
correderas en x = a, y = b como la que se observa en la Figura 3.12. Las dimensiones de la placa
sona = 0,6, b=0,3, h, = 0,01 [m] y las propiedades del PZT-4 se encuentran en el Apéndice C.

R >

Figura 3.12: Placa de material piezoeléctrico con dos articulaciones y correderas.

Las C.C. de esta placa son: w |228: 0; w42(0) = w,yy(0) = 0 para las articulaciones y
wa(a) = wy(b) = 0; wape(a) = wyyy(b) = 0 para las correderas de forma simplificada. Las
mallas de FEAP y COMSOL se encuentran en la Figura 3.13, que como se puede observar
tienen més elementos en la direcciéon z que la malla de la Figura 3.7 para capturar bien el campo
eléctrico que se genera.

La malla de FEAP tiene que ser muy refinada ya que el material piezoeléctrico que se emplea
utiliza una formulacién de sélido elastico basica que tiene un problema con los elementos con una
relacién de lados (altura-longitud) muy alta si el nimero de Poisson v es muy alto: aproximada-
mente con paralelepipedos siete veces mas largos que altos aparece un fenémeno llamado “Shear
Locking” que en resumen hace mas rigida la estructura y se obtienen valores de la flecha mas
bajos que los reales. Utilizando una formulacién ampliada, como hace COMSOL, el problema se
resuelve por lo que la malla no necesita estar tan refinada.
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Figura 3.13: Mallas de FEAP (izquierda) y COMSOL (derecha) para placa piezoeléctrica.

Las funciones que cumplen las C.C. son:

. [(2m— 1)7138] ) [(Qn — 1)7Ty}
) = 3.11
mn (T, Y) = sin { 5o sin T (3.11)
y se utilizardn para m,n = 1,2 con lo que se obtendrdan cuatro funciones para resolver con Ga-
lerkin. Por 1ltimo siguiendo la teoria expuesta en la Seccion 2.2.2 las rigideces en sus respectivas
direcciones toman los siguientes valores: Dp, = Dy, = Hp = 9960,8 [Nm]. Todas tienen el mismo
valor gracias a la isotropia transversal de las ceramicas PZT.

3.4.1. Problema estatico

Se aplica una carga uniforme de g(z,y) = 10000 [N/m?]. Se sigue el mismo procedimiento
empleado en la placa empotrada para calcular la matriz A, con la tnica diferencia de que ahora
la integral que antes se hacia con la Ec. (2.16), donde la rigidez de la placa estaba factorizada
para todas las derivadas, pasa a tener la siguiente forma:

Ag = //A VG OT dA, VG = Dpxe,x:m::v + 2Hp0,zzyy + Dpye,yyyy (312)

con lo que se obtienen los siguientes valores numeéricos de la matriz de rigidez, el vector de fuerzas
y los coeficientes de Galerkin:

53 0 0 0 729.5 1385,8
1o 356 0 0 5 a2 | ] 683 »
A=10 0 ass3 o | X0 Be=9 o390 (7 W= gq4 (X1
0 0 0 4264 81,1 1,9

Con estos datos se consigue la flecha que se muestra en la Figura 3.14. Esta cumple las C.C.
geométricas impuestas en la placa: los bordes x = 0, y = 0 estan articulados por lo que no se
mueven pero sus opuestos si que lo pueden hacer gracias a las correderas. Como era de esperar,
el punto donde la flecha es maxima estd en el borde de la placa donde se juntan las correderas
r=a,y=>b.
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Figura 3.14: Flecha debida a carga uniforme de placa con articulaciones y correderas.

Para comparar la solucién con los MEF se representa la flecha en una linea de y = b constante
en la Figura 3.15. Los tres métodos proporcionan practicamente el mismo resultado, FEAP
rigidiza un poco mas la placa produciendo una flecha un tanto més pequena ya que aunque la
malla se ha refinado para paliar el problema del “Shear Locking” no se ha conseguido eliminarlo
por completo.

w [mm)]

1,2

1

0,8 — Analitico
0.6 » COMSOL

’ o FEAP

0,4

0,2

, ™

a
01 02 03 04 05 06

Figura 3.15: Comparacién de flecha w(z,b) de placa piezoeléctrica analitica y con MEF.

Para el calculo del campo eléctrico primero se necesita calcular las tensiones. Estas siguen la
férmula:

T, Dy Wy + szy W,y
T={ Ty ¢ == DnayWay +Dmywyy o2
Tyy 2 Dips W gy

donde D, son las rigideces D, pero multiplicadas por 12/ hf, y luego con la Ec. (2.46), con-
siderando desplazamiento eléctrico nulo, se puede calcular el campo eléctrico. Los resultados
analiticos y de MEF se pueden observar en la Figura 3.16 donde se representa el campo eléctrico
en la direccién z para una seccién de y = b constante a lo largo del espesor.

Los tres métodos dan campos similares, siendo nulo en el plano medio de la placa ya que ahi
las tensiones son nulas. Por ultimo para conseguir el voltaje se tiene que integrar la expresién
de E, y como tiene que ser 0 en z = 0 la constante de integracién es nula.
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E. [kV/m]

4 300
9 200
= 100
£.0 0
N , —100

B -1 =200
4 - B =300
> / N

0 02 04 060 02 04 060 02 04 06
z [m]

Figura 3.16: Comparacién de campo eléctrico E, analitico (izquierda) con COMSOL (centro) y
FEAP (derecha) en placa piezoeléctrica con articulaciones y correderas.

En la Figura 3.17 se compara el voltaje obtenido analiticamente y por MEF en una linea
vertical (a lo largo del espesor) localizada en © = a, y = b donde la flecha es méxima y por tanto
el voltaje también serd maximo.

—4 -2 0 2 4
z [mm]
—200
—400 — Analitico
» COMSOL
—600 o FEAP

—800
—1000

vV [V]

Figura 3.17: Voltaje V' (a,b, z) de placa piezoeléctrica analitico y con MEF.

Como se ha visto a lo largo de esta seccién, todos los resultados son similares con los tres
métodos por lo que la teoria desarrollada en la Seccion 2.2.2 se valida para problemas estaticos.

3.4.2. Problema dinamico

La carga pasard a variar arménicamente con la forma ¢(z,y) = 10000 sin(Qs¢) [N/m?] y una
frecuencia 2y = 4 [rad/s|. Se utilizan las mismas funciones que para el problema estdtico y lo
unico que falta para resolver el problema de autovalores de las vibraciones naturales es la matriz
de masas:




Seccién 3.4. Placa piezoeléctrica de PZT

Como se han utilizado cuatro funciones, se obtienen cuatro frecuencias naturales que se
comparan con las conseguidas por MEF en la Tabla 3.4. Los modos de vibracién se muestran
en la Figura 3.18.

f [Hz] Analitico FEAP COMSOL f [Hz] Analitico FEAP COMSOL

fi 62,86 63,69 62,81 s 465,13 470,8 461,93
fs 163,42 165 163,01 fa 565,7  568,8 560,82

Tabla 3.4: Tabla comparativa de frecuencias naturales para placa con articulaciones y correderas.

(a) Modo 1. f = 63 [Hz]

(c) Modo 3. f = 465 [Hz] (d) Modo 4. f = 565 [Hz]

Figura 3.18: Modos y frecuencias naturales de la placa con articulaciones y correderas.

Los autovectores de los modos de la Figura 3.18 se recogen en la matriz;

1 0 0 0
0 -1 0 O
v= 0 0 -1 0
0 0 0 1

con los que se puede diagonalizar el sistema de ecuaciones diferenciales y conseguir la flecha
en funcion del tiempo. El proceso es el mismo que el que se sigue en el anterior problema y el
célculo de las tensiones, campo eléctrico y voltaje es el mismo que en el problema estatico solo
que ahora la flecha varia con el tiempo y por tanto estas variables también lo haran.
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Para comparar resultados se representara la flecha en el punto z = a, y = b y el voltaje en
esas mismas coordenadas y en el maximo de espesor z = h,/2 en la Figura 3.19.

w [mm] V [V] — Analitico
8 1000 v » COMSOL
1
05 500
04 0,5 0 4
—0,5 —500
-1
—1000

Figura 3.19: Comparacién de flecha w(a,b,t) (izquierda) y voltaje V(a,b, h,/2,t) (derecha) en
placa piezoeléctrica con articulaciones y correderas.

Los resultados de los tres métodos coinciden a la perfeccion tanto en el voltaje como en la
flecha con lo que se da el estudio por satisfactorio.

3.5. Laminado de aluminio y PZT

Se estudia un laminado de 3 capas compuestas por aluminio-PZT-aluminio articulado como
el que se muestra en la Figura 3.20. Las propiedades del aluminio son las mismas que en la
Seccién 3.3 y la cerdmica piezoeléctrica es el PZT-4 cuyas propiedades estdn en el Apéndice C.
La placa en cuestién es cuadrada de dimensiones a = 0,4 [m] y los espesores de las capas de
aluminio y PZT son respectivamente hy = 0,004, hp = 0,002 [m] por lo que el espesor total de
la placa es h, = 0,01 [m].

}hp/ :
)

Figura 3.20: Laminado articulado de aluminio-PZT-aluminio.

z

Las mallas para los dos MEF se encuentran en la Figura 3.21 que como se puede observar
tiene muchos més elementos en la parte del PZT para que se capture el campo eléctrico con
precision. Para este problema la malla de FEAP no se refina tanto porque se ha utilizado un
elemento piezoeléctrico para FEAP que si que tiene la opcién de emplear la formulacién ampliada
con lo que el efecto del “Shear Locking” mencionado en la Seccién 3.4 no aparece y se consiguen
resultados certeros.
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También se ha de recalcar que gracias a la doble simetria de la placa, la malla representa
solo una cuarta parte de esta y se han aplicado condiciones de simetria en z = a/2, y = b/2

—desplazamientos normales en esas superficies nulos— para reducir el coste computacional de
forma considerable.

Figura 3.21: Mallas de FEAP y COMSOL para el laminado piezoeléctrico.

Para resolver este problema se tiene que juntar la teoria de la Seccion 2.1.4, 2.1.5 y 2.2.2.
Los valores de los coeficientes ¢;;, €31 y €33 son para el PZT y se calculan con la Ec. (B.2).

A continuacién se procede a calcular las rigideces medias en las diferentes direcciones si-

guiendo el procedimiento de la Seccién 2.1.5. Por ejemplo, en la direccién x se obtienen las
constantes:

20\ .
_ T _ Ya
Ay = 7 ha + (Cn + ) (ha+hp) hA} + = 7z |:h/p (ha+ hp)]

Y, 2 e\ [ 2_p%]  Ya [R2—(ha+hp)?]
Bx_7A<hA>+<E11+ei> hat )~ 1 LA Wil

1-2\ 2 2 1-17 | 2

1—1/31 3 €33 3 +1—1/§1_ 3

Y, h3 22\ [(ha+ hp)® — R3] Va  [h3 = (ha+hp)3]
C, = A <—A>+<E11+631> (ha +hp) A A 5 — (ha +hp)

y con estas ya se puede obtener la rigidez media en la direccién z con la Ec. (2.36). El proceso es
el mismo para las otras direcciones con la diferencia que para Dy, se utiliza €2, en Dy €12 y en
Dy ce6. Finalmente se consiguen los siguientes valores de las rigideces medias: D, = 6674,18,
Dy = 6674,18, Dyyy = 2346,98, Dy = 2153,4 y Hy = 6674,18 [Nm].

Analizando los valores ocurre lo mismo que con las rigideces del problema de la Seccién 3.4.
Esto ocurre gracias a que el aluminio es isétropo, el PZT es transversalmente isétropo y la placa
tiene simetria con respecto al plano medio, es decir, hay la misma cantidad de aluminio y PZT

en la parte superior y inferior. Si esta simetria no se cumple solo coinciden los valores de Dy, y
Dy, como se verd en la Seccién 4.2.
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Capitulo 3. Validaciones

Por tltimo una funcién de prueba que cumple las C.C. de la placa articulada (w = 0 |228:Z

x=0,a
S War = Wyy =0 [,

) y:O,a) es:

0(x,y)mn = sin (mww) sin (nwy) (3.13)

a a

para m,n =1,3,5,... (m y n tienen que ser impares.)

3.5.1. Problema estatico:

Se somete la placa a una carga uniforme de ¢ = 10000 [N/m?]. Para resolver el problema con
el método de Galerkin se escogen cuatro funciones:

.
0={0n 015 05 O3} (3.14)

y siguiendo el mismo procedimiento de la Seccién 3.4 se consiguen los siguientes valores de los
coeficientes de Galerkin con los que resolver el problema:

406 0 0 0 648,46 1595,89
o 10158 o0 0 6 ) 2165 | ) 21,98 .
A 0 0 10158 0 X190 Ba=9 91615 (7 W= 2128 (<M
0 0 0 320,12 72,05 2,19

La flecha de la placa se representa en la Figura 3.22, se puede observar que cumple las C.C.
y el punto medio x = a/2, y = a/2 es el que més se deflecta como era de esperar en este tipo de
placas.

w [mm]

Figura 3.22: Flecha w(x,y) debida a carga uniforme de laminado articulado.

Para comparar los resultados analiticos con MEF se representa la flecha a lo largo de una linea
de y = a/2 en la Figura 3.23. Los tres métodos consiguen los mismos resultados y ahora FEAP
y COMSOL coinciden a la perfeccién gracias a que los dos utilizan la formulacién ampliada y
el fenémeno del “Shear Locking” no se produce.
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Seccién 3.5. Laminado de aluminio y PZT

w [mm]
0,15
0,1 — Analitico
» COMSOL
& : : : B> x [m]
0 0,1 0,2 0,3 0,4

Figura 3.23: Comparacién de flecha w(zx,a/2) de laminado analiticamente y con MEF.

El campo eléctrico se origina solo en el PZT por lo que el siguiente paso es conseguir las
tensiones en esa capa del material. Para ello, igual que en la Secciéon 3.4, se calculan con la
siguiente expresion:

TPw Dme W ra + DmP:cy Wy
Tp = Tpy == DmpayWay + Dmpywyy o2
TPwy 2 DmPs W 2y

que estan acotadas entre z € [~hp/2 hp/2] y las rigideces D,,p son:

=2 =2 =2

- €31 - €31 — €31
Dypr =7C11 + ; DmPy =cCx+ —; Dumy =Ci2+ —=; Dmps = ce6
€33 €33 €33
Una vez conseguidas las tensiones el campo eléctrico es E = —gTp. En la Figura 3.24 se

comparan los resultados analiticos y de MEF en una seccién de y = a/2 para el espesor de la
capa de PZT. Se puede observar que los tres métodos coinciden.

E, [kV/m]

g
A
N
P TN < > N
0 01 02 03040 01 02 03 040 01 02 03 04
z [m]

Figura 3.24: Comparacién del campo eléctrico E, analitico (izquierda) con COMSOL (centro)
y FEAP (derecha) en laminado piezoeléctrico articulado.
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Capitulo 3. Validaciones

Finalmente integrando la expresién del campo eléctrico se consigue el voltaje, en la Figura
3.25 se comparan los valores de los tres métodos a lo largo del espesor del PZT en el punto
x =a/2, y = a/2. Como se puede observar, los resultados coinciden

1 —05 0 0,5 1
z [mm]

— Analitico

» COMSOL
o FEAP

—15

vV [V]

Figura 3.25: Comparacién de voltaje V(a/2,a/2, z) de laminado piezoeléctrico con MEF

3.5.2. Problema dinamico

La carga pasard a ser ¢(z,y) = 10000 sin(€2f¢) [N/m?] con una frecuencia Q5 = 2 [rad/s]. Se
utilizan las mismas funciones con lo que la matriz de masas tiene los valores de:

1,464 0 0 0
0 1464 0 0
M, 0 0 1464 0
0 0 0 1,464

y con ella y la matriz de rigidez se obtienen las frecuencias naturales mostradas en la Tabla 3.5
y los modos de vibracion de la Figura 3.26.

f [Hz] Analitico FEAP COMSOL f [Hz] Analitico FEAP COMSOL

fi 265,15 264,44 264,55 f3 132574 1312,46  1311,2
f 1325,74  1312,42  1311,2 f4 2386,33 2311,48  2399.6

Tabla 3.5: Tabla comparativa de frecuencias naturales para laminado articulado.

Los autovectores de los modos de vibracion se recogen en la matriz:

10 00
0100
\II_OOIO
0 001

y con estos ya se puede diagonalizar el sistema de ecuaciones y calcular la flecha en funcién del
tiempo.
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Seccion 3.5. Laminado de aluminio y PZT

(c) Modo 3. f = 1325,74 [Hz] (d) Modo 4. f = 2386,33 [Hz]

Figura 3.26: Modos y frecuencias naturales del laminado articulado.

Para comparar resultados se representa la flecha w en el punto medio de la placa y el voltaje
en esas mismas coordenadas y en el maximo del espesor del PZT z = hp/2 en la Figura 3.27.

— Analitico
» COMSOL

Figura 3.27: Comparacion de la flecha w(a/2,a/2,t) (izquierda) y el voltaje V(a/2,a/2,hp/2,t)
(derecha) de laminado piezoeléctrico articulado.

Se puede apreciar que los tres métodos coinciden a la perfeccion al igual que en el caso
estatico, no solo los MEF coinciden entre ellos ya que se ha realizado el mismo estudio con los
dos programas sino que teoria analitica proporciona los mismos resultados con lo que se validan
los célculos analiticos.
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Capitulo 3. Validaciones

3.6. Placa material no acoplado con salto de espesor

Se estudia una placa empotrada en la direccién x, articulada en la direccién y y con un salto
de espesor en la direccién x como la que se muestra en la Figura 3.28. Las dimensiones de la
placa son: a = 04, b = 0,2, hg = 0,0025, a, = 0,2, a,,, = 0,3, h, = 0,0025 [m] y el material es
aluminio con las mismas propiedades que en la Seccién 3.3.

5 Y

S

VS

<

Figura 3.28: Placa empotrada en z, articulada en y con un salto de espesor.

Las mallas para MEF son como la de la Figura 3.7 pero contando también el salto de espesor
y las funciones de prueba utilizadas son:

Am X Am T cosh \,,, —cos A\, [ . A T .
Oz, () = cosh (—) — cos ( ) - — , [smh (—) — sin (—)]
m a a sinh \,,, — sin A, a a

Om(y) =sin (72

donde A, son las raices de la ecuacién: cos A\, cosh A\, = 1.

3.6.1. Problema estatico

Se somete la placa a una carga uniforme q(x,y) = 10000 [N/m?] y se escogen cinco funciones
en cada direccién para asegurarse de tener suficientes funciones antisimétricas con las que se
consiga una flecha acertada:

T T
0, = {Hm)\l 01’)\2 9:1:)\3 Hm)\4 9:1:)\5} ; ay = {Hyl 9y2 6y3 9y4 9y5} (315)

consiguiendo un total de 25 funciones al combinarlas. Debido a la gran dimensién de las matrices
y vectores los resultados de estos se omitirdn y se mostraran solo resultados finales.

De la Ec. (2.41) se obtiene la matriz Ag, de la Ec. (2.16) el vector By y con estos dos ya
se pueden conseguir los coeficientes de Galerkin w,. La flecha de la placa se representa en la

46



Seccién 3.6. Placa material no acoplado con salto de espesor

Figura 3.29 donde se puede observar, como era de esperar, que la zona que mas se deflecta es la
que no tiene el salto de espesor ya que tiene menos rigidez.

w [mm]

Figura 3.29: Flecha de placa empotrada y articulada con salto de espesor.

Para comparar con MEF se muestra en la Figura 3.30 la flecha a lo largo de una seccién de
y = b/2 comparada con los dos programas. El resultado analitico de asemeja a los resultados
proporcionados por los MEF con un error del 3,5% en el punto de mdxima flecha.

0.6 w [mm)]
0.5 @Ao“é\
0,4 N _ Analitico
0,3 » COMSOL
0,2 o FEAP
0,1

& a> = [m]

0 0,1 0,2 0,3 0.4

Figura 3.30: Comparacién de w(x,b/2) de placa con salto de espesor analiticamente y con MEF.

Las tensiones T se calculan con la féormula:

g y Wz + VWyy
T=X T, = T2 W TV War 02 (3.16)
Ty (1 =v)way

y en la Figura 3.31 se compara T en la zona del salto de espesor [a/2 a] a lo largo de z.

Como se puede observar, los resultados de los tres métodos coinciden tanto en forma como en
magnitud por lo que la hipdtesis de que el plano medio estd siempre entre la superficie inferior
y superior de la placa se acerca a la realidad.
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T, [MPa]

0,2 02 03 035 040,2 025 03 035 040,2 025 03 0,35 04
@ [m]

Figura 3.31: Comparacion de las tensiones T, analitico (izquierda) con COMSOL (centro) y
FEAP (derecha) de una placa articulada y empotrada con un salto de espesor .

3.6.2. Problema dinamico

En esta seccién la carga aplicada varia arménicamente siguiendo la expresion: ¢(z,y) =
10000 sin(Q2f¢) [N/m?] con Qf =1 [rad/s].

Utilizando la Ec. (2.42) se calcula la matriz de masas y resolviendo el problema de autovalores
se consiguen las frecuencias naturales recogidas en la Tabla 3.6 y los modos de vibracién que se
muestran en la Figura 3.32.

De los 25 valores obtenidos solo se muestran los primeros nueve porque los modos de vibracién
mas importantes son los primeros y para no saturar de informacion innecesaria el documento.

f [Hz] Analitico FEAP COMSOL f [Hz] Analitico FEAP COMSOL

fi 309,52 321,957 316,56 fe 14717 1353,38 1241,3
f2 534,65 532,06 515,25 fr 1574,5  1592,16 1502,4
f3 812,13 837,319 809,58 fs 1581,3  1648,62 1572,1
fa 870,36 911,029 866,59 fo 2128,1  2266,01 2073,6

s 1197,4  1250,84  1197,7

Tabla 3.6: Tabla comparativa de frecuencias naturales para placa con salto de espesor.

Los valores de las frecuencias naturales coinciden a excepcién de unas en las que el error es
mas grande del habitual aunque tampoco es muy grande. Otro aspecto a destacar es que los
modos de vibracién de la placa mas importantes, de la misma forma que su flecha, se tienden a
concentrar en la zona de menos rigidez donde no estéa el salto de espesor.
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Seccion 3.6. Placa material no acoplado con salto de espesor

PN
yg“\

(8) Modo 7. f = 1574,5 [Hz] (h) Modo 8. f = 1581,3 [Hz] (i) Modo 9. f = 2128,1 [Hz]
Figura 3.32: Modos y frecuencias naturales de la placa con salto de espesor.
Con estos modos ya se pueden diagonalizar las ecuaciones deferenciales, consiguiendo la flecha

en funcién del tiempo. En la Figura 3.33 se compara la flecha en el punto que mas se deflecta,
x = 0,14 [m], y se puede observar que los resultados coinciden a la perfeccion.

0,6

0.4 — Analitico
’ » COMSOL
0,21 A o FEAP
04 8 10 £

—0,2
—0,4
—0,6

Figura 3.33: Comparacion de la flecha w(0,14,b/2,t) de placa con salto de espesor.
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Estudio Placa Piezoeléctrica

Como se habia comentado en el primer capitulo, la idea de este TFG es la de estudiar una
placa en voladizo con un piezoeléctrico en la punta como la que se muestra en la Figura 1.3.
Este tipo de placa es una de las mas dificiles de analizar con precisién, ya que tiene tres bordes
libres que son los que méas C.C. imponen y ademés de derivadas de segundo y tercer orden. No
obstante estas placas tienen gran importancia por su gran cantidad de aplicaciones, por lo que
existe mucha literatura sobre ellas sobre a su analisis de vibraciones que ha sido de gran ayuda
para este TFG.

Este estudio se dividira en partes mas simples para finalmente abordar el problema completo.
Primero se estudiard un caso estatico, a continuacién las frecuencias naturales y modos de
vibracion de la placa en voladizo, luego la dinamica de esta bajo una carga oscilatoria y finalmente
se repetiran ambos casos para las placas con el piezoeléctrico. La carga aplicada sobre la placa
serd arbitraria de 10000 [N/m?] oscilatoria.

4.1. Placa en voladizo

Las dimensiones de la placa en voladizo son a = 0,055, b = 0,0072, h, = 0,0005 [m] y el
material es aluminio con las caracteristicas mencionadas en la Seccion 3.3. Las funciones de
prueba utilizadas se muestran en el Apéndice D.

4.1.1. Estatico:

Para probar la precision de estas funciones se planteara un caso estatico y se comparara con
los MEF. Se escogen 3 funciones:

T T
0 = {61 02 93} = {XA1 (.%')Yb(y) X)\l (1’) Yl(y) X)\l (.YJ) Y)\l (y)} (41)

Con estas funciones y siguiendo el procedimiento explicado en la Seccién 2.1.3, se obtienen los
siguientes resultados:

0,044 0 0 3,101 6974
Ag=1| 0 0015 0 | x10% By= 0 D ow, = 0 x 1079 (4.2)
6,696 0 6124 0 —7,625

Con la Ec. (2.12) se consigue la flecha que se puede observar en la Figura 4.1. Esta cumple las
unicas dos C.C. geométricas pero las seis de fuerza, como se demuestra en el Apéndice D, no se
satisfacen a la perfecciéon lo que produce un error que se vera posteriormente. Para comprobar
la veracidad de esta flecha se comparara con la obtenida utilizando los dos programas MEF,
FEAP y COMSOL.
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Seccion 4.1. Placa en voladizo

Figura 4.1: Flecha de placa en voladizo bajo carga uniforme y ejes adimensionales.

En la Figura 4.2 se comparan las tres soluciones a lo largo de una linea n = 0,5. Se puede
apreciar que las dos soluciones de elementos finitos coinciden casi a la perfeccién y la analitica
varfa solo un poco con un error maximo del 6 % en el borde libre & = a, por lo que los resultados
del método analitico con las funciones de prueba elegidas se pueden dar por validos.

w [mm]
15
10 + — Analitico
» COMSOL
o FEAP
5
z [m]

0 001 002 003 004 0,05

Figura 4.2: Flecha de placa en voladizo en y = b/2 bajo carga uniforme.

4.1.2. Vibraciones naturales:

Para esta parte se van a utilizar solo dos funciones ya que si se emplean las mismas que para
el caso estatico el primer modo de vibracién —el més importante— no se captura:

0 = {(91(1', y) = X)\l (.%') Yb(y) 02('%'7 y) = X)\Q ((L’) YO(y)}T (43)

con lo que se obtendran solo dos frecuencias naturales y modos de vibracién pero como se vera en
la siguiente seccién son los méas importantes y las soluciones obtenidas son bastante acertadas.
Las matrices con estas dos funciones son:

M

4,446 0] 0% M,

B ~[5346 0 4
Ag_l 0 1746 _l ] x 10 (4.4)

0 5,346
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Capitulo 4. Estudio Placa Piezoeléctrica

Las frecuencias naturales obtenidas de resolver el problema de autovalores | A, —w?M,, |= 0
son f = 145,134, f = 909,538 [Hz| y sus modos de vibracién se pueden observar en la Figura
4.3.

(a) Modo 1. f = 145 [Hz] (b) Modo 2. f =910 [Hz]

Figura 4.3: Primeros dos modos de una placa en voladizo.

Para disponer de més informacion se utilizara el método de Warburton descrito en el Apéndice
E para calcular seis frecuencias naturales y sus modos de vibracion. Las frecuencias obtenidas
estan en la Tabla 4.1, se puede observar que las dos primeras frecuencias coinciden a la perfeccién
con las obtenidas mediante el método de Galerkin lo que indica que este método estd empleado
correctamente.

f [Hz] Analitico FEAP COMSOL f [Hz] Analitico FEAP COMSOL

fi 145 137 138 4 2689 2412 2414
f 909 861 861 s 4991 4738 4739
fs 2546 1983 1979 o 7148 6005 5993

Tabla 4.1: Tabla comparativa de frecuencias naturales para placa en voladizo.

Las diferencias entre los dos programas de MEF son despreciables y con el método analitico
pasa lo mismo que en la Seccién 3.3, donde casi todos los valores eran cercanos pero hay algunos
en los que la diferencia es mas agravada fruto del error de las funciones de prueba utilizadas. Por
ultimo en la Figura 4.4 se pueden observar los modos de vibracién asociados a estas frecuencias
naturales.

4.1.3. Vibraciones forzadas:

En esta seccién se aplicard la carga arbitraria ¢(z,y,t) = 10000 sin t. Los modos obtenidos de
utilizar las dos funciones de prueba del apartado anterior y el vector de fuerzas By que ahora
depende del tiempo son:

\I’T

_ 1 1,5 x 1071
T 3,7x 10716 -1

3,101 .
; Bg= { 1718 } X sint (4.5)
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Seccion 4.1. Placa en voladizo

(d) Modo 4. f = 2689 [Hz] (e) Modo 5. f = 4991 [Hz| (f) Modo 6. f = 7148 [Hz|

Figura 4.4: Modos y frecuencias naturales de la placa en voladizo.

Con la matriz de los modos de vibracién de la Ec. (4.11) se puede diagonalizar la Ec. (2.28)
con lo que se llega a un sistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo orden a resolver:

Fyu(t) +1,2 x 107 %F,1(t) = 0,007sint — Fy1(t) = 0,007sint — 7,6 x 10" %sin912¢

) 4.6
17459 Fyy (t) + 0,0005 Fyp (1) = —1,72sint — Fya(t) = —0,0001sint + 2 x 105 sin 5715 ¢ (46)

Con estas dos funciones ya se puede obtener la flecha de la placa. En la Figura 4.5 se dibuja

la flecha en el punto x = a, y = b/2 a lo largo de diez segundos y se compara con las simulaciones
hechas con los programas de elementos finitos.

— Analitico
a» COMSOL

o FEAP

Figura 4.5: Flecha maxima w(a,b/2,t) de placa en voladizo.

Todos los resultados coinciden bastante bien, hay un error del 10 % para FEAP y del 7%
para COMSOL en los picos donde la carga aplicada es méxima (¢t = 7/2 , 37/2 , ...).
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Capitulo 4. Estudio Placa Piezoeléctrica

4.2. Laminado piezoeléctrico en voladizo

Las dimensiones de la placa se mantienen con la excepcién de que se afiade una capa de PZT
con espesor hp = hy = 0,0005 [m]. Siguiendo el ejemplo del problema de la Seccién 3.5 los
valores de las rigideces en las diferentes direcciones son: Dy, = 8,06, Dy = 8,06, Dyyy = 3,26,
Dys =234y Hy = 7,94 [Nm].

Pese a que el aluminio es isétropo y el PZT transversalmente isétropo se puede observar
como todas las rigideces no tienen el mismo valor; esto se debe a que la placa no tiene simetria
con respecto a su plano medio, solo hay aluminio en la parte inferior y cerdmica piezoeléctrica
en la superior.

4.2.1. Estatico:

En esta caso se escogeran solo dos funciones:

o={n 0} ={x.@%0 XY} (47)

con las que se obtienen los siguientes valores de la matriz de rigidez, el vector de datos y los
coeficientes de Galerkin:

431 0 5 [ 3101 ) [ 7194 )
Ag—lo 4’31]><10, Bg—{ 0 }, 'w,n—{ 0 }xlO (4.8)

Si se utilizan las funciones de borde libre-libre que no sean las simples (las que contienen
funciones trigonométricas), la precisién de la flecha aumenta pero la distribucién de tensiones
y por consecuencia el campo eléctrico generado, difiere en forma de los proporcionados por los
MEF como se puede ver en la Figura 4.7.

La forma de la flecha es la misma que la de la Figura 4.2 y en la Figura 4.6 se compara la
solucién analitica con la proporcionada por los MEF en una linea de y = b/2 constante. Como
se puede observar los dos MEF coinciden y el analitico difiere por el error de las funciones de
prueba.

w [mm)]

— Analitico
A» COMSOL
o FEAP

a [m]

0 001 002 003 0,04 0,05

Figura 4.6: Flecha de laminado empotrado en y = b/2 bajo carga uniforme.
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Seccién 4.2. Laminado piezoeléctrico en voladizo

Siguiendo el ejemplo de la Seccién 3.5 se calcula el campo eléctrico en la direccién z, en la
Figura 4.7 se representa E, en una seccién de y = b/2 —empleando las funciones enunciadas al
principio de esta seccién y las trigonométricas para el borde libre-libre que proporcionan resul-
tados erréneos— a lo largo del espesor del PZT y se compara con los resultados proporcionados
por los MEF.

0,5 N
0,4
0,3
E. [kV/m|
0,2
~1400
0,1 ~1200
— —1000
= 0 ~800
~ 00 —600
’ —200
0,3 0
0,2
0,1
0

0 0,010,020,030,040,05 0 0,010,020,030,04 0,05

a [m]

Figura 4.7: Campo eléctrico E, analitico de un laminado piezoeléctrico empotrado utilizando
funciones simples (superior-izquierda) y funciones trigonométricas (superior-derecha) con COM-
SOL (inferior-izquierda) y FEAP (inferior-derecha).

Como se habia comentado anteriormente, si se utilizan las funciones trigonométricas para el
borde libre-libre la forma del campo eléctrico varia en gran medida de las proporcionadas por
los MEF.

Sin utilizar este tipo de funciones, la forma también cambia un poco pero esto es debido
a que el proceso analitico no tiene en cuenta los efectos borde tridimensionales que los MEF
si consideran. Aunque la forma cambie un poco de la proporcionada por MEF, los valores del
campo eléctrico si que estan entre el mismo rango para todos los métodos y son del mismo orden
de magnitud.

Integrando el campo eléctrico en z se consigue el voltaje que se compara en la Figura 4.8 a lo
largo del espesor del PZT en un punto = a/40, y = b/2. Se escoge esa coordenada de x para
que el punto coincida con los méximos del campo eléctrico mostrado por los MEF en la Figura
4.7.
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400
300
— Analitico
200 » COMSOL
o FEAP
100
—75 z [mm]

.. A
0 01 02 03 04 05
Figura 4.8: Voltaje V' (a/40,b/2,z) de laminado empotrado analitico y con MEF.

Como se puede observar, los valores analitocos con los MEF se parecen mucho por lo que la
coordenada x elegida es un buen punto de comparacién para este estudio y el estudio estatico
se valida para laminados piezoeléctricos.

4.2.2. Vibraciones naturales:

Para esta seccién se utilizaran las funciones:

0 = {01(z,y) = X5, (2) Yo(y) Oa(z,y) = X (2) Yo(y) O3(x,y) = Xy (@) Yo(y)} ' (4.9)

con lo que se obtendran tres frecuencias naturales y modos de vibracion. Las matrices para
resolver el problema de autovalores son:

4,31 0 0 202 0 0
Ag=| 0 169,275 0 x10% Al=10 1202 0 |x107° (4.10)
0 0 1327,14 0 0 202

Aparte de las tres obtenidas se utiliza el método de Warburton con materiales ortotrépicos
para conseguir tres frecuencias y modos adicionales, en la Tabla 4.2 se comparan estos valores
con los conseguidos con MEF y la forma de los modos es la misma que los de la Figura 4.4.

f [Hz] Analitico FEAP COMSOL f [Hz] Analitico FEAP COMSOL

f1 932,61 214,31 214,13 fi 407987  3748,02  3744,7
s 1456,74  1339,84  1338,9 s 7994,96  7340,95  7331,1
f5 301345 287579 29093 fs  9112,04 8603,79  8595,2

Tabla 4.2: Tabla comparativa de frecuencias naturales para laminado en voladizo.
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Seccién 4.3. Placa en voladizo con piezoeléctrico en el extremo

4.2.3. Vibraciones forzadas:

Los modos obtenidos de las tres funciones de prueba y el vector By son:

1 —6,9x 107" —45x10713 3,101
Ul = |14x10714 -1 73x10712 |, Bg=1{ 1,718 } x sint (4.11)
45x 1071 73 x 10712 -1 1,01

con lo que ya se puede obtener la flecha y el campo eléctrico en funcién del tiempo. En la Figura
4.9 se compara la flecha y el voltaje en los mismos puntos de estudio que para el caso estético.

V [V] = Analitico
1,5 400 » COMSOL
’ A

L g 200

0,5

0 & 0 t [s]
—05 —200
—1
-15 —400

Figura 4.9: Comparacién de flecha w(a, b/2,t) (izquierda) y voltaje V' (a/40,b/2, hp,t) (derecha)
de laminado empotrado.

De la Ec. (2.71) se consigue la intensidad que fluye por el piezoeléctrico:
I(t) = (323 cost — 337 cos 1461 ¢ + 16,5 cos 9155t — 2,03 cos 25635¢) x 10~? (4.12)

y luego con la Ec. (2.73) la potencia del dispositivo que tiene el siguiente valor: P, = 0,07 [pW]
o P, = 0,24 [mWh]. Estos valores son muy pequefios pero es lo esperado en dispositivos de
cosechamiento de energia, si se divide este valor por el volumen —en centimetros ciibicos— del
piezoeléctrico se consigue un valor de 0,33 [uW/cm?3] que esté cerca del [uW/cm?®] que se habia
enunciado en el Capitulo 1 que este tipo de dispositivos proporcionaban.

4.3. Placa en voladizo con piezoeléctrico en el extremo

Las dimensiones de la placa se mantienen pero ahora la capa de PZT tiene una longitud de
a; = 0,00825 [m] y esta colocada en el extremo de la placa. Para resolver este caso se necesita
la rigidez de la capa de aluminio, Dy = 0,831 [Nm] y las de la capa de PZT en sus respectivas
direcciones: Dy, = 1,245, Dy, = 1,245, D),y = 0,608 y D, = 0,318 [Nm)].

Se utilizaran un total de 25 funciones, cinco para la direcciéon x y otras cinco mas para y, con
el fin de conseguir la solucién mas precisa posible ya que este es el caso objetivo del TFG:

T T
¢9m:{)g1 Xy, Xn, X, XM}; ey:{yo Y1 Yy Y YA3} (4.13)

y al utilizar tantas funciones el error de forma en el campo eléctrico originado por utilizar solo
una funcién trigonométrica para el borde libre-libre —Figura 4.7— se corrige.
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Capitulo 4. Estudio Placa Piezoeléctrica

4.3.1. Estatico:

Invocando la Ec. (2.69) se calcula la matriz de rigidez A, que al ser de dimensién 25 x 25 se
omitira la inclusion de sus valores en el documento. Con esta y matriz y el vector de fuerzas de
la Ec. (2.16) se obtienen los coeficientes de Galerkin que proporcionan una flecha con la misma
forma que la de la Figura 4.1.

Para comparar las soluciones con MEF, en la Figura 4.10 se representa w a lo largo de
y = b/2, que como se puede apreciar, aparece el mismo error en la flecha debido a las funciones
de prueba como en las partes anteriores de este estudio.

w [mm]
15|
10 | — Analitico
» COMSOL
5 o FEAP
z [m]

Figura 4.10: Flecha w(x,b/2) de placa empotrada con piezoeléctrico en el extremo.

A continuacién se obtiene el campo eléctrico siguiendo el mismo procedimiento ya empleado
cuantiosas veces a lo largo de este TFG y en la Figura 4.11 se representa el voltaje a lo largo
del piezoeléctrico en la misma seccién que la flecha.

vV [V]

0,5 ;
5
0,4 A
g 03 3

g

w 0,2 2
1
0,1 0

0

0,048 0,05 0,052 0,054 0,048 0,05 0,052 0,054 0,048 0,05 0,052 0,0547
 [m]

Figura 4.11: Comparacién del voltaje V analitico (izquierda) con COMSOL (medio) y FEAP

(derecha) de placa empotrada con piezoeléctrico en el extremo.

Analizando los resultados, la teoria analitica concentra el voltaje en la esquina superior
izquierda al igual que en el laminado, COMSOL a lo largo de todo el borde izquierdo y FEAP
un poco mas desplazado a la derecha. No obstante, todos los valores son del mismo orden de
magnitud y dado que la teorfa analitica no captura efectos 3D los resultados se pueden considerar
certeros.
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Seccién 4.3. Placa en voladizo con piezoeléctrico en el extremo

4.3.2. Vibraciones naturales:

Con la Ec. (2.70) se consigue la matriz de masas y resolviendo el problema de autovalores
| Ay — w?M, |= 0 se consiguen las frecuencias naturales —solo se muestran cuatro en la Tabla
4.3— y los modos de vibracién que tienen la misma forma que los de la Figura 4.4.

f [Hz] Analitico FEAP COMSOL f [Hz] Analitico FEAP COMSOL

fi 94,595 89,608 89,576 f3 2452,2 2226,2 2226,2
f2 793,31 744,569 744,35 fa 5218 5402,79 5397,9

Tabla 4.3: Tabla comparativa de frecuencias naturales para placa en voladizo con extremo pie-
zoeléctrico.

Los valores de los MEF coinciden perfectamente y los analiticos con muy poco error, cosa
que ya se ha visto a lo largo de este TFG.

4.3.3. Vibraciones forzadas:

Con los modos de vibracién se diagonalizan las ecuaciones diferenciales y se obtiene la flecha
en funcién del tiempo que se muestra en la Figura 4.12 que como se puede observar coincide
practicamente sin error.

w [mm] — Analitico I [nA] — % ?/In?il'itica
\ o . Media

15 » COMSOL

Figura 4.12: Flecha w(a, b/2,t) (izquierda) e Intensidad I(t) (derecha) del piezoeléctrico de placa
empotrada.

En la Figura 4.12 también se representa la intensidad de la Ec. (2.71) y su valor medio I,,,.
Siguiendo el mismo procedimiento que para el laminado se consigue una potencia de P, = 45,8
[pW] o P, = 0,165 [ Wh].

Estos valores son muy pequefios comparados con el laminado porque aunque aumenta la
flecha ya que la placa es mucho menos rigida, lo que produce el voltaje en el piezoeléctrico son
las tensiones y estas se concentran en el empotramiento. Dividiendo este valor por el volumen del
piezoeléctrico se consigue P, = 0,0015 [xW /cm?], en el Capitulo 5 se llevara a cabo un estudio
paramétrico de esta placa para determinar la configuracion éptima y maximizar la produccién
de energia.
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FEstudio paramétrico

El objetivo de este capitulo es conseguir la configuracién 6ptima del dispositivo que pro-
porcione la maxima potencia. Para ello se repetiran los calculos de la Secciéon 4.3 variando los
pardmetros relevantes de dicho estudio: la longitud de la placa, su anchura, los espesores de la
placa y el piezoeléctrico y los materiales y longitud de este. Por ultimo también se cambiara
la posicién del piezoeléctrico para comprobar si la configuracién inicial de la Figura 1.3 era la
Optima o existe una mejor.

5.1. Longitud de la placa

En esta seccién se variard la longitud de la placa en el rango [0,5a 1,la] siendo a = 55
[mm| como en el Capitulo 4. A partir de este ultimo valor, la flecha maxima no tienen sentido
fisico ya que es méas grande que la longitud de la placa o practicamente del mismo valor por lo
que se romperia. En la Figura 5.1 se representa la flecha maxima en funcién del tiempo para
las diferentes longitudes elegidas y la intensidad producida piezoeléctrico, el intervalo de tiempo
elegido es una semionda para w y media semionda para I,,.

w [mm] I, [nA]
20 e - Lla e

10

0 /2 71'

Figura 5.1: Flecha méxima w(a,b/2) (izquierda) e intensidad I,,, (derecha) para diferentes a.

Como era de esperar, aumentar la longitud acrecienta la flecha y reducirla disminuye su
magnitud. Con la intensidad sucede lo mismo ya que las tensiones aumentan conforme la flecha
crece. Para poder comparar mejor los diferentes resultados se representa la potencia y la potencia
dividida por el volumen, a lo que se llamard rendimiento, en la Figura 5.2. En estos graficos se
han interpolado los datos para poder discernir la tendencia que tiene la variacién del parametro
de estudio.

Como se puede observar, no hay diferencia en la forma de las dos graficas ya que al aumentar
solo la longitud de la placa, el volumen del piezoeléctrico se mantiene constante por lo que el
rendimiento del piezoeléctrico varia de la misma forma que la potencia producida por este. Se
puede la misma tendencia que en las graficas de la Figura 5.1: al aumentar la longitud la potencia
crece ya que la intensidad también lo hace pero ademas se puede ver que tiene una tendencia
exponencial.
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Seccién 5.2. Anchura de la placa

P, [nW] P,/Vol [pW /cm3]
0,12 0,004
0,1
0.08 0,003
0,06 0,002
0,04
0,02 0,001
o . a [m
0,5a 0,75a a 1,1a 0,5a 0,75a a 1,1a

Figura 5.2: Potencia P, (izquierda) y rendimiento P,/Vol (derecha) para diferentes a.

Por tanto la tendencia 6ptima es aumentar la longitud de la placa sin llegar a la zona donde
los resultados se vuelven erréneos, se escogerd 1,1a para aumentar la producciéon de energia con
respecto a la configuracion de la Seccién 4.3. Como se verd en el Capitulo 6, la carga de las
olas es menor que la carga arbitraria elegida por lo que estd longitud se podria aumentar mas
aunque no se hara para tener un margen de seguridad.

5.2. Anchura de la placa

La anchura b de la placa se modificard en el intervalo [0,50 2b] y en este caso no ocurre
lo mismo que con la longitud por lo que no hay ningin limite aparente para este valor. En la
Figura 5.3 se encuentra representada la flecha de la placa y las intensidades que circulan por el

piezoeléctrico.
v [mm)] 7 Im[nA]
12 6
2b
10 5 b (1,51) £
. A ._b .
6 3 T S
4 2
2 1 t [s]
0 0 >
0 /2 7r 0 /2

Figura 5.3: Flecha maxima w(a,b/2) (izquierda) e intensidad I,,, (derecha) para diferentes b.

Lo primero que llama la atencién es que la flecha no varia con la anchura, lo que era de esperar
ya que el empotramiento es perpendicular a la direccién = por lo que aumentar o disminuir la
anchura no repercute en la deformacién maxima de la placa. No obstante, la intensidad si que
aumenta ya que el piezoeléctrico gana més volumen con lo que hay mas material produciendo
energia. Para entender mejor la tendencia en la producciéon de energia y comparar los resultados
se representa como en la Figura 5.2 la potencia del dispositivo y su rendimiento en las Figura
5.4.
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Capitulo 5. Estudio paramétrico

01 4 Po W] P,/Vol [pW /cm®]
0,08
0,06
0,04 0,0015
0,02
b [m]
0,5b b 1,5b 2% 0,5b b 1,5b %

Figura 5.4: Potencia P, (izquierda) y rendimiento P,/Vol (derecha) para diferentes b.

La tendencia es claramente lineal, a doble de anchura doble de potencia pero el rendimiento
se mantiene constante ya que se aumenta de la misma forma el volumen del piezoeléctrico por
lo que no se encuentra ningin 6ptimo para el diseno del piezoeléctrico. Aun asi, si hubiera un
requerimiento minimo de intensidad para la aplicacién elegida aumentar este pardmetro seria
una buena opcién para satisfacerlo.

5.3. Espesor

En este apartado se modificard el espesor del piezoeléctrico hp en el rango [0,5hp 2hp] para
dos espesores del aluminio: el original hy y el doble 2h 4. Si se reduce el espesor del aluminio
por debajo del original se consiguen resultados erréneos, la flecha es mayor que la longitud de
la placa por lo que se romperia al no ser lo suficiente rigida. En la Figura 5.5 se representan la
flecha maxima y la intensidad para los diferentes espesores escogidos.

g4 [ o 4 I [0
12 A :
10
8
6
: 4
2 — 2
0 o
0 - W

Figura 5.5: Flecha méxima w(a,b/2) (izquierda) e intensidad I,,, (derecha) con varios ha, hp.

Como se puede observar, variar el espesor del PZT no influye en la flecha de la placa ya que
la longitud del piezoeléctrico es muy pequena comparada con la de aluminio; pero al aumentar
el espesor del aluminio la placa se rigidiza mucho y la flecha disminuye en gran medida. Con la
intensidad si que se aprecian cambios para los diferentes espesores del PZT, en especial aumenta
enormemente al reducir el espesor del PZT a la mitad, lo que en principio no parece muy intuitivo
pero tiene su explicacion.
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Seccién 5.3. Espesor

Primero es necesario recordar que el plano medio de la placa, donde las tensiones son nulas,
se considera que estd a la mitad del espesor total como se habia mencionado en la Seccién 2.1.6.
También, que la intensidad depende de la distancia entre el plano medio del piezoeléctrico y el de
la placa completa pero esta distancia se mantiene constante al variar el espesor del PZT para un
mismo espesor de aluminio. No obstante, la posiciéon del plano medio de la placa si que cambia:
si los dos espesores son iguales este esta a la mitad, pero si hay mas PZT que aluminio el plano
medio se sittia en el PZT y al contrario en el aluminio como representa la linea discontinua de
la Figura 5.6.

Las tensiones cambian de signo en el plano medio y son mas grandes para lineas horizon-
tales mas lejanas de este. Para hq = hp solo hay tensiones negativas en el piezoeléctrico y en
consecuencia voltajes positivos, para hy < hp se crean voltajes de los dos signos por lo que las
corrientes se contrarrestan y se genera menos intensidad y por iltimo para h4 > hp solo hay
voltaje positivo y ademas de mayor magnitud ya que las tensiones son mas grandes al estar el
piezoeléctrico mas separado del plano medio.

[ 1PZT----- Plano medio PZT
/Al - Plano medio placa
_ T_
T T r
\L": 1  — - \LT, 77777777777 L. — L—7_7_7;7_ [ I,
T“Zﬂiﬁﬁﬁﬁ“‘ 'T“ - T
T+ T+ T+

Figura 5.6: Movimiento del plano medio y tensiones para diferentes espesores de PZT hp.

Por estos motivos se puede observar como la intensidad disminuye al aumentar el espesor del
PZT para los dos de aluminio y es mejor no variar el del aluminio ya que disminuye mucho la
flecha. Para apreciar mejor estas tendencias se representa la potencia y el rendimiento.

P, [nW]

P,/Vol [uW /cm?]

0,3 0,02
0,25
0.2 0,015
0,15 0,01
0,1
0,005
0,05
g
0,5hp hp 1,5hp 2hp

Figura 5.7: Potencia P, (izquierda) y rendimiento P,/V ol (derecha) con diferentes hy, hp.

En la Figura 5.7 se aprecia que para h hay una tendencia logaritmica negativa y para 2ha
se mantiene practicamente constante. Esto sucede porque la resistencia del piezoeléctrico esta
ligada a su espesor: si el primero aumenta el segundo también y entonces la potencia también
crece.
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Capitulo 5. Estudio paramétrico

Por tanto hay una tendencia negativa que reduce la potencia al aumentar el espesor del PZT
y esta nueva que tiende a aumentarla conforme hp crece. Para el caso del espesor de aluminio
original la primera tiene mucha més importancia para valores de hp pequefios, equiparandose
posteriormente y para el caso de doble espesor de aluminio las dos tienen el mismo peso por lo
que la potencia y el rendimiento se mantienen constantes en todo el rango.

En conclusién, la situacion éptima es mantener el espesor de aluminio previamente seleccio-
nado y reducir a la mitad el del PZT.

5.4. Material

Aparte del PZT-4, se probaran otros tres tipos de esta cerdamica: PZT-2, PZT-5H y PZT-8
cuyas propiedades se encuentran en el Apéndice C. En la Figura 5.8 se representa la flecha y la
intensidad.

w [mm)]

14 4
12

10 3
8

6 2
4 1
2

0

0 /2 s

Figura 5.8: Flecha maxima w(a,b/2) (izquierda) e intensidad I, (derecha) para varios PZT.

En este caso ocurre lo mismo que al variar el espesor del PZT, al ser este una porcién muy
pequena de la placa no influye significativamente en la flecha de la placa pero al cambiar las
propiedades dieléctricas y de acoplamiento la intensidad si que varia: los PZT con mayores
cualidades de este tipo producen intensidades méas grandes. De la misma forma que en los otros
apartados se representan la potencia y el rendimiento en la Figura 5.9 para poder comparar
estos parametros.

P, [nW] P,/Vol [uW /cm3]

0,07 X 0,0025 X
0,06 0,002
0,05 X 0,0015
0,04 ’ X
0,03 0,001
0,02 X X
0.01 0,0005

X X

P7ZT-2 PZT-4 PZT-5 PZT-8 PzZT-2 PZT-4 PZT-5 PZT-8

Figura 5.9: Potencia P, (izquierda) y rendimiento P,/Vol (derecha) para diferentes PZT.
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Seccion 5.5. Longitud del piezoeléctrico

Se ha de recalcar que no se han interpolado los datos ya que no se esta variando un parametro,
solo se cambia el tipo de material. El volumen del piezoeléctrico no cambia por lo que las dos
graficas tienen la misma forma y de ellas se extrae la misma conclusién que con la intensidad, a
mejores propiedades dieléctricas y de acoplamiento mayor producciéon de energia.

Por tanto se escogera el PZT-5H ya que es el que tiene los coeficientes de acoplamiento y la
permitividad mas elevada de los cuatro convirtiéndose en el que més energia produce.

5.5. Longitud del piezoeléctrico
La longitud a, del piezoeléctrico variara dentro del rango [0,15a  a] siendo estos dos extremos

los resultados de la Seccion 4.3 y 4.2 respectivamente. En la Figura 5.10 se representa la flecha
maxima de la placa y la intensidad media.

w [mm] I, [nA]
14 ' . 200 [ —
y \ o f 0,85a
100 b 0,66 ™
50 01504
[ ) 2 CQ_’E}?_(_Z__ ‘t [S}
0 /2 T 0 /2

Figura 5.10: Flecha méxima w(a,b/2) (izquierda) e intensidad I,,, (derecha) para diferentes a,.

Como era de esperar, conforme la longitud del piezoeléctrico aumenta la placa gana rigidez
por lo que la flecha disminuye. La intensidad en cambio aumenta, no solo porque el piezoeléctrico
crece en superficie sino también porque se va acercando al empotramiento donde se concentran las
tensiones. Para visualizar la tendencia se representan a continuacién la potencia y el rendimiento.

\ P, [nW] 0.35 P,/Vol [uW /cm?]
60 0,3
50 0,25
40 0,2
30 0,15
20 0,1
10 0,05
a; [m]
0,15a 0,5a a 0,15a 0,5a a

Figura 5.11: Potencia P, (izquierda) y rendimiento P,/Vol (derecha) para diferentes ay.

Como se puede observar en la Figura 5.11, tanto potencia como rendimiento tiene una ten-
dencia exponencial llegando al maximo en la capa completa de PZT.
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Capitulo 5. Estudio paramétrico

Aun asi esta solucién requiere de crear un laminado completo y mirando en diferentes litera-
turas los colectores piezoeléctricos no se construyen de esta manera por lo que tiene que haber
otra forma de conseguir la misma o mas energia sin tener que utilizar un laminado piezoeléctrico.

En vez de quedarse en esta configuracion se moverd el piezoeléctrico al empotramiento ya
que es ahi donde las tensiones son més grandes y se analizara en la siguiente seccién los efectos
de variar la longitud del PZT en su nueva posicion.

5.6. Cambio de posiciéon del piezoeléctrico

Se repite el mismo estudio que en el apartado anterior pero colocando el piezoeléctrico en el
empotramiento.

w [mm]

6 —0,15a 950
o 200
4
3 150
9 100
IR RN 50
0 ,f‘“ = T ~\\ >

0 T

Figura 5.12: Flecha (izquierda) e intensidad (derecha) para diferentes a, en el empotramiento.

Tanto la flecha como la intensidad de la Figura 5.12 se comportan igual que en el apartado
anterior: aumentar la longitud del PZT disminuye la flecha y crece la intensidad por las mismas
razones. No obstante la potencia y el rendimiento si que presentan grandes diferencias con
respecto a la seccién anterior.

, P, [nW] P,/Vol [pW /cm3]
80 9
75 1,5
1
70
0,5
az [m]
0,15a 0,5a a 0,15a 0,5a a

Figura 5.13: Potencia (izquierda) y rendimiento (derecha) con diferentes a, en el empotramiento.

Como se puede observar en la Figura 5.13, la potencia alcanza un maximo en una longitud
de PZT igual a un tercio de la longitud de la placa y a partir de ese punto empieza a disminuir
hasta quedarse constante conforme se completa la capa piezoeléctrica.
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Seccion 5.7. Configuracion dptima

Esto sucede porque aunque la intensidad siempre aumenta, la resistencia del piezoeléctrico
decrece conforme su longitud aumenta por lo que al final la potencia crece al principio donde el
aumento de intensidad supera a la disminucién de resistencia y finalmente va en declive cuando
sucede lo contrario.

Con el rendimiento no sucede lo mismo, este siempre decrece ya que el pico de potencia
no compensa el constante aumento de volumen con lo que resulta en una tendencia negativa.
El tnico aspecto negativo a tener en cuenta de esta solucién es que los resultados analiticos
se separan mas de lo normal de los MEF, en el Capitulo 4 aparece un error del 10% entre
analitico y MEF fruto de las funciones de prueba pero ahora aumenta hasta un 30 %. Al poner
el piezoeléctrico en el empotramiento, las tensiones de St. Venant y otros efectos 3D que la teoria
analitica no tiene en cuenta cobran mucha importancia y por tanto el error aumenta.

Se escogera a; = 0,33a y se colocard cerca del empotramiento para maximizar la energia.

5.7. Configuracién 6ptima

Teniendo en cuenta todo lo establecido a lo largo de este estudio se procede a establecer la
configuracién éptima del dispositivo piezoeléctrico. En la Figura 5.14 se encuentra un esquema
de este y en la Tabla 5.1 los valores numéricos de todos los parametros constructivos.

Qy

y P
} | ha

m i
a

Figura 5.14: Esquema de la placa optimizada con sus parametros constructivos.

Con esta configuracion se consigue una potencia de P, = 6,13 [uW] y un rendimiento de
173,1 [uW/cm?]. Se ha incrementado la produccién de energfa en cinco érdenes de magnitud.

Descripciéon  Simbolo  Valor [mm] Descripcion Simbolo  Valor [mm]
Longitud placa a 60,5 Longitud PZT Qg 19,6625
Anchura placa b 7,2 Punto medio PZT am 10,83125
Espesor placa ha 0,5 Espesor PZT hp 0,25

Tabla 5.1: Valores de los pardmetros constructivos de la placa optimizada.

Para los cédlculos del Capitulo 6, donde se modeliza la ola y se repite la Seccién 4.3 con la
nueva carga, se utilizard esta nueva configuracién optimizada.
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Modelizacion de las olas

En este capitulo se modelarizaran las olas del mar a partir de ciertas hipétesis para conseguir
una carga aplicada sobre la placa que se acerque lo més posible a la realidad. Lo primero a
determinar es la configuracion de la caja flotante y su respectiva masa, en la Figura 6.1 se
observa un esquema de la caja flotante seccionada con sus diferentes componentes:

= Placa de aluminio: Soporte del piezoeléctrico.
= Piezoeléctrico: Encargado de producir la energia, esta hecho de PZT.

= Baterias: Bateria ordinaria de Li-Mn —componente amarillo- con densidad energética de
150 [Wh/kg] para poder almacenar la energia.

= Circuiteria: Cables y componentes eléctricos que recogen la energia del piezoeléctrico.

s Caja flotante: Paralelepipedo hueco de espuma de polietileno, un plastico aislante, que
alberga los diferentes componentes y los protege del agua marina. En la Figura 6.1 se ha
representado con un material transparente para visualizar mejor el interior.

Figura 6.1: Configuracion de la caja flotante.

En la Tabla 6.1 se recogen las dimensiones y masas aproximadas de los diferentes componentes
que conforman el dispositivo.

Componente  Densidad [kg/m?] Volumen [m?®] x10~% Masa [kg]

Placa 2700 19,8 0,00053
Piezoeléctrico 7500 2,97 0,00055
Baterias 2000 251 0,05
Circuiterfa 35 [kg/km] 0,25 [m] 0,0088
Caja flotante 140 593 0,0083

Tabla 6.1: Tabla de masas para los diferentes componentes de la caja flotante.
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Se tiene que considerar que la densidad de los cables se suele medir en [kg/km] en vez de con
unidades de masa por volumen y que tanto las dimensiones y densidades de los componentes a
excepcion de la placa son aproximaciones que tienen sentido en la escala del conjunto pero que
pueden variar en el caso de hacer un prototipo fisico para el cual se necesitaria otro estudio méas
amplio y detallado que el realizado en este TFG.

Para comprobar que la caja flota en el agua se hard uso del principio de Archimedes que
enuncia que la fuerza de flotacién es igual al peso del fluido desplazado por el cuerpo:

B=mg,g (6.1)

Si estd ecuacion se iguala al peso de la caja flotante y se reescribe la masa del agua como
la densidad de esta por el producto de la superficie y la altura sumergida de la caja flotante se
obtiene:

m

Palcwe

B =pylewchsg=mg — hs = (6.2)

y substituyendo por los valores numéricos —tomando la densidad del agua como p, = 1000
[kg/m3]-, se necesita una altura sumergida de hy, = 12,66 [mm], que es una quinta parte de la
altura total de la caja flotante por lo que estd puede flotar sin problemas.

Siguiendo el esquema de la Figura 1.5 para olas de tipo a), se puede simplificar el movimiento
de la caja flotante afectada por estas a:

z(t) = % {sin (i—z t) + 1} (6.3)

y derivando dos veces la Ec. (6.3) con respecto al tiempo se consigue la aceleracién de la caja:

. H,72 . (27r)
Z(t) = =2 sin| —¢ 6.4

Siguiendo la 3% Ley de Newton: F' = m X Z, se puede calcular la fuerza que experimenta la
caja flotante en funcién del tiempo. Considerando que la fuerza que recibe la caja se transmite
sin pérdidas a la placa, ya se puede conseguir la carga temporal aplicada sobre la placa:

—F H, 2
= =g Tuwl sin( 7Tz‘/) (6.5)

)=y =20z L,

que depende de las caracteristicas de la placa y de las olas. Un ltimo aspecto a comentar es
que la fuerza real de la placa es la inercia al movimiento de la caja por lo que aparece un signo
negativo; cuando la caja sube la ola, la placa experimenta una fuerza hacia abajo que se traduce
en una carga positiva ya que el eje z positivo en placas va en esa direccion.
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Capitulo 6. Modelizacion de las olas

Para olas de tipo b), el movimiento de la caja flotante se puede describir como:

sin (Liwt) ‘ (6.6)

que presenta un problema matematico en sus derivadas debido al absoluto de la funcién seno.
Este se resuelve rapidamente con la regla de la cadena de la siguiente forma:

/ / (%/ﬂ(?u
sm —t sin? —t ;— 2(t E H— sin? —t 0 o

z(t) = Hy

2 2 6.7
L—ﬂcos (Ll t> sin <Ll t) H,, 7sin (L—ﬂ t> (6.7)
o f T 2L, | sin (l t) ’
24/sin (Lw t) w Lo

Aplicando la regla de la cadena otra vez se consigue la aceleracién y por tanto la carga es:

4 2 2
H, mm |cos (—7T t) + 8 cos (—W t) sin (l t) -1
Ly, Ly Ly
3 (6.8)
. ™ "
sin [ —
(%)

En [16], una pégina web para surfistas de Valencia, se encuentra que el viento en el litoral
valenciano varia entre [3 9] [m/s] en dias con condiciones atmosféricas normales, con lo que se
deduce una altura y longitud de onda medias de H,, = 0,5 [m], L,, = 3 [s], que son los valores
que se utilizardn en este TFG.

q(t) = -
ab8 12

En la Figura 6.2 se representa el movimiento de la caja flotante y la carga que experimenta la
placa para los dos tipos de olas. El desfase que se presencia esta solo para poder diferenciarlos.

z(t) [m — Tipo a
A alt) [N/m? Po2)
200
H, 100 [
2 0o ¥
~100
t1s] 900

Figura 6.2: Movimiento de la caja flotante (izquierda) y carga aplicada a la placa (derecha).
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Seccion 6.1. Olas tipo a)

6.1. Olas tipo a)

Repitiendo el estudio de la Seccién 4.3 con la carga ¢(t) = 188,5sin (27t/3) se consigue la
flecha y la intensidad en funcién del tiempo mostradas en la Figura 6.3.

w [mm)]

— Analitico I [uA] — I. Analitica

0,3 » COMSOL I. Media

0,2
0,1

-0,1
-0,2
-0,3

0 1 2 3 4 ) 6

Figura 6.3: Flecha w(a,b/2,t) (izquierda) e intensidad I(¢) (derecha) con olas a).

Como era de esperar, la flecha e intensidad se reduce debido a que la carga aplicada es
de menor magnitud que la arbitraria utilizada en el Capitulo 4 y aparece el error analitico
comentado anteriormente, al no tener en cuenta los efectos 3D se sobrestima la flecha real. La
potencia generada con este tipo de olas es de: P, = 9,63 [nW] o P, = 34,7 [uWh] y considerando
el volumen del piezoeléctrico P, = 0,27 [uW /cm?].

6.2. Olas tipo b)

La carga de este tipo de olas se simplifica a ¢(t) = 99,2 | sin (7 ¢/3) | y proporciona la flecha
e intensidad mostradas en la Figura 6.4.

w [mm]  — Analitico I [pA] — 1. Analitica
0,15 » COMSOL I. Media
o FEAP

0,1 o, K
oos (£ B bﬁg@

[OVN .
W
DB

0 1 2 )

Figura 6.4: Flecha w(a,b/2,t) (izquierda) e intensidad I(t) (derecha) con olas b).

Finalmente con este tipo de olas se consiguen unas potencias de: P, = 0,6 nW] o P, = 2,17
[#Wh] y considerando el volumen P, = 0,02 [uW/cm3]. Desde el punto de vista energético,
interesan més olas de tipo a) ya que producen cargas mayores y por tanto potencias mas grandes.
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Capitulo 6. Modelizacion de las olas

6.3. Posible aplicacién del dispositivo

El dispositivo en cuestion estd disefiado para producir energia con las olas del mar por lo que
evidentemente se utilizard en aplicaciones maritimas. Ademéds no genera grandes cantidades de
energia ya que estd dentro del ambito de la captacién de energia con lo que solo se podra utilizar
en pequefias aplicaciones donde no se requiera una gran potencia.

Teniendo esto en mente, una aplicacion perfecta seria la de alimentar sensores en boyas. Estas
estan colocadas lejos de cualquier suministro de energia convencional, por tanto si disponen de
algin sensor de profundidad u otra indole necesitaran alguna fuente de energia. En la Figura
6.5 se pueden observar diferentes ejemplos de esta aplicacién.

Figura 6.5: Diferentes boyas maritimas utilizando la caja flotante.

Este dispositivo presenta ciertas ventajas respecto a otras alternativas: tiene una autonomia
igual a su vida util que es mucho mayor que la de cualquier bateria que se puede colocar en la
boya, tamafio reducido e independencia de la boya; la caja no estd integrada dentro de la boya
sino flotando a su alrededor lo cual facilita su reemplazo en caso de ser necesario y el mal tiempo
no perjudica a la caja, de hecho le es beneficioso ya que las olas se agitan més y se produce méas
energia —siempre y cuando estds no la rompan—.

Por dltimo se comenta que esta aplicacion es una particularizacién de la placa piezoeléctrica
con las olas maritimas, se puede utilizar muchos otros tipos de vibraciones y movimientos os-
cilatorios para producir las deformaciones en el PZT que generan energia con lo que el estudio
de este TFG no solo se limita a la energia undimotriz; con poco esfuerzo se puede adaptar el
dispositivo a otros campos.
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Conclusiones

7.1. Presupuesto

En esta seccién se muestra una estimacién de los costes del TFG. En la Tabla 7.1 se muestra un
desglose de todos los recursos econdémicos necesarios y sus respectivos precios para la realizacién
de este estudio.

Cantidad Concepto Precio/ud. Precio total
350 Ntumero de horas totales de ingeniero 35,00 € 12250,00 €
40 Busqueda y recopilacién de informacion
60 Formacioén en placas y piezoelectricidad
80 Modelo analitico en Mathematica®
55 Script de resolucién analitica en Matlab®

15 Geometria y mallado para MEF
30 Calculo computacional de los MEF

20 Estudios paramétricos
30 Depuracién de errores
20 Anélisis de resultados
1/4 Licencia de Mathematica® académica 1252,07 313,02 €
1/4 Licencia de Matlab®académica 413,22 103,31 €
1 Licencia de FEAP 8.6 1525,32 1525,32 €
1 Licencia de COMSOL Multiphysics® 1436,34 1436,34 €
1 Structural Mechanics Module 758,42 758,42 €
1 Licencia anual de Autocad®Fusion 360 503,00 503,00 €
1/4 Licencia Microsoft Office® académica 24,30 6,07 €
Coste total (sin IVA) 16895,48 €
IVA (21 %) 3548,05 €
Total presupuestado 20443,53 €

Tabla 7.1: Presupuesto del TFG.

El presupuesto total del proyecto asciende a la cantidad de VEINTE MIL CUATROCIEN-
TOS CUARENTA Y TRES CON CINCUENTA Y TRES EUROS.

73



Capitulo 7. Conclusiones

7.2. Proyectos futuros

Este proyecto ha supuesto un esfuerzo en ampliar la teoria de placas estudiada en cuarto de
grado en diferentes materias, siendo la mas compleja los saltos de espesor, pero mas atn ha sido
un gran desafio unir toda esa teoria con la piezoelectricidad; no obstante este TFG ha conseguido
establecer una buena base con la que abordar este tipo de problemas de forma analitica y ha
sido verificada con la inclusién de dos programas MEF de diferente indole, investigaciéon (FEAP)

y comercial (COMSOL).

Ademaés del aspecto analitico, FEAP ha requerido una curva de aprendizaje més pronunciada
ya que al funcionar con la lectura de un script de comando en vez de utilizar una interfaz como
la mayoria de programas comerciales, necesita de un estudio y familiarizacién previos de estos
para poder manejar el programa con la soltura necesaria.

Esto no quiere decir que el proyecto haya llegado a un final establecido, se puede ampliar de
diversas formas y también servir para nuevas ramificaciones relacionadas con placas piezoeléc-
tricas. Las principales son:

= Se puede desarrollar la teoria para placas con diferente geometria como circular o trape-
zoidal y ampliar al caso donde no solo se aplica carga mecénica a la placa sino campo
eléctrico o combinacién de ambos.

= Realizacién de un andlisis de tensiones para determinar tres aspectos importantes: criterio
de rotura utilizando Von Mises, plasticidad y estudios de fatiga con los que saber el nimero
maximo de ciclos que la placa soportara antes de romperse.

= Con el estudio de fatiga se puede establecer la vida 1til del dispositivo con lo que determinar
la viabilidad econémica calculando la toda la energia que proporciona durante ese periodo
de tiempo.

= Para establecer una modelizacién més precisa de las olas maritimas se puede emplear
software como OPEN Foam y utilizar sus parametros de altura y periodo en funcién del
tiempo ya que estos cambian con las mareas conforme pasa el dia.

= El estudio se puede escalar hasta salir del &mbito de cosechamiento de energia y entrar en
el de energias renovables para servir de fuente de energia alternativa como la solar o edlica
y no solo servir para aplicaciones de pequenios dispositivos que requieren micro amperios
de intensidad.
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Seccion 7.3. Conclusiones

7.3. Conclusiones

Este trabajo ha sido un gran avance personal en el dominio de la dindmica de placas y la
piezoelectricidad ademads de conformar una buena base para el entendimiento de los diferentes
MEF. Las ecuaciones y métodos desarrollados han sido un trabajo de investigacién y aplicacién
de diversas teorias conocidas a un problema especifico con el fin de conseguir una solucién
analitica que no se ha encontrado en otras fuentes.

Tras completar este proyecto se puede concluir:

= La resolucién de placas planas requiere de la aplicacién de las hipotesis de Kirchoff y su
reduccién a un problema de dos dimensiones ya que no existe solucién exacta para el
problema tridimensional. Ademaés esta resolucion analitica requiere del uso de funciones
de prueba para discretizar la superficie de las placas ya que permiten transformar las
ecuaciones diferenciales de derivadas parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

= Para el caso de vibraciones forzadas de baja frecuencia de exitacion, la solucién dindmica
es muy parecida a la estatica pero variando con la frecuencia de la carga aplicada.

= Los materiales piezoeléctricas presentan una rigidez mecanica y dieléctrica, no se pueden
tratar como simples materiales ortotrépicos ya que se subestima la rigidez a flexion de
estos resultando en resultados erréneos.

= La posicion y dimensiones de los colectores piezoeléctricos se puede optimizar de forma
analitica, aunque las soluciones no sean perfectamente exactas, para que produzcan la
maxima cantidad de energia.

= [os resultados se han validado con dos MEF diferentes.

= Las aplicaciones de la placa estudiada se expanden mas alla de su uso con olas maritimas,
esta puede transformar cualquier vibracién en energia por lo que otras localizaciones, como
un puente ferroviario, también se pueden emplear para la produccién de energia.
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Integrales salto de espesor

Para resolver problemas de salto de espesor se definen dos vectores que contienen las funciones
de prueba que satisfacen las C.C. de los bordes en la direcciéon x e y de forma independiente que

contienen todas las funciones elegidas:

Con estos vectores, las integrales A, A, de la Ec. (2.41) se definen como integrales simples

de la siguiente forma:

a b
Awmmmzéammhﬂm Awm@mzé%h@b@
(A.2)

Au(kr ko 1) = /0 011 074, (2 — a) dz

donde los subindeces j,, i, representan las derivadas de orden ki, ko respectivamente.

El calculo de las integrales incluyendo la funcién Heaviside extendida se puede expresar como:

a am+az /2
/emﬁhgw—%mmz/ 0. 1y 0, 1,
0 b b

am—ag /2

Por tltimo faltan por definir las multiplicaciones entre A, A,. Si se escogen m funciones en
la direcciéon x y n en y, se consiguen un total de m - n funciones de prueba para la placa fruto
de la combinacién de las anteriores. Por tanto las matrices Ay, M, tienen que ser de dimensién
m-n X m-ny las dimensiones de A, A, son respectivamente m X m, n X n.

Para conseguir las dimension de la matriz correcta A, A, se multiplican de la siguiente

forma:
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[ Ayll Ay12 e Ayln Ayll Ay12 te Ayln Ayll Ay12 e Ayln |
Aony A@{m Ayoo ‘ Ao Azle Ayoo : A A?Ql Ayoo :
Al el A
Ayll Ay12 e Ayln Ayll Ay12 te Ayln
A121 Ag{Ql Ay22 AI22 Ag{21 Ay22 -
Mgt o e Ay Mgt o+ o Ay
Ay A;,12 s Agin . Ayin Ayiz -+ Ayin
A1 A1{21 Ayao : Ay A:z{21 Aya2 :
L Aynl . . Aynn Aynl . . Aynn ]

Este método también se puede utilizar para calcular problemas sin salto de espesor, es facil
comprobar que:

// V2V200" dA = A, (4,0;0)A,(0,0;0) + 2A,(2,0;0)A,(2,0;0) + A, (0,0;0)A,(4,0;0)
A

con lo que la matriz A, también se puede obtener para problemas de espesor constante.

Para un valor de m funciones bajo no cambia mucho gastar un método o el otro pero si se
quieren utilizar muchas funciones, separarlas en las direcciones x, y reduce en gran medida el
coste computacional ya que no se realizan tantas integrales.

Por ejemplo, para m = 5 se consiguen un total de 25 funciones de prueba. Considerando
un problema estético sin salto de espesor la multiplicacién vectorial 80T produce una matriz
de dimensién 25 x 25 por lo que se deben realizar un total de 252 integrales. Con el presente
método los productos axeg proporcionan matrices de 5 x 5 por lo que en total se calculan 6 - 52
integrales.

Por tanto separando las funciones no hace falta calcular 475 integrales para conseguir la misma
matriz Ay, reduciendo asi en gran medida el coste computacional como se habia mencionado
anteriormente.
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Condensacion Estdtica

La condensacién estatica es una técnica matemadtica para reducir los grados de libertad (g.d.1)
de un sistema. En el caso de la teoria de placas se pasa de seis g.d.l a tres mediante las hipodtesis
de Kirchoff enunciadas en la Seccién 2.1.

De la Ec. (2.64), el equilibrio eléctrico de una placa es: E = —h S, por lo que la Ec (2.47) se
puede expresar como:

T=(c+e' h)S (B.1)
—_———
Ry
donde R, es la matriz de rigidez piezoeléctrica que para cerdmicas transversalmente isétropas
y polarizadas en el eje z tiene la forma:

[ ci1+ Bz el ciz+ B33€3;  c13+ B33 €31 €33 0 0 0
c12 + Baz ek co2 + Pazedy  caz+ Bazesness 0 0 0
R _ |ast B33 es1e33 Caz+ P3zesiess  Caz+ B33 el 0 0 0
P 0 0 0 caa + Pao €3y 0 0
0 0 0 0 cs5 + P11 6%5 0
L 0 0 0 0 0 Ce6

Las hipétesis de estado plano de tensién implica tres ecuaciones:

T, = (c13 + P33 e31 e33) Sy + (co3 + f3zesres3) Sy + (033 + B33 6%3) S, =0

Ty, = <C44 + Ba2 634) Szz =0; Ty = <C55 +hn 6%5) Syz =0

De las dos ultimas ecuaciones no se puede conseguir ninguna relacién nueva ya que confirman
la hipétesis de Kirkoft S,. = Sy. = 0. Pero de la primera se obtiene un valor no nulo de S.:

_ €31 633(53[; + Sy) + (013 SJ; + C23 Sy)egg

S, =
2
€33 + C33 €33

Substituyendo este S, en las tensiones T, Ty se consigue tras operar y simplificar:

€ € € 3
Ty = <511 + ﬂ) Sz + <512 + ﬂ) Sy; Ty = <521 + ﬂ) Sz + (522 + ﬂ) Sy
€33 €33 €33 €33
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donde ¢;; y €31 son los coeficientes reducidos que siguen las férmulas:
2 2
__ cij(css + B3zess) — cis(cis + 2B33€31€33) | _ c3zey
Cij = 2 ) €31 = 2
¢33 + Oasess ¢33 + Pazess

Con estos coeficientes ya se puede reescribir la Ec. (2.47) sin las tensiones fuera del plano
que son las consideradas negligibles por las hipo6tesis de Kirchoff:

(B.2)

T, Sy
Ty, R,{ S, (B.3)
T:cy Smy

donde Ep es la matriz de rigidez piezoeléctrica reducida que tiene dimensién 3 x 3:

a 2 - 2
C11 + B33€5; Ci2 + B33€3; O
~ i 5
R, = |Co1 + [333€3; Coo + fB33e3; O
0 0 C66

Los términos de la matriz reducida anterior se pueden expresar con la férmula:

Rpi3

Rypij = Rpij — 7= Ty
p33

pero se debe tener en cuenta que para el ultimo término de la diagonal:

2 2
R,s3 =R T
033 = Rpee — = C66 — 5
Rp33 33 + B33 €55
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Materiales

En este apéndice se encuentran los valores de los coeficientes de los diferentes materiales
utilizados en el TFG. El aluminio tiene las propiedades de la aleacién 6061-T6, sus valores de los
coeficientes piezoeléctricos son nulos ya que no es un material piezoeléctrico y su permitividad
es tan baja que se puede considerar también nula.

Ctes. PZT-2 PZT-4 PZT-5H PZT-8 Aluminio Unidades

sB 11,6 12,3 16,5 11,5 14,3 x10712 [m2/N]
sB -3,33  —4,05 —4,78 -3,7 -5
st —497 —531  —845 —4.8 -5
s 14,8 15,5 20,7 13,5 14,3
sB 45 39 43,5 31,9 19,2
s& 29,9 32,8 42,6 30,4 19,2
g1 —1506 —10,69  —9.1 —11 - %1073 [Vm/N]

g3 38,15 2511 19,7 25,4 -

g5 50,19 37,98 26,7 28,9 -
e /eo 990 1475 3130 1290 - ]
els/eo 450 1300 3400 1000 -
e /eo 5041 7625 17044 9044 - -]
€35/€0 270 663,2  1433,6  561,6 -

I 11,4 7,66 3,61 8,75 - x107 [Nm?/C?]
i 25,1 8,69 3,32 11,3 -
B 2,24 1,482 0,66 1,25 - x108 [Nm?/C?]
By 4,18 1,703 0,79 2,01 -
ch 13,5 13,9 12,7 14,7 11,2 %1010 [N/m?]
ch 6,78 7,78 8,02 8,11 6,05
ck 6,81 7,43 8,47 8,11 6,05
o 11,3 11,54 11,7 13,2 11,2
c 2,22 2,56 2,29 3,13 2,59
ck 3,44 3,05 2,35 3,29 2,59
es1 -1,82 —-520 —6,62 —3,88 - [N/V N]

ess 9,05 15,08 23,2 13,9 -
es 9,78 12,72 17,1 10,3 .

ds1 -0,6 —123 —-274 —0,97 - x10710 [C/N]
ds3 1,52 2,89 5,93 2,25 -
dys 4,4 4,96 7,41 3,3 -

Tabla C.1: Constantes piezoeléctricas de varios materiales.
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Funciones de prueba placa empotrada

Las funciones de prueba se han obtenido de [17]. Estas funciones que contienen senos y
cosenos hiperbdlicos se tienen que emplear con cierto cuidado porque pueden alterar la soluciéon
de forma errénea. Las funciones estan formuladas para una placa de lados a, b empotrada en
z=0.

Empotrado - Libre:

C.C: X(0) = X ,(0) =0, X z5(a) = X z22(a) =0 Raices: cos Ay, cosh A, = —1

)

D.1
Am & A & cosh A\, +cos A, [ . Am & .. (b-1)
X, (x) = cosh | —— | — cos - — - sinh | —— ) —sin (| —
m a a sinh A, + sin A,,, a a
Libre - Libre:
C.C: Yy (0) = Yyyy(0) =0, Yyy(b) =Y, (b) =0 Raices: cos A\, cosh\, =1
(D.2)

Y/\n(?/) = cosh (%) + cos <>\2y) — cosh Ay — ¢08 A [sinh (%) + sin (Azyﬂ

sinh \,, — sin A\,

Estas funciones estan pensadas para el cdlculo de vibraciones de vigas pero se pueden aplicar
para placas multiplicdndose entre si: 0(z,y) = X (z) Y (y) y ya se tendria una funcién que cumple
las condiciones geométricas de la placa. Las condiciones de fuerza no se cumplen totalmente por
los términos de las derivadas cruzadas pero este requisito no es tan prescindible como el otro
aunque alterara el resultado. En la Figura D.1 se dibujan los momentos de la placa, M, deberia
ser nulo en £ = 1 y aunque tiene ese valor en las esquinas de ese borde, aumenta un poco entre
ellas. Un caso parecido pasa con M, que deberia ser cero en n = 0, n = 1 pero en realidad tiene
una tendencia decreciente a lo largo de esos bordes. La linea negra discontinua representa el
valor que deberian de tener en esos bordes.

Z, =5 Z

8 ~10 05 H i;

= 05, =
0 0,5 1

n
Figura D.1: Momentos M, (izquierda) y M, (derecha) de placa empotrada.

Con los cortantes y el momento torsor sucede lo mismo, aun asi se compararan los resultados
analiticos de estas funciones con los de MEF para comprobar si este error es aceptable o no.
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Capitulo D. Funciones de prueba placa empotrada

Otro aspecto a tener en cuenta es que el uso de senos y cosenos hiperbdlicos afiade una
peculariedad. Como bien se sabe, estas funciones hiperbdlicas no son como el seno y el coseno,
su valor no esta delimitado sino que a més grande es su argumento mas valor tiene la funcién.
Esto crea un problema en el calculo de las raices A\ a partir de su respectiva ecuacién: a mayor
es la raiz calculada, mas precision necesita tener porque ligeras desviaciones en los decimales
puede llevar a variaciones de resultados enormes.

Para entender esto mejor en la Figura D.2 se dibuja la segunda derivada de la funcién X (z)
para su decimotercera raiz.

X oo ()

ANVA :
VARV

Figura D.2: Segunda derivada de la funcién X (z).

La funcién se dispara y empieza a actuar de forma erratica al acercarse al valor de z = a
donde deberia de ser 0 por las condiciones de contorno. Con suficientes decimales este error se
arreglaria pero la funcién de la Figura D.2 estda evaluada con una precisiéon para Ayg de 1000
digitos por lo que la capacidad computacional para conseguir mas se dispararia al ser esa solo
una de las primeras operaciones que luego hay que arrastrar durante todos los calculos.

Por este motivo se ha observado a prueba y error que se consigue mejores resultados eliminan-
do los valores de A, altos que intentado utilizarlos con la precisiéon necesaria. Esta conclusion va
en contra de lo normal en teoria de placas donde a més términos de las series mejores resultados
se consiguen, en este caso afiadir mas puede llevar a resultados sin sentido por el comportamiento
de las funciones de prueba.

Finalmente se plantean dos funciones méas para el borde libre - libre que cumplen las condi-
ciones de fuerza. Estas serfan:

2y
Yo(y) = 1; i(y) =1- > (D.3)
y con ellas ya se consiguen resultados acertados para la flecha de la placa.

Hay que remarcar que sin estas dos funciones no se pueden conseguir resultados del caso
estatico y vibraciones forzadas porque las integrales del vector B, dan siempre 0 ya que las

combinaciones de las dos funciones de las Ec. (D.1) y (D.2) son simétricas respecto al plano
horizontal.
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Meétodo de Warburton

Este método, explicado més extensamente en [18], consiste en resolver la Ec. (2.17) sin carga
aplicada utilizando el método de Rayleigh-Ritz para conseguir resultados aproximados —siempre
un poco mas grandes— de las frecuencias naturales. Siguiendo ese desarrollo se llega a la ecuacién:

9 4 4 a*  2a?
donde G, Gy, H;, H,, J, y Jy son coeficientes que dependen de las condiciones de contorno
y del orden de las funciones que se utilizen para satisfacer dichas condiciones de contorno. En
la Tabla E.1 se encuentran los valores de estos para la placa en voladizo con empotramiento en
z=0.

1 0,597 —0,087 0,471
2 1,494 1,347 3,284

vase =g (0=3) () (o) [

m——= (m—Z m— =
Y 2 2 (m—1/2)7 2 (m—1/2)7

n Gy H, Jy
0 0 0 0
1 0 0 12/7?
2 1,506 1,248 5,017

s noy (-3) fazim] (%) [ e

Tabla E.1: Valores de los coeficientes de la Ec. (E.1) para placa en voladizo.

Una vez calculados los valores de A% para tantos m, n que se quiera se consiguen las frecuencias
naturales con la ecuacién:

) _ pat(2mf)P12(1 = v?)

A
7T4Yh12)

(E.2)

y los modos se consiguen con las funciones del Apéndice D con los respectivos 6rdenes de m y
n que se utilizan para sacar una frecuencia natural.
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Capitulo E. Método de Warburton

E.1. Materiales ortotréopicos y laminados

El método de Warburton también se puede aplicar para placas de materiales ortotrépicos y
laminados de diferentes materiales. Siguiendo el desarrollo de [19], la ecuacién del pardmetro A2
cambia a:

D D 2 D

que ahora, como tiene sentido, depende de las rigideces en las diferentes direcciones de la placa.

b2
N = 2G5+
a

La otra igualdad de A? de donde se saca la frecuencia de vibracién se convierte en:

2 _ phy(2nfat?

S (E.4)

Para ldminados se tienen que utilizar las mismas ecuaciones solo que utilizando las rigide-
ces medias del laminado y en la Ec. (E.5) el término ph, se convierte en el sumatorio de las
densidades de los diferentes materiales multiplicada por el espesor de sus respectivas capas.

Por ejemplo, para el caso del laminado piezoeléctrico de la Seccién 4.2 la Ec. (E.5) se convierte
en:

o (paha+ pphp)(2nf)*a®s?

A2 = (E.5)

7T4 Ht

Este método presenta una forma muy simple de conseguir las frecuencias naturales y mo-

dos de vibraciéon de cualquier placa con el Uinico inconveniente de que proporciona resultados

aproximados. No obstante, estos no se desvian mucho de los verdaderos por lo que es ideal para
hacerse una idea de la magnitud de las frecuencias naturales y la forma de los modos.
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