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15. Anexos 

15.1. Desarrollo y obtención de los parámetros del polinomio de 

quinto orden 

A partir del polinomio de quinto orden se pueden obtener los coeficientes que 

definen dicha expresión. 

𝑞(𝑡) = 𝑎 + 𝑏 · 𝑡 + 𝑐 · 𝑡2 + 𝑑 · 𝑡3 + 𝑒 · 𝑡4 + 𝑓 · 𝑡5 

 ( 79 ) 

Para encontrar una solución particular para el polinomio descrito, se tienen que 

conocer las condiciones de contorno, de tal forma que: 

𝑞0 = 𝑞(𝑡 = 0) = 𝑎 

 ( 80 ) 

𝑞𝑓 = 𝑞(𝑡 = 𝑡𝑓) = 𝑎 + 𝑏 · 𝑡𝑓 + 𝑐 · 𝑡𝑓2 + 𝑑 · 𝑡𝑓3 + 𝑒 · 𝑡𝑓4 + 𝑓 · 𝑡𝑓5 

 ( 81 ) 

 

𝑣0 = 𝑞′(𝑡 = 0) = 𝑏 

 ( 82 ) 

𝑣𝑓 = 𝑞′(𝑡 = 𝑡𝑓) = 5 · 𝑓 · 𝑡𝑓4  +  4 · 𝑒 · 𝑡𝑓3  +  3 · 𝑑 · 𝑡𝑓2  +  2 · 𝑐 · 𝑡𝑓 +  𝑏 

 ( 83 ) 

 

𝑎0 = 𝑞′′(𝑡 = 0) = 2 · 𝑐 

 ( 84 ) 

𝑎𝑓 = 𝑞′′(𝑡 = 𝑡𝑓) = 20 ∗ 𝑓 ∗ 𝑡𝑓3  +  12 ∗ 𝑒 ∗ 𝑡𝑓2  +  6 ∗ 𝑑 ∗ 𝑡𝑓 +  2 ∗ 𝑐 

 ( 85 ) 

Si el desarrollo anterior se expresa de manera matricial, se pueden obtener los 

coeficientes de este polinomio: 
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[
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑞0

𝑞𝑓

𝑣0

𝑣𝑓

𝑎0

𝑎𝑓𝑖𝑛]
⌉
⌉
⌉
⌉
 

=

[
⌈
⌈
⌈
⌈
 
1 0 0 0 0 0
1 𝑡𝑓 𝑡𝑓2 𝑡𝑓3 𝑡𝑓4 𝑡𝑓5

0 1 0 0 0 0
0 1 2 · 𝑡𝑓 3 · 𝑡𝑓2 4 · 𝑡𝑓3 5 · 𝑡𝑓4

0 0 2 0 0 0
0 0 2 6 · 𝑡𝑓 12 · 𝑡𝑓2 20 · 𝑡𝑓3]

⌉
⌉
⌉
⌉
 

·

[
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓]
⌉
⌉
⌉
⌉
 

 

 
( 86 ) 

 

[
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓]
⌉
⌉
⌉
⌉
 

=

[
⌈
⌈
⌈
⌈
 
1 0 0 0 0 0
1 𝑡𝑓 𝑡𝑓2 𝑡𝑓3 𝑡𝑓4 𝑡𝑓5

0 1 0 0 0 0
0 1 2 · 𝑡𝑓 3 · 𝑡𝑓2 4 · 𝑡𝑓3 5 · 𝑡𝑓4

0 0 2 0 0 0
0 0 2 6 · 𝑡𝑓 12 · 𝑡𝑓2 20 · 𝑡𝑓3]

⌉
⌉
⌉
⌉
 
−1

·   

[
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑞0

𝑞𝑓

𝑣0

𝑣𝑓

𝑎0

𝑎𝑓𝑖𝑛]
⌉
⌉
⌉
⌉
 

 

 
( 87 ) 

[
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓]
⌉
⌉
⌉
⌉
 

=

[
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
 

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

0 0 0 0  
1

2
 0

−
10

𝑡𝑓3

10

𝑡𝑓3
−

6

𝑡𝑓2
−

6

𝑡𝑓2
−

3

2 · 𝑡𝑓

1

2 · 𝑡𝑓
15

𝑡𝑓4
−

15

𝑡𝑓4

8

𝑡𝑓3

7

𝑡𝑓3

3

2 · 𝑡𝑓2
−

1

𝑡𝑓2

−
6

𝑡𝑓5

6

𝑡𝑓5
−

3

𝑡𝑓4
−

3

𝑡𝑓4
−

1

2 · 𝑡𝑓3

1

2 · 𝑡𝑓3]
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
 
 

·   

[
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑞0

𝑞𝑓

𝑣0

𝑣𝑓

𝑎0

𝑎𝑓𝑖𝑛]
⌉
⌉
⌉
⌉
 

 

 
( 88 ) 

 

15.2. Desarrollo y obtención de los parámetros del polinomio de 

séptimo orden 

A partir del polinomio de séptimo orden, se obtienen los coeficientes que definen 

dicha expresión. 

𝑞(𝑡) = 𝑎 + 𝑏 · 𝑡 + 𝑐 · 𝑡2 + 𝑑 · 𝑡3 + 𝑒 · 𝑡4 + 𝑓 · 𝑡5 + 𝑔 · 𝑡6 + ℎ · 𝑡7 

 ( 89 ) 

Para encontrar una solución particular para el polinomio descrito, se tienen que 

conocer las condiciones de contorno, de tal forma que: 

𝑞0 = 𝑞(𝑡 = 0) = 𝑎 

 ( 90 ) 
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𝑞𝑓 = 𝑞(𝑡 = 𝑡𝑓) = 𝑎 + 𝑏 · 𝑡𝑓 + 𝑐 · 𝑡𝑓2 + 𝑑 · 𝑡𝑓3 + 𝑒 · 𝑡𝑓4 + 𝑓 · 𝑡𝑓5 

 ( 91 ) 

 

𝑣0 = 𝑞′(𝑡 = 0) = 𝑏 

 ( 92 ) 

𝑣𝑓 = 𝑞′(𝑡 = 𝑡𝑓) =

= 7 · ℎ · 𝑡𝑓6  +  6 · 𝑔 · 𝑡𝑓5  +  5 · 𝑓 · 𝑡𝑓4  +  4 · 𝑒 · 𝑡𝑓3  +  3
· 𝑑 · 𝑡𝑓2  +  2 · 𝑐 · 𝑡𝑓 +  𝑏 

 
( 93 ) 

𝑎0 = 𝑞′′(𝑡 = 0) = 2 · 𝑐 

 ( 94 ) 

𝑎𝑓 = 𝑞′′(𝑡 = 𝑡𝑓) =

= 42 · ℎ · 𝑡𝑓5  +  30 · 𝑔 · 𝑡𝑓4  +  20 · 𝑓 · 𝑡𝑓3  +  12 · 𝑒 · 𝑡𝑓2  
+  6 · 𝑑 · 𝑡𝑓 +  2 · 𝑐 

 
( 95 ) 

𝑗0 =  𝑞′′′(𝑡 = 0) = 6 · 𝑑 

 ( 96 ) 

𝑗𝑓 = 𝑞′′′(𝑡 = 𝑡𝑓) =

= 210 · ℎ · 𝑡𝑓4  +  120 · 𝑔 · 𝑡𝑓3  +  60 · 𝑓 · 𝑡𝑓2  +  24 · 𝑒
· 𝑡𝑓 +  6 · 𝑑 

 
( 97 ) 

Si el desarrollo anterior se expresa de manera matricial, se logran obtener los 

coeficientes de este polinomio: 

[
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑞0

𝑞𝑓

𝑣0

𝑣𝑓

𝑎0

𝑎𝑓

𝑗0
𝑗𝑓 ]

⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
 

=

[
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
 
1 0 0 0 0 0 0 0
1 𝑡𝑓 𝑡𝑓2 𝑡𝑓3 𝑡𝑓4 𝑡𝑓5 𝑡𝑓6 𝑡𝑓7

0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 2 · 𝑡𝑓 3 · 𝑡𝑓2 4 · 𝑡𝑓3 5 · 𝑡𝑓4 6 · 𝑡𝑓5 7 · 𝑡𝑓6

0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 2 6 · 𝑡𝑓 12 · 𝑡𝑓2 20 · 𝑡𝑓3 30 · 𝑡𝑓4 42 · 𝑡𝑓5

0 0 0 6 0 0 0 0
0 0 0 6 24 · 𝑡𝑓 60 · 𝑡𝑓2 120 · 𝑡𝑓3 210 · 𝑡𝑓4]

⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
 

·

[
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓
𝑔
ℎ]
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
 

 

 

 

( 98 ) 
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[
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓
𝑔
ℎ]
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
 

=

[
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
 

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2
0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

6
0

−
35

𝑡𝑓4

35

𝑡𝑓4
−

20

𝑡𝑓3
−

15

𝑡𝑓3
−

5

𝑡𝑓2

5

2 · 𝑡𝑓2
−

2

3 · 𝑡𝑓
 −

1

6 · 𝑡𝑓
84

𝑡𝑓5
−

84

𝑡𝑓5

45

𝑡𝑓4

39

𝑡𝑓4

10

𝑡𝑓3
−

7

𝑡𝑓3

1

𝑡𝑓2

1

2 · 𝑡𝑓2

−
70

𝑡𝑓6

70

𝑡𝑓6
−

36

𝑡𝑓5
−

34

𝑡𝑓5
−

15

2 · 𝑡𝑓4
 

13

2 · 𝑡𝑓4
−

2

3 · 𝑡𝑓3
−

1

2 · 𝑡𝑓3

20

𝑡𝑓7
−

20

𝑡𝑓7

10

𝑡𝑓6

10

𝑡𝑓6

2

𝑡𝑓5
−

2

𝑡𝑓5

1

6 · 𝑡𝑓4

1

6 · 𝑡𝑓4 ]
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
 
 

·

[
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
⌈
 
𝑞0

𝑞𝑓

𝑣0

𝑣𝑓

𝑎0

𝑎𝑓

𝑗0
𝑗𝑓 ]

⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
⌉
 

 

 

 

( 99 ) 

15.3. Desarrollo y obtención de la SCurve 

  Para el desarrollo de la SCurve se considerará un jerk discontinuo en el eje 

temporal. De este modo, se pueden distinguir tres fases [3]: 

1. Fase de aceleración: durante el intervalo de tiempo 0 a Ta. En esta fase la 

aceleración tiene carácter lineal. 

2. Fase de velocidad máxima: durante el intervalo Ta y Ta+Tv. Se caracteriza 

por la velocidad constante. 

3. Fase de deceleración: durante el intervalo Ta+Tv y T, de tal manera que el 

tiempo total de la trayectoria vendrá dado por: 

𝑇 = 𝑇𝑎 + 𝑇𝑣 + 𝑇𝑑 
( 100 ) 

  Donde: 

  Ta: tiempo de aceleración. 

  Tv: tiempo de velocidad constante. 

  Td: tiempo de deceleración. 

En esta fase se observa perfiles opuestos a la fase de aceleración. 
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 Cuando el usuario tenga que utilizar este método, tendrá que asignar unas 

limitaciones referentes a las características técnicas de los motores en cuanto a velocidad, 

aceleración y jerk máximos. Primeramente, se deberá verificar si la trayectoria es capaz 

de realizarse. Si, por ejemplo, tenemos un punto inicial y final, cuya diferencia es muy 

pequeña con respecto a la diferencia de velocidades inicial y final, no se podrá realizar. 

Con dicho fin, se debe comprobar siempre si es posible realizar la trayectoria con jerk (un 

pulso positivo y otro negativo). Por lo tanto: 

𝑇𝑗 = 𝑚𝑖𝑛(√
𝑣1 − 𝑣0

𝑗𝑚𝑎𝑥
,
𝑎𝑚𝑎𝑥

𝑗𝑚𝑎𝑥
) 

 
( 101 ) 

 De esta manera, se comprueba si la trayectoria es factible, si la aceleración alcanza 

su máximo valor y si puede existir el jerk por paso por cero; la trayectoria será factible 

si: 

𝑞1 − 𝑞0 >

>

{
 

 𝑇𝑗 · (𝑣0 + 𝑣1)                                       𝑠𝑖 𝑇𝑗 <
𝑎𝑚𝑎𝑥

𝑗𝑚𝑎𝑥

1

2
· (𝑣0 + 𝑣1) · [𝑇𝑗 +

𝑣1 − 𝑣0

𝑎𝑚𝑎𝑥
]                                 𝑠𝑖  𝑇𝑗 =

𝑎𝑚𝑎𝑥

𝑗𝑚𝑎𝑥
                        

 

 

 

( 102 ) 

La expresión anterior demuestra si es posible hacer el cálculo de los parámetros 

de la trayectoria. En este caso, para definir el máximo valor de velocidad durante el 

movimiento, existirán dos casos: 

Caso 1: En este caso se verifica si la máxima aceleración se alcanza por las 

siguientes condiciones: 

  Tiempo de aceleración: 

𝑆𝑖 (𝑣𝑚𝑎𝑥 − 𝑣0) · 𝑗𝑚𝑎𝑥 < 𝑎𝑚𝑎𝑥
2 → 𝑎𝑚𝑎𝑥 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑎𝑙𝑐𝑎𝑛𝑧𝑎𝑑𝑎 

 ( 103 ) 

Si la aceleración es alcanzada en el intervalo de aceleración, se utiliza la 

siguiente expresión: 
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𝑇𝑗1 = √
𝑣𝑚𝑎𝑥 − 𝑣0

𝑗𝑚𝑎𝑥
 

 
( 104 ) 

donde Tj1 es el tiempo en el cual el jerk es constante durante la fase de 

aceleración: 

𝑇𝑎 = 2 · 𝑇𝑗1 

 ( 105 ) 

Contrariamente, si no se alcanza, se utilizarán las siguientes expresiones: 

𝑇𝑗1 =
𝑎𝑚𝑎𝑥

𝑗𝑚𝑎𝑥
 

 
( 106 ) 

𝑇𝑎 = 𝑇𝑗1 +
𝑣𝑚𝑎𝑥 − 𝑣0

𝑎𝑚𝑎𝑥
 

 
( 107 ) 

Tiempo de desaceleración: 

𝑆𝑖 (𝑣𝑚𝑎𝑥 − 𝑣1) · 𝑗𝑚𝑎𝑥 < 𝑎𝑚𝑎𝑥
2 → 𝑎𝑚𝑖𝑛 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑎𝑙𝑐𝑎𝑛𝑧𝑎𝑑𝑎 

( 108 ) 

Si la aceleración es alcanzada en el intervalo de desaceleración se utiliza 

la siguiente expresión: 

𝑇𝑗2 = √
𝑣𝑚𝑎𝑥 − 𝑣0

𝑗𝑚𝑎𝑥
 

 
( 109 ) 

donde Tj2 es el tiempo en el cual el jerk es constante durante la fase de 

desaceleración: 

𝑇𝑑 = 2 · 𝑇𝑗2 

 ( 110 ) 

De otra forma, si no se alcanza, se utilizará la siguiente expresión: 

𝑇𝑗2 =
𝑎𝑚𝑎𝑥

𝑗𝑚𝑎𝑥
 

 
( 111 ) 

𝑇𝑑 = 𝑇𝑗2 +
𝑣𝑚𝑎𝑥 − 𝑣1

𝑎𝑚𝑎𝑥
 

 
( 112 ) 
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Finalmente, es posible determinar el tiempo Tv en el intervalo de velocidad 

constante: 

𝑇𝑣 =
𝑞1 − 𝑞0

𝑣𝑚𝑎𝑥
−

𝑇𝑎

2
· (1 +

𝑣0

𝑣𝑚𝑎𝑥
) −

𝑇𝑑

2
· (1 +

𝑣1

𝑣𝑚𝑎𝑥
) 

 
( 113 ) 

Caso 2: En este caso, si la velocidad constante no existe, la duración de la 

aceleración y desaceleración se calculará según: 

𝑇𝑗 = 𝑇𝑗1 = 𝑇𝑗2 =
𝑎𝑚𝑎𝑥

𝑗𝑚𝑎𝑥
 

 
( 114 ) 

𝑇𝑎 =

𝑎𝑚𝑎𝑥
2

𝑗𝑚𝑎𝑥
− 2 · 𝑣0 + √𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎

2 · 𝑎𝑚𝑎𝑥
 

 
( 115 ) 

𝑇𝑎 =

𝑎𝑚𝑎𝑥
2

𝑗𝑚𝑎𝑥
− 2 · 𝑣1 + √𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎

2 · 𝑎𝑚𝑎𝑥
 

 
( 116 ) 

 

donde: 

𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎 =
𝑎𝑚𝑎𝑥

4

𝑗𝑚𝑎𝑥
2

+ 2 · (𝑣0
2 + 𝑣1

2) + 𝑎𝑚𝑎𝑥 ·

· (4 · (𝑞1 − 𝑞0) − 2 ·
𝑎𝑚𝑎𝑥

𝑗𝑚𝑎𝑥
· (𝑣0 + 𝑣1)) 

 
( 117 ) 

Tanto en el primer como en el segundo caso es posible que la máxima aceleración 

no se alcance (tanto amin como amax). Esto sucede en aplicaciones en las que existe un 

desplazamiento pequeño si la aceleración máxima es elevada, o la velocidad inicial está 

cerca de la máxima velocidad permitida. En estos casos, el segmento de aceleración 

constante no está presente. Dado esto, se tiene que garantizar que la trayectoria tenga 

tiempo suficiente para acelerar (desde v0 a vlim) y decelerar (de vlim a v1). 

Puede suceder que Ta o Td llegue a ser negativo. En este caso, dependiendo de los 

valores de velocidad inicial y final, solo será necesario un intervalo de aceleración o 

desaceleración; Ta < 0 quiere decir que el intervalo de aceleración no estará presente. 
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Finalmente, si se pone a cero el tiempo de aceleración se podrá recalcular los otros 

intervalos: 

𝑇𝑑 = 2 ·
𝑞1 − 𝑞0

𝑣1 + 𝑣0
 

 
( 118 ) 

𝑇𝑗2 =

=
𝑗𝑚𝑎𝑥 · (𝑞1 − 𝑞0) − √𝑗𝑚𝑎𝑥 · (𝑗𝑚𝑎𝑥 · (𝑞1 − 𝑞0)2 + (𝑣1 + 𝑣0)2 · (𝑣1 − 𝑣0)

𝑗𝑚𝑎𝑥 · (𝑣1 + 𝑣0)
 

 
( 119 ) 

 

 






































































































































