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Resumen

Este libro presenta una recopilacién de ejercicios resueltos dentro del marco de
asignaturas de ciencias o ingenierias donde se vean funciones de varias variables
y ecuaciones diferenciales.

Los contenidos tratados serén:

1. Introduccién a las curvas en el plano y superficies en el espacio. Domi-
nios en el plano. Cambios de coordenadas: polares, cilindricas y esféricas.
Derivaciéon de funciones de varias variables.

2. Célculo de volumenes y areas de superficies.

3. Ecuaciones diferenciales de orden 1. Métodos numeéricos para la resoluciéon
de EDOs de orden 1.

4. Ecuaciones diferenciales de orden 2 con coeficientes constantes. Transfor-
mada de Laplace.

La estructura general serd plantear un ejercicio del cual se encontraran dos
resoluciones: una analitica con todos los pasos explicados y otra realizada me-
diante el paquete matematico Matlab version R2019b y R2020a. Cuando se
termina la resolucion de un ejercicio de forma analitica el lector se encontrard
con el simbolo [, mientras que cuando se termina la resolucién de un ejercicio
usando Matlab se indicara con el simbolo K.

Todas las instrucciones que se van a ejecutar con Matlab pueden encontrarse
explicadas con més detalle en (Agud Albesa y Pla Ferrando 2015), aunque a lo
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Resumen

largo de este libro se irdn explicando las 6rdenes que se trabajen y comentarios
sobre las mismas.

La resoluciéon mediante Matlab de ejercicios similares se hara s6lo de uno de
ellos, ya que los pasos e instrucciones seran los mismos cambiando los argu-
mentos de entrada. Se indicaré el ejercicio de referencia donde esto ocurra.

Una de las principales motivaciones que ha llevado a las autoras a escribir
este libro es ayudar al alumno a comprender, y no mecanizar, la resoluciéon
de problemas mateméticos, como afrontarlos tanto de forma analitica como
con la ayuda de un paquete matematico como es en este caso Matlab. Tam-
bién ese contacto que todo estudiante o persona que se acerca a las ciencias
debe mantener con el lenguaje cientifico, que es universal y que permite, in-
dependientemente de nacionalidades, que toda la comunidad cientifica pueda
expresarse y entenderse de forma tinica y univoca.

Por otro lado, la sociedad actual es una sociedad online, que pone al alcance
de los ciudadanos cada vez mas herramientas para realizar muchos de los pasos
y cuentas que antes habia que hacer ’a mano’. Hay que potenciar las ventajas
que esto ofrece, pero dandose cuenta de que es el usuario el que le dice a las
maquinas, a las herramientas, a los paquetes matemaéticos, qué es lo que se
debe hacer. Si no hay una comprensién de porqué se realizan las operaciones
que se muestran, o qué operaciones matematicas son las que permiten llegar
al resultado adecuado, de nada sirve un paquete matematico que ejecute esas
instrucciones. Es por eso que las autoras han visto interesante completar la
resolucién de los ejercicios mediante Matlab, indicando qué debe hacerse y con
qué ordenes Matlab permite llegar al resultado deseado.

En las ocasiones que interese anadir resultados tedricos o propiedades, se pon-
dran en la seccién o tema correspondiente.

El capitulo correspondiente a métodos numéricos para ecuaciones diferencia-
les de orden 1 serd desarrollado de forma teoérica, ilustrando cada uno de los
métodos explicados mediante ejercicios resueltos.

Algunos de los enunciados de los ejercicios de EDOs aqui expuestos se han
obtenido de (Bellido Guerrero, Donoso Bellon y Lajara Lopez 2014) y (Ricardo
2008).

Asi mismo, el tema de ecuaciones diferenciales de orden 2 el lector lo encontraré
desarrollado tedricamente de forma mas exhaustiva, pensando en que cualquier
persona interesada en el tema o que cualquier alumno de cualquier titulacion
de ciencias que se acerque a este libro pueda entender de dénde proceden
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Resumen

los mecanismos que se ejecutan en la resolucién de las EDOs de orden 2 con
coeficientes constantes.

El libro termina con un capitulo donde se han incluido los comandos de las
diversas figuras de representaciones graficas con las que se han ilustrado los
ejercicios, de cara a que aquel lector que quiera profundizar en el uso del
Matlab tenga aqui como llevar a cabo esas representaciones. Asi de paso, se
van introduciendo més comandos de Matlab y como trabajarlos. Indicar que los
comandos necesarios para las representaciones de las superficies o de los domi-
nios de integracion, se incluyen en la resolucion de Matlab del propio ejercicio.
Este ultimo capitulo se centra en instrucciones que completan y complementan
estas representaciones graficas.

Esperamos que el lector pueda encontrar en este libro una ayuda para com-
prender mucho mejor los conceptos matematicos aqui tratados y poder llevar
a cabo su resolucion, tanto analiticamente como con la ayuda de Matlab, asi
como saber expresar y entender en el lenguaje cientifico cualquier tipo de pro-
blema de los campos aqui tratados.
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Capitulo 1

Introduccion a Matlab

1.1 Entorno Matlab

Este libro utiliza la versiéon de Matlab R2019b y R2020a. La ventana que el
usuario se encontrard al abrir este paquete matematico se subdivide en varias
ventanas dedicadas a mostrar distintas partes de la sesién de trabajo, Figura
1.1, aunque la configuracién inicial de estas puede cambiar. Se recomienda
al usuario de Matlab tener abiertas, ademés evidentemente de la Command
Window o ventana de trabajo principal donde se introducen las instrucciones
y se ven los resultados, las siguientes ventanas:

= Current Folder

= Workspace

= Command History
y colocarlas como se indica en la Figura 1.1, sobre todo para ver enseguida
la ventana que muestra las variables que se van definiendo y el historial de

las instrucciones que se van ejecutando. Estas ventanas se describen con més
detalle a continuacion.



Capitulo 1. Introduccion a Matlab
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Figura 1.1: Ventana de trabajo del paquete mateméatico Matlab

La Command Window (ventana central) es donde se introducen los comandos,
variables e instrucciones a realizar. Es decir, es la ventana donde se trabaja.
Ahi Matlab devuelve los resultados de cualquier instruccion ejecutada o de
cualquier programa que se haya hecho funcionar.

La ventana Current Folder (superior izquierda) indica el contenido del direc-
torio en el que se estd trabajando en esa sesién y, salvo cambio del mismo,
es donde se irdn guardando los archivos que se vayan salvando. Si se quiere
acceder a algin fichero que ya se tiene creado, debe tenerse en cuenta que para
ejecutarlo desde la ventana de Command Window y que Matlab lo encuentre,
siempre buscaréd en la ruta de acceso que se muestra en la barra del Browser.
Por eso debe prestarse atencion a estar en la ruta de trabajo adecuada, de no
ser asi Matlab indicard que tal fichero no ha sido encontrado en esa direccion.

La ventana de Workspace (superior derecha) es la ventana donde se indican
las variables que se van definiendo en la sesion de trabajo o que se tienen
guardadas y cargadas de otras sesiones. Para borrar alguna de ellas, hay que
usar el comando >> clear seguido del nombre de la variable o seleccionarla en
esa ventana y eliminarla. Esta ventana es importante, ya que cuando el lector
vaya ejecutando los distintos ejemplos, quizés ya tenga definida la variable que
precisa para las instrucciéon a ejecutar y asi no hace falta volver a definirla.
Es conveniente siempre consultarlo en esta ventana por si ya tuviera un valor
adjudicado de alguna asignacién anterior.
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La ventana de Command History muestra todos los comandos y érdenes in-
troducidos, permitiendo recuperarlos, o bien arrastrandolos a la Command
Window (no ejecuta), o bien haciendo doble click sobre ellos (ejecuta).

1.1.1 Figuras

Cuando se ejecuta el comando para representar una funcion, Matlab abrira
una nueva ventana de Figure, que se puede minimizar y mantener toda la
sesion mientras se va actualizando, o bien cerrar. Cuando se representa otra
figura reemplaza la anterior, salvo que se abra una nueva ventana ejecutando
el comando

>>figure

aunque también se le puede indicar que represente en la misma ventana la
siguiente grafica, usando el comando

>>hold on

Si se quiere desactivar este comando basta introducir >> hold off.

Para saber un poco mas sobre la representacion grafica, ademds de todas las
indicaciones que se han ido anadiendo en los ejercicios resueltos con Matlab,
el lector puede acudir al Capitulo 6, donde ya se habla més extensamente de
cémo representar y de como manipular las graficas.

1.1.2 Archivos: creacion y cé6mo guardarlos

Con el icono del folio o New Script de la barra de herramientas (primero de los
iconos de la misma), también se abrird una nueva ventana donde Matlab per-
mite programar o crear funciones en ficheros con extensiéon .m. Estos archivos
se guardan desde esa ventana de Editor donde el usuario encontrara la opcién
de Save o el icono correspondiente (generalmente el disquete).

Ao largo del libro, y de otros libros de las autoras (Agud Albesa y Pla Ferrando
2020), el lector encontraré algiun ejemplo de ficheros .m creados por las mismos
para que vea cémo manipularlos.

Es importante el nombre con el que se guarde este tipo de ficheros ya que
cuando se vaya a ejecutar desde la Command Window, o ddndole a Run en la
ventana del Editor, es con ese nombre con el que se les llama. Por lo tanto,
si el arhivo es una function, un programa donde hay argumentos de entrada
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que se piden con el nombre, el nombre de la function y del fichero debe ser el
mismo. Por defecto Matlab ya les adjudica esa primera linea del codigo.

A veces Matlab permite acceder al cdédigo de programacion de funciones inter-
nas suyas, lo que puede ayudar al usuario que se acerca por primera vez a la
programacion con Matlab. Se puede hacer o bien con la instrucciéon

>>edit Nombre_funcion

con lo que abrird esa funcién en la ventana del Fditor, Figura 1.2, o bien
pidiendo

>>type Nombre_funcion

donde aparecera el cédigo de la funcién en la propia ventana de la Command
Window. De la primera forma queda més claro, ya que Matlab usa colores
para los distintos tipos de sentencia (verde para comentarios, -introducidos
con el %-, morado para estructuras de programacion, negro para instrucciones
bésicas, morado para opciones de los argumentos, etc.)

A MATLAB R2019b - scademic uze - o x
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e wavicaTe eon smearponNTs A

cPmIA a0

CumentFoder

Bratponts | fun Rnand [ g Rmand
- > Advance &

0 Nome +

Figura 1.2: Acceso a una function propia de Matlab en el Editor

Evidentemente no siempre permite el acceso al codigo de sus programas.

La sesiéon de trabajo de la Command Window se puede guardar. Para ello,
desde el instante en que se quiera guardar, escribir (sin espacios en blanco en
el nombre del fichero):

>>diary nombre_fichero.txt
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admitiendo también extension .text. Esto queda indicado en la figura siguiente,
donde se ha dado nombre a una sesién y puede verse en la ventana de Current
Folder como automaticamente queda creado el archivo de texto con ese nombre

W MAILAB K2U1¥0 - academic use

T o s |
@ '{l,j T [ Find Files & E 3 New Variable @)

Mew New New Open Compare = Import Save L5 Open varissl = Favori
-

Script  Live Script ~ Data Workspace @ClaarWorkspace ~ 4
FILE WARIAELE
e Ha A » D: ¥ docencia 2019 » material docente libros » material docente disenyo
Current Folder Cemmand Window
[ Name = New to MATLAB? See resources for Getting Started.
B bicecc
blsecclonam trabut >> diary prucba.text
i EJErCICio_ge_muestra- 3> R=[1:5: 0 -3 4 6 T;-3:-1:1]
d newton.m

f,ﬂ newton_sin_tol.m

f,ﬂ oper_complex.m

@ oper_complex_global.m
prueba text

ﬁ P Jx »> diary off

Desde ahi, hasta indicar >> diary off, guarda con el nombre indicado la
sesion realizada. Si en cualquier momento se quiere volver a activar dicha sesién,
basta con poner de nuevo >> diary on. Por defecto se guarda en la ruta
especificada en la barra de Browser. Este fichero es un documento de texto,
que se puede abrir desde el Bloc de Notas, o haciendo doble click desde la sesién
de Matlab en el directorio donde esta. En este tultimo caso abre el documento
en la ventana de Editor de Matlab, ver Figura 1.3.

A

|# Di\docencia 2019%\material docente libros\material docente di:

EEJ ~ E [ Find Files < Ins

New Open Save &l compare * | 5 GoTo> Comme
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2
3 A=
4
= 1 2 3 4 )
[ a -3 4 @ T
7
g diary off
9

Figura 1.3: Editor con el contenido de la sesién guardada al pulsar dos veces en el archivo
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Las instrucciones ejecutadas después de la orden >> diary off no se guardan
en el documento correspondiente a esa sesién.

Es importante indicar que al guardar una sesiéon en la que se hayan representado
graficas, estas no se van a guardar con la instruccién diary, ya que como
el usuario puede observar, las graficas Matlab las representa en una ventana
aparte. Con lo cual, salvo la instruccion para ejecutarlas, no quedan archivadas
como sesion de trabajo. Si se quieren guardar, desde la propia ventana de la
figura representada deberan salvarse, o copiarse en otro documento, ofreciendo
numerosas extensiones: .fig (extension por defecto de Matlab que cuando se
vuelva a abrir desde la ventana de trabajo permitird volver a manipularlas),
.jpg, .png, .eps, y muchas otras. De esto se habla de forma mas extensa en el
Capitulo 6.

Al final de ese capitulo se presenta otra forma de trabajar en Matlab pudiendo
solventar el hecho de que no se guarden las graficas, que si se guarden los
mensajes de error en la sesién de trabajo de la Command Window y se verd
una forma de intercambiar facilmente escritura de texto y de comandos en
un mismo archivo. Basta trabajar con Live Script, que abre un Live Editor y
permite realizar todo esto en un tnico archivo con extensién .mlx, que ademés
se puede exportar como pdf. Se hablara con detalle de esto en la Seccién 6.4.

1.1.3 Como guardar las variables

Si se quiere guardar las variables creadas en la sesién -después se habla un
poco mas sobre las variables en Matlab-, bastard con el comando o instruccién
>> save nombre variable; o bien dentro del mentd de File seleccionar Save
Workspace, o incluso desde el icono con este mismo nombre disponible en la
barra de herramientas (rodeado en la figura siguiente). Los archivos de variables
tienen por defecto extension .mat y al guardarlos deben aparecer en la ventana
de Current Folder.

4\ MATLAB R2019b - academic use
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>> A=[ 1 2 3 4;-1:-1:-4;zeros(1,4)]

>> save A

J >> stambién puedo guardar con el icono del ment: Save Workspace
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Para recuperar las variables en una nueva sesiéon de trabajo deben cargarse
con el comando >> load y el nombre del fichero de variables que se haya
especificado al guardarlas. Si se quiere, ademés, ver estas variables, haciendo
doble click en la variable elegida de la ventana de Workspace, Matlab abre
una nueva ventana tipo hoja de calculo donde estdn almacenadas las variables
como se observa en la figura siguiente

e
OF G open~ | Rows Comns L B 5 Transpose
Newfrom Syprot v [1 |1 ] Insert Delete 2 son v
Selection¥ v -
aavere saecron oo
e lbros » motel docente denyo » Pl LsTSLUPY_2017_dieryo » progames de ot

for Getting Started,

>> load('A.mat')

Figura 1.4: Ventana dentro de Matlab donde se almacenan las variables. Se marcan en la
figura las variables seleccionadas para ser mostradas y cémo cargarlas

1.2 Comandos o instrucciones en Matlab

Los comandos en Matlab siempre estaran escritos en mintiscula y entre parén-
tesis sus argumentos. Su escritura es en inglés y se ejecutan al dar a la tecla
Enter. Si se tienen dudas de los argumentos de alguna instruccion, bastard con
escribir en la ventana de comandos:

>>help nombre_comando

y saldra la ayuda de Matlab . Por ejemplo, con >> help gcd, Matlab dard
la ayuda que tiene para el calculo del maximo comin divisor. Para saber més
sobre la ayuda que proporciona Matlab puede verse la Seccion 1.4.

Las instrucciones pueden ir cada una en una linea y ejecutarse por separado, o
en la misma linea separadas por comas (se produce ademas salida por pantalla)
o por punto y coma (no se ve la salida por pantalla).

Para recuperar alguno de los comandos introducidos, hay dos formas. Una,
como ya se ha comentado, desde la ventana de Command History; la otra, con
las teclas de desplazamiento. Las flechas de arriba y abajo, T, | recuperan los
comandos. Mientras que las de izquierda y derecha, <—, — mueven el cursor
dentro de la linea de edicién para poder modificar las instrucciones.
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Para interrumpir el funcionamiento de una instrucciéon de Matlab se pulsan las
teclas Control y C ala vez. A veces, esta operacion se debera repetir.

Para salir de Matlab o bien cerrar la ventana lo podemos hacer bien con los co-
mando >> exit, 0 >> quit, dandole al Enter al final de cualquier instrucciéon
para que asi se ejecute.

Si al introducir una orden en una linea de la Command Window no cupiese
toda entera se puede terminar con puntos suspensivos, (...), y darle a Enter.
Matlab entiende que no ha terminado la instruccién y sin aparecer el prompt
del sistema, >>, deja seguir escribiendo en la linea siguiente, ejecutando la
instruccién al pulsar Enter. Por ejemplo

>>A=[1:11;zeros (1,11) ;3*%ones(1,11);-1:0.1:0]

>> A
A =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
=il -9/10 -4/5 -7/10 -3/5 -1/2 -2/5 -3/10 -1/5 -1/10 0

Si en una linea de instruccion se pone el simbolo %, cambia el color del texto
a verde y autométicamente Matlab entiende que lo que se escriba hasta darle
al Enter, es un comentario y no debe ser ejecutado.

Interesante saber que, si una vez ejecutadas muchas instrucciones, se quiere
limpiar la pantalla pero no borrar las variables, el comando a utilizar es

>>clc

1.3 Variables y formatos

Cuando se ejecuta un comando y no se le da nombre a la variable que se
obtiene como resultado, Matlab lo asigna a una variable que él tiene en el
sistema llamada ans. Como este nombre ya lo tiene asignado, nunca se puede
llamar a ninguna variable con este nombre. En cada ejecucién sin variable de
salida, Matlab ird4 guardando en ella ese resultado machacando el resultado
anterior. Si se quiere guardar en una variable la operacién ejecutada, se asigna
con el nombre deseado y el simbolo = (asignacion, no comparacion para lo que
se escribiria ==)

>>a=gcd (3,12)
a=

3
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Automéaticamente en la ventana del Workspace aparecerd la variable a e indi-
card su tipo y dimension. Para asignar a esta variable otro valor, simplemente
o se borra o se reasigna con otro valor. Cabe recordar que Matlab es sensible
a mayusculas y minasculas; por lo tanto a y A son dos variables distintas.

No se puede nombrar a una variable cuyo nombre ya esté siendo utilizado por
Matlab o bien en una funcién o bien para sus variables internas. Variables ya
asignadas por Matlab son:

= 16 j...parala unidad imaginaria i = /—1
= pi ... parael valor de 7
= ans ... para las variables de salida que no tengan asignacién previa

= eps...su valor es 2,2204e —016. También puede utilizarse como comando
(mirar >> help eps en caso de querer més informacion)

Para borrar una variable hay varias formas. Basta nombrar a otra variable con
ese nombre y se reemplaza su valor por el nuevo. También puede seleccionarse la
variable en la ventana de Workspace y darle a Delete con las opciones del botéon
derecho del ratén, o con la tecla de suprimir del teclado. Pueden seleccionarse
varias variables. También existe el comando

>>clear nombre_variable

Si solo se indica >> clear, Matlab borra de memoria todas las variables de-
finidas hasta el momento.

1.3.1 Almacenamiento interno de variables en Matlab

Matlab usa para el almacenamiento interno de los numeros, coma flotante
normalizada; es decir, notacion cientifica de forma que la parte entera es 0 y
la primera cifra decimal es distinta de cero (0.00003 seria 0.3%e-04).

Generalmente para las salidas por pantalla trabaja con el formato short, 4
digitos decimales

>>0.00003
ans =
3.0000e-05
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no se puede confundir lo que Matlab saca por pantalla con su manejo interno
de los datos. De ahi que cuando se quiera precisiéon con ndmeros irracionales
conviene definirlos como simbolicos.

1.3.2 Como modificar las salidas por pantalla

Si se quiere cambiar el formato de una salida por pantalla, no el interno de
almacenamiento de Matlab, se pide con el comando

>>format tipo_de_formato

Los formatos mas usuales en Matlab son:

= FORMAT SHORT: 5 digitos, contando parte entera y decimal

= FORMAT LONG: 15 digitos

= FORMAT SHORTE: 5 digitos en coma flotante normalizada

= FORMAT LONGE: 15 digitos o 7 en coma flotante normalizada

» FORMAT SHORTG: elige el mejor formato con 5 digitos de salida (ade-
cuado si se trabaja en un vector con numeros de diferentes longitudes)

= FORMAT +: saca por pantalla los signos, +, - y espacios en blanco
= FORMAT RAT: pone el valor en forma racional

Por ejemplo, el namero 7 con varios formatos seria

>>pi

ans =

3.1416

>>format shorte,pi
ans =

3.1416e+00
>>format long,pi
ans =
3.141592653589793

Si se quiere saber mas sobre formatos de Matlab basta escribir

>>help format

En las ultimas versiones de Matlab se ha visto disminuida la cantidad de in-
formacién que se obtiene con la ayuda.
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This MATLAE function changes the ourput display format in the Command Window to
the format specified by style.

format style

format

see also aisp, rprintr, rat
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Figura 1.5: Salida por pantalla de la ayuda de Matlab

Para acceder a mas ejemplos e informaciéon basta acudir al documento del
enlace senalado en la Figura 1.5, obteniendo

ol @rep - o x
T | ® & k- @ | [ MATLAB- MathWorks Espana | format - MathWorks Espaia ¢ | | BOE0)~
and) @ Other uses of format 2
¥ Documentacis Search R20190 Documentaton o |
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£« Aspectos undamentales detengusie oo
Intoduccién de comandos
Sintaxis
format
format style
forma
Sintaris *
Desciipcion
Ejemplos Descripcion
Argumentos de entrada Format style cambia el formato de visualizacién de salida en la ventana de comandos al formato especificado por style. clemplo
Conssios Format., por si mismo, restablece el formato de saida al valor predeterminado, que es el formato corto, decimal fjo para la notacion compio
Consulte también de punto flotante y el espaciado de lineas susltas para todas las ineas de salida
Los formatos numéricos s6lo afectan a cémo aparecen los nimeros en la salida de la ventana de comandos, no cémo MATLAB® los
calcula o guarda.
Ejemplos contraer fodo
' Formato largo
Establezca el formato de safida en el formato decimal fjo largo y muestre el valor de pi.

Figura 1.6: Salida por pantalla de la ayuda de Matlab para la instruccién >> format

Esta salida por pantalla se puede cambiar de forma definitiva para todo el
paquete matematico Matlab desde Preferences, en los iconos de la barra de
herramientas de Matlab
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Y ahi aparece en Format un desplegable con los distintos formatos de salida
por pantalla. Eso afectaria a todas las sesiones de trabajo posteriores hasta
que se vuelva a cambiar.

Nota 1.3.1 Cabe destacar la diferencia entre las drdenes para declarar el for-
mato de una variable o para cambiarlo a esa variable concretamente. Por ejem-
plo, si un nimero que ha devuelto Matlab quiere verse en formato racional
puede hacerse de dos formas

>>format short ,3/5

ans =

0.6000

>>rats(ans) Y convierte a racional ese valor unicamente

ans =

’ 3/5 ’

>>format rat,3/5 % cambia a racional todas las salidas posteriores
ans =

3/5

La orden format cambia el formato para todas las salidas posteriores, hasta que
se vuelva a indicar un nuevo formato. Con la instruccion aplicada a esa variable
solo actia en ese momento, devolviéndola entre comillas simples. Obsérvese
también que la orden se diferencia de la declaracion de la variable en la letra
final s: rats(’variable’) o format rat.
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Lo mismo sucede si se declara una variable como simbdlica, para toda la sesion
hasta que sea eliminada,

>>y=sym(’y’)

o=

y
>> syms x

En la ventana de Workspace ambas variables constan como simbdlicas.

Workspace ®

Value
0.6000
Ix1 sym
Ix1 sym

1.3.3 Prefigar el numero de cifras

En caso de querer que un numero salga por pantalla con una cantidad de cifras
predeterminada existe la instruccién:

>>vpa(valor ,numero_cifras)

donde valor es un dato numérico y el argumento numero_cifras indica cuan-
tas cifras tendréd el nimero incluyendo la parte entera:

>>pi Ysalida por defecto

ans =

3.1416

>>vpa(pi) Y%si no se pone argumento
ans =
3.1415926535897932384626433832795
>>vpa(pi,10) % con 10 cifras

ans =

3.141592654

El resultado mostrado por pantalla serd simbolico, puede comprobarse en la
ventana de Workspace, Figura 1.7.

Si no se indica segundo argumento, la cantidad de cifras que vpa saca por
defecto es 32 cifras, incluyendo la parte entera si no es nula, y en caso de
ser nula, serfian 32 cifras decimales. Este cantidad de cifras puede modificarse,
siendo esto interesante cuando vpa se aplica a valores simbdlicos, como por
ejemplo es el caso detallado en la Figura 1.7. Para ello se utiliza el comando

>>digits (n)
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siendo n la cantidad de digitos que quieren obtenerse en la salida por pantalla
por defecto, es decir, cuando no se especifica segundo argumento en vpa.

>>vpa(1/3) %32 digitos

ans =

0.33333333333333333333333333333333

>>digits (5);vpa(1/3) Ysaldran 5 digitos (mno cuenta la parte entera nula)
ans =

0.33333

Si llegado un momento no se sabe cuantas cifras estd usando la instruccién
vpa, basta pedirle a Matlab

>>digits
Digits = 32

aunque cuando se cierra una sesién de Matlab vuelve a la cantidad original.

Cabe recordar, que si la salida de esta instruccion se almacena en una variable,
por ejemplo, a, esta variable es automaticamente simbolica (puede comprobar-
se mirando la ventana de Workspace). Si después ese valor quiere pasarse a
numérico, basta utilizar la instruccion

>>a=double (valor_salida_de_vpa)

convirtiendo asi la variable simbodlica en numeérica, concretamente con doble
precision.

La instruccién vpa también puede ser aplicada a variables simboélicas; prestando
atencién a que esa salida seguird siendo simbdlica, como puede observarse en
la ventana de Workspace, Figura 1.7 donde se han ejecutado las siguientes
instrucciones:

>>syms x,f(x)=3xx"2+exp(x-1);valor=£f(3)

valor =

exp(2) + 27

>>%ahora lo paso a numérico

>>double (valor)

ans =

34.389056098930652

>>% lo paso a otro formato

>>format long,double(valor)

ans =

34.389056098930652

>>valor_2=vpa(valor,6) %ver en el workspace que esta variable es simbdélica
valor_2 =

34.3891

>>double (valor_2) Ynumérico de nuevo para poderla evaluar o sustituir
ans =

34.389056098930268
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34.305056099530652

>> valor_z=vpa (valor,6) tveamos en el workspace que esta varisble seré simbélic

Commend History e

Figura 1.7: Comando >> vpa con variables simbélicas

Obsérvese que si ese valor obtenido se quiere sustituir o evaluar en alguna
funcién para trabajarlo como numeérico, debe transformarse utilizando de nuevo
la instrucciéon >> double(valor 2).

Si se busca que la salida por pantalla de una variable simbdlica tenga sus
coeficientes con formato decimal, la instrucciéon vpa acttia pero no haré caso al
numero de cifras que se le pida como segundo argumento; habra que cambiar
los digitos por defecto de esta instruccién de forma previa

>>syms x,f(x)=1/3%x"2+3/7T*x

£(x) =

x~2/3 + (3*x)/7

>>f_decimal (x)=vpa(f)

f_decimal(x) =

0.33333333333333333333333333333333*xx~2 +0.42857142857142857142857142857143%x
>>f_decimal (x)=vpa(f,6) Yno hace caso al segundo argumento

f_decimal(x) =

0.33333333333333570180911920033395%x~2 +0.42857142857143060155067360028625*x
>>digits (5),f_decimal(x)=vpa(f) Ycambia a salida de 5 cifras no nulas
f_decimal(x) =

0.33333*%x"2 + 0.428b57*x

Destacar también que esta instruccién no cuenta como cifras las nulas, es decir,
si por ejemplo, se ejecuta

>>digits (5);vpa(1/30)
ans =

0.033333

se obtiene una salida por pantalla con 5 cifras no nulas. No con 5 cifras el
nimero ni con 5 decimales.
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1.4 Ayuda de Matlab

Hasta ahora se ha hablado del comando >> help nombre de comando que
proporciona ayuda del comando solicitado.

Si lo que se quiere es obtener ayuda general de Matlab, o de las funciones o
Toolboz (paquetes de herramientas) que Matlab tiene ya predefinidas, basta
con darle al icono de Help que se senala en la siguiente figura, que abrira la
ventana de ayuda también mostrada en esta figura

G B gruene & @ B
Smulnk | Loout. (seepun Add-Ons | Help 3 ReuestSupport

e e - ~ [ Leam MATLAB

s eromenT A\ resounces

Workspace (27 Clear Workspace ~
vARRE
> MaTAR

SN

S - F

* Exglo

& Explore Ado.Ons

ta la proxima version

‘Ahora, la documentacion traducida se ofrece de forma gradual. Por 1o tanto, ya no es necesario es

Categoria

waTLAS

MATLAB

Explorar MATLAB

Editar preferencias

POLYSPACE

Explrar Polyspace.

Aplicaciones

> Ma

Seect e toviw detss

Figura 1.8: Ventana emergente de ayuda de Matlab

Si, por ejemplo, se quiere acceder a todas las funciones matematicas que ya
tiene construidas Matlab, bastaria darle al item dentro del listado de Categorias
(a la izquierda de la ventana mostrada en la Figura 1.8) donde pone Matlab
-destacado en la Figura 1.8-. Dentro de esta categoria, apareceré en el indice
Matemadticas, y pulsando ahi se accede a todas las funciones matematicas y
operaciones que Matlab realiza. Puede verse en la siguiente figura
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Debe destacarse que, para poder acceder a toda esta informaciéon que Matlab
proporciona, el usuario debe estar registrado en una cuenta de Matlab. Basta
dar un email y una contrasena, siempre que se tenga licencia para poder des-
cargarse este paquete, o bien personal, de empresa o de campus. La primera
vez que se accede a la ayuda saldra una pantalla en blanco, s6lo con los mérge-
nes, y al volver a pedir la ayuda pedird que se registre. Una vez registrado, ya
siempre puede acceder a la ayuda de Matlab. Esto ha cambiado con respecto
a versiones anteriores.

Para més detalle e informacion sobre Matlab se recomienda acudir a los prime-
ros capitulos del libro indicado en (Agud Albesa y Pla Ferrando 2015), aunque
trabaja con versiones anteriores, hay algunas instrucciones que no se han visto
modificadas. De todas formas, en cada una de las resoluciones de los ejerci-
cios se va indicando al lector todo lo que debe ir sabiendo de Matlab para
ejecutarlos correctamente.

1.5 Apéndice: soluciones numéricas de ecuaciones con Matlab

Si en alguna ocasion el lector se encuentra con ecuaciones que no puede resolver
de forma analitica o simboélica mediante Matlab va a indicarse en esta seccién
alguna opcién para solventar este problema.

Aunque en este libro de los métodos numeéricos que se hablan son de aquellos
que resuelven EDOs, se ha querido hacer aqui este inciso por si el lector a la ho-
ra de resolver ecuaciones que son necesarias para puntos de corte de dominios,
etc. se encontrase con alguna ecuacién no resoluble de forma analitica.
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Entrar en este tema de manera mas profunda seria hablar de Anéalisis Numérico
y de métodos numeéricos para ecuaciones, tema del cual se ha hablado en (Agud
Albesa y Pla Ferrando 2020) explicando e implementando para Matlab diversos
métodos numéricos por sus autoras. Pero si el lector s6lo quiere conocer de qué
herramientas dispone Matlab para solventar este problema, se hablara aqui de
dos comandos que pueden ayudar a salir del paso.

1.5.1 Comando vpasolve

Para saber més sobre este comando basta acudir a la ayuda que Matlab pro-
porciona

>>help vpasolve
--- help for vpasolve ---

vpasolve - Solve equations numerically

This MATLAB function numerically solves the equation eqn for the variable var.

S = vpasolve(eqn,var)

S = vpasolve(eqn,var,init_param)

Y = vpasolve (eqns,vars)

Y = vpasolve(eqns,vars,init_param)
[yi,...,yN] = vpasolve(eqns,vars)
[yl,...,yN] = vpasolve(eqns,vars,init_param)

= vpasolve(___,’Random’,true)

See also dsolve, equationsToMatrix, fzero, linsolve, solve, symvar, vpa

Documentation for vpasolve

Actua de distinta forma si la ecuacion a resolver es polindmica o no. Por ejem-
plo,

>>syms x,vpasolve(x~4-x"3+2%x-1)

ans =

-1.1537213755417679008659927487639

0.53568738679187305266140591439823

0.80901699437494742410229341718282 - 0.98159334327532047305135338661981i
0.80901699437494742410229341718282 + 0.98159334327532047305135338661981

devolviendo las 4 soluciones que debe tener un polinomio de grado 4. Obsérvese
que devuelve 2 soluciones complejas (una y su conjugada) por ser un polino-
mio con coeficientes reales, y dos reales. Por defecto Matlab trabaja con una
tolerancia de 107!¢, por lo que se pueden asegurar hasta 15 cifras decimales en
la solucién aproximada que devuelve un método numeérico.

Sin embargo, si la funcién no es polindémica, esta instrucciéon sélo encontra-
r4 una solucién. Esto puede comprobarse mediante el siguiente ejemplo. Se
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quiere resolver f(z) = sin®2 — cosz + tgx = 0, donde intervienen funciones
trigonométricas:

>>vpasolve (sin(x)~2-cos (x)+tan(x))
ans =

0.53779885140599770742746417957531

se ha obtenido una tnica solucién aun cuando si se representa dicha funcién
puede observarse que tiene infinitas soluciones

>>fplot (sin(x)~2-cos(x)+tan(x))

dando lugar a

Figura 1.9: Representacién grafica de la funcion f(x) = sin®(z) — cos(z) + tan(x)

Puede pedirse que encuentre la solucién mas cercana a cualquier punto, por
ejemplo x = 2:
>>vpasolve (sin(x)~2-cos (x)+tan(x),2)

ans =
2.2521729771879695179895957108732

anadiendo como argumento el punto de partida. También, puede especificarse
un intervalo como argumento:

>>vpasolve(sin(x)~2-cos(x)+tan(x),[-5,-3])
ans =
-4.0310123299916169589356910556858

Nota 1.5.1 Destacar cémo hay que introducir la expresion sin® x en Matlab,
sin(x)"2; si se quisiera indicar que lo que estd elevado al cuadrado es la va-
riable seria: sin(x"2).
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1.5.2 Comando fzero

También hay otro comando ya implementado en Matlab que resuelve ecuacio-
nes que no pueden resolverse de forma analitica o simbolica, >> fzero. Puede
hacerlo tanto a partir de un punto inicial como de un intervalo. La funcién de
la que se busca la raiz hay que introducirla como primer argumento y de forma
Anonymus, es decir, Q(zx) f(z).

En un método numérico interesa la velocidad con la que accede a la solucion.
Hay que destacar que el método empleado por la instrucciéon >> fzero es mas
rapido si se parte de un intervalo inicial que de un punto inicial.

No se sabe qué método emplea, ni se puede acceder al programa interno de
esta instruccién pero la ayuda de Matlab indica archivos en los que se ha
fundado. Comentar al menos que utiliza una combinacién de biseccién, secante
y métodos de interpolacién cuadratica inversa.

Debido a eso, lo que si es necesario en caso de darle un intervalo inicial es que
en ¢l se verifique el teorema de Bolzano, o en otras palabras, que la funcion sea
continua y cambie de signo en dicho intervalo, f € C([a,b]), f(a)f(b) < 0 =
dc € (a,b), f(c) = 0. En caso de no ser asi, devuelve un mensaje de error

>>fzero (@(x)sin(x)~2-cos(x)+tan(x),[-5,-3])
Error using fzero (line 290)
The function values at the interval endpoints must differ in sign.

obsérvese en la grafica de la funcion representada en la Figura 1.9, que ni
siquiera es continua en ese intervalo.

Se puede buscar un intervalo mejor, o ir a lo seguro dando un punto inicial:

>>fzero(@(x)sin(x)"2-cos(x)+tan(x),-5)
ans =
-4.7124

1.5.3 FEcuaciones polinémicas

Una instruccién que resuelve ecuaciones polinémicas, siempre que el polino-
mio del que se busquen sus raices sea dado como un vector formado por los
coeficientes ordenados de mayor a menor grado, es

>>roots ([1 0 0 -2 5])

ans =

-1.0688 + 1.2689i
-1.0688 - 1.2689i
1.0688 + 0.8212i

1.0688 - 0.8212i
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que devuelve las soluciones de z* — 2z +5 = 0 indicando que tiene 4 soluciones
complejas.

No es un método numérico pero se indica aqui por si puede servir de ayuda al
lector en alguna ocasion.
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Capitulo 2

Curvas, superficies y derivacion
de funciones de varias variables

La diferencia entre curva y funcién es que una curva no siempre tiene que ser
una funcién, puede estar formada por varias funciones. Para que una aplicaciéon
se llame funcién, a cada elemento original x, o elemento del dominio, debe
corresponderle a lo sumo una tnica imagen, f(x).

Por ejemplo, 2% +y = 0 es funcién ya que y = —z2. Pero, x + 3> = 0 no es una
funcion pues y = £/, con lo que a cada valor de z le corresponden dos valores
de y. Eso si, ambas son curvas, concretamente se veré que son parabolas, una
vertical y otra horizontal, respectivamente.

Ademés de trabajar con curvas de la forma F(x,y) = 0, si vienen dadas en
forma implicita, cuya gréafica estard en R? y su dominio son los valores de z € R
tales que existe f(x) € R, en este capitulo también se va a trabajar con fun-
ciones de varias variables, z = f(z,y), o en forma implicita

F(x,y,2) =0

por lo que ahora sus graficas se representaran en R? y el dominio vendra dado
por los (z,y) € R? para los que f(z,y) € R; es decir, los dominios seran
regiones del plano que habra que describir y dibujar.
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A las primeras, con una sola variable independiente, se les llama curvas mien-
tras que a las segundas, con dos variables independientes se les llama super-
ficies. Las primeras se representan en el plano, y su dominio son uniones de
intervalos; las segundas son representadas en el espacio y sus dominios son
uniones de regiones.

2.1 Dominios de funciones de dos variables

Dada z = f(x,y) : Dom(f) C R* — R, se llama dominio de f al conjunto
Dom(f) = {(z,y) €R*: 3z = f(z,y) € R}

Se denomina grafo de z = f(z,y) a las ternas de valores (x,y, z) representadas
en R?

GTCLfO(f) = {(.T,y,Z) eR®: (ZE,y) € Dom(f),z = f(if7y) € R}

Al realizar el analisis de dominios se deberé representar la region del plano
resultante. Habré qué elegir con qué parte del plano separado por curvas hay
que quedarse. Se comenzard con un breve recordatorio de algunas conicas.

2.1.1 Recordatorio de conicas

Algebraicamente una conica es una curva en R? cuya ecuacion general viene
dada mediante una ecuacién de segundo grado

Ar? + By + Cxy+ Dz + Ey+F =0

En este texto solo se han considerado cénicas con ejes paralelos a los ejes coor-
denados, por tanto la ecuacién general sera:

Ar* +By* + Dz +Ey+ F =0

Segun los valores de A, B,C, D, E, F' € R se tendran diferentes conicas. A la
hora de esbozar rapidamente el grafico de una conica siempre es mas comodo
partir de la forma canonica (el paso de la ecuacion general a la candnica se
realiza completando cuadrados). Se ilustra a continuacion, como recordatorio,
una tabla con los graficos y ecuaciones canénicas de algunas conicas.
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2.1 Dominios de funciones de dos

variables

Parabola vértice (4, k)

Ecuacion con eje horizontal Ecuacion con eje vertical
(-k)*=dc(x-h) (x-h)*=4c(y-k)

Eje parabola: x=h

JFocar i)
——————— Eje parabola: y-k

Focol (hk+c)
)

1o

Vertice: (hk)

directriz: y=k-c

Elipse centro (%, k)

Ecuacion con eje mayor horizontal Ecuacion con eje mayor vertical

@-h? y-k? @-h? y-k?
@ T Tl T

Vertice: (h, k+b) Vertice: (h, k+a)

Vertice:(h+b, k)

Hipérbola centro (4, k)

Ecuacion con eje real horizontal Ecuacion con eje real vertical
x—h)?  (y—k)? x—h)?  (y—k)?
CRD N RN
a b? a?

b2

Asintotas

~ Vertice: (h, k+a)

“oco: (hte, k) Eje real
> > Eje imaginario

Figura 2.1: Resumen de conicas

EJjercicio 2.1.1 Calcula el dominio de f(x,y) = log (8 — 2% — y*)+

Resolucion. Primero se plantea cuales son los puntos del dominio:

Domf = {(z,y) eR*: 8—a® —y* >0,z +y* #0}

X

T+ y?

que son las condiciones para que exista el logaritmo y la fracciéon. Se busca la

zona de R? que verifique todas las condiciones:
8—a2—9y* >0 N 2 +y? <8
z+y? #£0 r # -y
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Capitulo 2. Curvas, superficies y derivacion de funciones de varias variables

El siguiente paso sera identificar las curvas que intervienen, utilizando la tabla
de la Figura 2.1
i) 22 +y? = 8 es una circunferencia de C(0,0) y de radio r = /8,

ii) & = —y? es una pardbola horizontal de vértice V(0,0) y rama hacia la
izquierda.

Figura 2.2: Representacion de las curvas frontera del dominio

Queda determinar la zona correspondiente a la inecuacion, eligiendo puntos
del plano, y comprobando su posicién respecto a los trozos en los que queda
dividido R%. Se quiere ver cuando x? + y? < 8, para ello se considera, por
ejemplo, el punto P(2,0) y se sustituye: ;4 < 87 Como esto es verdadero,
indica que, de las zonas en las que la circunferencia divide al plano, debe
cogerse la zona donde esta ese punto, es decir, la interior.

Por tanto, el dominio es la regién limitada por las curvas en linea discontinua,
tanto la circunferencia (ya que la desigualdad es estricta), como la pardbola,
(pues no debe cogerse al darse en ella la igualdad), e interior a la circunferencia.
Si se rellena la region resultante es:

T

Figura 2.3: Dominio de f(z,y) = log (8 — z? — y2) + W
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2.1 Dominios de funciones de dos variables

Resolucion con Matlab. Se busca la zona de R? que verifique

8—a%2—9y% >0 N 2 +y? <8
z+y* #0 . # -y

representando las curvas que intervienen, Figura 2.3, mediante la instruccién
>>syms x y,ezplot(x==-y~2),hold on,ezplot(x~2+y~2==8)

Para analizar la zona basta considerar un punto y comprobar si cumple la

relacion. En este caso, por ejemplo, se sustituye el punto (0.5,0.5)

>>subs (x~2+y~2<=8,[x,y],[0.5,0.5])
ans =

1/2 <= 8

como es cierta la desigualdad se toma la zona donde esta el punto.

El dominio es la proyeccion sobre el plano XY, Figura 2.4(b). Matlab per-
mite girar los grafos usando la herramienta del ment Tools y seleccionando a
continuacion Rotate 3D. Dibujando primero la superficie

>>f(x,y)=log(8-x"2-y~2)+x/(x+y~2);ezsurf (f)

Se aconseja etiquetar los ejes antes de hacerlo girar. Seleccionando en el des-
plegable del menu Insert la opcion de X Label y/o Y Label, se coloca el cursor
en el eje correspondiente y se escribe el nombre del eje o variable. Con el raton
situado sobre la figura se gira hasta poner el eje OY en vertical y el eje OX
en horizontal o bien con el botén derecho del ratéon aparece un cuadro con
opciones para acceder a algunas de las proyecciones, Figura 3.26

-,

(a) Funcién f(z,y) (b) Proyeccion en el plano XY

Figura 2.4: Representacion de f(x,y) = log(8 — 2% — y?) + P
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Capitulo 2. Curvas, superficies y derivacion de funciones de varias variables

EjErcicio 2.1.2 Dada f(z,y) = Va2 +4y> — 1+ log(—de®—y"+4)

T2 —y—2x
a) Analiza el dominio de definicion.

b) Representa dicho dominio.

Resolucion.

a) Para que la funcion exista debe cumplirse:
Domf = {(x,y) ER?: 2 +4y* —1>0, 42> —y* +4 > O,xQ—y—QxyéO}

lo que con un sistema seria

2 +42 -1 >0 x2+% >1 $2+1yjz4 >1
—42? —y*+4 >0 = dr? +y? <4 > 24 L <1
2t —y—2e #0 (=12 -y #1 (=12 #£y+1

Si se observan las conicas que entran en juego, (es decir, primero fijarse en las
curvas, las igualdades, y luego ya estudiar las zonas), se tiene:

i) 22+ % = 1 es una elipse horizontal de C(0,0), de semieje mayor a = 1,

semieje menor b = 1/2, y por tanto ¢ = ?7
i) 2% + % = 1 es una elipse vertical de C(0,0), semieje mayor a = 2y

semieje menor b =1,

iii) y+ 1= (z —1)? es una pardbola vertical con vértice V (1, —1) que mira
hacia arriba.

Dibujando las tres curvas:

\ ’ e
\ ';‘\ —axay?=a
/ . \ —x2-y-2x=0

/ I \

( ]

\ 1 Vi

H\\i S

Figura 2.5: Representacion de las curvas del dominio
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2.1 Dominios de funciones de dos variables

Ahora queda determinar las zonas correspondientes a cada una de las inecua-
ciones, para eso hay que tomar puntos del plano, y comprobar las posiciones
en cada region de las que queda dividido R2.

= Zona 1: se quiere ver cuando x2+f’724 > 1, para ello considerar por ejemplo
el punto P(0,0) y se sustituye: ;0 > 17 Como esto es falso, indica que, de
las zonas en las que la elipse divide al plano, debe cogerse la zona donde

no estd ese punto.

= Zona 2: ver cuando z? + yff < 1. De nuevo considérese el punto P(0,0).
Sustituyendo: ;0 < 17 Evidentemente es cierto, asi que se toma la zona
donde estd ese punto, es decir, el interior de la elipse. Teniendo cuidado
de que la elipse hay que trazarla discontinua, ya que al tener un menor
estricto, la curva no puede entrar en el dominio.

» Zona 3: en este caso se necesita que y + 1 # (z — 1)?, por lo tanto, basta
con dibujar discontinua esta parabola, ya que lo que no puede darse es la
igualdad.

Si se rellenan estas zonas en el dibujo:

/‘7\ //
i LN -
WL

\Q ‘

Figura 2.6: Dominio de f(z,y) = /22 +4y2 — 1 + %

Resolucion con Matlab. El planteamiento del ejercicio es el mismo. Matlab
ayudara a resolver inecuaciones, o mejor, representaciones graficas ya que de-
sigualdades de dos variables no las trabaja de una forma sencilla de interpretar
por el usuario.
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Capitulo 2. Curvas, superficies y derivacion de funciones de varias variables

Se busca la zona de R? que verifique

2?4421 >0 2?4 >1 vy > 1
—4:E22—y2+4 >0 p= 422492 <4 = 24+2 <1
?—y—2zx #0 y+1 #(x—1)? y+1 #(x—1)>2

para ello se representan todas las curvas que intervienen, Figura 2.5,

>>syms x y
>>ezplot (y+1-(x-1)~2) ,hold on,ezplot(x~2+y~2/4-1) ,hold on,ezplot(x~2+4*xy~2-1)

Para obtener el dominio sobre el plano XY basta rotar la figura como se ha
indicado en el Ejercicio 2.1.1, dando lugar la Figura 2.7(b)

>>f(x,y)=sqrt(x~2+4*y~2-1)+log(- 4*x~2 - y~2 + 4)/(x"2 -y -2%x);fsurf(f)

A,
T

(a) Superficie f(z,y) (b) Proyeccion sobre XY

2 2
Figura 2.7: Representacion de f(z,y) = /22 +4y2 — 1+ W

222 + y* — 62 — 2
y—5+a2

EjErcicio 2.1.3 Halla el dominio de f(x,y) = \/

Resolucion. Los pares de valores del dominio son aquellos que cumplen:
222 + y* — 6x — 2
y— 5+ 22

Domf={(x,y)eR2: ZO,y—5+x27é0}

Por tanto las condiciones a analizar son las siguientes
222 4+ y? — 6x — 2

y— 5+ a?
y—>5+a2 #0

>0
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