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1 Resumen de las ideas clave

En este articulo mostramos una aplicaciéon de la probabilidad condicional (feoremas de Bayes y de la
probabilidad total). Vamos a evaluar la fiabilidad de los test de diagndstico clinicos. Presentamos para
ello las nociones de sensibilidad y especificidad de un test, conceptos clave para evaluar la fiabilidad de
un test. Después de efectuar algunos cdiculos, analizamos los resulfados numéricos obtenidos. Finalmente,
estudiamos la bondad de las pruebas mdltiples (pruebas que involucran mds de un test) en funcién de la
fiabilidad de cada una por separado.

2 Objetivos

Cuando se hayan asimilado los contenidos de este documento, el alumno debe

e Entender mejor el concepto de la probabilidad condicionada, el teorema de Bayes y el teorema de
la probabilidad total.

e Poder explicar qué es la sensibilidad y especificidad de un test clinico y por qué estos valores son
distintos del valor predictivo de un test.

e Saber aplicar los resultados introducidos al estudio de una situacion real: debe ser capaz de analizar
de la bondad de un test de diagndstico clinico.

3 Requisitos

Si nos preguntan si es bastante probable o no obtener 6 caras cuando lanzamos 6 veces una moneda, sin
hacer muchos cdlculos, podemos intuir que la probabilidad es bastante baja (de hecho, esta probabilidad
es 1/2% ~ 1.5%). Pero si hemos lanzado la moneda 5 veces y hemos obtenido 5 caras, entonces la
probabilidad de obtener 6 caras seguidas aumenta a 1/2 = 50%. El hecho de que la probabilidad cambia
debido al conocimiento de eventos “posteriores” (es decir, una vez se dispone de informacién adicional)
conduce a la idea de probabilidad condicionada. Resumimos a continuaciéon los conceptos y resultados
estadisticos necesarios para analizar la bondad de los tests clinicos usados en medicina.

3.1 Probabilidad condicionada

Sean Ay B dos sucesos. Si p(B) # 0, entonces la probabilidad de A condicionada a B se define como
p(ANB)

AlB) =
p(A|B) (B)

3.2 El teorema de la probabilidad total

El teorema de la probabilidad total permite calcular la probabilidad de un suceso a partir de probabilidades
condicionadas a que ciertos eventos ocurran. El enunciado de este teorema es el siguiente:

Sean Ai,...,An sucesos que forman una particion del suceso seguro (es decir, que “cubren el suceso
seguro”, A1 U---UAp = Sy que son disjuntos dos a dos, AinA; = @ para i # j). Si B es cualquier ofro
suceso, entonces

p(B) =p(A1)p(BIA1) + -+ + p(An)p(B|An).
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En la figura de arriba puedes ver la idea de este tfeorema: si el suceso B es el interior de la elipse, entonces
B=(BnAj)U---U(BnAp).porloque p(B)=p(BNnA1)+:--+ p(BNnAp)y el teorema se obtiene aplicando
la férmula de la probabilidad condicionada a cada sumando. Puedes mirar el capitulo 2, seccidn 2 del libro
(2) para ver la demostraciéon formal de este teorema.

3.3 El teorema de Bayes

El teorema de Bayes es un resultado importante ya que permite calcular probabilidades de sucesos si se
conoce informacién adicional (informacidon “posterior”). La demostracion es extremadamente simple. Sean
Ay B dos sucesos cuya probabilidad no es 0. A partir de la férmula de la probabilidad condicionada se tiene

p(AnB) p(BNnA)
p(AlIB)= ———, p(BIA) = ————.
p(B) p(A)
De aqui se deduce p(A|B)p(B) = p(BJA)p(A). Y de esto Ultimo ya se obtiene el teorema de Bayes:
p(BIA)P(A)
p(AIB) = ————.
p(B)

El teorema de Bayes se suele usar junto con el teorema de la probabilidad total para calcular el denominador
p(B). De nuevo puedes consultar (2) para ver una demostracion del teorema de Bayes.

Se puede considerar que p(A) es la probabilidad a priori de que suceda A, es decir, antes de conocer nada;
y p(A|B) es la probabilidad a posteriori, es decir, después de que ocurra el evento B. El teorema de Bayes
recibe también el nombre de “teorema de la probabilidad inversa”.

El teorema de Bayes tiene infinidad de usos en asuntos tan diversos como la criptografia, la seguridad, la
investigacion sobre el cdncer de pulmén, la prevision de las elecciones o la busqueda de una bomba
atdbmica perdida. Todos estos usos, ademds de la historia del teorema de Bayes, vienen explicados en el
libro (3) de lectura muy amena.

3.4 Diagramas de arbol

Un diagrama de arbol es un método grafico para mostrar los resultados posibles de un experimento cuando
éste se produce en varias etapas. Cada paso de las sucesivas etapas del experimento se representa como
una rama. Con un ejemplo se entenderd mejor:

Ejemplo. En un curso de bachillerato hay 3 grupos: A, B, y C. El grupo A tiene el 50% de los alumnos, el B el
30% vy el C el 20%. Ademds, hay un 40% de chicos en el A, un 30% de chicos en el B'y un 60% de chicos en el
C. Si se selecciona un chico al azar, ¢,cudl es la probabilidad de que sea del grupo A?

Resolucion. Puedes ver en la figura siguiente el diagrama de arbol correspondiente a este problema, donde
a la izquierda se han escrito los datos del problema y a la derecha se han escrito los simbolos de la probabi-
lidad adecuados.
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En la figura de la izquierda hay algunas flechas que no fienen un nimero escrito; pero estas probabilidades
se pueden hallar muy facilmente si observamos que las probabilidades de las flechas que salen de cada
nodo tienen que sumar 1. En el arbol de la izquierda, tenemos (a) = 0.6; (b) =0.7; (c) = 0.4.

Nos piden hallar p(A|g"). Observa que la probabilidad de pertenecer al grupo A, es decir p(A), es una
probabilidad a priori. Y después de seleccionar a un chico (y no a una chica), la probabilidad de pertenecer
al grupo A, es decir p(A|d"). es una probabilidad a posteriori.

Por el feorema de Bayes y por el teorema de la probabilidad total

p(J'1A)p(A) p(J'1A)p(A)

p(Ald") = =
p(d") p(d'|A)p(A) + p(F'|1B)p(B) + p(F'1A)p(B)

0.5-0.4
© 0.5-0.4+0.3-0.3+0.2-0.6

= 0.4878.

Observa que el numerador aparece en el arbol en la rama marcada con * y el denominador aparece en
las ramas marcadas con * y e,

Andlisis de los diagnésticos clinicos

4.1 Sensibilidad y especificidad

La sensibilidad y la especificidad son las medidas mds comunes asociadas al test para estimar el valor
diagndstico de una prueba médica.

La sensibilidad, denotada por S, es la capacidad de la prueba para detectar si una persona estd enferma.
Para medirla, se utilizan términos probabilisticos: si la persona estd enferma, ¢,cudl es la probabilidad de que
el resulfado de la prueba sea positivo?

S = p(T*|Enf). (1)

La especificidad, denotada por E, es la capacidad que tiene la prueba de identificar como sano al que
efectivamente lo es. Usando de nuevo conceptos de la probabilidad,

E = p(T~|no Enf). (2)

T+ y T~ indican, respectivamente, un resultado positivo o negativo de la prueba. Evidentemente, son
deseables los test médicos con valores altos de S y E. Pero desafortunadamente, los valores ideales S =1 o
bien E = 1 no se alcanzan en la mayoria de las ocasiones.
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Es de destacar gque muchos medios de comunicacién confunden S y E llamando a estos dos valores, en
general distintos, por el nombre comun fiabilidad de la prueba, lo que es erréneo.

En este articulo docente no entraremos en el problema estadistico dificil de estimar Sy E.

En el andlisis de los test diagndsticos fenemos que hablar de los falsos negativos y de los falsos positivos.
Un falso negativo ocurre cuando la prueba diagndstica da resultado negativo si la persona estd enferma.
Matemdaticamente la tasa de falsos negativos es p(T~|Enf) = 1—S. Un falso positivo ocurre cuando la prueba
da resultado positivo si la persona estd sana. La tasa de falsos positivos es p(T*|[no Enf) = 1 —E. Obviamente
intferesa que ambos valores sean pequenaos.

4.2 Valores predictivos

Aunque la sensibilidad y especifidad sean interesantes para evaluar la bondad de un andlisis médico, ante un
resulfado dado no sabemos decidir si es correcto. Hemos de conocer la probabilidad de que una persona
que presente un resultado positivo esté enferma; y también, conocer la probabilidad de que un individuo
con un resulfado negativo esté sano. Estas probabilidades se llaman valores predictivos y se definen por
medio de las siguientes probabilidades:

p(Enf|T™) y  p(no Enf|T™).

4.3 Probabilidades antes y después del diagnostico

Para explorar las probabilidades anteriores infroducimos un nuevo concepto: la prevalencia. La prevalencia,
denotada por a, es la proporciéon de la poblacidon de individuos que estédn enfermas en un intervalo temporal
y region dados. En términos probabilisticos es

a = p(Enf) (3)

Observa que esta probabilidad es anterior a la realizacién de un andlisis clinico. Es, por tanto, una proba-
bilidad a priori de sufrir enfermedad. De nuevo, conocer (o al menos estimar) p(Enf) en una determinada
poblacién es un problema complejo en el que no profundizaremos en este articulo. En un primer intento
podriamos elegir un nUmero grande de personas, N, y estimar p(Enf) como n/N, siendo n el nUmero de
personas enfermas. Pero, ,cdmo evaluamos si una persona estd enferma o no? ¢mediante una prueba
clinica? Pero evaluar la bondad de una prueba clinica es lo que estamos intfentando hacer.

Si se conocen la prevalencia, sensibilidad y especificidad de un test diagndstico, se pueden hallar los valores
predictivos por medio del Teorema de Bayes.

p(T*|Enf)p(Enf)
p(T+) '

Si usamos las definiciones de sensibilidad, especifidad y prevalencia, junto con el teorema de la probabilidad
total, obtenemos

p(Enf[T™) =

Sa
Sa+(1—E)(1—-a)

p(Enf[T™) =

Mira el diagrama de drbol siguiente.
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Usando un razonamiento similar se tiene
(l—a)E
a(l—S)+(1—a)E’

p(NO ENfIT™) =

Experimentos numéricos

En esta seccion estudiaremos el comportamiento del valor predictivo p(Enf|T+) segln varion a, S y E.
Observa que p(Enf|T*) es la probabilidad de que una persona esté enferma si la prueba clinica ha dado
positivo en la enfermedad. Un andlisis similar se puede efectuar para estudiar p(no Enf|T™).

Obviamente, un test es "mds fiable” cuanto mayores sean S y E. Antes de proceder con los experimentos
numMéricos, veamos algunos ejemplos concretos y reales.

Los test modernos para detectar el sindrome de inmunodeficiencia humana son alfamente precisos. SegL’ml,
un test estGndar para detectar esta enfermedad tiene una sensibilidad del 99.7% y una especificidad del
98.5%.

Sin embargo, los test para otras enfermedades poseen indices peores. Por ejemplo, segin la OMS? los test
usados para detectar la tuberculosis son peores: “Pooled results of the most widely used tests showed
sensitivity at 76% and 59% and specificity at 92% and 91%". Otro ejemplo es el de la gripe: segln la
pagina 3, ...three products have sensitivities for influenza A 93.2%, 100%, 100%. In addition, each
product had greater than 97% specificity for influenza A. Rapid antigen tests generally have a sensitivity
of 50-70% and a specificity of 90-95%.” La European Commission Directorate-General for Health and
Food Safety exige en una actualizacion del 2022 que las pruebas diagnoéstica para COVID-19 en personas
asinfomaticas deben presentar una sensibilidad como minimo de un 80% y una especificidad del 98%.

En primer lugar, vamos a tomar algunos valores extremos:
e Sia =0 (y E # 1, esta condicién se cumple casi siempre en la practica), entonces p(Enf|[T+) = 0, lo
que debe ser evidente, ya que si a = 0, como p(Enf) = a, enfonces no hay enfermos en la region.

e Sia =1, entonces p(Enf|T*) = 1. También es claro, ya que si a = 1, enfonces todas las personas estan
enfermas.

e Si E =1, entonces p(Enf|T*) = 1, independientemente de los valores de S y de a. Esto fambién debe
ser intuitivo ya que si E = 1, entonces no hay falsos positivos.

e Sin embargo, si S = 1, entonces p(Enf|T*) generalmente no es 1.

La siguiente funcion de Matlab permite dibujar la grafica de la funcion
Sa
Sa+(1-E)(1-a)

IChou R, Huffman LH, Fu R, Smits AK, Korthuis PT (July 2005). “Screening for HIV: a review of the evidence for the
U.S. Preventive Services Task Force”. Ann. Intern. Med. 143 (1): 55-73.

2https://www.who.int/tbh/features_archive/factsheet_serodiagnostic_test.pdf
3https://www.medscape.com/answers/2053517- 197226/

<ac<b,

p(a) = p(Enf[T*) =
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si se conocen la especificidad (E) y la sensibilidad (S).

function testl(S,E,a,b)

alfa = linspace(a,b);

p = (Sxalfa)./(Sxalfa+(l-E)x(l-alfa));
plot(alfa,p, 'LineWidth’,4)

xlabel(’alfa’), ylabel(’'p(Enf|T+)")
set(gca, 'FontSize’,20, ' fontWeight’, "bold’)
title([’'S=" num2str(S) ’, E=" num2str(E)])

endfunction
S=0.9, E=0.9 S=0.9, E=0.95
0.8 : : 1 : :
08
0.6
E E 06
€04 b=
w w
=Y S 041
0.2
02+
0 : : : : 0 : : : :
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
alfa alfa
S=0.95, E=0.99 S=0.98, E=0.995
1 : : 1 : ‘
0.8 0.8
E 0.6 E 06
k= k=
w w
S 041 S 0.4 ]
0.2 0.2
0 : : : 0 : : : :
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
alfa alfa

Figura 1. Variacion del valor predictivo p(Enf|T*) para algunos valores concretos de la sensibilidad S y de la
especificidad E. La probabilidad a estd medida en tanto por uno.

Podemos observar que aun para valores altos de S y E, si a es pequeno, entonces los test proporcionan una
tasa relativamente grande de falsos positivos (valores de p(Enf|T+) pequenos). Por ejemplo, siS = E = 0.9,
entonces para a = 0.15 (que equivale a que el 15% de la poblacién estd enferma, un valor inasumiblemente
alto), la tasa de falsos positivos es de un 40% (= 1 — p(Enf|T*)). Esta es la razén de que se desaconsejen
los “cribados masivos” debido a la alta cantidad de falsos positivos. Estos cribados masivos se aconsejan
en algunas ocasiones para enfermedades altamente contagiosas, donde se tiene que evaluar el riesgo
de contagio de “dejar de evaluar una persona enferma” frente al posible falso positivo. Por supuesto,
si se efectuan los “cribados selectivos”, entonces la prevalencia (probabilidad a priori de estar enfermo)
aumenta, y la tasa de falsos positivos disminuye drdsticamente.

Pagina 6 de 10



También, como es de esperar, siaumentan S y E hasta valores cercanos a 1, entonces las curvas de la figura 1
fienden répidamente a 1.

La siguiente funcion de Matlab permite dibujar la gréfica de la funcién
Sa
Sa+(1-E)(1—a)

si se conoce la prevalencia a. Puedes ver algunas graficas en la figura siguiente.

p(S, E) = p(Enf[T*) =

0.85<5<1,0.95<E<L1,

function test2(alfa)

s = linspace(0.85,1);

e linspace(0.95,1);

[S, E]l = meshgrid(s,e);

p (Sxalfa)./(Sxalfa+(1l-E)x(l-alfa));
surf(S,E,p), shading flat, colorbar(’Fontsize’,20,’fontweight’, "bold’)
xlabel(’S"), ylabel('E"), zlabel(’p(Enf|T+)")

set(gca, 'FontSize’, 20, 'fontWeight’, "bold’)

title(['alfa = ' num2str(alfa)l)

endfunction

alfa=0.01 alfa=0.15

0.85

Figura 2: Variacion del valor predictivo p(Enf|T+) para dos valores concretos de la prevalencia a.

6 Las razones de verosimilitud

Dos indicadores recientemente usados son las razones de verosimilitud (RV*T, RV™). La definicion es la
siguiente:

S 1-S
RV+ = ﬁ, RV_ = T (4)
Usando las definiciones de S y E se tiene:
T+ |Enf T~ |Enf
Ryt — _PTIEND —_ _PUTIEND (5)
p(T*+|no Enf) p(T~|no Enf)

que responden, respectivamente, a las dos preguntas siguientes: ¢(Cudntas veces mds probable es que el
test sea positivo (negativo) en los enfermos que en los sanos?
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Un buen test debe tener una RV~ cercana a 0 y una RV alta (no es posible especificar un limite superior
para la RV*). Estos dos indicadores son independientes de la prevalencia de la enfermedad.

Las razones de verosimilitud permiten responder la siguiente pregunta: Si el fest ha dado positivo (negativo),
¢cudntas veces es mds probable que la persona esté enferma que sana? Si aplicamos el teorema de Bayes,

p(T*|Enf)p(Enf)

p(EnfIT*) p(T+) _ 9 oy
p(noEnflT+) ~ p(T*|noEnf)p(noEnf) ~ 1—a
p(T*)

Y andlogamente,
P(Enf|T™) o

= RV™.
p(noEnflT™) 1—a

Pruebas multiples

Se supone que con mds de una prueba se llega a un diagndstico mds certero. Estas pruebas mdltiples
pueden ser realizadas de dos maneras:

En paralelo Los pruebas se redlizan a la vez. La prueba combinada se considera negativa si todas las

pruebas son negativas y positiva si alguna prueba es positiva.

En serie Se redlizan las pruebas sucesivamente, siendo una prueba independiente de la anterior. La
prueba combinada se considera positiva si todas las pruebas son positivas y negativa si alguna prueba
es negativa.

Se supone que los test son independientes entre si en un sentido que precisaremos mds adelante.

Vamos a calcular la especificidad y sensibilidad combinada en las pruebas mdltiples formada por las pruebas
A1, ..., An. Sea Ai+ (A} el suceso “el test A; ha salido positivo (negativo)”. Sea C* (C™) el suceso “la prueba
combinada ha salido positiva (negativa)”.

Denotemos por Sx = p(X*|Enf) la sensibilidad del test X y por Ex = p(X~|no Enf) la especificidad del test X,
siendo X el test A; o la prueba combinada C.

Vamos a suponer que los test cumplen las siguientes reglas de independencia:

p (ﬂAi"lEnf) =] [p(A7 IEnD

iel iel

p (ﬂAi_lno Enf) = l_[p(Ai_lno Enf).

iel iel

Resulta que se puede probar que p(A7 N---NA, |Enf) = p(A7 [Enf) - - p(A |Enf) (la prueba es por induccion).

7.1 Pruebas en paralelo

En este tipo de diagndstico, si algun test es positivo, entonces la prueba combinada es positiva. Pero, es mas
simple estudiar cudndo la prueba combinada es negativa (=todos las pruebas individuales son negativas), o
escritfo de ofra manera: C~ = Ay n---n A7 Por tanto,

Sc =p(C*|Enf) = 1—p(CT|Enf) = 1 —p(A] n---nA_|Enf)
=1—p(AT|Enf)---p(A_|Enf) =1—(1—S5a,)- (1= Sa,).
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Y la especificidad de la prueba combinada es,

Ec =p(C7Ino Enf) = p(AT N--- A |no Enf) = p(ATIno Enf) - - - p(An~|n0 ENf) = Ea, -+ -Ea

ne

Vamos a ver siaumentan la sensibilidad y la especificidad en las pruebas combinadas en paralelo. Supongamos
que las sensibilidades y especificidades de los test individuales A; estdn en ]0, 1[. Como

1-Sc=(1-54,)(1—54,)-(1—=54,) <1—S5a4,,
w—/
>0 <1

enftonces Sa, < Sc.y esta desigualdad es cierta para cualquier test A;. Por tanto, la sensibilidad aumenta en
las pruebas multiples en paralelo.

&Y qué pasa con la especificidad? Como Ec = Ea, -+-Ea,. enfonces Ec < Ea, para cualquier i. Luego la
especificidad disminuye en las pruebas mdultiples en paralelo.

7.2 Pruebas en serie

En este fipo de diagndstico, la prueba combinada es positiva si todos los test son positivos y la prueba
combinada es negativa en el resto de los casos. Es decir, Ct =A] n---n Ar. Se tiene

Sc =p(CT|Enf) = p(A] n---NAF|Enf) = p(AT|Enf)---p(A]|Enf) = Sa, -+ Sa

n

y de forma andloga al célculo de Sc¢ en las pruebas en paralelo, se fiene
Ec=1—(1—Ea,)---(1—Ea,).

También andlogamente, se cumple que en las pruebas mdltiples combinadas en serie, la especificidad
aumenta y la sensibilidad disminuye.

Tasa de positividad

¢(Qué es la tasa de positividad? Esta cifra representa la cantidad de pruebas que resultan positivas del
total que se realizan, normalmente se expresa en porcentaje. Si usamos términos de probabilidad fenemos
que la tasa de positividad es p(T*). Segun la Organizacion Mundial de la Salud es recomendable que ese
porcentaje se quede por debajo del §%.

Si aplicamos el teorema de la probabilidad total, podemos expresar esta tasa en funcidon de la sensibilidad,
especificidad y la tasa de prevalencia (puedes ver el arbol de la pagina 5).

p(TH) = p(TT|Enf)p(ENf) + p(T+|no Enf)p(no Enf)
=Sa+(1—E)(1—a)
=a(S+E—-1)+1—E.

A partir de ahora, consideremos la funcion
f(@)=a(S+E—1)+1—E, ae[0,1].

Evidentemente, f es una funcién lineal. Para dibujarla, hallamos los valores de f en los extremos del intervalo:
f(0)=1-E f(1)=S.

Para valores usuales de S y E (el valorde 1 — E es cercano a 0y el de S es cercano a 1) se fiene que

f(0) < f(1).luego f es creciente.
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Obviamente, para valores de S y E fijos (y usuales), a medida que a aumenta, la tasa de positividad
aumenta.

Observa que conociendo la tasa de positividad, S 'y E podemos estimar la tasa de prevalencia:

p(TH)—1+E
T S+E-1

Cierre

Durante la pandemia debida al COVID-19, hemos sido inundados con mulfitud de estadisticas y distintos
indicadores médicos. Tres de estos indicadores son la sensibilidad, especificidad y valor predictivo de los test
de diagndstico clinicos. Para entender bien el significado de estos indicadores hay que acudir a conceptos
de la probabilidad (probabilidad condicionada). En algunos medios de comunicacién se han cometido
errores confundiendo algunos términos y ofreciendo conclusiones errdneas (esto ya lo advirtié John Allen
Paulos en el libro (1)). Por fanto, es conveniente tener claros los conceptos subyacentes a la teoria usada y
saber interpretar los datos de manera correcta para poder conocer con precision cudl es la situacién actual
y de lo que se habla.

En este articulo docente has aprendido un uso real del feorema de Bayes. Al mismo tiempo, has aprendido
varios conceptos de actualidad: la especificidad, sensibilidad y valor predictivo de un test clinico, los falsos
positivos y negativos, la prevalencia de una enfermedad y las razones de verosimilitud. Por Gltimo, halbrés
visto la utilidad (o no) de los cribados masivos y de las pruebas multiples. Todos los cdlculos involucrados se
basan en conceptos sencillos provenientes de la probabilidad y de la estadistica.
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