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Introduccién

El problema de Lambert trata de encontrar una érbita a partir de dos posiciones y el tiempo
de vuelo que las separa. Fue planteado en el siglo XVIII por Johann H. Lambert y resuelto
posteriormente por Joseph-Louis Lagrange y Carl Friedrich Gauss. Sus aplicaciones son diversas
e importantes como en la intercepcién de cuerpos celestes, en la programacién de encuentros
o aproximaciones y en la determinacién preliminar de drbitas de naves espaciales.

Existen muchos desarrollos que resuelven este problema como el método de Battin. Un seudo-
cédigo de su algoritmo puede encontrarse en Vallado .

En este articulo se muestra un procedimiento a seguir para la resolucién, siendo que algunos de
los razonamientos y expresiones aqui expuestos estan deducidos en libros de Mecanica Orbital.
En particular, el Problema de Lambert, tal y como aqui es tratado, se puede consultar en el
Capitulo 5 de Curtis .

1.1 Funciones de Stumpff

Para poder resolver el problema es necesario recordar las funciones de Stumpff!:

\/E?[sign\/g 2>0 1 —cosy/z 2> 0
z z
S(z) = ¢ sinhy/—z —+/—2 2 <0 C(z) = ¢ coshy/—z—1 <0
V=2 -z
1/6 2=0 1/2 #=0

1.2 Coeficientes de Lagrange

También conviene recordar las funciones llamadas coeficientes de Lagrange f y g y sus deri-
vadas f y ¢ que permiten expresar (utilizando coordenadas perifocales) los vectores posicién y
velocidad, 7y ¥ respectivamente, como combinacién lineal de unos vectores iniciales de posicién
y velocidad, 7y y 7, de la siguiente forma:

7= fTo + gt

7= fTo + gt

Objetivos
Una vez hayas leido con detenimiento este documento seras capaz de:
= Saber calcular la 6rbita kepleriana que permite llevar una nave o satélite de una posicién

a otra en un tiempo determinado.

= Calcular el impulso necesario para situar la nave en la 6rbita que permite hacer una
transferencia a la posicién deseada en el tiempo de vuelo establecido.

= Determinar el impulso requerido para abandonar la 6rbita de transferencia al alcanzar el
punto objetivo.

ILas funciones de Stumpff, desarrolladas por Karl Stumpff, se utilizan en mecéanica celeste para analizar 6rbitas
utilizando la formulacién de variable universal.
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El Problema de Lambert

Supongamos conocidos los vectores tp y
T indicando las posiciones de los puntos
P y P, respectivamente y situados sobre
una drbita descrita alrededor de la masa M
(ver figura 1) y supongamos también que
conocemos también el tiempo At deseado
para ir de P, a Ps.
Consideremos que 67 y 60 son las ano-
malias verdaderas de los puntos P; y
P, quedando definido el triangulo de
transferencia (ver figura 2).
Llamamos cambio de anomalia verda-
dera, A6, al angulo comprendido entre 7
y T5, asi:

AO=0,—0, — cosAf=_2"2

r1T2

Al hallar A# se producira una ambigiiedad
de cuadrante que se decide fijandonos en
la tercera componente de 7 A 75, ya que
este vector estd en la misma direccién que
h, y por tanto:

(7?1 A FQ)Z = (Fl /\7?2) . /;;
= 7179 sin AG 4y, - k

= r1resin A6 cos i

lano de referencia

7 ~~———Nodo ascendente

Figura 1: Trayectoria posigrada de P1 a P> (i < 90°).

Figura 2: Triangulo de transferencia.

De esta manera, para 6rbitas posigradas (cosi > 0 ~ 0° < i < 90°)

Al =

T2 o
arc cos si (1 AT2),>0
(SN

360° — arc cos <

71 -T2 S
si (M1 AT), <0
1T

mientras que para retrégradas (cosi < 0 ~ 90° < ¢ < 180°) es al revés.

Para determinar la 6rbita kepleriana que permite pasar de P; a P, en un tiempo de vuelo deter-
minado At basta encontrar el vector ¥ porque la posicién y velocidad de cualquier punto de la
orbita puede ser determinado con 7 y ¥ si conocemos los coeficientes de Lagrange (f, 9, f, )
asociados a esa 6rbita. En particular para el punto Po:

T = fT1 + g1

Uy = f71 + gUh

(2)

Conocemos la expresién de los coeficientes en funcién del cambio en anomalia verdadera

rr

f:l—%(l—cosA@) QZTsinAH
3)
. pul—cosAfO [ pu 1 1 . 1 (
=7 =g |72~ - = — =1— 1—
S = hmag | esAl - - g o (1= cos AY)
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pero se desconoce el valor de h puesto que depende de la érbita que se quiere determinar.

También son conocidas las expresiones de estos coeficientes en funcién de la anomalia universal
X:

f=1-Xop  g=ar- Lse
" Y @

2
f= Y st -1 g=1-Xc)
172 )

donde z = ax? y C(z) y S(2) son las funciones de Stumpff antes presentadas.

Igualando las expresiones (3) y (4) resulta un sistema de 4 ecuaciones con 3 incégnitas h,
X y z mientras que A, At,r1 y ro son datos conocidos. Realmente solo hay 3 ecuaciones
independientes porque fg — fg = 1. Resolviendo este sistema tendremos los coeficientes de
Lagrange.

Planteando la igualdad entre las dos expresiones de g resulta una relacién entre Af y At:

rra . 1 3
—=sin A = At — —x°S(z 5
! S (5

Procediendo del mismo modo para las expresiones de f obtenemos

2
T2 X prire (1 — cos Af)
1-E2 (1 —cosAg)=1-2 — h=
% (1 — cos AB) - C(2) \/ 2T (6)

Sustituyendo esta expresion de h en (5) resulta la igualdad

VAAL = PS(2) + Ax/C () (7)

o [ rir2
A =sin A T cos AG (8)

La expresién (7) contiene las incégnitas x y z pero no podemos aplicar que z = ax? puesto
que « es el inverso del semieje mayor de la drbita "desconocida’. Por tanto debemos usar otra
relacién y para ello igualamos las dos expresiones de f en (3) y (4):

donde

a (1 —cos Af) — 1 1} = ﬂX[zS(z) —1]

u1l—cosAf
h? re T {79

h sin Af
Multiplicando por 7179, sustituyendo h y A y reorganizando la igualdad resulta:

_ 25(2) - 1 e
X2C(z)—r1+r2+AW - x= cC)
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donde

y(z)=r+ro+ AZS(ZC)(;)l

Sustituyendo en la igualdad (7) conseguimos dejar esa expresién en funcién de una sola variable,
z. Esta igualdad permite determinarla con el dato At:

(10)

3
VAL = <g%> " 5(2) + AVy(2) (11)

Para resolver esta ecuacién utilizaremos el método iterativo de Newton-Raphson sobre la funcién
F(z) definida como

3
F(z) = (Z(é))) " S(2) + AV(2) — VAL (12)

y su derivada |F'(z) | =

3
V@2 1 [ 385G, 3562\, ALSE —— , [c@] . .
5] & low-T] + 5 5 PV Ay 7
\4/32/(0)2 + g [ y(0) + A 2;(0) si z2=0
(13)
Para aplicar el proceso iterativo de Newton
pet = 7 F(z)
) 7 F/<ZZ‘)

falta elegir un zy para iniciar las iteraciones. Un buen punto inicial seria 2y = E? para érbita
eliptica y zo = —F? para hiperbélica pero como se desconoce su naturaleza podemos tomar
zp = 0. Una alternativa es representar F'(z) y tomar un zo cerca de donde F(z) se anula.

Una vez conocida la incégnita z podemos determinar el valor de los coeficientes de Lagrange
sustituyendo las expresiones (9) y (11) en (4), obteniendo:

= 2S(z
71 n rire \l C(Z) 79

) P 70} R T R PR TE] e

El signo de z indica si la érbita es eliptica (z > 0), parabdlica (z = 0) o hiperbdlica (z < 0).

Ahora podemos determinar los vectores velocidad despejando ¥} y ¥ en las expresiones (2)

(7o — f71) o= 2 (g7 — )| (15)

Q|
Q

Pagina 5 de 10



UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

Algoritmo del Problema de Lambert

La resolucién del problema sigue el siguiente algoritmo:
Paso 1. Calcular
Ty =\/T1 T, re=+\/Ta.ry y (F1AT),

Paso 2. Calcular A8 entre las dos posiciones. En el caso de que la 6rbita sea posigrada

arccos 2 si (1 AT2), >0
A = rir2
360° — arc cos -2 si (M AT2), <0
T17T2
Paso 3. Calcular la constante A
. [ T172
A=sinAl,| ————
S 1 — cos Af
Paso 4. Definir la funcién y(z)
z8(z) —1
z2)=r1+rg+ A——F——
y(2) 0

Paso 5. Resolver la ecuacién calculando el valor de z que verifica®'3:
F(z)=0
Paso 6. Hallar el valor de y para el valor de z,,; obtenido de la resolucién de la ecuacién anterior

y(zsol)

Paso 7. Calcular los coeficientes de Lagrange f,gy ¢:

)

Y, _ y(z) . y(®)
f=1 - g=A . g=1 -

Paso 8. Determinar los vectores velocidad para P y P> usando esos coeficientes
1 1

U = — (e — f7) Uy = — (¢g7 — 71)
g g

Con las posiciones y velocidades en cada punto se pueden hallar todos los detalles de la érbita.

En la figura 3 se muestra un esquema del proceso con la expresién utilizada en cada caso:

Datos:

L. F. de Stumpff:

1,7, AL S(2),C(2)
et

1 8 10 r _(12) |F (Newton) 10 14
T () . (} ( ) y(z) (13) F'(é)) iému'( )| ;Z : ( )

(P AP,

Figura 3: Esquema del algoritmo de Lambert

2Utilizar para esta resolucién un método numérico
3El signo de z indica si la érbita es hiperbélica (z < 0), parabdlica (z = 0) o eliptica (z > 0).
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Ejemplo 4.1 La posicién de un satélite terrestre en un instante es i’} = (4700, 9000, 2700) km
y dos horas después 75 = (—24600, 3500, 6000) km. ; Cudles son los vectores velocidad en esas
posiciones?

Solucidn: Se trata de resolver un caso del problema de Lambert. Siguiendo los pasos:

Paso 1. Calcular ry, ro y (71 A7T2),
r = /71 - 71 = 1/ (4700, 9000, 2700) - (4700, 9000, 2700) = 10506.2 kmn
ro = /T - 72 = 1/(—24600, 3500, 6000) - (—24600, 3500, 6000) = 25561.9 km
71 A 7y = (4700, 9000, 2700) A (4700, 9000, 2700) = (4.5, —9.5,23.7) x 107 km?/s?

Paso 2. Calcular A8 entre las dos posiciones.
Como (7 A7), = 23.7-107 > 0 la érbita debe ser posigrada,

7 4 2700) - (—24
A — apeegs L2 (4700, 9000, 2700) - (~24600,3500,6000) _ g
1T 10506.2 - 25561.9

Paso 3. Calcular la constante A
. 179 . 10506.2 - 25561.9
A= AOy | ———— = 104.65° = 14164.7k
S AT s ag — Sn(104:65 )\/1 ~ 0s(104.65°) 64.7hm

Paso 4. Calcular la funcién y(z)

y(2) =1+ s+ AZSE T 105062 4+ 25561.9 + 14164725 =1
Ve® NEE)
_ 36068.1 4+ 141647253 — 1
VC(2)

Paso 5. Hallar el valor de z resolviendo la ecuacién :

3
VAL = ((yj((z))> ’ S(z) + AvVy(z)
3

2
Vv 398600.5 - 7200 = <g8> S(z) +14164.7\/y(z) —  zsq = 3.51473 >0

El valor de z4, > 0 indica que la drbita es eliptica.

Paso 6. Hallar el valor de y(z) para zsy

S 1
y(2a0t) = 36068.1 + 141647705 Gso) =1

C(Zsol)
3.51473 - 5(3.51473) — 1

C(3.51473)

= 36068.1 + 14164.7 =24211.2
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Paso 7. Calcular los coeficientes de Lagrange f,gy ¢:

y(2) 24211.2
S A — ~1.3045
/ 1 10506.2

[y(2) 24211.2
= A P2 1647y ) 220~ 3490.97
g 7 398600.5

24211.2
go1-YE)
ra 25561.9

= 0.05284

Paso 8. Determinar los vectores ¥ y ¥s:
17125(772—f771):
= m [(—24600, 3500, 6000) + 1.3045(4700, 9000, 2700)] =
= (—5.291,4.366,2.728) km/s
Vo = %(97?\2 —771) =
= W%).Q? [0.05284(—24600, 3500, 6000) — (4700, 9000, 2700)] =
= (—1.71869, —2.52511, —0.682607) km /s

Aplicaciéon: Maniobra de aproximacién

Una aplicacién del problema de Lambert es la resolucion de trayectorias de intercepcién y/o
aproximacién: jCémo llegar de un punto P de una 6rbita a otro cuerpo que se encontrara en
el punto QQ de otra 6rbita después de un tiempo determinado? y jcémo corregir la 6rbita de
transferencia para hacer aproximacion al cuerpo destino?

Ejemplo 5.1 Las naves P y () estin ambas en una 6rbita geocéntrica eliptica de semieje
mayor a = 14300 km y excentricidad e = 0.3. La anomalia verdadera de P y () son 6p = 60°
y 8o = 135° respectivamente. En ese instante se quiere ejecutar un impulso sobre la nave P
para interceptar y alcanzar de forma suave (otro impulso) a la nave Q) en exactamente en 70'.
Calcula la direccién y el médulo de los impulsos necesarios.

Solucién: Conociendo a y e se pueden determinar el periodo T, los radios del perigeo y apogeo,

Tp Y Tq y con ellos h
143003
=2y /L = = 17018.3
™ = 27\ 3986005 y
0.

p—a(l—e ) = 14300(1 — 0.3) = 10010 km
= a(1 + ¢) = 14300(1 + 0.3) = 18590 km

18590 - 10010
h= V2. = 72020.7k
\/7 39860054/ 78500 + 10010 /s’
Al disponer solo de datos sobre la forma y el tamafio de la 6rbita habra que trabajar sobre el

plano orbital por lo que conviene utilizar el sistema de coordenadas perifocal. Las coordenadas
del punto P en ese sistema son:

h? 72020.72

W 398600.5
— = =11315.7k
e 14+ecosfp 14 0.3cos60° m
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7p = rp(cos(fp),sin(fp),0) = 11315.7(cos 60°, sin 60°,0) = (5657.83,9799.64, 0) km

—

Tp = %(— sin(0p), e + cos(p), 0) =
~398600.5
- 72020.7
Para saber la posicién de la nave Q dentro de 70’ es necesario conocer el tiempo desde el

perigeo en este instante, tg — t, para sumarle los 70’. Este calculo requiere la resolucién de la
ecuacion de Kepler:

(—sin60°,0.3 + cos 60°,0) = (—4.793,4.428,0) km/s

l1+e 2

/1—-0.3 135°
= 2arct t =2.1147rad
arctan ( T > ra

Mg = Eg — esin(Eg) = 2.114 — 0.3sin(2.114) = 1.857 rad
17018.3
2

1-— 0
0o = 135° — Eg = 2arctan ( € tan ) =

1.857 = 5029.7 s

T
to—t, = —DMg =
Q P I Q
entonces para el punto de encuentro Q’

tgr—ty = tg —tp + 70/ = 5029.7 + 70 - 60 = 9229.7
—t, . 9229.7

T~ “"17018.3
Eg : My = Eq — esin Egr — 3.408 = Eg — 0.3sin Eg — Eq = 3.347rad

1 Eo
0o = 2arctan< +etan Q ) =

tor
Mg = 2r-¢ — 3.408rad

1—e 2

1+0.3 3.347
= 2arctan (U . + 03 tan 5 ) = —171.37 + 360° = 188.63°

Con la anomalia verdadera del punto de encuentro )’ se pueden determinar la posicién y la
velocidad perifocales de la nave objetivo.

h 72020.72

, = L = 3986005 = 18500.2 k
e 1+ ecosfg 1+ 0.3 cos188.63° m

ro = rq (cos(g),sin(fg ),0) =
— 18500.2(cos 188.63°, sin 188.63°, 0) = (—18290.7, —2776.45,0) km
o = %(—sin(@Q/),e + cos(fg),0) =
~398600.5
©72020.7

Conociendo la posicién inicial 7'p, la objetivo 7 y el tiempo de vuelo se puede resolver el pro-
blema de Lambert hallando las velocidades a la salida y a la llegada de la 6rbita de intercepcién
(transferencia).

Lamb (7p,7g, At) = Lamb ((5657.83,9799.64,0), (—18290.7, —2776.45,0), 4200) —
U5 = (—7.284,2.158,0.) km/ s
Ul = (—2.439,-4.940,0) km/s

(—sin 188.63°,0.3 + cos 188.63°,0) = (0.831, —3.811,0) km/s

Asi, por tanto, los impulsos para reunir ambas naves son:
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Avp = 05 — Tp = (—7.284,2.158,0.) — (—4.793,4.428,0) = (—2.491, —2.270,0) km /s
Avp = ||(—2.491, —2.270,0)|| = 3.370 km/s

Nvg = g — 7% = (0.831,-3.811,0) — (—2.439, —4.940,0) = (3.270,1.129,0) km/s
Avg = ||(3.270,1.129,0)|| = 3.459 km/s
y por tanto la maniobra de rendezvous suave necesita de una reserva de maniobra de

Avp + Avg = 3.370 4+ 3.459 = 6.829 km/s

A partir de 75, = 7p y ©5, se puede deducir los elementos y por tanto la excentricidad de la
6rbita de transferencia para distinguir si es una 6rbita eliptica o hiperbdlica. También se puede
conocer el tipo de érbita viendo que la velocidad tras el impulso en P

oh = (—7.284,2.158,0.) km/s — vh = ||(—7.284,2.158,0.)|| = 7.6 km/s

no supera la velocidad de escape en P,

e [ZH [2-3986005
U= TV sy S0k

lo que indica que se trata de una 6rbita eliptica.

Cierre

En este articulo se ha desarrollado el Problema de Lambert para determinar la érbita kepleriana
que permite ir de un punto en el espacio a otro en un tiempo de vuelo determinado.

Tras ese desarrollo se ha presentado el algoritmo que permite programar la resolucion de estas
situaciones.

Este contenido ha sido apoyado con ejemplos que muestran su posible aplicacién a situaciones
reales.
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