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Introduccién

Este articulo presenta dos formas de hacer una primera aproximacién al rendezvous entre dos
objetos mediante transferencias de Hohmann. En realidad se muestran las condiciones de posi-
cionamiento en las que se puede realizar, los tiempos necesarios para su transicién y los impulsos
requeridos para su ejecucién. En el caso de tranferencias interplanetarias se estudian solo los
casos entre drbitas circulares y coplanarias

En misiones interplanetarias no solo se requiere alcanzar la érbita deseada sino que también
es necesario llegar en el momento adecuado. Para que el rendezvous o aproximacién tenga
lugar al final de una transferencia de Hohmann, el planeta objetivo debe estar inicialmente en
la posicién adecuada para que al final de la transferencia el objetivo alcance la linea de apsides
de la elipse de transferencia al mismo tiempo que lo hace la nave.

Una posibilidad para realizar esa sincronizacién es utilizar transferencias de Hohmann completas
(alargando o reduciendo el periodo) que son conocidas como maniobras de ajuste de fase, tal y
como se describe en seccién 3. Otra posibilidad consiste en esperar el momento adecuado para
hacer una transferencia de Hohmann estandard, método presentado en la seccién 4.

Para aplicar en las ecuaciones serd necesario recordar que en cualquier érbita el momento an-
gular especifico h es constante y que en cualquier posicion se verifica que

h=rv,

siendo r la distancia al foco y v, la velocidad transversal en esa posicién. Aplicando esa pro-
piedad a las posiciones del apogeo y del perigeo, en las que v = v, se obtiene:

= — = — ]_
Vg T Yy Up r ( )

Objetivos
Una vez hayas leido con detenimiento este documento seras capaz de:

= Estimar los impulsos necesarios para adelantar o retrasar una nave en su propia 6rbita
mediante una maniobra de fase.

= Calcular el periodo sinédico entre dos cuerpos en 6rbitas concéntricas.

= Obtener el tiempo de espera que se requiere para iniciar una transferencia de Hohmann
de forma que llegue a su destino al mismo tiempo que el cuerpo objetivo consiguiendo asi
una aproximacion a éste.

Maniobras de fase

Una maniobra de fase es una transferencia de Hohmann con salida y llegada a una misma érbita
(ver figura 1). La érbita de transferencia es recorrida completa en un periodo seleccionado. Estas
maniobras son utilizadas para cambiar (adelantar o atrasar) la posicién de una nave dentro de
su 6rbita como reubicacién o con el objetivo de efectuar un rendezvous o aproximacién a otro
planeta o vehiculo.
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Las maniobras de fase pueden ser de dos tipos:

= Para adelantar la posicién en la 6rbita
habra que aplicar el impulso adecuado para
reducir el periodo y por tanto en sentido
contrario al movimiento. Esta reduccion
debe ser tal, que al volver al punto inicial
tras haber recorrido una érbita mas corta,
O1, se pueda aplicar un segundo impulso
para volver a la érbita original ahora ya en |a
situacién deseada sobre la 6rbita origen (Og
en figura 1).

= El otro tipo es el que pretende atrasar la po-

sicién, necesitando para este caso aumentar Figura 1: Para ajustar la posicién dentro
el periodo de la érbita haciendo el ajuste de de una orbita se utiliza una maniobra de
- . R p ajuste de fase con 6rbitas de transferencia
posicién mediante una érbita mas larga, Oo . , o
. mas cortas o mas |argas segun Interese
en figura 1.

En el proceso sera necesario ajustar el periodo de la nueva érbita, T}, haciendo que si tp es la
diferencia de tiempo! entre el paso por el perigeo (apogeo) de la posicién ocupada y él de la
posicién deseada:

Ttr:T0¢tF

restando tp para adelantar la posicidn en la érbita o sumandolo para retrasarla.

Una vez conocido el periodo de la érbita de transferencia se pueden obtener los parametros de
esta érbita (ayr, hyr) necesarios para obtener la velocidad del objeto al pasar por el perigeo y
con ellos deducir los incrementos de velocidad necesarios para hacer la maniobra de fase:

h h
Avy = e 11

Tp  Tp (2)
Avy = Ay (misma magnitud que Awvy pero sentido contrario)

Ejemplo 3.1 Dos naves estan orbitando en la misma drbita Oy de la que se conocen el semieje
a1 = 10750 km y la excentricidad e; = 0.348837.

En el instante mostrado en la figura 2 la nave
perseguidora se encuentra en la posicién P vy la
objetivo en B formando un angulo 6 = 75°.

a) (Qué impulso hay que aplicar en este ins-
tante a la nave perseguidora para alcanzar la nave
objetivo? jque impulso se debe aplicar al llegar a
ella para hacer un acoplamiento suave?

b) Suponiendo que solo disponemos de una
reserva de maniobra maxima de Av = 0.15km/s,
ise puede hacer el acoplamiento de ambas naves  Figura 2: Maniobra de ajuste de fase para

impulsando solo la nave que se encuentra en P? adelantar la posicion del mévil en su orbita.
Es necesaria una érbita de fase mas corta.

IHallar el tiempo de separacién entre dos posiciones requerira la resolucién de la ecuacién de Kepler
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Solucioén: a) Calculo del periodo y el momento especifico de O;.

a3 107503
=21 L =21/ ———— = 11092.4
"\ T 7"V 3986005 8

Aplicando la excentricidad e; = 0.348837 se pueden calcular los radios del perigeo y apogeo
rp =ai(l —e) = 10750.4 (1 — 0.348837) = 7000 km
rqe = a1(1+e1) = 10750.4 (1 + 0.348837) = 14500 km

. 14500 -
b= /2 [ = /23086005 m — 61347.6 km? /s>
aTTp

Como a1 = 10750 km

Calculo del periodo y el momento especifico de la érbita de transferencia, Oy;..

Antes de calcular el periodo se halla cuanto tiempo hace que la nave objetivo pasé por el punto
P que, en este caso, es el perigeo, por lo tanto se trata de hallar el tiempo desde su paso por
el perigeo tp — p:

f=75° — E =2arctan 1_eltan€
1+e 2

1-0348837  75°
— 2arctan | /ool 7} — 0.979622 rad
arctatl < 1+ 0.348837 " 72 ) e

M = E — e sin(E) = 0.979622 — 0.348837 sin(0.979622) = 0.69 rad

T 11092.4
Y=L o=
<tB tp) 2 2

-0.69 = 1218.1s

El periodo de la nueva 6rbita debe ser igual al de la primera menos este tiempo ya ha recorrido
por la nave objetivo, por eso:

Ty =Ty — (tp — tp,) = 11092.4 — 1218.1 = 9874.25 s

Para hallar el momento especifico de esta nueva 6rbita son necesarios el radio del perigeo que
coincide con el de O; y él del nuevo apogeo (7,)«, para lo que es necesario el semieje mayor ay,

3 T’r 2 3 42 2
iy = \/u (t) = \/398600.5 (987 5) — 9947.84 km
2 21
(Fa)tr = 2a4r — 1 = 2 - 9947.84 — 7000 = 12895.7 km

Ta tr 7np 12895.7 - 7000 2, 92
By = 2. 398600.5\/ — 60141.7 k
=2 (ra)er +7p 12895.7 + 7000 m’/s

Calculo de las velocidades y los Av necesarios

En P la diferencia entre la velocidad requerida para seguir Oy, y la que lleva sobre O es

hee  hi 601417  61347.6
Avy = = 2L - — 0172k
T, T 7, T 70000 7000 m/s

Esto indica que en P se debe aplicar un impulso Av = 0.172km/s en sentido opuesto a la
velocidad. Al llegar de nuevo a P hay que aplicar ese mismo impulso pero en el sentido del
movimiento, para acelerar de nuevo la nave e igualar la velocidad a la de la nave objetivo,
consiguiendo asi un acoplamiento suave. Por lo tanto la reserva de maniobra necesaria sera

Avp = Avy + Avg =2-0.172 = 0.344 km/s
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b) Si hay una reserva de maniobra limitada, Av < 0.15km/s, parece claro que no se podra
hacer la maniobra del apartado anterior ya que el consumo necesario para ejecutarla supera la
reserva disponible.

Una solucién para poder realizarla es reducir menos la velocidad (aplicar un Av mas pequefio)
para ajustar la fase en mas de una vuelta/érbita. En este caso, hay que ajustar el periodo de
Oy, segln el nimero de vueltas hasta el ajuste:

(tB — t;n)

nTEU

Ttr:Tl_

Con el nuevo periodo realizamos todos los calculos de la érbita Oy, y de las velocidades.
Probando con 2 vueltas se ve que tampoco es posible:

(tB _ tp)

Ty =T — =10483.3s — -+ — Avp = 0.163 km/s

Probando con 3 vueltas si que resulta menor del limite:

(tB _ tp)

Ty =Ty — =10686.3s — -+ — Avp = 0.107Tkm/s

Ejemplo 3.2 Un satélite estda en una orbita
geoestacionaria y se pretende reubicarlo 60° de
longitud mas hacia el Oeste (ver figura 3). Cal-

cula el Av total de la maniobra.
04

Solucién: La 6rbita geoestacionaria es circular
y su periodo debe ser igual a un dia sidéreo, A M\
T = 86164 s.

ra = TG
¢ = 2 -

\/398600 5 (86164> =42164.1 km

v = [ H A /W =3.075km/s Figura 3: Maniobra de ajuste de fase
rG 42164.1 para retrasar la posicion en una érbita

Para la érbita de transferencia Oy, hay que expresar el angulo de separacién A\ = —60° como

el tiempo que tarda la nave objetivo en recorrerlo. Como es circular wy = &

21 y
86164
2

T T
(ty—t5) = =52 - AA = . <—§) — 14360.6 5

Para recolocarlo en la primera vuelta, el periodo y el semieje mayor de Oy, son
Ty =Tg + (t, —tp) = 86164 + 14360.6 = 100524.6 s

/ T 100524 6
agy = ” \/ 398600. 5 ) — 46727.7km

de donde se puede deducir el radio del apogeo y el momento angular

(T‘a>tr = 2a4 —rq = 2-46727.7 — 42164.1 = 51291.3 km
(rp)r = rg = 42164.1km
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51291.3 - 42164.1
51291.3 4+ 42164.1

hoy = /21y | Ll o) o 398600.5\/

Ta)tr + (Tp)tr

= 135824 km?/s*

Una vez obtenido hy, se pueden calcular los impulsos

hr 135824

A pu— _ -_—,—_———
T e 6T 121641

—3.075 =0.146 km/s

Este impulso debe aplicarse en el sentido del movimiento mientras que al volver al punto P se
aplicara otro de la misma magnitud pero de sentido contrario. Asi la maniobra necesita

Avp =2 Avy = 2-0.146 = 0.292 km /s

Oportunidad de Rendezvous con transferencias de Hohmann

Las maniobras de ajuste de fase mediante transferencias de Hohmann completas (alargando o
reduciendo el periodo) son posibles, pero en el caso de viajes interplanetarios los periodos de
las érbitas heliocéntricas son tan largos que no son realmente dtiles sobre todo en misiones
tripuladas.

Otra forma de sincronizar la llegada al objetivo es determinar el angulo que deben formar los dos
cuerpos en el momento de iniciar la transferencia vy, tras esperar que se alcance esa situacion,
realizar una transferencia de Hohmann para que ambos lleguen simultaneamente al destino. En
este caso la nave solo recorrerda media 6rbita de transferencia de Hohmann invirtiendo para ello
menos tiempo que en una maniobra de fase aunque habra que sumar el tiempo de espera hasta
que ambos objetos estén en el angulo de fase adecuado.

Los impulsos necesarios para hacer el rendezvous son los de una transferencia de Hohmann:

h h
AUl — 7H _ 71
1 1
h h
AUQ — 72 _ 7H
T2 T2

siendo O1,0p y O- las 6rbitas inicial, de transferencia y final, respectivamente.
Para estudiar un caso simplificado consideremos que el objeto 1 y el objeto 2 recorren érbitas
circulares alrededor de un cuerpo tal y como se muestra en la figura 4.

(b)

Figura 4: Objetos en 6rbitas circulares concéntricas, objeto de partida (1) y objeto de llegada (2):
a) Objetivo exterior al de salida. b) Objetivo interior el de salida
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Como las érbitas son circulares podemos considerar como linea de apsides la linea horizontal
y considerarla origen de las anomalias verdaderas . De esta forma, si consideramos 01, y 02,
las anomalias verdaderas de los objetos 1 y 2 en el instante t = 0 y n1 y ng los movimientos
medios (velocidades angulares), las anomalias en cualquier instante vendran dadas por:

01 =01, + nit
Oy = 0y, + nat
Se define como angulo de fase, ¢, a la posicién angular del objeto 2 respecto del 1
¢ =0y — 6
Agrupando las tres igualdades anteriores resulta
¢(t) = ¢o + (n2 — 1)t (3)

donde ¢ es el angulo de fase cuando t = 0 y no — ny es la velocidad angular del objeto 2
respecto al 1.
Si la 6rbita de O; es interior a la del Oy (figura 4a)

ni >ne — ng —ny < 0 — Objeto 2 se mueve en sentido horario respecto a 1
Si es el objeto 1 el que es exterior (figura 4b), entonces

ng >ny — ng —ng > 0 — Objeto 2 se mueve en sentido antihorario respecto al 1

4.1 Periodo sinddico

La funcién del angulo de fase ¢(t) es lineal y periédica ya que el vector posicién de objeto 2
gira alrededor del objeto 1. El tiempo requerido para que el angulo de fase se repita se conoce
cono Periodo sinédico? y se denota por Ty,

Para el caso de figura 4a el angulo se va reduciendo y por tanto T, es el tiempo necesario
para que ¢(t) cambie de ¢ a ¢g — 27:
2
(n1>n2) 2 (n=7F) 1175
¢o—2m=do+ (n2 —n1) Toyn — Tgyn = m = Tsyn = m
En la situacién figura 4b el angulo aumenta y por tanto Ty, es el periodo para que ¢(t) pase
de ¢o a ¢g + 2, asi:

T T,
q50+27r:¢0+(n2—n1)Tsyn — ... = Tsynzi
T —1T5
lo que permite dar una expresién valida para los dos casos
T T
Toyn = ———2 4
syn ’Tl _ T2| ( )

Ejemplo 4.1 Calcula los periodos sinédicos de Marte y Venus respecto de la Tierra suponiendo
que las drbitas son circulares y que sus radios orbitales son r, = 108.2 - 10 km, r = 149.6 -
108km y rap = 227.9 - 10 km y que el parémetro gravitacional del Sol es s = 132.71 -
10% km3 /s?

szyn es el periodo de la 6rbita relativa del cuerpo 2 respecto al 1
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Solucién: Como el periodo orbital es T' = 27,/ ;—Z los periodos de Venus, Tierra y Marte son:
Ty = 224.675 dias T = 365.268 dias Ty = 686.8 dias

Aplicando (4) se tiene:

Ty Tr 924,675 365.268
VT — = = 583.72di
sn =Ty, — Tp| | |224.675 — 365.268] s
TrT 365.268 686.8
TrM — LM — 780.22 dfas

VT — Ty 365.268 — 686.8|

También se puede calcular el periodo sinédico de Marte respecto de Venus

Ty T 224.675 686.8
TYM — = = 333.91di
n T Ty — Tar|  |224.675 — 636.8| s

4.2 Tiempo de espera para rendezvous

Para hacer la aproximacién mediante
una transferencia de Hohmann desde un ~___ Planet2
objeto P, a otro P», estando ambos en ' at departure
érbitas circulares concéntricas de radios

r1 Yy T2 respectivamente, serd necesario

esperar hasta que los dos objetos estén

en la fase adecuada, llamado angulo de

fase de salida ¢y (ver figura 5).

El tiempo de vuelo de la transferencia,
t12, es medio periodo de la érbita de /
transferencia:

Planet 2
at arrival

(h;’l‘z )3 _
Ty =2m| ——— — /
H 1 Planet |
(5) at arrival
3
- T7H =\ (r+72) Figura 5: Maniobra de rendezvous desde una nave (1) en
2 Su 6rbita interior hasta otro (2) en érbita exterior

La fase adecuada para que la maniobra se realice correctamente, ¢y, serd segan la figura 5

b +notip =1  — ’d)H:ﬂ'_thlQ‘ (6)

El tiempo necesario para que la fase sea exactamente ¢y se llama tiempo de espera y se
denota por t,,. Es el tiempo que debe transcurrir para que la fase ¢ se reduzca desde la fase
actual ¢, hasta la idénea ¢, por lo que aplicando (3) se tiene:

Si la fase inicial es mayor que la buscada (¢g > ¢x):

_ ¢H — %0

n2 —ni

¢ =¢o+ (N2 —ni)tw —  |tw

En el caso que la fase inicial ya sea menor que la deseada (g < ¢x) habra que sumar un pe-
riodo sinédico:

_ ¢ —¢o— 27 :¢H—¢0+

o = ¢o+ (ng —ni)ty + 21 — |ty
no — N1 no — N1

Tsyn
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que se puede presentar en una sola expresidn:

bn — o si do > by
no — Ny
by = (7)
dH — ¢o

+ Tsyn si (Z)O < ¢H
no — Ny

Ejemplo 4.2 E/ 1 de mayo de 2020 el dngulo entre los radiovectores de la Tierra y de Marte
desde el Sol era de ¢g = 183°. Suponiendo ambas Jrbitas circulares con los radios orbita-
les del ejemplo anterior, calcula el tiempo de espera necesario para hacer un rendezvous por
transferencia de Hohmann y el tiempo de vuelo de la transferencia.

Solucioén: El tiempo de vuelo desde la Tierra a Marte se obtiene con la expresién (5)

3 149.6 - 106 4 227.9 - 106)3
[tz] =7 {rr £ rv)” W\/( 9.6 10" + 22791007 _ 5 556107 s — [258.83 dfas
Bis 8- 132.71 - 10°
(

El movimiento medio (velocidad angular) de los dos planetas se calcula con la expresién

2 2
S TR
2my /= r

s
Hs
[LS 132.71 - 106 7 )
— - = B ——— b 1_ . 1 - . 1 2 1
nr HTT 149.6 . 106 99-10""rad/s = 0.0172016 rad/dia
_ [ps /13271106 _7 B )
ny = E = m = 1.05885 - 10 T'CLd/S = 0.00914848 T’CLd/dla

El 4ngulo de fase a la salida, ¢, se determina con la expresién (6)
¢H =T — th12 — ¢H =7 — 1.05885 - 1077 -2.236 - 107 =0.77369 rad = 44.330

Entonces como ¢y = 183° = 3.19395rad > 0.77369 rad = 44.33° = ¢y el tiempo de espera
se obtiene con (7)

dH — Do 0.77369 — 3.19395 - :
-t = = = 2.59665 - 107 s = | 300.54d
E 1.05885 - 10~7 — 1.99 - 107 5

ny —nr

En consecuencia el tiempo necesario para alcanzar Marte desde el 1 de mayo de 2020 es:
trot = tw + t12 = 300.54 4+ 258.83 = 559.37 dias

En el caso de que ¢g < ¢y el tiempo de espera obtenido con la expresién (7) seria negativo
por lo que habra que sumar un periodo sinédico, Tsyn, 0 bien aplicar la segunda parte de la
férmula (7).

Por ejemplo, si el angulo entre la Tierra y Marte fuese ¢g = 30° el resultado seria

$H — ¢o 0.77369 — 0.5236 6
ty = = = —2.6832-10%s = —31.055di
Y iy —nr (105885 — 1.99) - 107 s 1as
¢
tw = tw + Togn' = —31.055 + 780.22 = 749.165 dias
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4.2.1 Caso de rendezvous desde una orbita exterior

Cuando el objeto activo P; estd en la 6r- Planet 2
bita exterior el tiempo de espera se calcula at departure
de forma similar. Segin la figura 6 hay dos / 0
posibilidades, considerar que la fase ¢ es ne- é

gativa porque se mide en sentido contrario al I

Planet 2
movimiento o considerar los angulos de fase atarrival
positivos.

Si se toma que el angulo de fase debe ser

negativo se tiene, viendo la figura, que la

; Planet |
fase adecuada para la salida es at departure 7 ..
1 Planet 1
o +natio=7" — ¢g=7—natn " atarrival
que Co_lnCI_de C_On el caso del vehiculo activo Figura 6: Maniobra de rendezvous donde el vehiculo
en 6rbita interior, (6). Activo (1) esta en una érbita exterior a la del objeto (2)

Ademas la funcién del angulo de fase, (3), serd la misma pero negativa y creciente ya que
ng —ny > 0. De este modo si la fase en un instante es ¢9 < 0 habrd dos posibildades para
hallar el tiempo de espera

PHZ0 G ol > oul (o < ém)
ng — Ny
tw =
¢ = o

g — N1 + Toyn st ool <|oul (¢0 > on)

Se puede comprobar que esta expresién coincide con (7) pero midiendo las fases en sentido

contrario.

Ejemplo 4.3 El mismo 1 de mayo de 2020 del ejemplo anterior el dngulo entre los radiovectores
de Venus y de la Tierra era de ¢g = 50.9°. Considerando drbitas circulares calcula el tiempo
de espera necesario para hacer un rendezvous por transferencia de Hohmann desde la Tierra a
Venus.

Solucioén: El tiempo de vuelo desde la Tierra a Venus se calcula mediante (5)

(re +1yv)3 \/(149.6 - 106 4+ 108.2 - 106)3 . -
N Sus " 8- 132.71- 100 § e

El movimiento medio de la Tierra se conoce del ejemplo anterior mientras que el de Venus se
puede calcular

ny =1.99-10""rad/s = 0.0172016 rad/dia

s [132.71-106 s )

El angulo de fase a la salida, ¢, se determina con la expresién (6)

b =m—nytiy = ¢y =m—3.23676-1077-1.262 - 107 = —0.943373 rad = —54.051°

El angulo entre la Tierra y Venus es el opuesto de la fase entre Venus y la Tierra: ¢g = —50.9°
y se puede calcular el tiempo de espera. En este caso |¢g| = 50.9 < 54.051 = || y por tanto:
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_ =60 qv_  —0.943373+4509
ng—ny Y™ (3.23676 — 1.99) - 107

tw

+5.043-107 = 4.9992 - 107 s = 578.61 dias

Al igual que en el ejemplo anterior hay otro caso, |¢g| > |¢m|. En este caso el tiempo de
espera se calcula solo con la fraccidn , que da un valor positivo, sin tener que sumar un periodo
sinddico.

Por ejemplo, si el angulo entre la Tierra y Venus fuese ¢9 = —60° = 1.0472rad el resultado
serfa

- ~0.94 1.0472
_ Pm—¢o _ OB LOAT2 _ oann) g 6455 dias

t
Yy —np (3.23676 — 1.99) - 107

Cierre

En este articulo se ha definido y calculado una primera aproximacién para la realizacién de
aproximaciones entre dos objetos que orbitan alrededor de un mismo cuerpo. Se han presentado
los casos en el que ambos cuerpos estan sobre la misma érbita y los que estan sobre diferentes.
Solo se han mostrado rendezvous realizados mediante transferencias de Hohmann simples o con
6rbita de transferencia completa.

Para calcular las oportunidades de aproximacién a un objetivo se ha definido el periodo sinédico
entre dos cuerpos en érbitas concéntricas. También ha sido necesario detallar la forma de obtener
el tiempo de espera que se requiere para iniciar una transferencia de Hohmann para sincronizar
su llegada con el objetivo.

Estos contenidos han sido apoyados con ejemplos que muestran su aplicacién a posibles situa-
ciones reales.
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