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Introduccién

Este articulo presenta la relacidon que existe entre el tiempo y la posicién de un cuerpo que
se encuentra orbitando alrededor de otro siguiendo una trayectoria parabélica. También se
muestran algunos casos de aplicacién y se incluyen ejemplos de su estudio.

Recordemos que segin [Curtis] la ecuacién orbital de un satélite de masa m que o6rbita
alrededor de un cuerpo central de masa M por atraccién gravitatoria es:

h?
n
re=— 1
1+ecost (1)
donde h = ||i| = ||F A ¥|| es el momento angular de la 6rbita que es constante, y es el

pardmetro gravitacional del cuerpo central, e es la excentricidad de la érbita, a es el semieje
mayor y 0 es la anomalia verdadera (angulo entre los vectores €'y 7).

Esta ecuacién orbital genera trayectorias que representan curvas cénicas que en el caso particular
de e = 1 resultan ser parabolas.

Figura 1: Hay que relacionar cada posicién 6 con un instante de tiempo, ¢.

Al resolver la ecuacién del movimiento y obtener la ecuacion orbital se ha eliminado la depen-
dencia del tiempo, sin embargo es necesario poder localizar un cuerpo en su 6rbita en cualquier
instante, (ver figura 1). En este documento vamos a conocer la ecuacién del tiempo para las
6rbitas parabdlicas.

Para la aplicacién de nuestras ecuaciones vamos a recordar algunas constantes:

= Cualquier nave o satélite tiene una masa insignificante si la comparamos con la del Sol o
con la de cualquier planeta por lo que el parametro gravitacional es considerado constante

w=GM+m)=GM
siendo para la Tierra pr = 398600 km3/s>.

= La Tierra no es esférica pero cuando, por aproximacion se considere que si lo es, se utiliza

como radio el ecuatorial
Rr = 6378 km.
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Ademas de esas constantes debes conocer algunas relaciones entre parametros orbitales que se
verifican en cualquier érbita kepleriana y en particular en las parabdlicas. Estas relaciones ueden
consultarse en la bibliografia:

= El momento angular de cualquier érbita verifica: h = rwv, .

N

v
2

» La energia especifica para una érbita parabdlica debe ser nula por lo que: ¢ =

3=

Objetivos
Una vez hayas leido con detenimiento este documento seras capaz de:

= Partiendo de una anomalia verdadera que indica la posicién de un cuerpo en una 6rbita
parabdlica, obtener el tiempo transcurrido desde que pasé por el periapsis o él que le falta
para llegar a él.

= Conociendo el tiempo desde que pasé por el periapsis, hallar la anomalia verdadera (po-
sicién) en ese instante.

= En el proceso conoceras la anomalia media parabdlica y la ecuacién de Barker.

Integral de 0 y el tiempo de paso por el periapsis, ().

El momento angular verifica h = r v y a su vez la velocidad tranversal cumple v; = 76 por
tanto, la anomalia verdadera 6 esta relacionada con el tiempo ¢t mediante la expresién

h=1r%0 (2)
que despejando 6 resulta
@_r__ A
a  r?2 ( h2/p )2
1+ecosf

que separando variables resulta

1 2
———df = M—Sdt
(1+ecosh) h

Considerando ¢, el tiempo en el instante de paso por el periapsis’ (¢ = 0°) e integrando
ambos lados se tiene

2 0
n do
— =1 = —— do. 3
h3 (t=1) /0 (14 ecoso)? ()

LCon frecuencia se toma t, = 0 como tiempo inicial
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Ecuacién de tiempos para 6rbitas parabdlicas, (¢ = 1)

Para el caso de érbita parabdlica, e = 1, la integral de la expresién (3) tiene solucién analitica
resultando la igualdad conocida como ecuacién de Barker:

2
1
%(t—tp):ftang+ftan3g (4)

Denotando por M, al término de la

izquierda, al que llamamos Anomalia "
Media Parabdlica:
2

K n

My=to-n) )

la ecuacién de Barker queda por tanto:
1 0 1 3 6 T 6 (rad)
Mpzitang—l—étan B (6) 0 . g

Figura 2: La anomalia media M), en funcién de la anomalia

La relacién entre ambas anomalias se e I
verdadera 6 en una érbita parabdlica.

muestra en la figura 2.

Estas ecuaciones tienen muchas aplicaciones en mecanica orbital pero se agrupan en dos casos?:

Problema 1. Dada una 6rbita parabdlica de la que se conoce h, y por tanto a, y la posicién
determinada de un punto de esa 6rbita, 6, determinar el tiempo transcurrido desde que el cuerpo
paso por el periapsis, t —t,. Ver el esquema siguiente:

S ) S [

Es posible obtener directamente el tiempo desde su periapsis a partir de su anomalia verdadera
aplicando la igualdad (4).

Problema 2. Dada una érbita parabdlica de la que se conoce h y el tiempo desde el paso por
el periapsis t — t,, de un punto, determinar la anomalia verdadera 6 que indica su posicién. Ver
el esquema siguiente:

o] =[] 5

En este caso es mas complicado obtener la anomalia verdadera directamente con la expresidn
(4) ya que la ecuacién (6) tiene una dnica solucién para 6:

1
9 =
tan 5 = (3Mp +\/OM2 + 1) _ (3Mp +\/OM2 + 1) 3 (7)

Lol

2En el caso de las 6rbitas parabdlicas no se define Anomalia Excéntrica Parabdlica.
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Ejemplos

Ejemplo 5.1 Una nave sigue una drbita geocéntrica parabdlica y en el momento del perigeo
lleva una velocidad de 11 km/s.

a) ;A que distancia del centro de la Tierra se encontrard 5 horas después de pasar por el
perigeo?

b) ;i Qué velocidad lleva en ese momento? jy una hora mas tarde?

c) i Cuanto tardara en alcanzar los limites de la esfera de influencia de la Tierra?

(SOI1=925 000 km)

Solucién: Al ser la érbita parabdlica la energia debe ser nula

2
v n 2u
JR N A — 0 - —
2 r T
en particular para el perigeo
2u 2 - 398600
rp = 2 Tp = 1 - 6588.4 km

p

Como el momento especifico también es constante
h=r-v=r,-v,=065884-11="T2472.8 km
a) Conociendo la érbita determinemos la anomalia media parabélica mediante (5)

12 3986002

=" (t—t))= ——— -5-3600 = 7.51
h3( v) 72472.83

M,

Utilizando la igualdad (7) deducimos la anomalia verdadera

1
0 -3
tan s = (3My + /902 +1)" = (30, + /9017 +1)
1
- (3 7514+ /9- 7512 + 1) _ (3 7514+4/9-7512 1 1) 3 _ 398

Lol

Wl

0 = 2arctan(3.28) = 146.1°

Sustituyendo en la ecuacién orbital (1), considerando que e =1,

h? 72472.82

o 398600
_ - = 77410k
" T 1tcos® 1+ cos(146.10) "

b) Despejando de nuevo en la ecuacién de la energia se obtiene la velocidad en funcién de la

distancia
2u 2 - 398600
=/ = [ 301k
v r Trang o 2bkm/s

Para una hora después podemos repetir el proceso del apartado (a) y se obtiene

0o =148.3° — ry=88130km — w9 =3.0km/s
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Notar como con el paso del tiempo el cuerpo se aleja y reduce su velocidad.

¢) Volviendo a la ecuacién orbital (1) despejando la anomalia verdadera resulta

h? h? 72742.82
K — 0501 = arc cos R“ — 1| =arccos [ 228600} — 170.3°

r=-—-—
1+ cosé SOI 925000

Incorporando este resultado en la ecuacién de Barker (6) se obtiene la anomalia media hiper-
bélica y utilizando (5), el tiempo desde su paso por el perigeo

1 Osor 1 Osor 1 170.3 1 170.3
MPSOI = itan? =+ gtan:3 ? = itan? —+ gtang ? = 2802

My, h3 _ 2802 72472.83

" SoRco = 0713185 = 186.5h ~ 7.8d

tsor —tp =

Ejemplo 5.2 Una nave en érbita geocéntrica parabdlica tiene el perigeo a 6750 km del centro
a) ;Cudnto tiempo tarda en cambiar su posicion desde —45° a 45°7
b) ;A qué distancia se encuentra 24 h después de su aso por el perigeo?

Solucién: Como en el ejemplo anterior al ser la 6rbita parabdlica la energia debe ser nula en
todos los puntos, incluso en el perigeo

v? 21 241 2398600.5
?— =0—-v= 7—>'Up: E%Up: W:1087km/s

Como el momento especifico también es constante

3=

h=r-v=ry,-v,=06750-10.87 = 73356 km

a) Conocida la érbita se determina la anomalia media parabélica para cada posicién con (6)

1 0 1 0 1 —45° 1 —45°

My, = 3 tan 51 + 6 tan® 51 =3 tan 5 + 5 tan® = —0.219
1 0, 1 0, 1 45° 1 45°

My = §tan5 + étaHSE = §tan7 + EtaHST =0.219

despejando el tiempo del paso por el perigeo de la expresién (5) obtenemos los correspondientes
para cada posicién

—0.219 - 733563

t—ty) = = —543.98 s
p a7 = aase00.52 598
Mp:ﬁ(t—tp)—)(t—tp): ) —
H 0.219 - 733563
(t=tr2) = —5ogg0052  — 013985

restando ambas cantidades se obtiene el tiempo invertido en ese recorrido

(t — tya) — (t — tp1) = 543.98 — (—543.98) = 1087.96 s ~ 18.13 min
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b) En este caso se conoce el tiempo desde su paso por el perigeo por lo que con (5) se obtiene
la anomalia media parabdlica

(i ~398600.5

My = 7 (t = t;) = g g (24 3600) = 2.798

Utilizando la igualdad (7) deducimos la anomalia verdadera

tang = (30 + /902 +1)" = (3, + \Jonz2 + 1)_;‘

L 1
- (3 L2798 +1/9 - 2.7982 + 1) 3 _ (3 L2798 + /9 - 2.7982 + 1) 3 _5.77

W=

0 = 2arctan(5.77) = 160.3°

Sustituyendo en la ecuacién orbital (1), considerando que e =1,

h? 733562

14 398600.5
_ - — 230907 k
" T Ttcos® 1+ cos(160.31°) "

Cierre

Este articulo ha mostrado como se relacionan el tiempo orbital y la posicién en una érbita
cuando ésta es parabdlica.

También se ha definido la anomalia media parabédlica y la ecuacién de Barker.

Como consecuencia de esas definiciones y expresiones se ha visto como resolver el problema de
obtencion del tiempo orbital a partir de la anomalia verdadera y viceversa.

Estos contenidos han sido apoyados con ejemplos que muestran su aplicacién a posibles situa-
ciones reales.
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