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RESUMEN

La presente tesis doctoral aborda el modelado cinemdtico y control de robots
moviles con ruedas. En concreto se profundiza en los siguientes temas:

- Se plantea el modelado de una rueda genérica que incluye todos los tipos
comunes: fija, orientable centrada, orientable descentrada (castor) y sueca
(también denominada universal, Mecanum 6 Ilon).

- Se describe un procedimiento eficiente para generar modelos cinemaéticos,
basado en el concepto de espacio nulo, el cual se aplica posteriormente a un
gran nimero de tipos de robots mdviles. Todos estos modelos son
caracterizados en cuanto a su precision o transmision de errores (isotropia).

- Se deduce un novedoso planteamiento geométrico que establece la
singularidad de cualquier modelo cinemético de cualquier robot con ruedas.
Este planteamiento se aplica a todos los tipos de robots anteriores.

- Se desarrolla el modelado dindmico del robot para, a través de tres sucesivas
aproximaciones y de la caracterizacién de las fricciones en las ruedas, llegar a
un modelado cinematico con deslizamiento.

- Se plantea un esquema de control del robot con tres bucles de control
anidados (dindmico, cinemdtico y de planificacién) que es conceptualmente
similar a los empleados en robots manipuladores. En particular se profundiza
en el bucle cinemadtico de nivel medio e indirectamente en el de planificacién,
al caracterizar las referencias que puede seguir cada tipo de robot sin error.

- Se presentan experiencias de comprobacién de los algoritmos de modelado
con deslizamiento y de control del robot, realizadas sobre una plataforma
eléctrica industrial (carretilla industrial).

- Finalmente se desarrollan dos soluciones para las aplicaciones de
aparcamiento en paralelo, con pre-planificacién y caracterizacion geométrica,
y de seguimiento de linea por vision.
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ABSTRACT

This PhD thesis deals with the kinematic modeling and control of wheeled
mobile robots. In particular it focuses on the following issues:

- It is modeled a generic wheel that includes all the common types: fixed,
centered orientable, off-centered orientable (castor) and swedish (also
referred to as universal, Mecanum or Ilon).

- It is developed an efficient procedure, based on the null space concept, to
obtain kinematic models. This procedure is applied to many mobile robots
and the accuracy of the obtained models is characterized through an isotropy
analysis.

- Itis deduced a new geometric approach that establishes the singularity of any
kinematic model of any wheeled mobile robot. This geometric approach is
applied to all the mobile robots previously mentioned.

- It is proposed a kinematic modeling with slip obtained from successive
approximations of the robot dynamic model and the characterization of the
friction on the wheels.

- It is suggested a kinematic control scheme with three nested loops (dynamic,
kinematic and planning) that is similar to the approaches used for robotic
manipulators. It is studied in depth the kinematic loop and indirectly the
planning loop, through the characterization of the references that each mobile
robot can track with no error.

- An industrial forklift has been used to test the algorithms of kinematic
modeling with slip and robot control.

- Finally two solutions have been developed for the robotic applications of
parallel parking and line tracking with a vision system.
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RESUM

La present tesi doctoral aborda el modelatge cinematic i control de robots mobils
amb rodes. En concret s'aprofundix en els temes segiients:

- Es planteja el modelatge d'una roda generica que inclou tots els tipus comuns:
fixa, orientable centrada, orientable descentrada (castor) i sueca (també
nomenada universal, Mecanum o Ilon).

- Es descriu un procediment eficient per a generar models cinematics, basat en
el concepte d'espai nul, el qual s'aplica posteriorment a un gran nombre de
tipus de robots mobils. Tots estos models son caracteritzats quant a la seua
precisié o transmissi6 d'errors (isotropia).

- Es deduix un nou plantejament geometric que estableix la singularitat de
qualsevol model cinematic de qualsevol robot amb rodes. Esta regla s'aplica a
tots els tipus de robots anteriors.

- Es desenvolupa el modelatge dinamic del robot per a, a través de tres
successives aproximacions i de la caracteritzacié de les friccions en les rodes,
arribar a un modelatge cinematic amb lliscament.

- Es planteja un esquema de control del robot amb tres bucles de control niats
(dinamic, cinematic i de planificacié) que es conceptualment similar als
empleats per robots manipuladors. En particular s’aprofundeix en el bucle
cinematic 1 indirectament en el de planificacid, al caracteritzar les referéncies
que pot seguir cada tipus de robot sense error.

- Es presenten experiencies de comprovacid dels algoritmes de modelatge amb
lliscament i de control del robot, realitzades sobre una plataforma eléctrica
industrial (carreté industrial).

- Finalment es desenvolupen dos solucions per a les aplicacions d'aparcament
en paral-lel, amb pre-planificaci6 i caracteritzacié geometrica, i de seguiment
de linia per visio.
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NOTACION

A continuacién se indican los simbolos utilizados, agrupados segtn el capitulo
donde aparecen por primera vez.

En el Capitulo 3

Qmmz - YRS T

el

Postura del vehiculo
Vector de velocidad del vehiculo
Sistema de coordenadas del vehiculo

Sistema de coordenadas estacionario y coincidente con el R
Sistema de coordenadas del brazo de direccién de la rueda i

Sistema de coordenadas de la rueda i
Sistema de coordenadas del rodillo de la rueda i
Sistema de coordenadas entre rodillo de la rueda i y el suelo

Sistema de coordenadas estacionario y coincidente con el E;
Sistema de coordenadas global estacionario

™ Velocidad de deslizamiento entre el rodillo y el suelo respecto al sistema R
ain =v,,; Velocidad de deslizamiento entre el rodillo y el suelo respecto al sistema E;
ﬁvm =v, Velocidad del vehiculo respecto a la coordenada X del sistema R
ﬁvRy =V, Velocidad del vehiculo respecto a la coordenada Y del sistema R
ﬁa)R =w Velocidad angular del vehiculo
,BI. Velocidad angular del brazo de direccidn de rueda respecto a la plataforma
o Velocidad de rotacién de la rueda
o, Velocidad de rotacién del rodillo
L, Radio equivalente de la rueda
r, Radio del rodillo
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Rot(-) Matriz bidimensional de rotacién
L Distancia del origen del sistema del vehiculo al eje de articulacién

de la direccién de la rueda
Distancia del eje de articulacién de direccion al centro de la rueda

o

Angulo entre el vector definido por I, y el sistema del vehiculo R
Angulo del brazo de direccién

Angulo entre el brazo de direccién y la rueda

XX R

Y Angulo entre la rueda y el rodillo

cos()=c-  Funcién coseno

sin(:) =s- Funcién seno

Rot, (+) Matriz de rotacidn tridimensional en el eje Z

°6, Orientacién del vehiculo

EvR Velocidad lineal del vehiculo respecto al sistema R

q,, Vector de velocidad de rueda

J, Matriz Jacobiana de rueda

J Matriz Jacobiana compuesta

1 Matriz compuesta de matrices identidad de dimensién 3

f Subindice de rueda fija

0 Subindice de rueda orientable

c Subindice de rueda castor

s Subindice de rueda sueca

N Niimero de ruedas del vehiculo

q, Vector de todas las velocidades de ruedas

Vaip Vector de todas las velocidades de deslizamiento de rueda
A Matriz compuesta del vehiculo

q Vector de todas las velocidades (de ruedas y del vehiculo)
A, Parte de la matriz compuesta que multiplica al vector p
A, Parte de la matriz compuesta que multiplica al vector q,,
En el Capitulo 4

NG Espacio nulo

B Base del espacio nulo de la matriz compuesta del vehiculo
1 Vector de movilidad del vehiculo

m Grado de movilidad del vehiculo

k Numero de velocidades (de ruedas y del vehiculo)
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ns

Rango de la matriz compuesta del vehiculo

Vector de velocidades asignadas

Vector de velocidades no asignadas

Submatriz de B definida por las velocidades asignadas

Submatriz de B definida por las velocidades no asignadas

Vector de todos los dngulos de las ruedas orientables

Vector de todos los dngulos de las ruedas castor

Semidistancia entre las ruedas fijas para el vehiculo tipo triciclo
Distancia entre la rueda orientable y el origen del sistema R para el

vehiculo tipo triciclo

Radio de las tres ruedas del vehiculo tipo triciclo

Funcién auxiliar para el cdlculo del error residual obtenido al aplicar el
algoritmo de Minimos Cuadrados

Numero de velocidades de rueda independientes

Numero de velocidades del vehiculo independientes

Niimero de velocidades de la rueda i

Reordenacion de matriz Jacobiana compuesta segtin accionadas
Reordenacién del vector de velocidades de rueda segtin accionadas

Subindice de accionadas
Subindice de no accionadas
Subindice de sensorizadas
Subindice de no sensorizadas

En el Capitulo 5
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AEMRI Z Z R R

S

Matriz de restricciones al movimiento del vehiculo

Matriz de restricciones al movimiento del vehiculo debidas a las ruedas
fijas y orientables

Matriz de restricciones al movimiento del vehiculo debidas a las fijas
Matriz de restricciones al movimiento del vehiculo debidas a orientables
Numero de ruedas fijas en el vehiculo

Numero de ruedas orientables en el vehiculo

Grado de movilidad del vehiculo

Grado de direccionabilidad del vehiculo

Matriz de relacién entre vector de salida y vector de entrada
Nudmero de condicién de una matriz

Norma Euclidea



24 Notacion

Pseudo inversa de una matriz

(o Valor singular mas grande de la matriz

O.in Valor singular mds pequefio de la matriz

Q. Velocidades no asignadas utilizadas para isotropia

Qo s Velocidades no asignadas no utilizadas para isotropia

B, . Submatriz definida por las velocidades no asignadas utilizadas en isotropia

B, . Submatriz definida por las velocidades no asignadas no utilizadas en
isotropia

En el Capitulo 6

E, Vector de la ecuacién de rueda que multiplica al vector de velocidad del

vehiculo p y cuyo resultado es igual a cero

F, Vector de la ecuacién de rueda que multiplica a p y cuyo resultado se
iguala a la velocidad de rotacién

F, Vector de la ecuacién de rueda que multiplica a py cuyo resultado se
iguala a la velocidad de orientacién

F, Vector de la ecuacion de rueda que multiplica a p y cuyo resultado se
iguala a la velocidad de orientacién y a la de rotacién

E Agrupacién de vectores E,

F Agrupacién de vectores F,

r Matriz con los radios de las ruedas y distancias del brazo de direccién de
las ruedas castor

a Subindice de asignadas

na Subindice de no asignadas

sg Subindice de ruedas omnidireccionales singulares

nsg Subindice de omnidireccionales no singulares

G Matriz que se multiplica por p y cuyo resultado es igual a cero

7\.2(% A dx) Vector fila que representa una recta en el espacio bidimensional
(h, A" Vector unitario bidimensional de una recta

d, Distancia de una recta bidimensional al origen
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Fuerza de friccién debida a la ley de Coulomb

fric_ci

U Coeficiente de friccién o adhesion debido a la ley de Coulomb
P, Potencia disipada por las fuerzas de friccion

vy Velocidad de un bloque libre en una dimensién

Fric s Fuerza de friccion sobre bloque

Py s Potencia disipada por fuerza de friccion sobre bloque

T Energfa cinética del vehiculo

Q Vector de fuerzas generalizadas sobre el vehiculo

N, Numero de ruedas orientables en el vehiculo

N, Numero de ruedas castor en el vehiculo

N, Numero de ruedas suecas en el vehiculo

T, Par de rotacion de la rueda i

T Par de direccionamiento de la rueda orientable i

T Par de direccionamiento de la rueda castor i

,Bo,. Velocidad de direccionamiento de la rueda orientable i

/Bc,- Velocidad de direccionamiento de la rueda castor i

F,., Fuerza de friccién en la rueda i respecto al sistema E;

°p Vector de velocidad del vehiculo respecto al sistema global G
ﬁp Vector de velocidad del vehiculo respecto al sistema coincidente
T Vector de pares agrupados

F,. Agrupacion de las fuerzas de friccion en las ruedas

M, Masa del vehiculo sin incluir las ruedas castor

M, Masa de la rueda castor i

| Momento de inercia del vehiculo sin incluir las ruedas castor
I, Momento de inercia de la ruedas i respecto a su eje de rotacion
I, Momento de inercia del rodillo de la rueda sueca i

I Momento de inercia de la rueda orientable i respecto al eje Z
I, Momento de inercia de toda la rueda castor i respecto al eje Z
“Vew Velocidad del CM del vehiculo (sin incluir castor) respecto a G
Ve Velocidad del origen del sistema R del vehiculo respecto al sistema G
v Velocidad de la rueda castor i respecto al sistema global G

£, Funciones para rueda castor i que dependen de 1,, d_., o, °6,, y 5.
Fy Fuerza de reaccién en el punto de contacto entre rueda y suelo
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e

Fuerza de friccion en la coordenada a

frica

Coeficiente de friccion o adhesion en la coordenada a

=

Coeficiente de friccion o adhesién vectorial

=

*

Coeficiente de friccion vectorial que maximiza el ratio de disipacién
Coeficiente de friccion longitudinal en la rueda

Coeficiente de friccion lateral en la rueda

=

“ X x F

Ratio de deslizamiento longitudinal
Velocidad longitudinal del centro de la rueda

<

wheel y

Angulo de deslizamiento

K

8

Subindice que indica el valor estacionario de una variable o vector

el
<
ol

Velocidad del sistema R del vehiculo respecto su coincidente

Q
NN

Vector de velocidades con vector de velocidad del vehiculo respecto a G

Vector de velocidades con vector de velocidad del vehiculo respecto a R

=N

o
&,

Par de rotacién no libre de la rueda j

o

@
&,

Par de direccion no libre de la rueda castor j

Velocidad de rotacion no libre de rueda j

RS SE
& &

Velocidad de direccion no libre de rueda castor j

-
=3

2
~
N

Funcién genérica bidimensional para el cédlculo de fuerza de friccion

Matriz de ponderacién de la ecuacién cinematica sin deslizamiento

=

Matriz de ponderacion de las ecuaciones cinematicas de la rueda i

Jis Indice minimizado por el algoritmo de minimos cuadrados

Lo Distancia del CM de la carretilla al eje de rotacién de las ruedas fijas
A, Matriz de velocidades asignadas con ponderacién de ecuaciones

A Matriz de velocidades no asignadas con ponderacién de ecuaciones

(4,125 1,1,)  Coeficientes de friccion lateral y longitudinal de ruedas fijas de carretilla

7. Coeficiente de friccion lateral de la rueda orientable de la carretilla
k;, Constante de relacion entre coeficientes de friccion £, y i,

k,, Constante de relacion entre coeficientes de friccion u,,, y 4,

T Periodo del sistema de adquisicion de medidas

Yu Vector de salida para el FK1 en el instante discreto &

C, Matriz de salida para el FK1 en el instante discreto k

You Vector de salida para el FK2 en el instante discreto k

C,, Matriz de salida para el FK2 en el instante discreto k

Q, Matriz de covarianza de ruido en el proceso en el instante k
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R, Matriz de covarianza de ruido en la medida en el instante k

P, Matriz de covarianza del error en el instante k

K, Matriz de correccién o de ganancia en el instante k

k,, Desviacion tipica del ruido en los elementos del vector p de la ecuacién
de estado

k,, Desviacion tipica del ruido en la velocidad de las ruedas fijas para el FK1

ks Desviacién tipica del error de la ecuacion correspondiente a la coordenada
perpendicular de la rueda orientable para el FK1

k, Desviacién tipica del error de la ecuacién correspondiente a la coordenada
perpendicular de las ruedas fijas para el FK2

k,, Desviacién tipica del ruido en la velocidad de las ruedas fijas para el FK2

ki, Desviacién tipica del error de la ecuacién correspondiente a la coordenada
Perpendicular de la rueda orientable para el FK2

Jvoe Indice de error del modelo de movimiento quasi-estdtico en simulacién

MCD Indice de error del modelo cinemético con deslizamiento en simulacién

s Indice de error de la solucién de minimos cuadrados ponderada en
§imulaci(’)n

J, Indice de error para los caminos obtenidos con WLS, FK1, FK2 y el
modelo diferencial en los experimentos reales

k; Factor de pico de la férmula mdgica de Pacejka

kg Factor de forma de la férmula mégica de Pacejka

k, Factor de rigidez de la férmula méagica de Pacejka

ky, Factor de curvatura de la formula magica de Pacejka

En el Capitulo 8

P. Postura de referencia establecida por el planificador

Poontal Vector de velocidad del vehiculo a conseguir por control dindmico

O Velocidad de rotacién a conseguir por el control dindmico

,Bl. ot Velocidad de direccién a conseguir por control dindmico

B Orientacion de rueda orientable a conseguir por control dindmico

V. Tensiones aplicadas a los actuadores

T, Pares aplicados por los actuadores

Velocidad de rotacién sensorizada
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Velocidad de direccidn sensorizada

@

Orientacion sensorizada de rueda

=

. Orientacién de rueda castor con alguna velocidad de rueda accionada

I castor

A, Matriz diagonal del control de posicién
B, Matriz diagonal del control de posicién
a, Polos asignados por el control de posicion
T Periodo del sistema de adquisiciéon de medidas y control
0= "°6, Orientacién del vehiculo
ﬁp Vector de velocidad del vehiculo respecto al sistema coincidente R
“p Vector de velocidad del vehiculo respecto al sistema global G
Oy Velocidad del vehiculo respecto a la coordenada X del sistema global G
Gv)_ Velocidad del vehiculo respecto a la coordenada Y del sistema global G
£:(8) Funcién genérica que sélo depende de la variable 6
c’ Una funcién es C° si es continua
c Una funcién es C" si su derivada enésima es continua
Angulo que forma el vector tangente al camino o curva con el eje X
v, Velocidad de avance de la trayectoria 2D
o, Velocidad de giro de la trayectoria 2D
K, Curvatura del camino
P. Radio de curvatura del camino
C. Centro de curvatura del camino
e Distancia entre el punto que hace el seguimiento (origen de R) y el eje de
rotacion de las ruedas fijas de la carretilla
X ot Posicion de referencia del vehiculo respecto a la coordenada X de G
Ve Posicién de referencia del vehiculo respecto a la coordenada Y de G
YV ool Velocidad de control de la coordenada X del vector p
Gvy control Velocidad de control de la coordenada Y del vector p
a, Polo asignado a la dindmica de la coordenada X del vector p

a, Polo asignado a la dindmica de la coordenada Y del vector p
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En el Capitulo 9

(X.,Y ,Z, ) Sistema de coordenadas de la cdmara

(x.,y.,z,) Posicién de un punto respecto al sistema de coordenadas de la cimara

(X,.Y) Sistema de coordenadas del plano de la imagen

(x,,5,) Posicién de un punto en el plano de la imagen

f Distancia focal efectiva de la cdmara

(x,,y,) Posicién de un punto en el plano de la imagen en coordenadas de pixel

(C,.C)) Coordenadas en pixeles del centro del plano imagen

d,.d,) Tamafio de los elementos sensores de la cdmara en los dos ejes

(X,.Y,,Z, ) Sistema de coordenadas del suelo

(x,,¥,,z,) Posicion de un punto respecto al sistema de coordenadas del suelo

(tx,t)_,tz) Vector de desplazamiento entre los sistemas de la camara y el del suelo

1) Angulo de inclinacién de la cdmara respecto a la vertical

v Angulo de giro entre el sistema de la camara y el del suelo

v Altura del objetivo de la cdmara respecto a la linea a seguir

P Punto solidario al vehiculo perteneciente al eje del objetivo de la cdmara
que se quiere que haga el seguimiento

Z, Distancia del punto P al objetivo de la cAmara

h Distancia entre P y la linea a seguir

d Distancia real de separacién entre lineas paralelas a seguir

n Pardmetro que indica la linea a seguir de entre las que son paralelas

(x,,x,,A)  Valores de plano imagen para poder aplicar sistema de calibracion

(x,,y,) Valores de plano real para poder aplicar sistema de calibracién

J Anchura del espacio de aparcamiento

H Longitud del espacio de aparcamiento

MS Margen de seguridad con los obstaculos

T Ancho efectivo del espacio de aparcamiento

H' Longitud efectiva del espacio de aparcamiento

a, Distancia entre el eje trasero de ruedas y la parte delantera del vehiculo

b, Distancia entre el eje trasero de ruedas y la parte de atras del vehiculo

h, Distancia entre el eje trasero de ruedas y el centro de la rueda orientable

d, Distancia entre los centros de las ruedas fijas

c, Ancho del vehiculo

r Radio de las ruedas

@, Orientacién de la rueda de direccién equivalente

- Mixima orientacion posible de la rueda de direccién equivalente

P Punto fijo entre las ruedas fijas que sigue la trayectoria
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CIR Centro instantdneo de rotacién del vehiculo

o) Radio de giro, desde el CIR hasta el punto P

P Esquina del vehiculo

d, Distancia del CIR a la esquina del vehiculo P;

¢ Angulo de cada uno de los arcos simétricos de una maniobra

dx, Distancia del punto Py al obstaculo delantero al iniciar primera maniobra

dx, Separacién inicial entre el punto P;y los obstdculos delantero y trasero

dy, Distancia recorrida en pasada de reconocimiento a partir de la deteccion del
obstaculo delantero

W Distancia actual disponible al obstaculo lateral

ratio Medida porcentual del espaci6 longitudinal disponible para el aparcamiento



CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 INTRODUCCION

Una de las tematicas clésicas del area de conocimiento de Ingenieria de Sistemas
y Automadtica es la robética.

El mundo de la robdtica estd experimentando un crecimiento explosivo
impulsado por los avances en computacién, sensores, electronica,
comunicaciones y software. Los robots estdn en la antesala de revolucionar los
procedimientos que se emplean en la agricultura, mineria, industria en general,
etc. atrayendo los distintos mercados.

Dentro de la robdtica se encuentra el campo de los robots manipuladores,
que ha experimentado un alto desarrollo desde la década de los setenta, y la
denominada robdtica mévil, que ha cobrado una importancia creciente durante
los afios ochenta y noventa.

Tanto en los robots manipuladores como en la robética mévil existen puntos
de interés comun: el modelado cinematico, el modelado dindmico, el control
(arquitecturas, algoritmos...), la planificacion, el reconocimiento del entorno, etc.

En el caso de robots manipuladores existe ya una abundante bibliografia que
aborda los aspectos anteriores, mientras que para robots mdviles todavia se estan
realizando un considerable nimero de investigaciones y desarrollos al respecto.

Asi pues, la presente tesis surge ante la necesidad de dar respuesta a las
cuestiones cinematicas (modelado, control, ...) de los robots médviles con ruedas.

Capitulo 1. Introduccién 31
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1.2 OBJETIVOS DE LA TESIS

En el afo 2000 se establecié como meta de la presente tesis doctoral el estudio de
aquellas cuestiones relacionadas con la cinemaética de robots méviles con ruedas.

Durante el desarrollo de la tesis se han ido planteando y resolviendo
objetivos concretos. A continuacién se describen los objetivos principales de la
tesis:

¢ Desarrollar una metodologia completa de modelado cinemético de vehiculos
sin deslizamiento, mejorando (y unificando en algunos casos) lo
desarrollado por otros autores. (Capitulos 3 y 4)

e Proporcionar una completa guia sobre los modelos cinemadticos de
vehiculos, su transmision de errores (Isotropia) y condiciones de
singularidad. (Capitulos 5 y 6)

e Establecer un modelado cinemdtico con deslizamiento a partir, a diferencia
de otros autores, de principios fisicos. (Capitulo 7)

e Obtener un método de control cinemdtico que anule el error en el
seguimiento de referencias para cualquier tipo de vehiculo. (Capitulo 8)

e Plantear soluciones a dos aplicaciones concretas, el seguimiento de linea por
visién y el aparcamiento en paralelo, sobre las que poder aplicar el control
cinemdtico anterior. (Capitulo 9)
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1.3 ESTRUCTURA DE LA TESIS
La presente tesis doctoral estd organizada en diez capitulos, incluyendo éste.

El Capitulo 2, estado del arte, es preliminar y representa una mirada de
conjunto a las distintas temadticas de la tesis.

La revisién anterior se completa de forma pormenorizada en el resto de
capitulos, fundamentalmente en su introduccién particular, lo que permite
encauzar el desarrollo de los mismos.

El dltimo punto de cada capitulo presenta las aportaciones y conclusiones
correspondientes al mismo.

En el Capitulo 3 se deducen las relaciones cinemadticas entre variables de
rueda y vehiculo para una rueda genérica, que incluye los tipos habituales (fija,
orientable, castor, sueca), empleando una eficiente formulacién cinemadtica
recursiva.

En el Capitulo 4 se presentan tres métodos para generar modelos
cineméticos de vehiculos con ruedas sin deslizamiento, los cuales son aplicados
al vehiculo tipo triciclo y comparados.

En el Capitulo 5 se deduce una clasificacion genérica de vehiculos para los
que se obtiene su caracterizacién, modelado cinemadtico y transmision de errores
a través del concepto de isotropia.

En el Capitulo 6 se obtiene un planteamiento geométrico general que
caracteriza la singularidad de cualquier modelo cinemadtico de cualquier vehiculo
con ruedas, este planteamiento se aplica a los cinco tipos de vehiculos deducidos
en el capitulo anterior.

En el Capitulo 7 se deducen tres tipos de modelos con deslizamiento a partir
de sucesivas aproximaciones del modelo dindmico del vehiculo. Estos modelos
se comparan, para el vehiculo triciclo, con el modelo dindmico en simulacién y
con el filtro de Kalman en una situacion real.

En el Capitulo 8 se presenta un control cinematico de vehiculos basado en
tres bucles anidados y se caracterizan las referencias que puede seguir sin error
cada tipo de vehiculo. El control cinemadtico anterior se particulariza para el caso
del vehiculo triciclo, probandose tanto en simulacién como en una situacién real.
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En el Capitulo 9 se ha dado solucién a dos aplicaciones robdticas concretas:
el seguimiento de linea por vision y el aparcamiento en linea.

Finalmente en el Capitulo 10 se destacan las conclusiones mds relevantes y
se propone una serie de trabajos futuros para distintas lineas de la tesis.



CAPITULO 2
ESTADO DEL ARTE

Con objeto de no descontextualizar la revision bibliografica, dada la disparidad
de capitulos, aqui se plantea una visidon de conjunto sobre las distintas temadticas
de la tesis. Posteriormente, en la introduccién particular de cada capitulo se
realiza un estudio mds detallado de las distintas referencias o fuentes que permite
encauzar los desarrollos del capitulo en cuestion.

El modelado y el control son puntos de interés tanto en robots
manipuladores como en robots méviles.

En el caso de los robots manipuladores existe una abundante bibliografia,
ver por ejemplo [Fu et al. 88] y [Ollero 01], que aborda su modelado cinematico,
dindmico y/o control.

La mayor parte de los robots manipuladores son brazos articulados y
tradicionalmente se modelan, desde el punto de vista cinematico, con matrices de
transformacién homogénea entre sistemas de coordenadas. Para el modelado
dindmico se manejan distintas formulaciones y métodos: Lagrange-Euler,
Newton-Euler, ecuaciones generalizadas de d’Alambert, etc.

Para mejorar sus prestaciones se investiga en técnicas para identificar los
modelos dindmicos eficientemente y en métodos de control de articulaciones que
compensan no-linealidades y acoplamientos [An et al. 88], asi como en
optimizacion dindmica y control adaptativo para distintas condiciones de trabajo
[Craig 88] [Ortega et al. 89].
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Por otro lado, para la robética mévil existe una reciente bibliografia, ver por
ejemplo [Inoue et al. 97] [Lyshevski et al. 00] [O’Connor et al. 96] [Canudas et
al. 97] [Samson 95], que aborda su modelado cinemadtico, dindmico y/o control.

Desde el punto de vista del modelado cinemético de vehiculos con ruedas,
las publicaciones que han causado un mayor impacto hasta ahora son [Muir et al.
87] [Campion et al. 96] [Alexander et al. 89], referidas en un gran nimero de
publicaciones y libros.

Préacticamente sélo en [Muir et al. 87] se plantea un método sistemdtico
basado en matrices de transformacién homogénea, de forma andloga al caso de
robots manipuladores, para obtener las relaciones cinemadticas entre las variables
de rueda y del vehiculo, lo cual permite un posterior modelado del vehiculo en su
conjunto. En el Capitulo 3 de la tesis se plantea una forma mds genérica y
eficiente de obtener las relaciones anteriores, utilizando una formulacién
cinematica recursiva. Posteriormente en [Muir et al. 87] se realiza un estudio del
modelo del vehiculo aplicando un tratamiento de ecuacion algebraica matricial
genérica y grafos en forma de arbol.

En [Campion et al. 96] fundamentalmente se realiza una clasificacién de
todos los vehiculos en cinco tipos bdsicos y se obtienen modelos cineméticos
directos con variables de entrada sin sentido fisico. Esta clasificacidon genérica se
utiliza en varios capitulos de la tesis (5, 6 y 8).

En [Alexander et al. 89] se plantean modelos cinemadticos directos e inversos
parciales para relacionar variables de rueda y del vehiculo, no permitiendo una
perspectiva global del vehiculo.

Por otra parte la transmisién de errores en los modelos cinemadticos directos
o inversos, cuando se considera un error de entrada, ha sido estudiada por
distintos autores a través de la caracterizacién de matrices isotrépicas [Saha et al.
95] [Low et al. 05] [Kim2 et al. 04] [Kim et al. 05].

Otros autores la han estudiado desde un punto de vista empirico para la
correccion de errores sistematicos [Borenstein et al. 94] o estimacion de distintos
pardmetros del error [Martinelli 02] [Kleeman 95].
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Un aspecto importante es que los modelos cinemdticos dependen de los
dngulos de las ruedas con articulacién de direccién, por lo que hay valores
especiales de estos dngulos para los que se produce la singularidad del modelo,
que implica deslizamiento o pérdida de movilidad en el vehiculo.

La singularidad de robots manipuladores ha sido ampliamente estudiada
[Tourassis et al. 92] [Dinesh et al. 92] [Liu et al. 03] [Lipkin et al. 91] mientras
que en vehiculos sé6lo existe alguna pequefia aproximacion [Yi et al. 02].

Por otro lado, la necesidad de considerar modelos cinematicos con
deslizamiento puede venir dada por una redundancia en la informacién de
sensores, de forma similar al filtro de Kalman, o por una sobre-actuacién en el
vehiculo.

En [Muir et al. 87] se considera una solucién cinematica con informacion
redundante que viola el modelo de sélido rigido del vehiculo, mientras que la
propuesta en [Kim et al. 04] minimiza una norma Euclidea sin un sentido fisico
definido. En [Tham et al. 98] se consideran varias relaciones cinematicas con
variables de deslizamiento sin una justificaciéon rigurosa. Finalmente en
[Alexander et al. 89] se propone minimizar una funcién de disipacién que en
general no produce una solucién correcta y que no tiene en cuenta fuerzas
externas.

Otros autores han abordado el modelado dinamico de vehiculos con
deslizamiento [Balakrishna et al. 95] [Williams et al. 02] [Lindgren et al. 02].

Para el control del vehiculo o robot mévil algunos autores han planteado
métodos geométricos [Ollero et al. 94] [Shin 90] y otros la utilizacién de
herramientas de la teoria de control cldsica: aproximacién lineal [O’Connor et al.
96]; linealizacién exacta [d'Andréa-Novel et al. 95] [De Luca et al. 93] [Park et
al. 99] [Tzafestas et al. 01]; controlabilidad [Samson 95] [Monaco et al. 91]
[Murray et al. 93]; estabilidad por Lyapunov [Lyshevski et al. 00] [Canudas et al.
97] [Dixon et al. 00]; control adaptativo [Inoue et al. 97] [Dixon et al. 01] [Fukao
et al. 00]; control predictivo [Ollero et al. 91]; etc.

Por otro lado, el seguimiento de linea es una aplicacién habitual en robética
movil, utilizdndose normalmente cables o sensores dpticos. Con los ultimos
avances tecnoldgicos se ha ido incrementando el uso de sistemas de vision para
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esta aplicacién. La vision tiene algunas ventajas respecto a los otros métodos
aunque con el inconveniente del coste computacional asociado al tratamiento de
imagen: umbralizado, segmentacion, detecciéon de contornos, etc. Para mejorar
dicho tratamiento se utilizan herramientas como la transformada de Hough
[Hough 59]. En [Marchant 95] se establece el posicionamiento a partir de un
sistema de visidn respecto a una linea, para lo cual se realiza una aproximacion
(innecesaria como demuestra el Capitulo 9) que da lugar a relaciones inexactas.

Por otra parte, para el aparcamiento en linea se pueden utilizar
planificadores de propdsito general [Latombe 91] [Laumond et al. 94], con alto
coste computacional, o planificadores mas especificos [Tilbury et al. 93] [Zhao et
al. 05] [Paromtchik et al. 96] [Jiang et al. 99] [Holve et al. 96] [Miyata et al. 96]
[Baturone et al. 04] [Cuesta et al. 04].

En concreto en [Paromtchik et al. 96] [Jiang et al. 99] se realiza el
aparcamiento con una preplanificaciéon de tres fases y acciones de control
preestablecidas o caracterizacién geométrica. La caracterizaciéon geométrica de
[Jiang et al. 99] es incompleta, ademds de no optimizarse determinados
pardmetros del aparcamiento.



CAPITULO 3

RELACIONES CINEMATICAS EN
VEHICULOS CON RUEDAS

3.1 INTRODUCCION

El primer paso para obtener modelos cinemdticos para distintos tipos de
vehiculos, bien sean con o sin deslizamiento, es conseguir las relaciones
cinemdticas entre los distintos tipos de variables que intervienen en el vehiculo.

Dichas variables son ([Campion et al. 96] [Muir et al. 89]):

Asumiendo movimiento horizontal, la posicién de la estructura del vehiculo
queda completamente definida con tres variables escalares, dos lineales y
otra angular (ej. x, y, 8), cuya forma vectorial (ej. p) se denomina postura
del vehiculo.

Su derivada de primer orden respecto al tiempo (p) se denomina vector de

velocidad del vehiculo, y separadamente (v,, v,, ) velocidades del vehiculo.

De igual modo, las articulaciones de direccién y rotacidon de la rueda dan
lugar al vector de velocidad de rueda y a las velocidades de rueda.

Varias publicaciones han abordado el modelado de una rueda como paso
previo al modelado de todo el vehiculo.
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Quizds, [Muir et al. 89] sea la metodologia de modelado mds destacada,
donde se emplean matrices de transformaciéon homogénea para relacionar
sistemas de coordenadas, de forma andloga al caso tradicional de robots
manipuladores. El resultado es una relacién (matriz Jacobiana de rueda) entre el
vector de velocidad del vehiculo y las velocidades de rueda. Sin embargo, lo
planteado en [Muir et al. 89] tiene los siguientes inconvenientes:

— Se consideran tres ecuaciones por rueda, cuando realmente s6lo hay dos
restricciones (bajo el supuesto de no deslizamiento) por rueda. Esto se
debe a introducir una variable de velocidad de rueda sin sentido practico,
ya que no puede ser sensorizada ni actuada. Esto produce un coste
computacional innecesario, ademds de una inconsistencia cinematica al
calcular la evolucion del vehiculo con informacion redundante, como se
muestra en el capitulo de modelado con deslizamiento. Por todo ello, se
deberia haber sustituido la tercera ecuacién en las otras dos.

— La rotacién de rueda se incluye considerando un ficticio par planar entre
la rueda y la superficie. Este innecesario y ad-hoc procedimiento
contrasta con la sistematica empleada de matrices de transformacién. En
su lugar se deberian utilizar dos sistemas de coordenadas adicionales,
como se propone en [Shin et al. 01].

— Se asume no deslizamiento innecesariamente pronto, por lo que se
complica la identificacion del mismo en etapas posteriores.

[Rajagopalan 97] continua el método de matrices de transformacién de
[Muir et al. 89] y lo extiende a un nuevo tipo de rueda, con la columna de
direccion inclinada y desplazada.

Otros estudios cinemadticos relevantes son [Alexander et al. 89] y [Campion
et al. 96]. En concreto, [Alexander et al. 89] utiliza un planteamiento vectorial
para modelar la rueda, sélo valido para ruedas fijas y orientables (centradas).
Mientras que [Campion et al. 96] no justifica las relaciones cinemadticas de rueda
utilizadas, que son la clave para la clasificacion y caracterizacién posterior.

Otro interesante estudio es [Kim et al. 04], donde la cinematica de rueda se
obtiene por procedimientos vectoriales. La ecuacién de rueda explicita las
velocidades de deslizamiento en las dos direcciones, que son ocasionalmente
utilizadas para conseguir una matriz Jacobiana cuadrada (afiadiendo ecuaciones
escalares triviales). Esta modificacién facilita pasar de modelos directos a
inversos y viceversa. No obstante, estas ecuaciones triviales deberian ser
eliminadas en una etapa posterior para evitar innecesario coste computacional.
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Ademds, se realiza un estudio previo de movilidad basado en la férmula de
Griibler, clasica en sistemas mecanicos.

Finalmente, [Ollero 01] [Leow et al. 02] [Low et al. 05] son ejemplos de
estudios donde se deducen de forma no sistemdtica férmulas y relaciones
cinematicas, validas s6lo para casos particulares.

Asi pues, el objetivo de este capitulo es obtener de forma sistemdtica y
completa dichas relaciones cinemadticas. Para ello se empiezan estableciendo los
supuestos considerados. Posteriormente, se obtienen las relaciones cinematicas
de rueda una formulacién cinematica recursiva, descrita en [Fu et al. 88]. Dichas
relaciones se particularizan para los distintos tipos de rueda. A continuacién se
plantea la ecuacién cinemdtica completa del vehiculo. Y por dltimo se destacan
los resultados mads relevantes del capitulo.



42

Capitulo 3. Relaciones cinemadticas

3.2 SUPUESTOS CONSIDERADOS

Se

van a considerar los siguientes supuestos practicos para el estudio:

Supuestos de disefio:

1) Los vehiculos no poseen en su estructura partes flexibles, es decir: toda la
estructura es rigida.

2) Por cada rueda puede haber una o ninguna articulacién de direccién.

3) Todos los ejes de direccidn existentes son perpendiculares a la superficie
por la que se desplaza el vehiculo.

4) Las ruedas pueden estar directamente en contacto con el suelo o a través
de unos rodillos.

Supuesto operacional: La superficie de desplazamiento (suelo) es plana.

El primer supuesto de disefio permite aplicar la formulacién de sélido rigido,

mientras que los otros tres limitan los tipos de rueda a los que va dirigido esta
metodologia. En particular, los tipos de rueda que se consideran son:

Rueda fija: No posee articulaciéon de direccién, por lo que su posicién
respecto a la estructura es fija.

Rueda orientable centrada (orientable): Tiene articulacion de direccidn, es
decir es orientables respecto a la estructura del vehiculo, pasando su eje de
direccion por el centro de rotacidn de la rueda.

Rueda orientable descentrada (castor): Posee articulacion de direccion, es
decir es orientable respecto a la estructura del vehiculo, no pasando su eje de
direccion por el centro de rotacidn de la rueda.

Rueda fija con rodillos (sueca, universal, Mecanum 6 Ilon): Es fija respecto a
la estructura del vehiculo y posee rodillos entre la rueda y el suelo con una
determinada orientacion fija respecto a la rueda.

En la Figura 3.1 se muestra este tipo de rueda con rodillos con la clésica
orientacion de 45°. Otra orientacion tipica es 90°.

En ocasiones se utilizan dos hileras de rodillos para garantizar una mejor
continuidad del punto de contacto con el suelo. No obstante, esto ultimo
aflade una complicacién para el control y la odometria, ya que el punto de
contacto con el suelo se mueve de la hilera interior a la exterior. No obstante,
si la distancia entre los rodillos es pequefia en comparacién con las
dimensiones de la rueda y del vehiculo dicho problema resulta menor.
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Los tipos de rueda fija, orientable y castor se engloban dentro del tipo
convencional, y también el tipo castor y sueca dentro del omnidireccional. Como
se indica en el capitulo posterior, las ruedas omnidireccionales no restringen el
movimiento del vehiculo mientras que las otras si.

Foto de rueda real Representacion 3D
Figura 3.1- Rueda sueca (también llamada Mecanum 6 Ilon) con rodillos a 45°

Existen otro tipo de ruedas menos habituales (especiales) que se analizan en
el punto 3.5 del capitulo. En concreto se presentan las ruedas doble y castor
doble, que pueden modelarse como dos ruedas castor con mismo eje de rotacion
y dngulo de direccioén, y las ruedas tipo bola y ortogonal, que pertenecen al grupo
de omnidireccionales y que funcionalmente son equivalentes a las ruedas suecas.

También se han planteado variantes en los mecanismos de direccion: en
[Rajagopalan 97] se considera una columna de direccion con cierta inclinacién y
descentrada respecto a la rueda (no contempla el supuesto de disefio tercero).

Por otra parte, el supuesto operacional restringe el campo de aplicaciones
practicas. Cabe destacar que [Muir et al. 89] asume ademds el de no-
deslizamiento, no considerado aqui por ser innecesario en una primera instancia.
De hecho el método de modelado planteado permite modelar ruedas con
deslizamiento.

A pesar de que pueda parecer que los supuestos establecidos limitan en
exceso la validez de los resultados, se cumplen en la mayoria de aplicaciones
préacticas con vehiculos autoguiados y por tanto serdn validos.
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3.3 RELACIONES CINEMATICAS

En este apartado se van a obtener mediante un método sistemético las relaciones
cinemdticas a que da lugar una rueda como parte de un vehiculo.

El dnico método sistemdtico que hay en la bibliografia al respecto es [Muir
et al. 89] que emplea, como se ha comentado en la introduccidn, las matrices de
transformacién homogénea. No obstante, para emplear este método con la Figura
3.2 habria que definir un total de 11 sistemas de coordenadas (por el método de
asignacion de Sheth — Uicker [Sheth et al. 71]), dando lugar a idéntico nimero de
matrices de transformacién entre sistemas adyacentes. De forma que, la
aparatosidad de las matrices y sus productos, hasta llegar a la relacién cinemética
final de rueda genérica, es enorme. De hecho, es bien conocido en aplicaciones
de tiempo real de robdtica, el elevado coste computacional de utilizar matrices
de transformacién. Resultando este método poco adecuado (poco manejable) para
indicar todo el proceso.

Asi pues, se va a utilizar como alternativa una recursividad cinemadtica,
desarrollada originalmente como parte de la formulacién dindmica de Newton-
Euler, para obtener las relaciones cinematicas de una forma mucho més sencilla.

3.3.1 Sistemas de coordenadas

La asignacioén de los sistemas de coordenadas del vehiculo es clave para la
posterior formulacién. Por tanto, merece la pena hacer una asignaciéon de
sistemas conveniente para que la formulacién sea lo mds sencilla posible.

Para los robots manipuladores (cadenas cinemdticas abiertas) se utiliza el
método de asignacién de coordenadas de Denavit — Hartenberg [Denavit et al.
55]. Pero en el caso de vehiculos autoguiados, al existir miltiples cadenas
cinemdticas cerradas, se produce una ambigiiedad a la hora de elegir el orden de
las articulaciones. Para evitar este problema en [Muir et al. 89] se utiliza, como
se ha comentado, el método de asignacion Sheth — Uicker [Sheth et al. 71].

En nuestro caso, la eleccién de sistemas de coordenadas se indica en la
Tabla 3.1 para un vehiculo genérico de N ruedas. Dicha eleccién consiste en
asignar un sistema de coordenadas por eslabén mévil (R, S; L, M;), uno
estacionario coincidente con el de la estructura robot (R ) y otros en el punto de
contacto entre los rodillos y el suelo (E;), con sus instantdneamente coincidentes
asociados (E,). El sistema instantdneamente coincidente R permite evitar la

dependencia con un sistema de coordenadas estacionario global (el concepto de
coincidencia instantdnea se explica en el punto 3.A1).
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Tabla 3.1- Asignacién de sistemas de coordenadas utilizada

Nombre

Descripcion

R (Robot)

Sistema de coordenadas solidario al vehiculo, con el eje Z
ortogonal a la superficie de desplazamiento

S; (Sistema direccién)

Sistema de coordenadas que se mueve con la articulacién de
direccién i, con el eje Z coincidente con el eje de articulacién de

parai=1.N la direccidn i y el eje Y en la direccién del brazo de direccién
L; (Rueda) Sistema que se mueve con la rueda i, con origen en el centro de
parai=1.N la rueda y el eje X en la direccidn del eje de rotacion de la rueda
. Sistema de coordenadas que se mueve con el rodillo (en
M; (Rodillo) . .
parai=1.N contacto con el suelo) de la rueda i, con origen en el centro del

rodillo y el eje X en la direccién del eje de rotacion del rodillo

E; (Punto de contacto
del rodillo con suelo)
parai=1.N

Sistema de coordenadas que se mueve con el rodillo (en
contacto con el suelo) de la rueda i, con origen en dicho punto
de contacto, el eje X con la misma direccién y sentido que el de
M; y el eje Z perpendicular a la superficie de desplazamiento

R (Coincidencia
instantanea del Robot)

Sistema de coordenadas coincidente con el sistema de
coordenadas R y estacionario respecto la superficie

E ; (Coincidencia
instantanea E))

Sistema de coordenadas coincidente con el sistema E; y
estacionario respecto a la superficie

G (Global)

Sistemas de coordenadas global estacionario

En la Figura 3.1 se indica la representacion grafica de estos sistemas de
coordenadas para un vehiculo con rueda genérica i. Los eslabones méviles son: la
estructura del robot, el brazo de direccién, la rueda y los rodillos. Las
articulaciones entre los eslabones mdviles son pares de revolucién (tres).

_ ﬁza Rz Szi
Ry

) RX
Ry, Ry

Figura 3.2- Sistemas de coordenadas utilizados en el vehiculo
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3.3.2 Obtencion de la velocidad de deslizamiento de rueda

Las ecuaciones recursivas (cinemadticas de velocidad) descritas en [Fu et al. 88]:
v, =@, xp) )+ v, Q=0+ (3.1)

donde el significado de cada término es (ver Figura 3.3):

&
dt
@ Velocidad angular del sistema de coordenadas i respecto al i-I en

Derivada respecto al sistema de coordenadas i-/

coordenadas del sistema O

Velocidad angular del sistema de coordenadas i respecto al 0

Vector del origen del sistema i-/ al de i en coordenadas del sistema 0

v, Velocidad del origen del sistema de coordenadas i respecto al del 0 en
coordenadas del sistema O

X
0
Figura 3.3- Sistemas y variables de la formulacion cinemaética recursiva

Los sistemas de coordenadas de la Tabla 3.1 numerados son: {O—ﬁ , I-R,
2-S,,3-L,,4-M,, 5-E, }. Al trabajar con sistemas de coordenadas entre s6lidos
rigidos, el vector p; es siempre constante. Por tanto:

d'p;
api_ (3.2)
dt

Aplicando recursivamente (3.1) y utilizando la notacién de la Tabla 3.2:

_R ?
Vi Ve o =",
_ R R _
V)= Vet @ X dg; o = "o, + o,
vi="vp+ @ x"d, + @, x"%d Ry 4R RSi
37 'R 7% Li ax; Li = "0+ @+ O
v _RV +R XRd +R ><R,Sid +R,Si XR,Lid R R R.Si R.Li
4= R a Mi a; Mi @y Mi = "+ O+ Ot A,
V. = RVR+RwRXRdE’_+Rws’_XR.s,‘dEi+R.SiwLiXR.LidE’_+R.LiniXR,MidEi (33)
_ R R R.Si R.Li R.Mi
o= "+ O+ Ot Oyt
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R

siendo v, la velocidad de deslizamiento " v, entre el rodillo y la superficie

respecto al sistema de coordenadas R .

Tabla 3.2- Nomenclatura de variables y pardmetros

Nombre Descripcidn
HAQ Vector que va del origen del sistema A al origen del sistema B en
B | coordenadas del sistema H
g Desplazamiento de rotacion entre el eje X del sistema B y el eje X del
B sistema A respecto al eje Z de A (segtin la regla de Maxwell)
HAy Velocidad lineal del origen del sistema B respecto al de A en coordenadas
B | del sistema H

H,A

@, | Velocidad angular del sistema B respecto al A en coordenadas del sistema H

Si H no se explicita, A toma su lugar.

Teniendo en cuenta los sistemas de coordenadas y articulaciones de la

Figura 3.2, dicha velocidad resulta:
0 9, 'COS( O ) 0
x[ 0 J+ ¢, -sin(*6, ) x[ 0 ](3-‘”
r,

-, 0

i

fin,\' v, 0 0 [ 'COS( “6, )
Sy [ =] v, |+ O xRy +| 0 [x*¥d, +| @ -sin(6,)
0 0) \@ B 0

con el siguiente significado de las nuevas variables y constantes:

-

-p=(v,v, )" = (R, livRy R@)" vector de velocidad del vehiculo respecto al
sistema instantdneamente coincidente R ;

- ﬁ, velocidad angular del brazo de direccidn respecto a la plataforma;

-(¢., ¢,) velocidad de rotacion de la rueda y del rodillo respecto a L,; y M,

- (1, r,) radio equivalente de la rueda y del rodillo.

De modo que, de (3.4) cada rueda introduce dos ecuaciones escalares:
p
EV = 10 _RdEiy _R’SidEiy - 'Sin(ReLi) —I; 'Sin(Reﬁi) . ﬂ, (3 5)
. 0 1 RdEix R’SidEix rz : COS( ReLi ) rri ' COS( ReEi ) (0[ ‘
¢ri

donde la componente Z de velocidad se ha obviado y el subindice x/y en los
vectores de distancia indica la componente correspondiente.
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La velocidad de deslizamiento ﬁin de (3.5) se puede expresar también respecto

Ei

a la direccion de los rodillos ®v,, =v_ . aplicando una rotacién de —"4,:

slip i

EiVEi =Rot (_RgEi ) ’ ﬁVE'

i

Md Big.. .sin(¥0.) 0
Vaipi = [ROt(_RgEi ) Ei(;)v Ei(;ly ) sm( L Ei ) ]
- Ry Six ry : COS( eEi ) I‘”_

(3.6)

hSThSTR- LB

donde Rot(x) es una matriz de rotacion en dos dimensiones:

Rot(x):(cos(x) —sin(x)) 37)

sin(x) cos(x)
con las propiedades Rot™ (x)=Rot" (x) = Rot(—x).
Se utilizard la siguiente notacién (representada en la Figura 3.4):

“dg, =1,-cos(a,) Rdsl'y =1, -sin(a,) SidEiy =d,

(3.8)

RgSi =p SieLi =9, LieEi =%;-

Figura 3.4- Vista de planta con variables y pardmetros definidos en (3.8)

Esta notacion se ha tomado de [Campion et al. 96], aunque la sustitucién
exacta para (3.8) seria: { "6, = «,+ S para ruedas fijas, orientables y suecas'y

o, + S +n pararuedas castor}; { "0, > v,—n/2}; {¥6, > 0}.
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También, en lo que sigue se utilizara la forma compacta:

cos(x) =cx, sin(x)=sx 3.9

Las componentes de distancia de (3.6) con la notacién de (3.8) resultan:

E"dRv =1,-sin(f +3, +v,—0a,)—d, -cos (5, +7,)
“d.. =—1,-cos(f +8,+y, —a,)—d, -sin(3, +7,) (3.10)
Mdg, =—d,-cos(8, +y,) "dg, =—d, sin(§, +7,)

Siy — Six

3.3.3 Particularizacion de la ecuacion de rueda

A continuacion se particularizara (3.6) para cada tipo de rueda:

a) Rueda fija y orientable: Son nulos los pardmetros {r;, d;, 0,, y,} (rueda
alineada con el eje S;)), y B, es constante y variable respectivamente::

(B B 1s(B-0) 0) (D
“‘W[—s@ B 1-c(f-a) M¢j G-I

En la expresién anterior, para el caso de rueda orientable, la velocidad de
direccionamiento afecta a la cinemética de rueda a través del angulo pero no
de forma instantdnea.

b) Rueda castor: Son nulos los pardmetros {r,, v, } , resultando:

p
_ C(,5[+5i) S(,5[+5i) li-S(,5[+8,»_U«i)_d['06[ _di'CS[ 0 ﬁ (3 12)
slipi — —s(,5i+5[) C(,B,»+5[) 1i.c(ﬁ[+8i—ai)+di-sf)i d;-sd, 1, i .
@

Notar que la expresion anterior describe una rueda castor completamente
genérica debido al d4ngulo 9,, considerado nulo en otros estudios.

c¢) Rueda sueca: Son nulos los pardmetros {d;, §,} (rueda alineada con el eje
S;,) y el angulo de direccion B, es constante, resultando:
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P
_ C(Bi+Yi) S(B,""Y,') li'S(Bg+Y[_ai) r-sy, 0 1 ¢ (3.13)
B ) Le®ryma) nen n )| g '

En la expresion anterior, bajo el supuesto de que la fuerza de friccion es
siempre suficiente para suministrar la aceleracién requerida, la (libre)
rotacién del rodillo garantiza no deslizamiento en la direccion de E;,. Sin
embargo, dado que en la practica dicha variable no es accesible (ni para

sensorizar ni para actuar), sélo la primera componente *y_  tiene utilidad

practica:
p
Vapi = (C(Bi +7:) s(B+v,) 1-s(B+v,—a;) ri-svi)-(gbj (3.14)

Para referir el vector de velocidad del vehiculo respecto a un sistema de
coordenadas global fijo G se premultiplica por una matriz de rotacion:

o 0)
Gp{R"t( ) o].‘*p=Rotz(GeR)~p, (3.15)
0 0 1

donde Rot (x) es una rotacion 3D en el eje Z de valor x y Rot(x) ya se ha definido
en(3.7).

3.3.4 Matriz Jacobiana de rueda

En este apartado se obtiene la relacion entre el vector de velocidad del vehiculo
P, respecto al sistema de coordenadas instantineamente coincidente R, y el

vector de velocidad de rueda para deslizamiento nulo. A dicha relacién se le
denomina matriz Jacobiana de rueda.

Despejando la velocidad lineal del vehiculo en (3.6), aplicando una rotacién
en 2D de ¢, y anulando la velocidad de deslizamiento, se obtiene:

B
EV _ Vs _ di‘cﬁi ri‘s(ﬂi"'éi) rri'SRgEi li'sai+di'cﬁi . ¢’, (316)
* ¥y di'sﬁi _ri'c(ﬁi-’-ai) _rn"CRGEi _li'cai+di'sﬁi ¢”-
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La expresion anterior relaciona la velocidad lineal del vehiculo ®v, con las

velocidades de rueda {4, @, ¢.} vy la velocidad de rotacion del vehiculo @.

Alternativamente, se puede mantener en (3.16) un tercer elemento identidad
para tener en el miembro de la izquierda el vector de velocidad del vehiculo:

d,-cB r-s(B+8) r,-s%0, 1-sa+d -cB ﬂr

p=|d,-sf —1-c(f+5) _rn"CRHEi -l -co +d;-sf |- Q (3.17)
0 0 0 1 Z

Esto tltimo permite mantener una homogeneidad que da lugar a un posterior
andlisis a través de matrices o pseudo matrices Jacobianas de ruedas:

p=J.q, (3.18)

donde q,, es el vector de velocidad de rueda, que en este caso incluye ademds la
velocidad angular del vehiculo, y J la matriz Jacobiana de rueda.

En concreto, segin el tipo de rueda considerada en (3.17) se tienen las
siguientes pseudo matrices Jacobianas y vectores de velocidades de rueda:

r-sfB L -sq,

Jpoi =| 1 cf -1 -co, qwf/oiz(q)iJ
0 1 @
ri'SBi rri'S(Bi"'Yi) li'sai (01
J,=|-1-cB, -r,-cB,+v,) -l -co, q...=| &, (3.19)
0 0 1 w
d,-cB  r1-s(B+9,) 1 -sa,+d,-cfB ,B,
Joo=|d;-sf —r-c(f+8) —l-co+d;sf Qi =| @
0 0 1 w

donde el subindice {f, o, c, s} es para rueda {fija, orientable, castor, sueca}.

Todas las matrices Jacobianas anteriores siempre (pseudo) invertibles.
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3.4 ECUACION COMPUESTA

Una vez calculadas las relaciones cinemdticas entre el vector de velocidad del
vehiculo y el de cada rueda en sus distintas formas {(3.5), (3.6), (3.19), ...}, cabe
combinar todas ellas en una sola ecuaciéon compuesta. Esto tiene gran relevancia
para el tipo de andlisis que posteriormente se podra aplicar a dicha ecuacidn.

A continuacién se detallan las dos formas de ecuacién compuesta que son
consideradas en este estudio de mayor utilidad.

La primera ecuacién compuesta que se plantea es la obtenida juntando las
matrices Jacobianas de rueda de (3.19):

1 J 0 - 0 q.,

I 0o J, . ) _

el Y e Tera (320)
I o - 0 JN qu

siendo I la matriz identidad de dimensién 3 y q, el vector de todas las
velocidades de ruedas.

La ecuacién compuesta anterior constituye un sistema de 3-N ecuaciones.

El segundo tipo de ecuacién compuesta consiste en agrupar las velocidades
de deslizamiento de (3.6):

p
Ei Ei . (U "
= Rat(g,) o e () 01
o B _E _Ei Li D,
dy —"dg, 1-cos("0y) 1, ) | 2 (3.21)
p p
VS“"":(AW Awf){‘l ']:Af(q ]
Viip1 5
. AP1 AWl 0 .
. . ) q,
Vip = Vsl‘ipz =| . . S E1
Ay 0 - AL (322)
qWN
VslipN

\4

o )or{2ons
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donde vy;;, es el vector de todas las velocidades de deslizamiento, A es la matriz
compuesta del vehiculo y q el vector de todas las velocidades.

En caso de deslizamiento nulo se obtiene:
A-q=0 (3.23)

La expresion anterior permite un andlisis a través del concepto de espacio
nulo, tal y como se aborda en el siguiente capitulo.

También puede plantearse con (3.23) qué variables pueden funcionar como
incégnitas y cudles pasar al otro miembro para que exista solucion tnica, lo que
implica un anélisis de rangos de matrices y submatrices. Esto se aborda también
en el capitulo siguiente.
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3.5 RUEDAS ESPECIALES
3.5.1 Rueda doble y rueda castor doble

La rueda doble [Leow et al. 00] estd formada por dos ruedas descentradas
simétricas, con el plano definido por ambas perpendicular al brazo de direccion,
ver Figura 3.5 (a). Mientras que la rueda castor doble [Wada et al. 00] tiene la
disposicién equivalente de un vehiculo remolque, ver Figura 3.5 (b). En cualquier
caso, ambos tipos de rueda se pueden incluir en el proceso de modelado y
andlisis de los capitulos siguientes considerdndolas como dos ruedas castor con
eje de rotacion L,; y dngulo de direccién S comun.

A pesar de la equivalencia cinemadtica entre ruedas dobles y simples, mostrada en
los siguientes subapartados, las ruedas dobles tienen las siguientes ventajas:

e Las ruedas orientables y castor requieren, al reorientar, superar (cuando
la rotacion de rueda esta bloqueada) un par de friccién seca. Mientras
que las ruedas dobles tinicamente deben superar la friccién por rodadura.

e La capacidad de carga de las ruedas dobles es el doble que la de una
orientablelcastor, bajo el supuesto de ruedas y actuadores idénticos.

e Los dos actuadores de las ruedas dobles pueden ser idénticos (menos
coste), mientras que las ruedas orientables y castor requieren
normalmente dos actuadores de caracteristicas distintas, ya que con uno
se hace un control de posicién (orientacién de la direccidn) y con el otro
de velocidad (rotacién de la rueda).

El principal inconveniente que presentan las ruedas dobles es que tienen més
elementos y son mds grandes, para un mismo tamaio de rueda.

L

(a) Doble (b) Castor doble
Figura 3.5- Rueda doble y rueda castor doble
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3.5.1.A) Equivalencia entre la rueda doble y la orientable (centrada)

En la figura siguiente se aprecia la disposicion de ambas opciones.

L1ix

a) Rueda doble b) Rueda orientable
Figura 3.6- Equivalencia entre la rueda doble y la orientable (centrada)

Utilizando la Figura 3.6, existen las siguientes relaciones:
o; =0y =0, B=p=5 3, =9, =6, =-90°
d, =0 d, =-d, =—d

2i

(3.24)

1i

A continuacién se particulariza (3.12), con deslizamiento nulo, para cada
una de las ruedas:

_ Sﬂi _Cﬂi _li'c(ﬁi_ai) OJ(p\J 325
0_[016:‘ S:Bi li's(ﬁi_ai) L ¢i G )

sB. =B -l-c(f-a) 0 0 p
[cﬂ,- sB 1-s(B-o)+d d rh.]' 5 (3.26)
Oz[sﬂ “f -c(f-a) O o]' p

B B L-s(f-a)-d —d =, (f, (3.27)

Notar que la primera ecuacion de las tres expresiones anteriores coincide.

La semisuma de la segunda ecuacién de (3.26) y (3.27) es igual a la segunda
ecuacién de (3.25) a través de la relacién entre variables:

@1 = (¢li SR/ )/2 (3.28)
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La semiresta de las segundas ecuaciones de (3.26) y (3.27) da lugar a:
:Bi =(¢2i'r2i_¢1i'r1i)/(2'd)_w (3-29)

La expresién anterior relaciona velocidades angulares, integrandola se
obtiene la relacién entre dngulos:

B =(0, 1,9, 1, )/(Z-d)— RQR + Constante (3.30)

Apuntar que, la orientacién del brazo de direccidén en términos absolutos
s6lo depende de la rotacion de las ruedas. Sin embargo, en términos relativos (ya
que se mide respecto a la plataforma del vehiculo) depende también de la
evolucidn de la orientacién del vehiculo, como evidencia la anterior expresion.

Recapitulando, la rueda doble da lugar a 3 ecuaciones independientes: dos
de ellas equivalentes (una de ellas exacta) a las aportadas por la rueda orientable
centrada; mientras que la tercera establece la relacién entre la orientacién del

brazo de direccidn, la orientacion del vehiculo y la rotacién de las dos ruedas.

En otras palabras, la rueda doble funciona como una orientable que se
orienta por la diferencia en la rotacion de las dos ruedas que la componen.

3.5.1.B) Equivalencia entre rueda castor doble 6 remolque y la castor

En la figura siguiente se aprecia la disposicion de una rueda castor doble.

a) Rueda castor doble b) Rueda castor
Figura 3.7- Equivalencia entre la rueda castor doble y la castor

En primer lugar, notar en la Figura 3.7 a) que la disposicién de la rueda
castor doble es exactamente igual que la que tiene un vehiculo remolque, por lo
que son el mismo tipo de elemento cinemadtico a considerar.
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Utilizando la Figura 3.7, existen las siguientes relaciones:

o; =0; =0, ﬂi=ﬁ[1+81i=ﬁ[2+52[ :Bi=18i1=:8[ 5, =0
(3.31)
d, =a d, =d,, =va’+b’ 8., =-3,,=arctan(b/a)

A continuacién se particulariza (3.12), con deslizamiento nulo, para cada
una de las ruedas:

_ B s, li's(ﬂi_ai)—a -a 0 p
0_(—s,8,. ch, 1,»'0(,&—(1[) 0 r) ,3 (3.32)

(01.

_ Cﬁi sﬁi li's(ﬁi_a,-)—a -a 0 p
L(—sﬂ[ ¢B 1,-c(f-a)tb b rjg (3.33)

_ Cﬂi Sﬂi li's(ﬁi_a,-)—a -a 0 p
0_(—% B 1-c(B-0,)-b b J (f (3.34)

Notar que la primera ecuacidn de las tres expresiones anteriores coincide.

La semisuma de la segunda ecuacién de (3.33) y (3.34) es igual a la segunda
ecuacién de (3.32) a través de la relacién entre variables:

P -1, =(¢1i'r1i+¢2i'r2i)/2 (3.35)
La semiresta de las segundas ecuaciones de (3.33) y (3.34) da lugar a:
:Bi =(¢2i'r2i_ﬂi'rli)/(z'b)_w (3'36)

La expresién anterior relaciona velocidades angulares, integrandola se
obtiene la relacién entre dngulos:

B =(¢, 1, —¢,1,)/(2-b)— "6, + Constante (3.37)

Al igual que ocurria en el subapartado anterior, la orientacién del brazo de
direccién en términos absolutos sélo depende de la rotacién de las ruedas. Sin
embargo, en términos relativos (ya que se mide respecto a la plataforma del
vehiculo) depende también de la evolucién de la orientacién del vehiculo.
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Recapitulando, la rueda castor doble da lugar a 3 ecuaciones
independientes: dos de ellas equivalentes (una de ellas exacta) a las aportadas por
la rueda castor; mientras que la tercera establece la relacion entre la orientacion
del brazo de direccidn, la orientacién del vehiculo y la rotacion de las dos ruedas.

En otras palabras, la rueda castor doble, o un remolque (que a efectos
funcionales es lo mismo), es como una castor que se orienta por la diferencia en
la rotacion de las dos ruedas que la componen.

3.5.2 Rueda tipo bola

Este tipo de rueda consiste en una rueda esférica con algtn tipo de mecanismo de
accionamiento. Para el mecanismo de accionamiento se suelen utilizar un
conjunto de rodillos: en [West et al. 92] y [Luo et al. 98] se emplean dos rodillos
horizontales y paralelos; en [Ostrovskaya et al. 00] se usan tres rodillos formando
un rectdngulo horizontal (Figura 3.8); mientras que en [West et al. 95] se utilizan
rodillos con posiciones mds complejas. Otro tipo de mecanismo de direccién se
propone en [Ferriere et al. 98], el cual consiste en una rueda sueca que gira sobre
la rueda esférica.

En general, el mecanismo de direccion de la rueda tipo bola puede restringir
el movimiento de la rueda esférica en una o dos direcciones. Por ejemplo: el
mecanismo de [West et al. 92] y [Luo et al. 98] restringe el movimiento en la
direccidn perpendicular a los rodillos paralelos cuando un de ellos (o los dos) se
accionan; el mecanismo de [Ferriere et al. 98] restringe el movimiento en el eje
de rotacion del rodillo de la rueda sueca cuando ésta se acciona; y el mecanismo
de [Ostrovskaya et al. 00] restringe el movimiento en las direcciones
perpendiculares de los rodillos accionados (pueden ser uno 6 dos).

P

Figura 3.8- Rueda tipo bola con tres rodillos formando un rectdngulo horizontal
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Desde el punto de vista de la funcionalidad, la rueda tipo bola es equivalente
a la sueca. En esta ultima las restricciones al movimiento vienen dadas por la
posible actuacién sobre la rotacion de la rueda y/o del rodillo en contacto con el
suelo. Normalmente, tanto para la rueda tipo bola como para la sueca se suele
restringir el movimiento sélo en una direccién, 6 en ninguna cuando va libre.

3.5.3 Rueda ortogonal

Este tipo de rueda fue presentada en [Killough et al. 92] [Pin et al. 94] y consiste
en dos esferas de igual didmetro que han sido rebanadas en dos extremos
opuestos para asemejarse a ruedas redondeadas anchas. Las dos quasi-esferas se
sitdan con sus ejes en direcciones perpendiculares u ortogonales. Las quasi-
esferas pueden rotar libremente entorno a sus ejes. Un soporte sostiene los
extremos de los ejes de rotacion de las quasi-esferas, el cudl les permite rotar en
la parte esférica de su superficie, mientras que giran libremente en la direccién
ortogonal. Esto produce el mismo efecto que las ruedas suecas. De modo que,
con las dos ruedas quasi-esféricas correctamente alineadas y de movimiento
sincronizado, el contacto con el suelo de una rueda esférica u otra esta asegurado
en todo momento. De forma que la rueda ortogonal se acciona en una direccién
mientras que la direccion perpendicular permanece sin restriccion.

Existen dos disefios: ensamblaje longitudinal (Figura 3.9) y ensamblaje
lateral (Figura 3.10). Este ultimo caso, aunque es de construccién un poco mas
compleja porque requiere una transmisién por engranajes o correa, simplifica la
cinemdtica y dindmica del vehiculo ya que la linea recta que caracteriza el
movimiento restringido se mantiene constante respecto a la estructura del
vehiculo. En concreto esta linea es la recta que pasa por los puntos de contacto
(cuando los hay) entre el suelo y las dos quasi-esferas.

De hecho, el ensamblaje longitudinal no es recomendable a nivel practico
por dos motivos. En primer lugar porque, cuando se considera que sélo una de las
dos quasi-esferas estd en contacto con el suelo, la linea recta que caracteriza el
movimiento restringido (aunque tenga la misma direccién) va cambiando del
punto de contacto de una quasi-esfera a la otra. Esto hace que segin qué quasi-
esfera esté en contacto con el suelo se tiene una cinematica/dinamica u otra.

Mais atin, no es recomendable el ensamblaje longitudinal porque, si se
considera que las dos quasi-esferas pueden estar en contacto con el suelo
simultidneamente, se tienen dos lineas paralelas independientes de restriccion al
movimiento, supuestamente con la misma velocidad de movimiento, y por tanto
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incompatibles con una velocidad angular del vehiculo no nula. Por lo que, en
general una de las dos quasi-esferas deslizarfa inevitablemente. Los dos
problemas indicados (cambio de cinematica/dindmica y deslizamiento) serian
menos importantes en la medida en que la distancia entre las dos quasi-esferas
fuera despreciable respecto a las dimensiones del vehiculo.

J

Figura 3.9- Rueda ortogonal con ensamblaje longitudinal

V4

Figura 3.10- Rueda ortogonal con ensamblaje lateral

Al igual que ocurria con la rueda tipo bola, la rueda ortogonal es
equivalente funcionalmente a la sueca, aunque presenta algunas ventajas de
indole practica: el contacto con el suelo es continuo, tiene menos elementos y el
hueco de la rueda es mas pequeiio.
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3.6 RESULTADOS MAS RELEVANTES Y CONCLUSIONES DEL
CAPITULO

A continuacién se indican las mejoras fundamentales que aporta el presente
capitulo (de obtencién de relaciones cinematicas) respecto a los planteamientos
de otros autores:

¢ FEl modelado cinematico se basa en una rueda genérica que incluye los tipos
mds comunes: fija, orientable, castor 'y sueca.

Cabe indicar que la rueda castor es completamente genérica, no como en
otros estudios (los que si la consideran) que obligan a que la rueda esté
alineada con el brazo de direccion, es decir §, =0.

e Se ha utilizado un método sistematico, sencillo, eficiente y novedoso, basado
en una formulacién cinematica recursiva, para obtener el modelo de rueda.

¢ FEl modelo de rueda consiste en dos ecuaciones escalares que explicitan las
velocidades de deslizamiento de rueda, lo que resulta ttil para posteriores
etapas de andlisis y/o modelado con deslizamiento.

e Se ha demostrado la equivalencia cinemdtica de la rueda doble con la
orientable y de la castor doble (6 vehiculo remolque) con la castor, a pesar
de que las primeras presentan una serie de ventajas practicas respecto a las
segundas.
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3.A1 COINCIDENCIA INSTANTANEA

Los sistemas de coordenadas de coincidencia instantinea son una herramienta
matemadtica conceptual que permite resolver con mayor facilidad el problema
cinematico, tanto directo como inverso, del vehiculo.

Consideramos el caso mds simple de sistema unidimensional en el que una
bola (punto) se desplaza en una linea recta. La posicion de la bola estd
representada, respecto a un sistema de coordenadas fijo global por r tal y como se
observa en la Figura 3.11:

W
é

Figura 3.11- Ejemplo de bola en movimiento en un sistema unidimensional

La bola se mueve hacia la derecha con una velocidad v, y aceleracién q,.

Consideremos ahora el caso de un sistema de referencia estacionario que
coincide con la posicion actual de la bola. Se puede observar que en ese caso la
posicion de la bola (7) respecto a ese sistema de referencia es nula, no asi la
velocidad y aceleracién que tomarén el valor que corresponda.

Supongamos ahora que para cada instante evaluamos la posicion, velocidad
y aceleracién de la bola respecto al sistema estacionario que coincida con la
posiciéon de la bola (concepto de sistema de coordenadas instantineamente
coincidente). En ese caso tendremos que la posicién de la bola en cada instante
respecto al sistema de coordenadas que le corresponda (el que la sigue) es nula,
no siendo asi para la velocidad y aceleracion.

Esto es en esencia en lo que consiste un sistema de referencia
instantineamente coincidente (de coincidencia instantinea), un sistema de
coordenadas que sigue al objeto, en este caso la bola, pero que es estacionario
para cada instante evaluado. Realmente lo que ocurre es que en cada instante se
utiliza un sistema de coordenadas estacionario distinto que cumple la
coincidencia con el objeto.



Capitulo 3. Relaciones cineméticas 63

Es importante recalcar que, al utilizar como sistema de referencia un sistema
de coordenadas de coincidencia instantdnea, no se cumple que al derivar la
ecuacién de posicién (velocidad) obtengamos la velocidad (aceleracién). Esto
queda de manifiesto en lo indicado dos parrafos mds arriba.

Una forma de explicar lo anterior es la siguiente: en el caso de un sistema de
coordenadas instantdneamente coincidente realmente estd compuesto por muchos
sistemas de coordenadas (que siguen) al objeto y de los cuales sélo se considera
uno en cada instante. Por lo tanto a pesar de que conceptualmente es un tnico
sistema de coordenadas (también es asi en la ecuacion) fisicamente son muchos
distintos. Esto tltimo es lo que intuitivamente explica que no se cumplan las
reglas tradicionales de derivacion.

Por tanto, en general para ecuaciones en las que existan de forma implicita
sistemas de coordenadas instantdneamente coincidentes hay que explicitar (a
través de lema de velocidad en cascada) la derivacién de cada matriz que
relaciona los sistemas de coordenadas y sustituirlas por su valor.

En el ejemplo anteriormente descrito (una bola en un sistema
unidimensional) el hecho de introducir sistemas de coincidencia instantdnea no
aporta ninguna ventaja, puesto que la velocidad y aceleracién de la bola respecto
al sistema global y al coincidente son iguales.

La necesidad prictica de esta herramienta conceptual surge en el caso
multidimensional, en el que el sistema de coincidencia instantdnea estacionario
nos permite referir a él la velocidad y aceleracion del objeto sin necesidad de
conocer cudl es el sistema de referencia global o mejor dicho la posicién relativa
del objeto respecto a éste.

Ademis el hecho de referir la velocidad y aceleracion respecto al sistema de
coordenadas de coincidencia instantdnea equivale a hacerlo respecto al propio
mévil (posicidn del movil), lo cual tiene mds sentido fisico y es mas habitual en
el trabajo con vehiculos.






CAPITULO 4

MODELADO CINEMATICO DE
VEHICULOS CON RUEDAS SIN
DESLIZAMIENTO

4.1 INTRODUCCION

El gran nimero de posibilidades en la configuracién (ejes, ruedas,...) de los
distintos vehiculos, como demuestra la abundante bibliografia [Whittaker 62]
[Everett 79] [lijima et al. 88] [Helmers 85] [Rogers 84], hace necesario un
método de modelado cinemdtico sistemdtico. La importancia de los modelos
cinematicos estriba en su utilizacion en una posterior planificacion, control, etc.,
como se comprueba en [Fortune et al. 88] [Kanayama et al. 86] [Wilfong 88]
[Samson et al. 91] [Murray et al. 93] entre otros.

Por ejemplo, [Alexander et al. 89] plantea, para deslizamiento nulo, modelos
cinemdticos directos e inversos parciales que relacionan las variables de
velocidad de rueda con las de la postura del vehiculo. Lo anterior, si bien es de
gran utilidad prictica en un control geométrico, no permite una perspectiva
global del vehiculo.

Por otra parte, en [Muir et al. 87] se presenta la metodologia de modelado
cinemdtico mas destacada de la bibliografia, donde la ecuacién Jacobiana de
rueda se combina para obtener una ecuacién compuesta global del vehiculo.
Dicha ecuacién es tratada genéricamente a través de un diagrama en forma de
arbol y del algoritmo de Minimos Cuadrados, obteniéndose cuatro diagramas
particularizados y las soluciones directa e inversa.
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En este sentido, el presente capitulo desarrolla dos metodologias para la
generacién de los modelos cinemdticos de vehiculos, tanto directos como
inversos, a partir de las relaciones cinemadticas aportadas por sus ruedas, bajo el
supuesto de no-deslizamiento. Ademds, se valora la conveniencia de la
metodologia desarrollada en [Muir et al. 87].

Los supuestos considerados son los mismos que del segundo punto del
capitulo anterior (al utilizarse las relaciones cinemdticas alli obtenidas) y
adicionalmente el de deslizamiento nulo entre la rueda y el suelo.

Asi pues, primeramente en el punto 4.2 del capitulo se presenta una
metodologia de generaciéon de modelos cinemdticos basada en el concepto de
espacio nulo.

Posteriormente en el punto 4.3 se describe, como metodologia equivalente,
un método basado en el andlisis de rangos de matrices.

Mientras que en el punto 4.4 se indica la metodologia de modelado
propuesta en [Muir et al. 87], sobre la que se han realizado un par de mejoras, y
se discute su conveniencia.

Adicionalmente, en el punto 4.5 se introduce el concepto de solucién
cinemdtica ampliada, pasada por alto en otros estudios.

Las tres alternativas metodoldgicas de modelado presentadas se comparan
en el punto 4.6 en base al modelado del vehiculo tipo triciclo, para el que

también se calculan las soluciones cinematicas ampliadas.

Finalmente se destacan los resultados més relevantes del capitulo.
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4.2 MODELADO Y CARACTERIZACION CON ESPACIO NULO

En el presente apartado se presenta un método para el modelado y caracterizacion
de vehiculos con ruedas basado en el espacio nulo.

Las relaciones cinemdticas utilizadas como punto de partida para este
método es la ecuacién compuesta (3.22) con deslizamiento nulo:

vslipl .
. P
A, A, 0 q
Vaip =| Ystip2 |= : S e ?Vl =0
: Ay 0 - A q' “.n
VslipN "
p p .
v =(A AL)| . [=A] . |[=A-q=0
lip ( P )[qw] Lle

Dicha ecuacién se caracteriza por tener el minimo nimero de ecuaciones
2:N, aportadas por las N ruedas (sin tener en cuenta posibles dependencias entre
ruedas), y por tener todas las velocidades de rueda y de postura en un miembro
de la ecuacion.

Las soluciones de q en la ecuacién anterior pertenecen al espacio nulo de A:

e MA)—q=B (4.2)

donde la matriz B forma una base de N (A),n es un vector de dimensién m que
representa la movilidad del vehiculo.

Ademds m es el grado de movilidad del vehiculo, que coincide con los
grados de libertad en el movimiento (GDLs) o con los accionamientos
independientes descritos en el punto 4.4, y que viene dado por la nulidad de A
(teorema sobre la relacién entre el rango y la nulidad de una matriz):

m=dim(n)=dim(N (A))=dim(q)—rango(A)=k—g 4.3)

Con objeto de utilizar variables con significado fisico, el vector de
movilidad n debe sustituirse con un conjunto de velocidades, con la connotacién

de libremente asignadas. Dependiendo de si se eligen velocidades de rueda o del
vehiculo se obtendrian modelos cineméticos directos o inversos. Incluso si se
utiliza una combinacién de los dos tipos de velocidades se obtendria un modelo
cinemadtico mixto.
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Para verificar si un conjunto q, de m velocidades pueden ser asignadas, se
ha de verificar que el determinante que definen en (4.2) sea no nulo:

o)) )

if #0 — gq,=B,'B'q, 4.5)

Bﬂ

donde q,, son las restantes velocidades (no asignadas) del vector de velocidades

q.

No obstante, existe un camino alternativo a lo anterior basado en la propia
obtencion del espacio nulo. El algoritmo utilizado normalmente para obtener la
matriz B (que forma una base de N (A)), que computacionalmente es el mds

eficiente, se basa en el método del pivote de Gauss—Jordan, haciendo nulos los
elementos por debajo y por encima del pivote. Llegdndose a:

—_ . -1 0 ) . -l
I Bna Ba . q.na — 0 N q.na — Bna Ba n (46)
0 0 qa qa I

De modo que, las udltimas variables funcionan como el vector de movilidad
del vehiculo. Esto serd asi siempre que sea posible, es decir siempre que las
dltimas variables puedan funcionar como asignadas.

En caso contrario el algoritmo hace una recolocacién de columnas
(variables), para que las dltimas variables puedan funcionar como asignadas. El
criterio de recolocacién de columnas (6 variables) es encontrar el conjunto de
columnas (6 variables) mds proximo a la parte final que den lugar a (4.7).

Por tanto, para obtener la solucién para unas variables, que se desea
funcionen como asignadas, basta con pasar al algoritmo que calcula la matriz B
con las columnas de dichas variables en dltimo lugar.

Con lo anterior se pueden conseguir todas las soluciones cinemadticas. En
general, harfa falta calcular la matriz B un nimero de veces igual a:

o [K)___&! 4.8)
“\m) mt(k—m)! '

Es decir, una combinacién de k elementos (n° de velocidades) tomados de m
en m (grado de movilidad).
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4.3 MODELADO Y CARACTERIZACION CON RANGOS

A continuacién se describe un método alternativo al de utilizar el espacio nulo,
con gran paralelismo con lo descrito en el punto 4.4, para calcular: el grado de
movilidad del vehiculo; las variables que pueden ser asignadas; soluciones
cinematicas, etc.

Utilizando el teorema sobre la relacién entre el rango y la nulidad de una
matriz (4.3), se deduce que habra un nimero de velocidades q,, (de rueda y/o del

vehiculo) igual al rango de A (g) utilizadas para cumplir (4.1), y otro grupo q,

igual a la nulidad de A (m) que podran asignarse libremente, que funcionaran
como el vector de movilidad de (4.2).

Por tanto, la ecuacidén (4.1) se puede rescribir como:
Ana ' qna = _Aa : qa (4‘9)

en la que se han pasado las velocidades asignadas al miembro de la derecha, para
calcular el resto de las velocidades (no asignadas) para deslizamiento nulo.

Para saber qué conjuntos de m velocidades (de rueda, postura, o combinadas)
pueden ser asignadas (4.9) ha de tener solucién tnica, lo que implica:

rango(A, ) =rango(A) (4.10)

Es decir, para que un conjunto de variables igual al grado de movilidad
puedan ser asignadas se ha de cumplir que al eliminar sus columnas asociadas en
la matriz original A no disminuya el rango en la matriz resultante.

Al despejar en (4.9) las variables asignadas, la solucién cinematica resulta:
G.=—(AL AL -ALCA,L G, “11)

llegandose al mismo resultado que en (4.6).

Notar que en la expresion anterior se ha aplicado la pseudo-inversa por la
izquierda (algoritmo de Minimos Cuadrados), aunque evidentemente el error
residual del algoritmo serd siempre nulo. En caso de asignar alguna velocidad
adicional al conjunto marcado por (4.10) la expresion seguirfa valiendo, aunque
con error residual no nulo, y serviria para detectar deslizamiento.
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44 MODELADO Y CARACTERIZACION CON MATRICES
JACOBIANAS DE RUEDA

El modelado con matrices Jacobianas de rueda tratado en este punto se presenta
en [Muir et al. 87]. Sin embargo respecto a lo presentado en [Muir et al. 87] se
realizan dos mejoras fundamentales:

1) Se trabaja con un tipo de rueda mds, la rueda sueca.

2) Las matrices Jacobianas de rueda propuestas son las de (3.19), que no
son exactamente las de [Muir et al. 87], ya que presentan la ventaja de
haber eliminado wuna variable sin sentido fisico (menos coste
computacional) y ser siempre (excepto para ruedas omnidireccionales
singulares, ver Capitulo 7) invertibles 6 pseudo invertibles. Esto
posibilita siempre el andlisis desarrollado a continuacidn, mientras que
para las matrices Jacobianas originales no es posible cuando el vehiculo
posee ruedas orientables, por otro lado bastante frecuente.

Asfi pues, el punto de partida para el modelado son: por un lado las matrices
Jacobianas de rueda de (3.19); y por otro la ecuacién compuesta de matrices
Jacobianas de (3.20). Ambas del capitulo de relaciones cineméticas:

ri'sﬂi L-sa .
. @,
Joo: =|—1,-¢B -l -ca qwf/oiz(wj
0 1
r-sp, r-s(B; +7v,) l;-sa @,
J,=|-1-¢cB, -—1,-cB+v,) -l-co q,.,=| 9. (4.12)
0 0 1 1]
d,-cB  r1-s(B+9,) 1 -sa,+d, -cfB ,B,
Jo,=|d;-sB —x-c(f+8) —l-co+d,-sf I
0 0 1 1]
I J, 0 - 0 q..
I 0 I ] _
CPp=] '.I'Z ol qtd =>Ip=J-q, 4.13)
I 0 - 0 Jy) ldun

donde el subindice {f, o, c, s} es para rueda {fija, orientable, castor, sueca} e 1
es la matriz identidad de dimensidn 3.
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Para analizar la ecuacién compuesta (4.13) se utiliza la teoria relativa a la
resolucion de una ecuacion genérica de la forma:

A -x =B

mxn

D (4.14)

Para resolverla se utiliza el diagrama de la Figura 4.1. Dicho diagrama
utiliza pruebas de bifurcacién basadas en el andlisis de rangos de las matrices o,
en algunos casos, el error residual de Minimos Cuadrados.

rango[A]=n Amxn'X = Bmyp'y rango[A] < n
Ecuacion
A
Solucion unica para algunos y. No existe solucion unica.
Aplicable Minimos Cuadrados No aplicable Minimos Cuadrados
rango[A, B] 5 rango[A] rango[A, B] > rango[A]
6 6
A(A)'B|=0 A(A)B =0 rango[A, B-y] =|rango[A]
A h 4
Determinado. Solucion || Sobredeterminado. Indeterminado.
tnica para todo y. Solucién tnica para Infinitas soluciones
algunos y.
rangol[A, B-\é] = rango[A] rango[A, Bg{]>rango[A] rango[A, B-y] > rango[A]
A(A)By=0 A(A)By=0 . .
4 Sistema Incompatible.
Consistente. Inconsistente. No hay No hay solucién
Solucion unica. solucién. Error Minimos
Cuadrados > 0

Figura 4.1- Arbol de solucién de la ecuacién genérica “A - x =B - y”

La solucién de Minimos Cuadrados de (4.14) y su error residual son:

X*Z(AT,A)’l.AT.B.y (4.15)
Error=A-x —-B-y =(A-(AT-A)7l -AT—I)-B-y =A(A)-B-y (4.16)
donde: A(A)= para A =0 4.17)

A-(A"-A)-AT-T para Az0
Si se puede aplicar Minimos Cuadrados, son equivalentes:

A(A)-B-y=0

= Error nulo = Solucidn exacta (4.13)
rango[A ; B-y]=rango[A]
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4.4.1 Problema cinematico directo

Para este caso, se considera como incégnita x el vector de velocidad de la postura
del vehiculo p . El 4rbol para este caso se particulariza en el de la Figura 4.2.

rango[ 1 1=3 T - .
Siempre verdadero I'p=J-q,
Ecuacion del vehiculo

Solucién tnica para algunos ( .
Aplicable Minimos Cuadrados

rango[I, J] = rango [T, J]> 3
5 6

(0]
AT)-J=0 A(T)-J#0
A\ 4

Determinado. Soluciéon tnica | | Sobredeterminado. Solucion

paratodo q . tinica para algunos (.
No hay deslizamiento nunca Mas de una rueda
rango[T, J-q,]1=3 rango[1, J-q,1>3
6 6

AT)-J-q, =0 A()-J-q, #0

Consistente. Inconsistente.

Solucion tunica. No hay solucién.

No hay deslizamiento para Hay deslizamiento en alguna/s

ese (,, concreto de la/s rueda/s

Figura 4.2- Arbol para el vector de velocidad del vehiculo p

Como se puede apreciar en la Figura 4.2, en el caso sobredeterminado hay
solucién udnica (no se produce deslizamiento) cuando algunas velocidades de
rueda estan coordinadas (dependientes) con las asignadas libremente.

El nimero de velocidades de rueda sobre las que se puede actuar de forma
independiente (asignadas libremente) es:

H=dim(q,) —(rango[T, J]—rango[i]) = dim(qw)—rango[A(T) . J] (4.19)

La justificacion de la ecuacién anterior es: las velocidades de rueda
independientes son todas menos el nimero de ecuaciones linealmente
independientes que las ligan para no-deslizamiento.
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4.4.2 Problema cinematico inverso

En este caso la incdgnita considerada es el vector compuesto de velocidades de
rueda q, . La Figura 4.3 muestra el drbol correspondiente, siendo w; el nimero
de velocidades para la rueda i (incluyendo la velocidad angular del vehiculo).

Este arbol caracteriza la movilidad del vehiculo, es decir establece las
restricciones del vector velocidad del vehiculo p .

rango[J] =dim (q, ) J-q, zf.p
Siempre verdadero Ecuacion del vehiculo

Criterio movimiento resoluble

Solucion unica para algunos p .
Ecuacion del movimiento resoluble.

rango[J, T] = rango [J] rango[J, T] > rango[J]
0 )
AJ)-T=0 A -T=0
{wi=3 parai=1...N} {w; < 3 para algin i}
Criterio 3 GDLs v
Determinado. Solucion Sobredeterminado. Soluciéon
tnica para todo p. tnica para algunos p.
3 GDLs. Todas las ruedas Hay ruedas fijas y/o orientables
son omnidireccionales

rango[J, I-p]=rango[J]
o}
A T-p=0
{AJ,))-p=0parai=1..N}
Restricciones al movimiento

rango[J, I-p] > rango[J]
6
AJ) T-p#0
{AJ,)-p # 0 paraalgun i}

Consistente. Solucion nica. Inconsistente. No hay solucién.
Movimiento p del vehiculo posible Movimiento p del vehiculo no posible

(error nulo para ese p) (error no nulo para ese p)

Figura 4.3- Arbol para el vector compuesto de velocidades de rueda q,

Para este arbol las pruebas generales de cada ramificacién se derivan
directamente del arbol de la Figura 4.1. Mientras que, las pruebas de
simplificacién, que afectan sélo a una misma rueda (van entre corchetes), se
aplican cuando no hay acoplamientos entre ruedas.
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Entendiendo por acoplamiento entre ruedas la dependencia entre variables
de velocidad de distintas ruedas, a parte de las fijadas por la ecuacién compuesta
del vehiculo. Por ejemplo, el mecanismo de Ackerman acopla la orientacién de
las ruedas directrices en el vehiculo tipo coche.

Para llegar a la prueba de simplificacién que indica movilidad completa en
el vehiculo (3 GDLs), se realiza el siguiente analisis:

Como prueba la Demostracion 4.1 (subapartado 4.4.8):

AJ,y)
- | A
AJ)-I= (:2) (4.20)
A(Jy)
por lo que la condicién de 3 grados de libertad (GDLs) se puede expresar
como:
A(J) I=0 <« A(J,;)=0 Vi 4.21)

Lo anterior se cumple siempre que J; sea una matriz cuadrada (mismo
ndmero de filas que de columnas = mismo nimero de ecuaciones que de
incognitas) de rango completo (filas / columnas linealmente
independientes). En cuyo caso el error residual al aplicar Minimos
Cuadrados resulta nulo.

Para que J; sea cuadrada ha de ser de 3 x 3, es decir la rueda ha de ser

omnidireccional (castor o sueca) y tener tres variables de velocidad de
rueda (incluyendo la velocidad angular del vehiculo).

El resto de simplificaciones son inmediatas a partir la Demostracién 4.1.

Para saber el nimero de velocidades del vehiculo sobre las que se puede
actuar independientemente (GDLs del vehiculo) se utiliza:

G= 3—(rang0[J, T]—rango[J]) = 3—rang0[A(J) TJ (4.22)

El significado de la ecuacién anterior es: se tienen todos los GDLs (3)
menos el nimero de ecuaciones linealmente independientes que restringen el
movimiento.
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4.4.3 Solucién inversa accionada

En este punto se calculan los valores de las velocidades de rueda, separadas en
accionadas y no accionadas, a partir del movimiento deseado en el vector de
velocidad del vehiculo, utilizando del algoritmo de Minimos Cuadrados.

Como se ha comentado en el problema cinemdtico inverso, las velocidades
del vehiculo en general no se puede asignar de forma independiente, si no que
hay que tener en cuenta los GDLs de los que se disponen. De lo contrario el error
del algoritmo de Minimos Cuadrados es no nulo y no se conseguiria el
movimiento deseado.

Primeramente, se rescribe la matriz Jacobiana separando variables
accionadas* (subindice “u”) de no accionadas (subindice “un”):

p = Jiu ’ qwiu + Jinu ’ qwinu (423)

*Nota: Evidentemente la velocidad angular del vehiculo @ no debe elegirse
como accionada, debido de la falta de sentido fisico.

Con lo cual, la ecuacién compuesta queda:

Qi
Qo0
J, 0 - 0 J., 0 - 0 :
.10 J, R 0 Jo - Qe
PT 0 0 [T, (4.24)
I 0 w0 JNu 0 0 JNnu qunu
Qg

- . q.. )
Ip=(J, Jnu)'(. ]=Jp'qp

wnu

Aplicando Minimos Cuadrados a (4.24), para calcular qp , Se obtiene:

a,=(J"-3,) 3 Tp (4.25)
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La expresion anterior, utilizando (4.24), se rescribe (ver Demostracion 4.2
del subapartado 4.4.8) en la denominada solucion inversa accionada:

(J;I‘u ’ A(Jlnu ) .Jlu )_l J;I‘u ’ A(Jlnu)
-1
(Jgu ’ A(JZnu ) .J2u) Jgu ’ A(JZnu)

-1
(J;u .A(JNnu).JNu) J;u .A(JNnu) (426)
(J;rnu ’ A(Jlu ) ’ Jlnu )_l ’ J;[nu ’ A(Jlu )

-1
q — (Jgnu .A(J2u).J2nu) .Jgnu A(JZu)

-1
(J]I;Jnu .A(JNu).JNnu) .J—Il:lnu A(JNLI)

En la expresion anterior el vector de velocidad de la rueda i s6lo depende de
la matriz Jacobiana de la rueda i. Por tanto, la solucion inversa para cada rueda es
independiente de las ecuaciones cinemadticas del resto de ruedas, aunque tiene el
inconveniente de que el vector p no es, en general, independiente.

En particular, para una rueda i tipo omnidireccional (castor o sueca) con las
tres variables accionadas (o las tres no accionadas) la expresion se simplifica a
(ver Demostracion 4.4 del subaparado 4.4.8):

qwiu =J;11 p =qwi =Ji_l p (427)
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4.4.4 Arbol de accionamiento

Este punto caracteriza el movimiento del vehiculo, cuando las velocidades de
rueda no accionadas alcanzan los valores dados por la solucién inversa
accionada, a partir de las accionadas. Es decir, las velocidades no accionadas se
auto-ajustan para evitar el deslizamiento mientras se acttia sobre las accionadas.

Sustituyendo (4.26) en (4.13) y operando se obtiene:

-1
I_Jlnu .(Jirnu .A(Jlu).Jlnu) .J;Fnu A(Jlu) Jl 0 0
I_JZnu .(J;nu .A(JZU).JZnu )_1 .Jgnu A(JZU) S — 0 JQ“ . . O
: p=l 0 | 9w (4.28)
o 0 - 0 J

I_JNnu .(le:lnu .A(JNu).JNnu) .le:lnu A(']Nu)
Tu .p:Ju .qwu

La expresion anterior recibe el nombre de ecuacion de accionamiento del
vehiculo, que al aplicarle el arbol de la Figura 4.1 da lugar al 4rbol de
accionamiento de la Figura 4.4.

Algunas de las pruebas de cada ramificacién del drbol anterior se derivan
directamente de la Figura 4.1, siendo criterios con pleno sentido fisico:

a) el criterio de actuadores suficientes permite actuar sobre todos los GDLs
del vehiculo (al margen de configuraciones singulares);

b) el criterio de actuacién consistente garantiza que el conflicto entre
actuadores es imposible;

c) el criterio de acoplamiento entre actuadores establece la forma de
coordinar los actuadores redundantes para evitar el conflicto entre ellos.
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rango[T ]=3

(I -1, 0}
Criterio de actuadores
suficientes

lu : p = Ju : qwu
Ecuacion actuadores del vehiculo

rango[ T, ] <3

Actuadores

Solucién unica para algunos (., .

Todos los GDLs del vehiculo actdan

(I -1,1=0}

suficientes.

No hay solucién unica.
Actuadores insuficientes. Algunos
GDL’s del vehiculo inactivos

fangO[Ij, Jerango[Tu] B B
o a(L)1,-0 wngo[ 1. 1.]>raneo 1]
Criterio de actuacién 6 A(Iu)-Ju #0 rango[i -4 ]:rango[f ]
consistente v v v wr Ju " Hwu u

Determinado. Solucién
tinica para todo (.
Conflicto entre
actuadores imposible.

Sobredeterminado. Solucion

tinica para algunos q .

Posible conflicto entre actuadores

Sistema Incompatible.
No hay solucion.
Actuadores insuficientes y
en conflicto

rango[fu, J, 4. ] = rango[fu]
6 A(L)-J,4,,=0
Criterio de acoplamiento entre
actuadores

6 A(T,)-J,-q,,#0

A

Yy Vv

rango[fu, J, ~qwu] > rango[fu ]

Consistente.
Solucion unica.

No hay conflicto entre
actuadores

Inconsistente.

No hay solucion.
Conflicto entre actuadores.
Hay deslizamiento.

rango [Tu, J, -qwu] > rango[i‘]
A 4

Indeterminado.

Infinitas soluciones.
Actuadores insuficientes

Figura 4.4- Arbol de caracterizacién del accionamiento del vehiculo



Capitulo 4. Modelado cinematico sin deslizamiento 79

4.4.5 Solucion directa sensorizada

En este punto se calcula la velocidad de la postura y las variables de velocidad de
rueda no sensorizadas a partir de las variables de velocidad de rueda
sensorizadas.

Primeramente, se separa la matriz Jacobiana en velocidades de rueda
sensorizadas* (subindice “s”) y no sensorizadas (subindice “ns”), obteniéndose:

p = Jis ’ qwis + Jins ’ qwins (429)
*Nota: Igual que antes no tiene sentido considerar sensorizada la velocidad @.

Reordenando la ecuacién compuesta (4.13), utilizando (4.29), se obtiene:

I _Jlns 0 0 qp Jls 0 0 qwls
I O _J2ns -Wlns _ 0 JZS qus
T N A 130
I O 0 _Jan . . 0 0 JNs qWNS ( ‘ )
quns
(T —Jm)-(.p J=Js~qwﬁim(.p j=JS-qWS
wns qWHS
Aplicando Minimos Cuadrados en (4.30):
[qp jz (LoT5) T34, 4.31)

Para poder aplicar (4.31) T ha de ser pseudo invertible, lo cual se cumple
siempre puesto que las matrices J e I son siempre pseudo invertibles.
En particular, queddndose con las tres primeras componentes (velocidades

del vehiculo) en (4.31), y teniendo en cuenta (4.30), se llega a la siguiente
solucion directa sensorizada reducida (Demostracion 4.5 del subaparado 4.4.8):

P=(AJ)+AT)++AT W)

. (4.32)
.(A(Jlns).‘]ls A(JZHS).JZS A(Jan).JNs).qws
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De la ecuacién anterior se deduce que, si una rueda tiene tres variables de
velocidad independientes (rueda ommnidireccional) no sensorizadas, entonces se
puede eliminar de la ecuacién de solucién directa sensorizada, puesto que no
contribuye a dicha ecuacién. Para demostrarlo, basta tener en cuenta que J;,s serd
una matriz cuadrada de 3x3 de rango 3 (completo) y que al aplicarle la funcién A
resulta una matriz nula.

En (4.32) se pueden obviar aquellas ruedas no sensorizadas que no aporten
nuevas restricciones al movimiento del vehiculo (A(J ;). p =0, ver Figura 4.3).

Hay que tener en cuenta que, para que las matrices Jacobianas (sensorizada
y no sensorizada) de las ruedas con direccién (castor y orientable) sean
calculables, hay que sensorizar el dngulo de la direccidn. Otra alternativa seria
realizar la integraciéon numérica del dngulo a partir de la velocidad de giro
(calculada en (4.31) en caso de no sensorizarla) y el valor inicial del dngulo:

B =] Bdi+B(0) (4.33)

4.4.6 Arbol de sensorizacién

En este punto se calculan las velocidades del vehiculo y las de rueda no
sensorizadas, suponiendo que alcanzan los valores de no-deslizamiento de la
solucién inversa accionada, a partir de las velocidades de rueda sensorizadas.

Procediendo andlogamente al drbol de accionamiento, se llega a la expresion
(4.28) sin mas que cambiar los subindices u por s (accionadas por sensorizadas) y
nu por ns (no accionadas por no sensorizadas):

-1
I_Jlns.(JTns.A(Jls).Jlns) .J;rns.A(Jls) Jls 0 0
l_J ns JTns.A(Js)’Jns _I.JTns’A(Js) -’ O JS . '
’ ( ’ ’ . ? ) ? : p: 2 0 qws (434)
T 0 0 JNs

-1
l - Jan ’ (JLns ’ A(JNS ) ! Jan ) ’ Jan : A(JNS)
L-p=J, 4,
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Esta expresion recibe el nombre de ecuacion de sensores del vehiculo y al
aplicarle el 4rbol de la Figura 4.1 se obtiene el 4rbol de sensorizacion de la Figura

45.

rango[ T,] =3

(11 120}
Criterio de sensores
suficientes

L-p=Jq,

Ecuacién de sensores del vehiculo rango[TS 1<8

Soluci6n tnica para algunos (. .

Sensores suficientes.
Todos los GDLs del vehiculo sensorizados

{IT" T, 1=0}

rango[fs, Js] = rango[fs]
6 A(L)-J,=0
Sensorizacion bésica

No hay solucién tnica.
Sensores insuficientes.  Algunos
GDL’s del vehiculo no sensorizados

rango[fs s Js] > rango[i]

6 A(L)-J,#0

Criterio de sensorizaciéon
v consistente

rango[is, J; c]ws] = ra_ngo[fs:l

Determinado. Solucion
tinica para todo q .
Todos los sensores

Sobredeterminado.
Solucién vnica para
algunos q .

independientes. No Algunos sensores
detectan deslizamiento dependientes. Es posible
detectar deslizamiento

rango[i, J, ~qws] = rango[i]
6 A(L)J.-4,,=0

rango[ I, J, -q,,, |>rango[ T ]

6 A(X)J,-q,,#0
Criterio de deslizamiento
de rueda

Consistente.

Solucién unica.
No hay ruido en sensor
ni deslizamiento

Inconsistente.
No hay solucion.
Ruido en sensor o
deslizamiento.

Sistema Incompatible.

No hay solucién.
Sensores insuficientes 'y
redundantes (sensorizan

mismos GDLs)

rango[ T, J, -4, | >rango[ T, |

Indeterminado.

Infinitas soluciones.
Sensores insuficientes

Figura 4.5- Arbol de caracterizacion de la sensorizacion del vehiculo
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4.4.7 Discusion del método de matrices Jacobianas de rueda

Aqui se abordara de forma conceptual lo presentado en los seis subapartados
anteriores, discutiendo la conveniencia de la forma de proceder segtn el caso.

En los subapartados de problema cinemadtico directo y problema cinemdtico
inverso se utilizan diagramas en forma de drbol para evaluar: en un caso el
nimero de velocidades de rueda que se pueden asignar independientemente
(4.19); y en el otro el niimero méximo de velocidades del vehiculo que se pueden
asignar independientemente (4.22). Cabe destacar que:

— No se enfatiza que ambos valores, madximo nimero de velocidades de
rueda y del vehiculo independientes, coinciden (Demostracién 4.6 del
subaparado 4.4.8), lo que pone de manifiesto una redundancia en el
andlisis. Ademds dichos valores coinciden con el grado de movilidad
(Demostracion 4.7 del subaparado 4.4.8).

+ Es de gran utilidad la simplificacién que establece las restricciones al
movimiento, ya que indica las restricciones que aporta cada rueda, lo que
ademds implica una mayor simplicidad computacional. Esta simplificacién
es utilizada en el Capitulo 5 para clasificar los vehiculos.

La solucion inversa accionada calcula las velocidades de rueda, separando
en accionadas y no accionadas, a partir de las de velocidad del vehiculo (4.26).
Cabe apuntar que:

— Las velocidades del vehiculo en general no son independientes, ya que
tienen las restricciones al movimiento indicadas en el problema cinematico
inverso. Por tanto es una ecuacién carente de sentido fisico y de utilidad
relativa.

+ La utilidad que se le da en [Muir et al. 87] a dicha ecuacién es para
expresar, en el apartado de drbol de accionamiento/sensorizacion, la
ecuaciéon de accionamiento/sensores del vehiculo en funcién de las
velocidades del vehiculo y de las de rueda accionadas/sensorizadas.

— Lo anterior da elegancia en los drboles de actuacidén/sensorizacion, pero se
puede realizar exactamente el mismo analisis en el diagrama manteniendo
las velocidades de rueda no accionadas/sensorizadas junto con las del
vehiculo en un mismo miembro.

El drbol de accionamiento analiza la conveniencia (conflictos, insuficiencia)
de una eleccion de velocidades de rueda como accionadas. Cabe destacar:



Capitulo 4. Modelado cinematico sin deslizamiento 83

— Como se ha comentado antes, no es necesario poner las velocidades de
rueda no accionadas en funcién de las de postura para realizar el andlisis.

+ Dicha sustitucion, ademds de dar elegancia, hace que las matrices a invertir
sean como maximo de 3x3, lo que es conveniente computacionalmente.

— No se explicita que la actuacidn consistente se consigue para un nimero de
velocidades accionadas igual al nimero de velocidades del vehiculo
independientes G. Aunque a priori no se sabe cudles pueden ser, acotaria
bastante la bisqueda de una actuacién consistente. Ademads eliminaria tres
bloques, sin utilidad préctica, en el drbol de actuacion.

La solucion directa sensorizada establece los valores de las velocidades de
rueda no sensorizadas y del vehiculo a partir de las de rueda sensorizadas (4.31).

Mientras que el drbol de sensorizacion caracteriza la eleccion de sensores.

Como critica a estos dos puntos:

— No se explicita que el nimero de sensores imprescindibles para calcular la
solucién directa sensorizada (reducida y/o completa) y para sensorizar
todos los GDLs del vehiculo coinciden con los GDLs del vehiculo. Esto
eliminaria tres bloques, sin utilidad préctica, en el drbol de actuacion.

+ La solucién directa reducida (4.32) presenta la ventaja computacional de
invertir matrices de dimensién méxima 3x3.

— No se explicita que la dnica diferencia entre el 4drbol de actuacién y de
sensorizacion es el sentido conceptual atribuido a las velocidades de rueda
elegidas, siendo incompatibles una actuacién consistente y una
sensorizacion consistente con las misma eleccién de velocidades.

+ El criterio de deslizamiento de rueda deja entrever la posibilidad, no sélo
de cuantificar el deslizamiento por medio de la inecuacidn, sino realizar
una estimacion a través de la solucidn directa sensorizada de las
velocidades del vehiculo.

— El problema de lo anterior es la falta de sentido fisico en la estimacion.

Cabe indicar que la igualdad (4.10) es una generalizacién del criterio de
actuacion consistente y sensorizacién bdsica de los arboles de accionamiento y
sensorizacion.
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4.4.8 Demostraciones para el método de matrices Jacobianas de rueda

Demostracion 4.1: de la igualdad (4.20) teniendo en cuenta (4.13)

Sustituyendo en A(J )-T los valores indicados en (4.13), y ademads teniendo en

cuenta (4.17), se obtiene:

AT =(3(m 3" 5 1) =

-1

J0 o 0N((JT 0 -« 0)(J O - 0 W0 0 1

0J2‘~.£.0J§'-.3.0 J, . |0 g'-.E_I_I

P o .0 P T () :

0 - 0 JJWo -« 0o J)lo - 0 Iy 0 - 0 J§ I
(4.35)

Operando en la expresion anterior:

-1
J 0 oy[(@r3) o0 I 0 0 1
0 J, oo (L) : HIE T
B 0 : - - 0 o 0 :
-1
J 0 0 (7)) 0 0 I 0 - 0 NG|
0 J oo () S O B o]
| : 0 T | o0
eee — eee T
0 0 I, o 0 (13,) 0 o Ji) o o 1)|l1
-1
33 -1 0 0 N (AQ)
_ 0 L-(3n) - : ILIRECA
: 0 : 5
- 1) (A
0 0 I -(JL-3) a1 ()
(4.36)

Quedando asi demostrada la igualdad (4.20).
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Demostracion 4.2: obtencion de (4.26) a partir de (4.25) y (4.24)

Se parte de (4.25) y se sustituyen J, y ¢, segun la notacion de (4.24):

wnu nu

(fiw“}((Ju 1) 0, 1), Jn..)T-I-p{(JI'J") (JI'J"")]_I-[JI

(I-5,) (35-3.) JTJ'”’ (437

Para invertir la matriz de (4.37) se recurre al lema de inversién de matrices
(ver Demostracion 4.3):

(Am ij“: (A-B-"-c)'  ~(A-B-D'-C)"-B-D (4.38)
Cow D ~(p-c-A"-B)-c:A"  (D-C-A"-B)

mxn mxm

En primer lugar, se calculan por separado los elementos (1,1) y (2,2) de
(4.38) para la matriz a invertir en (4.37):

(A-B-D" )" = (373, - 003, (3,3,) L, -Ju)fl = (4.39)

-1

(7 (020 ) ) =080, 0,)

D-C-A"B) =(J0 .5, -J" -3, (30-3,) 0T, -
( )= (3-3.) ) (4.40)

(10 (10,070 90) 0. =00 -A0,)-0.)

Sustituyendo en (4.37) el lema de inversién (4.38), con los resultados de
(4.39) y (4.40), se obtiene:

i) [( Ay (37-A0)-3,) " T a (3 -Jn..)]](JIJ !

. -1 -1 -1 T | I p
Qo) (I3, AJ,)-T,) 0T, (30-T,) -5, -A,)3,) I
(4.41)

Operando en la expresion anterior:

[qwu] (7A@ 2) " (3L 3,) 0 -1 . (J7-A(,)-3,) - IT-A(L) -

) = 1 -1 p= -1 P

Qo) | (00 8)-3,) 00 (00-0,) 1) (I5-8(3,)-3,.) "I -8 (1)
(4.42)

Por otro lado, teniendo en cuenta la Demostracion 4.1:
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A(J) O 0
A= O AU (4.43)
0 0 A(Jy)

Segtin la definicién de matrices de (4.24) y la igualdad (4.43), (4.42) es:

—1

o0 - 0)(a(d,.) 0 0 J, 0 - 0
0o J, . 0 A(J,,) : 0 7, :
Do 0| : 0 1 o0
(qW“J 0o - 0 JI 0 0 A(Ja) 0 - 0 J
Qo I, 0 0 A(J,) 0 0 J, 0 - 0 .
0 J,. 0 A(J,) . 0 Jy :
: o0 | : - o || .0
0o w0 a )l o 0aay)lo w0,
JlTu 0O - 0 A(Jlnu) 0 0
0o J, . 0 A(J,.) :
Do 0 ] 0 1
0 0y, 0 w0 A (1]
401 p
JJ, 0 - 0 A(Jlu) 0 0 :
0 J, . 0 AQJ,) o I
oo 0 | 0
0 = 0 Jy) L 0 w00 A(J)
(4.44)

Operando en la expresion anterior:
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IAWL)- T, 0 0 N 0
0 30 AJ50) Js : 0 I, :
: " . 0 P 0
(qwu ]_ 0 0 J-Iflu .A(JNnu).JNu 0 0 J—Il\-lu
qwnu J—lrnu .A(J]u).Jlnu O O ) J;rnu 0 0
0 JZnu .A(JZu).JZnu . O J.Zrnu .
O O JLnu A (JNu ) ! JNnu 0 O le:fnll
A(Jlnu) 0 0
0 A(JZnu)
: 0 I
0 0 A(JNnu) I .
A(J]u) 0 0 :
0 A(JZU) I
: N 0
0 0 A(Jy)
(4.45)
(J’lru.A(Jlnu)'J]u)4 JTu 'A(J]nu) 0
0 (J;u .A(‘]211u).‘]2u)71 J;u .A(JZrlu) ..'
[qw j: 0 0
qwnu (J;rnu .A(Jlu).J]nu )71 .J;rnu A(J]u) 0
0 (JZnu .A(Jzu).JZHU )71 .JZnu A(JZu)
0 0 (4.46)
0
0
-1 I
(J;u .A(JNnu).JNu) JLU .A(JNHU) I .
0 :
: I
0
-1
(J;nu .A(JNU).JNnu) .J;nu A(']Nu)
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(J;ru .A(J]nu)"]]u)71 J;ru 'A(J]nu)
(Jgu : A(JZnu).JZu )71 Jgu 'A(JZnu)
- T A0) ) T a0,
[."W“]: (NT G- d) ; g (4.47)
qwnu (J]nu .A(Jlu).‘]lnu) .J]nu A(Jlu)
-1
(Jgnu ! A(JZU)'JZnu) 'J;-nu : A(JZu)

(J;nu ’ A(JNU ) ! JNnu )71 : J;nu ’ A(JNu)

Llegéndose a la expresion (4.26) C. Q. D.

Demostracion 4.3: del lema de inversion de matrices (4.38)

Esta demostracidn va desglosarse en cuatro partes:

¢ En primer lugar se demostrara:

-1 -1 -1 —1
[Anxn anm j :[A _A .B.D ] (4.48)
0 D 0 D"

mxm

Para ello se multiplica la matriz (sin invertir) del primer miembro de (4.48)
por la del segundo miembro y se comprueba que el resultado es la identidad,
como se muestra en (4.49), por tanto una es inversa de la otra.

A B -1 _A . R.D! D! _Rr.D! 1 0
.A A !SD :In B-D B-D _(h (4.49)
0 D 0 D! 0 I, 0 I,
e A continuacion se demostrara:
A 0 )" A
= ) . 07 (4.50)
men Dan] _D : ° C ) A ! D :

Para ello se multiplica la matriz (sin invertir) del primer miembro de (4.50)
por la del segundo miembro y se comprueba que el resultado es la identidad,
como se muestra en (4.51), por tanto una es inversa de la otra.
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A O - I 0 I, 0
: _A . ({ = L =" (4.51)
C D){-D'-C-A" D C-A"'-CA" I, 0 I,

e A continuacion se demostrara:

C D !

mxn mxm

[Am ij _|ATeA ‘B-(D-C-A"B) -C-A" -A"-B(D-C-A"B) 4.52)
-(D-Cc.A"-B) .C-A" (D-C-A"-B)

Primero, observar que:
I A"B
AB=A0~n (4.53)
cDp) (CIL){0 (D-C-A'B)

Tomando la inversa a ambos lados de (4.53), utilizando (4.48) y (4.50) y
operando resulta:

A B (I, A"B ) (A oY
C D] o (p-c-A"-B) '(C Im] B
I, -A"-B-(D-C-A"-B)’ ( A~ 0]

. . (4.54)
0 (D-C-A"-B) —C-A7 1

m

A'+A" B (D-C-:A"-B) -C-A" -A"-B-(D-C-A"-B)’

~(D-C-A"-B) " -C-A" (D-C-A"-B)"

Con lo cual queda demostrado (4.52).

e A continuacion se demostrara:

[Am Bm]: (A-B-D7-C) ~(A-B-D7-C) B> (4.55)
Coa D p'.Cc.(A-B-D'-C)' D'+D"'-C-(A-B-D".C) -B-D"

mxn mxm

Primero, notar que:

(A Bj:(ln B].(A—B-D“-C 0] (4.56)
c p)(oD pD'.C 1

m
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Tomando la inversa a ambos lados de (4.56), utilizando (4.48) y (4.50), y
operando resulta:

& 303 T )

m

( (a-BD'C]" 0 MI —B’D'IJ: (4.57)

—D"-C-(A—B~D"-C)_1 1,)l0o D

( (A-B-D™".C)" —(A-B-D".C)"-B.D" ]
-p*.c.(A-B-D".c)" D'+D'.C-(A-B-D".C)" -B-D"

Con lo cual queda demostrado (4.55).

Por tanto, teniendo en cuenta (4.52) y (4.55):

e o) v

(X Y]= A'+A"B(D-CA"B) -.CA' -A'B.(D-C:A"-B) (4.58)
Wz ~(p-cA" B .CA” (D-cA™ B

(X Y]= (A—B-D‘l-c)*l —(A—B.D‘l.(j)fl.]g.])-1

W 2 a0 bl O B

Asi pues, tomando W y Z de (4.58), y X e Y de (4.58).:

(A B]_IZ(X Yj:[ (A—B-D"I-C)_l —(A—B-D‘I-C)_I-B-D"IJ 4.59)
cp W Z |-(pD-cA*B) CA" (D-Cc.A™-B)"

Como se observa la igualdad anterior coincide con el lema (4.38) C. Q. D.

Demostracion 4.4: de la ecuacion (4.27) a partir de la (4.26) bajo el supuesto de
rueda tipo omnidireccional (castor o sueca) y las tres variables accionadas (o las
tres no accionadas)

En primer lugar J;, es una matriz nula, para el caso de las tres variables
accionadas, por lo que segtin (4.17):

A(J,,)=-1 (4.60)
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A partir de (4.26), (4.60) y de que J;,, es una matriz cuadrada de 3x3,
operando se obtiene:

. =(J"-A(J. )T _1~J.T-A J )p=—(-J"-J. _I-J.TN
qw[u ( u ( ZU) tu) i ( mu) p ( i tu) u p (4_61)
A, =3, -(J0) I -p=Jp=J"p

que coincide con (4.27) C. Q. D.

Para el caso de las tres variables no accionadas la demostracidn anterior es valida

€6 99 €699

sin mds que cambiar los subindices “u” por “nu” y “nu” por “u”.

Demostracion 4.5: de la ecuacion (4.32) a partir de la (4.31) y las definiciones
de (4.30)

Partiendo de la ecuacién (4.31) y segun la notacién de (4.30):
. -1 = - -1 —
R R R R R L R S A
(qwnsj (( Jns) ( Jns)) ( Jns) J5 qws [_(J—LI) (J’:;JM) _J;[‘; Js qws
(4.62)

Para invertir la matriz que aparece en (4.62) se recurre al lema de inversién
de matrices indicado en (4.59), probado en la Demostracién 4.3.

Primero se calculan los elementos (1,1) y (2,2) de (4.59) para la matriz a
invertir en (4.62):

-1

(A—B-D*‘-C)"=(IT-i—iT-Jn,(JL-J“S)f'-sti) =

(10 (000, 92) ) =~ A )

-1

(4.63)

(D-cA"B) =(1 g, -aL (1) )

(y (1T () 1)) =L a(T) 0,)

Por tanto, teniendo en cuenta los resultados anteriores, (4.62) resulta:
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b ~(T7-4(3,)T) ST A T L) (T
(qw“sj_[—(Jl'A(l)'Jm)] ALT(TT) ~(12-a(0)-0,)" ] [—JESJ 1o

(4.64)

Operando en la expresion anterior:

wns

(qp jz[(IT.A(Jm).I)_]'IT’(J""(JL'J"S)_]'JI’_I)}J;(]WS=[(1T‘A(Jm)‘1)_]‘IT‘A(Jns)]Js.qws

~(3m-A(T)g,) I ~(T~(TT 1) T —1) (T -A(T)-3,.) I A(T)
(4.65)

ns

Analizando el elemento A(i) de (4.65) se comprueba no simplificable:

I ™ 1 000
o = e ol = | | 0TI 00
AD=1-0"-0)" 1" =1=| . || 1 ... 1) (I 1 I)-
(D=1-("-1) || ¢ ] )00._0466
| | 0001(‘)
1 I 0 0 I 1 IN (I 0 00
- 01 .0 I I I/ |0 I 0 0
A(I):l a1 ... 1n- =L -
N | N o0 .0
1 0 0 I I 1 1) l0 0 0 I

Asi pues, sustituyendo en la primera fila de (4.65) las matrices por sus
correspondientes valores, teniendo en cuenta (4.30), se tiene:

A(Jlns) 0 0 I
p=|(T 1 I) ? A(.J.Z"S) (:) 1M I)
0 0 A(Jan) I
AJ,) 0 0 (I, O 0
0 A(J2ns) 0 J2s A
: oo [l o [
o oAl 0
p = (A(Jlns)+A(J2ns)+‘ : ‘+A(Jan)) B '(A(Jlns).Jls A('IZns).‘]2s e A(‘]an)"]Ns )'qws
(4.67)

Expresion, esta dltima, que coincide con (4.32) C. Q. D.
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Demostracion 4.6: de la coincidencia de las expresiones (4.19) y (4.22)

Se parte de (4.19):

H =dim(q,, )—(rango[i, J}—rango[f}) (4.68)

Teniendo en cuenta que, J es de dimensiéon (w+h x w), con h =2 0 y
w=dim(q,, ),y que J es de rango completo, al estar formada por submatrices de
rueda de rango completo (invertibles o pseudo invertibles), se cumple:

rango[J]=dim(q, )=w (4.69)

donde q, son las velocidades de rueda (incluyendo la velocidad angular del

vehiculo @ como velocidad en cada rueda).
Ademads, segtn la definicion de 1,se cumple:
rango [T] =3 (4.70)
Asfi pues, sustituyendo (4.70) y (4.69) en (4.68) resulta:
H =3—(rango[ T, J]—rango[J]) = 3—(rango[ J, T]-rango[J]) =G (4.71)

Coincidiendo esta tltima expresion con (4.22) C. Q. D.

Demostracion 4.7: de la coincidencia de la expresion (4.3) con (4.19) y (4.22)

La expresion (4.19) combinada con (4.69) es:

H =G =rango[J]- (rango [J, T]-rango [T])

(4.72)
= rango|[J] + rango| T |- rango[J, T |
Segtn la definicién de A en (4.1), se tiene:
rango[i J]zrango[A]—i— N 4.73)

La N en la expresién anterior se debe a la ecuacion identidad que, para cada
rueda, relaciona la velocidad angular del vehiculo w en la matriz Jacobiana.
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Teniendo en cuenta (4.69) y (4.70) y la definicién de ¢ en (4.1):
rango[J]+rango[ T |=dim(q, )+3=dim(q)+N 4.74)

donde la N se debe a que el vector de velocidades de rueda q, incluye la
velocidad angular del vehiculo @ como velocidad para cada rueda.
Sustituyendo (4.73) y (4.74) en (4.72), resulta:
H =G =dim(q)-rango(A)=m (4.75)

Coincidiendo esta tdltima expresion con (4.3) C. Q. D.
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4.5 SOLUCION CINEMATICA AMPLIADA

Ademads de lo expuesto en los tres métodos de modelado presentados, se va a dar
una nueva perspectiva al nimero de velocidades, de rueda o del vehiculo, que se
pueden asignar libremente, manteniendo el no-deslizamiento.

La expresion (4.1) se puede rescribir como
A(B,.B.)-a=0 (4.76)

donde B./B. son vectores con los dngulos de todas las ruedas orientables/castor.

Como se indico en el capitulo anterior, las velocidades de direccionamiento
de las ruedas orientables [301_ no intervienen directamente en (4.76), al no

incluirse en ( , pero si indirectamente al considerar la relacion:
9P, _

ot
Asi pues, partiendo del supuesto de que se puede conseguir en cada instante

el valor deseado en los dngulos B,, utilizando las velocidades, surge una variable
mds a asignar (GDL adicional) por cada rueda orientable.

B, (4.23)

Asi, por cada rueda orientable en el vehiculo asigna una velocidad
adicional, de rueda o del vehiculo, resultando la solucion cinemdtica ampliada.

Para saber si un conjunto de velocidades (de rueda, de postura 6
combinadas) puede ser asignado adicionalmente hay que comprobar que se puede
cumplir su solucién cinemdtica original a través de los dngulos correspondientes
de las ruedas orientables.

Desde el punto de vista del control cinemadtico una velocidad puede cambiar
de instantidneamente, pero para cumplir el supuesto anterior y conseguir los
grados de libertad ampliados, surge la limitacién (al no poderse dar valores

infinitos a BO) de que las variables de velocidad q cambien de forma continua.

Es decir, que las velocidades P, cambiarian de forma instantdnea y el resto

de velocidades de q jy los dngulos B! de forma de forma continua.

No obstante, el control cinemdtico propuesto en un capitulo posterior
presenta una estrategia mds sencilla, conceptualmente y a nivel préactico, que
utilizar soluciones cinemadticas ampliadas.
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4.6 MODELADO Y CARACTERIZACION DEL VEHICULO TRICICLO

En la Figura 4.6 se puede apreciar el vehiculo triciclo con la asignacién de
sistemas de coordenadas correspondiente.

Figura 4.6- Asignacion de sistemas de coordenadas en el vehiculo triciclo
Al ser las ruedas 1y 2 fijas: ,Bl = ,32 =0.

La rueda 3 es orientable, por lo que su velocidad de direccionamiento no
interviene en la cinematica instantnea.

Al no existir deslizamiento: v, =V, , =V, 3 =0.

Las ecuaciones Jacobianas para cada rueda (utilizadas en el método
desarrollado en el punto 4.4), utilizando (4.12), son:

1% .
: D
vy |T| T L, '((;J:Jl 4.
w 0
v, 0 O _
0, .
v, |=| T L, |- » =J,-q,, 4.77)
@ 0 1

X r.Sﬂ3 _13

1% .
Yy T -rcf 0 '(%j:']fqm
(0] 0 1

La ecuacién compuesta en la forma de (4.1), utilizada en los métodos de
espacio nulo y rangos de matrices de los puntos 4.2 y 4.3, es:
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10 0 00 0 v, 0
01 I, r0O 0 v, 0
10 0 00O 0 | |0 )
1= [ Aq=0 (4.78)
01 -1, 0 r 0 o, 0
101, 00 -rspB||o 0
01 0 00 rcpf)\o 0

Calculando el grado de movilidad del vehiculo con (4.3):
m=dim(n)=dim(N (A))=dim(q)—rango(A)=6-5=1 (4.79)

Asi, se dispone de 1 grado de movilidad para ser asignado a alguna de las
velocidades, bien del vehiculo (solucidén directa) o de rueda (solucidén inversa).
Este resultado se obtiene también con los drboles de las Figuras 4.2 y 4.3.

Para establecer que variables pueden funcionar como asignadas se
comprueba si al eliminar sus columnas de la matriz A, la nueva matriz tiene el
mismo rango que la original (4.10). Procediendo se llega asi se llega a que sdlo la
velocidad v, no puede funcionar como asignada.

Con el arbol de accionamiento de la Figura 4.4 se obtiene un accionamiento
consistente actuando sobre cualquiera de las tres velocidades de rotacién de
rueda. Andlogamente, aplicando el arbol de sensorizacién de la Figura 4.5,
resulta una sensorizacién consistente para cualquier eleccién de velocidades de
rotacién de rueda que incluya al menos dos de ellas.

Ambos resultados concuerdan con lo obtenido en el andlisis de rangos: todas
las velocidades de rotacién de rueda pueden funcionar como asignadas para que
haya solucién tnica (actuacién consistente) y para detectar deslizamiento
(sensorizacion consistente) basta con tomar al menos dos de ellas.

Para obtener los modelos cinematicos directos e inversos se utilizara el
algoritmo de cdlculo del espacio nulo de A repetidamente, dejando cada vez una
columna distinta, correspondiente a cada variable, al final de dicha matriz. El
resultado obtenido es (4.80), donde se ratifica que la variable v, no puede
funcionar como asignada.
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—r-cf. 0 0
3
Vy r-sf /1, v, —tan(f3,)/1, v, =1, - cot(f;)
o [Lcftysp | | @] | dotlpang) | |, | | Zetlocoth)
?, M &, L-r @, r
.= : .| = : . |=| 1, +1-cot(B) |-
?, Lochitl,-sh 7 , M n o, % n
¢3 13 (/’3 13-1‘ (/')3 13
v, 1 v, —sec(f,)/r ) )
0 0 0
_rleh _rheeh rcp
& e+ Lsp Vy Licf+1,sp Vi r-Sﬂ3
L0 I [N 1.7 S B (I G 1.7 S -
“= e/ =y s/, n e la-e Bty sy i @\ L,-cf _31 sB|'n
G| | LocBitlysh O | |Lochi-l,sh ? %
B B L B ER A B L N P SR
e Bl e el IR IR S B [CX 10
ls'cﬁs_llz'sﬁs 13'C,B3+112-Sﬁ3 13 .
1 1

Sustituyendo el grado de movilidad del vehiculo por las distintas
velocidades de rueda o del vehiculo se obtienen los modelos cinemaéticos directos
o inversos de (4.81), teniendo estas velocidades la connotacion de accionamiento
independiente o GDL en el movimiento del vehiculo.

0 0 0
r-13-cﬂ3 —r-l3-cﬂ3 —r-cﬁ
Ve —lLcfi+L-sp YV, L-cfi+1, 55 Vi r-sl[)’3
v, r-sp, v, r-sp, v, 172
= 13'Cﬂ3_112'5ﬂ3 9 | @|= 13-cﬂ3+112-sﬂ3 9 | o= 1,-cp _31 5B @
?, Li-cfi+l, s, ?, Li-cfi—1,sp5, @ %}123
@ Li-ch 13112 s B, 12 1, Cﬂ};:llz sB, ?, 13'Cﬂ3r112'sﬂ3
Licfi=1,-sp, Li-cfi+1,-s 5, ’
Solucién 0 0
Directa || (7. —tan(5)/1; v, 1, -cot(B,)
@ -1, +1,, - tan(f,) v, -1, +1, -cot(B;)
@ |= Lor vy o |= r ‘0
@, -1 -1, -tan(ﬂ3) @, 1, +1; -cot(f3;) Solucién
?, ly-r @ r
—sec(B,)/r L/r-sh, lnversa ||, 1)
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A las soluciones directas e inversas de (4.81) se llega igualmente con la
ecuacion (4.11) del método de rango de matrices, y a las directas reducidas (s6lo
velocidades del vehiculo) con la ecuacion (4.32) del método de matrices
Jacobianas de rueda.

Desde el punto de vista de la solucién cinemdtica ampliada, al tener una
rueda orientable, se puede asignar una velocidad mas, y segin (4.81) todos las
variables menos v, pueden funcionar como asignada adicional. En particular,
haciendo pertenecer las dos variables a asignar al grupo de velocidades de ruedas
(solucién directa ampliada) o del vehiculo (solucién inversa ampliada), para un
mayor sentido fisico, y aplicando (4.11), se obtienen las soluciones de (4.82).

| Solucién Directa Ampliada|
v, 1,4 112'(13'0133_112'5133)
|l o 2-1; (2:543:1,)cB+2:1,-1,, -5 B, (&
o| 3-1,+4-1 31, -3-1,cf—41,-s 5 o,
» G 1,-21)/r —(25+6:1},)-cf/r=6-1,-1,-s B,/
v, 1,1, _112'(13'Cﬁ3+112'sﬂ3)
il o 21 (2:B+31,)cB-21,-1, s, (9
| 315+4-12 3.1, 3.1, -cf—4-1,-sf, ?,
¢ G5, =21/t —(2:5+61,)-c B /r+6-1,-1, s B,/
v, _112'Cﬁz'(13'cﬁ3+112'5ﬁ3)
v, | -r T(1343:15)-¢ B =11, -c B -s fy+2-15, -5 B,
o | 61, +13-(1+c(2- B)) 31, 1,52 3,)/2
P, G431, e By /r+3:1,0 1, s B

112'0183'(13'Cﬂ3_112'sﬁ3)
(13+3'1122)'C2ﬁ3+13'112'Cﬁ3'5ﬁ3+2'1122'52ﬁ3 (ﬂ}
3.1, -1,-5(2- 8,)/2 ?,
_(lg+3'1122)'Cﬁ3/r_3'13'112'Sﬁ3/r

vz rs@f) 2l f Solucién
g -1 |5+c2 B 1, (5+c2:B)) .[v},) Inversa
@, | (5+c2-B))r |5+c2-B) -1, (5+c2-8)) |\ Ampliada
¢3 6'Cﬁ3 _4'13'Sﬁ3

(4.82)
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Las condiciones a cumplir por el dngulo de la rueda orientable en las
soluciones ampliadas, obtenidas a partir la relacion en (4.81) entre las dos
variables que asignemos en (4.82), se muestran en (4.83).

| Condiciones para las Soluciones Ampliadas |

Variables

asignadas

HE
HE

B

B

B

3

|

Condicién

1 ¢—¢j o
atan| .21 si @,+¢,>0
(1]2 ¢2+¢] ’ ]
173.(02_{01

T+ atan[ e
l12 ¢2 + q’l

] si @,+¢, <0

1§'¢1 +112'\/(1§+1122)'¢32_1§'¢12

e (13 +1122)'¢3
Bop-l, (B+1,) ¢ -1 g7
acos TR
(13 +112)'¢3
(Bt (E1) g -t
(1§ +1122)'¢3
B, +1, (5 +15) 62 -}
acos

(l§ +1122)'¢3
—atan(l3~a)/vy) siv, >0

7r—atan(l3 ~a)/vy) siv, <0

(4.83)

En (4.84) se indica como queda (4.82) al sustituir (en caso de que se consiga
cierta simplificacion) el valor de f; de (4.83).
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| Solucion Directa Ampliada Simplificada |

v, =1, -1 1, ~(13-Cﬂ3—112 Sﬁx)
v 2-1; (2:G+3-13)-c B +2-1,-1,, s B, P
| 3-1+4-1 3.1, 3.1,-cf—4-1,-5 B, @,

o G1,-21)/t —(2:5+61,)-cB,/r—6:1,-1, s B/t

v, L, L 1, '(ls'cﬁ3+llz'sﬁ3)

vl 212 (2:G+315,)-c B —2:1,-1,, s B, P,
o| 31,+4-1 31, 3-1,-cB,—4-1,-s5, o,

@ G 1,-28)/t —(2:B+6:1},)-cB/r+6:1,-1, s B, /r
V. 0
v, 1 (¢1+¢2) 112
o| 21, ( -p)
¢3 \/1 ¢1+¢2 ((01 502)

Solucién Inversa Ampliada Simplificada |

v, 0

) vy+112-w
?, vy—llz'a)
" 2 2 2
(/N ,/vy+l3-a)

(4.84)
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47 RESULTADOS MAS RELEVANTES Y CONCLUSIONES DEL
CAPITULO

A continuacién, se indican los aspectos més relevantes que aporta el capitulo.

¢ FEl método de modelado de espacio nulo es el mds rapido, puesto que calcula
los grados de libertad del vehiculo a la vez que realiza la asignacién de
variables.

e Fl método de modelado basado en el espacio andlisis de rangos simplifica
conceptualmente el de matrices Jacobianas de rueda, aunque éste mantiene
su interés computacional.

e Respecto al método de modelado desarrollado en [Muir et al. 87] se realizan
las siguientes mejoras:

1) Las matrices Jacobianas de rueda utilizadas permiten siempre el andlisis
correspondiente, a diferencia de las propuestas en [Muir et al. 87] que se
imposibilita en presencia de ruedas orientables.

2) Se contempla el andlisis con un tipo de rueda mas: la sueca.

3) Las pruebas de ramificacion en los drboles se han duplicado, utilizando
para ello el método de andlisis de rangos de matrices.

e Se pone de manifiesto, tanto en el método de modelado de espacio nulo
como en el de andlisis de rangos, que no s6lo hay soluciones cinemadticas
directas e inversas (aunque puedan tener mayor utilidad) sino que también
hay mixtas (con variables de velocidad de postura y de rueda conjuntamente
como GDLs). Esto difiere del planteamiento tradicional.

e La solucién cinemdtica ampliada propuesta evidencia una importante
realidad préctica al trabajar con ruedas orientables, pasada por alto en otros
estudios.

¢ El modelado del vehiculo tipo triciclo ilustra los métodos descritos en los
apartados anteriores y verifica los paralelismos y conexiones entre ellos.

e Todas las demostraciones del subapartado 4.4.8 son originales, a excepcion
del lema de inversién de matrices (Demostracion 4.3).



CAPITULO 5

MODELOS CINEMA TICOS DE
VEHICULOS Y TRASMISION DE
ERRORES (ISOTROPIA)

5.1 INTRODUCCION

Existe un gran nimero de posibilidades en la configuracién (ejes, ruedas..) de los
posibles vehiculos, como demuestra la abundante bibliografia ([Whittaker 62]
[Everett 79] [Lijima et al. 88] [Helmers 85] [Rogers 84]).

No obstante es posible clasificar todos ellos, tal como se hace en [Campion
et al. 96], en cinco tipos genéricos a partir de las ecuaciones aportadas por las
ruedas y los conceptos de movilidad, direccionabilidad, maniobrabilidad y
vehiculo no degenerado.

En dicho estudio se obtienen los modelos cinematicos de los cinco tipos de
vehiculos. El problema de estos modelos es que utilizan variables sin sentido
fisico como entradas, debido a emplear s6lo parte del modelo (primer elemento
de la ecuacién (3.11)), ademds de no contemplar modelos inversos.

Por otra parte la transmision de errores en los modelos cinemadticos directos
o inversos, cuando se considera un error de entrada, ha sido estudiada por
distintos autores a través de la caracterizacién de matrices isotropicas.
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Por ejemplo, [Saha et al. 95] establece las condiciones de isotropia para un
vehiculo genérico con ruedas suecas, y las particulariza para el caso de tres y
cuatro ruedas. Mientras que en [Low et al. 05] [Kim2 et al. 04] [Kim et al. 05] se
estudian las condiciones de isotropia para un vehiculo omnidireccional con tres
ruedas castor.

Otros autores han estudiado la transmision de errores desde un punto de
vista empirico. Por ejemplo, en [Borenstein et al. 94] se presenta un método para
medir, comparar y corregir errores sistemdticos en la cinemadtica de vehiculos.
Este mismo autor presenta en [Borenstein 95] el concepto compliant linkage
(enlace de consistencia) para el control y disefio cinemdtico de robots. Este
concepto se basa en dar consistencia a la actuacidon ajustando los errores del
control para que no se produzca deslizamiento.

También, en [Kleeman 95] se realiza una estimacion de la covarianza del
error de odometria (modelo cinemdtico) para el vehiculo diferencial (apartado
5.5.2). De forma similar en [Martinelli 02] se evalda el error odométrico para el
vehiculo diferencial y sincrono (apartado 5.5.3) con objeto de establecer los
pardmetros del modelo de error tanto sistemdtico como no sistematico.

Asi pues, el objetivo de este capitulo es proporcionar una completa guia
sobre los modelos cinemdticos de vehiculos y su transmisién de errores
(Isotropia). Esta guia se completa con el estudio de singularidad del Capitulo 6.

El contenido de cada punto de este capitulo se describe a continuacién.

Alternativamente al método empleado en [Campion et al. 96] para obtener la
clasificacion de vehiculos, en los puntos 5.2 y 5.3 se obtiene dicha clasificacién
en base a las restricciones al movimiento aportadas por cada rueda segun el
método descrito en el punto 4.4 del capitulo anterior.

La precision o transmision de errores en los modelos cinematicos
(isotropia), que proporciona un criterio de planificacién/control, se discute y
caracteriza en el punto 5.4.

En el punto 5.5 se caracterizan las posibilidades de actuacién y
sensorizacién en los cinco tipos de vehiculos y se genera el modelado cinematico

de cada uno con sus condiciones de isotropia.

Finalmente se destacan los resultados més relevantes del capitulo.
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5.2 RESTRICCIONES AL MOVIMIENTO

Las restricciones al movimiento aportadas por cada rueda decrementan el grado
de movilidad del vehiculo, que como se ha visto en el punto 4.4 del capitulo
anterior tiene el sentido de grados de libertad en el movimiento del vehiculo
(GDLs) y/o de accionamientos independientes. El andlisis de dichos GDLs son
utilizados en [Campion et al. 96] para obtener la clasificacién de vehiculos.

En dicho estudio las restricciones al movimiento se obtienen con el primer
elemento de (3.11). Como alternativa, aqui se utilizara lo desarrollado en el punto
4.4 del capitulo anterior.

Segun la Figura 4.3, la expresion (4.19) y la Figura 4.2, las restricciones a
los 3 GDLs del vehiculo (maxima movilidad posible) vienen marcadas por:

N° de restricciones a) rango[ A(J) 1]
al movmiento ~ —4b) rango| J, T|-rango[J]
(alos 3 GDLs) c) rango[A (T)-J]—rango[J]+3

G.1n

De todas las opciones anteriores la primera es la mds interesante ya que, al
cumplirse (5.2) (Demostracion 4.1), permite trabajar con cada rueda de forma
independiente. Asi se calcularian las restricciones que aportan las ruedas, y
posteriormente se evaluaria su dependencia.

A(J))
a)-T=| AU2) g (5.2)
A(Jy)

Ademds K -p=0 son las ecuaciones de restriccion al movimiento, como se
desprende del arbol de la Figura 4.3.

Las restricciones que aporta cada rueda vienen dadas por A(J,) y las
aportadas por todas por K..

A continuacion se analizan las restricciones A(J,) para cada tipo de rueda.
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e Para las ruedas fijas y orientables, utilizando (4.12), se tiene:

ri'sﬁi lilsai )
AJ, . )=A| —r.-cfB -1 -ca |= .
( f/m) rtocﬂt llca’t 2+1[2(1_c(2(181 —O,i)))
2 (5.3)
B cBosh Licfs(f—a)
cBsp szl[)’i 1.-sfB-s(B—a.)

LcB -s(f—a) 1-sB-s(f-a) 11'2'52(181'_(11-)

En la matriz anterior s6lo hay una fila/columna linealmente independiente,
por lo que cada rueda orientable ¢ fija aporta una fila (restriccion) a K.

e Para las rueda castor y suecas, utilizando (4.12), se tiene:

d,-cB  1-s(B+3,) 1-so,+d cf 000

A(J,)=Ald,-sB —1-c(B+8) -l -ca,+d,-sB |=|0 0 0|V si;ei% (5.4)
0 0 1 000
r,-sB,  r,-sB,+v,) L-saq; 00
A(J,,)=A|-1-cB, -r,-cB,+y,) —l-ca, |=|0 0O O] ¥V y,#0,n 5.5
0 0 1 000

Por tanto las ruedas castor y suecas, siempre y cuando no sean singulares
(ver Capitulo 6), no aportan filas linealmente independientes a K.
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5.3 OBTENCION DE LAS CINCO CLASES DE VEHICULOS

Teniendo en cuenta (5.3), (5.4) y (5.5), la matriz K, se puede reducir sin perder
generalidad a una matriz K,  de dimensién ((N¢ +N,) x 3), donde N¢y N, son el
nimero de ruedas fijas y orientables respectivamente, cumpliéndose:

rango| K| |<3 (5.6)

. * , . . . . .,
Si el rango de K, fuera 3 habria 3 ecuaciones independientes de restriccion
al movimiento en (5.7), y su solucion tnica seria p=0-> no movimiento posible.

K p=0 (5.7)

Para que exista movimiento, y respetar (5.7), se debe cumplir:
rango[Ki]S 2 (5.8)

La inecuacidn anterior caracteriza el Espacio definido por los cortes de los
ejes de las ruedas fijas y orientables (E.c.f.), pudiendo ser (ver demostraciones
del subapartado 5.3.1):

rango[Kf]=2 — E.cf. es un punto
rango[Kf]zl — E.cf. es recta (5:9)

No existen ruedas fijas ni orientables

K [=0
rango[ ‘] - {E.C.f. puede considerarse todo el espacio 2D

De hecho, este espacio (E.c.f.) establece las posibles ubicaciones del Centro
Instantdneo de Rotacién (CIR) del vehiculo, pudiendo ser:

rango[Kﬂ =2 — CIR sélo se puede situar en un punto
(5.10)

rango[Kt} =1 — CIR se puede situar en una recta
rango[Kj =0 — CIR se puede situar en todo el espacio 2D
El caso {rango[Krf*]:Z}, donde K es la parte de K, aportada por las
ruedas fijas, implica que hay dos ruedas fijas con sus ejes en distintas direcciones

(aunque sean paralelas), lo que harfa girar al vehiculo permanente entorno a un
CIR fijo. Evidentemente esto no es aceptable en la prictica, por lo que se asume:

rango[ K, |<1 (5.11)



108 Capitulo 5. Modelos cinematicos e isotropia

Como conclusién de (5.8) y (5.11), se define el vehiculo no degenerado:

Vehiculo a) rango[Ki,- J <1
(5.12)
no degenerado | b) 1rang0[Kr ] = 1rang0[Krf J + rango[Km ] <2
donde K,, es la parte de K" aportada por las ruedas orientables.
El grado de movilidad, ya introducido en el capitulo anterior, es:
m:dim(n):?)—rango[Kj] (5.13)

La expresion (5.12) también se puede expresar en los siguientes tres puntos:

¢ Si el vehiculo tiene mds de una rueda fija todas ellas tienen un mismo eje
comtn. Esto se deriva directamente de la condicién a).

e Los centros de las ruedas orientables no pertenecen al eje comiin de las
ruedas fijas.

Esto se deriva de haber igualado, en b), el rango de toda la matriz a la
suma de los rangos de las matrices que la componen, es decir que ambas
matrices han de ser linealmente independientes. Esto implica que el eje
comiin de las posibles ruedas fijas no puede coincidir nunca con el eje de
las ruedas orientables para alguna orientacion de éstas.

La justificacién de esta condicion viene marcada por el hecho de que una
rueda orientable en el eje comun de las ruedas fijas implica* que el CIR,
de existir, estarfa de manera permanente en el centro de la rueda
orientable sobre el eje comun, dando lugar a una situacion parecida a la
comentado anteriormente de ruedas fijas con distintos ejes de rotacion.

*Nota: Excepto en el caso de hacer coincidir permanentemente el eje de
la rueda orientable y el eje comun de las ruedas fijas, lo cual
convertiria dicha rueda en fija a efectos practicos y no tendria
sentido definirla como orientable.

¢ Fl maximo nimero de ruedas orientables que pueden ser orientadas
independientemente, para dirigir el vehiculo, es de dos. Esto se deriva de
la condicidn b).



Capitulo 5. Modelos cinematicos e isotropia 109
Se define el grado de direccionabilidad como:
d= rango[K;J (5.14)

El pardmetro anterior indica el nimero de ruedas orientables que se pueden

direccionar independientemente.

El resto de ellas deberan direccionarse

coordinadamente para garantizar la existencia de un CIR en cada instante.

Para un vehiculo no degenerado, condiciones (5.12), se cumple:

1<m<3, 0<d<2 y 2<m+d<3

(5.15)

De las inecuaciones de (5.15) se derivan las posibilidades de la Tabla 5.1.

Tabla 5.1- Relacién de vehiculos no degenerados posibles

T(;I;’O d))( Tipo 1 (3,0) | Tipo 2 (2,0) | Tipo 3 (2,1) | Tipo 4 (1,1) | Tipo 5 (1,2)
m 3 2 2 1 1
d 0 0 1 1 2

El grado de movilidad tiene el sentido fisico de grados de libertad
instantdneos 6 velocidades del vehiculo que independientemente se pueden
asignar sin redireccionar ruedas.

Como se discute en el punto 4.5 del capitulo anterior, se consiguen grados
de libertad adicionales modificando la orientacion de las ruedas orientables, a
través de sus velocidades de direccionamiento. Dichos GDLs adicionales
coinciden el grado de direccionabilidad comentado.

Estas ruedas orientables son direccionables indirectamente a través de la
velocidad de direccionamiento: S, =.[ Bdt , pero no instantdneamente.

Por tanto, el grado de direccionabilidad indica los grados de libertad no
instantdneos para el movimiento del vehiculo.

Asi pues, la maniobrabilidad seria desde un punto de vista estricto el grado
de movilidad, pero desde un punto de vista mas amplio el grado de movilidad
mas el grado de direccionabilidad.

Por ejemplo, los vehiculos de tipo 1 (3,0) y tipo 5 (1,2) tienen la misma
maniobrabilidad desde un punto de vista amplio, pero el primero de forma
instantdnea y el segundo tras la reorientacién de sus ruedas orientables.
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5.3.1 Demostracion de las implicaciones de (5.9)

Demostracion 5.1: de la primera expresion de (5.9)

La demostracion se va realizar para tres ruedas del tipo fijo u orientables (misma
matriz Jacobiana de rueda), que son las que restringen el movimiento. En caso de
tener mas ruedas la demostracion se repetiria para cada terna de ruedas.

En la primera expresion de (5.9) se parte de:

rango[ K |=2 (5.16)

Puesto que cada rueda aporta una ecuacion linealmente independiente a K.,
se coge (por ejemplo) la primera fila de (5.3), resultando K, :

B cBsp L-cB s(f-a)
2+112-(1—C(2~(ﬁ]—(1]))) 2+1]2~(1—C(2-(ﬁl—(1]))) 2+l,2~(1—c(2-(,51—al)))
K =2. Czﬁz cB-sh L,-cB,-s(B,~a,) (517)
i 2+1§~(1—C(2-(ﬁ2—0~2))) 2+l§-(1—c(2-(,82—a2))) 2+l§-(1—c(2~(,82—a2)))

—

¢’ B, cBisph ieBs(B—ay)
2+ -(1-c2-(B—ay) 2+1-(1-c2-(Bi—ay) 2+L-(1-c2-(B;—0,)

La expresién (5.16) implica que el determinante de K, en (5.17) es cero y
que las tres filas aportadas a K, por las tres ruedas no son coincidentes (existe
algin menor de orden 2 cuyo determinante es distinto de 0):

ch sB 1-s(f-a)

a) ‘K: =0—> Cﬁz Sﬁz lz's(ﬁz_az) =0

rango[KJzZ—) B sB 1,-s(B—ay) (5.18)
b) Restricciones de las 3 ruedas NO coincidentes
El eje de rotacion de una rueda fija u orientable i viene dado por:
X
(cB sB)- e =-1,-s(8 —q,) (5.19)

donde x e y son respecto al sistema de coordenadas R.
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El corte de los ejes de las tres ruedas viene dado por la ecuacién matricial:

cB sp L-s(B -a,)
B, 5B, |{ 2 J=-{1s(pi-ar) (5.20)
C’B3 S’B3 13'5(163_0‘3)

Por tanto, si se cumple (5.18) los ejes de las tres ruedas se cortan en un
punto (solucién dnica en (5.20)) 6 son paralelos si S, =8,=4, (pero no los tres

coincidentes).

Para ejes paralelos se puede decir que el punto de corte se encuentra en el
infinito (geometria proyectiva).

Asf pues, si rango el rango de la matriz K, es 2 los ejes de tres ruedas fijas u
orientables se cortan en un unico punto (incluyendo el infinito).

Dicho punto de corte viene dado por:

1 .(11 'S(ﬁl_al)'sﬂz_IZ'S(ﬁZ_az)'SﬁIJ sif%f
(xcj= s(B8,-8,) L-s(B—a,)-cB, =1, s(B,~a,)-ch, L (5.21)
Ye _ 1 '(11'3([31—(11)-3,33—13-3( 3_0‘3)'3131] sif =8 ‘
S(ﬁl_ﬁz) ll's(ﬂl (11)-0,33—13-3( 3_0‘3)'0:51 : :

Demostracion 5.2: de la segunda expresion de (5.9)

La demostracidn se va realizar para dos ruedas del tipo fijo u orientables (misma
matriz Jacobiana de rueda), que son las que restringen el movimiento. En caso de
tener mds ruedas la demostracion se repetiria para cada par de ruedas.

En la segunda expresion de (5.9) se parte de:

rango[Ksz 1 (5.22)

Puesto que cada rueda aporta una ecuacion linealmente independiente a K.,
se coge (por ejemplo) la primera fila de (5.3), resultando K, :
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B cBsp L-cB-s(B—-a)
k| OB ma)) 2 AeC (B a2k 1-eC (B -a)) |(523)
Czﬂz Cﬂz'sﬁz lz'cﬁz's(ﬂz_az)

2415 -(1-c2-(B,-0,)) 2+1-(1-c2-(B,-0,)) 2+ -(1-c(2-(B,—,)))

La condicién (5.22) implica que los determinantes de los menores de orden
2 en Kr* nulos:

—2-¢f . b, (B sh
2412-(1=c(2-(B —0,))) 2+12-(1=c(2-(B,—,))) [cB> s,
-2-cf, cf, cB 1-s(B-a)
2412-(1=c(2-(B,—a,))) 2412-(1=c(2-(B,—w,)) (B> L,-s(f,—0,)
-2-cf, . cp, 8B L-s(f-a,)
2417 (1=c(2:(B —,))) 2+1-(1-c(2:(B,~w,))) [$6, 1,-s(f,—a,)

=0

"
rl2

=0 (5.24)

"
rl3

=0

*
r23

Utilizando el mismo procedimiento que en la Demostracion 5.1, el corte de
los ejes de las dos ruedas viene dado por la ecuacién matricial:

b, Sﬁlj,( X j:_ Ls(8-a,) 3.25

(C:Bz sp,) \ =y L-s(B,~a,) 6:2)

Por tanto, si se cumple (5.24) los ejes de las dos ruedas son coincidentes ¢
linealmente dependientes.

Asi pues si el rango de la matriz K,  es 1, los ejes de dos ruedas fijas u

orientables coinciden.

Demostracion 5.3: de la tercera expresion de (5.9)

Se parte de:
rango[Ksz 0 (5.26)

Lo anterior es posible si no hay ruedas fijas ni orientables, ya que cualquiera
de ellas aportarfa al menos una ecuacién linealmente independiente.

En este caso propiamente no se puede hablar del corte de los ejes de las
ruedas fijas y orientables, pero si se puede decir que el CIR puede situarse en
cualquier parte del espacio bidimensional, al no haber restricciones al
movimiento.
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5.4 TRANSMISION DE ERRORES EN LOS MODELOS CINEMATICOS:
ISOTROPIA

La precision/transmision de errores/isotropia de los modelos cinemdticos se va a
estudiar en base a la siguiente ecuacién algebraica genérica:

H-x=y (5.27)

donde x es el vector de salida (incégnita) de dimensién f°, y es el vector de
entrada (conocido) de dimensién f'y H es la matriz de relacién de dimension fxf.

Se dice que el numero de condicién de la matriz H es una medida (de
proporcionalidad si la matriz es cuadrada) de la amplificacién del error relativo al
calcular x en (5.27) (con la pseudoinversa por la izquierda si f>f y con la
pseudoinversa por la derecha si f<f”) respecto al error relativo de los datos de
entrada (y, H) [Golub et al. 83] [Higham 96].

Por ejemplo, un nimero de condicién pequefio produce resultados precisos,
mientras que un nimero grande produce gran amplificacién del error. Un niimero
de condicién igual a la unidad (H isotrépica) no produce error de amplificacion y
es la mejor situacion posible.

Ademads, el nimero de condicién de una matriz se puede definir basdndose
en cualquier norma. La norma Euclidea da lugar a una definicién invariante con
el nimero de condicién:

o= ], =0, o

min

— ke [l,09 (5.28)

donde G ¥ Omin SON los valores singulares mds grande y mds pequefio de la
matriz rectangular H.

De modo que, matrices singulares (6, = 0) tienen un nimero de condicién

infinito, mientras que matrices isotrépicas tienen todos sus valores singulares
iguales y distintos de cero. Para H isotrépica se cumple

“z{HT'}f i f > (5.29)
H-H sif<f

donde k es una constante de proporcionalidad.
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Otro aspecto importante es que las variables de x, ej. velocidades lineales y
angular del vehiculo, pueden ser de diferentes unidades, ej. m/s y s”. Como
consecuencia, los valores singulares asociados tienen diferentes unidades, ej. m™
y sin unidades, resultando imposible ordenarlos [Lipkin et al. 88].

Para resolver este problema, se tiene que introducir la distancia
caracteristica D [Tandirci et al. 92], ej. la velocidad angular se multiplicarfa por
D y su columna asociada en H dividida por D. Este pardmetro se ha optimizado
tradicionalmente en robots manipuladores para alcanzar la mejor precision
(isotropia), denomindndose ese valor distancia natural [Ma et al. 91]. Por
ejemplo, en el vehiculo diferencial la distancia natural es la mitad de la distancia
entre las dos ruedas fijas (5.51).

Una interpretacion de la distancia caracteristica para velocidades lineales y
angulares (6 fuerzas/pares) se muestra en [Stocco et al. 98] como la capacidad
relativa del vehiculo para el movimiento de traslacién y rotacién (con mismos
valores en las velocidades de rueda). Por lo que [Stocco et al. 98] sugiere que la
distancia caracteristica deberia ser elegida para satisfacer las demandas del
movimiento y no ser un pardmetro de disefio arbitrario.

En este sentido, en [Stocco et al. 99] se introducen dos matrices diagonales
que escalan complemente los vectores x e y de (5.27). Esto representa una
generalizacion del concepto de distancia caracteristica como un factor de
escalado. Estos factores pueden ser utilizados para alcanzar las demandas en el
movimiento del vehiculo o para alcanzar la isotropia. Por ejemplo si (5.27) es un
modelo cinemdtico inverso y la matriz H estd convenientemente escalada, las
velocidades de rueda se utiliza completamente (es decir estdn equilibradas) para
satisfacer los requerimientos definidos para el vector de velocidad del vehiculo
sin amplificacién del error.

Sin embargo, si no estd demasiado definido el rango para el movimiento del
vehiculo (ej. no esta claro que velocidades relativas se requieren en direccién del
vehiculo) es razonable simplemente ajustar la distancia caracteristica para
alcanzar la isotropia, a través de la distancia natural, como habitualmente se hace.
Esta opcion serd la que se utilice en el punto 5.5 del capitulo.

En nuestro caso, el vector de entrada y son las velocidades asignadas q, ,

por lo que sélo m (f = m) ecuaciones escalares de (4.5) pueden ser consideradas
para el andlisis de isotropia. Por tanto, las condiciones para isotropia en un
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modelo cinemético se obtendrdn para un conjunto m de velocidades no asignadas
q,. .- En otras palabras, las condiciones de isotropia se establecerdn para no-

amplificacién del error entre el vector de entrada q, y el vector de salida q,, ,

los dos con m elementos escalares. Esta isotropia es bidireccional entre q, y

q,, , - El procedimiento partiendo de (4.4) es:

qna_ns Bna_ns
Q.. |=| B.. M (5.30)
qa Ba

qna_s = (Bna_s : B;l ) : qa

N . (5.31)
(Ba : Bmll_s ) : qna_s = qa ’

donde B, y B,, s deben ser en general matrices no singulares, es decir no
cualquier vector q,,; ¥ q,son posibles para un andlisis de isotropia, el cual

depende de la matriz H= (B, -B;! ).

na_s

Las consideraciones anteriores proporcionan el siguiente criterio: la
1sotropia (no-amplificacion del error) debe alcanzarse. Cuando el vehiculo no
tiene ruedas orientables ni castor éste es un criterio de disefio, ya que las
condiciones de isotropia son permanentes.

En cambio si hay ruedas orientables y/o castor las condiciones se cumplen
para determinadas configuraciones, denominadas configuraciones isotrépicas,
por lo que dicho criterio es de planificacion y/o control. Es decir, el planificador
(generador de caminos) del nivel superior y/o el controlador tienen que
desarrollar caminos y/o acciones de control que produzcan configuraciones
proximas a las de isotropia. En este caso un vehiculo sobre actuado seria util, ya
que permite cambiar de un modelo cinemético a otro, beneficidndose de la
isotropia del segundo.

Un posible criterio de diseiio, para el segundo caso, podria ser calcular los
pardmetros del vehiculo (radios de ruedas, distancias entre ruedas, etc.) para
minimizar el error medio de las condiciones de isotropia (o la media del nimero
de condicién) a lo largo del error de configuracién. Esto conduce a un concepto
de isotropia global.
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Por ejemplo en [Stocco?2 et al. 98] se define la isotropia global como:

0, (H(pardametros, x, ))

min

Isotropia Global = min
w4 eW o (H(pardmetros, x, ))

max

(5.32)

donde o, /0o, es el valor singular mds pequefio/grande de la matriz de relacién

H a lo largo de todo el espacio de configuraciéon W de las variables x del sistema.

X

El indice anterior también depende de los pardmetros del sistema. En
[Stocco?2 et al. 98] se calculan dichos pardmetros para maximizar el indice.

De forma parecida en [Kim et al. 05] se define la isotropia global como la
media de la isotropia local (inversa del nimero de condicién x de (5.28)) a lo
largo de todo el espacio de configuracién, y posteriormente se maximiza a través
de la distancia caracteristica.

El criterio genérico anteriormente formulado, “la isotropia debe alcanzarse”, se
complementa perfectamente con el criterio de singularidad indicado en el
capitulo posterior: “la singularidad debe evitarse”.
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5.5 CARACTERIZACION DE LAS CINCO CLASES DE VEHICULOS

En este punto se van a caracterizar las cinco clases de vehiculos deducidas en el
punto 5.3 para el caso de tres ruedas. El hecho de considerar tres ruedas es por
cuestiones de estabilidad y no implica perdida de generalidad.

En primer lugar dicha caracterizacion consiste en establecer las opciones de
sensorizacion y actuacidn, descritas en el punto 4.4 del capitulo anterior (Figura
4.4 y Figura 4.5), e indicar sus ventajas e inconvenientes practicos.

A continuacién se calcula el modelado cinemético del vehiculo, que a
diferencia de presentado en [Campion et al. 96] incluye las velocidades de rueda.
En ése estudio aparecen entradas sin sentido fisico debido a utilizar sélo parte de
las ecuaciones de rueda, en concreto el primer elemento de (3.11).

Posteriormente se establecen las condiciones de isotropia de los modelos
cineméticos.

Toda la caracterizacién presentada en este punto se completa con la de
singularidad del capitulo posterior.

Para los siguientes apartados se asumird ruedas con mismos valores de
pardmetros 1,,r,,d,;,d,, andy, (cuando sea aplicable). También se considerard la
habitual orientacién de 90° para los rodillos de las ruedas suecas (y=90°) y la

usual orientacion de 0° para la rueda castor respecto a su brazo de
direccionamiento (6=0).

5.5.1 Tipo 1 (3,0): Vehiculo omnidireccional
Este vehiculo tiene movilidad completa ruedas (m=3), por lo que puede moverse
en cada instante en cualquier direccidn sin necesitar reorientacién, de ahi que se
le llame vehiculo omnidireccional.

Esté construido sin ruedas fijas ni orientables, es decir que utilizaria ruedas

omnidireccionales (castor o suecas). En este estudio se consideraran las dos
opciones mas habituales: tres ruedas suecas y tres ruedas castor.

5.5.1.A) Vehiculo omnidireccional con tres ruedas suecas

Dado que hay tres GDLs instantdneos se necesitan al menos tres actuadores
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/sensores para poder actuar/sensorizar sobre todos ellos. Por tanto no hay mads
opcidn que actuar/sensorizar las tres variables de rotacion de las ruedas suecas.

Para modelar cineméticamente este vehiculo la ecuacién (3.14) hay que
considerarla tres veces, una por cada rueda sueca, por lo que (4.1) resulta:

A, -p+A,-9=0 (5.33)
con
o=(g o ¢3)T A, =r-sy-I
c(B+v) s(B+y) 1-s(B+v-a,) (5.34)
A=l cBy+y) s(Bo+v) L-s(By+v-a,)
c(Bs+v) s(Bs+v) L-s(Bs+v—ay)

Una solucién cinematica (4.2) para (5.33) es:

p) (A,
B

Resultando los modelos cinematicos directo e inverso:

p:—r,sq{.A; ¢
5.36
p=—(rsy) A, p (-39

La isotropia de los dos modelos cinemadticos anteriores depende de A,

Como se ha mencionado en la introduccién de este capitulo, el andlisis
completo de isotropia para este vehiculo se puede encontrar en [Saha et al. 95],
por lo que no se va a duplicar aqui. El resultado es que los centros de las tres
ruedas representan los vértices de un tridngulo regular (equildtero) y el plano de
cada rueda es perpendicular a la recta que une el centroide del tridngulo y el
centro de la rueda.

Si el sistema de coordenadas R se coloca en dicho centroide y su eje X cruza
el centro de la primera rueda (ver Figura 5.1), los pardmetros son
a, =0, a, =120°, a, =240°, B, =a,, . =L, y (5.36) resulta:
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0 V3 3[4
p=_' -2 1 1 : {02
—1/L -1/L -1/L) (¢
’ (5.37)
) 0 -1 -L
1

o, _L V3/2 05 -L|-p
9,) " (-\3/2 05 -L

1 |\
L
Rx
__N
Ry
2 3

Figura 5.1- Vehiculo omnidireccional (tipo 1) isotrépico con tres ruedas suecas

5.5.1.B) Vehiculo omnidireccional con tres ruedas castor

Puesto que hay tres GDLs instantdneos, se necesitan al menos tres
actuadores/sensores para poder actuar/sensorizar sobre todos ellos.

Las posibles actuaciones consistentes (al margen de las configuraciones
singulares que se puedan producir de forma instantdnea, ver Capitulo 6) son:

Accionar las tres velocidades de rotacidn de las tres ruedas castor.
Accionar las tres velocidades de direccion de las tres ruedas castor.
Accionar dos velocidades de rotacion y una de direccion.

Accionar dos velocidades de direccién y una de rotacion.

000D

Sensorizando las mismas velocidades que en la actuacién consistente se
tendria una sensorizacién bésica y al sensorizar alguna velocidades mds resulta
una sensorizacion consistente.
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Desde un punto de vista prictico, suele ser preferible actuar sobre las
velocidades de rotacién de las ruedas casfor puesto que normalmente necesitan
menores pares motor que los requeridos por las velocidades de direccion.
Ademads, la traccién del vehiculo es mejor sobre la superficie de trabajo al actuar
sobre la rotacion de las ruedas.

Al sensorizar también las velocidades de rotacién dan un valor angular
mayor para un mismo desplazamiento que en el caso de las velocidades de
direccion. Esto permite un menor error para la misma resolucién del encoder que
sensoriza la velocidad de rotacién/direcciéon. Aunque, dado que los dngulos de
direccion estdn presentes implicitamente en la cinemdtica, es imprescindible
sensorizar dichos dngulos para poder calcular la solucién dada por los modelos.

En cuanto al modelado, la ecuacién (3.12) hay que considerarla tres veces,
una por cada rueda castor, por lo que (4.1) resulta:

Ap-p+Aw'[’éj=0 (538)
12
con
B=(5 B B) =2 & @)
. Cﬂl Sﬂl ll's(ﬂl_al)_d
A= ) A B s(aa)—a (539
cf, sf 1y-s(f—ay)—d
A _Sﬂl C:BI 11'(:(:31_&1)
Ap:[Apl) Ap2: =sp, cf, (B -a,)
" =sf, B 1-c(f-a)
En este caso, una solucién cinemadtica (4.2) para (5.38) es:
p I
B|=| Wd)A, |n (5.40)
p) \-(/r)-A,

Los modelos cineméticos directos, con S o ¢ como velocidades asignadas
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(el resto de posibilidades se omiten), e inversos son:

. pl . ) A;IZ
m:d Ao g [P (;j:_r' A g [®
GO A (5.41)
B (1d-AL Y
[¢]_[_1/r'Ap2]'p

En [Low et al. 05] se indica que la condicién de isotropia para los modelos
directo e inverso anteriores se alcanza con los ejes de direccionamiento en los
vértices de un tridngulo equildtero y con d = r. Sin embargo, este resultado de
isotropia s6lo es vdlido si se desprecia la distancia d del brazo de direccion
respecto a la distancia entre el centroide del tridngulo y el eje de direccién. En
caso contrario las condiciones de isotropia dependen de los dngulos de direccién.

De hecho, el andlisis isotrépico complete (para q,, , =p) se puede encontrar

[Kim?2 et al. 04], donde las configuraciones isotropicas (valores de 5, B,, 5, ) se

caracterizan en el modelo cinemdtico directo dependiendo del conjunto de
velocidades asignadas. Ademads, estos autores desarrollan en [Kim et al. 05] una
optimizacién de la isotropia global a través de la distancia caracteristica. La
isotropia global la definen, para un conjunto de velocidades asignadas, como la
media de la inversa del nimero de condicién (isotropia local) a lo largo del
espacio de configuracion dado por B, 5,, y B;.

Tanto [Low et al. 05] como [Kim2 et al. 04]-[Kim et al. 05] consideran
ocasionalmente més de tres velocidades asignadas, ej. articulaciones accionadas,
lo que no es 16gico dentro del marco de modelos sin deslizamiento de (4.2).

Con las condiciones de isotropia de [Low et al. 05] y situando el sistema de
coordenadas R en el centroide de este tridngulo, con su eje X cruzando el eje de
direcciéon de la primera rueda (ver la Figura 5.2), los pardmetros resultan:
a, =0, a,=120°, o, =240°, 1. =L,r=d . Su sustitucién en (5.41) se omite
puesto que los modelos no se simplifican significativamente.
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Figura 5.2- Vehiculo omnidireccional quasi-isotrépico con tres ruedas castor

5.5.2 Tipo 2 (2,0): Vehiculo diferencial

Este vehiculo tiene una rueda fija independiente y otras posibles ruedas
omnidireccionales, resultando una movilidad m=2. Este estudio considera dos
ruedas fijas, numeradas 1 y 2, con un eje de rotacién comun (el cldsico
mecanismo diferencial) mas una rueda omnidireccional, numerada 3, bien sueca
o castor. Por lo que surgen dos posibilidades.

Para actuar/sensorizar sobre los dos GDLs instantaneos del vehiculo se
necesitan al menos dos actuadores/sensores. Al estar caracterizado este vehiculo
por las ruedas fijas dicha actuacidon/sensorizacion se centra normalmente en ellas,
concretamente en su velocidad de rotacién. Mds aun cuando dichas ruedas suelen
tener mayor tamafo e importancia que las adicionales del tipo omnidireccional,
normalmente con la unica finalidad de estabilizar el vehiculo. La actuacién sobre
las dos ruedas fijas se realiza con un mecanismo denominado diferencial, que les
transmite el movimiento y da nombre al vehiculo.

Para este vehiculo el origen del sistema de coordenadas R se ha situado (ver
las Figuras 5.3 y 5.5) en el punto medio de la recta que une las dos ruedas fijas y
con su eje X coincidente con dicha recta, por lo que los pardmetros resultan:
Bl :[_))2 =aq, :0, o, =T, 11 =12=112.

Como excepcidn, para este vehiculo no se asumird el mismo radio para las
tres ruedas en las ecuaciones del modelo.
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5.5.2.A) Vehiculo diferencial con rueda sueca

Para este vehiculo, mostrado en la Figura 5.3, hay que utilizar dos veces la
ecuacion (3.11) y una vez la (3.14), por lo que (4.1) resulta:

A, p+A, - 9=A p+A, (¢ @ @) =0 (5.42)
con
00 0 1 0 0
r 0 0 0 1 1,
A, =00 0| A= 1 0 0 (5.43)
0r, 0 0 1 -1,
0 0 g —sB; cpP, 13~C(B3—0L3)

NA

Figura 5.3- Vehiculo diferencial (tipo 2) con rueda sueca

Una solucién cinemadtica (4.2) para (5.42) es:

0 0
_112 _112
. -1 1
(Pj: 21, /t 0 ~n (5.44)
4 0 2-1,/r,
1, -cBy+1c(By—a;) 1,-cBpy—1,-c(B,~a,)
I I

Los modelos cinemadticos directos e inversos se pueden obtener de forma
inmediata de (5.44) aplicando (4.5) para cualquier par de velocidades que no

incluya v,. Por ejemplo, para q,=(¢, @,)'y q,=(v, ®)" se obtienen los
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clasicos modelos diferenciales directo e inverso:
0 0 .
p= -1,/2 -1,/2 (zl (5.45)
-15/(2-1,) 1,/(2-1,) :
v, 0 0 v
P |= _l/rl _112/r1 ( 6:)] (546)
o, =Ifr, 1,/r,
donde ¢, se omite para reconocer mejor los modelos.
Para el andlisis de isotropia se considerardn las siguientes relaciones,
obtenidas de (5.44), entre las velocidades no nulas del vehiculo y las de rueda:
(38 -
—1/1‘2 112/r2 w o, | (5.47)
-1/, -1,/ )(V)j:(g
—Cﬁ3/1’3 —13-0([33—(13)/1‘3 @ 2
Como se ha comentado en el punto 5.4, es necesario introducir en (5.47) las
distancias caracteristicas D; y Dy:
_1/r1 _112/(r1 'Dl ))( Vy j:(({')l
—1/1‘2 112/(1.2 'D1) D1 ‘Q ?, | (548)
( _1/r1 _112/(r1'D2) )( Vy j: (01)
—CB3/I‘3 —13'0([33—0,3)/(1‘3']32) Dz'w ?;
Para establecer las condiciones de isotropia se aplica (5.29):
Ve o)
| 2 =k I (5.49)
(1)) 1215 1)
1 1
17+(CB3]2 L, _+ 1;-cB, "7C(B3_a3)
L L D, 1 1;-D, _ (5.50)
1, +13'CB3'2C(B3_(13) [ 1122 7+(13'C(B3_U~3)J2] ’
1y -D, D; -1 D,

2
D,
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De (5.49) se obtienen los siguientes valores de pardmetros:
r=r, D=1, (5.51)

Por lo que la isotropia de la primera relacion de (5.48), entre las velocidades
del vehiculo no nulas (v,,®) y las velocidades de rotacion de las dos ruedas fijas

(¢,,9,), se alcanza para el mismo radio en dichas ruedas (5.51).

De (5.50) se obtienen dos ecuaciones: la primera (equivalencia de los
elementos (1,1) y (2,2) de la matriz del miembro de la izquierda de (5.50)) se
utiliza para calcular la distancia caracteristica D,, y la segunda proporciona la
siguiente relacion:

0[33-13-0([33—(13):—112-(r3/r1)2:—C1 (5.52)

Esta condicién de isotropia significa, ver Figura 5.4 (a), que la componente
X (respecto al sistema R) del vector de distancia entre el origen de R y la linea
definida por el plano de la rueda sueca, es igual a la constante negativa —C;.

Si se considera un sistema de coordenadas R’ (en lugar de R) situado en la
primera rueda fija, la expresion (5.52) es vélida pero con 1;; = 0. En ese caso la
condicién de isotropia (5.52) resulta B,=290°, Figura 5.4 (b), donde el
movimiento de avance viene dado por la rotacion de la rueda fija y el angular por
la rotacion de la rueda sueca. Notar que la solucién de isotropia B, —o, =£90° y

1, =0 no son vilidas porque producen singularidad cinematica (ver Capitulo 6).

C =1, (r/n )2

(@) R (1122 0) (d)R* (1,2=0)

Figura 5.4- Condiciones de isotropia para el vehiculo diferencial (tipo 2) con una
rueda suecay con q, =(¢, )" 'y q,.,=(v, ®" 0q, =", ©)"
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5.5.2.B) Vehiculo diferencial con rueda castor

Para este vehiculo, mostrado en la Figura 5.5, hay que utilizar dos veces la
ecuacion (3.11) y una vez la (3.12), por lo que (4.1) resulta:

Ap'p+Aw'qw=Ap'p+Aw'(¢l ¢2 ¢3 ﬂ3) =0 (553)
con
00 0 O 1 0 0
r 00 0 0 1 1,
{00 0 O |1 0 0 5.54

A, = 0r, 0 O AP_ 0 1 -1, ( )

001 O =sp, cf; L-c(f,—ay)

000 —d, B, sBy 1-s(Bi—ay)-d,

2 A0 1|,
<l 2

e, S ROTT

|
|
|
|
|
|
|
1
|
I

b
A

Figura 5.5- Vehiculo diferencial (tipo 2) con rueda castor

Una solucién cinematica (4.2) para (5.53) es:

P)_(0 -, -1 21,/x 0 afr, —a/d+1)"
(QW\J_(O _112 1 0 2'llz/rz az/r3 —a4/d—1 L (555)

con
a =1, ch+l-c(B-0y) a,=1,cf-1-c(f-a,) (5.56)
a; =1, sf+1s(B—a;) a, =1, sf—1;s(f~a,) .

Como antes, los modelos cinematicos directos e inversos se obtienen
directamente de (5.55) aplicando (4.5) para cualquier par de velocidades
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asignadas que no incluya v,. En particular para (¢, ¢,)" y (v, @' como q,
resultan los mismos cldsicos modelos directos e inversos de (5.45) y (5.46).

Para ese caso, las relaciones de (5.47) y las condiciones de isotropia (5.51) y
(5.52) son vélidas. Pero ahora, dado que el dngulo de direccién S, es variable, la

isotropia de (5.52) se alcanza para una configuracién particular, Figura 5.6 (a).

Ademds, las siguientes nuevas relaciones entre velocidades pueden
considerarse para isotropia:

(ﬂj _1/r1 —112/(D4~I‘1) v

ho|= % 1,-s(B,—0,)-d ( ’ )

Z d d-D, Dy
—cfB, —ly-c(f~a,)

ol Pgw] 8

B) | 3B 1i-s(f—a)-d | (Do (5.57)
d d-D,

. 2'112'r3'a4+d .112.d.a2 .
A el
. 2~112'I‘3'd_a3 _2.112.(1‘611 A

I, - ds L-a

con a;=2-1,-(1,-s g +d-cf,)
donde las distancias caracteristicas necesarias D, y D5 han sido introducidas.

Después de aplicar (5.29) a (5.57),, se obtiene:

sB-(1;s(B—a)-d)=—(d/r,) 1, =-C, (5.58)

La configuracién isotrdpica (valor de f,) que cumple (5.58) es tal que la
componente X respecto al sistema R del vector de distancia entre el origen de R 'y
la linea definida por el eje de rotacidn de la rueda castor, es igual a la constante
negativa —C, (ver Figura 9 (b)). Notar que esta configuracion isotrépica no es
possible seguro cuando (I3+d) < 112-(d/r1)2 = C,, en caso contrario su existencia
depende de as.

Con el mismo procedimiento, para (5.57), se obtiene:

(d/r3)2'C:B3'13'C(ﬂ3_a3):_sﬂ3'(13'3(183_“3)_(1) (559)
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La Figura 9 (c) muestra de forma gréfica la correspondiente configuracién
1sotrépica: la componente X (c;) del primer vector de distancia (entre el origen
de R y la linea que define el eje de rotacién de la rueda castor) es igual al valor
negativo de la misma componente X (c;,) del segundo vector de distancia (entre el
origen de R y la linea definida por el brazo de direccién de la rueda castor)
multiplicado por el factor (d/rs)*. Esta configuracién isotrépica siempre existe.

Para (5.57). se obtienen las siguientes relaciones:
(d+a,)-a,/t}=(d—a,)-a/ 1}

5.60
r32'((d+a4)2-r22+(d—cz3)2 'r12)=d2-(a12'r22+a22'r12), (5.60)

las cuales, asumiendo el mismo radio r par alas tres ruedas y sustituyendo los
valores de a;, ay, as, y a4, de (5.56), resultan:

(13 '0(153_“3))'((1_13 '5(153_“3)):(112 'Sﬁ3)'(l12 'Cﬁ3)
= C5C=0C5C
(112'5133)2""(d_13'5(ﬁ3_0~3))2=(d2/r2)'
(e B +(L c(Bi-a) )= e +cp =(a°/1°) (el +3).

(5.61)

_ 2/2
Cl —llz'rs /rl

,3 =1y &/
N-;-:-:-:-:-

(b)

(C) qa = (¢3 183)-[ ('Inais :(Vy w)T (d) qa = (¢1 (bz)T ('Inais :(¢3 183)T

Figura 5.6- Condiciones de isotropia para el vehiculo diferencial con rueda castor
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Las variables anteriores cs, ¢4, Cs, ¥ ¢ S€ han representado en la Figura 9 (d).
La primera condicién de isotropia de (5.61) indica la equivalencia del 4rea de dos
rectdngulos, mientras que la segunda no tiene un significado griafico evidente.
Notar que para alcanzar simultineamente las dos condiciones de isotropia, una
constante ademds de la variable de configuracién B, (ej. «,) se debe disefiar

apropiadamente.

5.5.3 Tipo 3 (2,1): Vehiculo con una rueda orientable

Este vehiculo tiene una rueda orientable independiente y otras posibles ruedas
omnidireccionales. El grado de movilidad, y por tanto el nimero de velocidades
que se pueden asignar independientemente, es dos. Esto se debe a tener una
ecuaciéon de restriccion. Ademds hay un GDL aparente aportado por la
reorientacion de la rueda orientable.

Un ejemplo de este tipo es el sincrono (Synchro Drive) donde miltiples
ruedas orientables se sincronizan para tener siempre la misma orientacion.
Debido a esta sincronizacién todas equivalen conceptualmente a una dnica rueda
y por tanto s6lo se aprovecha uno de los dos GDLs instantdneos, mas el aparente.

Al desaprovechar este GDL instantdneo se evita*™ actuar/sensorizar alguna
rueda omnidireccional adicional, de menor tamafio e importancia. Manteniéndose
un GDL instantdneo y otro aparente, suficiente en la mayoria de casos.

*Nota: Actuando/sensorizando sélo la rueda orientable, que caracteriza al vehiculo,
no se abarca toda la movilidad, ya que s6lo se tendria su velocidad de rotacion.

En este estudio se considera la rueda orientable, numerada 1, y dos ruedas
adicionales omnidireccionales del mismo tipo, numeradas 2 y 3.

La actuacién consistente vendria dada por actuar sobre la velocidad de
rotacién de la rueda orientable y la de una rueda omnidireccional adicional. Con
esas mismas velocidades sensorizadas se consigue la sensorizacién bdsica, y
sensorizando alguna mds se convierte en consistente. Ademds, se debe
accionar/sensorizar la direccién de la rueda orientable para disponer de su GDL
aparente/computar los modelos cinemadticos.

Para este vehiculo el origen del sistema de coordenadas R se ha situado en el
centro de la rueda orientable (ver Figuras 5.7 y 5.9), por lo que 1, = 0.
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5.5.3.A) Vehiculo con una rueda orientable y dos suecas

Para el modelado de este vehiculo, mostrado en la Figura 5.7, la expresion (3.11)
se ha de utilizar una vez y la de (3.14) dos veces, por lo que (4.1) resulta:

A, p+A, - 9=A p+A, (¢ @ @) =0 (5.62)
con
0 0 0 B sp, 0
r 0 O —sfB  cf 0
A =0 A = I I 5.63
=10 0| AT =sp, cp, Lec(p-a, (5:63)

L -c
—-sB, cB, 13-0([33—(13)

(e
(=
sl

Figura 5.7- Vehiculo con una rueda orientable (tipo 3) y dos ruedas suecas
A solucién cinemética (4.2) para (5.62) es:

sp, 0

-, 0
P)_ 0 1
Ha o
C(ﬁl_Bz)/rz _lz'C(Bz_az)/rz
C(ﬂl_B3)/r3 —13~C(B3—0L3)/r3

(5.64)

Los modelos cinemdticos directos e inversos se obtienen directamente de
(5.64) aplicando (4.5) para cualquier par de velocidades excepto (v, v,)". Notar
que, (5.64) es directamente un modelo inverso donde las velocidades asignadas
son el movimiento de avance del vehiculo en la direccién del plano de la rueda
orientable y el angular.

Para el andlisis de isotropia existen seis relaciones entre pares de
velocidades de ruedas y pares de velocidades del vehiculo. Con el procedimiento
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mostrado para el vehiculo de tipo 2, cada una de esas seis relaciones da lugar,
aplicando (5.29), a una condicién de isotropia.

En concreto, par alas velocidades asignadas q, = (¢, ¢,)" se obtiene (5.65),,
independientemente de las velocidades del vehiculo consideradas. De igual
modo, para las velocidades asignadas q, = (¢, @,)" resulta (5.65),.

c(B _B2)' (Bz_az)_o (5.65)
c(B—B;) 1;-c(By—ay) /rz —B,)-1,-¢c(B,~0,)
Las soluciones permanentes {B,-a,=+90°} para (5.65), y {B,-a,=
B, —a, =%90°} para , no son vdlidas porque producen singuaridades cinematicas
(ver Capitulo 6).

La configuracion isotrépica (valor de f,) dado por (5.65),, ver la Figura 5.8

(a), es tal que la rueda orientable es perpendicular a la primera rueda sueca.
Mientras que la dada por (5.65),, ver la Figura 5.8 (b), es tal que la componente X
(c7) respecto al sistema E; del primer vector de distancia entre el origen del
sistema E; y la linea definida por el plano de la rueda (sueca) 3 es igual al valor
negativo de la misma componente X (cg) de la otra rueda sueca multiplicada por
el factor (r3/r,)”. Estas configuraciones isotrGpicas siempre existen.

(@) q, = @) (b) 4, = (@, §)" > 7= cs(ry/ 1)
Figura 5.8- Configuraciones isotrdpicas para el vehiculo tipo 3 con ruedas suecas

Cabe sefialar que la solucién S =p, =B,, que cumple simultdneamente las

dos condiciones de (5.65), no es vidlida por que produce una singularidad
cinemdtica (ver Capitulo 6).
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5.5.3.B) Vehiculo con una rueda orientable y dos castor

Para el modelado de este vehiculo, mostrado en la Figura 5.9, la expresion (3.11)
se utiliza una vez y la (3.12) dos, resultando (4.1):

. @ . A
Ap'p"’Aw'(ﬂ]:Ap'p"'Aw'(ﬂ o, 9 B ﬁ3) =0 (5.66)
con
ch sp 0
-sfB cf 0

0 0
(I" ] A = _Sﬂz Cﬂz lz'c(ﬂz_az (567)
I

)
P _5183 0133 13'0(133_“3)
cp, sB 1,
By sf 1-s(B—ay)—d

Figura 5.9- Vehiculo con una rueda orientable (tipo 3) y dos ruedas castor

Una solucién cinemdtica (4.2) para (5.66) es:

s, 0
—cp 0
. 0 1
Pl yr 0
N cBalr —ycBofr [T (5.68)
B cfyft —lcB/r
sB,/d 1,-sB,/d-1

S:6)13/d I 'Sﬂ33/d_l
con: B, ==L, By =B =B, B =B =0, By = Py — 0y

Nuevamente (5.68) se puede considerar un modelo cinemadtico inverso con
las mismas velocidades asignadas de antes.
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Los modelos cinematicos directos € inversos se obitenen directamente de
(5.68) para cualquier par de velocidades asignadas excepto (v, v,)", surgiendo

ocho posibilidades:

qal :(901 (pz)T qaz :((pl ﬁZ)T qa3 :((pz (pz)T qu :(182 :B%)T (5.69)
W= 8) 4= B) 4,=0, 0" q;=0, »)'

Por lo que quince relaciones pueden considerarse para el andlisis de
isotropia: seis entre un par de velocidades de rueda (q,....,q,) y un par de

velocidades del vehiculo (q,,, q,, or n, no importa cual); y nueve entre dos pares

de velocidades de rueda. Aqui se analizard la isotropia de las seis primeras
relaciones ya que tienen mas utilidad préctica que las otras.

Con el procedimiento utilizado para el vehiculo de tipo 2 cada una de esas
seis relaciones da lugar, al aplicar (5.29), a una condicién de isotropfa:

q, —>cf,cf, =0

q, —sB, (d=1,sf4,)=0

q; 2L chy-cB,=-1¢cf-ch;

q, =8B, (d=1,sB,)==sB,(d-1,s ;)
qz\S _)12 'Cﬁzz 'Cﬂlz :_(r/d)2 'Sﬁlz '(d_lz 'Sﬁzz)
(las —1,-cfy-cf, :_(r/d)2 8B '(d_13 Sﬁn)

(5.70)

El significado, ver la Figura 5.10, de las correspondientes configuraciones
isotrépicas (sdlo se consideran las no singulares, ej. B,, =90° para (5.70), es

singular, ver Capitulo 6) es:

- (5.70), el brazo de direccion de la primera rueda castor es perpendicular a la
rueda orientable;

- (5.70), el brazo de direccién de la primera rueda castor es paralelo a la rueda
orientable;

-(5.70). la componente X (cjo) respecto al sistema E; del vector de distancia
entre el origen de E; y la linea definida por el brazo de direccién de la
primera rueda castor es igual al valor negativo de la misma componente
X (c1y) de la otra rueda castor;

-(5.70)4 la componente X (cjp) respecto al sistema E; del vector de distancia
entre el origen de E, y el eje de rotacién de la primera rueda castor es
igual al valor negativo de la misma componente X(c3) de la otra castor;
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- (5.70). la anteriormente definida componente c;, es igual al valor negativo de
la componente c;, multiplicada por (r/d);

- (5.70); la anteriormente definida componente c|q es igual al valor negativo de
la componente c;; multiplicada por el factor(r/d)’.

3 2 .
X @(02

?

(©) CL; > cp=cn

@3*@ E1x 182
-

(e) c.1.45 > cp= Clz'(r/d)2 (f) élaé > cp= C13'(r/d)2

Figura 5.10- Configuraciones isotrépicas para el vehiculo tipo 3 con ruedas castor

Las anteriores configuraciones isotrépicas siempre existen.
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5.5.4 Tipo 4 (1,1): Vehiculo triciclo y bicicleta

Este vehiculo tiene una rueda orientable independiente y otra rueda fija
independiente. En este estudio se considerard una rueda orientable (no. 1), una
rueda fija (no. 2) y una tercera rueda (no. 3): fija dependiente, sueca o castor.

Este vehiculo tiene un grado de movilidad (m=1), por lo que no tiene sentido
aplicarle el andlisis de isotropia ya que, dentro del marco cinemédtico sin
deslizamiento de (4.1), s6lo una velocidad es libremente asignada, resultado
cualquier relacién entre velocidades escalar. Ademds hay otro GDL aparente
aportado por la direccién de la rueda orientable.

Para disponer del GDL instantdneo se necesita un actuador/sensor. Ademas,
se debe accionar/sensorizar la direccion de la rueda orientable para disponer del
GDL aparente y poder computar los modelos cinemadticos.

Si la actuacién se realiza sobre la rueda fija (trasera), se consigue una
traccion trasera. En el caso de dos ruedas fijas dependientes se realiza a través del
mecanismo diferencial ya comentado para el vehiculo tipo 2, que se coordina con
la orientacién de la rueda orientable. Este mecanismo también sirve para
sensorizar las velocidades de rotacién de las ruedas fijas.

Si se actia sobre la velocidad de rotacion de la rueda orientable la traccién
es delantera. En ocasiones, se actia simultaneamente sobre el mecanismo
diferencial y sobre la rueda orientable (traccién completa) siendo necesaria la
coordinacidn entre ambas actuaciones para evitar deslizamiento.

5.5.4.A) Vehiculo triciclo

Este vehiculo cldsico consiste en una rueda orientable y dos ruedas fijas
simétricas. Este vehiculo se muestra en la Figura 5.11, donde el origen del
sistema R se ha situado en el punto medio del eje de rotacién de las ruedas fijas,
y su eje X coincidente con este eje de rotacion.

Una variante del vehiculo triciclo es el coche tradicional. Esta variante
consiste en utilizar dos ruedas orientables acopladas a través del mecanismo de
direccionamiento de Ackerman, resultando equivalentes a la tinica del triciclo.
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Para el modelado de este vehiculo la ecuacién (3.11) se utiliza tres veces,
resultando (4.1) (con los parametros de la Figura 5.11: I, =1, =15, B, =B, =0°,

a,=0°, a, =180° y a, =90°):

1 0 0
1 0 0 @
—_— . 1
Ap.p+Aw-¢= C€3 Sf3 13lCﬂ3 p+r((l)j[¢2J=0 (571)
12 %

0 1 -1,
_Sﬁs Cﬁs 13'5153

cb@@

Lo
1.
2 ¢
ot il
L L Vi 12 J

Figura 5.11- Vehiculo triciclo (una rueda orientable y dos fijas dependientes)

Una solucién cinematica (4.2) para (5.71) es:

0
13'C183
: 3B,
(gj: —(L-sB +1,-cB,)/r | T (5.72)

(L'Sﬁs _13 ~C,B3)/I'
-1,/r

Los modelos directos e inversos se obtienen directamente de (5.72) aplicando
(4.5) para cualquier velocidad asignada excepto v,.
5.5.4.B) Vehiculo bicicleta con rueda sueca

Este vehiculo, mostrado en la Figura 5.12 (a), tiene una rueda fija alineada con
una rueda orientable, y otra rueda sueca. El sistema de coordenadas R se ha
situado en el centro de la rueda fija y con su eje X concidente con el eje de
rotacion de dicha rueda.
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Para el modelado de este vehiculo la ecuacién (3.11) se utiliza dos veces y la
(3.14) una, resultando (4.1) (con los pardmetros obtenidos de la Figura 5.12 (a): 1;
=0, B,=0° a,=90°):

1 0 0
B B ch o [#
A, p+A,-9= 0 1 0 -p+r-(lj~ o =0 (5.73)
—sp, cf, 1,-sp, [}
=By By 1-c(By—ay)
Una solucién cinemadtica (4.2) para (5.73) es:
0
1,-cf,
. 5182
(P) - 1,-cB,/r " (5.74)
@ -1, /r
1 (1-c(By—ay)sp,
_;("'12 'Cﬂz 'Cﬁs \J

Como antes, los modelos cinemadticos particulares se obtienen de (5.74)
excepto para v, como velocidad asignada.

(a) con rueda sueca (b) con rueda castor

Figura 5.12- Vehiculo bicicleta con rueda adicional sueca o castor

5.5.4.B) Vehiculo bicicleta con rueda castor

Este vehiculo, mostrado en la Figura 5.12 (b), tiene una rueda fija alineada con
una rueda orientable, y otra rueda sueca. El sistema de coordenadas R se ha
situado como en el subapartado 5.5.5.B).
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Para el modelado de este vehiculo la ecuacién (3.11) se utiliza dos veces y la
(3.12) una, resultando (4.1) (con los pardmetros obtenidos de la Figura 5.12 (b):
1, =0, B, =0°, a, =90°):

1 0 0
b sh —,ch, 0 ¢1
. . 0 1 0 . ()
Ap ‘p+AW 4= —Sﬁz Cﬁz 12 'Sﬁz p+(r1] Z,% =0 (5.75)
_Sﬁs Cﬁs 13 -C(ﬁ3—(l3) - ,@
Cﬁs Sﬁs 13~S(,33—(13)—d
Una solucién cinemadtica (4.2) para (5.75) es:
0
1,-¢h,
sB,
p -1, cfy/r
o |- /e . (5.76)
IB} _1(13'0(,33—%)'5@)
‘ r \+l,-cf, cf
l((h s(B; _a3)_d)'sﬁ2j
d \+1,-cB,-sp,

Como antes, los modelos cinemadticos particulares se obtienen de (5.74)
excepto para v, como velocidad asignada.

5.5.5 Tipo 5 (1,2): Vehiculo con dos ruedas orientables

Este vehiculo estd caracterizado por dos ruedas orientable independientes. En
este estudio se consideraran estas dos ruedas, numeradas 1 y 2, un una rueda
omnidireccional, numerada 3, bien sueca o castor.

Como en el vehiculo tipo 4, este vehiculo tiene un grado de movilidad (m=1)
y por tanto el andlisis de isotropia n es aplicable. Ademds del GDL instantidneo y
hay dos aparentes debidos a la direccion de las dos ruedas orientables.

Por tanto se necesita un actuador/sensor para actuar/sensorizar sobre el GDL
instantdneo y dos aguadores/sensores en las direcciones de las ruedas orientables
para disponer de los 2 GDL aparentes/computar los modelos cineméticos.
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Este tipo de vehiculo se utiliza menos en la prictica debido a su falta de
simetria y a la necesidad de utilizar tres actuadores y tres sensores, sin que
ademds se consigan los 3 GDLs instantdneos como en el tipo 1.

El sistema de coordenadas R se ha situado, ver la Figura 5.13, en el punto
medio de la recta que un las dos ruedas orientables, y con su eje X coincidente
con dicha recta. Los pardmetros resultan: 1; =1, =15, o, =0°, o, =180°.

(a) con rueda sueca (b) con rueda castor

Figura 5.13- Vehiculo con dos ruedas orientables (tipo 5)

Para el modelado de este vehiculo con rueda sueca, ver Figura 5.13 (a), la
ecuacion (3.11) se ha de utilizar dos veces y la (3.14) una, resultando (4.1):

Cﬂl Sﬂl 112'516‘1
B, sp -1, -sp, 0 ¢1

A prA,-p=|—sB B 1,-h .p+r.®. & |=0 (5.77)
=sp B, l,cf, ?

=sBy By L-c(By—ay)

Mientras que para el modelado del vehiculo con rueda castor, ver la Figura
5.13 (b), la ecuacioén (3.11) se ha de utilizar dos veces y (3.12) una, resultando:

Cﬁl Sﬁl 112'Sﬁ1 .
. Cﬂlzg sl% —112~f6,52 0 @
. o) |-sf cf 1,-cf . b _
App+Aw(ﬂ3J: _Sﬂz Cﬂz _llz'cﬁz p+[r_dIJ % = (578)
_Sﬁs Cﬁs 13'C(,33 _0"3) ﬁ3

B, B Ly-s(f—05)—d
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Una solucién cinematica (4.2) para (5.77) y (5.78) es:

21, 'Sﬂl 'Sﬁz
1, s(B+5,)
Sz(lﬁz_gl)/
(gj: g - (5.79)
1 [S(ﬁz_ﬁl)'ls'c(ﬁs_as)]
= +2:1,-8f, -3, - sPy
+,s(B +B,) B,
—2-1, -8B, -sp,
L, s(B,+5,)
S(ﬂz_ﬁl)
=21, 8B, /r
l‘) —2~112~Sﬁ1/1‘
[¢]: 1 [2'112'5ﬁ1'5ﬁ2'5ﬂ3 ] n (580)
ﬁ.s == +l, s(B +5,) cp,
+s(B, = )15 -c(By—ay)
—2:1,-8f3,-sf, -cp,
'(""112 s(Bi+B,) 8B, J
+s(8,=8)-(1;-s(B, —0;)—d)

Los modelos directos e inversos se pueden obtener directamente de (5.79) y
(5.80) aplicando (4.5) para cualquier velocidad como asignada.
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5.6 RESULTADOS MAS RELEVANTES Y CONCLUSIONES DEL
CAPITULO

A continuacién se indican los aspectos mds relevantes que aporta el capitulo:

Las restricciones al movimiento aportadas por cada tipo de rueda son
analizadas a partir de la matriz Jacobiana de rueda como alternativa al
planteamiento de [Campion et al. 96]. Estas restricciones son las que dan
lugar a la posterior clasificacién de vehiculos.

Se han descrito y analizado las distintas opciones de actuacién y
sensorizacion para cada tipo de vehiculo.

Se han obtenido los modelos cinemdticos para cada tipo de vehiculo, los
cuales son genéricos e incluyen variables de rueda, a diferencia de [Campion
et al. 96] que utiliza variables sin sentido fisico.

Un completo andlisis de isotropia (transmisién de errores en el modelo) se
ha desarrollado para los modelos cinematicos.

El modelado, andlisis de actuacién/sensorizacién y la caracterizaciéon de
isotropia para todos los tipos de vehiculos representa (junto con el estudio de
singularidad del Capitulo 6) una guia de la cinemaética de vehiculos titil para
el disefio mecdanico, desarrollo de aplicaciones de control, la planificacion de
caminos, etc.

Las demostraciones del subapartado 5.3.1 son originales.






CAPITULO 6

SINGULARIDAD DE LOS MODELOS
CINEMATICOS DE VEHICULOS

6.1 INTRODUCCION

Un hecho importante es que, en general, los modelos cinemdticos
correspondientes dependen de los pardmetros de las ruedas y de los dngulos
variables de las ruedas castor y orientables. De modo que hay valores especiales
para los pardmetros y dngulos variables en los que surge la singularidad del
modelo cinemdtico. Esta singularidad implicard, segin se describe en el punto
6.2 posterior, deslizamiento seguro o pérdida de movilidad en el vehiculo.

La caracterizacién de la singularidad ha sido ampliamente estudiada para
robots manipuladores, ver [Tourassis et al. 92] [Dinesh et al. 92] [Liu et al. 03]
[Lipkin et al. 91] entre otras publicaciones relevantes. Por el contrario, en
vehiculos solo unos pocos autores han realizado alguna aproximacién a este
respecto. Por ejemplo, en [Yi et al. 02] se presenta un estudio parcial para un
vehiculo omnidireccional con ruedas castor, mientras que es no-singular con tres
ruedas suecas [Loh et al. 03]. El estudio de [Leow et al. 02] se centra en el caso
de tres ruedas orientables de forma poco acertada.

El objetivo de este capitulo es proporcionar un estudio completo sobre la
singularidad de los modelos cinemadticos de vehiculos. El contenido de cada
punto del capitulo se describe a continuacion.
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En primer lugar en el punto 6.2 se reformulan las ecuaciones de rueda y la
ecuacion compuesta del vehiculo para que puedan ser utilizadas
convenientemente en un punto posterior.

A continuacién, en el punto 6.3 se introduce la problemética de la
singularidad de los modelos cinemadticos de los vehiculos, sus implicaciones y la
utilidad practica de su caracterizacion.

En el punto 6.4 analiza la singularidad de los modelos cinemadticos directos e
inversos, o incluso mixtos. Como resultado se establece un planteamiento
geométrico general, practico, y util para caracterizar la singularidad de cualquier
modelo cinemdtico de cualquier vehiculo con ruedas comunes (fijas, orientables,
castor'y suecas).

Como aplicacién del planteamiento geométrico anterior, en el punto 6.5
obtiene la singularidad del los modelos cinematicos de los cinco tipos de
vehiculos clasificados en el punto 5.3 del capitulo anterior.

Posteriormente, en el punto 6.6 se consideran otro tipo de ruedas menos
habituales (especiales) para las que se extiende la caracterizaciéon de la
singularidad. Dos de estos tipos de rueda (dobles y castor dobles) ya fueron
descritos en el segundo anexo del Capitulo 3, mientras que los otros dos tipos
considerados (tipo bola 'y ortogonales) se presentan mas detalladamente.

Finalmente en el punto de conclusiones se destacan los resultados mds
relevantes del capitulo.
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6.2 REFORMULACION DE ECUACIONES

En este punto se van a reformular las ecuaciones de rueda y la compuesta del
vehiculo para que puedan ser utilizadas convenientemente en un punto posterior.
Concretamente la reformulacién va a consistir en afiadir subindices para cada una
de las ruedas y en definir vectores/matrices que agrupen elementos.

Se reformulan las ecuaciones de rueda (3.11), (3.12) y (3.14) como sigue:

_( By sBy Ly-s(By—ay) Oj. P Y_(E; 0)(p 6.1
Vot = (_SBﬂ By lic(Bi—ay) 1 (¢fij - (Fh ri'i) (@;) .1
_ Cﬁoi sﬂoi loi 'S(ﬂof_aoi) 0 p _ Eoi 0 p
Vsnp o [_sﬂoi Cﬂoi loi 'C(ﬂoi — Gy ) T, ] . (¢oij - (Fo[ Ty \J . (¢oij (62)

i

_(c(Bi+8) s(Bi+38) 1,-s(f;+8—a;)—d,-c§; —d;-c5, O p _(Fas =;-c5, 0 p (6.3)
Vaipo _[—s(ﬂd+6i) c(fB,+5,) 1,-c(B,+8 —a,)+d,-s8, d,-s§, rj. ’B” \E, d;sd 1, . g" '

ci i

Vslipsuz(C(Bs[""Yi) S(Bs[+Yi) lsi's(l?’g""yx'_asi) rsi'SYsi)'(;jz(Fsi rsi'SYsi)'(;j (6.4)

donde el subindice {f, o, c, s} es para rueda fija, orientable, castor y sueca.

Después de establecer las ecuaciones de rueda del vehiculo (con sus
correspondientes pardmetros: r,r,,1.d,a,pB,,5,,v,), se define la ecuacién
compuesta del vehiculo, por combinacién de (6.1), (6.2), (6.3) y (6.4), como:

E [0 0 0 0 0, .
E | 000 0 of?
F.lr. 0.0 0 0 ®
Vo=|FE [0 1, 0 0 0} z"
F |0 0r 0 0. (6.5)
F,, |0 0 0 d, 0 B.
F, 0 0 0 4, r.) %
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donde {E, E,, Fy, F,, F,, Fg., F,.} son matrices obtenidas por la combinacion de
los vectores fila {Eg, Eo;, Fii, Foi, Fg, Fei, Fooi}s {1, 10, T, ¥, dg, d,,} son matrices
diagonales con los elementos en la diagonal {rg, o, T *SYsi» Tei» -diCO;, di+80;};
{(b[,(bo,(bs,BC,(bc} son vectores compuestos de los elementos {@,,@,.9,. ,Bu.,(pu.};
q, es el vector de todas las velocidades de rueda; q el vector de todas la
velocidades; y vg;, €s el vector de todas las velocidades de deslizamiento.

Como se ha indicado en el punto 4.2 del Capitulo 4, bajo el supuesto de no
deslizamiento se tiene:

A-q=0 (6.6)

qe M(A)—>q=B 1 (6.7)

m=dim(n)=dim(N (A))=dim(q)—-rango(A)=k—g (6.8)
qna — Bna .

HRR 9

if [B,|#0 — q,=B,-B/'q, (6.10)

donde la matriz B forma una base del espacio nulo de A, m es el grado de
movilidad del vehiculo, q, son las velocidades asignadas y q,, las restantes

velocidades (no asignadas).
Como se ha destrito en el punto 4.3 del Capitulo 4, (6.6) se puede reescribir:
A,.q,=-A, q, (6.11)
donde las m velocidades asignadas se han pasado al miembro de la derecha.
Para que efectivamente dichas m velocidades puedan ser asignadas se debe

cumplir:
rango(A ) =rango(A) (6.12)
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6.3 PROBLEMATICA DE LA SINGULARIDAD

Un hecho importante es que, en general, la matriz B, (o equivalentemente la
matriz A,,), y consecuentemente la correspondiente solucién cinematica (6.10),
depende de los pardmetros de rueda {r,r,. 1., d,, a3, v, B, B} y de los dngulos
variables {8, 5} de las rueda castor y orientables. De modo que, para un
conjunto m de velocidades asignadas, hay valores especiales de los pardmetros y
dngulos variables para los que surge la singularidad, es decir B, resulta singular
(o degenera), o equivalentemente A, pierde rango (degenera).

Para estas situaciones hay dos planteamientos:
Pérdida de grados de movilidad:

Para evitar la incompatibilidad las velocidades asignadas se coordinan
adecuadamente, lo que implica una perdida en el grado de movilidad m.

Incompatibilidad cinemdtica:

No hay ningtin tipo de coordinacién en las velocidades asignadas, por lo
que la incompatibilidad cinematica queda sin resolver. Si las velocidades
asignadas son velocidades de rueda (cinematica directa), el deslizamiento
(debido a la incompatibilidad, no a las aceleraciones) es inevitable. Si se
trata de velocidades del vehiculo (cinematica inversa), se obtienen
valores imposibles (infinitos) para las acciones de control.

Tener en cuenta que, el grado de movilidad m también depende de los
dngulos variables de las ruedas castor y orientable, ya que depende del rango de
A. Por ejemplo un vehiculo con dos ruedas orientables (tipo 5 en la clasificacion
del punto 5.3) en general tiene un grado de movilidad m=1, excepto cuando las
dos ruedas estan perpendiculares a su recta de unién donde la movilidad es m=2.
Si en un momento dado se asignan menos de m velocidades (siendo m el grado
de movilidad del momento) el modelo cinemdtico queda indefinido.

Las consideraciones anteriores proporcionan el siguiente criterio: la
singularidad (pérdida de grados de movilidad, deslizamiento o acciones de
control imposibles) debe evitarse.
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En concreto, cuando el vehiculo no tiene ruedas orientables o castor, éste es
un criterio de disefio, ya que las condiciones de singularidad son permanentes.

Por el contrario, si hay ruedas orientables o castor, las condiciones de
singularidad se cumplen para configuraciones especificas: configuraciones
singulares. En ese caso, el criterio comentado es un criterio de planificacion ylo
control, es decir el planificador de nivel superior (generador de caminos) y/o el
controlador deben desarrollar caminos y/o acciones de control que impidan las
singularidades.

Lo anterior se abordaria andlogamente al caso de robots manipuladores,
donde distintos planificadores y controladores de movimiento se han desarrollado
considerando la singularidad (ver [Nenchev et al. 97] [Lloyd et al. O1] [Stanisic
et al. 90] [Lai et al. 90] entre muchas otras publicaciones relevantes). Para este
caso, un vehiculo sobre-actuado seria util en la medida que permite cambiar de
un modelo cinemadtico a otro, evitando las singularidades.

El criterio genérico anteriormente formulado, “la singularidad debe
evitarse”, se complementa perfectamente con el criterio de isotropia presentado
en el punto 5.4 del capitulo anterior: “la isotropia debe alcanzarse”.
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6.4 CARACTERIZACION DE LA SINGULARIDAD

Para caracterizar la singularidad de los modelos cinemdticos se va a utilizar la
condicién dada en (6.12).

La matriz A, de (6.11), teniendo en cuenta (6.5), es:
E|l 0
A.=|F| 0 (6.13)

donde la segunda fila matricial es para las velocidades asignadas y la tercera fila
matricial para las velocidades no asignadas.

En primer lugar la matriz A,, degenera cuando:

r,|=0—>3i :{sy,=0 6 cb, =0} (6.14)

donde se ha asumido que , #0 y d, #0.

Las condiciones de (6.14) significan que hay alguna rueda sueca singular
(rodillos con orientacién paralela al plano de la rueda) o alguna rueda castor
singular (plano de la rueda perpendicular al brazo de direccién).

Para la situaciéon singular anterior las velocidades de ruedas
correspondientes, ¢, o ., no afectan directamente al modelo cinematico (en el

caso de A, afecta indirectamente a través de £3,), por lo que su vector fila

asociado se incluiria junto con la matriz (ET F' )T en (6.13), es decir:

E
6=l 5 (6.15)
Fnaisg
G| 0
A :(F r) (6.16)

donde F,, ;, es una matriz de tres columnas con los vectores fila Fg; y F,, de las
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ruedas omnidireccionales singulares, y {Fy, nss, Tnanse) €S igual que {F,, ry,}
pero sin esos vectores fila.

Notar que, F; y/o F,, se incluyen en G tanto si la velocidad

correspondiente es asignada como si la rueda i es singular.

Las condiciones de (6.14) evidencian porque la cldsica orientacién de los
rodillos a 90° en las ruedas suecas (y=90°) y la habitual orientacion de las ruedas
castor de 0° (6=0°) son deseables, ya que esos valores estdn lo mds lejos posible
de la singularidad de las ruedas ommnidireccionales.

En segundo lugar la matriz A,, degenera cuando lo hace la matriz G:

rango(G) <3 (6.17)

Para establecer las condiciones de (6.17)se considera el siguiente vector fila:

A=(r, 1, d,) (6.18)

donde (A, 1,)" es un vector unitario bidimensional de una recta (ver la Figura

6.1) y d, es la distancia de la recta al origen, con signo positive si el producto

vectorial entre el vector distancia (del origen a la recta) y el vector de direccion
es positivo respecto a la coordenada Z, y signo negativo en caso contrario.

Figura 6.1- Linea definida por el vector fila de tres elementos A =(, A, d,)

La ecuacién de la recta definida por (6.18) es:

Aooy=A -x+d, =0, A, dy)(y —x D" =0 (6.19)
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La dependencia lineal de tres vectores A, que representan tres rectas {a, b,
c} en el plano (6.19), viene dada por:

}\‘xa }\‘ya dM
}\‘xb }\‘yb dkh = 0 (620)
A, A d

La condicién (6.20) implica que las tres lineas (6.19) son paralelas o
intersectan en un punto comtin. Como extrapolacion, cuando se consideran mas
de tres vectores/rectas y no hay ningin conjunto de tres vectores fila
independientes, todas las rectas son paralelas o intersectan en un punto comun.

En nuestro caso, los vectores {Eg;, Ey;, Fy, Fo;, Fy, Fg, F;} (definidos en
(6.1),(6.2), (6.3) y (6.4)) representan con el significado de (6.18), las siguientes
rectas respecto al sistema de coordenadas R:

- E; / E,;: eje de rotacion de la rueda fija / orientable i;

- Fii / Foi I F,;: recta definida por el plano de la rueda fija/ orientable/ castor i,
- Fy;: eje de rotacion del rodillo de la rueda sueca i;

- F.i: eje de rotacion de la rueda castor i,

De modo que la degeneracién de G, es decir la singularidad del modelo
cinemdtico, se produce cuando todas las rectas asociadas a los vectores fila son
paralelas o intersectan en un punto comun.

Por tanto, el planteamiento geométrico que caracteriza la singularidad de
modelos cineméticos directos se enuncia como sigue:

Para un modelo cinemdtico con un conjunto m de velocidades de rueda
libremente asignadas, donde m es el grado de movilidad actual (calculado con la
ecuacion (6.8)), se produce la singularidad cuando las siguientes rectas son
paralelas o intersectan en un punto comun:

1) los ejes de rotacion de todas las ruedas fijas, orientables y
omnidireccionales singulares;

2) las rectas definidas por los planos de todas las ruedas fijas, orientables y
castor con la velocidad de rotacion (¢, ¢,,, ¢, ) como asignada;

3) los ejes de rotacion de los rodillos de todas las ruedas suecas con la
velocidad de rotacion ¢, como libremente asignada;

4) los ejes de rotacion de todas las ruedas castor con la velocidad de
direccionamiento 3, como libremente asignada.
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El planteamiento geométrico anterior s6lo considera velocidades de rueda
como asignadas. Para superar esta limitacion y admitir velocidades del vehiculo
como asignadas (e un modelo cinemdtico inverso o incluso mixto), hay que
reconsiderar la degeneracién de la matriz G.

En particular, si la velocidad del vehiculo v, es libremente asignada la
primera columna de la matriz G no debe considerarse para la degeneracién. De
modo que la degeneracién se produce para:

A, d,

ya

A

'vb Ab

=4, -d,~A,-d,, =0 (6.21)

ya

lo que significa que las rectas asociadas a los vectores fila de la matriz G son
paralelas al eje X del sistema de coordenadas R o intersectan en dicho eje.

De forma andloga, si la velocidad de vehiculo v, es asignada todas las rectas
asociadas son paralelas al eje Y del sistema de coordenadas R o intersectan en
dicho eje.

Si las dos velocidades lineales del vehiculo son asignadas, sélo la tercera
columna de G se considera para la degeneracion:

ld, |=d, =0 (6.22)

lo que significa que las rectas asociadas con los vectores fila de la matriz G
intersectan en el origen del sistema de coordenadas R.

Si la velocidad angular del vehiculo es asignada la tercera columna de G no
se debe considerar para la degeneracion:

A

xa ya

A, A

xb yb

= /’i’.m ' lyb _/’i’xh : /’i’ya = 0 (623)

lo que significa que las rectas asociadas los vectores fila de G son paralelas.

Si la velocidad angular y una de las lineales del vehiculo (@ y v, 0 vy) son
asignadas, la dependencia de los vectores fila es:

|4

ya

=4,=0 6 |2,]=2,=0 (6.24)

ya

lo que implica que todas las rectas son paralelas al eje X o Y de sistema R.
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Finalmente, si las tres velocidades de rueda son asignadas (si es que es
posible: m=3) el modelo cinemético inverso es no-singular:

Resumiendo, el planteamiento geométrico de singularidad se extiende para
incluir cualquier modelo cinematico con los siguientes dos puntos:

5) si velocidades lineales del vehiculo (v, y/o v,) son consideradas
asignadas la recta (o rectas) definidas por el correspondiente eje X y/o Y
del sistema de coordenadas R se incorpora con el resto.

6) si la velocidad angular del vehiculo @ es considerada asignada, todas
las rectas indicadas deben ser necesariamente paralelas para que se
produzca la singularidad.

Incluso, si mds de m velocidades son asignadas, es decir rango(A  )<g,el
planteamiento geométrico es vadlido para caracterizar la singularidad
(degeneracién de A,,) de la solucién al calcular q,, aplicando la pseudo-inversa
por la izquierda en (6.11).

El planteamiento geométrico establecido es completamente genérico y util
para establecer la singularidad de cualquier modelo cinemdtico de cualquier
vehiculo con ruedas comunes (fijas, orientables, castor y suecas).
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6.5 SINGULARIDAD DE LOS CINCO TIPOS DE VEHICULOS

Con objeto de mostrar aplicaciones précticas del planteamiento geométrico de
singularidad deducido en el punto anterior, se va a caracteriza la singularidad de
los cinco tipos de vehiculos (obtenidos en el punto 5.3 del capitulo anterior) para
el caso de tres ruedas.

El hecho de considerar vehiculos con tres ruedas es por motivos de
estabilidad y no implica perdida de generalidad.

Asi pues, en los siguientes apartados se representa de forma grafica la
singularidad, para cada conjunto de velocidades asignadas, en el caso de todas las
rectas intersectando en un punto comn.

El caso de rectas paralelas puede considerarse un caso limite donde las
rectas intersectan en un punto en el infinito (geometria proyectiva).

Si no se muestra la singularidad de un vehiculo para un conjunto de
velocidades asignadas, y no es equivalente a otra mostrada, es porque es no-
singular.

Para los pardmetros de las ruedas castor y suecas se utilizardn los valores
clasicos: {y =90° 6 =0°}.

6.5.1 Tipo 1: Vehiculo omnidireccional

Este tipo de vehiculo tiene movilidad completa (m=3) y no tiene ruedas fijas ni
orientables, es decir esta construido con ruedas suecas o castor. Para este estudio
se considera el mismo tipo de rueda, muy comin en la prictica. Por lo que hay
dos opciones: tres ruedas suecas o tres ruedas castor.

La singularidad de ambas opciones, dependiendo del conjunto de
velocidades asignadas q,, se muestra en las Figuras 6.2 y 6.3. Las

configuraciones singulares de la Figura 6.3 (e) y (f) fueron también apuntadas en
[Yi et al. 02].

Notar que, asumiendo ruedas omnidireccionales no singulares, el modelo
inverso cinemético de este vehiculo es no-singular.
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2

Figura 6.2- Singularidad del vehiculo omnidireccional con ruedas suecas

(e an :(¢cl :Bcz :Bcs)T (H qa6 = (¢c1 ¢02 :Bcs)T

Figura 6.3- Configuraciones singulares del vehiculo omnidireccional con ruedas
castor
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6.5.2 Tipo 2: Vehiculo diferencial

Este tipo de vehiculo tiene una rueda fija y otras posibles ruedas
omnidireccionales (suecas o castor), resultando una movilidad de dos (m=2).
Aqui se considerardn dos ruedas fijas con un eje de rotacién comun (el clasico
mecanismo diferencial) y otra rueda omnidireccional, bien sueca o castor.

La singularidad de los dos vehiculos se muestra en la Figura 6.4, excepto
para los casos en que v, es considerada asignada, ya que resultan singulares para
todo el espacio de configuracion/de pardmetros. Para este vehiculo el origen del
sistema R se ha situado en el punto medio del eje de rotacién de las dos ruedas
fijas y con su eje X coincidente con dicho eje.

6.5.3 Tipo 3: Vehiculo con una rueda orientable

Este vehiculo tiene una rueda orientable independiente y otras posibles
omnidireccionales, resultando una movilidad de dos (m=2). En este estudio se
considerard una rueda orientable y dos ruedas adicionales omnidireccionales del
mismo tipo, bien suecas o castor. El origen del sistema de coordenadas R se ha
situado en el centro de la rueda orientable.

La singularidad de este vehiculo, con dos ruedas adicionales suecas o castor
se representa en las Figuras 6.5, 6.6 y 6.7. Notar que las Figuras 6.6 (a), 6.7 (a) y
6.7 (b) son también validas si ¢, se sustituye por v, 0 v,.

6.5.4 Tipo 4: Vehiculo triciclo y bicicleta

Este vehiculo tiene una rueda orientable independiente y otra rueda fija
independiente, resultando un grado de movilidad (m=1). Aqui se considerard una
rueda orientable, una rueda fija y otra rueda: fija dependiente, sueca o castor.

6.5.4.A) Vehiculo triciclo

Este vehiculo clasico consiste en una rueda orientable y otras dos ruedas fijas
simétricas. El origen de sistema de coordenadas R se ha situado en el punto
medio del eje de rotacion de las ruedas fijas, y con su eje X coincidente con dicho
eje de rotacién. La singularidad de este vehiculo se muestra en la Figura 6.8
excepto para el caso q, = v, , que es singular en todo el espacio de configuracion.
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(C) ng =(¢c3 V)-)T

T

(d) d,, =B, v,)"

|
W ] #— ]

(e) qas = (¢[1 ¢c3)T (f) qaﬁ =(¢r1 ﬁ.ﬁ)T (g) qa7 =(¢c3 ﬁg})T

Figura 6.4- Singularidad del vehiculo tipo 2 con rueda sueca/castor adicional

i

(@ q, =0, o'

N

Ry

PR

(b) q, =0, o'

Figura 6.5- Configuraciones singulares comunes para el vehiculo tipo 3
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2
% 3 2 2

1

(a) qd% =(¢ol ¢52)T (b) qa4 =(¢52 ¢53)T (C) qaﬁ = (¢52 a))T

Figura 6.6- Configuraciones singulares del vehiculo tipo 3 con ruedas suecas

(b) qa7 :(¢ol :Bcz)T (©) an :(¢02 ¢c3)T

(d qa‘) = (:Bcz :Bcs)T (e Qam = (¢02 :Bcz)T (f) qall = (¢02 :Bcs)T

3

(e) q,,=(¢, @' () 4, = (B, O

Figura 6.7- Configuraciones singulares del vehiculo tipo 3 con ruedas castor
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B : ;

Ayl G
0t v Y e
(@ q, =v, () q,=0 (©) a; =9,

Figura 6.8- Configuraciones singulares para el vehiculo triciclo

B ]
F 1 DR

(a) élal =V, (b) qaz =0 ©) qdz = ¢s3

] o~

(d qa4 = ¢c3 (e an = :Bc3

Figura 6.9- Configuraciones singulares para el vehiculo bicicleta con una rueda
suecalcastor adicional

6.5.4.A) Vehiculo bicicleta con rueda adicional sueca o castor

Este vehiculo tiene una rueda fija alineada con una rueda orientable, y otra rueda
sueca o castor por motivos de estabilidad. El origen del sistema de coordenadas
R se ha situado en el centro de la rueda fija, y con su eje X coincidente con el eje
de rotacién de dicha rueda fija. La singularidad se muestra en la Figura 6.9.
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6.5.5 Tipo 5: Vehiculo con dos ruedas orientables

Este vehiculo estd caracterizado por dos ruedas orientables independientes y
tiene un grado de movilidad (m=1). Para este trabajo se considerardn dos ruedas
orientables y otra adicional del tipo sueca o castor. El origen del sistema de
coordenadas R se ha situado en el punto medio de la recta que une las dos ruedas
orientables, con su eje X coincidente con dicha recta. Su singularidad se muestra
en la Figura 6.10 excepto para el caso q, = v, , que es singular en todo el espacio

de configuracion.

"

(e) an = (bfz (f) qaﬁ = ¢s3 (&) qa7 = ¢c3 (h) qas = :Bcs

Figura 6.10- Configuraciones singulares para el vehiculo tipo 5 con una rueda
suecalcastor adicional
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6.6 EXTENSION DE LA CARACTERIZACION DE LA SINGULARIDAD

A continuacién se consideran, para la caracterizacién de la singularidad, otro tipo
de ruedas menos habituales (especiales), las cudles ya fueron presentadas en el
punto 3.5 del Capitulo 3.

La rueda doble y la castor doble (Figura 3.5) pueden considerarse como dos
ruedas singulares castor y dos ruedas castor, respectivamente, con mismo eje de
rotacién L,; y dngulo de direccién g, . Utilizando esta equivalencia, el modelado

cinemdtico y la caracterizaciéon de la singularidad anteriores siguen siendo
validos para este tipo de ruedas.

Por otro lado, las ruedas tipo bola (Figura 3.8) y ortogonal (Figuras 3.9 y
3.10) no han sido modeladas, pero dado que ambas son funcionalmente
equivalentes a las ruedas suecas, se pueden incluir en la caracterizacién de la
singularidad del punto 6.4 afiadiendo la siguiente condicién:

7) cada direccion restringida de las ruedas esféricas y ortogonales deben
considerarse como velocidades libremente asignadas del conjunto m y
las lineas rectas definidas por dichas direcciones deben incorporarse
con las otras lineas rectas del punto 6.4.
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6.7 RESULTADOS MAS RELEVANTES Y CONCLUSIONES DEL
CAPITULO

A continuacién se indican los aspectos mds relevantes que aporta el capitulo:

e La principal aportaciéon de este capitulo es el planteamiento geométrico
formulado que caracteriza la singularidad de la cinemadtica de vehiculos con
ruedas comunes (fijas, orientables, castor y suecas) ylo especiales (dobles,
castor dobles, tipo bola y ortogonales). Este planteamiento geométrico ha
sido obtenido en base a principios sencillos y representa una forma novel,
genérica, practica y util de caracterizar la singularidad de cualquier modelo
cinemdtico de cualquier vehiculo.

e Se han representado las configuraciones singulares de los cinco tipos de
vehiculos genéricos, clasificados en el capitulo anterior.

e La caracterizacion anterior representa (junto con los modelos y andlisis de
isotropia del capitulo anterior) una guia de la cinemética de vehiculos util
para el disefio mecénico, desarrollo de aplicaciones de control, la
planificacién de caminos, etc.



CAPITULO 7

MODELADO CINEMATICO DE
VEHICULOS CON RUEDAS CON
DESLIZAMIENTO

7.1 INTRODUCCION

Muchas de las publicaciones que tratan el tema del modelado cinemdtico asumen
no-deslizamiento [Campion et al. 96] [Rajagopalan 97] [Low et al. 05] [Yi et al.
02] o acusan una falta de sentido fisico en los modelos con deslizamiento [Muir
et al. 87] [Alexander et al. 89] [Kim et al. 04] [Tham et al. 98].

En cualquier caso, a veces es necesario considerar modelos cinemdticos con
deslizamiento, por ejemplo en una solucién cinemadtica directa con informacion
redundante (de modo similar al filtro de Kalman) o con accionamientos en las
sobre-actuados de forma independiente.

En este sentido varias publicaciones han abordado el modelado cinematico
de vehiculos con deslizamiento.

En [Muir et al. 87] se considera una solucién cinematica con informacion
redundante (dim(q, )>m) aplicando la pseudo-inversa por la izquierda en (4.9),

obteniéndose (4.11).

Sin embargo, esta solucién de Minimos Cuadrados (Least Square LS)
propuesta en [Muir et al. 87] viola, como se apunta en [Kim et al. 04] con un
ejemplo numérico, las restricciones cinemadticas (modelo de sélido rigido) del
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vehiculo. Esta violacion se produce, a diferencia de la explicacién dada en [Kim
et al. 04], porque se considera una ecuacién de rueda con tres elementos
escalares, en lugar de dos como (3.11) y (3.12) (la rueda sueca no la consideran).
La tercera ecuacion escalar relaciona la velocidad de direccionamiento con la

velocidad angular del vehiculo ﬁa)R a través de la poco util variable de rueda

"@,, (no puede ser sensorizada ni actuada):

“op ="a, - B (7.1)

Como resultado, al aplicar el algoritmo de LS esta ecuacion escalar no se
garantiza, lo que es inaceptable ya que esta restricciéon debe cumplirse siempre,
no como las otras dos que pueden permitir deslizamiento. Por ejemplo, una rueda

fija o sueca tiene una velocidad de direccionamiento nula S y por tanto su

velocidad angular @, debe ser siempre igual a la del vehiculo *e, .

En [Kim et al. 04] se considera explicitamente las velocidades de
deslizamiento de forma similar a (3.22), y se aplica la pseudo-inversa por la
derecha ponderada para calcular las velocidades de rueda no-asignadas q, ,, y

las velocidades de deslizamiento v, . Por lo que el algoritmo minimiza la norma

Euclidea ponderada de (q )", lo que no tiene un sentido fisico definido.

wona Yslip

En [Tham et al. 98] se considera un vehiculo con cuatro ruedas orientables
con las velocidades de rotacién y direccionamiento medidas. Se utilizan varias
expresiones (que relacionan las velocidades de rueda y algunas variables de
deslizamiento) junto con el filtro extendido de Kalman (FKE) para realizar una
estimacion adaptativa del estado. Sin embargo, las mencionadas relaciones con
deslizamiento son completamente ad-hoc y no presentan una justificacion
rigurosa.

De forma similar, [Scheding et al. 99] desarrolla un modelo cinemético
particular de un vehiculo articulado, con eje trasero y delantero, que incluye el
angulo de deslizamiento de cada cuerpo. Estos dngulos y la postura del vehiculo
se estiman con un FKE.

La contribuciéon [Alexander et al. 89] propone minimizar la funcion de
disipacion Pgs producida por las fuerzas de friccion de Coulomb Fg;. . ; con los
coeficientes de friccion dindmicos 4, :
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(7.2)

slip i |

Ffricfc[ =Hei Vapi / v

N

N
dls Z( fric_ cz 5hpz) Z( fric_ci ' slipi) (73)

i=l1 i=1

En este estudio se muestra que la minimizacién respecto al vector de
velocidad del vehiculo p es equivalente a equilibrio de fuerzas y momentos y

caracteriza un movimiento guasi-statico (aceleraciones nulas).

Sin embargo, este proceso de minimizacién no produce una solucién
correcta en el caso de una fuerza de friccién genérica. Esto se ilustrara con un
ejemplo sencillo pero con los mismos principios de funcionamiento. Considérese

un bloque libre en una dimensién sobre una superficie con una fuerza de friccidon
genérica:

Fio o, = |Vb|) vb/lvbl (7.4)

donde vy, es la velocidad (de deslizamiento) del bloque no nula y f el médulo de la
fuerza de friccién dependiente en el médulo de la velocidad de deslizamiento.

La funcidn de disipacion resulta:

I)disfb: fric b Vo = |Vb| f |Vb| (7.5)

y su minimizacion respecto a la velocidad de deslizamiento v, es:

dP,. dP,
dis_b _ dis b dlvbl — f(lvb|)+|vb|.m V_b:() (76)
dv, d|v,| av, dlv,| ) v

La solucién de movimiento quasi-estatico viene dada por:

Fricy =-f (lvbl)'vb/lvb|=0 (7.7)

Comparando las dos expresiones anteriores:
S (oD + vl -df (vo))/d v, [= k- f ([v,]) (7.8)

donde k es una constante genérica.
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La condicién (7.8) se satisface, por ejemplo, para un médulo de la fuerza de
friccion fi 1, lvl, Ivblz, Ivbl3, ..., pero no para un médulo de la fuerza de friccién f:
T+, T+ P, g+, ..

El procedimiento para un vehiculo con varias ruedas deslizando es andlogo
al presentado, pero con fuerzas de fricciéon y velocidades de deslizamiento
bidimensionales.

Por tanto se concluye que la minimizacién de la funcién de disipacién no
produce en general las ecuaciones de movimiento guasi-estdtico. Ademas, no
tendria en cuenta otras posibles fuerzas externas, €j. el bloque sobre un plano
inclinado con la componente tangencial del peso. (De hecho en el ejemplo
presentado alguna fuerza externa deberia considerarse en (7.7) para producir una
velocidad vy, no nula.)

Por otra parte, algunas publicaciones han abordado el modelado dindmico de
vehiculos con deslizamiento.

Por ejemplo, [Balakrishna et al. 95] estudia en simulacién el control de un
vehiculo omnidirectional con tres ruedas suecas basindose en modelos de
tracciéon (relacién entre velocidades de deslizamiento y fuerzas de friccidn)
especificos para las ruedas deslizantes.

De igual modo [Williams et al. 02] presenta un modelo dindmico de un
robot omnidireccional con tres ruedas suecas y valida el modelo de las fricciones
por deslizamiento con resultados experimentales.

También, [Lindgren et al. 02] utiliza un modelo de traccién para vehiculos
no urbanos junto con el FKE para estimar la postura de un vehiculo agricola en
aplicaciones de navegacién

Y por dltimo, [Shin 90] estudia el desplazamiento lateral (deslizamiento)
empleando el modelo bicicleta y un conjunto simplificado de ecuaciones
cineméticas y dindmicas.

El objetivo de este capitulo es proporcionar un modelado cinemdtico con
deslizamiento que se base, a diferencia de los comentados anteriormente, en
principios fisicos.
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Con este objeto el punto 7.2 empieza con el modelado dindmico del
vehiculo, al que posteriormente se le aplicardn tres aproximaciones sucesivas
(punto 7.4): el modelo de movimiento quasi-estitico; el modelo cinemadtico con
deslizamiento y la solucién de Minimos Cuadrados ponderada.

También, en el punto 7.3 se revisan y discuten distintos modelos de traccion,
que relacionan la fuerza de friccion en la rueda con su velocidad de
deslizamiento.

Como aplicacién, préctica en el punto 7.5 se prueban los modelos con
deslizamiento desarrollados a un vehiculo tipo triciclo, primero en un entorno de
simulacién y posteriormente en una situacion real, compardndolos con el filtro de
Kalman.

Finalmente en el punto de conclusiones se destacan los resultados mds
relevantes del capitulo.
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7.2 MODELADO DINAMICO DE VEHICULO CON RUEDAS

El mayor inconveniente de los métodos de modelado con deslizamiento descritos
en la introduccién previa el la falta de un sentido fisico adecuado. Para superar
esto, en este estudio se considera como punto de partida la dindmica del vehiculo
obtenida con la formulacién de Lagrange. Posteriormente, este planteamiento
dindmico se restringird a un movimiento quasi-estatico cinematico.

Las ecuaciones generales de Lagrange para un sistema dindmico de
dimension finita vienen dadas por:

or\ dT
5w &

donde q es el vector de coordenadas generalizadas (en nuestro caso equivalente a
°q), Q es el vector de fuerzas generalizadas (que incluye las fuerzas
conservativas) y 7T es la energia cinética del sistema.

El vector de fuerzas generalizadas es:

Q= ZF'

= ZFT N (7.10)

donde F; son las fuerzas/pares que actian sobre el sistema y F.dr, su
correspondiente trabajo virtual compatible con las restricciones del sistema.

Por ejemplo, el peso (fuerza conservativa) del vehiculo no produce trabajo
virtual para movimiento horizontal.

En nuestro caso el vector de fuerzas generalizadas es:

Nc

; a a slipi
Q= 21 +2 "’+Z ﬂ Zl mL,-Va—(‘.l" (7.11)

con el significado de variables y parametros de la Tabla 7.1.
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Tabla 7.1- Nuevas variables y pardmetros en (7.11)

Simbolo Descripcién
N,/ N, Numero de ruedas orientables | castor en el vehiculo
T, Par de rotacién de la rueda i
7./ T, Par de direccionamiento de la rueda orientable / castor i
/';oi / /'gci Velocidad de direccionamiento de la rueda orientable / castor i
Fiici Fuerza de friccion en la rueda i respecto al sistema E;

Notar que una fuerza de friccion Fy;.; en direccién contraria a la velocidad
de deslizamiento vg;,; produce un signo negativo en el ultimo término de (7.11),
lo que indica un trabajo disipativo.

Considerando la velocidad de deslizamiento (3.6) y (4.1) respecto al sistema
de coordenadas global:

P
Vslip 1 H VEI Apl Awl 0 q
Vsip S A e : P
Vaon ) Py ) (A 00 o Ay q' (7.12)
wN
v, =(A, A )(pj—RA-R'
slip p w q - q
°p
vy, =(A, -Rot, (-96;) AW)-[(_] j:GA'Gq (7.13)
G 0y B
Gp:{ROt( HR) OJ'Rp:ROtZ(GHR)'Rp (7.14)
0 0 1

donde Rotz(x) es una rotacion en tres dimensiones en el eje Z de x, y Rot(x) es
una matriz de rotacién en dos dimensiones:

Rot(x)=(cos(x) —sin(x)) 7.15)

sin(x) cos(x)

con las propiedades Rot™ (x)=Rot" (x) = Rot(—x).
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La expresion (7.11), utilizando (7.13), resulta:

‘A=1+A"-F

fric

Q=1+F!

fric

(7.16)

donde t es el vector de pares agrupados y Fy;. las fuerzas de friccion agrupadas.

Es interesante apuntar que el ultimo término de (7.16) también estaria
presente en (7.9) si se considera no-deslizamiento debido a las restricciones
dadas por (4.1), siendo en ese caso las fuerzas de friccién Fy;. ; igual a menos los
multiplicadores de Lagrange A [Routh 1905].

La energia cinética del vehiculo es:

T=%'(MT '(Gvém + GVéMy)+IT @ +ZN:In' Qz +§Im q’rzf)
i=1 i=1
+%§(Mc, .(Gvczmix + Gvczmiy)+Icsi .(ﬂd +w)2) (7.17)
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con el significado de variables y parametros de la Tabla 7.2.

Tabla 7.2- Nuevas variables y pardmetros en (7.17)

Simbolo Descripcion
N, Numero de ruedas suecas en el vehiculo
My Masa del vehiculo* (vehiculo sin ruedas castor)
M,; Masa de la rueda castor i
It Momento de inercia del vehiculo* respecto al eje Z que cruza
su centro de masas (CM)
I; Momento de inercia de la rueda i respecto a su eje de rotacioén
L Momento de inercia del rodillo de la rueda sueca i
Tosi /' Lesi Momento de inercia de toda (brazo de direccion incluido) la
rueda orientable/ castor i con respecto al eje Z que cruza su CM
GVCM Velocidad del centro de masas del vehiculo* respecto al sistema
de coordenadas global G
Gvcmi Velocidad del centro de masas de la rueda castor i

Notar que (7.17) tiene en cuenta que el centro de masas (CM) de todas las
ruedas centradas (fijas, orientables y castor) no cambia respecto a la estructura
del vehiculo.
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Aunque no se considera movimiento en el eje Z en (7.17), la aceleracién
lineal del vehiculo v, y los pares de reaccién en la estructura debidos a 7,

redistribuyen las fuerzas normales en las ruedas.

Por conveniencia, el origen del sistema de coordenadas R de la estructura
z coz » *
del vehiculo se sitia en el CM del vehiculo , de modo que SYeum = Ovi.

Es facil obtener de la Figura 3.4 la siguiente relacion:

cmi

Gd :Gd + liC.OS(:’HR-i_ai)_dcmi Sin(Z€R+ﬂ) (7.18)
1, sin(“6, +a,)+d,,, cos( 6, + 1))

donde d.,; es la distancia del eje S,; al CM de la rueda castor i.

La primera y segunda derivada respecto al tiempo de “d,,; son:

=%, +f, 0+f, [ (7.19)

Sy

cmi

OV, =V +f, - @+f, B +E, - +f, B +E, 2.0 B (7.20)

cmi
. G
donde fj; es funcién de 1, d ., o,, “6;, y B..

La dindmica del vehiculo (7.9), teniendo en cuenta {(3.6), (7.11), (7.12),
(7.13), (7.15), (7.16), (7.17), (7.19) }, resulta:

Nc N
(MT +ZMcij' G"]R = ROt( GeR ) ZROt( ReEi )'Ffrici (721)
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+zlosi 'ﬂoi = Z[RdEi X(ROt( eEt) Ffric[\J\J. 0
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b F.) (0
Icsj .(dH_’B"j )+M0j 'fZTj ' G‘.’cmj =Ty _[ Eids/' X( f(r;j ]} 0 (7.23)
1
L, (B, +0)=1, (7.24)

1§, =7,+1,-(sy, cv,)F (7.25)
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L,-¢,=1,-(0 1)-F, (7.26)

Tic j

conjde 1 aN.(7.23),aN, (7.24), a N (7.25) 6 a N, (7.26).
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7.3 MODELOS DE TRACCION (FUERZAS DE FRICCION EN LAS
RUEDAS)

La componente a, tanto lateral x como longitudinal y, de la fuerza de traccién en
la rueda es:
F‘frica = _ﬂa : FN (727)

donde FYy es la fuerza normal o reaccion en el punto de contacto entre la rueda y
el sueloy u, el coeficiente de friccion o adhesion.

El coeficiente de adhesion es una funcién de la dindmica de la rueda y
condiciones de traccién. Depende en cantidades tales como la velocidad de
deslizamiento en la rueda, la rugosidad de la superficie, el material de la rueda, ...

En general para la friccién hay cuatro fendmenos estéticos y tres dindmicos:
+ Fendémenos estaticos (ilustrados en la Figura 7.1)

Friccidn estética

Friccion de Coulomb 6 friccién dindmica
Friccién viscosa

Efecto Stribeck

+ Fenomenos dinamicos

Efecto Dahl
e Elevacion de la friccidn estatica
e Retraso en la friccidon

Enc a ‘ Hric a IEfnc a

(a) Coulomb  (b) Coulomb + viscosa (c) Idem b. + estética (d) todos
Figura 7.1- Fendmenos estaticos en la friccién
Los modelos estaticos de friccion, también denominados modelos de estado-

fijo (steady-state), tienen una dependencia lineal de la velocidad de
deslizamiento a través de la llamada curva Stribeck [Stribeck 1902].
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Mientras que los modelos dindmicos de friccién incorporan un
comportamiento tipo muelle para pequenas fuerzas. Ejemplos de modelos
dindmicos son:

- Dahl [Dahl 68] [Dahl 75] [Dahl 76];

- Bristel and Reset Integrator [Haessig et al. 91];

- Bliman-Sorine [Bliman et al. 91] [Bliman et al. 93] [Bliman et al. 95];
- LuGre [Canudas et al. 95].

Por ejemplo, el modelo Dahl s6lo considera la fricciéon de Coulomb dentro
de los fenémenos estéticos y el desplazamiento pre-deslizamiento (efecto Dahl)
dentro de los dindmicos.

Asi mismo el modelo Bliman-Sorine puede verse como una conexion en
paralelo de dos modelos Dahl de primer orden e incluye tres fendmenos estaticos
(friccién estatica, de Coulomb y viscosa) de la fricciéon y uno dindmico (efecto
Dahl).

También, el modelo LuGre puede verse como un modelo Dahl de primer
orden con un coeficiente de velocidad variable e incluye los cuatro fenémenos
estdticos de la friccidn y los tres dindmicos.

Tanto los modelos estdticos como dindmicos pueden asumir la rueda con
fuerza de friccién puntual 6 distribuida (ver Figura 7.2). Normalmente los
modelos distribuidos se suelen aproximar a modelos puntuales realizando un
promedio que depende de la distribucion considerada para la fuerza de reaccién
normal en la rueda.

Distribuida Puntual

Figura 7.2- Rueda con friccién distribuida o puntual
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Debido al marco de movimiento quasi-estatico del siguiente punto, en este
estudio solo se van a considerar modelos de friccion estdticos.

En [Alexander et al. 89] s6lo se utiliza la Ley de Coulomb para modelar la
friccién (friccion de Coulomb) y se asume el mismo coeficiente de adhesion en
todas las direcciones, como se ha comentado en la introduccién del capitulo.

No obstante, puesto que la friccion de Coulomb produce problemas
algoritmicos en la simulacién y disefio del control, se han propuesto algunas
modificaciones. Por ejemplo [Karnopp 85] utiliza una zona muerta para un
intervalo pequeio de velocidades, mientras que [Williams et al. 02] utiliza la
siguiente funcidn artificial tanto para el coeficiente de adhesion lateral como
longitudinal:

My = My (2/70)-arctan (K, -v,,) (7.28)
donde u, . es el coeficiente de friccién de Coulomb y k; es una constante que
establece la brusquedad del cambio entre *x,  (ver Figura 7.2).
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Velocidad de deslizamiento slip

Figura 7.3- Coeficiente de adhesion para fricciéon de Coulomb y aproximada con
(7.28)

Sin embargo, el tipo de planteamiento de [Alexander et al. 89] es
inconsistente debido a la falta de acoplamiento entre los coeficientes de adhesion
lateral y longitudinal. De hecho, en general produce una fuerza de friccién Fg;.
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con una direccién y magnitud equivocada, ademds de la falta de unicidad de la
friccién de Coulomb, es decir diferentes velocidades de deslizamiento producen
la misma fuerza de friccion.

Para superar esta inconsistencia, se necesitan propiedades de acoplamiento
obtenidas de las caracteristicas de anisotropia de la friccidn: conjunto de

pardmetros admisibles, maximizacién local del ratio de disipacion, etc.

Por ejemplo, los coeficientes admisibles para el caso bidimensional de
Coulomb vienen dados por (7.29) donde u,/u, es el coeficiente de friccion

lateral/longitudinal en un deslizamiento puramente lateral/longitudinal.
() )"+t [ 12,0)* <1 (7.29)

El médximo ratio de disipacion se obtiene para [Velenis et al. 05]:

T
(:uf-o “Vilip x ﬂz() Vipy ) (730)

W= g = T
“(luxo ' vslip x Iu)'O : vslip ¥ )

que estd en el limite de la elipse de friccion dada por (7.29) (ver Figura 7.3).

ﬂxo

Figura 7.4- Coeficientes admisibles para el caso bidimensional de Coulomb

Muchos modelos se han desarrollado en la literatura para relacionar el
coeficiente de friccion longitudinal de la rueda u, y el ratio de deslizamiento

longitudinal s (7.31) para deslizamiento puramente longitudinal.

_ ((0 T~ Viheel y ) _ Vsiip ) (7.31)

max(|¢.r|’|vwheely ) max(|¢.r|’|vwheely
donde vy y €5 la velocidad longitudinal del centro de la rueda.
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Por ejemplo, [Dugoff et al. 70] propuso la curva mostrada en la Figura 7.5 y
verificd su ajuste cualitativo para diferentes superficies y velocidades de rueda
Vuheel y- Este modelo ha sido ampliamente utilizado para andlisis de estabilidad en
la dindmica de vehiculos [Matsumoto et al. 92] y para el control de traccién [Tan
et al. 91]. En concreto, el método estandar de disefio de sistemas ABS consiste en
una ley de control que fuerce el funcionamiento en (o cerca) el miximo del
coeficiente de friccion u

ymax *
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Ratio de deslizamiento longitudinal §

Coeficiente de adhesion longitudinal

Figura 7.5- Curva propuesta en [Dugoff et al. 70] para el coeficiente de friccién
en distintas condiciones de velocidad y adherencia

En [Bekker 60] [Bekker 62] se desarrollan complejos modelos basados en
curvas con formas de sinusoides modificadas similares a la Figura 7.5. Ejemplos
de la relacion analitica u, — s son (7.32) [Okello et al. 94], (7.33) [Kiencke et al.

941, y (7.34) [Pacejka et al. 93], donde k; son pardmetros de los modelos.

i, =ky-(1=(ky/5)-(1-€e"%)) (7.32)
u, =k, s/(ks-s*+kg-s+1) (7.33)
U, =k, -sin(k, -arctan (k, - (1—k,, )- s +k,, -arctan (k, - 5))) (7.34)

Estos modelos se utilizan también para relacionar (Figura 7.6) el coeficiente
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lateral de adhesion de la rueda u y el dngulo de deslizamiento «, (7.35) para
deslizamiento puramente lateral.

a, =atan (v, /Vypea, ) (7.35)

N

=
o
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-0.2

Coeficiente de adhesion lateral
o

-0.4

-0.6

1 1 1
-30 -20 -10 0 10 20 30
Angulo de deslizamiento (grados) &,
Figura 7.6- Curva estatica para el coeficiente de friccion lateral vs. dngulo de
deslizamiento

-0.8 ‘

Notar que estos modelos tienen un comportamiento aproximado de linea
recta (Figura 7.5 / Figura 7.6) para pequefio ratio / d&ngulo de deslizamiento.

Esta linea recta aproximada se caracteriza por la pendiente, comiinmente
referida como rigidez o pendiente de deslizamiento. Por ejemplo, un neumatico
rigido da lugar a una gran pendiente de deslizamiento.

Como antes, se deben considerar las propiedades de acoplamiento de las
componentes de la fricciéon para un deslizamiento combinado (longitudinal y
lateral), obteniéndose un modelo mas elaborado del de deslizamiento
longitudinal/lateral puro [Pacejka et al. 97], [Velenis et al. 05], [Pacejka 02].

Todos los modelos de traccién anteriores, que relacionan fuerzas de traccién
(fricciones) con las velocidades de deslizamiento, representan un trabajo
disipativo. Esta pérdida de energia se justifica, para deslizamiento insignificante,
por la deformacion de la rueda (rodamiento no ideal).
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7.4 MODELOS CON DESLIZAMIENTO

7.4.1 Modelo del movimiento quasi-estatico

Para explicar el planteamiento de este punto, considérese el modelo dindmico de
segundo orden de (7.36) con X las incdgnitas (posiciones) y u el vector de
entradas (fuerzas/pares).

f(x,x,x,u)=0->Xx (7.36)

La expresion anterior se utiliza de forma instantdnea para calcular x, y
puede ser utilizada también para calcular el valor estacionario (si lo hubiere) x_

de la situacién quasi-estética (aceleraciones nulas):

£(0,x_,x,u)=0—>x_ (7.37)

La situacién (7.36) se corresponde con el modelo dindmico del punto 7.2
(junto con el punto 7.3), donde las variables calculadas son q y las entradas .

Mientras que la situacién (7.37) se corresponde a un modelo quasi-estatico
con las variables calculadas q_ y las entradas .

Esta segunda situacién es la planteada en este punto.

Si se define el movimiento quasi-estdtico del vehiculo como:

q=0— Y, = G‘.}Ry = ‘b:ﬁcj = Boj =¢,=¢,=0 (7.38)

G-

implica que el vehiculo* tiene un movimiento rectilineo uniforme “v, =0 con

una velocidad angular constante @ =0 .

Sin embargo, debido a que la orientacién del vehiculo* 6, varia respecto al

sistema G, este movimiento no es posible ya que en general no hay un valor
estacionario x_ para (°v,, o, ¢j,...).

Por ejemplo, el vehiculo basado en dos ruedas fijas alineadas (vehiculo
diferencial) no puede desarrollar un movimiento rectilineo a velocidad angular
constante.
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Por tanto, debe considerarse el movimiento quasi-estdtico del vehiculo con
respecto al sistema de coordinas coincidente R :

}iq =0 N ﬁva P ﬁ‘.}R}' = a): ﬁb/ = ﬁoj = ¢, = ¢rj =O (739)

lo que implica que el vehiculo* tiene un movimiento curvilineo uniforme,
caracterizado por “v, and @, con una velocidad angular constante @ .

Para este movimiento la relacién (7.40), obtenida de (7.14), se tiene que
sustituir en (7.20) y (7.21).

V. =Rot(°G,)- "V, +@ (dRot (6, )/9°6, ) “v, (7.40)

Bajo las condiciones de (7.39) todos los miembros de la izquierda de las
ecuaciones dindmicas (7.21)—(7.26) son cero excepto por el término centripeto
(@-%vy) de “v, en (7.40) y los términos centrifugo (af,ﬁf) y Coriolis (a)',&)
de °v, . en (7.20).

Si los términos no nulos de las ruedas castor debidos a (7.20) se desprecian
en (7.22) y (7.23), ej. la masa de las ruedas castor M,; es muy pequeiia, las
ecuaciones dindmicas se convierten en las siguientes ecuaciones del movimiento
quasi-estdtico:

(MT +iMcij-w-((1) ‘01)- Ry :iRot(RHEi)-FM (7.41)
R (RdmX(Rot(aggi).pﬁmj}(o 01 (7.42)

=
ozrcsj—(Efdij(Ff“”D.(o 01" (7.43)
0=1, (7.44)
0=7,+1,:(sy, cv,) Fy, (7.45)
0=r,-(0 1)-F,, (7.46)

conjde 1 aN.(7.43),aN,(7.44),aN (7.45) 6 a N, (7.46).
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El significado de cada ecuacién del movimiento quasi-estético es: (7.41) la
fuerza resultante producida por las fuerzas de friccién en el vehiculo es igual a la
fuerza centripeta necesaria para producir el movimiento curvilineo uniforme;
(7.42) equilibrio de momentos en el vehiculo; (7.43) el par de direccionamiento
sobre la rueda castor j es igual y contrario al momento de su fuerza de friccién
respecto al eje S;;; (7.44) par de direccionamiento nulo sobre la rueda orientable
J; (7.45) el par de rotacion sobre la rueda j es igual y contrario al momento de su
fuerza de friccion respecto al eje L,;; (7.46) fuerza de friccion nula sobre la rueda
sueca j en la direccion longitudinal del rodillo.

Para la rueda castor j sin par de direccionamiento (direccionamiento libre)
(7.43) resulta (7.47), con el significado de que su fuerza de friccién es cero en la
direccion perpendicular al brazo de direccion.

(Ejds./x Edejy O)TX(FtIicj O)T =0 (747)

De igual forma, para una rueda j sin par de rotacién (rotacion libre) (7.45)
resulta (7.48), con el significado de que no hay fuerza de friccion en la direccién
definida por el plano de la rueda.

(Sy.i CY_/)'Ffric/ =0 (7.48)

Notar que, una rueda* castor/sueca completamente libre tiene fuerza de
friccién nula (no-deslizamiento) en el modelo quasi-estitico, debido a las
ecuaciones (7.47)/(7.46) y (7.48). (*Asumiendo que no es singular:
8, #90° /y, #0°, ver Capitulo 6.)

7.4.2 Modelo cinematico con deslizamiento

En el modelo de movimiento quasi-estdtico previo las entradas al modelo u de
(7.37) son los pares de rotacion 7, de todas las ruedas de rotacion no libre y los

pares de direccion 7, de todas las ruedas castor de direccion no libre.

Sin embargo, es posible directamente considerar las velocidades de rotacion
y direccionamiento (¢,,,f,) de esas ruedas no libres (asignadas) con las

entradas u en (7.37), de modo que puede obviarse sus pares y ecuaciones
asociadas, (7.43) y (7.45).
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Incluso es posible considerar las velocidades del vehiculo como entradas
(asignadas) en el modelo. Esto conduce a una solucién inversa.

Una fuerza de friccién bidimensional genérica viene definida por:

F,

wic: = —Fai e (Vslipi) (7.49)
donde f5;.; es una funcién bidimensional genérica que depende de la magnitud y

direccidn de la velocidad de deslizamiento.

Esta fuerza de friccion genérica se debe sustituir en (7.41), (7.42), (7.46),
(7.47), y (7.48). Por ejemplo en (7.46) produce velocidad de deslizamiento nulo
en la direccidn longitudinal del rodillo.

Asi pues, después de realizar esta sustitucion multiple, se tiene el modelo
quasi-cinemdtico con deslizamiento dado por (7.41), (7.42), (7.46) (para todas las
ruedas suecas), (7.47) (para todas las ruedas castor libres en direccion), y (7.48)
(para todas las ruedas libres en rotacion).

Debido a la fuerza centripeta del miembro de la izquierda de (7.41), este
modelo es quasi-cinemdtico con las velocidades asignadas como entradas.

Si se desprecia dicha fuerza centripeta, lo que es posible para maniobras
suaves (es decir cuando ®v, y @ no tienen valores grandes simultdneamente), el

modelo resulta completamente cinemdtico: el modelo cinemdtico con
deslizamiento.

Notar que cuando la fuerza centripeta se desprecia en el movimiento
curvilineo uniforme (movimiento quasi-estitico respecto a R), éste es
equivalente al movimiento rectilineo uniforme (movimiento quasi-estitico
respecto a G).

Por tanto, para el modelo cinemdtico con deslizamiento la reaccién normal
Fy; en las ruedas permanece constante, y el origen del sistema de coordenadas R
se puede situar arbitrariamente (no necesariamente en el CM del vehiculo’)
puesto que hay equilibrio de fuerzas y momentos.
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Por otro lado, [Alexander et al. 89] define dos tipos de deslizamiento:

- Derrapaje (skidding): este tipo de deslizamiento estd asociado con
maniobras a alta velocidad y es debido a grandes fuerzas de inercia que
saturan la friccién disponible.

- Resbalamiento 6 Patinazo (scrubbing or slippage): este tipo de
deslizamiento estd producido por valores de entrada al modelo
incompatibles con rodamiento ideal.

En el modelo dindmico (punto 7.2) solo el derrapaje estd presente, ya que
los pares en las ruedas (valores de entrada al modelo) no son incompatibles con
el rodamiento ideal.

Por el contrario, en el modelo cinemdtico con deslizamiento previo
(aceleraciones nulas) sélo el resbalamiento estd presente, ya que las velocidades
asignadas (valores de entrada al modelo) pueden ser incompatibles con
rodamiento ideal. Si no lo son el modelo cinemadtico con deslizamiento indicard
no resbalamiento.

Los valores estacionarios de las velocidades en el modelo cinematico con
deslizamiento, ej. x_ en (7.37), son mas precisos desde el punto de vista del

marco dindmico, para:

- Dindmica rdpida: esto viene dado por valores de masas y momentos de
inercia pequefios y grandes valores de coeficientes de adhesion.

- Entradas suaves: ya que cuando las entradas varfan gradualmente la
solucién estacionaria estd mds proxima a la instantanea.

7.4.3 Uso practico del modelo cinematico con deslizamiento

Béasicamente hay tres opciones para utilizar el modelo cinemdtico con
deslizamiento dependiendo de las velocidades asignadas:

7.4.3.1) Las velocidades asignadas son velocidades de rueda sensorizadas

En este caso el modelo es una solucién directa utilizada para estimar el
movimiento del vehiculo con redundancia en la informacion de sensores.
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Asumiendo una actuacidn consistente en las ruedas tractoras, las velocidades
de rueda sensorizadas no deben ser demasiado incompatibles con rodamiento
ideal. Por tanto es posible considerar solo el comportamiento de linea recta
(pendiente de deslizamiento) de la Figura 7.1 y Figura 7.2 para los coeficientes
de adhesion de las fuerzas de friccién.

7.4.3.2) Las velocidades asignadas son velocidades de rueda accionadas

En este caso el modelo cinemdtico con deslizamiento es una solucién directa
utilizada para estimar el movimiento del vehiculo con sobre-actuacion
independiente en las velocidades de rueda.

En general, los accionamientos independientes sobre las velocidades de
rueda pueden producir mucha incompatibilidad con el rodamiento ideal. Asi pues
no es posible simplificar los coeficientes de adhesiéon a la pendiente de
deslizamiento. Un sencillo ejemplo de este caso es un vehiculo como movimiento
lineal monodimensional con dos ruedas fijas accionadas de forma independiente.

7.4.3.2) Las velocidades asignadas son velocidades del vehiculo

En este caso el modelo es una solucién inversa utilizada para calcular las
velocidades de rueda que producen un movimiento particular del vehiculo.

Si la fuerza de friccion esta bien modelada esta opcidn incrementa el grado
de movilidad del vehiculo. Por ejemplo, un vehiculo triciclo (dos ruedas fijas
alineadas y otra rueda orientable) podria tener una movilidad completa a través
de la rotacion de las tres ruedas, calculada a través de la solucion inversa.

A diferencia de las soluciones directas, la solucién inverse puede ser
singular. En el ejemplo anterior, triciclo con movilidad completa, singularity la
singularidad aparece cuando la rueda orientable es paralela a las ruedas fijas.

Las opciones 7.4.3.2) y 7.4.3.3) no son habituales en la prictica porque no
se suele asumir el deslizamiento como herramienta de trabajo para incrementar la
movilidad del vehiculo, ... , ya que si fuera necesario se habria disefiado otro tipo
de vehiculo, con otro tipo de ruedas, caracteristicas,...

Mientras que 7.4.3.1) es mds habitual en la préctica. Por ejemplo, las
ecuaciones cinematicas con deslizamiento se podrian utiliza junto con el FKE
para estimar la postura del vehiculo [Tham et al. 98] [Scheding et al. 99].
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7.4.4 Solucion de Minimos Cuadrados ponderada del modelo cinematico

Las restricciones cineméticas de no deslizamiento del vehiculo vienen dadas por
(4.1). Aplicando una matriz de ponderacién \/E a4.1):

o, 0 0
Pl iAo

N Y (7.50)
with J;T:[\/g_ 0]

ltlyi
Separando las velocidades asignadas y no asignadas:

Vo AL, =—n, A, g, (7.51)

Calculando las velocidades no asignadas con la solucion de Minimos
Cuadrados (Least Square LS):

qna=_(( una'Ana)T'\/E'Ana)_l'( unaAna)T\/u_aAaqa (752)

La singularidad de la solucién de LS anterior estd dada por A,, (Capitulo 6).

Por definicion, el algoritmo de LS minimiza el indice J.s de (7.53), suma del
error cuadritico de las ecuaciones originales, respecto a las velocidades no
asignadas.

Jis :(\/E'A'Q)T‘(\/E'A'Q)ZQT'AT‘F‘A‘q:V;ip'u'Vmp (7.53)

Las velocidades no asignadas de minimizacion pueden ser la velocidad
lineal del vehiculo ®v,, la velocidad angular del vehiculow, la velocidad de

direccionamiento ,6‘” de la rueda castor j, la velocidad de rotacién qo, de la rueda

J'y la velocidad de rotacién del rodillo ¢, de la rueda sueca j.

La minimizacién de Jis respecto a esas velocidades, teniendo en cuenta
(3.6), (7.12) y (7.53), resulta:
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oJ N
ﬁ—LS = ZROt( RaEi )'"i Vaipi = 0 (7-54)
0 Vr i=1
0
s < (Rot(Rﬁ.)op»v. j)
_— = d ) Ei i slip i . O =O 755
aa) ;( EIX 0 1 ( )
a‘]LS Ei (l‘/ " Viip )) T
—_— = 'd... J st 0 = 7.
o ( ag ("3 ko 0 1y =0 (7.56)
oJ
a_gi;jszrj‘(sy.f CY;) By Vi =0 (7.57)
aJ
a—(erj:rrj-(O D-p, vy, =0 (7.58)

Para fuerzas de friccion (7.59) linealmente dependientes con las velocidades
de deslizamiento, existen las siguientes equivalencias: (7.55)>(7.42), (7.56)
2>(7.47), (1.57)>(7.48), (7.58)>(7.46) y (7.54)>(7.41) si se desprecia la fuerza
centripeta en el miembro de la izquierda de (7.41).

—_ ﬂxi O vslipxi _ .
Fio: = (0 /uyi)'(v j_ B Vi, (7.59)

slip xi

Notar que la fuerza de friccidn previa (7.59) desprecia el acoplamiento entre
los coeficientes longitudinal y lateral. Es posible acoplarlos de forma similar a
(7.30), aunque produciria una solucién no analitica para (7.52) 6 (7.54)—(7.58).

Para un correcto significado fisico la solucién de En ese caso ponderada, las
velocidades del vehiculo deben ser consideradas no asignadas, de modo que el
equilibrio de fuerzas de (7.54) y el equilibrio de momentos de (7.55) estdn
siempre presentes. Las velocidades de rueda pueden ser asignadas o no.

Asi pues, la soluciéon de LS ponderada con las velocidades del vehiculo
como no asignadas es equivalente al modelo cinematico con deslizamiento para
fuerzas de friccion linealmente dependientes con las velocidades de
deslizamiento.
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7.5 SIMULACION Y RESULTADOS EXPERIMENTALES

7.5.1 Carretilla industrial (triciclo)

Con objeto de probar los modelos con deslizamiento del punto anterior, se
utilizara la carretilla industrial de la Figura 7.7. Este vehiculo representa un
vehiculo préximo al mundo real.

En la Figura 7.8 se muestra la representacion equivalente del vehiculo, con
dos ruedas fijas alineadas y otra rueda orientable.

Los modelos con deslizamiento se utilizardn como una solucion directa para
estimar el movimiento del vehiculo, con la informacién de sensores dada por tres
encoders que miden la rotacién de las tres ruedas fijas (encoders incrementales
con 8290 pulsos por vuelta de la rueda) y la orientacién de la rueda orientable
(encoder absoluto de 1.41° de resolucion).
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,=1.35m _ r=023m
-

Figura 7.8- Vista de planta de la carretilla industrial con la representacion

esquemadtica tipo triciclo

Notar que el sistema de coordenadas R (ver Figura 7.8) no se ha situado en

CM

el CM del vehiculo y que ®v, # °v,, Mo, =@, 0., = 6, .

De la definicién grafica de la Figura 7.8 y utilizando tres veces (3.11), la

ecuacion matricial cinematica con deslizamiento de (7.12) resulta:

1 0 0 000
v 0 1 I, | r00[(®p
I O I T 0 [000]]¢
Vo =1 Va2 1T 0 1 -1, [0 r 0 g,
Viip3 B, B, L-cB| 000 (g

=B, cf, —1,-sB] 00 r

Las ecuaciones dinamicas del vehiculo de (7.21)—(7.26), son:
M, G‘.,CM = ROt( GeR )'(Ffricl

IT -0+ 153 ‘133 = (13 _lMC )'(Cﬁs 'Ffricx3 _5163 'Ffricy3)
+ 112 : (Ffric ¥yl Ffric y2 )_ lCM : (Ffricxl + Ffric x2 )
I,-¢=t,+r-(0 1)F

fric 1

+ Ffric 2t Rot (133 ) ’ Ffric 3 )

I,-¢,=7,+r-(0 1)F

fric 2

Ir3’¢3=r’(0 1)'Ffric3 153‘(/}3"'@):753

donde la rueda orientable es de rotacion libre.

(7.60)

(7.61)
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Las ecuaciones del movimiento quasi-estético resultan:

0 -1\ ™
MT 'w'(l 0 j CMVCM = (Ffricl +Ffri<:2 +R°t(:33)'Ffﬁc 3)

0=1, '(Ffricyl _Ffricyz)_1CM ‘(Ffricxl +Ffricx2)
+(13_ICM)'(Cﬁ3'Ffricxz_sﬁz'Ffricy3) (762)
0=7,+r-(0 1)F 0=7,+r-(0 1)F

fric 1 fric 2
0=F

fricy3

0=1,

Por tanto las ecuaciones del modelo con deslizamiento vienen dadas por:

+Cﬂ3 Ft

fric x3

+Sﬁ3'Fr

ric x3

O0=F,_  +F

fric x1 fric x2

0=F_. +F

fric y1 fric y2

0 = 112 : (Ericyl - F;'ric)>2)+l3 .CﬂS : F;'ric.x3

(7.63)

Ademds para todos los modelos anteriores {(7.61), (7.62), (7.63)} se tiene
que incluir (7.49) tres veces debido a las fuerzas de friccién en cada rueda.

Las reacciones normales en las ruedas se pueden calcula de:
Fy+F,+F;=M;g
1, - (Fy = Fyo + hey M- M99, =0 (7.64)
1CM '(FNl + FNZ )+hCM 'MT : CM’G‘}CM}' = (13 _ICM ) FN3 +7,+7,

CM.

donde hcy es la altura del CM respecto al suelo y la aceleracion v, se

particulariza para cada modelo.

Por otro lado (7.51) se puede particularizar en:

2, 0 0 0 0
0 \/E My 1y JRe Hypp T 0 (ﬂj
(N 7 7 T 0 Junr|\o
\/ﬂ_ﬁcﬂ3 \/ﬂ_ﬁsﬂz \/,ll_x3'13'0,33 0 0

Re ¢
)

(7.65)

donde (4,,,,4,,) son los coeficientes de friccion de las identicas ruedas fijas y

U es el coeficiente de friccion de la rueda orientable en la direccion L,;.
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Notar que (7.65) considera conjuntamente la primera y tercera ecuacion de
(7.60), a través de un coeficiente de friccién de doble valor, y se obvia la tltima
ecuacion utilizada para calcular ¢, .

Por tanto la solucién de LS ponderada (weighted least square: WLS) es:

"B=(AL ) AL A (2] (7.66)
2

pna pna pa

Para calcular la expresién anterior se tienen que conocer los tres coeficientes
de friccién o dos relaciones entre ellos a través de las constantes ky; y k;,:

'u)'IZ = k11 ':uxlz (767)
M=Ky,

7.5.2 Estimacion del vector de velocidad del vehiculo con filtro de Kalman

Las ecuaciones de estado y salida discretas son:

P = P, +T-°p, (7.68)
¢1 T 0 -1 _112 _ _
gorl =0 -1 1, *p, =y, =C, "p, (7.69)
0 ) cfy spy li-cf),

donde k es el instante discreto de tiempo considerado y T el periodo.

La ecuacién de salida (7.69) tiene tres elementos, uno para cada sensor,
obtenidos de la cinemdtica sin deslizamiento de (7.60). Notar que no se ha
despejado S, en la tercera ecuacion escalar de (7.69) porque obligaria a trabajar

con el filtro de Kalman extendido (FKE) que utiliza una aproximacion de primer
orden. Dicha aproximacion no es necesaria con el planteamiento de (7.69).

Lo anterior, utilizar una ecuacién escalar de salida por cada sensor, es lo
habitual en el FK. Sin embargo se puede apreciar que (7.69) no incluye toda la
cinemdtica de (7.65): faltaria su primer elemento (primero 6 tercer elemento de
(7.60)). Por ello alternativamente se puede plantear como ecuacidén de salida:
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0 1 0 0
gor| [0 -1 -, | g Iy
ol [0 -1 1, P =Yy =Cy Py (7.70)

0 J cfy spy 1cf),

Al FK que utiliza la ecuacion de salida (7.69) se le denotara como FK1 y al
que utiliza (7.70) como FK2.

El término aceleracion Eﬁk de (7.68) se considerard el ruido de proceso en la
ecuacion de estado, cuya matriz de estado seria la identidad.

Las ecuaciones recursivas del Filtro de Kalman (FK) resultan:

D = “Pue 1.71)

Py =Py +Q, (7.72)

K, =P, C (C. P, CL+R,)" (7.73)
“Brevinr = Peos + Koy (Yewr ~Coor i (7.74)
P =I-K,, -C, )P, +Q (7.75)

donde C; = Cy; 6 Cy, Yi = Yt 0 Yo, {Qs, Ry} son las matrices de covarianza del
ruido de proceso y la covarianza del ruido de medida, K, es la matriz de
correccion 6 de ganancia del algoritmo y Py es la matriz de covarianza del error.
En cualquier caso, se asumird que las matrices de covarianza del ruido en el
proceso y en la medida son constantes, es decir que no cambian segtn el instante.

El FK propuesto es muy sencillo ya que la ecuacion de estado (7.71) predice
el valor de estado previo, el cual se corrige con las medidas en (7.74).

En particular, si las medidas se ponderan mucho més que el modelo del
proceso R<<Q, es decir las medidas son mds precisas que la ecuacién de estado,
la solucién del FK1 se reduce a:

*p,=C, -y, (7.76)

donde no hay filtrado de los valores medidos.
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En general se consideraran las matrices de covarianza:

Q=k’-1 R=R,6R,

2
k%, 0 0 K 2 00 (1.77)
) 0 k) 0 0 :
Ri=[ 0 ki, 0| Ry= = 07,
0 O k125 u 2
0 0 0 kK

donde los encoders de las dos ruedas fijas y las ecuaciones escalares de estado se
han supuesto igualmente fiables a través de las desviaciones tipicas ki4/K17 y K3,
y los errores de las variables de estado y de salida se han asumido no correlados.

Para aplicar el FK1/FK2 se tienen que establecer dos/tres pardmetros de
(7.77), por ejemplo {kys, kis}/{Kie, Ki7, Kis} si €l otro se fija a un valor conocido,
por ejemplo k3=1, sin pérdida de generalidad.

Notar que no es posible utilizar la solucién estacionaria del FK, que vendria
dada por la matriz de correccién estacionaria K_ y la ecuacién (7.74), porque la

matriz de salida C,/ C,; es variable.

7.5.3 Resultados de simulacion

En este apartado se comparard en simulacién el modelo dindmico (MD) dado por
(7.61) con los tres modelos con deslizamiento: el de movimiento quasi-estatico
(MQE) de (7.62), el cinematico con deslizamiento (MCD) de (7.63) y la solucién
de Minimos Cuadrados ponderada (weighted least square: WLS) de (7.66).

Para f;. 1,23 se ha empleado la ampliamente utilizada “férmula magica” de
Pacejka (7.34), con el procedimiento de acoplamiento presentado en [Pacejka et
al. 97] y los pardmetros (dependientes de la velocidad de la rueda) y coeficientes
identificados en [Lu et al. 05] (ver punto 7.A1).

Los valores de las constantes utilizados en la simulacién son: Mr= 2500 Kg;
I= 1500 Kg-mz; Li=1,=1 Kg-mz; Is=1.5 Kg-mz; I:=0.8 Kg-mz; lem = 0.45 m;
hcy = 0.7 m. Dichos valores son sélo orientativos, ya que no se ha aplicado
ningun proceso de identificacion.

Los valores de k;; y kj; se han calculado aplicando un proceso de
optimizacion basado en minimizar la diferencia entre el vector de velocidad del

vehiculo ﬁpR calculado con MCD de (7.63) y con WLS de (7.66), ya que el
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segundo es la aproximacién inmediatamente posterior del primero. En concreto
se han considerado un nimero de puntos dados por un barrido en las velocidades
de las ruedas fijas (-¢,-r=0:05:5 —¢,-r=-5:0.5:5) y 5 valores de
orientacion [, para cada combinacién: uno el tedrico sin deslizamiento,

redondeado con la resolucién del encoder (1.4118°), y dos por arriba y dos por
abajo con incrementos del doble de la resolucién (2.8236°). Lo anterior es porque
en condiciones normales el dngulo f,de la rueda orientable no debe ser

“demasiado” incompatible con la velocidad de las ruedas fijas. En total el error se
minimiza para un nimero de puntos igual a 11x21x5 = 1155.

En la Figura 7.9 se indica la diferencia entre los elementos del vector de
velocidad *® pR calculados con MCD y con WLS, una vez optimizadas k;; y ki,

para las 1155 combinaciones de velocidades de las ruedas fijas y de orientacién
B, . Se puede concluir que ambos modelos dan un resultado muy similar.

0.02 R

Error vx
o

1 1 1 L
0 200 400 600 800 1000

1 1
0 200 400 600 800 1000

0 “l i
-0.2 -

Error w

-0.4t ! ! ! I
0 200 400 600 800 1000 B

Figura 7.9- Diferencia en los elementos del vector de velocidad del vehiculo *p,
al calcularlos con MCD y con WLS (para ki, y k;, optimizadas)

En las Figuras 7.10 y 7.11 se muestra el vector de velocidad f‘pR calculado

con MCD vy el error medio producido en las tres ecuaciones de su modelo
cinematico (7.63) al realizar el calculo numérico de la solucidn.
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|
5 0 |
|

| | | |
0 200 400 600 800 1000

| | | | |
0 200 400 600 800 1000
Figura 7.10- Vector de velocidad * p, calculado con MCD para los 1155 puntos

0.081 i

0.06 i

0.04r h

Error medio en (7.63)

0.02r -

i

0
0 200 400 600 800 1000

Figura 7.11- Error numérico medio cometido en (7.63) al calcular ﬁpR con MCD
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En la Figura 7.12 se muestra el camino obtenido en simulacién con cada
modelo, a través de la integracién numérica de p, para pares nulos y condiciones

iniciales no nulas: livRy (0)= 2 m/s; li6:)R(0) = 0.3 rad/s (los valores iniciales de

las velocidades de rueda y el dngulo de la rueda orientable estan en concordancia
con esos valores).

7

Coordenada Y

52

-2.68 -267 -2.66 -265 -2.64 -2.63 -262 -2.61
| | | | | |

0
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Coordenada X
Figura 7.12- Caminos obtenidos con MD (—), MQE (- -), MCD (- -) y

WLS (- - —) para pares nulos y “v, (0)=2 m/s R, (0) = 0.3 rad/s

Para evaluar la exactitud de los modelos con deslizamiento se utiliza el
siguiente indice:

sz(| EVR,\;MD (- ﬁva,mod (l)| + | ﬁvRy,MD (- li"Ry,mocl (l)| +| Ea)R,MD (O liwR,mocl (l)|)

Jood =2 7.78
mod 3 Nm ( )

donde N, son el nimero de muestras de la simulacion, el subindice “MD” hace
referencia al modelo dindmico y el subindice “mod” al modelo con deslizamiento
considerado (MQE, MCD 6 WLS).
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Los indices para el ejemplo de simulacion anterior resultan: Jyge = 0.24 %,
JMCD = 088 %, JWLS = 092 % .

En la Figura 7.13 se muestra el camino obtenido con cada modelo con las
condiciones iniciales de antes y pares de rotacion sobre las ruedas fijas de 30
N-m, aplicados durante 1 segundos. Para este ejemplo la orientacién de la rueda
orientable se ajusta en cada iteracién, con el par de direccidn, para evitar la
incompatibilidad cinemdtica.

20

18

16

14

12

10

Coordenada Y

-5 -4 -3 -2 -1 0

Coordenada X
Figura 7.13- Caminos obtenidos con MD (—), MQE (- -), MCD (- -) y

WLS (- - -) con pares de rotacién no nulos y RvRy (0)=2m/s @, (0)=0.3 rad/s

Los indices para este segundo caso son: Jyge = 0.33 %, Jucp = 0.63 %,
JWLSZ 084 % .

En la Figura 7.14 se indica la evolucion en la simulacién de los elementos
del vector de velocidad del vehiculo " p, segin el MD.

En dicha figura se aprecia que, con los pares aplicados, se gana en velocidad
de avance y se pierde en velocidad de rotacién. También se observa que el
deslizamiento en la direccién perpendicular a las ruedas fijas disminuye, lo cual
es légico porque se pasa de un movimiento circular inicial a otro mds rectilineo.
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Tiempo

Tiempo

o
= 0.2\\ i
o

Tiempo

Figura 7.14- Evolucién de los elementos del vector de velocidad del vehiculo

ﬁpR segtin el MD para el segundo ejemplo de simulacién

Los dos ejemplos de simulacion anteriores evidencian que el MCD es mds
preciso que el WLS y menos que el MQE.
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7.5.4 Resultados experimentales

Aqui se considerard el tercer nivel de aproximacién del modelo dindmico,
soluciéon de minimos cuadrados ponderada (WLS), ya que se puede calcular
analiticamente. Esta solucién de WLS se comparard con los FK1 y FK2,
presentados en un subapartado anterior, y con el cldsico modelo odométrico
(7.78) del vehiculo diferencial (ver Capitulo 5).

) 0 0 .
S R .(‘f’lk) (7.79)
—t/(21,) 1/(2-1,)) P

Dicha comparacién se realizard en base a los caminos obtenidos con cada
modelo, a través de la integracién numérica de ®p, para distintos experimentos.

Estos experimentos serdn realizados de forma que la postura final real del
vehiculo p() coincida exactamente con la postura inicial p(0).

Para establecer los valores de los pardmetros de WLS {k;;, ki»}, del FK1
{ki4, ki5} y del FK2 {ki¢, ky7, kig}, se minimizard el siguiente indice de error J:

2:N, ‘3 distancia recorrida angulo recorrido

Ne — 2 _ 2 _
7, 1 [\/(xw %' 0. =y [6.-6) ] (7.80)

donde N, son el nimero de experimentos considerados.

Para la optimizaciéon de los pardmetros de WLS/FK1/FK2 se han
considerado 15 experimentos, realizados en un parking con una velocidad media
entorno a los 2 m/s.

En el caso de WLS, después del proceso de optimizacion se obtiene ky; =
3.2:107, ki, = 19.2 Y Jimin = 2.02 %. Estos valores de parametros evidencian que
las ruedas fijas son menos fiables en la direccién longitudinal, es decir sus
ecuaciones asociadas son menos precisas. Esto es 16gico ya que las ruedas fijas
son las ruedas tractoras y la traccién se produce principalmente, excepto para
maniobras no suaves, en la direccidn longitudinal. (Para pequefio deslizamiento
el deslizamiento longitudinal se incrementa con la fuerza de traccion, Figura 7.5.)

Obviamente las fuerzas de traccién sobre las ruedas fijas las coordina la
tarjeta de control de la carretilla con la orientacion de la rueda orientable.
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La Figura 7.15 muestra el camino obtenido con WLS optimizado y no
optimizado al recorrer aproximadamente un rectingulo. Mientras que la Figura
7.16 muestra los valores medidos por los sensores en este experimento.

60
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E 301
20
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-40 -30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 7.15- Camino obtenido con WLS optimizado (—) y no optimizado (- -)
(k;1=0.32, k=2, Jy=11.55%) al recorrer aproximadamente un rectdngulo
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Figura 7.16- Medidas de velocidades en las ruedas fijas (-r-@,,-r-¢,) yenla
orientacion g, de la rueda orientable en experimento del rectdngulo (Fig. 7.15)
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Para el FK1, después del proceso de optimizacién se obtiene ki, = 0.31,
ki5=1.09, y Jx min= 7.11 %. Estos valores de parametros implican que {¢,, ¢,} se

filtran poco y S, un poco mas.

La Figura 7.17 muestra el camino obtenido con el FK1 optimizado para el
mismo experimento anterior del rectdngulo (Figura 7.16).

50/ :

10’ o // 7

-30 -20 -10 0 10 20 30
X (m)
Figura 7.17- Camino obtenido con el FK1 optimizado (—) y no optimizado (- -)
(k4= k5= 200, Jx=12.16%) para los datos de la Figura 7.16

Para el FK2, después del proceso de optimizacién se obtiene ks = 0.28,
k7=3.57, ki5=0.28 y Jx min= 2.1 %. Estos valores de pardmetros implican que

{9, @,} se filtran mucho y g, y la ecuacién

®ve, =0 poco. Esto concuerda

cualitativamente con los valores de pardmetros obtenidos para WLS.

La Figura 7.18 muestra el camino obtenido con el FK2 optimizado para el
mismo experimento anterior del rectdngulo (Figura 7.16).
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-30 -20 -10 0 10 20
x (m)
Figura 7.18- Camino obtenido con el FK2 optimizado (—) y no optimizado (- -)
(ki = ky7=k;15=200, J, =6.85%) para los datos de la Figura 7.16

La Figura 7.19 muestra los resultados de otros experimentos con mismo
camino (rectadngulo) para los modelos WLS, FK1, FK2 y diferencial (7.79). Se
puede apreciar que el FK1 optimizado resulta similar al modelo del vehiculo
diferencial (Jy =7.14 %) y el FK2 al WLS.

Las Figuras 7.20, 7.21, 7.22 y 7.23 muestran los caminos obtenidos con
WLS, FK1, FK2 y diferencial con otros caminos seguidos. En concreto, el
quinto camino seguido (triple bucle, ver la Figura 7.23) es el més critico porque
el angulo recorrido (movimiento de rotacién acumulado) es 3 x 360°. De hecho el
FK1 y el modelo diferencial fallan claramente en la estimacién mientras que
WLS y el FK2 la realizan bastante bien.

En general, para todos los experimentos WLS y el FK2 estiman mucho
mejor que el FK1 y el modelo diferencial.
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Figura 7.19- Caminos obtenidos con WLS (—), el FK1 (—-), el FK2 (- -) y el
modelo diferencial (- - —) para distintos experimentos tipo rectdngulo
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x(m)

Figura 7.20- Caminos obtenidos con WLS (—), el FK1 (—-), el FK2 (- -) y el
modelo diferencial (— - —) para el segundo tipo de camino en forma de tirabuz6n

35

30+

25¢

20} \

X (m)

15 20 25 30 35

Figura 7.21- Caminos obtenidos con WLS (—), el FK1 (—-), el FK2 (--) y el

modelo diferencial (— - —) para el tercer tipo de camino en forma de D
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0 5 10 15 20 25 30 35
x (m)
Figura 7.22- Caminos obtenidos con WLS (—), el FK1 (—-), el FK2 (--) y el
modelo diferencial (— - —) para el cuarto tipo de camino en forma de ocho

25r
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_25 L

Figura 7.23- Caminos obtenido con WLS (—), el FK1 (- -), el FK2 (- -) y el
modelo diferencial (- - —) para el quinto tipo de camino en forma de triple bucle
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La Figura 7.24 muestra el interfaz desarrollado (camino obtenido con WLS,
indicadores, botones, etc.) con el software LabVIEW para el terminal téctil
incorporado a la carretilla industrial.

i
mnnm._

[
é
W
543

mf“
i ‘)
e
0
i=

*itpent

Figura 7.24- Interfaz del terminal téctil incorporado en la carretilla industrial

Como se ha comentado anteriormente, el FK2 resulta similar a WLS y el
FK1 al modelo diferencial. Sin embargo, hay un aspecto que hace preferible
WLS (7.66) frente al FK2 (7.71)-(7.75) y el modelo diferencial (7.79) frente al
FK1 (7.71)-(7.75): el tiempo de cémputo. En la Tabla 7.3 se muestra una
comparativa de las operaciones requeridas y tiempo de computo medido. En
dicho tiempo de computo se aprecia que WLS cuesta un 16.5% menos que el FK2
y el modelo diferencial un 98.5% menos que el FKI.

Tabla 7.3- Comparativa de computo WLS-FK2 y modelo diferencial-FK1

Parametro WLS FK2 Diferencial FK1
Sumas 30 131 3 102
Productos 102 255 6 180
N° Inversas 1 de 3x3 1 de 4x4 0 1 de 3x3
Tiempo Coémputo Iteraciéon 46 55 08 5
(nanosegundos)
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7.6 RESULTADOS MAS RELEVANTES Y CONCLUSIONES DEL
CAPITULO

A continuacion, se indican los aspectos mds relevantes que aporta el capitulo.

e La principal contribucién de este capitulo son los tres niveles de modelos
con deslizamiento presentados en el punto 7.4. A diferencia de otras
investigaciones, estos modelos se han obtenido a partir de principios fisicos,
es decir de sucesivas aproximaciones de la dindmica del vehiculo. Dicho
modelo dindmico se ha obtenido considerando el caso general de vehiculo
con ruedas castor, no como en otros estudios, y teniendo en cuenta que el
centro de masas de las ruedas centradas (orientables, fijas, suecas)
permanece invariable respecto a la estructura del vehiculo.

e El primer nivel de aproximacion del planteamiento dindmico consiste en
considerar un movimiento quasi-estdtico en el vehiculo con respecto al
sistema instantdneamente coincidente de la estructura del vehiculo, que es
equivalente a movimiento curvilineo uniforme con una velocidad angular
constante, ademds de desprecia la masa de las ruedas castor.

e Fl segundo nivel de aproximacién desprecia la fuerza centripeta requerida
para el movimiento curvilineo del vehiculo, lo que es posible para
maniobras suaves. El modelo obtenido es completamente cinemdtico: el
modelo cinemdtico con deslizamiento.

e Fl tercer nivel de aproximacién considera fuerzas de friccion linealmente
dependientes de las velocidades de deslizamiento, lo que es posible para un
movimiento de ruedas cercano al rodamiento puro, ej. en una solucién
directa con redundancia en la informacién de sensores. El modelo con
deslizamiento resultante es equivalente al la solucion de Minimos
Cuadrados ponderada de la cinemdtica sin deslizamiento del vehiculo,
donde las velocidades del vehiculo deben considerarse no asignadas.

e La ventaja del tercer nivel de aproximaciéon es que se calcula
analiticamente, aunque es menos preciso debido a las tres aproximaciones.
En cualquier caso, cualquiera de los tres modelos con deslizamiento se
puede utilizar a través de cdlculo numérico.
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e Los tres modelos con deslizamiento se han comparado con el modelo
dindmico en un entorno de simulacién para un vehiculo triciclo. Dicha
simulacién ha evidenciando el grado de precision de cada modelo.

e FEl tercer nivel de aproximaciéon (solucion de Minimos Cuadrados
ponderada) se compara, en una situacion real para una carretilla industrial,
con dos alternativas del Filtro de Kalman y con el modelo del vehiculo
diferencial. Para los datos experimentales el modelo con deslizamiento y
uno de los dos filtros de Kalman dan claramente una mejor estimacién del
camino recorrido que el otro filtro y el modelo diferencial. Ademds se ha
comprobado que el modelo con deslizamiento tiene un 16.5% menos de
tiempo de computo por iteracién que el filtro de Kalman equivalente.
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7.A1 FORMULAS DE PACEJKA UTILIZADAS EN LA SIMULACION

La férmula més utilizada para caracterizar la relacién estética (curvas de estado-
fijo) entre los coeficientes de adhesion y el deslizamiento es la denominada
formula mdgica de Pacejka [Pacejka et al. 93].

La férmula magica de Pacejka es la indicada en (7.34):

U, =k, -sin(k, -arctan (k, - (1—k,, )- a+k, -arctan (k, -a))) (7.81)

donde se tienen las variables y pardmetros de la Tabla 7.4.

Tabla 7.4- Variables y pardmetros de la férmula magica de Pacejka (7.81)

Simbolo Descripcion
u, =, 6 u, |Coeficiente de adhesion longitudinal 6 lateral

a=séa, Ratio de deslizamiento longitudinal 6 4ngulo de deslizamiento

ky Factor de pico

kg Factor de forma

ko Factor de rigidez
k1o Factor de curvatura

Los valores de los pardmetros k; de la férmula de Pacejka pueden ser
constantes o funcién de otras variables: carga vertical, dngulo de peralte, etc.

Para el deslizamiento longitudinal puro de rueda en simulacién se utilizaran
las férmulas y coeficientes identificados de [Lu et al. 05]:

¢, =tan((7/180)- (84.21+5.16- PV ")) g = 5+(0.0213+0.0086 v, ) [c,,

s =0.08+0.75-¢ "wen/

9% Oy

ke, =1.57,, k,, =08-0.0021-v . .. ko, =c, /(ky, k)
(7.82)
ki, =(ky, 5, —tan (0.5 7/k, )) /(k,, -5, —atan k,, -s,,)) —0.0162-v

wheel y

U, =k, -sin (k&v -arctan (kgAv (1 =k, )-S +k,, -arctan (kgAv -S)))

La Figura 7.25 muestra el coeficiente longitudinal, con deslizamiento
longitudinal puro, para una velocidad de rueda Vyheer , €ntre 1y 18 m/s.



Capitulo 7. Modelado cinematico con deslizamiento 209

Coeficiente de adhesion longitudinal =

Ratio de deslizamiento longitudinal s

Figura 7.25- Coeficiente longitudinal en deslizamiento longitudinal puro
y velocidad longitudinal de rueda vy, entre 1y 18 m/s

Para el deslizamiento lateral puro de rueda en simulacién se utilizardn las
férmulas y coeficientes identificados de [Lu et al. 05]:

wheel y ) wheel y )

Cc

7 e _ (0.00639+0.0026- v
¢, =0.3-tan 180 84.21+5.16-¢ . O, =0+

ke, =12,, k, =07540.5-¢™ &, =c, [k, -K,).s @, =0.087+0.63-¢7" (7 g3)
kl()x = (k‘)x ' am —tan (05 ! ﬂ’-/kSX ))/(k‘)x ' %z —atan (k‘)x ' am )) _00162 "V,

wheel y

H, :k7x'Sin(k8x 'arCtan(k9.x '(l_kmx)'a/s +k10x 'arcmn(kt)x ’ &; )))

La Figura 7.26 muestra el coeficiente lateral obtenido, con deslizamiento
lateral puro, para una velocidad de rueda vyee , €ntre 1'y 9 m/s.
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Figura 7.26- Coeficiente lateral en deslizamiento lateral puro y velocidad
longitudinal de rueda vypee , entre 1y 9 m/s

Para el deslizamiento combinado hay que tener en cuenta el acoplamiento de
los coeficientes longitudinal y lateral. Por ejemplo, un método sencillo de
acoplamiento de coeficientes se presenta en [Pacejka 02].

Otro método de acoplamiento, que es el que aqui se utilizard, se describe en
[Pacejka et al. 97] (“Delft tyre 97° parte steady-state). Sus férmulas de
acoplamiento con los coeficientes identificados en [Lu et al. 05] son:

. cos(1.43-atan(1.25- cos(atan(0.513- 5))- (0.0056 + &, )))
cos(1.43-atan(1.25- cos(atan(0.513- 5)) - 0.0056))

/uy comb = y
(7.84)
cos(1.01-atan(20.18  cos(atan(0.137-(a; —4.98)))- (0.204- 41, +5)))
cos(1.01-atan(20.18- cos(atan(0.137- (¢, —4.98)))-0.204- 1, ))

ILlX comb = /lx ’

En las Figuras 7.27, 7.28 7.29 y 7.30 se muestran los coeficientes de
adhesion para deslizamiento combinado y velocidad longitudinal vyneer, de 2 m/s.
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Figura 7.27- Coeficiente de adhesion longitudinal en deslizamiento combinado
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Figura 7.28- Proyeccién de las curvas de nivel del coeficiente de adhesion
longitudinal en deslizamiento combinado respecto al dngulo de deslizamiento
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Figura 7.29- Coeficiente de adhesidn lateral en deslizamiento combinado
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Figura 7.30- Proyeccidn de las curvas de nivel del coeficiente de adhesion lateral

en deslizamiento combinado respecto al ratio de deslizamiento



CAPITULO 8

CONTROL CINEMATICO DE
VEHICULOS CON RUEDAS

8.1 INTRODUCCION

Los vehiculos autoguiados, utilizados en la automatizacién de procesos
industriales u otros campos como la agricultura, se encuentran involucrados
principalmente en el seguimiento de referencias, siendo imprescindible para ello
un control adecuado del vehiculo.

Para el disefio del control existen alternativas tan diversas como las
desarrolladas en [Ollero et al. 94] [Shin 90] [O’Connor et al. 96] [Inoue et al. 97]
[Lyshevski et al. 00] [Samson 95], entre muchas otras.

Se puede distinguir entre un control del vehiculo de tipo cinemdtico o
dindmico (dindmico global). En el cinematico se consideran dos bucles, uno
principal denominado cinematico y otro de bajo nivel para los actuadores en las
ruedas, evidentemente dindmico. De forma que hay un desacoplo entre la parte
cinemdtica y la parte dindmica.

En el control dindmico global no existen los dos niveles/bucles anteriores,
sino que la ley de control es tnica y considera todos los elementos del vehiculo:
relaciones cinematicas, actuadores, masas, momentos de inercias, etc.

En general el control dindmico global presenta como inconvenientes: el
andlisis y cdlculo adquieren una complejidad considerable; es muy sensible a las
imprecisiones de los pardmetros del modelo; a veces requiere sensores inerciales,
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que tienen alto coste, poca robustez y baja precision, o estimadores de similares
inconvenientes.

Mientras que el control cinemdtico es mas sencillo y tiene validez siempre
que el bucle dindmico de bajo nivel sea bastante mds rdpido que el cinematico.
Este control es el mas empleado en la bibliografia.

La referencia de entrada al control del vehiculo, generadas normalmente por
un planificador de alto nivel, puede tener 2 dimensiones (coordenadas x e y de
posicion) 6 3 (coordenadas x e y de posicién y 6 de orientacion). Ademads las
referencias pueden tener asociados instantes temporales (ej. trayectoria 2D) o no
(ej. camino 2D), en cuyo caso se suele suponer una velocidad de avance en el
movimiento constante.

Algunos autores han planteado el control del vehiculo con métodos
geométricos, aplicando acciones de control que hagan que el vehiculo siga una
curva que conecte su posiciéon con una posicién objetivo perteneciente a la
trayectoria de referencia. Por ejemplo [Ollero et al. 94] utiliza como curvas arcos
circulares mientras que [Shin 90] utiliza polinomios de quinto orden. Este
método obliga a un seguimiento de la trayectoria punto a punto (persecucion),
siendo complicado garantizar la estabilidad. Ademds es dificil el ajuste 6ptimo,
en funcién de la trayectoria, de algunos pardmetros de la ‘persecucién’ para
conseguir un buen seguimiento de la misma.

Otros autores han utilizado herramientas de la teoria clasica de control:

- Control basado en aproximacion lineal: Consiste en aproximar
linealmente el modelo del vehiculo entorno a un punto de
funcionamiento y posteriormente disefiar un control lineal clésico.
Incluso se puede discretizar el sistema aproximado lineal y hacer control
discreto. El inconveniente de esta aproximacion lineal es la perdida de
validez del control disefiado a medida que el estado se aleja del punto de
funcionamiento, pudiendo llegar a la inestabilidad. Para el control
cinemdtico de vehiculos el rango de validez suele ser muy pequefio. Por
ejemplo en [O’Connor et al. 96] se realiza un control de cinematico de
direcciéon basado en una aproximacién lineal en torno 0°. Algunos
controles similares se proponen en [Canudas et al. 97].
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- Linealizacion exacta por realimentacion del estado: Si existe, la
linealizacién exacta del modelo del vehiculo (continuo o discreto)
permite aplicar un control lineal cldsico (punto a punto, de trayectoria,...).
Tiene el inconveniente de que las singularidades invalidan la
linealizacién, aunque si no existen o no se alcanzan nunca es una opcién
muy adecuada. Esta herramienta se ha aplicado de forma cinemadtica en
[d'Andréa-Novel et al. 95] [De Luca et al. 93] [Gracia2 et al. 03] [Park et
al. 99] y dindmica global en [Tzafestas et al. O1].

- Controlabilidad: Algunos autores han estudiado la controlabilidad de
distintos vehiculos [Campion et al. 96] y sus condiciones para disefiar
leyes de control [Samson 95] [Monaco et al. 91] [Murray et al. 93].

- Estabilidad por método de Lyapunov: Para el modelo no lineal del
vehiculo (continuo o discreto) es dificil encontrar una ley de control, en
funcién de las magnitudes de error, que garantice la estabilidad del
sistema. Una forma de garantizar la estabilidad es encontrar una funcién
de Lyapunov que, para el algoritmo de control disefiado, cumpla el
teorema de estabilidad de Lyapunov. Por ejemplo en [Lyshevski et al. 00]
se realiza un control dindmico global continuo para el que existe dicha
funcién. Igualmente, en [Canudas et al. 97] y [Dixon et al. 00] se
presentan leyes de control demostrdndose su estabilidad por este método.

- Control adaptativo: Por ejemplo en [Inoue et al. 97] se hace un control
cinemdtico discreto adaptativo ajustando unos pardmetros del algoritmo
de control experimentalmente para que sea estable. Mientras que en
[Dixon et al. 01] se realiza un control adaptativo para seguimiento con un
sistema de visién sin calibrar. En [Fukao et al. 00] se propone una
extension, en forma de control adaptativo, para un controlador existente
de vehiculo no-holonémicos.

- Control predictivo: En [Ollero et al. 91] se presenta el seguimiento de
caminos para el modelo bicicleta con control predictivo generalizado.

As{ pues, el objetivo de este capitulo es proporcionar un método de control
cinemdtico que anule el error en el seguimiento de referencias (con instante
temporal asociado) para todo tipo de vehiculos.
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En el punto 8.2 se plantea un esquema de control general que es similar
conceptualmente a los empleados para robots manipuladores y que incluye tres
bucles de control anidados: uno dindmico de bajo nivel, otro cinematico de nivel
medio (en el que se profundiza posteriormente) y un ultimo de planificacién de
alto nivel.

El bucle de control cinemdtico se desglosa en un control de posicién (punto
8.3) y en la aplicacién de la cinemdtica inversa de ruedas (punto 8.4), cuyo
andlisis permite caracterizar las referencias que puede seguir sin error cada tipo
de vehiculo (punto 8.5).

En el punto 8.6 se particulariza el control cinematico para el caso del
vehiculo triciclo y se comprueban a través de simulacion sus restricciones y
limitaciones. También se presentan algunos resultados experimentales obtenidos
para una carretilla industrial sobre la cual se ha implementado el control anterior.

Finalmente en el punto de conclusiones se destacan los resultados mas
relevantes del capitulo.
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8.2 ESQUEMA GLOBAL DEL CONTROL DEL VEHICULO

En la Figura 8.1 se muestra el esquema general propuesto para el control del
vehiculo, donde se tienen las siguientes variables:

p =(x,y,0): Postura del vehiculo;
p= (vx,vy ,w) : Vector de velocidad del vehiculo;

p-r: Postura de referencia establecida por el planificador;

P.ouo - Vector de velocidad del vehiculo a conseguir por el control dindmico;

@, .. - Velocidad de rotacién a conseguir por control dindmico;

,Bi ¢ - Velocidad de direccion a conseguir por control dindmico;
B, i - Orientacién de rueda orientable a conseguir por control dindmico;
V. : Tensién aplicada al actuador i (calculadas por el control dindmico);
7, : Par aplicado por el actuadores i (motores);

.. : Velocidad de rotacién sensorizada;

B..: Velocidad de direccion sensorizada;
B. . : Orientacion sensorizada de rueda.

B, e - Orientacion de rueda castor con alguna velocidad de rueda accionada.

Control Cinematico

(Nivel Medio) "
fm——————— i
Tarea I . L/ v
Objetivo| Planificador | P ;i | i) ge| Peonwor | Cinematica i i cer | Control | Ve |4 oores| Zi| Robot
(Control Alto 1 AN Inversa ¢ Dindmico .
. I Posicién ! ; ) (Motores) Mévil
Nivel) I Ruedas } - o | (Nivel Bajo)
|
A A T A
Sensores [ :B, castor
del . . ﬂ ﬂ
Entorno P . " P . - Q.. b, b
Estimacién Cinematica is [Mis is | Sensores
(— (

de la Postura Directa Odometria

Figura 8.1: Esquema general de control del vehiculo

El esquema anterior es similar conceptualmente a los empleados para robots
manipuladores e incluye tres bucles de control anidados: uno dindmico de bajo
nivel, otro cinemadtico de nivel medio (en el cual se profundiza en este capitulo) y
un dltimo de planificacién de alto nivel.
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Para garantizar la estabilidad del conjunto, el bucle de control dindmico
deberia ser bastante mds rdpido que el cinemdtico y el cinemdtico que el de
planificacién.

El control dindmico de bajo nivel tendria en cuenta las masas, momentos de
inercia, pares y fuerzas para generar los niveles de tensiéon de entrada a los
actuadores (motores). Lo anterior podria hacerse de forma no acoplada: control
individual de los actuadores sin tener en cuenta la influencia entre ellos (ideal); 6
acoplada: control global del vehiculo teniendo en cuenta interaccién entre
actuadores.

Tanto la postura de referencia del vehiculo p.r como el vector de velocidad
de control p_, ., pueden ser completos, asigndndose las tres referencias de la

postura, o limitado a dos componentes para vehiculos de movimiento restringido.

El planificador de alto nivel debe especificar las referencias a seguir por el
vehiculo teniendo en cuenta: la tarea objetivo a realizar (postura destino o
trayectoria deseada,...); las referencias posibles segtn tipo de vehiculo (punto
8.5); la evitacioén de colisiones, utilizando para ello los sensores del entorno
(globales y locales) y la postura estimada; las configuraciones isotrépicas y
singulares de los Capitulos 5 y 6; etc.

La cinemdtica directa consiste en obtener el vector de velocidad del vehiculo
p a partir de las velocidades de rueda sensorizada, pudiéndose utilizar los
modelos cineméticos con deslizamiento del Capitulo 7.

La estimacion de la postura del vehiculo p puede realizarse simplemente
integrando el vector de velocidad del vehiculo p 6 mediante el filtro extendido

de Kalman, muy util cuando hay otros sensores a parte de los odométricos
(fusién sensorial) [Tham et al. 98] [Scheding et al. 99] [Lindgren et al. 02].

El nimero de actuadores a utilizar viene marcado por el criterio de actuacién
consistente (incompatibilidad imposible) del Capitulo 4 y por la necesidad de
accionar la direccion de las ruedas orientables (las velocidades de rueda
{Q’ ﬁi,(bri} se auto-ajustan, en caso de no estar actuadas, siempre que el
rozamiento sea suficiente). En definitiva el nimero de actuadores coincidira con
la maniobrabilidad del vehiculo (Capitulo 5) = grado de movilidad (GDLs
instantdneos) + grado de direccionabilidad (n° de ruedas orientables).
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8.3 CONTROL DE POSICION

El control de posicién del esquema de la Figura 8.1 consiste en establecer el
vector de velocidad del vehiculo p a conseguir por el control dindmico (vector

de velocidad de control p_, ) en funcién de las referencias de postura p
suministradas por el planificador de alto nivel.

Se plantean los siguientes tipos de control:

pcontrol = Ac .(pref _p) (81)
pconlrol = pref + AC ’ (pref _p) (82)
paonlrol = prel‘ +Ac '(prel‘ _p)+Bc 'J(pref _p) (83)

donde A. y B. son matrices diagonales de dimension 3.

Suponiendo que el vector de velocidad p converge al de velocidad de

control p_ .., » la dindmica de cada control viene dada por:
d
A (PP ) =0 (8:4)
d(p-p,;
SRR A (p-p) =0 (8.5)
2 —_— —_—
d (p Zpref)+Ac-d(p pref)“l‘Bc'(p_pref):o (86)
d’r dr

El control de (8.1) se denomina punto a punto y tiene error en régimen
permanente no nulo (8.4) para referencias de tipo velocidad e infinito para las de
tipo aceleracidn, por lo que no es conveniente en nuestro caso.

Los controles de (8.2) y (8.3) se denominan de trayectoria debido a la
prealimentacién derivativa* (primer sumando del segundo miembro) y tienen
error en régimen permanente nulo (8.5) (8.6) para cualquier referencia continua.

*Nota: Una opcidn es no considerar la prealimentacién derivativa hasta que el
error entre dentro de un margen, ya que si el punto de seguimiento estd
muy alejado de la referencia la prealimentacion pierde su sentido.

La diferencia entre ambos controles es que (8.2) aplica una realimentacién
proporcional y converge siempre de forma asintdtica, mientras que (8.3) aplica
una realimentacién proporcional-integral y converge en general de forma
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oscilante. Ademads, a nivel préctico el de (8.3) permite corregir la posible zona
muerta de los actuadores (motores) si la hubiere.

En principio en nuestro caso es suficiente con el control de (8.2), siempre y
cuando la zona muerta de los actuadores sea pequefia. En ese caso los polos
(dindmica del error) se asignan para cada coordenada con los elementos a. de la
diagonal de A..

En ocasiones el control debe realizarse de forma discreta, ej. en la aplicacién
de seguimiento de linea por visién del Capitulo 9 debido al procesamiento de
imagen. En esos casos la dindmica asignada debe ser bastante mds lenta que el
periodo de control T para no tener problemas de estabilidad (Teorema de
Shannon-Nyquist), por ejemplo 1/a. > 10-T.

Para el resto del capitulo se considerard que el seguimiento de las
referencias (posicién y orientacidn) las realiza el sistema de coordenadas R del
vehiculo: en concreto su origen y orientacion respecto al sistema global G.

Por tanto el modelado cinemdtico del vehiculo, para aplicar después el
control, tendra en cuenta la eleccién de R con la consideracion anterior.
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8.4 MODELO CINEMATICO INVERSO DE RUEDA

El modelo cinematico inverso de rueda es aquel que toma como entrada el vector
de velocidad del vehiculo p, respecto al sistema R o G, y obtiene las

velocidades de la rueda q, y la orientacién /3 si la rueda es orientable.

Para el esquema de control de la Figura 8.1, dicho vector de velocidad de
entrada serd el de control p__ ., generado por el control de posicion.

Los valores de velocidades de rueda obtenidos q,,, con la cinemdtica inversa

pueden ser utilizados o no para realizar el control dindmico de la Figura 8.1. Si
no se utilizan se auto-ajustan siempre que el deslizamiento sea suficiente.

Sin embargo el valor de B dado por la cinemdtica inversa, para el caso de

rueda orientable, hay que utilizarlo en el control dindmico de la direccién ya que
no se auto-ajusta.

8.4.1 Rueda orientable sin ruedas fijas

Se parte de la ecuacion de rueda de (3.11) con deslizamiento nulo:

B B L-s(B-a) OJ'(Rpjz 8.7
(—s/z B Le(B-u) 1) g) " &7

Despejando del primer elemento de la expresion anterior f3, :

}fvx'cﬁ,. + }Ev)_ sp+wl-s(f-a)=0
fvocB+ v s @l -(sfca,—cf-s0,)=0 (8.8)
ﬁvx + ﬁvy ‘tan(B)+w-1, - (tan(B)-ca, —sa,) =0

_R 1 -sa.
B, = arctan M (8.9
v+l -ca,
Pasando las velocidades lineales del vehiculo al sistema G con (3.15):
5 . %, c0- s0+w-] sq, (8.10)
¢ —%v, 50+ % -cO+w-1 -ca ‘

donde 6= g, ='[a).
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Por otra parte del segundo elemento de (8.7):

(0,=—(1/1;)(—S,Bl Cﬁi li'C(ﬁi—(Xi))'ﬁI.) B (8 11)
(bi=_(1/ri)'(_sﬁi Cﬂi li'(cﬁi'cai"'sﬁi'sai)'Rp .

Sustituyendo £ de (8.9) en la expresion anterior y operando se obtiene:

) =—(1/r,.)-\/(—ﬁvx +o-1,-50) + (v, + o1, ca,)’ (8.12)

Pasando las velocidades lineales del vehiculo al sistema G con (3.15):

o :—(1/15)-\/(—va ¢ s0+w-1,-s0,) +(=v, s0+° -cO+m1 -co,)’ (8.13)

Por tanto la solucién cinemdtica inversa de la rueda orientable viene dada
por {(8.9), (8.12)} 6 {(8.10), (8.13)}. Esta cinematica inversa se particulariza en
el apartado siguiente para cuando ademas hay una rueda fija independiente en el
vehiculo. (Segtn la clasificacion del Capitulo 5 no puede haber mas de una rueda
fija independiente.)

Tener en cuenta que el cdlculo de B en (8.9)/(8.12) es en los 4 cuadrantes 'y

1

que @ tiene siempre el mismo signo en (8.10)/(8.13).

Alternativamente, se puede realizar el cdlculo de S en (8.9)/(8.12) en 2

cuadrantes (primero y cuarto) y multiplicar en el segundo miembro de (8.10)
/(8.13) por el signo de el segundo de los términos que hay elevado al cuadrado
dentro de la raiz.

8.4.2 Rueda fija y particularizacion de rueda orientable

La cinemédtica inversa de la rueda fija viene dada por (8.10)/(8.13). No obstante,
al ser B, constante hay una la ligadura entre los tres elementos del vector de

velocidad p, la cual viene dada por el primer elemento de (8.7):

(CB,' SB; li.S(Bi_a’i)).ﬁp:O
(C(9+Bi) s(6+B,) li'S(Bi_ai))'Gp:O

(8.14)

En caso de que el origen del sistema R se encuentre en el eje de rotacion de
la rueda fija la ligadura afecta exclusivamente a las velocidades lineales de p :
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R R

v, = "v_ -tanf},
Bf_af:()_) G X G y Bz

v, ="v, -tan(6+f,)

X

(8.15)

En caso contrario, R no estd sobre eje de rotacion de rueda fija, se puede
obtener @ en funcién de las otras dos:

R+t B Oy c(84B) + v, s(04B,) . .
0= s(B—a) = L -s(B,—a,) = f(8)-"v, + £,(8)-"v, (8.16)

donde f;(0) es una funcién genérica que depende exclusivamente de la variable 6.

Si se sustituye la ligadura (8.16) (para cuando el origen de R no esté en eje
de rotacion de la rueda fija) en (8.10) y (8.13) se obtiene:

ﬂizarctan[f}(e)' v+ 1i6) v"]:arctan[ﬂ(a)-kf‘t(a)'( v},? VX)J (8.17)

[5(0)-%v + £,(6)- v, [0+ f,(0)-(°v, /%)

& =—J(£,0)- v, + £,(0)- v, P +(f,(8)- v, + £,,(6)- v, ) (8.18)

Si se sustituye la ligadura (8.15) (para cuando origen de R esté en eje de
rotacién de la rueda fija) en (8.10) y (8.13) se obtiene:

B = arctan(f”(a). GV'V i flz(a)lw} = arctan{f”(‘g)Jr flz(a).(w/gvy )] (8.19)
[0 v, + £,,(0)-@ [3(0)+ £,,(0)- () “v,)
7 =—J(ﬁ5(a)- Y+ f(0)- @) +(f,,(8)- v, + £,,(6)- )’ (8.20)

Asi pues, {(8.17), (8.18)} describen la cinemética inversa de ruedas
orientables cuando ademds hay una rueda fija independiente y el punto de
seguimiento no estd sobre su eje de rotacion, y {(8.21), (8.22)} lo mismo pero
para cuando el punto de seguimiento si esta sobre dicho eje de rotacidn.

De igual forma (8.18) ¢ (8.22), dependiendo de la ubicacién del punto de
seguimiento (origen de R), describen la cinemadtica inversa de las ruedas fijas.
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8.4.3 Rueda castor

Se parte de la ecuacion de rueda de (3.12) con deslizamiento nulo:

R

p
=s(B+8,) c(B+8,) L-c(f+8 —a,)+d,-s8 d,-s§ 1 ¢i - .

Despejando ﬁ con el primer elemento de (8.23), se obtiene:

B= o (e(B48) S(B+3) L-5(B+5,-0,)-d,c3)-"p
. | P10 (8.24)
:Bi:d S '(C(9+:Bi+8i) S(9+:Bi+8i) 1i'S(ﬂi+8i_ai)_di'06i)'Gp
i"CO;
Premultiplicando (8.23) por (s3, ¢9,) y despejando ¢, se obtiene:
. 1 .
QZ_I"CS '(_Sﬂi cp, lf'C(IBi_ai))'Rp
P (8.25)

. 1 .
@ =————(-s(6+B) c(6+B) 1. -c(f —a;)) °p
r.-co

i i

Notar que la cinemdtica inversa de esta rueda, dada por (8.24) y (8.25),
depende del dngulo del brazo de direccidn, por lo que si se acciona alguna de las
dos velocidades de la rueda castor hay que sensorizar el dngulo de la direccién
B, como se indica en la Fig. 8.1.

8.4.4 Rueda sueca
Se parte de la ecuacién de rueda (3.13) con deslizamiento nulo:
p
[C(Bi""%) S(Bi+Yi) li'S(Bi+Yi_ai) L -SY; Oj .
=B, +v,) c(B+v,) L-c(Bi+v,—o) r1-cy T, ¢

Despejando ¢, con el primer elemento de (8.26), se obtiene:
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1

] '(C(B["'Yi) S(Bi+Y[) li-S(B[-i-Y[—(X[))-ﬁp
et (8.27)
'(C(0+B[+Yi) S(€+Bi+7[) li~S(B[+"{[—(l[))-Gp

LSy

i i

Premultiplicando (8.26) por (cy, —sy,) y despejando ¢, se obtiene:

. 1 s
(2 :r-s ’(CBi sB, li’s(Bi_ai))’Rp
it (8.28)
¢ri:f'S'Y '(C(9+Bi) S(0+Bi) li'S(Bi_ai))'Gp

No obstante la velocidad de rueda anterior ¢, (rotacién del rodillo) no se

suele sensorizar ni actuar, como ya se indicé en el Capitulo 3, siendo el rodillo un
elemento auxiliar de menor importancia. Por este motivo no se ha incluido en el
diagrama de la Figura 8 a la salida del bloque “Cinematica Inversa Ruedas”.
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8.5 TIPOS DE REFERENCIAS POSIBLES PARA CADA TIPO DE
VEHICULO

8.5.1 Introduccion

En primer lugar aclarar que el adjetivo posibles se refiere al hecho de que el
vehiculo siga las referencias sin ningtn tipo de error, suponiendo que se parte de
las condiciones iniciales adecuadas y que todos los elementos del esquema de
control de la Figura 8.1 son ideales.

Por ejemplo, si se ha obtenido en la caracterizacion de referencias posibles
la condicién de continuidad de una variable, cuando la referencia seguida de
lugar a una discontinuidad en dicha variable apareceria un error de forma
instantdnea, el cual se irfa corrigiendo con el control de posicién. Lo mismo
ocurre si las condiciones iniciales (posiciones, orientaciones y velocidades) no
son las adecuadas.

Por otra parte, si se considera un marco exclusivamente cinemdtico, es decir
se obvia el control dindmico o es considerado instantaneo, las velocidades de

rueda (es decir {¢,, 5,9, }) accionadas pueden cambiar de forma instantdnea.

Por el contrario si se considera un marco dindmico, y se desprecia la
dindmica del actuador (ej. parte eléctrica del motor), son las derivadas de las

velocidades de rueda (es decir las aceleraciones: {@,,,,¢,})) accionadas las que
cambian de forma instantdnea.

Como se ha indicado en el punto 8.2 el nimero de actuadores a utilizar en el
vehiculo, para una actuacién consistente (Capitulo 4), coincide con la
maniobrabilidad del vehiculo (Capitulo 5). Este valor también coincide con el
nimero de referencias a considerar en la postura del vehiculo p.

Como se puede comprobar en la Tabla 5.1, todos los vehiculos tienen una
maniobrabilidad de 3 (tipo 1, tipo 3, tipo 5) 6 de 2 (tipo 2, tipo 4). En los de
maniobrabilidad completa (3) se generan referencias para los 3 elementos de la
postura del vehiculo p.
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Mientras que en los de maniobrabilidad reducida (2) se generan referencias
s6lo para dos elementos de la postura. Dada la connotacién de los elementos de p
(dos posiciones lineales y una angular) se asumird que se generan referencias
para las dos posiciones lineales, dando lugar a caminos de dos dimensiones (2D).

Se tienen las siguientes definiciones matematicas de funciones
monovariables:
.z 0 z . . . .
- Una funcién es C*, o mas cominmente C, si es continua (Figura 8.2)

> Una funcién es C' si su derivada es continua (también llamada
diferenciable de forma continua) (Figura 8.2)

- Una funcién es C" (con n>0) si su derivada enésima es continua

- Una funcién es suave si pertenece a la clase C" V n (también referidas
como funciones C”)

fi (@) L®

R 2

> 1 >t

Figura 8.2: Ejemplos de funcién: f; no es C° (continua); f es C° pero no C'

A continuacién se considerard el camino o curva (Fig.8.3) producida por dos
coordenadas de posicion lineal, x(¢) e y(¢), a lo largo tiempo (trayectoria en 2D).

Se denominard dngulo de la tangente al camino, denotado con y, al dngulo
que forma el vector tangente al camino o curva con el eje X. Su valor es:

x(t)=arctan (Zy—ggj = arctan (%J = arctan (V—VJ (8.29)
X X 1%

Notar que un dngulo y continuo (C°) no implica que las posiciones lineales
de x(¢) e y(r) también lo sean (ej. tramos de linea recta en la direccién del eje X o
Y). No obstante, en lo que sigue se asumird que las referencias lineales de
posicidn generadas por el planificador de alto nivel son, 16gicamente, continuas.
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Las velocidades de avance v,y giro w, de la trayectoria 2D (Figura 8.3) son:

v, (1) =2 +v2 (8.30)

d(x(1) _ v, vy, v
dt vi+v)

@, (1) = 831)

La siguiente coimplicacion, entre la velocidad de giro w, y el dngulo de la
tangente a la curva y, es obvia:

w,esC’ & yesC (8.32)

La curvatura del camino k., es la inversa del radio de curvatura p,,
pudiéndose obtener a partir de las velocidades de avance y giro anteriores:
@, Vv, mV v,

1 g
K.(1) = =t = 8.33
C( ) pa(l’) Va (vf +vf )3/2 ( )

Utilizando (8.30), (8.32) y (8.33) se obtiene la implicacién:
Si yesC ={m,.v,}sonC" = «, es C’ (8.34)

La implicacién anterior al revés no es cierta, ya que puede mantenerse la
relacion x, entre w, y v, y cambiar ambas instantineamente.

Si la curvatura x, estd definida en un punto o en todo el camino, el dngulo
de la tangente al camino es continuo en ese punto o en todo el camino:

Si k., estd definida = y es C° (8.35)

El centro de curvatura del camino C. viene dado en cada instante por el
radio de curvatura p, y por el dngulo y de la tangente al camino. Por tanto, si la

curvatura del camino x, es continua (implica que p, y y son continuas) el lugar
geométrico definido por el centro de curvatura es continuo.

Y k() =1/p,(t,)

Figura 8.3: Variables del camino en un punto con dngulo de la tangente continuo
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Notar que se puede hablar de camino de curvatura x, (o dngulo y) continua,
pero no de camino de curvatura x, (o dngulo y) de derivada continua. En ese
caso hay que hablar de trayectoria 2D, ya que depende de la velocidad de avance.

8.5.2 Vehiculo tipo 1: Omnidireccional

Este vehiculo tiene maniobrabilidad completa por estar hecho con ruedas
omnidireccionales, bien castor o suecas. Por tanto el planificador generarad
referencias para los tres elementos de la postura p.

Considerando el marco exclusivamente cinemdtico (velocidades de rueda
cambian de forma instantdnea) y teniendo en cuenta la cinemadtica inversa dada
por {(8.24), (8.25), (8.27), (8.28)}, resulta que este vehiculo puede seguir
cualquier tipo de referencia de la postura p (p.r) continua (CO).

Para el marco dindmico (derivadas de velocidades de rueda cambian de
forma instantdnea) y con la cinemdtica inversa de antes, resulta que este vehiculo
puede seguir cualquier referencia de postura p de derivada continua (C).

8.5.3 Vehiculo tipo 2: Diferencial

Este vehiculo tiene maniobrabilidad reducida al tener una rueda fija
independiente. Por tanto el planificador generard referencias sélo para las
posiciones lineales {x(f), y(¢)} de la postura p.

En caso de que el origen del sistema R (punto que hace el seguimiento de las
referencias de posicién) no esté sobre el eje de las ruedas fijas (B, —a; #0), la
cinemdtica inversa de las ruedas fijas es (8.18). Por lo que puede seguir cualquier
trayectoria 2D con referencias de posicion {x(f), y(f)} continuas (CO) para el
marco cinemdtico y de derivadas continuas (C') para el marco dindmico.

En caso de que el origen del sistema R si esté sobre el eje de las ruedas fijas
(B; —o, =0) la cinemidtica inversa de las ruedas fijas viene dada por (8.20).

Utilizando la ligadura de (8.15) debida a las ruedas fijas y (8.29), se obtiene la

relacion:
G

tan (6+B,) = va —>€+B[=0{Z+é=dl—>w=wg (8.36)
v,

y

es decir que la velocidad angular del vehiculo @ coincide con la velocidad de
giro @, de la trayectoria 2D.
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Teniendo en cuenta lo anterior, la cinemética inversa de (8.20) se reescribe:

@ =—(£50)- %V, + £4(0)- @) +(f,(8)- v, + f1,(6)- @,)} (8.37)

Por tanto, dentro del marco cinemdtico se podran seguir caminos con dngulo
x de la tangente continuo (C°). No obstante, se podrdn seguir caminos con dngulo
discontinuo si se detiene el avance del vehiculo en las discontinuidades para
reorientarse. Desde el punto de vista dindmico se podrdn seguir trayectorias 2D
con 4ngulo y de la tangente de derivada continua (C')

8.5.4 Vehiculo tipo 4: Triciclo y bicicleta

Este vehiculo tiene maniobrabilidad reducida al tener una rueda fija
independiente. Por tanto el planificador generard referencias sélo para las
posiciones lineales (x, y) de la postura p.

En caso de que el origen del sistema R (punto que hace el seguimiento de las
referencias de posicion lineales) no esté sobre el eje de las ruedas fijas
(B; —a,; #0), la cinematica inversa de la rueda orientable es {(8.17),(8.18)} y la

de las fijas (8.18). Usando (8.29), dichas expresiones resultan:

p, = arctan [Mj (8.38)
1O+ 1.0 %
@ ==, O+ £,0)- 1) +(f,(0)+ ,0(8) 1)’ (8.39)

Considerando el marco cinemdtico y las ecuaciones anteriores, el vehiculo
podré seguir caminos con 4ngulo y de la tangente continuo (C°). No obstante,
podra seguir caminos con dngulo discontinuo si se detiene el avance del vehiculo
en las discontinuidades para reorientar la rueda orientable. Para el marco
dindmico, el vehiculo podra seguir trayectorias 2D con dngulo y de la tangente de
derivada continua (C").

En caso de que el origen del sistema R si esté sobre el eje de las ruedas fijas
(B; —a, =0) la cinematica inversa de la rueda orientable es {(8.19), (8.20)} y la

de las ruedas fijas (8.20). Puesto que (8.36) es vélido también para este caso,
(8.20) se convierte en (8.37) y (8.19) en se reescribe como:
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B = ctan(ﬁl(e”ﬁz(")'(“’g/ "y)J (8.40)

@+ 0 (/)
La curvatura del camino seguido por este vehiculo, utilizando (8.15), es:

S T 8.41
’(L\_\/Gvf—i-Gvi _flg(e)'GV). ( . )

Por lo que (8.40) y (8.37) resultan:

yi3 :mctan(?IEZ;IJf(ZOEZ;:ZCj (8.42)
9 ==, NS5O+ £1,(0) )P +(f,,(O) + [ (6) .)’ (8.43)

Dentro del marco cinemdtico se podran seguir caminos con curvatura x,
continua (C’). No obstante, se podrdn seguir caminos con curvatura «.
discontinua y dngulo y de la tangente continuo (por (8.36)), deteniendo el
vehiculo en las discontinuidades para reorientar la rueda orientable. Si hay
discontinuidad tanto en la curvatura x, como en el dngulo y de la tangente habria
que reorientar el vehiculo con doble reorientacion de la rueda orientable.

Desde el punto de vista dindmico se podran seguir trayectorias 2D con
curvatura del camino x, de derivada continua (h.

8.5.5 Vehiculo tipo 3 (una rueda orientable) y tipo 5 (dos ruedas orientables)

Estos dos tipos de vehiculo, tratados aqui de forma conjunta, tienen
maniobrabilidad completa por no tener ruedas fijas. Por lo que el planificador
generard referencias para los tres elementos de la postura p.

En el caso de que haya mds de una rueda orientable o haya una vinica rueda
orientable pero el punto de seguimiento (origen del sistema R) no esté en su
centro, es decir existe alguna rueda orientable con el pardmetro I; distinto de cero
(31, #0), la cinemética inversa de la/s rueda/s orientable/s con 1, +#0 viene

dado por (8.10) y (8.13). Segin estas férmulas y considerando el marco
cinemadtico, se podrdn seguir referencias de los tres elementos de la postura p de
derivadas continuas (C'). Mientras que, segin el punto de vista dindmico se
podrén seguir referencias de p de derivadas segundas continuas (C?).
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No obstante, para el marco cinemdtico se podrdn seguir referencias de
postura p con primera derivada discontinua si se detiene el vehiculo en las
discontinuidades para reorientar las ruedas orientables.

En caso de haber una iinica rueda orientable y el punto de seguimiento esté
en el centro de dicha rueda (A 1,+0), las expresiones (8.10) y (8.13) se

particularizan en:

B =arctan(wj (8.44)
s@—y-cl
G
@ =- Y JcO+x-56) +(=s6+ x-c6) (8.45)

i

Por lo que, dentro del marco cinemdtico se podran seguir referencias con
posicién angular @ y dngulo y de la tangente continuos (C’). No obstante, se
podrdn seguir caminos con dngulo y discontinuo si se detiene el vehiculo en las
discontinuidades para reorientar la rueda orientable.

Desde el punto de vista dindmico se podran seguir referencias con posicién
angular @y dngulo y de la tangente de derivadas continuas (C').

8.5.6 Resumen de tipos de referencias posibles

En la Tabla 8.1 se muestra el resumen de tipos de referencias posibles segin
el tipo de vehiculo. En ella se indican:
- Nuimero de elementos de la postura p a considerar como referencias;

- Ecuaciones de cinemdtica inversa segtn el tipo de rueda ({f, o, c, s}
para {fija, orientable, castor, sueca}), donde para fijas y orientables ya
se ha sustituido la posible ligadura dada por la rueda fija independiente;

- Condiciones de las referencias para el marco cinemético
- Condiciones de las referencias para el marco dindmico;

- Forma de evitar error de seguimiento si no se cumple una condicién
determinada.
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Tabla 8.1- Referencias posibles segtn el tipo de vehiculo y marco considerados

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 4 Tipos 3y 5
B —a; #0|B; —a, =0|B; —a; 20| By =, =0 | 31,20 | Al #0
N° refs. p 3 2 2 3
¢ {(8.24), f(8.39) | f(8.43) 8.10 8.44
Cinemitical (8.25) | T(8.18) | 1837) | o{®38) | o(42) | LG | oG4
Inversa | s {(8.27), (8.39)} (8.43)} ' '
(8.28)) {c,s} idem tipo 1 {c,s} idem tipo 1 {c,s} idem tipo 1
Marco 0 Xref €S CO 0 * N 0 ##% | Pref €S Cl Href €s CO
: ‘o re " K. esC el e -
cinematico Preses C Yot €6 co | xes C xesC . €s yes 0
Marco 1| xepes C! | . 1 > | OeresC'
X re K X
dindmico Prees C Yores C 1| xesC xesC esC Preses C yes c!

* Parar a reorientar el vehiculo en las discontinuidades del dngulo de la tangente
Parar a reorientar la rueda orientable en las discontinuidades del dngulo de la tangente
skokok . . . . .
Parar a reorientar la rueda orientable en las discontinuidades de la curvatura y el
vehiculo en las discontinuidades de la curvatura y del 4ngulo de la tangente al camino
Parar a reorientar las ruedas orientables en las discontinuidades de la derivada de p,
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8.6 APLICACION DEL CONTROL AL CASO DEL TRICICLO

8.6.1 Particularizacion del control

En este apartado se va a particularizar el control para el vehiculo tipo triciclo
correspondiente a la carretilla industrial que se present6 en el capitulo anterior.
En la Figura 8.4 se puede apreciar la representaciéon esquemadtica de este
vehiculo, donde el punto de seguimiento estd situado en el extremo de las palas.

Figura 8.4: Variables y pardmetros de la carretilla industrial (vehiculo triciclo)

Los pardmetros correspondientes a cada rueda son:

1, =4e’+1}, a =-atan(e/l,) B,=0
l,=4e*+1;, o =xz+atan(e/l,) B,=0 (8.46)
L,=1 o, =-7/2

La ligadura (8.16) dada por las ruedas fijas es:

I

v, -cO+C, 50 v

S R 2y —_ (8:47)
1 -s(a,) :

€ €

=

La cinemdtica inversa de las ruedas fijas (8.18), dada por (8.12) y (8.47), es:
1 _

R 1
(R, =12y =—l-(—GvX $0+% cO-"2(v cO+ -50))
o | L (8.48)
(v, 428y ) =—— (=%, 50+ - cO+—2- (v, cO+ v, 50))

e r e

¢1=_

= | = | —
—

¢2:_



Capitulo 8. Control de vehiculos 235

La cinemética inversa de la rueda orientable {(8.17),(8.18)}, dada por {(8.9)
,(8.12)} 6 {(8.10),(8.13)} y (8.47), es:

_ R - Sy .cO+ 5y 580
,13’3221rctan((13—e)-R—VXJ:alrctan((l3 ©) _NurCO¥ v ] (8.49)

e v e =%, s0+% -cO

y

: 1 [(L-e) 2, &
A (SRR
T (S

(8.50)
_ )2
@, =—l'\/(13—e)-(c'vx O+ % s0) +(=v, 30+ cO)’

2
€

En caso de calcular S, en dos cuadrantes (1°y 4°) se utilizaria para ¢,:

_ _ 2
P, =—%-signo(“v,,)-\/(lﬁc—z‘::)- Sl 2 (8.51)

El control de posicién de (8.2) se particulariza para las coordenadas lineales:

G
Vx control

_ G G _ G
vyaonlrol_ eref+a;"( YR ref yR)

_ G G G
- 'ereerax.( XRref ‘xR)

G (8.52)
donde °x, . e %y, son las referencias en las coordenadas lineales del sistema
global G y la dindmica en ambas coordenada viene dada por a, y ay.

A la cinemdtica inversa dada por {(8.48),(8.49),(8.50)/(8.51)} se le pasarian
las velocidades de control del vehiculo {®v V, omra} de (8.52) y devolveria

x control *

las referencias de las variables de rueda {@, .9, .. /5s .- @ .} @ conseguir por el

control dindmico (ver Figura 8.1). Para una actuacién consistente se actuaria
sobre la orientacién S, y sobre una de las velocidades de rotacién de las ruedas.

8.6.2 Resultados de simulacion

A continuacién se presentan dos casos, a modo de ejemplo, en los que se ha
aplicado el control cinematico anterior en un entorno de simulacién. Este se ha
aplicado de forma continua y la parte dindmica de la Figura 8.1 se ha obviado.

Para los dos casos se ha tomado a,= a,=2 segundos™'. Para el primero se ha
tomado como postura inicial p(0)=(0, 4 m, 180°)" y p(0)=(0,0,0)T en el segundo.
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-5 L t

-6 -4 -2 0 2 4

Figura 8.5: Ejemplo 1° de seguimiento de referencia: camino seguido por la
referencia (—), origen de R (- —) y punto medio de las rueda fijas (- -)
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1.4- i

0 5 10 15
Figura 8.6: Orientacién f; (—), error en x (——) y error en y (- -) para ejemplo 1°
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Figura 8.7: Ejemplo 2° de seguimiento de referencia: camino seguido por la

referencia (—), origen de R (- —) y punto medio de las rueda fijas (- -)
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Figura 8.8: Orientacién f; (—), error en x (——) y error en y (- -) para ejemplo 2°



238 Capitulo 8. Control de vehiculos

En el primer ejemplo la referencia consiste en un giro inicial de 180° y una
linea posterior. Se observa (Figuras 8.5 y 8.6) que el control funciona bien ya
que el origen de R sigue la referencia y el error la dindmica asignada
(exponencial de constante de tiempo 2 segundos).

También se aprecia (Figura 8.6) que la orientacién S5 de la rueda orientable
es continua. Por lo que siempre existe una velocidad de control g, = no

infinita, aunque cambia de forma instantinea en el punto de curvatura
discontinua (#4. = 9.5 s) al pasar del arco a la recta. Por tanto dentro del marco
cinemdtico la rueda orientable no supone ninglin problema para seguir esta
referencia, aunque inicialmente hay que dotarla del dngulo adecuado.

En el segundo ejemplo (Figuras 8.7 y 8.8) la referencia posee un punto de
discontinuidad en el dngulo la tangente al camino. Para el control aplicado el
origen de R sigue la referencia (Figura 8.7) con la dindmica asignada (Figura
8.8), sin embargo la orientacion f; de la rueda orientable sufre dos
discontinuidades.

La primera discontinuidad es de valor 7y evidencia que la orientacién fs
habria que calcularla en los cuatro cuadrantes para que sea continua. En caso de
que la rueda sélo tenga 180° de rango (+x90°), como es el caso de la carretilla
industrial, obligaria a detener el vehiculo para reorientarla.

La segunda discontinuidad es de valor m/2 y se produce en el punto de
discontinuidad del dngulo de la tangente al camino, implicando una accién de
control irrealizable. Por tanto para poder seguir la referencia sin error habria que
detener la marcha en ese punto y reorientarla.

En caso de que el vehiculo fuera diferencial, es decir que no estuviera la rueda
orientable, las discontinuidades anteriores no serian un problema (ver Tabla 8.1).

Un hecho curioso es que se produce una maniobra (cambio del sentido de
movimiento) al principio del seguimiento de la referencia (Fig. 8.7). De esto se
desprende que el control cinemdtico disefiado no distingue entre seguir la
referencia con el vehiculo de ‘cara’ o de ‘espaldas’. Para evitar ir de ‘espaldas’ el
vehiculo debe estar ligeramente orientado hacia la referencia, o simplemente
incorporar un trayecto previo que encare el vehiculo con la referencia original.

Es interesante hacer notar que el camino seguido por el punto medio de las
ruedas fijas (Fig. 8.7) tiene continuo el dngulo de la tangente, a pesar de que el
dngulo de la tangente al camino seguido por la referencia es discontinuo.



Capitulo 8. Control de vehiculos 239

8.6.3 Resultados con la carretilla industrial

Se ha implementado sobre el autémata programable que controla la carretilla
industrial la cinemética inversa de la rueda orientable, dada por (8.49) y (8.51), y
el control de posicion de (8.52).

No obstante, para el control de posicidn (8.52) se ha introducido la variante:

G _ G G G
v.x control ‘xR ref faux + ax ( 'xR ref 'xR )

=¢ “ye) (8.53)

G N G
V), control — YR ref 'faux +Cl), ( YRref —

_ 1 si \/(Geref _G‘xR )2+(Geref_GyR )2 Sdmax
con faux - . \/ G G 2 G G 2
0 S1 ( 'eref - 'xR ) +( eref - yR ) >dmax

donde d,,, es la distancia mixima para la que considerar la prealimentacién
derivativa, ya que si el error es grande (punto de seguimiento muy alejado de la
referencia) la prealimentacion pierde su sentido.

Notar que no es conveniente ponderar la presencia de la prealimentacién
derivativa en funcién del error porque produciria un error no nulo en régimen
permanente.

Para el control de la carretilla se dispone de un motor de traccién, que actia
sobre el mecanismo diferencial de las ruedas fijas, y otro de direccién que actda
sobre la rueda orientable. El disefio del controlador dindmico de bajo nivel de
cada motor se ha realizado de forma desacoplada.

Para el motor de direccién se ha conseguido un control desacoplado (con la
carretilla parada) entorno a 1.5 segundos y sin sobreoscilacion.

El caso del control del motor de traccién es un poco mds complejo. El
control se realiza sobre el valor de la velocidad de la rueda orientable. Esta
velocidad se estima utilizando la informacién de los encoders de las ruedas fijas
y la orientacién de la orientable. En concreto se utiliza el modelo con
deslizamiento del capitulo anterior junto con un pequeio filtrado.

Se ha conseguido un control del motor de traccién desacoplado (con rueda
orientable a 0°) con un tiempo de establecimiento entorno a 3.5 segundos y una
pequefia sobreoscilacién entorno al 15%.
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Se han realizado experiencias de dos trayectorias tipicas, la linea recta y el
circulo, ambas con una velocidad de seguimiento de 0.5m/s.

En las Figuras 8.9 y 8.10 se muestra el resultado para el caso de trayectoria
rectilinea con dos valores distintos de a, y a,.

En el primer caso (a,=a, =1 s™) el vehiculo converge a la recta y el error se
anula de forma ligeramente oscilante, mientras que en el segundo (a, = a, =0.5s")
se tiene una convergencia mds lenta y no oscilante. Se ha podido comprobar
empiricamente que asignar, al control cinemadtico, dindmicas més rdpidas que las
del primer caso produce inestabilidad. De hecho el tiempo de establecimiento del
control cinematico seria de 5 segundos (al 99%), que es ligeramente superior al
tiempo dado por controlador dindmico de bajo nivel més lento.

1-4 3 -2 A 0 1 1-4 -3 -2 A 0 1
a)a,=a,=15s" b)a,=a,=05s"
Figura 8.9: Experiencias de seguimiento de trayectoria rectilinea: camino seguido
por la referencia (—), origen de R (— —) y punto medio de las rueda fijas (- -)

En las Figuras 8.11 y 8.12 se muestra el resultado para el caso de trayectoria
circular con a, = a, = 1 s'. Se puede comprobar que el seguimiento de la
referencia es mis o menos aceptable, aunque el valor de orientacién de la rueda
orientable se estd ajustando constantemente durante todo el movimiento circular.
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Tiempo (s)

0 5 10 15
Tiempo (s)
Figura 8.10: Orientacién 5 (—), error en x (——) y error en y (- -) en caso de recta

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 8.11: Experiencia de seguimiento de trayectoria circular: camino seguido
por la referencia (—), origen de R (- —) y punto medio de las rueda fijas (- -)
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Figura 8.12: Orientacién f; (—), error en x (——) y error en y (- -) para el circulo

Cabe indicar que un control acoplado de los dos motores (bucle dindmico de
bajo nivel) evitaria la perturbacién que se infringe uno a otro, mejorando la
respuesta conjunta.

Mientras que un control dindmico global evitaria la necesidad de un bucle
dindmico de bajo nivel més rdpido que el cinematico.
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8.7 RESULTADOS MAS RELEVANTES Y CONCLUSIONES DEL
CAPITULO

A continuacién, se indican los aspectos mds relevantes del capitulo.
e Se ha propuesto un control global vélido para cualquier tipo de vehiculo.

e El esquema de control es similar conceptualmente a los empleados para
robots manipuladores y consiste en tres bucles de control anidados: uno
dindmico de bajo nivel, otro cinemadtico de nivel medio y un dltimo de
planificacién de alto nivel.

e En este capitulo se ha profundizado en el bucle de control cinemadtico e
indirectamente en el de planificacion. En concreto control cinemdtico
propuesto incluye una parte de control de posicidn y otra parte de cinemdtica
inversa de ruedas.

e FEl control de posicidn consiste en un regulador proporcional (o proporcional
integral si hay zonas muertas) con prealimentacion derivativa para cada una
de las coordenadas sobre las que se realiza el seguimiento de referencia.

e La cinemdtica inversa se ha obtenido para los tipos de rueda habituales:
fijas, orientable, castor y suecas.

e Para los cinco tipos de vehiculos posibles, clasificados en el Capitulo 5, se
han obtenido los tipos de referencias posibles (a tener en cuenta por el
planificador) para que su seguimiento se realicen sin error. Lo anterior es la
aportacion tedrica importante del capitulo, resumida en la Tabla 8.1, y se ha
deducido analizando la cinemadtica inversa de las ruedas.

e Se ha particularizado el control cinematico para el caso del vehiculo triciclo.
Su posterior simulacién ha permitido verificar las limitaciones asi como
obtener interesantes conclusiones de indole practica.

e Se han presentado resultados experimentales del control cinemdtico
implementado sobre una carretilla industrial, evidencidndose la importancia
del control dindmico de bajo nivel para garantizar la estabilidad global.






CAPITULO 9

APLICACIONES PARA EL CONTROL
CINEMATICO DE VEHICULOS CON
RUEDAS

9.1 INTRODUCCION

En ese capitulo se presentan dos aplicaciones a las que poder aplicar el control
cinemdtico presentado en el Capitulo 8.

Estas aplicaciones representan estudios parciales, donde la revision
bibliografica no es exhaustiva, ya que mds bien se ha querido dar soluciones
précticas a dos aplicaciones robdticas concretas. Un estudio mds exhaustivo de de
estas aplicaciones conduce a tesis doctorales en si mismas, ej. [Goémez 01].

La primera aplicacién es el seguimiento de linea por vision, que incluye un
sistema de calibracién y posicionamiento:

En los dltimos afios ha sido considerable el avance tecnoldgico para los
sistemas de visién, por lo que cada vez mds se utilizan como elementos
sensores para gran variedad de aplicaciones.

Muchas de estas aplicaciones requieren conocer la situacién de la unidad
de visibn o cdmara respecto a  elementos captados por ésta.
Concretamente, conocer la situacién de una cdmara, incorporada como
sensor a un vehiculo, respecto a una linea permitiria al mismo, utilizando
sus actuadores, seguir dicha linea (que representaria el eje de una
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calzada, una hilera de cultivo, etc.) de forma autoguiada como en
[Gracia2 et al. 03]. Quedando justificado el interés por posicionar la
cémara respecto a una linea de referencia.

La segunda aplicacién es el aparcamiento en linea de un vehiculo con
maniobras a través de un planificador:

Los robots mdviles con ruedas estdn usualmente involucrados en
movimientos como el atraque y aparcamiento en paralelo, linea 6 cordén
con espacio limitado. Esta cuestién es compleja cuando se considera el
vehiculo cldsico tipo coche, debido a sus restricciones no-holénomas
[Laumond 92]. Muchos autores han intentado resolver estas situaciones
con algoritmos eficientes de generacién de movimiento de avance y
retroceso [Barraquand et al. 89].

De hecho, el aparcamiento en linea o cordén es un problema interesante
que justifica el disefio de planificadores potentes, algunos de ellos
basados en razonamientos geométricos o criterios de optimizacion.
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9.2 SEGUIMIENTO DE LINEA POR VISION
9.2.1 Posicionamiento por vision
9.2.1.A) Introduccion

Existen varias posibilidades para posicionar un vehiculo respecto a una linea,
aunque las ventajas aportadas por un sistema de visién, comentadas en el
subapartado posterior, hace preferible en ocasiones decantarse por esta opcion.

Asfi pues, el problema se desglosard en dos partes: por un lado identificar la
linea a partir de la imagen captada, utilizindose la transformada de Hough
[Hough 59], ampliamente extendida [Luo 98]; y por otro calcular la posicion del
vehiculo a través del modelo de cdmara [Fu et al. 88] particularizado,
alcanzdndose una relacién analitica que no requiere aproximaciones ni célculo
numérico como en [Marchant 95].

Dado que los pardmetros del sistema de visién que intervienen en el célculo
(distancia focal, inclinacidn, etc.) son complicados de obtener se ha desarrollado
un sistema de calibracién especial sencillez.

9.2.1.B) Alternativas para el posicionamiento de vehiculos
® Basado en distancias a puntos de referencia

Consiste en calcular las distancias a puntos de referencia conocidos
para obtener la posicién (local o global) del vehiculo.

Un sistema muy utilizado para obtener la posicién global del vehiculo
es el GPS ([Nagasaka et al 00]; [Rekow et al. 98], etc.), aunque existen
otras alternativas para posicionar localmente el vehiculo utilizando, por
ejemplo, sensores de ultrasonidos, marcas en el suelo, sensores
magnéticos, etc.

Este sistema de posicionamiento tiene, con objeto de autoguiar el
vehiculo, los siguientes inconvenientes:

1) Hay que tener almacenada previamente las caracteristicas del
espacio de movimientos del vehiculo;

2) Para tener un buen conocimiento de éste, hay que obtener y
almacenar mucha informacién, con los problemas que ello conlleva;
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3) Es poco robusto ante cambios sensibles en las caracteristicas de
dicho espacio.

® Basado en andlisis de imagen

Consiste en utilizar sistemas, incorporados al vehiculo, de visién por
cdmara (CCD por ejemplo) para caracterizar, a través de técnicas de
tratamiento de imdgenes, el entorno visualizado (lineas, curvas, etc.)
que se utilizard como referencia. Posteriormente hay que realizar una
andlisis a través del modelo de cdmara para posicionar el vehiculo
respecto a su entorno.

Este sistema de posicionamiento tiene como inconvenientes:
1) El tratamiento de imdgenes puede ser lento;

2) El valor posicionamiento obtenido es local.

No obstante presenta la ventaja respecto a la opcién anterior, de no
depender (hasta cierto punto) de las caracteristicas del espacio de
movimientos del vehiculo. Esta ventaja es definitiva para preferir esta
opcidn, puesto que permite trabajar en un espectro mds amplio de
entornos utilizando el mismo sistema de posicionamiento.

9.2.1.C) Obtencion de las lineas del plano imagen

Las lineas del plano imagen se pueden obtener por técnicas tradicionales basadas
en el andlisis de imagen. En este caso se aplican las siguientes:

1°) Se identifican los pixeles de interés del plano imagen.

Los pixeles de interés pueden ser los del elemento que marque la
referencia a seguir (raya en el suelo, cultivo, etc.), para lo que se
aplicaria un filtrado, o los del contorno de dicha referencia, para lo que
se aplicaria un operador gradiente. La segunda opcién es mds
conveniente cuando el contorno de la referencia es rectilineo y dicha
referencia tiene una anchura apreciable. De forma que, se identificarian
las dos lineas del contorno (computacionalmente mds rdpido) para
después interpolarlas.
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2°) Saturar la informacién anterior, es decir convertir a binario (blanco o
negro) el color de cada pixel.

3°) Calcular las lineas que se ajustan mds a la ubicacidn de los pixeles de
interés detectados.

La udltima fase es con diferencia, la mdis lenta del proceso de
posicionamiento. Por ello es importante implementar un buen sistema de ajuste
de linea. Por ejemplo, [Pinto et al. 99] implementan clasificadores basados en
redes neuronales, mientras que en [Sdnchez et al. 97] se utiliza la transformada
de Hough, muy frecuente en aplicaciones de visiébn por su buena respuesta
computacional comparativa. De hecho, esta segunda opcién es la que los autores
de este trabajo emplean.

La transformada de Hough se utiliza para identificar, en un espacio
bidimensional, formas predefinidas caracterizadas por un ndmero n de
pardmetros. De tal forma que cada punto del espacio bidimensional da lugar a un
conjunto de posibles valores de pardmetros, en un espacio n-dimensional, tal que
la forma predefinida, para esos valores de pardmetros, pasa por ese punto. Para
mads informacién consultese [Hough 59] [Luo 98].

En este caso la forma predefinida es la linea, caracterizada por dos
pardmetros. Con lo que, cada pixel de interés (identificado del plano imagen) da
lugar a una curva (en el caso mds general) en el plano de la transformada,
cortandose en el mismo punto los puntos del plano imagen alineados.

Por tanto, una vez discretizado espacio de transformada se calcula el nimero
de rectas que pasan por cada celda, y aquellas por las que, sin ser adyacentes o
demasiado préximas, pasen mds rectas dan lugar a los valores de pardmetros de
las lineas identificadas en el plano imagen.

Lo anterior es vélido, sobre todo, para el caso de que los puntos de interés
sean el contorno de la referencia. En el caso de que los puntos de interés sean la
referencia, y ésta tenga una anchura apreciable, conviene calcular la celda media
de entre todas las que, siendo adyacentes, sean atravesadas por un nimero de
rectas elevado. De forma que, se evita abatir la linea identificada dentro de la
referencia.

Ademds, para esta aplicacion se utiliza la transformada de Hough
normalizada, para evitar singularidades (Ej. pendientes infinitas).



250 Capitulo 9. Aplicaciones

9.2.1.D) Cdlculo del posicionamiento

A continuacién se describe el modelo de cdmara descrito en [Fu et al. 88] para
después particularizar a las necesidades de este estudio.

Modelo de camara
En la Figura 9.1 se muestra el modelo bdsico formaciéon de imagenes. El
significado de las variables utilizadas es:

(X, Y., Z.): Sistema de coordenadas (en el objetivo) de la cdmara;

(X, Yo z0): Posicidn de un punto respecto al sistema de la cdmara;

(Xy, Y,): Sistema de coordenadas del plano imagen;

(x4, ¥,): Posicidn en el plano imagen correspondiente al punto (x,, Y., Z.);

f: Distancia focal efectiva de la cdmara, que se supone conocida.

ey

1 \

(xes Yer 20)
] / f R ’

Figura 9.1- Modelo bésico de formacién de imagen

Teniendo en cuenta la Figura 9.1 se obtiene:

X, =—x y, ==y 9.1
Z,

Relacionando 1la posicién anterior en el plano imagen con sus
correspondientes coordenadas en pixeles (x,, y,), se obtiene:

X :(xp_cx).dx yu:(yp_cy)'dy (92)

u

donde (C,, C,) son las coordenadas en pixeles del centro del plano imagen y (d,,
d,) el tamafio de los elementos sensores en cada eje.
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Figura 9.2- Relacion entre el sistema de coordenadas del suelo y el de la camara

El significado de las variables de la Figura 9.2 es:
X, Y., Z,): Sistema de coordenadas del suelo;
(X4 Y 2Zy): Posicion de un punto respecto al sistema del suelo;

(tv t,, t,): Vector de desplazamiento entre el sistema de coordenadas de la
cémara y el del suelo;

¢. angulo de inclinacién (cabeceo) de la camara respecto a la vertical;
w: Angulo de giro entre el sistema de la cdmara y el del suelo.

Teniendo en cuenta la Figura 9.2 la relacién entre los sistemas de
coordenadas del suelo y de la cdmara es:

X, cy sy 0 t.)(x,
Ye | sy-ch —cy-co —s@ 1, | 9.3)
Z, sy-s¢ cy-s¢ —cot ||z,
1 0 0 0 1 1

Obsérvese que se ha hecho nulo el dngulo de vasculacién entre la cdmara y
el suelo, ya que no aporta ninguna ventaja y se simplifican los cdlculos.

Con (9.1), (9.2) y (9.3) se calcula la posicion (t,, t,, t;) y orientacion (&, ¥)
de la camara respecto al suelo. En particular sustituyendo (x., y., z.) de (9.3) en
(9.1) se obtiene:
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_ feleyx, +sy-y, +1,)

B s@-(sy-x, +cy-y )—c@-z, +t

_So(epGyox, —eyy,) =Pz, +1))
s@-(sy-x, +cy-y )—c@-z, +t

u

9.4)

u

En general, en (9.4) hay 5 incognitas {t,, ¢, t., ¢, ¥} (se ha hecho nulo el
dngulo de vasculacién), mientras que cada punto (x,, y,) de la imagen, cuyas
coordenadas (x,;, ywi» Zwi) S€ conozcan, aporta 2 ecuaciones. Asi pues, con tres
puntos se obtiene el posicionamiento de la cdmara respecto al sistema de
coordenadas del suelo.

En caso de conocer alguna de las incégnitas (t,, t,, f,, @, W) se necesitarian
menos puntos de referencia conocidos.
Particularizacion del modelo de cdmara

Las Figuras 9.3 y 9.4 muestran la planta y perfil de la cdmara, el vehiculo, la
linea a seguir y los sistemas de coordenadas.

Vehiculo

Figura 9.3- Vista de planta del vehiculo, cdmara, linea a seguir y sus sistemas de
coordenadas
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f
Plano Imagen \

Figura 9.4- Vista de perfil de la cdmara, linea a seguir y sus sistemas de
coordenadas

Las nuevas variables y parametros introducidos son:

v: altura (constante) a la que esta situada el objetivo de la cdmara respecto a
la linea a seguir;

P: Punto, solidario al vehiculo y perteneciente al eje del objetivo de la
cémara, que se quiere que haga el seguimiento;

zp: Distancia desde el punto P al objetivo de la cdmara;

h: distancia entre P y la linea a seguir.

Al tener libertad para elegir el sistema de coordenadas del suelo, se fija con
Y, sobre la linea a seguir (el sentido elegido establece el de Y, hacia abajo en la
imagen captada).

Por lo que los puntos de la linea y de otras a la misma altura tienen:
z,=0 9.5)

w

De todos los origenes posibles sobre la linea de seguimiento se elige aquel

que hace:
£, =0 9.6)

Concretamente, éste origen se encuentra en el punto de corte de la linea a

seguir con una linea paralela a X, que pase por el punto de corte del eje Z. con el
plano z,,= 0. No obstante, no serd necesario calcular dicho origen.
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Ya que vy ¢son constantes y supuestas conocidas se puede calcular:

v

tv =
° cos(@)

9.7

Se considerara que los puntos de referencia utilizados estdn sobre la linea de
seguimiento o paralela a ésta (ver Figura 9.5) a una distancia supuesta conocida
td, lo que se traduce en:

x,=n-d con n=-10,1 (9.8)

n=1

a) Ej. Calzada b) Ej. Linea de cultivo
Figura 9.5- Posibilidades de lineas de seguimiento

Por otro lado, no hay forma de conocer, a través de la imagen, el valor de y,,
de los puntos de referencia de la imagen. Por tanto, despejando y, de (9.4), y
teniendo en cuenta (9.5), (9.6), (9.7) y (9.8), resulta:

cy-(t,(y, s+ fch)=v-x,)+sy-y, v/cg+n-d-(y, s¢+ f-c4)=0 9.9)

De (9.9) se obtienen los valores de (#,, ¥) para dos puntos del plano imagen,
de los que hay que conocer si estdn sobre la linea a seguir, a su derecha 6 a su
izquierda. En el caso de utilizar dos puntos de la misma linea (n; = n, = n) se
llega a la solucién analitica:

(x,—x,) +ﬁ_ iz %= Yar 'xuz)]

= arct .
v arcan(C(b (yul_yuZ) b (yul_yuZ)

(9.10)
. (yul 'xu2 _yuZ "xul)_ﬂ

L oLy
C¢ (yul_yuZ) Cl//

X

|-
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Siendo A, a partir de (¥ t.):
h=tan (@) (V—z,-c@)-sy+t -cy 9.11)

Con lo cual, se tiene el posicionamiento (¥; ) a partir de los pardmetros (f,
v, ¢, d, zp) y de dos puntos (x,;, y,;) de la imagen para los que se conoce la linea
en la que estan (n;).

El célculo anterior no consigue situar el vehiculo respecto a la direccion
longitudinal de la linea a seguir. Esta limitacion viene por el hecho de que, un
sistema de visién no es capaz de determinar a qué altura de una “linea” se
encuentran un punto de referencia. No obstante, esto no impide que el vehiculo
siga la linea de cultivo tal y como se muestra posteriormente.

9.2.1.F) Sistema de calibracion

El problema de calibracién consiste en el proceso inverso al posicionamiento, es
decir se conoce la ubicacién real de algunos puntos de la imagen y se establecen
los parametros del sistema de visién que producen esa correspondencia con el
plano imagen.

Situacion para la calibracion

Con objeto de conseguir una solucién analitica sencilla para dicho proceso
inverso se fuerza:
y=0 1 =0 (9.12)

Para el caso de seguimiento de calzada de la Figura 9.5 (a) se tiene el plano
imagen de la Figura 9.6 (a).

Para conseguir la situacidn anterior se desplazan los dos elementos paralelos
de referencia (Ej.: rayas) respecto a la cdmara (o al revés) hasta que la linea
media, obtenida a partir de las dos identificadas para cada elemento (con el
sistema descrito en una apartado anterior), divida el plano imagen en dos
rectdngulos iguales.
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w * W
PZQ————I———7"P4
|
S
|
| P,
[ Pl.———— ——e P3
£ Y,
jPl " Xw
a) Plano imagen b) Plano real

Figura 9.6- Situacién de calibracién

Cdlculo de la inclinacion de la cdamara

Una vez dada esta situacidon “especial” de calibracion, se recurre a la férmula
(9.4) que, teniendo en cuenta (9.12) y (9.5), resulta:

fox o _Sleoo) 013

xu= yu_
s@-y, +t, s@-y, +1,

Dividiendo las dos ecuaciones de (9.13):

I VI (9.14)
Y. (t,—co-y,)

Tomando dos puntos P; y P; (de los cuatro de la imagen) se obtienen dos
instancias de la expresion (9.14), de las cuales se puede eliminar ¢,, resultando:

1 X, X,

co= ——— |2y =y (9.15)
(yny' - ywi) xui xuj

Ademds, teniendo en cuenta la Figura 9.6:

X
X

=-x, Y.=K x,=-x y,=K+y, (9.16)

wl w

=X yw3 = K xw4 =X, yw4 = K + yw

w3 w w

X=X Ya=A x,=-x, y,=-A (9.17)
X3=% Yis=A X,=X% y,=-A
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Cualquier combinacién de pares de puntos, salvo {P,P;} y {P,,Ps} que
producen una indeterminacidn, hace que (9.15) resulte:

C¢:A.ﬂ.—(xl +x2)
Yw XX

(9.18)

de donde se obtiene el pardmetro ¢ (inclinacién de la cdmara) a partir de los
valores { A, x,,, Y, X1, X2}, supuestamente conocidos.

Cdlculo de la distancia focal de la cdmara

Teniendo en cuenta (9.12), el primer elemento de (9.10) es:

(‘xui _'xuj) +%(yuj .‘xui _yui .xuj) (9.19)
(yui_yw') f (yui_yuj)

donde P; y P; son puntos sobre la misma linea.

O=cog-

Despejando f:
(yuj “Xi T Vi 'xuj)

(‘xui - ‘xuj )

Teniendo en cuenta (9.17), para cualquiera de las combinaciones {P;,P,} 6
{P5,P,} se llega a:

f=—tan(g) (9.20)

(x +x,)

(xl _xz)

S =tan(@) A- (9.21)

de donde se obtiene el pardmetro f (distancia focal efectiva de la cdmara) a partir
de los valores conocidos {A, x;, x2} y { ¢ }, que se calcula en (9.18).

Cdlculo de la altura del objetivo de la camara

A partir de (9.12) y del primer elemento de (9.10):

l v .(yui'xu/'_yuj'x"")_n.d (922)

f& (yui_yuj)

donde P; y P; son puntos sobre la misma linea y d equivale a x,,.
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Despejando v:

Vend o JaT) (9.23)
(yui .xuj _yuj .xui)
Teniendo en cuenta (9.17) y (9.21), para cualquiera de las combinaciones
{P,P,} 6 {P3,P4} se llega a:
Vesg A 9.24)

(x1 _xz)

de donde se obtiene el pardmetro v (altura del objetivo de la cdmara) a partir de
los valores conocidos { A, x,, x;, X2} y { ¢ } que se calcula en (9.18).

Por tanto, a partir de la informacién del plano imagen, caracterizada por x;,
X2y A, y de la ubicacién real de los puntos, caracterizada por x, e y,, se obtiene
la calibracién de los pardmetros { ¢, f, v}, al aplicar (9.18), (9.21) y (9.24).

9.2.1.F) Resultados del sistema de calibracion y posicionamiento

£ o

oo
Ao |

Figura 9.7- Ejemplo de Calibracién
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En la Figura 9.7 se muestra un ejemplo de una aplicacién basada en el
sistema de calibracién desarrollado. Obsérvese que las lineas se identifican bien a
pesar de que la lente de la cAmara deforma ligeramente la referencia (contornos
de referencias un poco curvados).

Los valores de calibracién obtenidos (Figura 9.7) son: altura 13.4 cm,
inclinacién 45°, distancia focal 325.7 pixeles = 325.7 x tamafio real del pixel.

Esta altura e inclinacién se ajustan a las calculadas con herramientas
métricas tradicionales (13.5 cm y 45°), lo que valida el sistema de calibracion.

Una vez que se tiene el sistema de vision anterior calibrado, se ha utilizado
para obtener el posicionamiento respecto a tres lineas (ver Figura 9.8) paralelas y
equidistantes.

= COPIA M= E3

Figura 9.8- Lineas detectadas en ejemplo de posicionamiento con sistema
calibrado

En la Figura 9.9 se muestran los resultados del posicionamiento del objetivo
de la camara (zp = 0) respecto a cada una de las lineas. Teniendo en cuenta que
estan separadas 3.5 cm el error de posicionamiento maximo (respecto a la media)
es de 1.5°y 2.3mm.
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POSICIONAMIENTO POSICIONAMIENTO POSICIONAMIENTO

3

theta [deg) ;]m theta [deg] }]m theta [deg) -| 45.063
f (pixels) rjﬁ f (pinels) Jﬁ f [pixels) Jﬁ
¥ [m] W ¥ [m] W ¥ [m) W
fi(deg) | 35447 fildeg) |-33328  fi(deg) | -337
him) | 0024 hm) | 005 him) | 0035

a) Izquierda b) Centro c) Derecha
Figura 9.9- Posicionamientos obtenidos

Con lo que la precision lograda es bastante alta, por tanto queda también
validado el sistema de posicionamiento desarrollado.

Finalmente, se aborda un ejemplo de posicionamiento en un campo de
chufas. La Figura 9.10 (a) muestra la imagen original con las lineas detectadas
superpuestas.

Para obtener las lineas se aplica el andlisis de imagen indicado para
referencias de contornos no rectilineos, aunque el contorno del cultivo tampoco
es totalmente abrupto (Figura 9.10 (b)).

{i». RGB Threshold M =] E3

5! COPIA =] E3

a) Imagen Original + lineas detectadas b) Imagen filtrada
Figura 9.10- Posicionamiento en campo de chufas

En la Figura 9.11 se muestra el resultado del plano de Hough de la imagen
filtrada, donde se aprecian sobre todo los nodos de las 3 lineas centrales.
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240- =100.0

-500

sojund ap gh

-0.0

divisiones rho *2

=
=
|

0 10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100 10 120 130 140 150 160 170 140

diviziones theta ':Hﬂ
divisiones en rho diviziones en tetha puntos contarno
“4120,00 ’_:J_h 80,00 8549

Figura 9.11- Transformada de Hough de la Figura 9.10 (b)

Las coordenadas de los puntos (en pixeles) para las lineas detectadas son:
a) {n,=1} P, =(-10,-93)  P,5,=(-90,93)

b) {m=-1}  P.;=(4,-93) P 2,=(-2,93)

¢) {n=0} P =(18,-93)  P,»=(83,93)

El posicionamiento respecto a la linea central {pardmetros de visién: =545
pixeles, v=1.42 m, d=60 cm, ¢ =76°} segiin cada linea es:

a) w,.=—0.86° h,=-2.4cm
b) w,=-0.55° hy=—4.2cm
c) w=-03° h.=-8.5cm

Los tres posicionamientos son semejantes y de gran precision (error maximo
respecto a la media 0.3° y 2.5 cm), destacando la buena alineacién de la cdmara
con la linea central.
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9.2.2 Control cinematico para el seguimiento de linea por vision

En este apartado se particulariza el control cinemadtico del vehiculo triciclo (ver
Capitulo 8) para poder aplicar al seguimiento de linea con la informacién del
sistema de visién descrito en el apartado anterior.

Figura 9.12- Posicionamiento obtenido con sistema de vision

El posicionamiento {¥; h} obtenido con el sistema de visién indicado
anteriormente tiene la siguiente relacion con la postura del vehiculo (Fig. 9.12):

G

Xg —h
°yx |=| Indeterminado (9.25)
6, m

donde ®x, y °6, =6 son observables con (¥, h) y “y, no lo es.

Por tanto el control de posicion de (8.52) se concreta en:

G _G:

G G _
Viconrol =  FRref + a, ( XRref — 'xR) =-a, h

(9.26)

_G _
v)' control — YRref — vseguimiemo
donde Vgeguimiento €8 1a velocidad deseada para seguir la linea.

Notar que la imposibilidad de medir la posicién en y obliga a un control
exclusivamente de velocidad en la coordenada longitudinal.
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La orientaciéon del vehiculo 6 es necesaria, ver Figura 8.1, para poder
calcular la cinemdtica inversa de las ruedas. Por ejemplo para la carretilla
industrial de los capitulos 7 y 8 las cinematica inversa de las ruedas viene dada
por {(8.48),(8.49),(8.50),(8.51)}.

Teniendo en cuenta la necesidad de procesar la sefial del sensor de vision, la
ecuacion de control (9.26), y las dadas por la cinemdtica inversa, se implementa
necesariamente de forma discreta. En general hay que asignar una dindmica con
a, bastante mas lenta que el periodo de muestreo (Teorema de Shannon-Nyquist).

9.2.3 Resultados del seguimiento de linea por visiéon

A continuacién se muestran varios ejemplos de simulacién del control cinematico
para el seguimiento de linea del apartado anterior.

El vehiculo considerado en este caso es de tipo diferencial (Figura 9.15), por
lo que lo deducido en el Capitulo 8 para el vehiculo triciclo es vélido
simplemente prescindiendo de las ecuaciones de la rueda orientable.

Los parametros de este robot son: r = 0.05 m; 1;, =0.17 m; e = 0.39 m.

Para simular el seguimiento de linea se ha considerado un velocidad de
Seguimiento Vyeguimieno d€ 0.1m/s, una postura inicial p(0)=(—0.3 m, 0, 0) y un
tiempo de 0.5 segundos para procesar la imagen del sistema de visién, haciéndolo
coincidir con el periodo T de control.

En estas condiciones se ha simulado con tres valores distintos de a,, que es
la que establece la dindmica (polo) del error lateral.

Para el primer y segundo ejemplo de simulacién se ha tomado a, = 0.3 s,
que supondria asignar una dindmica de seguimiento (constante de tiempo)
aproximadamente 7 veces mds lenta que el periodo del control. Lo cual se puede
considerar aceptable.

El control del primer ejemplo es bueno: el punto de seguimiento P (origen
de R) sigue la referencia asintéticamente (Figura 9.13 (a)) y las velocidades de
control de las ruedas fijas (Figura 9.14 (a)) alcanza su régimen permanente
(criterio del 95%) a un valor un poco superior al previsto.
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I
|
1.5F j 4 1.5F

0.5~

05 0 s 0 Ry 0
a) Ejemplo 1 b) Ejemplo 2 c¢) Ejemplo 3
Figura 9.13- Trazados en seguimiento de linea simulado: Referencia (—), P
6 origen de R (- -) y punto medio de las ruedas fijas (——)

Con objeto de probar la robustez del control, en el segundo ejemplo se ha
introducido un ruido aleatorio en los valores del posicionamiento, acotado a 2cm
en separacion (h) y 3° en orientacién (¥). Esto principalmente produce una
pequefia inestabilidad en la velocidad de control (Figura 9.14 (b)), pero no
impide que el seguimiento sea nuevamente aceptable (Figura 9.13 (b)).

En el tercer ejemplo se ha tomado a, = 0.8 s, que supondria asignar una
dindmica de seguimiento 2.5 veces mds lenta que el periodo del control. Lo cual
entra en el limite de lo marcado por el Teorema de Shannon-Nyquist. De hecho,
el control ya no produce un acercamiento exponencial a la referencia (Figura
9.13 (c)), sino que hay una pequefia oscilacién. Por lo que se empieza a atisbar
una posible inestabilidad, no en vano las velocidades de control (Figura 9.14 (c))
toman valores mas grandes.

Un problema practico adicional al asignar dindmicas rdpidas es la pérdida de
la referencia en el plano imagen del sistema de vision, sobre todo si el punto P
que realiza el seguimiento no coincide con el corte entre eje del objetivo de la
cédmara y el suelo.

De estas simulaciones se desprende que el control cinemético disefiado para
seguir una linea con un sistema por visién funciona correctamente siempre que se
respete una relacion minima entre la dinidmica a asignar y el periodo de las
acciones de control, y a pesar de no tener situado longitudinalmente el vehiculo.
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0\ I I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

a) Ejemplo 1

151
|
|
1, 2 .
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
b) Ejemplo 2
4.5 T T T

0 é 4‘1 é é 1‘0 1 é 1‘4 16 1‘8 20
a) Ejemplo 3

Figura 9.14- Evolucién de las velocidades de control de las ruedas fijas del
vehiculo diferencial en el seguimiento de linea simulado: izda (—), dcha (- -)
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En la Figura 9.15 se muestra el vehiculo, de desarrollo propio, sobre el que
se han realizado pruebas, con resultados medianamente satisfactorios (aunque no
demasiado vistosos) de seguimiento de linea. En la Figura 9.16 se muestra la
interfaz desarrollada y utilizada para las pruebas de seguimiento de linea.

Los tiempos de procesado de imagen para la obtencién del posicionamiento
han sido aceptables: en torno a los cuatro posicionamientos por segundo.

El mayor inconveniente que se ha encontrado al implementar dicho
seguimiento de linea ha sido el control dindmico sobre las ruedas fijas. Dicho
control, ademds de no ser instantineo como idealmente supone el marco
cinemadtico, se ha realizado sin considerar el acoplamiento entre ambas ruedas. A
la postre esto a dado cierta inestabilidad en el seguimiento de linea.

Figura 9.15- Vehiculo de pruebas tipo diferencial
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Figura 9.16- Interfaz desarrollada para el seguimiento de linea

Finalmente indicar que el seguimiento de linea aqui desarrollado también se
ha implementado sobre la carretilla industrial de los Capitulos 7 y 8 y sobre una
transpaleta automatizada, los resultados se describen en [Armesto 05]. Alli el
tratamiento de imagen utilizado es distinto, ya que se utiliza la segmentacion, y el
control sobre las ruedas estd planteado de forma multifrecuencia utilizando la
informacién odométrica junto con la de la imagen [Armesto et al. 03].
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9.3 PLANIFICADOR DE APARCAMIENTO

9.3.1 Introduccion

Los planificadores de propdsito general pueden utilizarse para el aparcamiento en
linea. Algunos de ellos se basan en grafos en forma de drbol, donde las hojas son
la postura (posicion + orientacién) del vehiculo y los brazos los caminos de una
postura a otra. El planificador comprueba durante la construccién del grafo si se
ha alcanzado la meta. Ver por ejemplo [Latombe 91] [Laumond et al. 94] entre
otras relevantes publicaciones. Su principal desventaja es el alto coste
computacional requerido, que lo imposibilita para aplicaciones de tiempo real.

Otros planificadores utilizan métodos mds particulares basados en
herramientas como el fuzzy, la linealizaciéon por realimentacién, las redes
neuronales, la arquitectura reactiva, etc. Por ejemplo [Tilbury et al. 93] utiliza
sinusoides para direccionar un vehiculo autoguiado con n-trailers en un
aparcamiento en linea, mientras que [Zhao et al. 05] emplea la l6gica borrosa
para aparcamientos en lugares pequefios. Otros ejemplos de planificadores
especificos para el aparcamiento en linea se desarrollan en [Paromtchik et al. 96]
[Jiang et al. 99] [Holve et al. 96] [Miyata et al. 96] [Baturone et al. 04] [Cuesta et
al. 04].

De entre los planificadores anteriores, los presentados en [Paromtchik et al. 96] y
[Jiang et al. 99] realizan el aparcamiento en las siguientes tres fases:

1) Detecciéon con sensores de ultrasonidos para detectar el espacio
(rectangulo) de aparcamiento;

2) Posicionamiento en el lateral del espacio de aparcamiento;

3) Maniobras para el aparcamiento con un patrén unificado.

En [Jiang et al. 99], las maniobras se calculan con una caracterizacién
geométrica, mientras que [Paromtchik et al. 96] aplica unas acciones de control
preestablecidas, que producirian las maniobras adecuadas. El algoritmo de [Jiang
et al. 99] necesita detener el vehiculo en el medio de la maniobra para reorientar
las ruedas de direccién, mientras que en [Paromtchik et al. 96] la reorientacién es
progresiva. Finalmente [Paromtchik et al. 96] lleva mds tiempo de calculo,
porque necesita integracion numérica, mientras que en [Jiang et al. 99] todos los
célculos son analiticos.
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En este punto se presenta un planificador geométrico que mejora el
planteamiento de [Jiang et al. 99] en dos aspectos:

1) Evitacién de colisiones con los objetos delantero y trasero, no sélo con
los laterales;

2) Optimizacién del punto de posicionamiento de la segunda fase.

9.3.2 Planificador de aparcamiento en linea

9.3.2.A) Caracteristicas generales del planificador

El planificador desarrollado se basa en cdlculos geométricos utilizando la
estacion de colision con obsticulos en las tres fases tradicionales de la Fig. 9.17.

Wita

Figura 9.17- Fases del aparcamiento
Las tres fases son:
1) Detectar el espacio de aparcamiento (rectdngulo) con una pasada.

2) Maniobrar hacia atrds hacia el punto de posicionamiento. Este punto se
optimiza, en la prolongacién del lateral del obsticulo delantero, para
estar tan cerca como sea posible del obstdculo delantero pero evitando la
colision en la primera maniobra hacia atras.

3) Maniobrar hacia delante y hacia atrds hasta que se alcanza la meta,
evitando la colision lateral, frontal y trasera con los obsticulos. Cada
maniobra tiene dos tramos circulares, donde la rueda de direccion
equivalente va el final de uno al otro. El vehiculo estd paralelo al espacio
de aparcamiento al principio y final de cada maniobra.
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9.3.2.B) Caracterizacion geométrica para el aparcamiento

La Figura 9.18 muestra los pardmetros geométricos del espacio de aparcamiento:
- J es la anchura del espacio de aparcamiento;

- H es la longitud del espacio de aparcamiento;

- MS es el margen de seguridad con los obsticulos;

- I’ es el ancho efectivo del espacio de aparcamiento, equivalente a J;

- H’ es la longitud efectiva del espacio de aparcamiento, equivalente a (H-2-MS).

Ancho de seguridad

Obstaculo delantero Obstaculo trasero

Obstaculo lateral

Figura 9.18- Pardmetros geométricos del espacio de aparcamiento

La Figura 9.19 muestra los pardmetros geométricos del vehiculo tipo coche
donde la rueda equivalente de direccion se ha representado. Si hay mds de una
rueda el mecanismo de Ackerman garantiza su equivalencia. Los pardmetros son:

- a; es la distancia entre el eje trasero de ruedas y la parte delantera del vehiculo;
- by es la distancia entre eje trasero de ruedas y la parte de atrds del vehiculo;

- hy es la distancia entre el eje de ruedas trasero y el centro de la rueda orientable;
- d, es la distancia entre los centros de las ruedas fijas del eje trasero;

- ¢ es el ancho del vehiculo;

-res el radio de las ruedas;

- @, ... €8 la midxima orientacion posible de la rueda de direccion equivalente;

- P; es el punto medio entre las ruedas fijas que sigue la trayectoria.
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Figura 9.19- Pardmetros geométricos del vehiculo tipo coche

Relaciones geométricas utiles mostradas en las Figuras 9.20, 9.21 y 9.22:

- Relacion entre el radio de giro p (distancia de P; al Centro Instantaneo de
Rotacién, CIR) y la orientacién ¢, de la rueda equivalente de direccion:

hl
P (4 ©27

- Relacion entre el radio de giro py la distancia d; desde el CIR y la esquina
P; del vehiculo:

d=oi+(p+e,/2)  dy=yai+(p+e)2) (9.28)
dy= b12+(p_cl/2)2 d4=\/m
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Figura 9.20- Descripcion de CIR y distancias d;, d», d3 y dy

- Relacion entre la orientacién @ del vehiculo y la posicion de la esquina P;
(respecto al sistema del CIR) en la Figura 9.21 es:

(‘xP[’yPi)= (di -COS(H—é‘i),d[ 'Sin(e_é:'))

(9.29)
(xpj,ypj)= (dj 'cos(0+5j),dj -sin(0+5j))
donde
i=12 j=23
bl al
0, =arctan 0, =arctan
p+c, /2 p+cl/2 (9.30)

Jd, = arctan b J, = arctan !
’ p—c /2 p—c /2

- Desplazamientos longitudinal y transversal del camino consistente de dos
arcos simétricos (Figura 9.22) del valor de &

X=2-p-(1-cos(¢)) Y =2-p-sen(£) Z=p-(1-2-cos(&)) (9.31)
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Figura 9.22- Desplazamiento entre dos arcos simétricos de valor &
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9.3.2.C) Caracterizacion de colisiones

Las posibles colisiones son con los obstdculos lateral, delantero y trasero al
maniobrar y con el delantero en la primera maniobra al abandonar del punto de
posicionamiento.

La colision lateral siempre se produce con la esquina mds préxima del
vehiculo al obstdculo lateral en la direcciéon del movimiento (ej. segun la Figura
9.20 P, puede colisionar en la maniobra hacia atrds o P, en la maniobra hacia
delante). Por tanto para evitar la colisiéon lateral en una maniobra, se debe
garantizar la no-colisién de la esquina correspondiente.

En la Figura 9.22 se muestran dos arcos simétricos que conforman la
maniobra planteada. Es suficiente con analizar el segundo arco, ya que estd mas
cerca del obsticulo lateral. Por lo que la distancia lateral se debe calcular
verificando el espacio lateral disponible.

De las ecuaciones (9.29) y (9.31) es posible calcular la distancia lateral entre
la esquina P; o P, (movimiento hacia atrds o hacia delante) dependiendo del
angulo @ del segundo arco:

X, (0)=d, -cos(6-6)+p-(1-2-cos(¢£)) dondei=1,2 (9.32)

con el maximo:
Xy =d;+p-(1-2-cos(£)) para 6, =0 (9.33)

La deteccion de colisién lateral se comprueba comparando (9.33) con el
espacio lateral disponible. Es decir, verificar la colisién implica verificar que la
esquina critica nunca colisiona.

La colision delantera / trasera se produce con la esquina mds préxima del
vehiculo en la direccién del movimiento. Es decir P,/P; en una maniobra hacia
atrds y P,/P, en una maniobra hacia delante.

La colision trasera en la maniobra hacia atrds, involucra a P; y sélo en el

segundo arco, y se produce si el minimo local yp; en (9.29) tiene un valor @
dentro del intervalo ]0,§[, donde:

6,=6,-7/2 con 0<O<& y 0<6, <z (9.34)
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Por tanto el punto singular (9.34) est4 fuera del rango de 8 cuando:
p=2c /2 6 p<c/2-b, -tan(&) (9.35)

En colisiones traseras/frontales, otras esquinas pueden ser analizadas dando
un resultado similar: para P, y P, el pardmetro b, se sustituye con a;.

Se propone el siguiente algoritmo para deteccién de colision frontal/trasera:

si pzc /2
- no hay colisién frontal/ trasera
sino si p<c /2—-ab-tan(&)

{ ab=b, para Py, P; y ab=a, para P,, P,}
- no hay colisién frontal/ trasera

sino > hay colision trasera/frontal

Algoritmo 1- Deteccién de colision frontal/ trasera

Ademas las colisiones en la primera maniobra (entre el obstidculo delantero
y la esquina P,) se producen sélo en el segundo arco.

Para evitar estas colisiones, el minimo de dx; en la Figura 9.23 se calcula
con un algoritmo tal que P, toque el origen del sistema (X, Y). Para este caso se
utiliza (9.36) obtenida de (9.29) y (9.31).

4

< X

Figura 9.23- Caracteristicas de la colision en la primera maniobra
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Yo, (0)=2-p-sin(&)—(p-sin(8) +c¢,/2-sin(8)+a, -cos(8))
Xp, (8)=p-(1-2-cos(&))+p-cos(8)+c,/2-cos(B)—a, -sin(8)—dx,

Par
posibles

a establecer el valor definitivo de dx; el algoritmo tiene en cuenta
colisiones laterales y traseras. Para calcular el valor de dx; se han

desarrollado los Algoritmos 2 y 3.

1-

2-
3-

4-

5- Se despeja dx; de xp, = 0.

Se varfa numéricamente 8 empezando en 8= ¢ y decrementado hacia
cero.

Si yp, empiaza disminuyendo aux=1 si no aux=0.

Se detecta cuando yp, = 0. Si aux=1 se comprueba que en ese
momento yp, aumenta si no se sigue hasta que yp, vuelva a ser cero.
Se sustituye el valor de 8 que ha hecho yp, =0 en xp,

Algoritmo 2- Célculo de dx; de modo que se pase por (xpy, yp2)= (0,0)

1- Se calcula el espacio longitudinal disponible Dy = H - MS — b,
2- Se calcula el radio de giro minimo de (9.27) con ¢, .

3- Se calcula el £de (9.31), con los resultados de 1-y 2-.
4- Se comprueba que no hay colisién trasera con el Algoritmo 1 para los

resultados de £y p obtenidos en 2- y 3-. En caso de colisién se hace
p=c//2 y se calcula nuevamente & con (9.31)y.

5- Se calcula la distancia mdxima alcanzada por P; a partir del punto

inicial de la maniobra utilizando (9.33).

6- Se calcula dx; con el Algoritmo 2.
7- Se utiliza 5- y 6- para calcular el valor definitivo de dx;:

si (5--1>6-)
si (5-—J > Separacion inicial) = Se decrementa ¢, y se vuelve a 1-
sino 2> dx;=5--J

sino = dx;, =6-

8- Si Xm < C1/2 > dX1 = C1/2

Algoritmo 3- Calculo del punto de aproximacién

Respecto al Algoritmo 3 comentar que:

El hecho de que haya colisién trasera obliga indefectiblemente a reducir
el angulo de orientacion de la rueda delantera, y en consecuencia el radio

de giro, el cual se fija para que esta colisién no se produzca seguro.
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De los valores del barrido lateral de P, y del punto calculado por el
Algoritmo 2 (para que no se produzca la colision de punto de
aproximacién) se utiliza el mds restrictivo para calcular dx;.

En caso de que el barrido de P, sea mayor que la separacion inicial y
haga alejarse del obsticulo delantero, se disminuye el dngulo de
orientacion de la rueda delantera hasta que se avance tanto con la primera
maniobra como distancia inicial al obst4culo lateral al vehiculo.

En el caso de que el valor asignado a dx; sea menor de la mitad del ancho
del vehiculo se hace que sea igual a la mitad del ancho del vehiculo.

Los valores finales de &y p se utilizan para la maniobra backward que
parte del punto de aproximacion.

Una vez establecida la distancia de dx;, que caracteriza la posicién del punto
de posicionamiento, se calcula la minima distancia dy; de la Figura 9.24 para
detener el primer movimiento en linea recta del vehiculo (pasada de
reconocimiento).

Figura 9.24- Maniobra previa para alcanzar el punto de posicionamiento

Este cédlculo se realiza con un algoritmo con las entradas dx; y dx,
(separacion inicial del vehiculo), que tiene en cuenta la evitacién de colisién
lateral, utilizando (9.33), y con el obsticulo delantero en la segunda fase. Para
todo ello se ha desarrollado el Algoritmo 4.
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1- Se calcula el radio de giro minimo de (9.27) con ¢, .

2- Se calcula el £ con (9.31), teniendo en cuenta X = Idx; — dx,l.

3- Se calcula dy; con (9.31)y,.

4- Se comprueba que no hay colision lateral con el obstdculo delantero:
si max(dx1,dx2) > (9.33) = No hay colisién
si no 2 SALIR

5- Se aumenta dy; = dy; = dy; + Adys.

6- Secalculan £y p con el sistema de ecuaciones dado por (9.31), y

(931)b para X= |dX1 - dX2| y Y= dy3
7-  Se vuelve a 4-

Algoritmo 4- Calculo del punto previo al de aproximacién

Para caracterizar cada maniobra necesaria en la tercera fase se ha
desarrollado el Algoritmo 5 que utiliza la distancia actual disponible al obsticulo
lateral (W) como entrada y calcula los valores de £y o en esas maniobras. Para
ello tiene en cuenta la evitacién de colisiones lateral, frontal y trasera por medio
de (9.33) y del Algoritmo 1. Las llamadas al algoritmo anterior se detienen
cuando la distancia lateral, entre el vehiculo y el espacio lateral, es menor que la
separacion final deseada.

1- Se calcula el radio de giro minimo de (9.27) con ¢, . .
2- Se comprueba que se cumple p =c,/2 (no colisién frontal/trasera)

si no se hace p=c/2
3- Se calcula £ con (9.31), teniendo en cuenta Y = H - 2-MS = H'.
4- Se comprueba que se cumple W, = (9.33),

si no se calculan &y p para cumplir (9.31)p ¥ Wi = (9.33)

Algoritmo 5- Célculo de maniobras en la fase 3

9.3.3 Resultados del planificador en simulaciéon

Para validar el planificador desarrollado se ha implementado un entorno de
simulacién. También se ha creado una interfaz para introducir las caracteristicas
geométricas del vehiculo (Figura 9.25) y el espacio de aparcamiento (Figura
9.26). Incluso los pardmetros dindmicos del vehiculo se pueden especificar para
monitorizar un tracking (seguimiento) simulado.

La Figura 9.27 muestra un ejemplo de aparcamiento con los pardmetros de
la Tabla 9.1.
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Tabla 9.1- Valores de pardmetros para el ejemplo 1° de aparcamiento

Pardmetro | Valor Pardmetro Valor Pardmetro | Valor
a 150 cm b 50 cm C 140 cm
h 105 cm d 50 cm D max 46°
H 335 cm J 200 cm MS 20 cm
dx, 70 cm Separacién Final |7 cm

El tiempo de computo es 0.438 milisegundos y se requieren dos maniobras.

al

hl

bl

‘s Parametros Geométricos v Dinamicos del Yehiculo
—Significada de los Parémetros del vehiculo |

Parametros Geomeéticos del Yehiculo

—
=l

cl2 (em)[70 :ll
dl (em) 50 =

al (cmy) |250

bl (cm) 50 =

=
hl{cm) |200 —

riem [30 :ll

Parametros Dindmicos del Vehiculo———

Vm“ |2DD :II Fima:u(n'.'l48 :II

(dmis)
Anax [0 = Fi s =]
(dm'sy

o Bceptar p 4 Cancelarg

Figura 9.25- Interfaz de los pardmetros del vehiculo

— Significado de laz Distancias de Aparcamiento

£ »« Medidas de la Zona de Aparcamiento E I

hiARGEN DE
SEGLRIDAD

— Diztancias de Aparcamiento————
H{em) [0 = J (em) [25 =

Margen de Seguridad (cmj) |2EI j

Aceptar

x Cancelar

Figura 9.26- Interfaz para los pardmetros del espacio de aparcamiento
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Figura 9.27- Ejemplo 1° de aparcamiento con el planificador desarrollado

Las Figuras 9.28 y 9.29 muestran otro ejemplo con los pardmetros de
aparcamiento de la Tabla 9.2.

Tabla 9.2- Valores de parametros para el ejemplo 2° de aparcamiento

Parametro Valor Parametro Valor Parametro | Valor
a 75 cm b 15 cm C 350 cm
hy 60 cm d 130 cm O max 46°
H 330 cm J 360 cm MS 12 cm
dx, 17 cm Separacién Final |17 cm

En este caso el vehiculo es mucho mas ancho, que se corresponderia por
ejemplo a un vehiculo agricola. El tiempo de computo es de 1.3 milisegundos y
se requieren 4 maniobras.

Figura 9.28- Ejemplo 2° de aparcamiento con el planificador desarrollado
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2« Programa de Calculo y Simulacion de Aparcamientos  Se abrié: C:\Mis documentos\Luis_Acer\Trabajo\Simulacion Aparcami... [JE] B
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Figura 9.29- Zoom del Ejemplo 2° de aparcamiento

La Figura 9.30 muestra el nimero de maniobras requeridas respecto al
espacio longitudinal disponible en términos del ratio dado por (9.37). Notar que
las maniobras requeridas crecen rapidamente cuando el ratio baja del 30%.

esp. disponible — long. del vehiculo 100 (H-2-MS)—(a, +b,)

— (9.37)
esp. disponible (H-2-MS)

ratio (%) =100-

45F ‘ T T ‘ T T ]
40} :
35| ,
30} ,
maneuvers

25} E

20f .

0 . L L . L L
15 20 25 30 35 40 45 50

ratio(%)

Figura 9.30- Relacién maniobras-ratio (%) en el ejemplo 1° de aparcamiento
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En cuanto a la referencia de velocidad a generar para su posterior
seguimiento, en el programa de simulacién se han utilizado los valores de
velocidad y aceleracion maxima introducidos (ver Figura 9.25) de forma que para
cada tramo se tenga un trapezoide. Estos tramos vienen marcados por la
necesidad de detener el vehiculo, bien por cambio en el sentido de la marcha o
para reorientar la rueda directriz. De modo que hay un tramo en la primera fase
de aparcamiento y dos por cada maniobra backward o forward.

Como trabajo futuro, el planificador probado en simulacién se pretende
implementar sobre el vehiculo eléctrico de la Figura 9.31.

Figura 9.31- Vehiculo eléctrico de pruebas sobre el que implementar el
planificador de aparcamiento desarrollado
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9.4 RESULTADOS MAS RELEVANTES Y CONCLUSIONES DEL
CAPITULO

En cuanto al sistema de posicionamiento por visién:

e Se basa en la relacidn analitica que no requiere aproximaciones ni calculo
numérico como en otros autores [Marchant 95].

e Resulta ttil en entornos tan variados como una carretera (tomando como
referencia sus marcas longitudinales), una nave industrial (tomando como
referencia una linea pintada al estilo filo guiado), un campo de cultivo
(tomando como referencia las hileras de cultivo), etc., y sirve como entrada
para realizar el seguimiento de linea por control cinemético.

e Se plantea también un sistema de calibracién que utiliza el mismo andlisis
de imagen del sistema de posicionamiento, lo que simplifica su
implementacion, y tan sélo requiere de dos medidas de la situacion real de
los elementos captados.

e Para distintas aplicaciones se han probado los sistemas de posicionamiento y
calibracién desarrollados corrobordndose su viabilidad y validez.

e La limitacién de no disponer de informacién en la coordenada longitudinal,
para la aplicacién de seguimiento de linea por visidn, se resuelve
implementando un control de velocidad en esa direccién, lo que deja
entrever una realidad préctica.

e FEl periodo (dado por la adquisicion de la imagen y el cdlculo del
posicionamiento { ¥; h}) en la aplicacion de seguimiento de linea por vision,
obliga a cumplir una minima relacién (teorema de Shannon-Nyquist) entre
dicho periodo y la dindmica a asignar para garantizar la estabilidad.

En cuanto al planificador de aparcamiento:

e Un planificador de aparcamiento en linea, basado en cédlculos geométricos
de evitacion de colisiones, se ha implementado. Mejoras importantes se han
introducido respecto a otros planteamientos geométricos en el sentido de
evitar las colisiones del vehiculo con los obstdculos trasero y delantero y de
un criterio de optimizacién. El bajo tiempo de computo requerido (cercano
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a unos pocos milisegundos) hace que el planificador sea adecuado para
aplicaciones de tiempo real.

Un entorno de simulacién se ha disefiado para probar este planificador de
aparcamiento bajo diferentes situaciones y vehiculos. Varias simulaciones se
han realizado para validar los planificadores y el software de simulacion,
indicando como el nimero de maniobras se incrementa en funcién del
espacio disponible.



CAPITULO 10

CONCLUSIONES Y TRABAJOS
FUTUROS

10.1 CONCLUSIONES

A continuacién se indican las conclusiones y aportaciones mds relevantes de la
presente tesis

Se ha presentado un modelado cinemdtico basado en una rueda genérica
(Capitulo 3) que incluye los tipos mds comunes: fija, orientable, castor'y
sueca. Su modelado se ha obtenido con un método sistematico, sencillo,
eficiente y novedoso, basado en una formulacion cinemdtica recursiva.

Se han desarrollado distintos métodos para la generacion de modelos
cinemdticos (Capitulo 4) de vehiculo: el del espacio nulo, el del andlisis de
rangos y el de matrices Jacobianas de rueda de [Muir et al. 87] mejorado.
Los tres métodos de modelado se han ilustrado con el ejemplo de vehiculo
tipo triciclo.

Se han obtenido los modelos cinematicos de los cinco tipos de vehiculos
(Capitulo 5) clasificados de acuerdo a [Campion et al. 96]. A dichos
modelos se les ha aplicado un completo andlisis de isotropia (transmisién
de errores).

Se ha establecido un planteamiento geométrico (Capitulo 6) que
caracteriza la singularidad de cualquier modelo cinemético de cualquier
vehiculo con ruedas comunes (fijas, orientables, castor y suecas) ylo
especiales (dobles, castor dobles, tipo bola y ortogonales). Dicho
planteamiento se ha aplicado a los cinco tipos de vehiculos existentes.

Capitulo 10. Conclusiones 285
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Los dos puntos anteriores representan una guia de la cinemdtica de
vehiculos ntil para el disefio mecanico, desarrollo de aplicaciones de
control, la planificacién de caminos, etc.

Se han deducido tres niveles de modelos con deslizamiento (Capitulo 7),
obtenidos a partir de principios fisicos (por aproximaciones de la dindmica
del vehiculo) a diferencia de otros estudios. En concreto el modelo
correspondiente al tercer nivel de aproximacion (solucién de Minimos
Cuadrados ponderada) se calcula analiticamente. Los modelos presentados
se comparan, para el caso del vehiculo triciclo, con el modelo dindmico en
simulacion y con el Filtro de Kalman en una situacién real. En concreto,
con los datos experimentales el modelo con deslizamiento utilizado da
mucho mejores resultados que el modelo del vehiculo diferencial y una de
las dos opciones planteadas de Filtro de Kalman. El otro filtro de Kalman
planteado da resultado similares pero tiene un 20% mds de tiempo de
computo por iteracion que el modelo con deslizamiento.

Se ha propuesto una estructura de control (Capitulo 8) valida para
cualquier tipo de vehiculo, la cual es similar a las empleadas en robots
manipuladores y que consiste en tres bucles de control anidados (dindmico,
cinemdtico y de planificacién). En particular se ha profundizado en el
bucle cinemdtico y se han caracterizado, a través del andlisis de los
modelos cinemdticos inversos de rueda, las referencias que puede seguir
cada tipo de vehiculo sin error. Ademds se ha particularizado el control
cinemdtico para el caso del triciclo, el cual ha sido estudiado en simulacién
e implementado sobre una carretilla industrial.

Se presenta un sistema de posicionamiento por vision respecto a una linea
(Capitulo 9) basado en una relacién analitica sin aproximaciones que no
requiere cdlculo numérico como en otros autores. Este posicionamiento es
util en diversos entornos (carretera, nave industrial, campos de de cultivos,
etc.) y sirve como entrada para realizar el seguimiento de linea con el
control desarrollado. Ademads se ha planteado un sistema de calibracion
con el mismo andlisis de imagen que el de posicionamiento, lo que
simplifica su implementacién, que sélo requiere dos medidas de la
situacion real de los elementos captados.

Se ha desarrollado un planificador de aparcamiento en linea basado en
calculos geométricos de evitacion de colisiones. El bajo tiempo de
computo requerido (pocos milisegundos) lo hace adecuado para
aplicaciones de tiempo real. El planificador se ha probado en un entorno de
simulacién, donde se ha estudiado el incremento en el numero de
maniobras en funcidn del espacio disponible.
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10.2 TRABAJOS FUTUROS

A continuacién se indican los trabajos futuros en distintas lineas:

Para la isotropia del Capitulo 5 se plantean dos trabajos futuros:

1) Desarrollar un planificador que tenga en cuenta las configuraciones
isotrépicas de un vehiculo con ruedas orientables o castor para la
generacidon de caminos. Dado que el error acumulado se debe a la
amplificacion el error instantdneo (nimero de condicién) y al camino
seguido, un planificador podria minimizar el error acumulado al
alcanzar una meta. (La isotropia solo minimiza el error instantaneo.)

2) Establecer un procedimiento para disefio mecdnico basado en una
isotropia global, para vehiculos con ruedas orientables o castor, para
optimizar los pardmetros del vehiculo: radio de ruedas, distancias
entre ruedas, etc. Esto minimizaria el error medio de las condiciones
de isotropia, o alternativamente la media del nimero de condicién, a
lo largo del espacio de configuracién.

Desde el punto de vista de la singularidad de la cinemética de vehiculos
(Capitulo 6) se pretende plantear un planificador y/o controlador de
movimiento que tenga en cuenta las configuraciones singulares, de un
vehiculo con ruedas orientables o castor, para la generacién de caminos
y/o actuaciones. Este planificador y/o controlador de movimiento seria
andlogo a los ampliamente desarrollados para robots manipuladores.

Para los modelos con deslizamiento del Capitulo 7 se pretende plantear un
control que trabaje con estos modelos en lugar de los cinematicos sin
deslizamiento.

Utilizando el modelado dindmico del Capitulo 7 se planteara un bucle de
control dindmico de bajo nivel con actuadores acoplados y/o un control
dindmico global (sin desacoplar cinemdtica y dindmica). Esto permitira,
tanto para el vehiculo diferencial de investigacion (Capitulo 9) como para
la carretilla industrial (Capitulo 8), mejores prestaciones en el seguimiento
de linea por vision y en el seguimiento de referencias respectivamente.

El planificador de aparcamiento del Capitulo 9 se pretende implementar
sobre el vehiculo eléctrico mostrado en dicho capitulo.
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Capitulo 10. Conclusiones

Finalmente, en el marco de un proyecto interdisciplinar de restauracion se
pretende desarrollar el modelado cinemadtico, dindmico y control del
conjunto formado por un vehiculo (y/o estructura guiada en dos ejes con
sistema de elevacién) que transporta un brazo robot, destinado a la
realizacion de tareas diversas: deteccion/correccion de errores de fachada,
limpieza, etc.
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