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Resumen

Los programas de simulacién de la dindmica de los vehiculos ferroviarios incorporan modelos de contacto
que permiten relacionar las variables cinematicas asociadas al movimiento de la rueda, con las fuerzas
transmitidas entre el vehiculo y la via. En el modelado del contacto normal correspondiente a las tensiones
que se transmiten segun la direcciéon perpendicular a las superficies en contacto, frecuentemente se hace
uso del modelo de Hertz por su simplicidad, ya que no penaliza el coste computacional de la simulacién.
Sin embargo, la geometria de la superficie de la banda de rodadura en la rueda y del camino de rodadura
en el carril, no cumplen las hipdtesis necesarias del modelo de Hertz, por lo que se hacen necesarias
las formulaciones capaces de considerar estos casos. En la literatura sobre el contacto en condiciones
de rodadura, diversos autores han contribuido a través de modelos de contacto normal con un coste
computacional bajo, pero con una precision moderada. De entre los métodos més precisos destaca el
algoritmo conocido como CONTACT, el cual calcula con precisién el drea de contacto y la distribucién
de tensiones normales con un coste computacional demasiado elevado (varios segundos en un Intel Core i7
de 82 generacién). Este inconveniente dificulta su implementacién en programas de simulacién, limitdndose
en la actualidad su uso a simulaciones offline.

En este trabajo fin de grado se contribuye a través de un método de calculo de las tensiones normales al
contacto que combina un nivel de precisién semejante al de CONTACT, con tiempos de calculo semejante
al de las teorfas de contacto normal simplificadas (100 veces més rapido que CONTACT). El método
aprovecha la forma aproximadamente parabdlica de la distribuciéon de tensiones segun la direccién de
la rodadura. A partir de esta caracteristica es posible describir la distribucién de tensiones segin esta
direccién mediante determinadas bases, reduciéndose el niimero de incégnitas y de manera consecuente,
el tiempo de céalculo.

Los resultados indican que la mejor opcién de aproximacion es la de un polinomio sin términos polinémicos
de grado impar, la cual consigue un tiempo de cédlculo 45 veces més pequeno que CONTACT con un error
relativo de 4 - 1075 % con respecto a la fuerza normal total para una malla de 80 x 80 elementos y para
un grado polinémico de aproximacién igual a 4. Aunque cabe destacar que el factor reductor del tiempo
de célculo con respecto a CONTACT aumenta linealmente con el tamano de la malla.

En conclusién, el modelo propuesto disminuye el coste computacional de CONTACT significativamente
pero todavia no es 1util para su implementacién en simulaciones online, por lo que son necesarios trabajos
futuros para la obtencién de un modelo mas rapido.

Palabras clave: Contacto rueda-carril, Contacto normal, CONTACT, Ferrocarril, Contacto no-Herciano.
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Abstract

Simulation programs for the dynamics of railway vehicles implement wheel-rail contact models that allow
relating the kinematic variables associated with the railway wheelset kinematics to the forces transmitted
between the vehicle and the track. When modeling the normal contact corresponding to the tractions
transmitted along the direction perpendicular to the surfaces in contact, the Hertz model is frequently
used due to its simplicity since it does not penalize the computational simulation cost. However, the
geometry of the wheel tread and the rail surfaces do not meet the necessary assumptions of the Hertz
theory, so formulations capable of considering these cases are necessary. In the literature on rolling contact
mechanics, several authors have contributed through normal contact models with low computational cost
but moderate accuracy. Among the most precise methods, the algorithm known as CONTACT stands out,
which accurately calculates the contact area and the normal traction distribution with a computational
cost that is high (seconds in an 8th generation Intel Core i7). This drawback makes it challenging to
implement in simulation programs, limiting its use to offline simulations.

This project contributes through a method for calculating normal traction distribution at the wheel-rail
patch that combines a level of precision similar to that of CONTACT with calculation times similar to
simplified contact theories (100 times faster than CONTACT). The method takes advantage of the ap-
proximately parabolic shape of the traction distribution in the rolling direction. From this characteristic,
it is possible to describe the distribution of stresses according to this direction through some functions,
reducing the number of unknowns and, consequently, the calculation time.

The results indicate that the best approximation option is that of a polynomial without polynomial terms
of odd degree, which achieves a calculation time 45 times smaller than CONTACT with a relative error
of 4-107%% with respect to the total normal force for a mesh of 80 x 80 elements and for a polynomial
degree of approximation equal to 4. Although it should be noted that the calculation time reduction
factor with respect to CONTACT increases linearly with the size of the mesh.

In conclusion, the proposed model decreases the computational cost of CONTACT significantly but it is
not yet useful for its implementation in online simulations, so future work is necessary to obtain a faster
model.

Key words: Wheel-rail contact, Normal contact, CONTACT, Railway, Non-Hertzian contact.
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Resum

Els programes de simulaci6 de la dinamica dels vehicles ferroviaris incorporen models de contacte que per-
meten relacionar les variables cinematiques associades al moviment de la roda, amb les forces transmeses
entre el vehicle i la via. En el modelatge del contacte normal corresponent a les tensions que es transmeten
segons la direccié perpendicular a les superficies en contacte, sovint es fa us del model d’Hertz per la
seua simplicitat, ja que no penalitza el cost computacional de la simulacié. No obstant aix0, la geometria
de la superficie de la banda de rodadura en la roda i del cami de rodadura en el carril, no compleixen
les hipotesis necessaries del model d’Hertz, per la qual cosa es fa necessaries les formulacions capaces de
considerar aquests casos. En la literatura sobre el contacte en condicions de rodadura, diversos autors
han contribuit a través de models de contacte normal amb un cost computacional baix, perd amb una
precisié moderada. D’entre els meétodes més precisos destaca ’algorisme conegut com CONTACT, el qual
calcula amb precisié 'area de contacte i la distribucié de tensions normals amb un cost computacional
massa elevat (diversos segons en un Intel Core i7 de 8a generacid). Aquest inconvenient dificulta la seua
implementacié en programes de simulacid, limitant-se en 'actualitat el seu ts a simulacions offline.

En aquest treball i de grau es contribueix a través d’un meétode de calcul de les tensions normals al
contacte que combina un nivell de precisié semblant al de CONTACT, amb temps de calcul semblant al de
les teories de contacte normal simplificades (100 vegades més rapid que CONTACT). El metode aprofita la
forma aproximadament parabolica de la distribucié de tensions segons la direccié de la rodadura. A partir
d’aquesta caracteristica és possible descriure la distribucié de tensions segons aquesta direccié mitjancant
algunes funcions, reduint-se el nombre d’incognites i de manera conseqiient, el temps de calcul.

Els resultats indiquen que la millor opcié d’aproximacié és la d’un polinomi sense termes polinémics de
grau imparell, la qual aconseguix un temps de calcul 45 vegades més xicotet que CONTACT amb un
error relatiu de 4 - 107% % respecte a la forca normal total per a una malla de 80 x 80 elements i per a
un grau polinomic d’aproximacié igual a 4. Encara que cal destacar que el factor reductor del temps de
calcul respecte a CONTACT augmenta linealment amb la grandaria de la malla.

En conclusid, el model proposat disminuix el cost computacional de CONTACT significativament pero
encara no és 1til per a la seua implementacié en simulacions online, per la qual cosa sén necessaris treballs
futurs per a ’obtencié d’un model més rapid.

Paraules clau: Contacte roda-carril, Contacte normal, CONTACT, Ferrocarril, Contacte no-Hercia.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION AL PROYECTO

El ferrocarril es un medio de transporte en auge en la actualidad. El cambio climéatico y la crisis energéti-
ca estd obligando a la sociedad a utilizar medios de transporte méas limpios y eficientes en el aspecto
energético. Esto es por lo que tiene tanta importancia el desarrollo del ferrocarril limpio y eficiente, y el
estudio en profundidad de su funcionamiento, para optimizar todos los frentes que atafien a este medio
de transporte, como puede ser el aumento del rendimiento energético, reduccién de vibraciones, aumento
de la resistencia de los materiales, reduccién de ruido emitido, reduccion del desgaste de los materiales,
etc.

Para poder mejorar todos los aspectos anteriores es necesario estudiar el contacto entre el vehiculo y la
via, debido a que es el responsable directo de infinidad de aspectos, tanto beneficiosos como perjudiciales:
Transmision de fuerzas de traccién, transmisién de fuerzas de frenado, transmisién de fuerzas de guiado,
transmisién de irregularidades de la via en forma de vibraciones, emisién de ruido producido en el contacto,
desgaste del perfil de rueda, etc.

A la hora de estudiar el funcionamiento del ferrocarril se utilizan simulaciones dindmicas que dan informa-
cién sobre las acciones transmitidas en la interfaz rueda-carril. Para que eso sea posible se implementan
modelos de contacto, los cuales han de tener una alta precisién para dar resultados de calidad y también
han de ser rapidos para conseguir resultados sin mucha demora.

A continuacion se explica la base detrds de todas las teorias de contacto, las cuales se aplican en los
modelos de contacto.

1.1. Mecanica de contacto rueda-carril

El problema de contacto rueda-carril se modela a través de las Teorias de Contacto, las cuales relacionan
variables cinemadticas asociadas a la rueda con las fuerzas transmitidas en el contacto. Por tanto, las
Teorfas de Contacto son un ingrediente fundamental (que no el tnico) en el desarrollo del modelo de la
dindmica de un vehiculo ferroviario para el estudio de problemas tales como la estabilidad, la inscripcion
en curva, la respuesta a irregularidades de via, etc.

El problema global de contacto se resuelve aplicando el siguiente orden de pasos:

1. Obtencién de la posicién y velocidad relativa al carril del punto de contacto.

2. Resolucion del problema normal de contacto. Obtencion de la distribucién de tensiones normales y
forma del area de contacto (huella).

3. Resolucion del problema tangencial de contacto. Calculo de la distribucién de tensiones tangenciales
en el darea de contacto.

4. Obtencion de las fuerzas resultantes en el contacto mediante la integracién de las tensiones en el
area de contacto.
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Posiciones, Problema Problema Fuerzas
velocidades normal tangencial

Figura 1.1: Pasos para la resolucién del problema de contacto rueda-carril.

Con objeto de poder comprender el fenémeno del contacto en rodadura, se va a realizar una explicacion
intuitiva del mismo. Para ello, se parte de una rueda que gira a una velocidad angular w sobre un plano
y cuyo centro se desplaza a una velocidad lineal v . Teniendo en cuenta que la rueda es un sélido eléstico,
entre el plano y la rueda se formard un area de contacto que se supondrd eliptica por el momento. Sobre
la rueda se ha dibujado regularmente lineas radiales, tal como se muestra en la figura 1.2 a). El coeficiente
de rozamiento entre la rueda y el plano es pu.

Figura 1.2: Pseudodeslizamiento.

En la figura 1.2 b) se pasa a transmitir sobre la rueda un par Ty, asociado a él, la fuerza F' de reaccién del
plano sobre la rueda debida al rozamiento. Como consecuencia de las tensiones transmitidas tangenciales
al contacto (cuya resultante es F'), delante del contacto las lineas se juntan (estado de compresién) y
detrds se separan (traccién). A medida que la rueda avanza, dentro del drea de contacto el material de
la rueda pasa de un estado de compresién a uno de traccion, por lo que necesariamente en la zona de
contacto se debera producir una separacién progresiva de las lineas. Ello se traduce dentro del drea de
contacto, a través de la formacion de areas locales de deslizamiento y de adhesién entre los cuerpos en el
contacto.

En general, las particulas de los cuerpos llegan al drea de contacto sin existir deslizamiento relativo.
Posteriormente van ocupando otras posiciones en la zona de contacto, comenzando el proceso de desliza-
miento relativo hasta que salen del area de contacto y se separan. De esta forma es posible establecer en
el contacto una zona de adhesién (donde no hay deslizamiento relativo entre las particulas de los cuerpos
en contacto) y una de deslizamiento (en la que si lo hay). A este fenémeno se conoce como pseudodes-
lizamiento y macroscopicamente se traduce en que la velocidad del punto de contacto no es nula, como
corresponderia a la condicién de rodadura sin deslizamiento. Tanto mayor es la fuerza transmitida, mayor
es la deformacién, mayor serd el area de deslizamiento y mayor serd la velocidad aparente del punto de
contacto (velocidad de pseudodeslizamiento). El limite de la fuerza transmitida es pN, momento en el
cual toda el area de contacto es zona de deslizamiento. La relacion entre la velocidad de pseudodesliza-
miento y la fuerza tangencial transmitida entre los cuerpos sigue una ley del tipo a la mostrada en la
figura 1.3.
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Figura 1.3: Ejemplo de modelo de contacto 2D.

En la figura 1.3 se muestra la relacién fuerza tangencial vs. velocidad de de pseudodeslizamiento (velocidad
del punto de contacto), y diversos aspectos del area de contacto. La velocidad aumenta cuando aumenta
la fuerza tangencial de contacto hasta el limite dado por u/N. Cuando la velocidad del punto de contacto
vale 0 se cumple la condicién de rodadura sin deslizamiento y todos los puntos del drea de contacto estan
en adhesién (zona marcada con una A). Segun la fuerza tangencial aumenta, se va formando una zona
de deslizamiento en la parte posterior del drea de contacto (zona marcada con una D).

Las Teorfas de Contacto pueden considerarse como una caja negra en la que el input son los parametros
cinematicos del contacto, y el output son las fuerzas transmitidas a través del contacto rueda-carril. Las
Teorias de Contacto proporcionan leyes tipo la mostrada en la figura 1.3, que permiten relacionar las
fuerzas tangenciales con la velocidad de pseudodeslizamiento. La complejidad del problema real reside
en que el problema es tridimensional, por lo que existiran fuerzas y velocidades de pseudodeslizamiento
segtn la direccién de la rodadura (como en este ejemplo), pero también segin la direccién lateral.

En la figura 1.4 se presentan los dos tipos de contacto que se dan en el caso de la rueda y del carril.
A la izquierda se tiene un caso en el que el tamano del area de contacto es similar al de los radios de
curvatura de las superficies en contacto. Este primer tipo se conoce como contacto conforme. En la figura
1.4 (derecha), se muestra un caso de contacto no conforme, en el que los radios de curvatura son bastante
mayores que las dimensiones del area de contacto.

Figura 1.4: Contacto conforme (izquierda) y no-conforme (derecha).
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Si se observa la figura 1.5 y se tienen en cuenta las dimensiones del drea de contacto (entre 1-4 cm),
puede deducirse que el contacto rueda-carril es no conforme. Sin embargo, se pueden dar condiciones de
conformidad, especialmente cuando el eje se desplaza lateralmente y el contacto se produce (por ejemplo)
en el acuerdo entre la pestana y la banda de rodadura en el perfil de la rueda. El contacto conforme sélo
puede modelarse de manera precisa mediante Elementos Finitos y pocos trabajos han tratado este tipo
de estudios.

Figura 1.5: Perfil S1002 (eje centrado en la via) sobre carril UIC 60 inclinado 1/20.

Las principales consecuencias del contacto no-conforme son las siguientes:

1. Al ser casi paralelas las superficies en contacto, es posible establecer una direccién normal y un
plano tangente al contacto.

2. Si un punto de la rueda va a entrar en contacto con otro punto del carril cuando se transmita una
determinada carga normal, ambos puntos estaran sobre una linea cuya direccién es la normal al
contacto.

3. Si ademas las propiedades mecdnicas de los materiales son semejantes, se cumplen las condiciones
de casi identidad elastica. La principal consecuencia practica es que el problema normal de contacto
no depende del tangencial.

4. Es posible suponer que los sélidos se comportan elasticamente como semiespacios infinitos.
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1.2. Finalidad del proyecto

La redaccién del presente proyecto se ha llevado a cabo para el desarrollo de un nuevo método de
célculo de las tensiones normales al contacto entre la rueda de un vehiculo ferroviario y el carril a partir
del conocido algoritmo CONTACT, el cual resuelve el problema con una gran precisién pero con un
coste computacional demasiado elevado para poder utilizarlo en simulaciones online. Queda excluido el
problema tangencial, el cual no se va a tratar en este proyecto.

Se trata de un proyecto en la linea de ferrocarriles, dentro del area de ingenieria mecanica. La finalidad
del mismo es la mejora de los sistemas de simulacién dindmica dentro del transporte ferroviario para
estudiar la interaccion entre el vehiculo y la via, de manera que se puedan obtener modelos predictivos de
las fuerzas que aparecen en el contacto o de la profundidad de desgaste que sufren las ruedas en funcién
de la distancia recorrida, entre otros aspectos.

Este proyecto se ha elaborado como trabajo final de grado del Grado en Ingenieria Mecéanica por la
Universidad Politécnica de Valencia para la obtencion de la titulacién de Graduado en Ingenieria Mecdnica
tras demostrar la adquisicién de competencias y habilidades relacionadas con la profesién de ingeniero
mecanico.

La motivacién del desarrollo de este proyecto es la necesidad que presenta el mercado para tener la capa-
cidad de realizar simulaciones dindmicas online y con precisién, ya que los modelos existentes usados en
simulaciones aportan una precisién demasiado pobre para hacer modelos de calidad de aspectos complejos
relacionados con el funcionamiento del ferrocarril.
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1.3. Organizacién de la memoria

En esta seccién se realiza una enumeracion con un breve resumen de los aspectos que se tratan en los
distintos capitulos dentro del documento I (Memoria) de este proyecto.

1. Objetivos del proyecto: en este capitulo se presentan cuales son los objetivos a lograr al finalizar
el proyecto.

2. Antecedentes: en este capitulo se enumeran y describen brevemente los avances sobre modelos
previos de contacto normal rueda-carril.

3. Estudio de necesidades y limitaciones: en este capitulo se muestra las especificaciones del
encargo del proyecto y la normativa que hay que tener en cuenta para su desarrollo.

4. Soluciones alternativas: en este capitulo se describe detalladamente todas las potenciales solu-
ciones al problema del proyecto, a falta de la eleccién final de la opcién mas adecuada junto con su
justificacién.

5. Justificacion de la soluciéon adoptada: en este capitulo se desarrolla los argumentos que descar-
tan algunas de las soluciones potenciales al problema y también se argumenta a favor de la solucién
finalmente adoptada.

6. Descripcion de la solucién adoptada. Resultados: en este capitulo se hace una descripcion
detallada de la solucién al problema y se presentan los resultados obtenidos con esa solucién, tanto
de tiempo de cédlculo como de error en la aproximacion.

7. Conclusiones. Aspectos de mejora y proyectos futuros: en este capitulo se hace un pequeno
comentario sobre las conclusiones a las que se llega al final del proyecto, sobre los aspectos de mejora
de este y sobre otros proyectos futuros que surgen tras la realizacion del presente trabajo.
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El proyecto presenta una serie de objetivos a lograr en la obtencién de una solucién al problema, los
cuales van a ser enumerados a continuacién:

1. En primer lugar, el trabajo tiene como objetivo principal la obtencién de un método de calculo de
las tensiones normales entre la rueda y el carril que realice los calculos en un tiempo menor que el
método que emplea el modelo CONTACT a partir de su formulacién.

2. En segundo lugar, otro de los objetivos del proyecto es la obtencion de un modelo que tenga un
buen consenso entre un tiempo de calculo bajo y un error en la aproximacion también pequeno, por
lo que se buscara que el error cometido en la aproximacién sea el menor posible.
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3.1. Introduccion

Numerosos aspectos del funcionamiento de un vehiculo ferroviario vienen determinados por las fuerzas
de contacto entre la rueda y el carril como la fuerza de traccién, la fuerza de frenado, la fuerza de guia
del vehiculo o el desgaste tanto de la rueda como del carril. Es por esto que a lo largo de la historia han
habido diversos intentos de modelar el contacto en el problema ferroviario.

A continuacién se van a presentar las contribuciones més relevantes e importantes en este ambito, que
comienzan en el ano 1882 con la publicacién de la teoria de contacto normal de Hertz y llegan hasta la
actualidad.

3.2. Teoria del contacto normal de Hertz

En la década de 1880 Heinrich Rudolf Hertz desarroll6 su trabajo en el &mbito de la mecanica de contacto
donde calculé el area de contacto entre dos sélidos y la distribucién de tensiones en sus inmediaciones.

Figura 3.1: Heinrich Rudolf Hertz.

Cuando dos cuerpos no conformes' entran en contacto y experimentan una carga normal, se deforman en
zonas cercanas al contacto generando una pequena huella en comparacién con el tamano de los sélidos.
La teoria de Hertz muestra la forma que tiene el area de contacto, la forma de la distribucién de tensiones
normales y como varia esta segin la carga que se aplique.

La motivacién principal del todavia uso de esta teoria es que es muy util para su implementaciéon en
problemas dindmicos debido al bajo coste computacional en su resolucion.

Inicialmente se considera que las superficies se tocan en un punto, el cual es el origen de coordenadas

ISe dice que dos cuerpos son no conformes cuando sus radios de curvatura tienen un tamafio muy distinto al del drea de
contacto y cuando entran en contacto se tocan en un punto o una linea.

14
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cartesianas. Estas superficies son consideradas por Hertz como paraboloides elipticos (ver figura 3.2):

z1(w,y) = Ay 2® + B y? (3.1)
zo(z,y) = — (A2 2° + Bay?) (3.2)
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Figura 3.2: Superficies en contacto de Hertz.

Hertz demostré que los valores de las constantes de los paraboloides dependen de los radios de curvatura
de las superficies en el punto de contacto, y por tanto, para poder resolver el problema del contacto
normal de Hertz para el caso especifico de la rueda del ferrocarril y el carril, es necesario conocer las
curvaturas de las superficies de ambos sélidos. Para demostrar la relacion entre las constantes y los radios
de curvatura se va a aplicar la definicién de curvatura para el caso que atane.

A fin de aplicar lo anterior, se van a definir las superficies de contacto en forma parametrizada y se
separard el problema de la curvatura en dos direcciones: la de rodadura (direccién z) y la perpendicular
a la rodadura (direccién y).

Cabe remarcar que la rueda del ferrocarril presenta doble curvatura y el rail tiene tan solo curvatura en
direccién y, puesto que en direccion z el radio de curvatura es infinito, al ser el rail totalmente recto.

En el caso de la rueda se encuentra lo siguiente:
sw(z) = {z, A12?} (3.3)

sw(y) = {y, Biy*} (3.4)

Por otra parte, en el caso del rail se tiene esto:

se(y) = {y, B2y?} (3.5)

15
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El radio de curvatura se define como la inversa de la curvatura:
1
R=-— 3.6
. (36)
Y la curvatura se define mediante la siguente expresién 3.7:
BRI
BEE 37

Si se calculan los vectores presentes en la expresion 3.7, quedan las siguientes relaciones para la rueda:

sw(z) = {1,242}

sw(y) = {1,2B1y}
sw(z) = {0,24,}
sw(y) = {0,2B,}

Y para el rail:

sr(y) = {1,2By}

Sr(y) = {0,282}

Entonces, la curvatura en el plano xz para la rueda tiene la siguiente férmula:

. || {1,2141.13} X {0,2A1} || .

e {1,242} |13 (14 (24;2)2)3/2

Hertz considera que la curvatura a lo largo de toda la curva es constante e igual a su valor en el origen

x = 0, por tanto se tiene que la curvatura de la rueda en el plano xz es:

szw ~ 2A1
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Por lo que el radio de curvatura de la rueda en direccién de la rodadura queda de la siguiente forma:

Para calcular la curvatura de la rueda en direccién y tan solo se ha de aplicar la misma metodologia que
en direccién z:

b I{1,2B1y} x {0,2B1 } || _ 2B,
o 1 {1,2B1y} |I3 (1+ (2B1y)?)3/2
k'yzw ~ 2Bl
1
Ryzw ~ Tl

Si se repite el proceso para la curvatura del rail en direccién perpendicular a la de rodadura se tiene lo
siguiente:

k _ H {17232y} X {07232} H _ 2B2
T 1{1,2B2y} |12 (14 (2B2y)?)3/2
k'yzr ~ 232
1
Ryzr ~ E

Generalizando el problema para cualquier caso de curvaturas se tiene que:

1
Zl(zhy)_ 2R/ x2+2RH y2 (3 8)
1 1
1 1
z(2,y) = — (2R’ cx? 4 57 ~y2) (3.9)
2 2

siendo R’ y R" los principales radios de curvatura de cada superficie 2.

La separacion entre ambos cuerpos se denota como:

2Concretamente son el valor méximo y minimo de curvatura respectivamente.
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h:zleQ

1
_ 2 2 _ 2 2
h=A-2°+B-y by x+2R,,-y (3.10)
donde se cumplen las siguientes relaciones:
1 1 1 1 1 1 1 1
A+B==-|=-4+—=—|==|4+—=+—+—= 3.11
+ 2 (R’+R”) 2 <R’1+R’1’+R’2+R’2’> ( )

1 1 1) 1 1)\ 11 11
B—Al== — - — - S Y 2 12
A= ((Ra R’f) +<R'2 Rg) i (Ra R&') (Rg Ra'>°°s( “)> (312

donde « es el angulo que hay entre los ejes principales de curvatura de ambas superficies.

De la ecuacién 3.10 se puede comprobar que a distancias h constantes, las curvas que aparecen son elipses.

Es 1til utilizar un radio equivalente para definir las elipses de distancia entre superficies h constantes:

1

R.=VR -R'= ———
2vA-B

Ahora, al aplicar una carga normal a los dos sélidos en contacto con superficies definidas anteriormente,
el punto de contacto pasa a ser un area de contacto.

Como puede observarse en la figura 3.3, al aplicar una carga normal al contacto p, existe una deformacion
de las superficies de los sélidos.

18
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x-y

plane

Figura 3.3: Deformacion de los solidos en contacto. Modelo de Hertz.

En los puntos pertenecientes al area de contacto resultante se cumple que:

Uz + uze +ho= 01 + 02
Uz1 + Uz =01 + 02 — Az — By? (3.13)

donde w1 y u,2 son los desplazamientos de las superficies en direccién z.

Y, en cambio, en los puntos que no pertenecen al drea de contacto se cumple que:

Uz 4 Uzg > 01 + 09 — Az? — By? (3.14)

Para averiguar la distribuciéon de tensiones existentes en los sélidos en contacto, Hertz fijé las relacio-
nes 3.13 y 3.14, y sabia que el area de contacto seria eliptica, debido a sus observaciones sobre lentes
en contacto. También supuso que los dos sdlidos en contacto eran semiespacios infinitos. Esta tltima
simplificacién es viable si se cumple que el tamano del area de contacto es relativamente pequeno en
comparacion con el tamano de los sélidos y con los radios de curvatura.

Ademass, Hertz supuso que las deformaciones en el contacto eran muy pequenas, de manera que asi es
posible aplicar la teoria de la elasticidad lineal.
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Por ltimo, Hertz supuso que no existe friccién entre las superficies en contacto, por lo que sélo existen
tensiones normales transmitidas.

Para obtener la distribucion de tensiones se puede adaptar el problema a distintas circunstancias para
simplificarlo. Por ejemplo, el caso de dos sélidos de revolucién con respecto al eje z o el caso de dos
cilindros en contacto.

Ahora se van a presentar algunos aspectos de la teoria de Hertz con superficies en contacto genéricas:

Hertz propuso la hipétesis de que la distribucion de tensiones normales en el contacto es un elipsoide, por
tanto, la expresién de la tensién normal es la siguiente:

e =m/1- (2) - (L) @.15)

La carga normal total en el contacto guarda la siguiente relacion con la tensién maxima py:

2
N = gpowab

20
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3.3. Modelos no-hercianos de contacto normal

Las hipotesis tomadas por Hertz para desarrollar su teoria son al mismo tiempo limitaciones para su
empleo en diversos problemas en ingenieria. Estos impedimentos son el hecho de considerar un sélo punto
de contacto, tener en cuenta un tamano de semiejes de elipse muy pequenos en comparacién con el radio
de curvatura de la zona de contacto o considerar radios de curvatura constantes en las proximidades al
punto de contacto. Como resultado de estas hipétesis a menudo tanto la distribucién de tensiones como
la forma del drea de contacto son pobres representaciones de lo que realmente estd ocurriendo en la
realidad. Por ejemplo, en el contacto rueda-carril se observa que a medida que la distancia relativa entre
el carril y la rueda del ferrocarril varia, también lo hace la forma de la huella de contacto y la distribucién
de tensiones. La particularidad de este caso es que la distribucién de tensiones en algunas posiciones
relativas no es un semielipsoide, tal como plante6 Hertz en su teoria, si no que méas bien presenta forma
de “campana’. Este hecho es debido principalmente a que la curvatura es significativamente variable en
direccién perpendicular a la de rodadura en el plano de contacto, cosa que no cumple la hipdtesis de
Hertz de curvatura constante cerca del punto de contacto. Esto hace que no se pueda aplicar la teoria
mostrada en la seccién 3.2 donde se presentaba la teoria enunciada por Hertz.

En la literatura cientifica se pueden encontrar diversos modelos de contacto normal no-hercianos entre la
rueda y el carril. En general, se puede realizar una clasificacion de modelos de contacto normal en funcién
del principio fisico o método que sigue y las hipédtesis que toma, tal como se observa en el siguiente
esquema:

Modelos de elementos finitos (FEM).

Modelos de elementos de contorno (BEM).
Tipos de modelos no-hercianos de contacto normal
Modelos multihercianos.

Modelos de interpenetracién virtual (VPM).

Modelos de elementos finitos (FEM)

Estos modelos se basan en una discretizacion espacial en elementos finitos de los cuerpos tridimensionales
que estan en contacto. En ellos no se utiliza la suposicién de semiespacios infinitos, ya que el método es
capaz de resolver cualquier geometria posible, lo cual le da una ventaja con respecto a los demés tipos
de modelos. Sin embargo, este método tiene el handicap de tener que resolver el estado tensional de todo
el dominio tridimensional de los cuerpos en contacto, lo que supone un coste computacional muy elevado
y lo hace poco practico a la hora de usarlo en simulaciones. Este tipo de modelos se suelen utilizar para
validar otros, ya que en principio es el método cuyos resultados se acercan mas a la solucién real, puesto
que se trata de un método numeérico de resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que
describen la realidad fisica.
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Modelos de elementos de contorno (BEM)

En este tipo de modelos ya no se discretiza los sélidos sino que simplemente se define una malla de
elementos en las superficies de contacto. Esto es muy tutil para problemas de contacto en los que la
relacién drea/volumen es muy baja, ya que reduce significativamente el coste computacional.

El modelo no-herciano més preciso es el implementado en el software CONTACT [2], el cual se estudiard
en profundidad en la seccién 3.4. Este modelo resuelve la mecédnica de contacto tridimensional analizando
tanto el contacto normal como el tangencial. Como el modelo de Hertz [1], CONTACT supone que
las superficies en contacto son semiespacios infinitos y que el radio de curvatura de las superficies es
muy grande en comparacién con las dimensiones de la huella de contacto. Sin embargo, a diferencia
del modelo de Hertz, esta formulacién permite resolver de forma precisa casos de contacto no eliptico o
con varios puntos en contacto. Este tipo de modelado presenta el handicap de que resulta muy costoso
computacionalmente y lo hace inutilizable en aplicaciones de simulacién online.

Modelos multihercianos

En este tipo de modelos de contacto normal, la interfaz entre ambos sélidos en contacto se presenta como
una serie de elipses, a partir de las cuales muchas veces se define una elipse equivalente. Sauvage [5]
propuso calcular la interpenetracién en base a la teoria de Hertz. Este hecho proporciona la capacidad
de calcular las dimensiones de todas las elipses. Pietrowski y Chollet [11] modificaron este método y
usaron la deformacién proveniente de las funciones de Boussinesq en vez de la Herciana para evitar falsos
contactos secundarios adyacentes al borde del primer contacto. Esto hace que el perfil de desplazamientos
tenga forma de campana y no de elipse.

El método de Sauvage [5] para determinar contactos secundarios permanecié inexplicado hasta que Pascal
et al. [16] desarollara su método multiherciano rigido, donde se introdujo el concepto de dreas de contacto
prohibidas. Este método evita inestabilidades debido a contactos discontinuos y desarrolla fuerzas de
contacto continuas y suaves durante las simulaciones dindmicas.

Pascal et al. [7, 6] usé conocimiento precomputacional de los pardmetros de contacto necesarios (dngulo
de contacto, radio de rodadura, relacién de aspecto de la elipse, y el dngulo de roll del eje montado)
como funcién del desplazamiento lateral del eje montado para calcular las huellas de contacto. Después,
una elipse equivalente fue calculada de manera que la fuerza normal equivalente fuese la misma bajo las
mismas condiciones. Aunque la elipse equivalente puede ser usada para la simulacién dindmica de los
vehiculos ferroviarios, no es util para el estudio de fenémenos complejos como la prediccién del desgaste
donde se necesita un andlisis de la distribucién de tensiones superficiales. Las tablas precalculadas y las
formulaciones analiticas necesarias para estos métodos no permiten ser usadas en aplicaciones donde los
perfiles varfan a lo largo de la via [11].

Posteriormente, se desarrollaron nuevos modelos como es el caso del modelo de Shaojie Gu et al. [23],
el cual se basa en un método de particién. La regién de contacto se divide en zonas de distinto radio
de curvatura. Esto hace que en cada punto de contacto, al resolver el problema mediante la teoria de
Hertz, en vez de quedar una elipse, queda un area de contacto compuesta por varios trozos provenientes
de areas elipticas. Los resultados muestran que el método es rapido y preciso para calcular las tensiones
normales en problemas no-hercianos. El gran parecido a los resultados de CONTACT [2] y elementos
finitos indican su capacidad para la simulacién de vehiculos ferroviarios.
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Modelos de interpenetracién virtual

Ademaés de los modelos multihercianos de contacto, otro método aproximado conocido como método de
la interpenetracién virtual ha sido muy usado. Se trata del tipo de modelo més usado junto a CONTACT
[2] para simulacién dindmica debido a su eficiencia computacional. En el concepto de interpenetracién
virtual, las deformaciones elasticas no estan consideradas y se asume que los cuerpos pueden atravesarse
rigidamente. El método asume que tanto la rueda como el carril son cuerpos de revolucién (en el caso
de un rail plano se considera como sélido de extrusién). Como la rueda es un cuerpo de revolucion,
una distribucion eliptica en direcciéon de la rodadura similar a la proveniente de la teoria de Hertz es
considerada. Este es el motivo por el que este tipo de método es también denominado semiherciano. La
distancia entre los cuerpos penetrados se da con la siguiente expresién:

D(z,y) = Az® + h(y) — do (3.16)

donde dg es la interpenetracién virtual en el primer punto de contacto. Este parametro se considera menor
que el acercamiento eldstico §. Las observaciones mostraron que la hipdtesis de que la interpenetracion es
la mitad del acercamiento elastico proporcionan una buena aproximacién del area de contacto. Piotrowski
et. al [17] y Linder [9] usaron una interpenetracién virtual igual de valor §y = 0,559 basado en numerosas
pruebas y comparaciones con el software de CONTACT.

La ecuacién 3.16 determina el drea de contacto donde D(xz,y) < 0. Los valores positivos de D(x,y) son
tomados como nulos. La huella de contacto es simétrica con respecto a la linea x = 0, asi que los bordes
anteriores y exteriores son funcién de la coordenada lateral.

Asumiendo que la distribucién de tensiones es semieliptica se tiene que:

plx,y) = Po 23 (y) — a2 (3.17)

donde pg es la tensiéon mdxima en el contacto. Piotrowski et al. [17] usaron la deflexién ¢ en el primer
punto de contacto (donde x,y=0,0) para calcular la presién mdxima. De acuerdo con la suposicién del
semiespacio infinito, la deflexién eldstica es idéntica para ambos cuerpos. [17] Entonces, usando la funcién
de Boussinesq, la deflexion se define de la siguiente forma:

b1V p //mdd (3.18)

2 7E 21(0 VY2 +a?

La ecuacién 3.18 da la maxima presién como funcion del acercamiento elastico dado. Entonces, la carga
normal en el contacto puede ser calculada integrando la distribucién de presién (ecuacién 3.17) a lo
largo y ancho de toda el area de interpenetracion. La comparacion de los resultados de la fuerza normal
con respecto a CONTACT, mostraron gran similitud para un amplio abanico de condiciones incluyendo
contacto multiple. Sin embargo, con respecto a la zona de contacto si que hay bastante diferencia para
casos de dreas de contacto esbeltas. Entonces, Piotrowski et al. [17] propuso un método para refinar
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la forma del area de contacto usando la teoria de Hertz. La longitud @ y el ancho W de la regién de

interpenetracion se calcula como:
49¢ [4d¢
= —_— W = —
@ A7 B

De acuerdo con la relacion %, la relacién % es redefinida, y consecuentemente un coeficiente § basado

en la tabla de la teoria de Hertz es introducido. La longitud corregida y el ancho del area de contacto se
propone como:

Qc=VEQW ; W, = QTW

De acuerdo con el ancho corregido del area de interpenetracién, la distancia de separacién en direccién
lateral (D’(0,y)) es corregida (contraida o estirada) de manera que el primer punto de contacto se
mantenga en su sitio.

Linder et al. [9, 8] propusieron un procedimiento similar con distintos métodos de integracién para calcular
el drea de contacto y la presién. Ayasse et al. [13] propusieron otro modelo de contacto semiherciano
conocido como STRIPES. La regién de interpenetracion es discretizada en bandas en direccién de la
rodadura. En cada banda las condiciones de Hertz son definidas localmente. Las tensiones normales son
calculadas en cada banda. La precisién de este método es comparada con CONTACT para distintas
condiciones [13, 15]. Los resultados que este método es confiable y répido para casos no-hercianos.[15] En
general, los métodos de interpenetracién virtual [17, 13] tienen la ventaja de tener en cuenta la curvatura
en el area de contacto.

Sichani et al. [18] analizaron y compararon los métodos de interpenetracién virtual en términos de pre-
diccién del area de contacto, presién de contacto y distribucién de tensiones. Aunque los métodos son
més réapidos que CONTACT, los resultados [18] muestran que las predicciones de la huella de contacto y
de la distribucién de tensiones se desvian de los resultados de CONTACT bajo determinadas condiciones.
Entonces, Sichani et al. [21] modificaron el método de interpenetracién virtual para tener en cuenta el
efecto de la deformacién eldstica. Dos coeficientes son introducidos para aproximar la deformacién h(z,y)
a partir de la distancia indeformada entre los cuerpos en contacto. Los coeficientes son estimados en base
a suposiciones de la teoria de Hertz. El método es implementado en un algoritmo denominado ANALYN,
y los resultados mostraron una precision mejorada en el area de contacto.

Posteriormente hubieron méas avances y nuevos modelos de contacto de interpenetracién virtual como el
de Longwen Huang et al. [20], el cual es especificamente preciso en zonas en el contacto donde existe
transicién entre radios de curvatura. Mas tarde, Liu et al. [24] partieron del modelo de Piotrowski & Kik
[17] e introdujeron la consideracién del dngulo de guifiada del eje montado. Ademads, el método considera
la variacién de la curvatura del perfil a lo largo del area de contacto. Los resultados proporcionan una
mayor precisién con respecto a CONTACT [2] que el algoritmo original [17]. La influencia del éngulo de
guinada en los resultados del contacto es significativa bajo ciertas circunstancias.

También se hicieron otras modificaciones a partir del modelo de Piotrowski & Kik [17], como es el caso
del trabajo de Yu Sun et al. [27] donde se introdujo la consideracién de la relacién entre la deformacién
elastica y la distribucién de tensiones dentro del drea de contacto.
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Cabe mencionar también trabajos en los que se compararon distintos modelos de interpenetraciéon virtual.
Por ejemplo, se puede comentar el trabajo de Xiaochuan Ma et al. [26], donde se realiza un andlisis
de la precisién y eficiencia de distintos modelos no-Hercianos abordando el caso especifico de desvios
ferroviarios. En concreto, se analizan los modelos de CONTACT [2], de Piotrowski & Kik [17], de Ayasse
& Chollet [13] y el de Sichani [18]. De este estudio se extrae principalmente que el modelo de Sichani [18]
da unos resultados muy similares a CONTACT [2] siendo 262 veces més eficiente.

Bin Zhu et al. [28] desarrollaron un método considerando el cambio relativo local de la curvatura de la
rueda y el carril. Ademads, el dngulo de guinada del eje montado también fue considerado.

Boyang An et al. [29] presentaron un trabajo de anélisis de distintos métodos no-hercianos rdpidos que
hay en la literatura cientifica. Se llegé a la conclusién de que ANALYN de Sichani et al. [18] es, en general,
el mejor para simular el contacto normal de rodadura.

Yu Sun et al. [31] consideraron también el dngulo de guinada, el cual afecta considerablemente el contacto
no-herciano. Las suposiciones relacionadas con este efecto se aplicaron al método de Piotrowski & Kik
modificado [27].

En cuanto a avances recientes, se puede citar el trabajo de Aquib Qazi et al. [32], en el cual se presenta
un modelo semianalitico. La zona potencial de contacto es discretizada usando elementos en banda y la
longitud de los mismos cambia en cada iteracién usando una expresién analitica basada en la teorfa de
Hertz. Los resultados arrojan que la aproximacién es extremadamente similar a la de CONTACT [2],
mucho més que el caso de otros modelos como STRIPES [13] o ANALYN [21]. En cuanto a la eficiencia
computacional, el algoritmo es mas rapido que CONTACT pero més lento que los modelos analiticos.

Chen Yu et al. [33] evaluaron la influencia de distintos modelos de contacto en el contacto estético entre
la rueda y el carril y en la simulacién dindmica entre el vehiculo y la via junto con la distribucién de
la profundidad de desgaste. En cuanto al contacto normal se compararon los siguientes modelos: Hertz
[1], Piotrowski & Kik (KP) [17], Piotrowski & Kik modificado (MKP) [27] y CONTACT [2]. Se estudié
el caso en el que el vehiculo pasa por una via con irregularidad lateral y también cuando pasa por una
curva. Los resultados mostraron que cuando el vehiculo pasa por la via con la irregularidad lateral con un
angulo de guinada pequenio, KP y MKP coinciden en precisién en la simulacién dindmica. La profundidad
de desgaste estimada por KP y MKP coincide con CONTACT. Cuando el vehiculo pasa por una curva
de radio igual a 400 metros MKP puede calcular los resultados dindmicos y la profundida de desgaste
mejor que KP.
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3.4. Modelo CONTACT

El modelo CONTACT es un método de célculo de las tensiones generadas en el contacto entre sélidos,
asi como la forma del area de contacto o huella que existe entre los dos cuerpos. Esta basado en una
variacién del método de los elementos de contorno (BEM).

En gran parte de los modelos de contacto entre sélidos con superficies que presentan una determinada
curvatura, se toma una cierta idealizacién, de manera que, si el drea de contacto tiene un tamano pequeno
en comparacién con el volumen total del sélido, puede tratarse la superficie como un semiespacio infinito.
Esto es debido a que, como las tensiones suelen disminuir muy rapido su valor a medida que la distancia
al drea de contacto es mayor, pues se puede considerar que la distribucion de tensiones en la zona de
contacto es independiente de la forma que tenga el sélido en zonas lejanas al mismo.

Un semiespacio infinito se puede definir como una regién del espacio ocupada por un sélido que se
extiende por todas las direcciones indefinidamente pero es restringido por un plano, al otro lado del cual
no hay materia sélida. En concreto, si se trabaja en el rango eldstico de los materiales, se considera que
las superficies se comportan como semiespacios elasticos, de manera que se pueda aplicar sin problema
alguno la teoria de la elasticidad lineal.

El método descansa en una serie de hipdtesis que lo caracterizan: en primer lugar, la tension es constante
dentro de cada elemento; en segundo lugar, cada elemento de la malla se modela como un rectdangulo de
dimensiones 2a x 2b, los cuales quedan perfectamente definidos en el espacio por las coordenadas de su
punto central; en tercer lugar, debido a la casi identidad eldstica® que existe entre los sélidos que entran
en contacto, es posible independizar el problema normal del tangencial.

« 2a o
7'y
Xa K
N P
2% Loos L
v
X x
Ls. Ls.
x

Figura 3.4: Tamano de malla y coordenadas de los elementos. z;: direccién de la rodadura; zo: direccién
perpendicular a la rodadura; sistema de referencia global (azul); sistema de referencia local (rojo).

Este modelo se define en base a un sistema de referencia global formado por los vectores x7, X2 y X3,
donde x; lleva la direccién de la rodadura, xs lleva la direcciéon perpendicular a la rodadura y xg lleva
la direccién perpendicular al plano de contacto, tal como se muestra en la figura 3.5.

3Dos sélidos presentan casi identidad eldstica cuando se considera que sus propiedades mecénicas son similares, y por
tanto, ante las mismas acciones se producen los mismos desplazamientos. Esto permite desacoplar el problema normal del
tangencial.
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Figura 3.5: Sistema de referencia global de CONTACT.

A continuacién, se explica la cinemaética que alberga el modelo CONTACT, y posteriormente también se
mostrara la dindmica, de manera que se puedan relacionar las tensiones con los desplazamientos de los
puntos de la superficie.

El vector posicién de un punto de un sélido deformado puede definirse como se muestra en la figura 3.6:

CONFIGURACION DE REFERENCIA

X

Figura 3.6: Cinemaética del sdlido deformable.

el cual, se calcula como la suma vectorial de los siguientes tres vectores:

r=rqy-+rs+rs (3.19)

Por una parte, ry es el vector de posicién del punto del sélido en su configuraciéon de referencia, es decir,
como sélido rigido antes de realizar el movimiento. En cambio, ra es el vector que define la distancia
relativa entre la configuracién de referencia y la de sélido rigido tras realizar el movimiento. Por dltimo,
r3 es el vector que define el desplazamiento que experimenta el sélido como consecuencia de su capacidad
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de deformarse?. Este tercer vector tiene un médulo tan pequeno que se puede considerar que el sélido
trabaja en su rango eldstico. Esto permite utilizar la teoria de la elasticidad lineal.

El vector posicién r serd funcién del tiempo y del vector ry, ya que va a depender del punto del sélido
que se esté analizando. Cabe remarcar que el vector r; no depende del tiempo, pues se trata del vector
que define la configuracién de referencia, la cual no varia tras el movimiento.

r(ri,t) =ry +ra(ry,t) + ra(ry, t) (3.20)

Si se quiere conocer la velocidad de un punto determinado del sélido deformable se ha de derivar el vector
posicién:

dI‘(I‘l 5 t)

dt = f‘(rl, t) = I"2 (I‘l, t) + I"3 (I‘l, t) (321)

El método CONTACT en su parte de contacto normal tan sélo presta atencion a los desplazamientos
para poder calcular las tensiones normales.

A continuacién, se utilizan unas variables nuevas para definir el desplazamiento que sufre cada punto del
sélido eldstico cuando dos superficies entran en contacto. En primer lugar, se define la distancia entre
superficies indeformadas h. En segundo lugar, se define la interpenetracién § como la distancia entre la
superficie de referencia y la indeformada. Esto puede entenderse como la distancia que se introduce una
superficie en otra si ambos sélidos pudieran atravesarse. Por ultimo, la diferencia entre h y § es igual
a una nueva variable, la distancia entre superficies deformadas, definida como h*. Si se tiene en cuenta
a todos los puntos de las superficies de los sélidos, se generan matrices cuyas componentes contienen a
estas variables.

Por tanto, la matriz de distancias deformadas h* se define como la resta entre la matriz de distancias
indeformadas y la de interpenetraciones:

h*=h-§ (3.22)

Como se ve en la figura 3.7, la diferencia entre h y § es la suma del desplazamiento en direccién 3 que ha
sufrido la superficie de ambos sélidos en contacto. En el caso del contacto rueda-carril, seria la suma del
desplazamiento del carril y el de la rueda del vehiculo ferroviario, por tanto:

h* = u§ + uj (3.23)

4En este punto se desecha la hipétesis de sélido rigido.
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CONFIGURACION REFERENCIA RUEDA

CONFIGURACION DEFORMADA RUEDA

h(Xl,Xz)

U5, %)

u's(xq,%z)

CONFIGURACION DEFORMADA CARRIL CONFIGURACION SIN
DEFORMAR DEL CARRIL

Y DE REFERENCIA

Figura 3.7: Cinematica del contacto normal.

Por la 3% ley de Newton de accién-reaccién, el médulo de la fuerza que ejerce la superficie de la rueda
contra el carril y la que ejerce el carril sobre la rueda es el mismo:

fcr = frc

Por tanto, analizando areas diferenciales, las tensiones normales también seran iguales:
Per dA = Prc dA

DPer = Prc

Debido a que las superficies de ambos sélidos se consideran semiespacios infinitos, y el material de ambas
piezas es muy similar en caracteristicas mecanicas, se toma la hipétesis de que el desplazamiento que
sufre la rueda es idéntico al que sufre el carril, por lo que la expresiéon 3.23 se simplifica de la siguiente
manera;

h—6=h*=2us (3.24)

Para calcular los desplazamientos en la supeficie, el método CONTACT utiliza las expresiones de Boussinesq-
Cerruti, basadas en la teoria del potencial®, las cuales van a ser desarrolladas a continuacién:

Se define una regién cerrada en la superficie del semiespacio, en la cual existen tres tensiones distribuidas:
una tensién normal a la superficie y dos tangenciales (p(z, y), ¢z (2, y), ¢y(x,y)). Fuera de la regién cerrada,
se impone que todas las tensiones en la superficie son nulas.

El problema de las tensiones normales dentro de CONTACT considera una presién normal uniforme en
una regién cerrada de la superficie con forma rectangular. Es posible relacionar el desplazamiento en
direccién 3 en un punto genérico de la superficie del sélido B(x1,x2) con el estado tensional dentro de
una regién cerrada.

5Esta teorfa fue presentada por Love en 1952.
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1— 12

w-r [ /S p(s, 6) ds dg (3.25)

Figura 3.8: Definicién del dominio de integracién en tridngulos rectangulos.

1— 2 1 s1 1— 2 1 h sec(¢) 1— 22 é1
U3 = d ds = d ds = h d 2
i [ o [Cas= i [T [ as= i [ hsecoys (320

1— 12

U3 = = phln|tan(pr) + sec(pr)| (3.27)

Para obtener el desplazamiento del punto B(x1,xs) sobre la superficie, serd necesario tener en cuenta la
contribucién de los ocho tridngulos rectangulos de la figura. En concreto, habria que tener en cuenta la
siguiente combinacién de tridngulos resultante, observando la figura 3.8 (a):

DEFG = (BEH, + BEH, + BFH, + BFH;) — (BDH; + BDH, + BGH; + BGH,)

Para el caso de un rectangulo de dimensiones 2a x 2b, el valor analitico del desplazamiento de un punto
en la superficie del sélido a causa de una distribucién normal de tensiones constante en ese rectdngulo
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serd la siguiente:

ia(er.z) = P (17T—Ev2) (1 + a) In E‘Z J: zb); I jgi i Z;z 1 EZ J: 22 +
Rl e e R
e (e paw = re i
e vy e e |

donde F es el médulo de Young, v es el coeficiente de Poisson, p es la tensién normal uniforme en todo
el rectangulo, a es la mitad de uno de los lados del rectangulo y b es la mitad del otro de los lados.

La expresién 3.28 puede resumirse como sigue:

tuz(w1,12) = C'(x1,22) p

Y sabiendo la expresién 3.24, se tiene que:

h*(Il, 1'2)

2 =C'(x1,22)p

h*(z1,22) = C(x1,22) p

siendo C =2C".

Considerando que el desplazamiento vertical en un punto viene determinado por la contribucién de la
tensién de cada uno de los rectdngulos de la malla, se tiene el sistema matricial principal a resolver en el
problema normal:

h*=C-p (3.29)

Si se quiere obtener en cambio la tensién uniforme que se crea en un elemento a causa de los desplaza-
mientos de los puntos de la superficie del sélido, tan solo se necesitara despejar la tension normal p de la
ecuacion 3.28.

El método CONTACT consiste en resolver el sistema de ecuaciones de la expresién 3.29, y comprobar que
las tensiones que quedan tras el cdlculo son positivas en todos los puntos del area potencial de contacto.
Si esto no es asi y existen puntos con tensiones negativas, quiere decir que para que ese area potencial
de contacto estuviese de verdad incluida en el drea real de contacto, es necesario que en tales puntos
con tensiones negativas existiera una tensién de traccién, como si esos puntos estuvieran ”pegados” entre
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ambas superficies. Por tanto, eso quiere decir que la hipdtesis que se ha tomado de area potencial de
contacto no es correcta, asi que es necesario modificar ese drea potencial eliminando aquellos elementos
que se encuentren ”pegados” y posteriormente repetir el cdlculo de las tensiones normales. Este proceso
itera el area potencial de contacto hasta encontrar la huella real cuando ya todas las tensiones calculadas
son de compresion.

Figura 3.9: Tlustracion del calculo iterativo del area de contacto.

Para poder comprender mejor el proceso de resolucién del problema de contacto normal por parte del
modelo CONTACT, se ha realizado el siguiente diagrama de flujo:

INICIO DEL METODO CONTACT

|

Caleulo de la matriz C de coeficientes de
influencia elastica

!

o E ion del sistema de ecuaciones h*=C p

|

(Cambian las componentes NO

del vector de tensiones?

Desde i=1: Nimero de el t —

SI

r :

Se elimina del drea
potencial de contacto

Se mantiene en el area
potencial de contacto

4
FIN DEL METODO CONTACT

Figura 3.10: Diagrama de flujo de CONTACT.
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4.1. Especificaciones del encargo

Desde el punto de vista técnico, el nuevo modelo de calculo de las tensiones normales ha de ser méas
rapido que CONTACT, con una precisién similar a la de este modelo. Ademas, ha de ser capaz de resolver
cualquier combinacién de ntimero de elementos que presente la malla. También es clave el aspecto del
formato de programa debido a que existen decenas de tipos de software que podrian requerir la utilizacién
del programa que contiene el modelo de contacto.

Respecto a las necesidades econémicas, no hay ninguna especificaciéon concreta de limitaciéon econémica
del coste del programa informético.

Relativo a las necesidades temporales, el proyecto estd condicionado a las convocatorias de defensa del
trabajo final de grado, por lo que se debera tener muy en cuenta este aspecto.

4.2. Normativa a tener en cuenta en el desarrollo del proyecto

En cuanto a la normativa a tener en cuenta en el desarrollo del proyecto destacan las siguientes normas:

= UNE-EN 13715: Aplicaciones ferroviarias, ejes montados y bogies, ruedas y perfiles de rodadura.

= UNE-EN 13674 - 1: Aplicaciones ferroviarias, via y carriles. Parte 1: Carriles Vignole de masa
mayor o igual a 46 kg/m.

Tiempo de cédlculo menor al de CONTACT.

Precisién similar a la de CONTACT.
Necesidades técnicas

Capacidad de resolver cualquier malla.

Capacidad de ser ejecutado desde cualquier software.
Necesidades del proyecto

Necesidades temporales { Tener en cuenta las convocatorias de tfg.

Cumplir la norma UNE-EN 13715.
Cumplir la norma UNE-EN 13674-1.

Necesidades normativas {
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5.1. Introduccion

La motivacién del desarrollo de un modelo alternativo al de CONTACT proviene de la necesidad de
reducir el tamano del problema a calcular, de manera que el coste computacional de calculo necesario
para resolverlo sea el minimo posible y pueda aplicarse a simulaciones dindmicas online.

En este capitulo se van a mostrar las distintas alternativas posibles para el desarrollo de un nuevo método
de calculo de las tensiones normales entre la rueda y el carril a partir del modelo CONTACT, explicado
con detalle en la seccién 3.4 de este documento.

Las alternativas de este proyecto descansan en la forma caracteristica que tiene la distribucion de tensiones
de la solucién de CONTACT en el area de contacto. En concreto, las tensiones en direccién de la rodadura
presentan una distribucién caracteristica comiin a todas las bandas paralelas, tal como se puede intuir
en la figura 5.1, donde se ha mostrado una representacion grafica de la distribucién de tensiones que se
obtiene del software CONTACT.

Figura 5.1: Tensiones normales de CONTACT.

En la figura 5.2 se puede observar que las tensiones en direccién de la rodadura presentan curvas simétricas
con respecto al eje de ordenadas que pueden ser facilmente ajustadas con distintos tipos de funciones, tal
como se verd en las proximas secciones.
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Figura 5.2: Distribucién de tensiones de la solucion de CONTACT en direccién de la rodadura.

Los siguientes puntos de este capitulo tratan una serie de posibilidades de bases, de las cuales se pretende
encontrar con métodos cuantitativos, aquella que mejor ajuste los valores de las tensiones en direccién de
la rodadura que genera CONTACT, de manera que consecuentemente, sea viable en términos de precision
realizar una aproximacion de la solucién y reducir significativamente el nimero de incégnitas a calcular
en el problema normal de CONTACT.

En funcién del tipo de aproximacién que se seleccione para disefiar el nuevo modelo de contacto normal, se
conseguird un porcentaje distinto de reduccién del tamafio del problema'. Por eso, para hacer una eleccién
final, se deberd de analizar también de manera tedrica la reduccién de incdgnitas que se conseguiria en
cada caso con respecto a CONTACT.

Ademas, las dificultades que se encuentren durante el modelado con cada una de las soluciones alternativas
jugardn un papel clave para la seleccion del método final.

Por eso, a la hora de decidir el método de aproximacién mas adecuado para su aplicacion a la solucién
del problema, se debe tener en cuenta los siguientes aspectos:

Precisién de la aproximacién.
Aspectos a analizar en la seleccion | Reduccién del tamano del problema.

Dificultad de modelado.

1Se entiende por tamafio del problema como el nimero de incégnitas a resolver.
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5.2. Aproximacion polinémica completa

5.2.1. Aproximacion de la solucion

Para ajustar una serie de valores con coordenadas x e y con un polinomio con todos sus términos, se
debe definir primero la funcién con la que se quiere realizar el ajuste, siendo p el grado del polinomio de
aproximacion:

p
f(x):a0+a1x+a2m2+a3x3+-~-+ap$pZzaixi (5.1)
=0

A continuacién, se define la siguiente expresién como suma de los cuadrados de los errores absolutos o
residuos en cada uno de los puntos de la serie, para asi aplicar la técnica de minimos cuadrados. La
constante N indica el n2 de puntos que contiene la serie:

S = Z(f(ffz) —ui)? = (f(m1) —11)* + (f(22) —92)* + -+ (f(zn) — yn)? (5.2)

Una vez planteada la expresion 5.2, para obtener una minimizacién de esta funcién, y por tanto, para
que la suma del cuadrado de los errores absolutos sea lo mas pequena posible, se plantean las derivadas
parciales de S con respecto a cada uno de los parametros que forman la funcién de aproximacién y se
igualan a cero para conseguir el valor minimo de S:

aS

Bao 0
S
Dar 0
as
Baz p =4 0 (5.3)
S
day 0
lo cual equivale a la siguiente expresion:
N N
2 Zi:l f(xz) -2 Ei:l Yi 0
235, flaz =28 Ly | [0
2 Ei]\il flai)a? -2 E?:l yir =0 (5.4)
N N
23 f@)af — 2370, v} 0
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Si se reorganiza la ecuacién 5.4, queda lo siguiente:

Y si se sustituye la funcién genérica polindmica de la ecuacién 5.1 en la ecuacion 5.5, se tiene que:

Z’fil ZZC):O Qc xZC
N
D1 Z]Z:o Qe SCEH

N
die1 ch):o Ac 9C§+2

N
dim1 Z?:o Ac xz?ﬂ)

N
Zi:l Yi
N
21':1 Yi Ty

N
Zi:l Yi ‘TZ2

N
Zi:l Yi .'L'f

N
Z¢:1 Yi
N
21:1 Yi Tg

N
= Zi:l Yi x?

N
Zi:l Yi "'L‘i)

(5.5)

Aplicando la propiedad conmutativa de la suma, se puede escribir también la ecuacién 5.6 tal como sigue:

p N c
=0 D i Qe TS
p N c+1

=0 Di=1 Qe T§

p N c+2
=0 Dim1 Qe T

P N c+p
=0 2iz1 G T

N
21‘:1 Yi
N
Zi:l Yi T4

N
=D i1 Yi 3%2

N
Dim1 Vi y

Debido a que el coeficiente a. es el mismo para todos los puntos de la serie, puede salir fuera del sumatorio

como factor comun:
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ch):o(ac (Zi:l 5)) Zi:l Yi
N ¢ N
Zi:o(ac (21:1 517;+1)) Zi:1 Yi T

N 2 N

Soolae it 2z Y = i vi? (5.8)

N N
f:):o(ac (> im1 xf+p)) die1 Yi Ty

Si ahora la ecuacion vectorial 5.8 la desarrollamos como una ecuacién matricial donde los coeficientes del

polinomio de aproximacién son las incognitas, queda la siguiente expresion:

N N N N N

sl D1 Ti dim1 xp >im1 T ao dic1 Yi
N N N N +1 N

2oim1 T D 3772 dim1 acf’ R D xy ai il YT
N N N N ) N

Zi:l 1’? 21:1 zzg 21‘21 17? T Zi:1 xf a2 — Zizl Yi 51722
N N 41 N 12 N 2 N

dim1 zy Dim1 xy D im1 xy e Dl z;’ Ap D oic1 Vi z¥

La ecuacién matricial 5.9 se puede abreviar con la siguiente expresion:

(5.10)

donde la matriz M es una matriz cuadrada y simétrica de orden (p + 1) x (p + 1) que corresponde con
la matriz asociada del sistema de ecuaciones, el vector a es el vector cuyas componentes contienen los
coeficientes que forman el polinomio de ajuste, y el vector y es el vector de coeficientes independientes

del sistema.

La ecuacion matricial 5.10 se resuelve calculando la matriz inversa de la matriz asociada al sistema:

a=M"1.y

Ahora, para encontrar el valor de la ordenada o imagen de un punto aproximado f(z;) para una abscisa
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concreta x;, serd necesario aplicar la siguiente operacién con los coeficientes calculados del vector a:

flx)={a0 a1 az a3

X

AN

S

(5.11)

Tras haber obtenido los valores de los coeficientes del vector a, ya se tendria definido el polinomio que
mejor se ajusta a la serie de puntos, el cual corresponde con la funcién 5.1.

Los resultados obtenidos tras realizar el ajuste de una curva de tensiones en direcciéon de la rodadura

mediante un polinomio son los siguientes:

Figura 5.3:

& x10®

g 5 e ™S

2

c Curva CONTACT

% Polinomio de grado 2

2 n i i

2 -8 -6 -4 2 0 2 4 6 8
x(m) x1073

& xi®

EE Ve \

2

c Curva CONTACT

ig Polinomio de grado 4

2, n i i

L -8 6 4 2 0 2 4 6 8
x(m) %107

£ xi0®

EE

2

c Curva CONTACT

% Polinomio de grado 6

5 0-8 -6 4 -2 0 2 4 6 8

fig
x(m) x1073

Tensién normal (Pa)  Tensién normal (Pa)

Tensién normal (Pa)

%108

™S

Curva CONTACT
Polinomio de grado 3
n T

8 -6 -2 0 2 4 8
x(m) x10°3
x108
5 V4 <
Curva CONTACT
Polinomio de grado 5
0 n n T
-8 -6 -2 0 2 4 8
x(m) %10
x10°
5
Curva CONTACT
Polinomio de grado 7
0 n n T
-8 -6 -2 0 2 4 8
x(m) x10°3

Curvas de tensiones aproximadas mediante un polinomio para la banda n® 25 en direccién
de la rodadura en una malla de 50x50 elementos.

Como se puede observar en la figura 5.3, el ajuste mejora a medida que se incrementa el grado polinémico,
pero no hay ninguna mejora apreciable al pasar de un grado par al impar superior.
Para observar este efecto numéricamente se va a calcular el error relativo promedio, el cual se define de
la siguiente manera:

(5.12)
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siendo p* la tensién aproximada, p la tensiéon que genera CONTACT y N el ntimero de puntos que tiene
la curva a aproximar.

Error relativo promedio (%)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
Grado polinémico de aproximacion (-)

Figura 5.4: Error relativo promedio de la aproximacion polinémica completa.

El efecto mencionado se muestra claramente en el grafico de barras 5.4, donde el error relativo promedio

del polinomio de grado 2 y el de grado 3, por ejemplo, es exactamente el mismo, lo cual se repite para el
polinomio de grado 4 y el de grado 5 y asi sucesivamente.

Con estos resultados podemos concluir entonces que es mejor aproximar las curvas con polinomios de
grado par que de grado impar debido a que para obtener el mismo error relativo en la aproximacién,
para grado impar es necesario calcular un parametro mas que para el grado par inmediatamente anterior.
Este fenémeno puede explicarse por el hecho de que la curva que calcula CONTACT se asemeja a una
funcién par (simétrica con respecto al eje de ordenadas), y por tanto, es comprensible que los términos
polinémicos que crean funciones impares no mejoren el ajuste, puesto que no describen correctamente la
distribucién de tensiones. Es por ello que conviene crear el nuevo modelo de manera que solo se consideren
los parametros de los términos polinémicos de grado par.
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5.2.2. Reduccién del tamano del problema

En una malla donde todas las bandas en direcciéon de la rodadura se pueden aproximar, la reduccion
relativa del nimero de incégnitas a resolver con respecto a CONTACT en el caso de la aproximacién

polinémica completa es la siguiente:

:N1N2—<p+1)N2:Nl—(p+1):N1—p—1

— AN
N; Ny N, N, (N1,p)

A

Por tanto, se puede asegurar que la reduccién relativa del nimero de incégnitas es funcién del nimero de
elementos en direccion de la rodadura y también del grado polinémico de aproximacién. Como se puede
observar, ese parametro no depende del ntimero de elementos en direccién perpendicular a la rodadura,
por lo que la mejora en cuanto a reducciéon del tamano del problema sélo aparece si aumenta el nimero
de elementos en direccién de la rodadura.

A su vez, se puede definir un factor reductor del tamano del problema:

Ny - No N
\II: = :\I/N,
G0 N pel YD)

Si se considera un grado polinémico p constante, podemos calcular el valor al que tiende la reduccion
relativa del nimero de incégnitas a medida que aumenta el valor de N1, asi que se va calcular el siguiente
limite:

Ny —p—1
lim A= lim —+ P7 - _ % (5.13)

Ni—o00 Nj—o00 N1

8

Como el resultado del limite es una indeterminaciéon de una divisién de infinitos, se va a aplicar la regla
de I’'Hopital:

., Ny—-p-1_ 1
e UL N (5.14)

Tal como se puede observar en el calculo anterior, la disminuciéon del nimero de incégnitas tiende al
100 %, por tanto el potencial de mejora del método propuesto es muy grande.
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Figura 5.5: Reduccién relativa del nimero de incégnitas para un polinomio completo.
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Figura 5.6: Factor reductor del tamano del problema para un polinomio completo.
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5.2.3. Modelado

Se plantea el problema normal inicial mediante un sistema de ecuaciones algebraicas definidas por la
siguiente ecuacién matricial:

h*=C:-p

donde:
h*=h-§

Si se define una componente del vector de distancias deformadas h* se tiene que:

N
hi = Cj - p;
=1

Si se define p como un vector de tensiones normales dado por una aproximacién con un polinomio
completo de grado genérico se tiene que:

Desarrollando la expresién anterior:
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siendo cada elemento de la matriz K:

N
Kim = Z Cjj - xT, (5.15)
=1

Finalmente la expresién queda de la siguiente forma, la cual define un producto de matrices:
P
hT = Z Kim cQm
m=0

Si se ajusta al tamano del problema, y considerando tan solo una banda de la malla de elementos
rectangulares, la cual se puede aproximar, queda una ecuacién matricial con las siguientes dimensiones:

hltllxl = KN1><(p+1) " A(p4+1)x1

siendo N; el numero de elementos de cada banda en direccién de la rodadura zi, la matriz K cuyas
componentes estan definidas en la ecuacion 5.15 y a un vector de coeficientes, los cuales son las incégnitas
del problema aproximado.

Para resolver este problema se despeja el vector de coeficientes a y se resuelve el sistema de ecuaciones
empleando el calculo de la matriz pseudoinversa de K, ya que se trata de una matriz rectangular:

Ap+1)x1 = K+(p+1)><N1 “h"N x1 (5.16)

Como se puede observar, el problema queda reducido a un sistema de p + 1 ecuaciones con p + 1 incégnitas
para cada banda en direccién de la rodadura. Esto se traduce en (p 4 1) No ecuaciones con (p + 1) N
incégnitas, lo que reduce significativamente el tamano del problema que habia inicialmente, donde se
resolvia Ny Ny ecuaciones con Nj Ny incégnitas.

Por tanto, el nimero de incégnitas incluidas en el vector p puede ser reducido mediante una matriz de
transformacién lineal b:

PNix1 = BN, x(p+1) * Ap+1)x1

Si el nimero de elementos de la banda en direccién a la rodadura contiene un niimero igual o superior al
resultado de la operacion p + 1, donde p es el grado polinémico, la matriz b tendra el aspecto siguiente:
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2 3 4
1 =z x{, Xy, Xy
2 3 4
1 z, x{, Ty, =9,
b = 5.17
N1><(p+1) 1 x13 x%s xiz 1'4113 . ( )

Si por el contrario el nimero de elementos de la banda es inferior al resultado de la operacién p + 1, la
matriz b serd la matriz identidad:

10 00
01 00
b, Ny = 00 10 =Iny sy (5.18)
0 0 0 1
El vector a, en cambio, presenta este aspecto:
ag
a
a
apriyx1 = P (5.19)
as
ap

A la hora de formular el problema normal aproximado cabe destacar que para aproximar una banda en
direccién de la rodadura, es necesario que en ella hayan como minimo un nimero de elementos activos
igual a p+ 1. Esto es determinante en el proceso, por lo que el algoritmo que resuelva el problema
aproximado deberd comprobar qué bandas se pueden aproximar y cuales no.
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5.3. Aproximacion polinémica mejorada

5.3.1. Aproximacion de la soluciéon

Tal como se ha explicado en la seccién 5.2 donde se comentan los resultados de la aproximacion polinémica,
los términos polindémicos de grado impar no ayudan a reducir el error relativo promedio de la aproximacién
aunque si que aumentan el coste computacional, puesto que hay que calcular el valor de los coeficientes
que acompaifian a tales términos de grado impar?. Es por esto que podemos denominar a esos términos
polinémicos como ”términos parasito”, y, por tanto, el método de aproximaciéon mejoraria en cuanto a la
disminucién del tiempo de calculo si directamente no se calculan los coeficientes de los términos impares.

Entonces, el polinomio aproximador optimizado tan sélo contiene términos de indice par:
ya
2
2 4 24
fx)=ar+arz°+axzx +~~~+agxp:2aixl (5.20)
i=0

De nuevo, la expresion que hay que optimizar mediante minimos cuadrados es la suma de los residuos al
cuadrado:

Se vuelve a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

a8

Bao 0

S

dar 0

28

9as $ =40 (5.22)
S

dap 0

y como resultado se obtiene la siguiente ecuacion vectorial:

2Al calcular estos coeficientes, el modelo dard valores practicamente nulos, ya que no contribuyen a la aproximacién, por
eso sucede este fenémeno.
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N N
2 Zi:1 f(l‘z) -2 Zi:1 Yi
23N fla)a? -2 yia?
230 fla) et =2yt Y = 00
N N
2> iy @) xf —2> 1Y xf

Reorganizando términos se tiene que:

Y si se sustituye la funcién genérica polindmica de

Z?:l f(-rz)
Sy fla) a?

Z?:l f(xi) l‘f

N g 2c
Dim1 2ac—g e T
N b 2c+2
Doim1 De—p Qe T;

N 5 2c+4
Doim1 Demp Qe T;

N z 2c+p
Zi:l c=0 ac T

i

Z?I:1 f(mz) x? =

N
Zizl Yi
N
21':1 Yi x?

N
D1 Yi 3321

N
D1 Yi xf)

N
Zi:1 Yi

N

N
= Ei:1 Yi 73;1

N
Zi:l Yi xf

(5.23)

(5.24)

la ecuacién 5.20 en la ecuacién anterior, se tiene que:

(5.25)

Aplicando la propiedad conmutativa de la suma, se puede escribir también la ecuacién 5.25 tal como

sigue:

P

p N 9
2 (&
=0 21:1 Qe Ty

P

3 N 2c+2

2

om0 Dim e T

P

3 N 2c+4
2

=0 21:1 Ac Z;

P

5 N 2c+p
P)

=0 Dim G T

N
21':1 Yi

N
D1 Yi 1’12

N

N
Zi:l Yi xf

(5.26)

Debido a que el coeficiente a. es el mismo para todos los puntos de la serie, puede salir fuera del sumatorio

como factor comun:
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ch:o(ac (Z7N:1 7)) Zi\;l Yi
Siolac (DY 22 | | DY wia?
Y glae (NN, a2+ b =Ly (5.27)

i= i

r

N 2c+ N oP
S 2olac (N, a7tP)) 2= Yi &

Si ahora la ecuacion vectorial anterior se desarrolla como una ecuacién matricial donde los coeficientes

del polinomio de aproximacién son las incégnitas, queda lo siguiente:

N N N N N
Dzl Dim1 xlz Dim1 x? R xf ap Y im1 Yi
N N N N +2 N
dic 7 dim1 i dim1 xf - die1 T ay D1 Yi 7
N N N N 44 N
Zz:l x? Zz:l %6 Zl=1 I? e Zi=1 xf {02 % = Z¢=1 Yi 517;1 (5.28)
N N 12 N 44 N 2 N
dim1 zy dim1 zy dim1 zy e D im ;" az dim1 Yi af

La ecuacién matricial 5.28 se puede abreviar con la siguiente expresion:

(5.29)

donde la matriz M es una matriz cuadrada y simétrica de orden ”Qﬁ X L;Z que corresponde con la matriz
asociada del sistema de ecuaciones, el vector a es el vector cuyas componentes contienen los coeficientes
que forman el polinomio de ajuste, y el vector y es el vector de coeficientes independientes del sistema.

La ecuacion matricial 5.29 se resuelve calculando la matriz inversa de la matriz asociada al sistema:

a:M_1~y

Ahora, para encontrar el valor de la ordenada o imagen de un punto aproximado f(z;) para una abscisa
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concreta x;, serd necesario aplicar la siguiente operacién con los coeficientes calculados del vector a:

Por ejemplo, el caso de un polinomio completo de segundo grado seria el siguiente:

y, sin embargo, el caso de un polinomio de segundo grado sin términos impares seria:

fl@))={a0 a1 az a3

fl@)=ao+ a1 22

arp

f(x) =ag+ a1z + ap 2*

SUn S0

RN

(5.30)

lo cual implica que para este ejemplo, se calcularia un término menos que en el caso del polinomio
completo, consiguiendo el mismo error en la aproximacién.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos de ajustar un polinomio sin términos impares a una
de las curvas de CONTACT para la direccion de la rodadura:

& %108
©
5

5

c

c Curva CONTACT

9 Polinomio mejorado de grado 2

@ T

c0

2 -8 -4 0 2 8
x(m) x10°®

£ xi0®

Ts

£

2

c Curva CONTACT

0 Polinomio mejorado de grado 4

2 T

c0

L -8 -4 0 2 8
x(m) %107

E %108

Ts

5

c

c Curva CONTACT

i) Polinomio mejorado de grado 6

[ T

c0

) -4 0 2 8
x(m) %108

Figura 5.7: Curvas de tensiones aproximadas mediante un polinomio sin términos impares para la
banda n® 25 en direccién de la rodadura en una malla de 50x50 elementos.
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Y en el grafico de barras 5.8 se puede observar el error relativo promedio cometido en la aproximacién
para distintos grados polinémicos:

Error relativo promedio (%)

2 4 6 8 10
Grado polinémico de aproximacion (-)

Figura 5.8: Error relativo promedio de la aproximacion polinémica mejorada.

A diferencia de los resultados de la aproximacién polinémica completa, ahora ya no estan los términos
parasito que no aumentan la precision pese a incrementar el coste computacional, por tanto en la grafica

5.8 se observa una reduccién progresiva del error relativo promedio a medida que aumenta el grado
polinémico.
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5.3.2. Reduccién del tamano del problema

Se va a realizar ahora el calculo de la reduccién relativa del tamano del problema para el caso de la
aproximacién polindmica mejorada, es decir, con tnicamente términos de grado par.

De nuevo, se puede definir un factor reductor del tamano del problema:

Ni-Ny 2-N
5 = o = V(N1p)

(B2)-N2  p+2

Si se vuelve a considerar un grado polinémico p constante, se puede calcular el valor al que tiende la
reduccién relativa del niimero de incégnitas a medida que aumenta el valor de Ny, asi que se va calcular

el siguiente limite:

, . 2N;y—-p—-2 o0
Volviendo a aplicar la regla de 'Hopital:
, 2Ny-p-2 2
s PR L A (5:32)

Segtin el cdlculo anterior, la disminucién del ntimero de incégnitas vuelve a tender al 100 %, por tanto el
potencial de mejora del método aproximado mejorado también es muy grande.
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Figura 5.9: Reduccién relativa del nimero de incégnitas para un polinomio mejorado.
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Figura 5.10: Factor reductor del tamano del problema para un polinomio mejorado.

54



| ey | )
el Ticin Swperir g dl Do 5.3. APROXIMACION POLINOMICA MEJORADA

5.3.3. Modelado

Ahora si se plantea la aproximacién polinémica mejorada, donde tan sélo se incluyen los términos pares,
se tiene que el polinomio aproximador de las tensiones en direccién de la rodadura es el siguiente:

el
2
pi= Y Xi"-an (5.33)
m=0

Realizando el mismo desarrollo que el caso de la aproximacion polinémica completa se tiene lo siguiente:

N 5
* 2m
hi = E Cij . E 'le ©Am
j=1 m=0

N 3
* 2m
h1 = E E CIJ - X7 am
j=1 m=0
£ N
* 2m
hl = E E Cij * X7 am
m=0 j=1
5 N
§ § m
h1 = ay - Cij . le
m=0 =1

b
2

*

hi = § Kim caQm
m=0

Ajustando al tamafnio del problema, y considerando tan solo una banda en la direccién de la rodadura,
la cual se puede aproximar por el método mejorado, queda una ecuacién matricial con las siguientes

dimensiones:

55



UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

CAPITULO 5. SOLUCIONES ALTERNATIVAS

* P .
hy, s = Ky g2y 8oz

Para resolver este problema se despeja el vector de coeficientes a y se resuelve el sistema de ecuaciones
empleando el cdlculo de la matriz pseudoinversa de K, ya que se trata de una matriz rectangular:

a(p+2)><N1 :K+(pT+2)><N1 'h*N1><1 (5.34)

2

. . 2 . 2 . , .
Como se puede observar, el problema queda reducido a un sistema de % ecuaciones con % incognitas

para cada banda. Esto se traduce en (pTH) Ny ecuaciones con (DTH) N incégnitas, lo que reduce todavia
mds el coste computacional que tenfa la aproximacién polinémica completa, la cual resolvia (p + 1) Ny
ecuaciones con (p + 1) Ny incégnitas.

Para obtener las tensiones en los elementos de la malla se realiza el siguiente calculo a partir de los valores

del vector a obtenidos con la ecuacion 5.34:

PNix1 = Py (eg2) - 8eg2)

Siendo la matriz b del aspecto siguiente, si se esta en el caso en el que se puede aproximar la banda:

1 x%l :r‘lll
1 xi x‘llz
Puoxe) = {1 22, 2t .o (5.35)

Si por el contrario no es posible aproximar la banda y hay que calcularla con el método de CONTACT,
la matriz b es la matriz identidad:

1 0 0
010 -
by, xN, = 00 1 ... =In, xN, (5.36)

Y teniendo el vector a este aspecto:
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ao
ax
T (5.37)
ap
2

También hay que remarcar en este caso que a la hora de formular el problema normal aproximado

mejorado, para aproximar una banda en direccién de la rodadura, es necesario que en ella hayan como
s . . . 2 .
minimo un nimero de elementos activos igual a %. Esto es determinante en el proceso, por lo que el

algoritmo que resuelva el problema aproximado deberd de determinar qué bandas se pueden aproximar
y cudles no.
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5.4. Aproximacion en serie de Fourier

5.4.1. Aproximacion de la soluciéon

La serie de Fourier es una serie matematica que permite expresar una funcién periédica como una suma
infinita de funciones arménicas. La serie real de Fourier se expresa con la siguiente igualdad:

f(z) = aQ—O + Z a, cos(wpx) + Z b, sin(wp) (5.38)

p=1 p=1

la cual, depende de los coeficientes ag, ap y bp.

Estos coeficientes pueden calcularse con las siguientes formulas, donde se realiza la integral en un periodo:

T
ap = %/0 F(z)dx (5.39)
9 (T
ap = f/o F(z) cos(wpz)dx (5.40)
2 [T ,
b, = T/o F(z) sin(wpz)dx (5.41)

donde F(x) es la funcién periédica y w, equivale a lo siguiente:

27
Wp =PpW1 =P+

T

donde T es el periodo de la funcién y wy es la frecuencia del primer arménico o arménico principal.

Si la funcién periddica estd definida mediante valores discretos en un vector, las integrales se deberdn
resolver entonces mediante métodos numéricos. Usando la regla de integracién del trapecio y tomando el
periodo de la funcién como el intervalo de distancia con valores no nulos de tensién en la curva CONTACT,
se obtiene el ajuste de la figura 5.11, donde se representa la curva de tensiones CONTACT, la funcién de
Fourier equivalente para seis armoénicos y una aproximacion de seis arménicos por minimos cuadrados, la
cual serd necesaria para compararlo con el ajuste por minimos cuadrados polinémico visto en secciones
anteriores.
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x108

Tension normal (Pa)
w
—

T | 1y I

0 Curva CONTACT H
U —S. F. con 6 arm (minimos cuadrados)

—S. F. con 6 arm (calculo de integrales)
T T T

-1
-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
x(m)

Figura 5.11: Ajuste mediante una Serie de Fourier de la curva de tensiones de CONTACT de la banda
n? 25 en una malla de 50x50 elementos. Se considera un periodo igual al intervalo de distancia con
tensiones no nulas.

Si por el contrario ahora se prueba a realizar el ajuste si se considera que la curva de tensiones de
CONTACT es periédica de periodo el doble del intervalo de distancia con tensiones no nulas, se obtienen
los resultados de la figura 5.12:

8 x108

EAEN SR 7N
/ [T\ \

Tension normal (Pa)
R
—
—
—
7
[ —

. VY [ e

—S. F. con 6 arm (minimos cuadrados) ||

—S. F. con 6 arm (célculo de integrales)
[ [ [

-12
-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
x(m)

Figura 5.12: Ajuste mediante una Serie de Fourier de la curva de tensiones de CONTACT de la banda
n? 25 en una malla de 50x50 elementos. Se considera un periodo igual al doble del intervalo de distancia
con tensiones no nulas.

Como se puede observar en la figura 5.12, el ajuste por minimos cuadrados es incluso mds preciso que
el caso de la serie de Fourier con coeficientes calculados con las integrales de las expresiones 5.39, 5.40
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y 5.41, y esto es debido a que la curva negra ha de ajustarse a los valores nulos y el caso del método
de minimos cuadrados no. Esto es muy importante, puesto que en realidad, en el hipotético modelado
del problema normal con términos de la serie de Fourier, se estaria haciendo un ajuste parecido al de
minimos cuadrados ya que en el modelo no se anulan las tensiones de elementos que estan fuera del drea
de contacto hasta saber la distribucién de tensiones, y por tanto, la curva de tensiones seguiria la descrita
por la curva roja.

A continuacién se plantea un ajuste por minimos cuadrados de una serie finita con p armdnicos mediante
un sistema de ecuaciones lineales donde las incégnitas serdn los coeficientes de los arménicos.

Es sencillo darse cuenta de que se trata de un problema no lineal, puesto que el periodo T es desconocido
en un principio y se encuentra dentro de las funciones trigonométricas. Esto implica que si se quiere hacer
un modelo lineal con este método, es necesario adoptar otras suposiciones en paralelo para obtener un
valor de intervalo de distancia con tensiones no nulas y por tanto saber el valor del periodo. Por ejemplo,
podria calcularse mediante el semieje de la elipse a través de las hipétesis de Hertz y asi averiguar el valor
del periodo antes de realizar el ajuste de los coeficientes.

Para el ajuste por minimos cuadrados de la curva de una de las bandas en direccién de la rodadura de
CONTACT, se va a considerar que la serie de puntos que componen las tensiones sigue la forma de una
funcién peridédica de periodo T, el cual se conoce de antemano, ya que se sabe la distribucién de tensiones
a ajustar.

El caso de una serie de Fourier con un solo arménico seria el siguiente:

2 2
flz) = % +aq COS(% x) + ag sin(T7r x)

donde es necesario calcular tres coeficientes.

Asi mismo, el caso con dos arménicos seria el siguiente:

2 2 4 4
flz) = % +aq cos(?7T x) + ag sin(T7r x) + ag cos(% x) + ay sin(?7T x)

donde seria necesario el calculo de cinco coeficientes.
Si se considera la expresién 5.38, y se reescribe con una notacién mas comoda para formular un sistema

de ajuste por minimos cuadrados se tiene que:

2 2 4 4
flz) = % +ay cos(%x) + as sin(%x) + as cos(%x) +ay Sin(%x) +...

a > 2T > . 2
flx) = ?O + }; a(2p—1) cos(p ?x) + ; agp sin(p ?z) (5.42)
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por tanto, se debe averiguar el valor de los coeficientes ag, a(2p—1) ¥ a2p, por lo que se derivard la expresién
siguiente con respecto a los pardametros:

Al realizar las derivadas parciales para cada uno de los parametros se obtiene la siguiente ecuacién
vectorial:

a8

dag 0

oS

Dar 0

oS

az p = 0 (5.44)
a5

day 0

Desarrollando la ecuacion 5.44, queda lo siguiente:

Sy flx) Y v
Yoy flwi) - cos(Fras) SN i - cos(ZEay)
Yy fla) - sin(Za) SNy sin(Z,)
Sy @) - cos(4F ) SNy cos(3ay)
SN fl@) sin(iza) (T XN, - sin(ra) (5.45)
Sy (i) - cos(p - Zay) SN i cos(p - 2a)
Sy f(i) sin(p - ) SN i -sin(p - 2Eay)

En la primera ecuacion escalar de la ecuacién vectorial 5.45 se tiene lo siguiente:

N

N
Zf(xi) :Zyz‘

i=1

Si se sustituye en el primer miembro de la ecuacién por el valor de la funcién queda lo siguiente:
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N
Zao +Za2p 1) cos(p +Za2psm Zyl

=1 p=1

y desarrollando lo anterior:

Z a270 a(gp 1) cos + Z Z a2p sm Z Yi

=1 i=1 p=1 1=1 p=1

Por la propiedad conmutativa de la suma, no importa el orden en el que se opere, por tanto intercambiando
sumatorios queda:

M=

N 00
Z C;—O + Z a(2p—1) cos + Z Z a2p bm Z Yi

i=1 p=1i=1 p=1i=1
Y sacando factor comun:
N
ap E + E a(zp 1) E cos(p )+ E a2p E sin(p E Yi
i=1
Reestructurando la expresion anterior queda:
()
ay
a2
N 1 N 27 N 27w N 4m N o rdr . _ N
{Zi:l 7 iz cos(FFray)  Ylysin(Fa) Yy cos(GFwi) Yoy sin(Fai) .. } as [~ {Zi:l yl}
2

(5.46)

Y realizando el mismo proceso para cada una de las ecuaciones escalares de la expresién 5.44 queda el
siguiente sistema matricial:
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N N N . N
>ic1 % dic COS(zTﬂxi) 2ic sm(%’ra:i) Qo D et Yi
S cos(3a;) Yo, cos(Fr)? oIy sin(F ;) cos(¥ ;) a i i - cos(%F
N N . N . = N .

Simisin(Fai) XL, cos(Fay) sin(Fa;) >im sin(Fray)? a2 >ic yi - sin(F

(5.47)

Lo que se puede abreviar de esta forma:
M-a=y (5.48)

donde la matriz M es una matriz cuadrada y simétrica de orden (2p + 1) x (2p+ 1) que corresponde con
la matriz asociada del sistema de ecuaciones, el vector a es el vector cuyas componentes contienen los
coeficientes que forman la serie de Fourier de ajuste, el vector y es el vector de coeficientes independientes

del sistema, y p es el nimero de armoénicos que componen la serie.

La ecuacion matricial 5.48 se resuelve calculando la matriz inversa de la matriz asociada al sistema:

a:M_1~y

Ahora, para encontrar el valor de la ordenada o imagen de un punto aproximado f(z;) para una abscisa
concreta x;, serd necesario aplicar la siguiente operacion con los coeficientes calculados del vector a:

Q
o
92!

o
o
2]

&

2.
=
&

f(xi):{ao a; a az a4 }

23
=]
S5 S5 Sy Ay v

8
~— \_/. ~—r S~—"

8

Como resultado del ajuste de una serie de Fourier al conjunto de tensiones
se obtiene lo siguiente:

(5.49)

en direccion de la rodadura
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Figura 5.13: Curvas de tensiones aproximadas con una serie de Fourier para el strip n® 25 en direccién
de la rodadura en una malla de 50x50 elementos.

En la figura 5.13 se puede observar que a medida que la serie de Fourier contiene mdas arménicos la
aproximacién es mejor, aunque cabe destacar que el error en la aproximaciéon con dos arménicos es
practicamente idéntico al error con tres armonicos. Este hecho se puede comprobar facilmente calculando
el error relativo promedio, el cual se refleja en la figura 5.14:

45

I
o

(&)
o

30

Error relativo promedio (%)

1 2 3 4 5 6 7
Numero de arménicos de la Serie de Fourier (-)

Figura 5.14: Error relativo promedio de la aproximacién en serie de Fourier.

Para poder explicar la anomalia de la grafica 5.14, se van a analizar los armdnicos detalladamente.
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Figura 5.15: Representacion de los arménicos de Fourier para dos casos: Ajuste con dos arménicos
(izquierda) y ajuste con tres arménicos (derecha).

Al analizar la figura 5.15 se puede observar claramente que en el caso de ajuste por minimos cuadrados
de tres armonicos aparece un rizado extrano con una zona plana, lo cual hace que el error se mantenga
con respecto al caso de dos arménicos, ya que por el centro de la curva empeora el ajuste pero por los
extremos lo mejora. Cabe destacar que no es necesaria la representacion de los senos de los arménicos
puesto que sus amplitudes tienen un tamano de aproximadamente 10 érdenes de magnitud inferior a las
de los cosenos. Es por ello que en la seccién 5.5 se va a realizar el estudio para un ajuste de una serie de
Fourier con sélo términos coseno.

65



UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

CAPITULO 5. SOLUCIONES ALTERNATIVAS

5.4.2. Reduccién del tamano del problema

En este caso, se define la reduccién relativa del nimero de incégnitas como lo siguiente:

_N1N2—(2p+1) N2 _Nl—(2p+1) _N1—2p—1
a N1 N ; Ny a Ny

A :)\(th)

El factor reductor del tamano del problema se define esta vez como:

NN N
(2p+1)-No  2p+1

= \I/(Nlap)

A continuacién, se va a analizar de nuevo la tendencia de este tipo de aproximacion:

Ny —2p—1
lim A= lim ——P—-_ > (5.50)
N1—>OO N1—>OO N1

g

De nuevo, aplicando la regla de I’'Hopital:

O Ny-2p-1 1
S o T (5:51)

Nuevamente, se puede corroborar que este tipo de aproximacién tiende a reducir al 100 % el nimero de
incégnitas que presenta CONTACT, si N; tiende a infinito.
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Figura 5.16: Reduccidn relativa del nimero de incégnitas para una serie de Fourier.
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Figura 5.17: Factor reductor del tamafno del problema para una serie de Fourier.
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5.4.3. Modelado

A continuacion se va a desarrollar el modelado con una serie de Fourier, donde serd necesario averiguar
el valor del periodo T antes de realizar el calculo de las tensiones. La serie de Fourier aproximada con p
armonicos se expresa de esta forma:

p p
ag 2m . 2
f(z) =~ 5 + E (2m—1) cos(m ?x) + E @(2m) sin(m TI) (5.52)

m=1 m=1

De nuevo, definiendo una componente del vector de distancias deformadas h* se obtiene que:
N
hi = Cj-p;
j=1

Definiendo p como un vector de tensiones normales dado por una aproximacién con una serie de Fourier
de nimero de arménicos p genérico se tiene lo siguiente:

P
2
p; = 50 + Z a(2m—1) cos(m )+ Z @(2m) sin(m T T i) (5.53)

m=1

N P

= Cj; - + a(2m—1) cos(m )+ @(2m) sin(m 4
CHEESS 3 iy sinon )
j=1 m=1

Desarrollando la expresién anterior:

N
hi = Z i —|—ZCU Z A(2m—1) cOS(m )+ ZCIJ Z Q(2m) Sin(m 2T 5)

j=1 j=1 m=1
N o N p N P 2w
hi = ag - Z 213 Z Z “A(2m—1) cos(m Z Z ij * G(2m) sin(m ij)
j=1 j=1m=1 j=1m=1
N . p N 2 p N 2w
hf = ag - ; 2” + mzz:l Jz; Cij - a(am—1) cos(m ij) + mzzjl ; Cij - a(am) sin(m ij)

" a Cj; > u al . 27
hi = ap - E B + E 3 a (2m—1) E - CI] COS + E a(2m E - Cl_] . sm(m ?l‘])
m= j= = j=

p
h;k:a()'Ei—’_Zanl Em+za(2m) Gim
m=1

m=1
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siendo:
N
C.
E=>
2 2
j=1
N
F,, = E C;; - cos(m —z;)
=t
N
2
Gim = E C;; - sin(m — ;)
=1

Asi mismo, se puede expresar el vector de tensiones de la expresién 5.53 particularizado para una banda
en direccién de la rodadura como sigue:

PNix1 = bN1><(2p+1) CQ(2p+1)x1

donde si la banda contiene un nimero de elementos mayor o igual al resultado de la operacién 2p + 1, es
posible la aproximacién, y por tanto para esa banda se tiene la siguiente matriz b de transformacion:

1 cos(%Ezy,) sin(Eaq,) cos(Fwy,)
1 cos(%zy,) sin(FEay,) cos(Fwx,)

by, x(2p11) = 1 cos(%Exy,) sin(FEay,) cos(Fwi,) (5.54)
1 cos(%xy,) sin(Eazy,) cos(FEwx,)

Si por el contrario se cumple que el nimero de elementos de la banda es inferior al resultado de la
operacion 2p + 1, no es posible la aproximacién, por tanto en ese caso tenemos que:

by, XN, = =In,xN, (5.55)

S o O
o O = O
S = O O
_ o o O
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El vector a de coeficientes sera el siguiente:

A2p+1)x1 =

ag
a1
az

asg

agp
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5.5. APROXIMACION EN SERIE DE FOURIER MEJORADA

5.5. Aproximacion en serie de Fourier mejorada

5.5.1. Aproximacion de la solucion

Debido a que la distribucién de tensiones cumple aproximadamente la condicién de las funciones pares®,

se van a eliminar las funciones impares de la serie de Fourier, es decir, que se van a eliminar los senos de
los armoénicos y se van a dejar las funciones pares, es decir, los cosenos.

Por tanto, la funcién que va a ajustarse es la siguiente:

f(z) = % + Z a, cos(wp) (5.56)

p=1

De nuevo, se debe minimizar la suma del cuadrado de los residuos:
= (f(x:) =) = (f(=1) —0)* + (f(@2) —92)* + - + (f(zn) — yn)? (5.57)

Al realizar las derivadas parciales para cada uno de los parametros se tiene la siguiente ecuacién vectorial:

S

Dao 0

oS

Dar 0

a8

Baz p = 0 (5.58)
oS

day 0

Desarrollando la ecuacion 5.58, queda lo siguiente:

Z?I:l f(fUi) Z?Ll Yi
S f(@i) - cos(Ray) SN wi - cos(2x;)
Soisy f(i) - cos($ ;) _ SN yi - cos(Amay) (5.59)
STy fl@:) - cos(p - ZEay) Sy v - cos(p - Zay)

3Con respecto a la simetrfa de una funcién, se dice que esta es par si se cumple que f(z) = f(—x), o que es lo mismo,
que sea simétrica con respecto al eje de ordenadas.
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En la primera ecuacion escalar de la ecuacion vectorial 5.59 se tiene que:
N N
E f(zi) = § Yi
i=1 i=1
Si se sustituye en el primer miembro de la ecuacién por el valor de la funcién queda lo siguiente:

Zao—i—Zapcos Zyz

i=1

y desarrollando lo anterior:

N oo N
Z%+22apcos(p2%xi) :;yi

i=1 i=1 p=1

Por la propiedad conmutativa de la suma, no importa el orden en el que se opere, por tanto intercambiando
sumatorios queda:

M=

a?O—I— Zapcos p—ycz Zyl

=1 p=1:i=1

Y sacando como factor comun a los coeficientes se tiene esto:
N [} N

N
a021;+ E%ECOS@Q’;%) = Zlyz
i= p= i= i=

Reestructurando la expresiéon anterior queda:

ao

ay

{SX4 S eosFa) X cos(Ba) b9, 0= (0w (5.60)
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Y realizando el mismo proceso para cada una de las ecuaciones escalares de la expresién 5.58 queda el

siguiente sistema matricial:

N N N
>ic13 > iz cos(Fay) >iny cos(F)
Silieos(Fai)  Niljcos(Fai) DL cos(Fi) cos(Fai)

Z?Zl cos(Hx;) Zi\}:l cos(Z ;) cos(Ex;) Zi\}:l cos(3w;)?

Lo que se puede abreviar de esta forma:

M.a:y

N

ag Ei:lyi

a S i cos(Zay)

az (TN, v cos($ay)
(5.61)
(5.62)

donde la matriz M es una matriz cuadrada y simétrica de orden (p + 1) x (p + 1) que corresponde con
la matriz asociada del sistema de ecuaciones, el vector a es el vector cuyas componentes contienen los
coeficientes que forman la serie de Fourier de ajuste, el vector y es el vector de coeficientes independientes

del sistema, y p es el nimero de armoénicos que componen la serie.

La ecuacion matricial 5.62 se resuelve calculando la matriz inversa de la matriz asociada al sistema:

a=M"1.y

Ahora, para encontrar el valor de la ordenada o imagen de un punto aproximado f(z;) para una abscisa
concreta x;, serd necesario aplicar la siguiente operacién con los coeficientes calculados del vector a:

f(xz) = {ao ay ay a3 Q4 -- } .

TR A

Q

@]

)
—~ o~~~

50802

—_ — —  ~—

&

(5.63)

A continuacién se muestra tanto los resultados gréaficos del ajuste de la serie de Fourier mejorada en la

figura 5.18 como el error en la aproximacion en la figura 5.19:
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Figura 5.18:

Figura 5.19: Error relativo promedio de la aproximacién en Serie de Fourier mejorada.
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Curvas de tensiones aproximadas con una Serie de Fourier mejorada para el strip n® 25 en
direccién de la rodadura en una malla de 50x50 elementos.
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6

Como era de esperar, los resultados son practicamente iguales a los de la aproximacién en serie de
Fourier completa, pero, en cambio, con esta modificacién se ha logrado reducir la cantidad de coeficientes

a calcular.
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5.5.2. Reduccién del tamano del problema

Definiendo la reduccién relativa del nimero de incégnitas se obtiene la siguiente expresion:

:NlNQ—(p+1)N2:Nl—(p+1):N1—p—l

A
N; N, Ny Ny

= A(N1,p)

El factor reductor del tamano del problema se define esta vez como:

Ny - N, N,
- - = U(N,,
(p+1)-No p+1 (N1, p)

A continuacién se va a analizar de nuevo la tendencia de este tipo de aproximacién:

lepf].

, L 00
AT TN oo 64
De nuevo, aplicando la regla de I’'Hopital:
. Ny—p-—-1_ 1

Por tanto, se ha demostrado que este tipo de aproximacién tiende a reducir al 100% el ntimero de
incégnitas que presenta CONTACT, si N; tiende a infinito.

[0)



CAPITULO 5. SOLUCIONES ALTERNATIVAS

UNIVERSITAT
POLITECNICA

DE

VALENCIA

100
90
80
70
60
<
< 50
~<
40
30
20 o e Serie de Fourier mejorada (1 arménico)
-------- Serie de Fourier mejorada (2 arménicos)
-------- Serie de Fourier mejorada (3 arménicos)
10 Serie de Fourier mejorada (4 armonicos)
Serie de Fourier mejorada (5 arménicos)
HE T T T
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80

N1 (-)

Figura 5.20: Reduccion relativa del nimero de incégnitas para una serie de Fourier mejorada.
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Figura 5.21: Factor reductor del tamano del problema para una serie de Fourier mejorada.
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5.5.3. Modelado

En esta alternativa también es necesario averiguar el valor del pardmetro T de antemano. En este caso,
la serie de Fourier no contiene términos seno, por tanto, la funcién de aproximacién es la siguiente:

p
2
flz) ~ % + Ay cos(m %x) (5.66)

m=1

De nuevo, definiendo una componente del vector de distancias deformadas h* tenemos que:
N
=2 _Ci-p
j=1

Si se define p como un vector de tensiones normales dado por una aproximacion con una serie de Fourier
de ntimero de arménicos genérico se obtiene que:

p
2
=24 Z (y cos(m %xj) (5.67)
m=1

2m

N
*:ZCij‘ —+Zamcos T x)
i=1

Desarrollando la expresién anterior:

N 1%
2
hl* = ZCU . % + ;Cij : mz::lam cos(m %QT])

N

* al Cl] 2T
hf =ay - Z +ZZCU am cos(m ij)

j=1 j=1m=1

, LG 2
hi =aqaq - Z 5 + Zl Zl Cij - am cos(m ?zj)
m=1 j=

[\

N C.. p
h =ag- Z 2” Z ZC‘J cos m—xj)
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siendo:
N
C..

B, = Y

25

j=1
N 2T

Fin = Z C;; - cos(m T:cj)

j=1

Asi mismo, se puede expresar el vector de tensiones de la expresiéon 5.66 particularizado para una banda
en direccion de la rodadura como sigue:

PN, x1 = bN1><(p+1) *A(p+1)x1

donde si la banda contiene un nimero de elementos mayor o igual al resultado de la operacion p + 1, es
posible la aproximacién, y por tanto para esa banda se tiene la siguiente matriz b:

1 cos(Zwy,) cos(HFxy,)
1 cos(Fwy,) cos(HFwy,)

by x(pt1) = 3 cos(Fay,) cos(fai,) (5.68)
1 cos(%Ezy,) cos(Ea,)

Si por el contrario se cumple que el nimero de elementos de la banda es inferior al resultado de la
operacion p + 1, no es posible la aproximacion, por tanto en ese caso se tiene que:

100 0
010 0

byxn, =0 0 10 = In, <N, (5.69)
000 1
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Por tltimo, definiendo al vector a de coeficientes de la serie de Fourier mejorada se obtiene que:

ag
a1
ag

Ap+1)x1 = as
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5.6. Aproximacion semieliptica

5.6.1. Aproximacion de la solucion

La idea de una aproximacién semieliptica de las tensiones en direccién de la rodadura proviene de la
solucién que obtuvo Hertz en su teoria, donde concluyé que la forma de las tensiones normales en el
area de contacto en base a sus hipdtesis iniciales consistia en un elipsoide. Muchos modelos de contacto
existentes en la literatura cientifica como por ejemplo los de interpenetracién virtual vistos en la seccién
3.3 consideran también una distribuciéon de tensiones semieliptica en direccién de la rodadura, por lo que
es un buen caso para ajustar a la distribucién de tensiones de CONTACT y analizar.

La aproximacién de la distribuciéon de tensiones mediante una elipse se trata de un problema no lineal
en el que para obtener los parametros que definen la curva habria que hacer otras suposiciones como por
ejemplo algunas hipdtesis del modelo de Hertz.

Partiendo de una elipse con abscisa nula y con semieje conocido se obtiene lo siguiente:

z? (y — a0)2
-+ ———=1 (5.70)
b2 a?

Se despeja la coordenada y y se trabaja tinicamente con el valor positivo:

2
y=ag+a l—b—2 (5.71)

Sabiendo entonces el valor de b, se puede realizar un ajuste por minimos cuadrados con respecto a los
coeficientes ag y ag.

Se va a minimizar la siguiente funcién:

de manera que se va a construir un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas:

as

aao . O
as [

Oay 0
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SV 2(f (i) — vi) B {0}

Zivzl 2(f(z:) —wi) @

2 N
Zf;il ao + Zfil a1y/1— % D iz Yi

/ 2 ‘N N / 2
Zf\ildo 1‘%"'2?;1“1(1_%) 2im1 Vi 1_%

Reorganizando la ecuacién anterior en una ecuacién matricial se tiene que:

Zzz'vzl 1 21121 1- %2? {ao} vazl Yi
) = (5.72)
2

2 2 N b
Yiyi-p Tiha-)) @ =1 Y\ L= 3

b2
Resolviendo la ecuacion 5.72 se obtienen los resultados de la figura 5.22:

7><108

/ A\
\

Tension normal (Pa)
w

~<

=

Curva CONTACT
— Elipse con abscisa nula aproximada
T T T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
x(m) %107

Figura 5.22: Curvas de tensiones aproximadas con una elipse con abscisa nula para el strip n? 25 en
direccién de la rodadura en una malla de 50x50 elementos.

El error relativo promedio de la aproximacién anterior es de 4,14 %.

La aproximacion realizada se trata de un ajuste lineal por minimos cuadrados en la cual debemos de
conocer el pardmetro que indica la distancia de tensiones no nulas, un caso parecido al de la serie de
Fourier tratada anteriormente.
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Esta vez se va a realizar un ajuste no lineal para ver como se ajustaria y si seria posible implementarlo
en el modelo. Al ser un método iterativo se conseguiran errores mucho menores en la aproximacion.

A continuacién se muestra el proceso que habria que realizar para hacer un ajuste no lineal de una curva
semieliptica:

Se parte de una elipse cuya ecuacién general es la siguiente:

L (5.73)

Siendo a; el semieje de la elipse en direccién x, as el semieje de la elipse en direccién y, a3 la coordenada
en x del centro de la elipse y a4 la coordenada en y de su centro.

Al despejar la coordenada independiente y queda la siguiente funcién:

(5.74)

Como solo se van a aproximar tensiones positivas (de compresion), se toma solo el lugar geométrico del
plano cartesiano de los puntos cuya ordenada es positiva:

(5.75)

Como se puede intuir en la expresién 5.75, al realizar un ajuste por minimos cuadrados quedard un
sistema de ecuaciones no lineal, lo que impide la aplicacién del ajuste con el método que se ha visto en
las secciones anteriores para el caso de un polinomio. Por ese motivo, es necesario emplear otros métodos
de ajuste no lineal.

Se va a definir un vector a que contiene a los parametros de la elipse cuyo valor hay que calcular:

az{al a2 as Cl4}

En este caso se va a utilizar el algoritmo de Gauss-Newton, que consiste en la minimizacién de la siguiente
suma:

S = Z(fi(a))2 (5.76)

Siendo f; funciones que dependen de parametros que conforman el vector a, y N el nimero de puntos de
la serie a la que queremos ajustar la curva. En este caso, las funciones f; seran los residuos.
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Para minimizar la suma de la expresién 5.76, este método dice que se debe hacer una estimacién inicial
de los parametros de la curva lo més cercana a la solucién final, y aplicar el siguiente algoritmo iterativo,
donde se van calculando nuevos valores de los pardmetros del vector a:

g = ax — (Je () " T (ax)) Je ()T f () (5.77)

Donde Js es la matriz jacobiana del vector £ = (f1, f2, f3,...) que incluye las funciones a ajustar en sus
componentes. Para el caso de una curva semieliptica, esa matriz jacobiana tiene el siguiente aspecto,
sabiendo que hay cuatro parametros que ajustar:

of 0f1 9f1 9f1
Oay Oas Oas day

Ofy Of2 9f> 9f2
Oay Oaz Oas day

Ofs  Ofs 9fs Afs3

Js Oay das das day

Ofn Ofn Ofn  Ofn
day Oas Oas day

Cada una de las funciones tiene la siguiente expresién:
S tas— (5.78)

Siendo z; y y; las coordenadas cartesianas de cada punto del conjunto de puntos a ajustar.

Obteniendo cada una de las componentes del jacobiano, se obtiene lo siguiente:

af; 0 (z; — az)?

L ga)2
7(012 1— 723 + g — yl) _ CLZ(J;'L CLS)

da;  Oday ay aty/a? — (z; — a3)?

ofi 0 (x; — ag)? (x; — ag)?
Bap 0oy P\ T T T S e
6fi (9 (J?Z - a3)2 a9 (J?Z - a3)
3&3 8a3 (02 a% a 4 ) CL% /1 _ (Ii;2a3)2
afz 8 (xz - 3)2 o
3@4_87a4a2 1 a% +a4_yz)—1
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En este caso, como los parametros a; y as se corresponden con los semiejes de la elipse, y los parametros
a3 y a4 son las coordenadas del centro de la elipse, es muy sencillo realizar una buena aproximacion
inicial, ya que dando un valor de tensién similar a la maxima se puede estimar el valor de as y sabiendo
el valor de la abscisa mas grande se puede obtener el valor inicial de a1, ademés de que partiendo de una
elipse centrada en el origen, se ha comprobado que el algoritmo converge correctamente.

Los resultados obtenidos con la aproximacién semieliptica son los siguientes:

%108

] A’—’____———"""‘--.__.-~‘
// \\
55 / N
1 \
e, / \

2
/ === Curva CONTACT \

Semielipse ajustada
T

5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
x(m) %103

Figura 5.23: Curva de tensiones ajustada no linealmente mediante una curva semieliptica para la banda
n? 25 en direccién de la rodadura en una malla de 50x50 elementos.

Tal como se puede observar en la figura 5.23, el ajuste de una semielipse a la curva de tensiones es muy
buena, puesto que el error relativo promedio que resulta de esa aproximacion es de tan solo el 0,21 %
habiendo reducido el error relativo del vector a con respecto a la iteracién anterior a 1-10~°. Este resultado
era de esperar, ya que segun Hertz, la superficie de tensiones normales analitica es un semielipsoide, por
tanto si lo aproximamos con una semielipse practicamente resulta el valor que habria si se resolviera el
problema analiticamente.

El principal inconveniente de esta aproximacién es que proviene de resolver un problema no lineal, y
por tanto es necesario aplicar un método iterativo, el cual necesita de una aproximacién inicial de la
solucién, ademas de que al ser iterativo puede aumentar significativamente el tiempo de cédlculo. Dicha
aproximacién inicial implica usar otras hipétesis en paralelo, puesto que, por ejemplo, para saber uno de
los pardmetros es necesario averiguar un valor cercano a la tensién mdxima (que coincide con la imagen
del valor nulo en abscisas). El algoritmo converge con una aproximacién inicial buena, pero es muy
sensible a esta aproximacion inicial, ya que dependiendo del valor que se introduzca en las coordenadas
del centro de la elipse, resultard una aproximacion valida o no. Debido a todos estos problemas, no se va
a considerar esta opcién.
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5.6.2. Reduccién del tamano del problema
En este ultimo caso, se define la reduccion relativa del nimero de incégnitas como sigue:
NNy —2N; Ny -2

= = = AN
N; Ny Ny (W)

El factor reductor del tamano del problema se define ahora como:

N,-Ny N,
=22 T g(N
2N, 2 (1)

A continuacién se va a analizar de nuevo la tendencia de este tipo de aproximacién:

N172_OO

De nuevo, aplicando la regla de ’'Hopital:
oo Ny—=2 1
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/
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Figura 5.24: Reduccién relativa del nimero de incégnitas para una semielipse.
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Figura 5.25: Factor reductor del tamano del problema para una semielipse.
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5.6.3. Modelado

A continuacién se muestra el modelado con una elipse aproximada, donde cabe destacar que el parametro
b ha de conocerse de antemano mediante hipotesis previas. En este tipo de aproximacion, la funcién de

aproximacion es la que se muestra a continuacion:

2

fx)=ao+ay/1— % (5.81)

Rescatando la ecuacién matricial principal de CONTACT:

h*=C-p

N
hi =) Cj-p;
j=1

Si ahora se desarrolla la expresién anterior teniendo en cuenta la ecuacion 5.81 se llega a lo siguiente:

7 (5.82)

N N 2
hi*:aozcij-kmzcij' 1—b%
=1 =1

h*:aoEi+a1E

siendo:
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Se puede expresar el vector de tensiones particularizado para una banda en direccién de la rodadura como
sigue:

PNy x1 = bN1><2 sagx1

donde si la banda contiene un ntimero de elementos mayor o igual a 2, es posible la aproximacién, y por
tanto, para esa banda se tiene la siguiente matriz b:

8
Y

11— 5%

I2

1 yJ1-32
bixz=[1 y/1- % (5.83)

I2

1 \1- 52

Si por el contrario se cumple que el nimero de elementos de la banda es inferior a 2, no es posible la
aproximacién, por tanto en ese caso se tiene que:

bN1><N1 = = IN1 x Ny (584)

[ =
= el =
o = O O
_ o o O

Por ultimo, si se define al vector a de coeficientes de la aproximacién semieliptica se tiene que:

agp
Azx1 =
ai
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6.1. Introduccién
A la hora de decidir qué tipo de aproximacién es la méas adecuada para su aplicacién en el nuevo modelo

se van a analizar tres aspectos primordiales: la precisién que aportan a la aproximacién, la reduccién del
tamano del problema que consiguen y la dificultad de modelado que presentan.

6.2. Comparativa de la precision en la aproximacion

Para analizar las cinco aproximaciones que se han estudiado en las secciones anteriores, se va a realizar
una comparativa en términos de coste computacional (cantidad de incégnitas que aporta al problema) y
error relativo promedio que se obtiene en cada tipo de aproximacién. Es decir, que se va a analizar para
un mismo numero de parametros calculados, qué error relativo resulta en la solucién.

El error relativo promedio consiste en el promediado de la suma del valor absoluto del error relativo
cometido en cada valor de la serie, tal como se muestra en la siguiente expresion:

1 <N pf —ps
= Pi — P 6.1
SN (6.1)

donde p; es la tensién ajustada en el punto i.

45

T T T T

[ Serie de Fourier completa
| Serie de Fourier mejorada| |

I Polinomio completo

[ Polinomio mejorado
35 [ --|[__JElipse 1

40 -] -

30 -

25 |-

20 [~

Error relativo promedio (%)
Error relativo promedio (%)

2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7
Numero de coeficientes a calcular (-) Numero de coeficientes a calcular (-)

Figura 6.1: Error relativo promedio de las distintas aproximaciones mediante ajuste lineal por minimos
cuadrados. A: arménico; G: grado.

A continuacién se va a analizar los resultados obtenidos en el grafico de barras de la figura 6.1, donde
esta representado en el eje de ordenadas el error relativo promedio definido en la expresion 6.1 y en el eje
de abscisas el numero de coeficientes a calcular necesarios para obtener como resultado las tensiones en
una banda en direccién de la rodadura. En el grafico se puede diferenciar el caso de la serie de Fourier
completa, el de una serie de Fourier sélo con términos coseno (serie de Fourier mejorada), el de un
polinomio completo, el de un polinomio sin términos impares (polinomio mejorado) y el de una elipse.
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Para analizar el grafico, vamos a empezar por comparar a un mismo coste computacional (mismo nimero
de coeficientes a calcular) los casos de aproximacién. Por ejemplo, para el caso de tres coeficientes, estd
muy claro que la serie de Fourier completa es la que peor ajusta la curva de CONTACT. En segundo
lugar estd el caso del polinomio completo, que ajusta la curva con aproximadamente la octava parte de
error relativo del caso de la serie completa de Fourier. En tercer lugar esta la serie de Fourier mejorada,
la cual es un poco mas precisa que el polinomio completo. Y por ultimo, el caso del polinomio mejorado
es el que mejor ajusta la curva, consiguiendo ajustar aproximadamente con 2,5 veces menor error que el
cometido por el polinomio completo a un mismo coste computacional. Esta tendencia se repite a medida
que se aumenta el nimero de coeficientes a calcular. Si ahora fijamos la vista en el caso de dos coeficientes
a calcular, estéd claro que la elipse es el caso que mejor ajusta la curva de CONTACT, aunque tan sélo lo
hace un 0,15 % mejor que el caso del polinomio mejorado.

En conclusion, viendo el andlisis que se ha realizado comparando los diferentes métodos de aproximacion,
el mejor para aplicarlo a la reformulaciéon del modelo de contacto normal en base a la precisién en la
aproximacion seria el caso del polinomio sin términos impares, debido a que a un mismo coste compu-
tacional, el error cometido es menor que en el resto de casos. El unico tipo de aproximaciéon que ajusta
mejor que el polinomio mejorado es la elipse, pero tan sélo ajusta un 0,15 % mejor, ademds de que el
método eliptico necesita hipotesis en paralelo para saber uno de sus parametros de antemano, igual que
con el caso de las series de Fourier.

6.3. Comparativa de la reduccién del tamano del problema

En la figura 6.2 se puede observar una comparacién de la reduccién relativa del nimero de incoégnitas
para los distintos casos de aproximacion:

Aproximacion semieliptica
= Aproximacion en serie de Fourier mejorada (p=1)
= ® | Aproximacion en serie de Fourier mejorada (p=2)
== Aproximacion polinémica (p=2)

Aproximacién polinémica mejorada (p=2)
— Aproximacién polinémica (p=3)
= = = Aproximacién polinémica (p=4)
1 Aproximacién polinémica mejorada (p=4)

I I I

0 10 20 30 40 50 60 70 80
N1 (-)

Figura 6.2: Comparativa de la reduccion relativa del nimero de incégnitas.
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Es importante hacer notar en la figura 6.2 que la reduccién relativa conseguida por un polinomio de
grado 4 sin términos impares (Aproximacién polinémica mejorada (p=4)) es exactamente la misma que
la conseguida por un polinomio completo de grado 2 (Aproximacién polinémica (p=2)). Esto es debido a
que en ambos casos se han de calcular tres pardmetros. También sucede lo mismo entre la aproximacién
semieliptica, la aproximacion de Fourier mejorada y la polinémica mejorada, puesto que en los tres casos
se calculan dos coeficientes.

40 i i i
Aproximacion semieliptica i

= Aproximacion en serie de Fourier mejorada (p=1) i

35 m m | Aproximacion en serie de Fourier mejorada (p=2)

== Aproximacién polinémica (p=2)

=== Aproximacion polinémica mejorada (p=2)

30 | —— Aproximacion polinomica (p=3)

= = = Aproximacién polinémica (p=4)

- - -~ Aproximacién polinémica mejorada (p=4) /

25 / /'
e
e

0 10 20 30 40 50 60 70 80
N1 (-)

Figura 6.3: Comparativa del factor reductor del tamano del problema.

Observando la figura 6.3, en el factor reductor del tamano del problema ocurre lo mismo que con la
reduccién relativa de la figura 6.2. Se puede concluir con que la aproximaciéon polinémica mejorada de
segundo grado reduce el tamano del problema en un factor igual al de la aproximacién semieliptica y a la
de la serie de Fourier mejorada con un arménico. Puesto que las serie de Fourier con un arménico tiene
una precisién muy mala (segin figura 6.1) y el hecho de usar una aproximacién semieliptica conlleva
una mayor complejidad de modelado, es 1égico pensar que la eleccién adecuada teniendo en cuenta la
reduccion del tamano del problema seria la del polinomio mejorado.

6.4. Comparativa de la dificultad de modelado

Para el caso tanto de la aproximaciéon polinémica completa como de la mejorada, el modelado es muy
sencillo puesto que no hay que hacer suposiciones previas de ningin tipo. En cambio, tanto para la serie
de Fourier completa como para la mejorada hay que plantear unas hipdtesis iniciales para averiguar el
valor del periodo T. Por ejemplo se pueden utilizar las hipdtesis de Hertz para averiguar el semieje de
la elipse. Por 1ltimo, en el caso de la aproximacién semieliptica también habria que proponer hipétesis
iniciales para averiguar el valor del coeficiente b. El hecho de plantear hipotesis en paralelo podria traer
un aumento del error en la aproximacion.

En base a esto, es obvio que con respecto a la dificultad de modelado, la mejor opcidn es o la del polinomio
completo o la del polinomio mejorado.
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7.1. Introduccion

Recogiendo los datos analizados en la seccion 6, se llega a la conclusién de que el polinomio mejorado
es la elecciéon mas adecuada, puesto que, en primer lugar, presenta una de las mayores precisiones en la
aproximacién (sélo por debajo de la elipse con a penas un 0,15 % mds de error), en segundo lugar es el
método que mayor reduccién del tamano del problema produce (para un grado polinémico igual a 2), y
por ultimo es sin duda el método més sencillo de implementar en un modelo.

7.2. Ejemplo de modelado del método seleccionado

En este apartado se va a desarrollar un ejemplo de modelado con el tipo de aproximacion finalmente
elegida, es decir, con el polinomio mejorado.

Partiendo de una malla de 3x3 elementos donde sélo los elementos sombreados en color gris son los que
forman parte del drea potencial de contacto (figura 7.1), y donde se ha empleado un grado polinémico
de aproximacién mejorado de grado 2, se tiene lo siguiente:

X2
7 8 9
4 5 6 B X1

Figura 7.1: Malla de 3x3 elementos numerados por bandas en direccién de la rodadura x; .

Como se vio anteriormente, las tensiones en una banda aproximada se pueden escribir como:

leXl:bN1><(PT”)‘a(I’T2)><1 (7.1)

Sin embargo, las tensiones en una banda donde sea necesario un calculo por el método de CONTACT,
se tendré lo siguiente:
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PNy x1 = Ingxng - PNy xa (7.2)

siendo I la matriz identidad de orden N; y N;j el nimero de elementos pertenecientes al contacto en la
banda en cuestion. La relacién trivial 7.2 servird para ensamblar el problema completo como se vera a
continuacién.

. . 4 .z 2
Como en la banda n®2 el nimero de elementos activos es 3 y ese nimero es mayor a la operacién %

cuyo resultado es 2, esa banda si que se puede aproximar, y por tanto, la matriz b es del aspecto siguiente
para la banda n®2 (la que contiene a los elementos n%, n%5 y n26):

1 x%l
b=|1 z, (7.3)
1 :c%B

y para las otras dos bandas con un tnico elemento, la matriz b sera igual a la identidad I:

b= (1) (7.4)

El vector a para la banda n22 se define de esta manera:

Al analizar la malla de la figura 7.1, se puede plantear una ecuaciéon matricial como sigue:

o] [o]\ [{r}
(o] | -{{a}, (7.6)
) |{rks

{r}, 1
{p, = [ [0]
{r}; (0]

Desarrollando la expresion 7.6 se tiene:

P2 10 0 0
D4 01 22 of |
2 o
mi—fo 1t 0].L" (7.7)
D6 01 22, 0 !
ps
s 00 0 1
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Renombrando las matrices de la ecuacién 7.7 se obtiene la siguiente expresién:

p=B'Y (7.8)

La matriz B es la matriz de transformacion global de incégnitas del problema normal de CONTACT al
problema aproximado. Por otro lado, el vector de incégnitas Y contiene las tensiones de los elementos
pertenecientes a las bandas en direccién de la rodadura calculados con el método CONTACT y los
coeficientes de los polinomios mejorados de la tensién en las bandas que si se han aproximado.

De la ecuacién 7.8 se tiene que:

donde B es la matriz pseudoinversa de B.

Volviendo a plantear el problema normal se tenia lo siguiente:

h*=C-p (7.10)

Sustituyendo 7.8 en 7.10 se obtiene la siguiente expresion:

h*=C-B-Y (7.11)

Si se premultiplica a cada miembro de la ecuacién 7.11 por la matriz traspuesta de B se obtiene:

BT h*=BT.C.B.Y (7.12)
Renombrando la ecuacién 7.12 queda:
S=R-Y (7.13)
siendo:
S=B".h* (7.14)
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R=BT.C-B (7.15)

Ahora solo queda resolver la ecuacién 7.13:

Y=R'S (7.16)

Y finalmente la solucién del vector Y se emplea para obtener el valor de las tensiones normales a partir
de la relacién 7.8.
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7.3. Resultados del tiempo de ejecucién

En esta seccién se muestra una descripcién del tiempo de célculo que toma la solucién adoptada . Para
ello se va a realizar el cilculo tanto para el modelo de CONTACT como para el modelo polinémico
mejorado para dos grados polindémicos distintos, de manera que se pueda observar tanto la diferencia
en tiempos de célculo que existe entre ambos tipos de modelo, como la influencia que presenta el grado
polinémico de aproximacién en el tiempo de ejecucién:

103% T —T—T T T e T3
Modelo CONTACT 3

[ |— Aproximacion polinémica mejorada (p=2) / 1

2| L AP ; |

10° g Aproximacién polinémica mejorada (p=4) / 3
10’ E

£ A |

w [ / n,/j‘/\l ]

\\\
\

Tiempo de ejecucion (s)
=) )
\

107 E

10-5 L P S R NI L T R R R L L L R S SR
10° 10

Q
™

o
w

o

Numero de elementos (-)

Figura 7.2: Tiempos de ejecucion.

En la figura 7.2 se representa el tiempo de ejecucién del calculo de las tensiones normales para el caso
de una malla con el mismo nimero de elementos en la direccién de la rodadura (N7) que en direccién
perpendicular a la misma (N3) en el eje de ordenadas y el nimero de elementos de la malla en el eje de
abscisas. Ambos ejes se han representado con una escala logaritmica, debido al caracter exponencial que
tienen las curvas. Se puede observar claramente la diferencia de funcionamiento entre la formulacién de
CONTACT y la aproximada. En el primer tramo, que va desde el origen de abscisas hasta aproximada-
mente 30 elementos totales, no hay una clara tendencia en el tiempo de ejecucién, posiblemente debido
a distintas causas, como por ejemplo el hecho de que los recursos necesarios para realizar el calculo son
pequenos y por tanto muy influenciados por los recursos que en ese momento esté utilizando el ordenador

1Para poder comparar el tiempo de célculo entre el programa de CONTACT y el programa aproximado se va a traducir
el cédigo de Matlab a lenguaje C, para asi eliminar la influencia de las funciones especificas de Matlab que pueden dar
una ventaja a alguno de los dos programas dependiendo del cédigo que presenten. Ademas se va a crear una funcién con
extension .mex de los programas en C, que no son mas que programas compilados que pueden ser llamados desde Matlab
y ser ejecutados las veces que se quiera sin necesidad de compilarlos con anterioridad. Esto, por tanto, va a facilitar la
obtencién de resultados. Para poder compilar el programa y crear el archivo .mex desde Matlab, es necesario disponer de un
compilador instalado. En el caso que nos ocupa, se ha utilizado el compilador MinGW-W64 C/C++ compiler for Windows,
un compilador gratuito que puede encontrarse entre los add-on de Matlab. Cuando se termine de escribir el programa, para
poder compilarlo y que Matlab pueda reconocerlo como archivo .mex, es necesario anadir al inicio del programa una linea de
cédigo especial para cada tipo de lenguaje. En el caso de lenguaje C, es necesario anadir #include "mex.h”. Para entonces
proceder con la compilacién, desde el command window de Matlab se escribiré el siguiente comando: mex nombre_archivo.c,
siendo nombre_archivo el nombre del programa en C.
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para realizar otras tareas, o por el contrario, la posibilidad de que parte del codigo vaya casualmente mas
deprisa para tamanos de malla més grandes, por tanto no se pueden sacar conclusiones de ese primer
tramo cuyo comportamiento es inestable. De cualquier forma, esta zona alberga tamanos de malla de-
masiado pequenos como para utilizarlos en una simulacién donde se requiera gran precisién. También se
distingue un segundo tramo que va desde los 30 elementos hasta aproximadamente 100, donde se puede
observar que el método CONTACT es incluso més rapido que el aproximado?. Esto es debido a que
en el método aproximado han de construirse un mayor ntimero de matrices y vectores para realizar el
calculo de las tensiones en comparacion con el método CONTACT, y para tamanos bajos de malla no se
nota la influencia de la reduccion del nimero de incégnitas a calcular por parte del método aproximado.
Por dltimo, existe un tercer tramo en la figura 7.2 con una tendencia que comienza en 100 elementos
y se mantiene indefinidamente. En este ultimo tramo, donde el nimero de elementos aumenta mucho,
es donde realmente se nota la eficacia del método aproximado en términos de reducciéon dréastica del
numero de incognitas a resolver, y por tanto, el tiempo necesario para construir las matrices para hacer
la aproximacién se ve eclipsado por el tiempo que necesita el método CONTACT para calcular todas las
tensiones.

También es importante comentar que claramente la pendiente que presenta el método CONTACT es
mayor que la que tiene el método aproximado, la cual es practicamente la misma para cualquier grado
polinémico. Esta es la principal consecuencia de la superioridad computacional en términos de tiempo de
calculo que tiene el método aproximado.

A continuacién se muestra la grafica 7.3, que analiza més especificamente las diferencias existentes en
tiempo de ejecucién entre aproximaciones con distinto grado polinémico de aproximacion en el caso de
tener el mismo nuimero de elementos en direccion de la rodadura que perpendicularmente:

E T — T ———— T ——— T —
£ |—— Aproximacion polinémica mejorada (p=2) / El
L Aproximacion polinémica mejorada (p=4) '\/‘I ]
L Aproximacién polinémica mejorada (p=6) ,\/j\/ J
10°F Z E
3 | ]
S 1ol
2107k E
g 2 ]
{5} - 4
2 r ]
[} L 4
el
o
102k =
£ 10 E 3
2 [ ]
= [ ]
107 == >
P h E
[ P N ]
L e _/ 1
10 . [ . M . N A i [ BN I
10° 10' 102 10° 10*

Numero de elementos (-)

Figura 7.3: Tiempos de ejecucién del método aproximado.

En la figura 7.3 se ha representado el tiempo de ejecucién del calculo de las tensiones normales en el eje

2Cuanto mayor es el grado polinémico de aproximacién utilizado més se nota este efecto.
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de ordenadas y el nimero de elementos de la malla en el eje de abscisas. Ambos ejes presentan una escala
logaritmica.

Se han incluido las curvas del método aproximado para varios grados polindémicos de aproximacion, y
como puede observarse, las pendientes para todos los grados polinémicos son iguales, tan solo cambia
de un grado a otro la ordenada en el origen (teniendo en cuenta el tramo recto). Claramente se puede
concluir que a mayor grado de aproximacién usado mayor es el tiempo de calculo requerido. Mas adelante
en la seccion 7.4 se demostrard que, aunque a mayor grado polinémico mayor es el tiempo de calculo
requerido, el error absoluto promedio de la aproximaciéon disminuye.

Seguidamente se van a describir los tiempos de calculo cuando se mantiene constante el nimero de
elementos en direccién perpendicular a la malla (N3) y se va variando el niimero de elementos en direccién
de la rodadura (N;):

10" F T T T T —
N2=10 (p=4) ——N2=10 (p=6)
N2=30 (p=4) N2=30 (p=6)
p=6)

N2=50 (p=4) ——N2=50 (|

100

Tiempo de ejecucion (s)

o
™

10° 10’
N1 ()

Figura 7.4: Tiempos de ejecucién para N5 constante.

En la figura 7.4, en el eje de ordenadas se ha representado el tiempo de ejecucion del cdlculo del método
aproximado para distintos grados polinémicos a unos Ny constantes, y en el eje de abscisas se ha represen-
tado el nimero de elementos en direccién de la rodadura (N7). Ambos ejes presentan escala logar{tmica.

Si primero se analiza un caso para un numero de elementos constante en direcciéon perpendicular a la
rodadura (N3), como por ejemplo las curvas rojas, que en ese caso se ha hecho el cdlculo para Ny igual
a 10 elementos, puede observarse la tendencia que tiene el tiempo de cédlculo a crecer conforme aumenta
el grado polinémico, y para todos los grados polinémicos, el tiempo aumenta con una pendiente muy
similar.

Si ahora se compara el comportamiento que tiene cada uno de los casos de No constante, puede observarse
que a mayor Nj, es obvio que el tiempo de cdlculo aumenta.
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A continuacidn, se van a describir los tiempos de ejecucién para los cuales el niimero de elementos en
direccién de la rodadura (N7) se mantiene constante y se varia el nimero de elementos en direccién
perpendicular a la rodadura (Nj):
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Figura 7.5: Tiempos de ejecucién para N; constante.

En la figura 7.5, en el eje de ordenadas se ha representado el tiempo de ejecucion del célculo del método
aproximado para distintos grados polinémicos a unos N; constantes, y en el eje de abscisas se ha repre-
sentado el nimero de elementos en direccién perpendicular a la rodadura (N3). Ambos ejes presentan
escala logaritmica.

El comportamiento que se puede observar es parecido al explicado para la figura 7.4. Para un caso de
N; constante como el de las curvas rojas, donde se ha hecho el calculo para N; igual a 10 elementos, se
puede observar que a mayor grado polinémico de aproximacién utilizado en el calculo, mayor es el tiempo
de ejecucion, lo cual es 1égico, puesto que el método tiene que resolver un sistema con un mayor niimero
de incégnitas (coeficientes de los grados polinémicos de aproximacién de las bandas en direccién de la
rodadura). También se puede concluir que la pendiente de la curva es practicamente independiente tanto
de N; como del grado polinémico.

Si se compara a la figura 7.4 con la figura 7.5, es notable observar que las pendientes de las rectas del
caso con N; constante son mas grandes que las del caso con Ny constante. Esto es debido a que en el caso
de N5 constante, al variar N1, no aumenta el ntimero de incégnitas a resolver, sélo crece el tamano de
las matrices de transformacién, y en el caso de N; constante si que aumenta el nimero de incégnitas a
resolver al crecer Ny, y esto es mas costoso computacionalmente que el hecho de solamente incrementar
el tamano de las matrices de transformacién, por eso la pendiente es mayor.

Por 1ltimo, se va a describir el factor reductor de tiempo de cdlculo que existe entre CONTACT y el

modelo polinémico mejorado, de manera que pueda verse el niimero de veces que el método aproximado
es mas rapido que CONTACT:
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Figura 7.6: Factor reductor del tiempo de céalculo.

Como puede verse en la figura 7.6, el factor reductor de tiempo es variable con el tamano de malla,
siendo directamente proporcional al mismo. También es destacable que a medida que se aumenta el grado
polinémico de aproximacién, mas estable es el factor reductor. Este hecho se explica si se analiza el

numero de iteraciones que realiza cada caso de aproximacién polinémica mejorada y se comprara con las
iteraciones que realiza CONTACT.
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Figura 7.7: Numero de iteraciones de los distintos casos de aproximacion polinémica mejorada.
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Como se puede observar en la figura 7.7, a medida que aumenta el grado polinémico de aproximacién, el
numero de iteraciones que se realiza es cada vez mas parecido al que presenta CONTACT. Por ejemplo,
para algunos tamanos de malla, el programa se ve obligado a realizar un mayor ntimero de iteraciones
para llegar a la solucién, pero sin embargo, hay otros tamanos de malla en los que necesita incluso menos
iteraciones que CONTACT. Esta variacion del niimero de iteraciones dependiendo del grado polinémico
y del tamano de malla explica el zig-zag que describen las curvas de las gréaficas del tiempo de ejecucién
7.2,7.3, 74y 7.5,y la gréfica del factor reductor del tiempo de ejecucién 7.6 (aunque los recursos que
emplea el ordenador también juegan un papel importante en algunas circunstancias). Por tanto, a pesar
de que en el nuevo modelo se reduce el tamano del problema a resolver en cada iteracion, es posible
que en ocasiones, el programa necesite realizar menos o mas iteraciones que CONTACT, lo cual a veces
aumenta un poco la capacidad de reduccién del tiempo de calculo y otras la reduce.
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7.4. Resultados del error en la aproximacion

En esta seccion se va a realizar una descripcién de los errores de aproximacién que se cometen con la
solucién adoptada para distintos tamanos de malla y para diferentes grados de aproximacién utilizados.
En concreto se va a calcular el error absoluto promedio y el error relativo promedio.

El error absoluto promedio se calcula como la suma del valor absoluto de los errores de cada uno de los
elementos en contacto dividido entre el niimero de elementos de contacto:

N N * oo
o ZimiCi _ Ei:1|]1\?; pil (7.17)

siendo p} la tensiéon aproximada en el elemento ¢ y p; la tensién que da CONTACT en el elemento i.

Y el error relativo promedio se calcula como la suma del error relativo en cada uno de los elementos que
forman parte del drea de contacto dividido entre el nimero de elementos de contacto.

N N pi=pi
fo Lizi_ ZHJV i (7.18)
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Figura 7.8: Error absoluto promedio de la aproximacién.

En la figura 7.8 se ha representado el error absoluto promedio de la aproximacién para distintos grados
polinémicos. En el caso de un polinomio de segundo grado (curva azul), el error es practicamente constante
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para todos los tamanos de malla exceptuando los casos de malla muy pequena, de hasta 500 elementos.
Ese valor de error es de aproximadamente 32,5 MPa. Para un polinomio de cuarto grado (curva roja), el
error absoluto promedio tiende a un error de 11 MPa. Y por 1ltimo, para un polinomio de sexto grado,
el error tiende a 5 MPa.
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Figura 7.9: Error relativo promedio de la aproximacién.

En la figura 7.9 se ha representado el error relativo promedio para distintos casos de grado polinémico de
aproximacién. Como puede observarse, el valor que toma cada caso es muy inestable, es decir, para unos
tamanos de malla es muy grande y para otros es pequeno, pero no sigue una tendencia clara. De hecho,
en tamanos de malla como por ejemplo de 3400 elementos, el error relativo que se comete es de més del
100 %. Esto se debe a que para ciertos tamanos de malla, en algunos elementos de la periferia del drea de
contacto, CONTACT da valores de tensién muy pequenos y el método aproximado proporciona tensiones
grandes. Este hecho hace que en la expresién 7.18, en el valor absoluto del numerador, el denominador
sea muy pequeno y el numerador muy grande, lo cual va a resultar en un error muy elevado. Esto es asi
en cierta medida porque la forma del drea de contacto también es aproximada, a parte de la distribucién
de tensiones.

Se puede decir también que, a pesar de que el error relativo es muy inestable, es cierto también que oscila
al rededor de un valor determinado. Para el caso de segundo grado, el error relativo medio es de un 20 %
aproximadamente. Para el caso de cuarto grado, el error relativo medio es del 10 %, y por ultimo, para
el caso de sexto grado el error relativo medio es de aproximadamente el 5%, aunque con los resultados
del error relativo promedio no se puede concluir nada con exactitud.
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Figura 7.10: Error relativo de la fuerza normal total resultante.

En la figura 7.10 se ha representado el error relativo en términos de la fuerza normal total que resulta
de sumar la fuerza normal de todos los elementos (multiplicando la tensiéon normal en el elemento por
su drea). El error relativo cometido es muy bajo, por lo que en cuanto a la fuerza normal, el método
aproximado da resultados practicamente iguales a los de CONTACT.

Seguidamente, se va a mostrar la forma del drea de contacto y de la distribucion de tensiones resultante del
modelo CONTACT y del modelo aproximado de la soluciéon adoptada para distintos grados polinémicos,
de manera que se puedan comparar visualmente.

Figura 7.11: Distribucién de tensiones de CONTACT.
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Figura 7.12: Distribucién de tensiones del modelo propuesto con grado polinémico 2.

Figura 7.13: Distribucién de tensiones del modelo propuesto con grado polinémico 4.
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Figura 7.14: Distribucién de tensiones del modelo propuesto con grado polinémico 6.

En las figuras 7.12, 7.13 y 7.14, se aprecia a simple vista que en direccién de la rodadura aparecen unas
bandas en la distribucién de tensiones que se van suavizando al aumentar el grado de aproximacion. Se
ve como estas bandas no existen en la solucién de CONTACT de la figura 7.11.
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Figura 7.15: Ajuste del método aproximado mejorado a la curva de CONTACT. Banda n® 25 en
direccién perpendicular a la rodadura en una malla de 50x50 elementos.

En la figura 7.15 se muestra una seccién de la distribucién de tensiones en direccién perpendicular a la
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rodadura. En esta perspectiva se notan las bandas que se observaban en las figuras anteriores, las cuales
para el caso de segundo grado son muy acusadas.
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8.1. Introduccion

En este capitulo se hace una recopilacién de las conclusiones sacadas de cada uno de los resultados del
proyecto, indicando si se han logrado los objetivos y como pueden mejorarse esos resultados para conseguir
mejores modelos de contacto normal entre rueda y carril en proyectos futuros.

8.2. Conclusiones

El primer objetivo del proyecto era desarrollar un modelo de contacto normal que calcule las tensiones
mas rapido que CONTACT. Se puede concluir que este objetivo se ha logrado, ya que como se observa en
la figura 7.2 de la seccién 7.3, el tiempo de ejecucion del método propuesto es menor que el que presenta
CONTACT. Por ejemplo, para una malla de 6400 elementos, el programa aproximado de grado 6 es 35
veces més rapido que CONTACT (segtn la figura 7.6), y este factor aumenta a medida que se incrementa
el niimero de elementos.

El segundo objetivo del proyecto era conseguir que el modelo desarrollado tuviera un error de aproxima-
cién lo méas bajo posible. En este caso también se concluye que se ha logrado, puesto que en la figura 7.10
se puede comprobar que el error en cuanto a la fuerza normal resultante es muy bajo, lo que quiere decir
que los resultados tienen un grado de similitud muy grande con CONTACT.

8.3. Aspectos de mejora y proyectos futuros

Tras finalizar el proyecto y analizar el comportamiento de la solucién adoptada, estd claro que a pesar
de haber conseguido los objetivos del proyecto, el nuevo modelo sigue sin servir para su utilizacién en
simulaciones online debido a su todavia alto coste computacional, por lo que serdn necesarios proyectos
futuros que logren desarrollar un modelo con capacidad de uso en simulaciones online. Principalmente
sucede esto porque a pesar de haber modificado el modelo CONTACT y haber reducido el nimero de
incognitas, es cierto que se sigue usando practicamente la misma formulacién por lo que el tiempo de
calculo no se iba a reducir significativamente. Los modelos de contacto normal méas rapidos que existen
son los modelos analiticos de interpenetracién virtual, los cuales no han de hacer varias iteraciones como
por ejemplo hace CONTACT. Por ello, en los proyectos futuros sera necesario probar con formulaciones
parecidas a las de los modelos mas rapidos existentes, ya que esos son, de momento, los tnicos capaces
de usarse en simulaciones online.

Con respecto a la posible mejora del modelo propuesto en este proyecto, tal vez el potencial del modelo
presentado sea mayor y sea posible llegar a obtener un menor tiempo de célculo con respecto a CONTACT
optimizando mas el cédigo del programa. Por ejemplo, se podria optimizar el método del célculo del
sistema de ecuaciones del problema normal, o el método de construccién de las matrices auxiliares para el
calculo, entre otras cosas. Esto podria proporcionar una mejora en cuanto al factor reductor del tiempo
de ejecucion.

También es importante comentar que existen otros tipos de aproximacién con los que no se ha probado
a hacer un modelo, pero los cuales podrian tener incluso un mayor potencial que el método finalmente
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propuesto en este proyecto. En general, cabria la posibilidad de probar con otras bases que ajusten bien
la distribucién de tensiones del contacto normal.

Otro aspecto que puede mejorar la validacién del modelo de cara a dar un mejor producto, es el estudio
del error de aproximacion para distintas posiciones relativas entre la rueda y el carril, ya que esto hace
variar significativamente la forma de la distribucién de tensiones y del area de contacto, por lo que seria
interesante un estudio asf.
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Capitulo 10

Objeto

Este documento tiene por objeto mostrar la especificacion grafica de los elementos utilizados en el de-
sarrollo del proyecto. En particular, se ha representado la geometria de la rueda de ferrocarril utilizada
en los cdlculos y también la geometria del carril ferroviario empleada para la obtencién de resultados.
Ademas, se han incluido extractos de las normas empleadas en el proyecto donde hay especificaciones
graficas tutiles para la representacién de los elementos.
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Anexo A (Normativo)

Pestana

A.1 Definicion de la pestaiia

Los puntos que definen la pestafia se muestran en la figura A.1.
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Figura A.1 - Definicion de la pestaiia

Este documento ha sido adquirido por UNIVERSIDAD POLITECNICA VALENCIA-HEMEROTECA a través de la suscripcién a AENORmis.

Para uso en red interna se requiere de autorizacién previa de AENOR.
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A.2 Geometria de la pestaiia

UNE-EN 13715:2021

Tabla A.1 - Coordenadas de puntos caracteristicos de la pestafia en funcién de su espesor

D1-H2
P e yP zP
e=325 -35
D1 e -35-de 6,867
e=28,5 -39
e=325 -38,427
E1l e - 38,427 - de 12
e=28,5 - 42,427
e=325 - 26,211
Dm e - 26,211 -de 16,446
e=28,5 -30,211
h=28 h=30 h=32
yP zP yP zP yP zP
e=325 -39,765 -40,530 - 41,497
F1 e - 39,765 - de 15,675 -40,530 - de 17,779 -41,497 - de 20,434
e=28,5 -43,765 -44,530 -45,497
e=325 -49,663 -47,758 -46,153
G1 e -49,663 - de 26,748 -47,758 - de 27,568 -46,153 - de 28,108
e=28,5 -53,663 -51,758 -50,153
e=325 -55 28 -55 30 -55 32
e=315 -555 27,990 -55,5 29,990 -555 31,990
S e=30,5 -56 27,958 -56 29,958 -56 31,958
e=29,5 -56,5 27,906 -56,5 29,906 -56,5 31,906
e=28,5 -57 27,832 -57 29,832 -57 31,832
H1 - 62,765 25,149 - 62,765 27,149 - 62,765 29,149
H2 -70 -70 -70
Hm - 49,500 9519 - 49,500 11,519 - 49,500 13519
e=325 - 58,558 - 60,733 - 63,110
Fm e - 58,558 -de 8,835 -60,733 -de 10,425 -63,110 - de 12,558
e=28,5 -62,558 - 64,733 -67,110
RIm -55 -55 -55
e=325 -55 -55 -55
REm e -55-de 16 -55-de 18 -55-de 20
e=28,5 -59 -59 -59
Rfa 20 21,5 23
NOTA 1 yP: coordenaday del punto P referida a DO
P: punto del perfil
zP: coordenada (z) del punto P referida a DO.
NOTA 2 de=325mm-e.
EJEMPLO e=30,5mmde=(32,5-30,5)=2mmyyDI=(-35-2)=-37 mm
NOTA 3 Los valores intermedios de los parametros se obtienen por interpolacion.

Este documento ha sido adquirido por UNIVERSIDAD POLITECNICA VALENCIA-HEMEROTECA a través de la suscripcién a AENORmis.

Para uso en red interna se requiere de autorizacién previa de AENOR.
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Anexo C (Normativo)

Perfil S1002

C.1 Perfil de referencia completo: construccion con pestafia de espesor 32,5 mm
y contrapendiente del 6,7%

En la figura C.1 se muestra el perfil S1002.

70 32,158

B1 A1l
Yo\ |
b617eﬁ\)~\

I

35

Figura C.1 - Perfil S 1002

C.2 Construccion del perfil: zonas caracteristicas
- D1-B1 coordenadas indicadas en la tabla C.1;
- B1-A1 segmento recto de pendiente del 6,7% (se aceptan valores entre el 6,7% y el 15%);

- Al1-1 bisel 5 mm x 5 mm.

Este documento ha sido adquirido por UNIVERSIDAD POLITECNICA VALENCIA-HEMEROTECA a través de la suscripcién a AENORmis.

Para uso en red interna se requiere de autorizacién previa de AENOR.



-23- UNE-EN 13715:2021

Tabla C.1 - Coordenadas de puntos caracteristicos del perfil S 1002, zona D1-D0 (B1) (1 de 3)

$1002: D1-DO0 (B1) 1/4 (yP: - 3914 mm)

e

32,5 32 31,5 31 30,5 30 29,5 29 28,5

yP p zP

-39,0 6,867
-38,5 6,867 | 6,432
-38,0 6,867 6,432 6,038
-37,5 6,867 6,432 6,038 5,681
-37,0 6,867 6,432 6,038 5,681 5,357
-36,5 6,867 6,432 6,038 5,681 5,357 5,062
-36,0 6,867 6,432 6,038 5,681 5,357 5062 | 4,793
-35,5 6,867 6,432 6,038 5,681 5,357 5,062 4,793 | 4,547
-35,0 D1 6,867 6,432 6,038 5,681 5,357 5,062 4,793 4,547 | 4,321
-34,5 6,432 6,038 5,681 5,357 5,062 4,793 4,547 4,321 | 4,114
-34 6,038 5,681 5,357 5,062 4,793 4,547 4,321 4,114 3,922
-33,5 5,681 5,357 5,062 4,793 4,547 4,321 4,114 3,922 3,743
-33,0 5,357 5,062 4,793 4,547 4,321 4,114 3,922 3,743 3,576
-32,5 5,062 4,793 4,547 4,321 4,114 3,922 3,743 3,576 3,419
-32,0 4,793 4,547 4,321 4,114 3,922 3,743 3,576 3,419 3,270
-315 4,547 4,321 4,114 3,922 3,743 3,576 3,419 3,270 3,129
-31,0 4,321 4,114 3,922 3,743 3,576 3,419 3,270 3,129 2,994
-30,5 4,114 3,922 3,743 3,576 3,419 3,270 3,129 2,994 | 2,865
-30,0 3,922 3,743 3,576 3,419 3,270 3,129 2,994 2,865 2,741
-29,5 3,743 3,576 3,419 3,270 3,129 2,994 2,865 2,741 2,623
-29,0 3,576 3,419 3,270 3,129 2,994 2,865 2,741 2,623 2,509
-28,5 3,419 3,270 3,129 2,994 2,865 2,741 2,623 2,509 2,401
-28,0 3,270 3,129 2,994 2,865 2,741 2,623 2,509 2,401 2,297
-27,5 3,129 2,994 2,865 2,741 2,623 2,509 2,401 2,297 | 2,197
-27,0 2,994 2,865 2,741 2,623 2,509 2,401 2,297 2,197 2,101
-26,5 2,865 2,741 2,623 2,509 2,401 2,297 2,197 2,101 2,008
-26,0 C1 2,741 2,623 2,509 2,401 2,297 2,197 2,101 2,008 1,920
-25,5 2,623 2,509 2,401 2,297 2,197 2,101 2,008 1,920 1,834
-25,0 2,509 2,401 2,297 2,197 2,101 2,008 1,920 1,834 1,752
-245 2,401 2,297 2,197 2,101 2,008 1,920 1,834 1,752 1,673
-24,0 2,297 2,197 2,101 2,008 1,920 1,834 1,752 1,673 1,597
-23,5 2,197 2,101 2,008 1,920 1,834 1,752 1,673 1,597 1,523

Este documento ha sido adquirido por UNIVERSIDAD POLITECNICA VALENCIA-HEMEROTECA a través de la suscripcién a AENORmis.

Para uso en red interna se requiere de autorizacién previa de AENOR.
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$1002: D1-DO0 (B1) 1/4 (yP: - 39-14 mm)
e
32,5 32 31,5 31 30,5 30 29,5 29 28,5
yP zP

-23,0 2,101 2,008 1,920 1,834 1,752 1,673 1,597 1,523 1,452
-225 2,008 1,920 1,834 1,752 1,673 1,597 1,523 1,452 1,384
-22,0 1,920 1,834 1,752 1,673 1,597 1,523 1,452 1,384 1,318
-21,5 1,834 1,752 1,673 1,597 1,523 1,452 1,384 1,318 1,254
-21,0 1,752 1,673 1,597 1,523 1,452 1,384 1,318 1,254 1,193
-20,5 1,673 1,597 1,523 1,452 1,384 1,318 1,254 1,193 1,134
-20,0 1,597 1,523 1,452 1,384 1,318 1,254 1,193 1,134 1,076
-19,5 1,523 1,452 1,384 1,318 1,254 1,193 1,134 1,076 1,021
-19,0 1,452 1,384 1,318 1,254 1,193 1,134 1,076 1,021 0,967
-18,5 1,384 1,318 1,254 1,193 1,134 1,076 1,021 0,967 | 0916
-18,0 1,318 1,254 1,193 1,134 1,076 1,021 0,967 0,916 | 0,866
-17,5 1,254 1,193 1,134 1,076 1,021 0,967 0,916 0,866 | 0,818
-17,0 1,193 1,134 1,076 1,021 0,967 0916 0,866 0,818 | 0,771
-16,5 1,134 1,076 1,021 0,967 0,916 0,866 0,818 0,771 0,726
-16,0 1,076 1,021 0,967 0,916 0,866 0,818 0,771 0,726 | 0,682
-15,5 1,021 0,967 0,916 0,866 0,818 0,771 0,726 0,682 0,640
-15,0 0,967 0,916 0,866 0,818 0,771 0,726 0,682 0,640 0,600
- 14,5 0,916 0,866 0,818 0,771 0,726 0,682 0,640 0,600 0,561
-14,0 0,866 0,818 0,771 0,726 0,682 0,640 0,600 0,561 0,523
-13,5 0,818 0,771 0,726 0,682 0,640 0,600 0,561 0,523 0,486
-13,0 0,771 0,726 0,682 0,640 0,600 0,561 0,523 0,486 0,451
-12,5 0,726 0,682 0,640 0,600 0,561 0,523 0,486 0,451 0,417
-12,0 0,682 0,640 0,600 0,561 0,523 0,486 0,451 0,417 0,384
-11,5 0,640 0,600 0,561 0,523 0,486 0,451 0,417 0,384 0,352
-11,0 0,600 0,561 0,523 0,486 0,451 0,417 0,384 0,352 0,322
-10,5 0,561 0,523 0,486 0,451 0,417 0,384 0,352 0,322 0,292
-10,0 0,523 0,486 0,451 0,417 0,384 0,352 0,322 0,292 0,264
-9,5 0,486 0,451 0,417 0,384 0,352 0,322 0,292 0,264 0,237
-9,0 0,451 0,417 0,384 0,352 0,322 0,292 0,264 0,237 0,211
-85 0,417 0,384 0,352 0,322 0,292 0,264 0,237 0,211 0,185
-8,0 0,384 0,352 0,322 0,292 0,264 0,237 0,211 0,185 0,161
-75 0,352 0,322 0,292 0,264 0,237 0,211 0,185 0,161 0,138
-7,0 0,322 0,292 0,264 0,237 0,211 0,185 0,161 0,138 0,116

Este documento ha sido adquirido por UNIVERSIDAD POLITECNICA VALENCIA-HEMEROTECA a través de la suscripcién a AENORmis.
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$1002: D1-DO0 (B1) 1/4 (yP: - 3914 mm)

e
32,5 32 31,5 31 30,5 30 29,5 29 28,5
yP p zP
-6,5 0,292 0,264 0,237 0,211 0,185 0,161 0,138 0,116 0,094
-6,0 0,264 0,237 0,211 0,185 0,161 0,138 0,116 0,094 0,074
-5,5 0,237 0,211 0,185 0,161 0,138 0,116 0,094 0,074 0,054
-5,0 0,211 0,185 0,161 0,138 0,116 0,094 0,074 0,054 0,035
-4,5 0,185 0,161 0,138 0,116 0,094 0,074 0,054 0,035 0,017
-4,0 0,161 0,138 0,116 0,094 0,074 0,054 0,035 0,017 0,015
-3,5 0,138 0,116 0,094 0,074 0,054 0,035 0,017 0,014 0,013
-3,0 0,166 0,094 0,074 0,054 0,035 0,017 0,014 0,012 0,011
-2,5 0,094 0,074 0,054 0,035 0,017 0,014 0,011 0,010 0,009
-2,0 0,074 0,054 0,035 0,017 0,013 0,011 0,008 0,008 0,007
-1,5 0,054 0,035 0,017 0,012 0,009 0,008 0,006 0,006 0,005
-1,0 0,035 0,017 0,011 0,008 0,006 0,005 0,004 0,004 0,003
-05 T1 0,017 0,008 0,005 0,004 0,003 0,002 0,002 0,002 0,001
0,0 DO 0,000

NOTA yP: coordenaday de P referidaa DO
P: punto del perfil
zP: coordenada (z) del punto P referida a DO.

Este documento ha sido adquirido por UNIVERSIDAD POLITECNICA VALENCIA-HEMEROTECA a través de la suscripcién a AENORmis.
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Tabla C.1 - Coordenadas de puntos caracteristicos del perfil $1002,
zona (D1) DO - B1 (yP: 0,0 > 32,158 mm)

$1002: D0-B1 3/4 $1002: D0—-B14/4
(yP: 0,0~16) (yP: 16,5-32,158)
e:32,5-28,5 e: 32,5-28,5

yP P zP yP P zP

0,0 DO 0,000 16,5 -0,269
0,5 -0,016 17,0 -0,274
1,0 -0,032 17,5 -0,280
1,5 -0,047 18,0 -0,285
2,0 -0,061 18,5 -0,291
2,5 - 0,075 19,0 -0,298
3,0 -0,087 19,5 - 0,304
3,5 -0,100 20,0 -0,312
4,0 -0,111 20,5 -0,320
4,5 -0,122 21,0 -0,328
5,0 -0,132 21,5 -0,338
55 -0,142 22,0 -0,348
6,0 -0,151 22,5 -0,358
6,5 -0,160 23,0 -0,370
7,0 -0,168 23,5 -0,382
7,5 -0,176 24,0 -0,396
8,0 -0,183 24,5 -0,410
8,5 -0,190 25,0 -0,426
9,0 -0,196 25,5 -0,443
9,5 -0,203 26,0 - 0,460
10,0 -0,208 26,5 -0,479
10,5 -0,214 27,0 -0,499
11,0 -0,219 27,5 -0,521
11,5 -0,224 28,0 -0,543
12,0 -0,229 28,5 -0,567
12,5 -0,234 29,0 -0,592
13,0 -0,238 29,5 -0,619
13,5 -0,242 30,0 - 0,646
14,0 - 0,247 30,5 -0,675
14,5 -0,251 31,0 -0,705
15,0 -0,256 31,5 -0,737
15,5 -0,260 32,0 -0,769
16,0 - 0,265 32,158 B1 -0,780

NOTA yP: coordenaday de P referida a DO
P: punto del perfil
zP: coordenada (z) del punto P referida a DO.

Este documento ha sido adquirido por UNIVERSIDAD POLITECNICA VALENCIA-HEMEROTECA a través de la suscripcién a AENORmis.
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Medidas en milimetros

72
B
A
Y
t o ™
R13 b
2 |n
8 3 |8, Lo
- = o
o
7.0 75
A
Q
R
R120
v
2]
R120 16.5
x X &
o 1
R120 16.5
P 10
o
o| o o~
®| © R35 S
3] Y
B ald F
= AL @
1:14 o
o)
< I <& <
Y
160
Leyenda
1 Eje del marcado en relieve
Area de la seccién transversal : 76,70 cm?
Masa lineal : 60,21 kg/m
Momento de inercia vertical (eje x-x) : 30383 cm*
Médulo resistente - Cabeza : 333,6 cm3
Médulo resistente - Patin : 375,5 cm3
Momento de inercia horizontal (eje y-y) : 512,3 cm*
Médulo resistente horizontal (eje y-y) : 68,3 cm3
Dimensiones indicativas : A=20,456 mm
B=52,053 mm

{A1»}
Figura A.23 - Perfil de carril 60E1 { €A1}
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Capitulo 13

Definicion y alcance del pliego

Este documento tiene por finalidad la especificaciéon técnica tanto de los materiales usados como del
proceso llevado a cabo para la obtencion de los resultados. Finalmente se especificard el control de calidad o
método de validacién que se ha seguido para corroborar la validez de la soluciéon adoptada. El documento
también trata las condiciones facultativas relativas al proyecto. Quedan excluidas las especificaciones
gréficas, las cuales se encuentran en el documento II (Planos).
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CAPITULO 14. CONDICIONES PARTICULARES

14.1. Condiciones técnicas

14.1.1. Objeto

Este apartado se refiere a la especificacién técnica de los materiales y del proceso seguido para la obtencion
de los resultados.

14.1.2. Condiciones de los materiales

En la realizacién de los calculos necesarios para la obtenciéon de resultados es destacable la importancia
del hardware y del software empleado.

= Hardware
1. Ordenador.
El ordenador utilizado para realizar los calculos ha de tener caracteristicas iguales o supe-

riores a las siguientes: Procesador Intel Core i9 CPU 3 GHz, RAM instalada y usable de 256
GB, sistema operativo de 64 bits.

2. Teclado.

El teclado utilizado en el proyecto serd el teclado con cable HP PAVILION 300 o de ca-
racteristicas similares.

3. Ratén.

El ratén utilizado en el proyecto serd el ratén inalambrico HP X200 o de caracteristicas simi-
lares.

= Software
1. Programa de ejecucién de cédigo fuente.
El software utilizado para la programacién y posterior ejecucion de cédigo serd el programa

MATLAB o de caracteristicas similares, sobretodo es muy importante que permitan ejecutar
programas compilados.

2. Software de entorno de desarrollo de programacion.

El software usado para la realizacién de programas puede ser MATLAB, devC++4, u otro
de caracteristicas similares que permitan compilar c6digo en un lenguaje de programacion
dado.
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14.1.3. Condiciones del proceso de obtencién de resultados

A la hora de obtener los resultados se han llevado a cabo las siguientes condiciones:

1. Se ha utilizado la geometria del perfil de rueda S1002 y la del carril UIC-60 para la obtencion de
resultados.

2. Se ha implementado el modelo CONTACT en lenguaje C y se ha compilado para ejecutarlo en
MATLAB (ver Anexo E).

3. Se ha realizado lo mismo que en el punto 2 para el modelo propuesto en este proyecto (ver Anexo F).

4. Para el proceso de resolucion de los sistemas de ecuaciones, dentro de los programas en C se ha
implementado el método directo de Gauss-Jordan.

5. Para calcular el tiempo de ejecucion para cada tamano de malla se han introducido los datos del
nimero de elementos en cada uno de los dos programas y se han ejecutado desde MATLAB.

6. Para calcular el error en la aproximacién se ha calculado el vector de tensiones en ambos programas
para un tamano de malla determinado y se ha obtenido el error mediante c6digo de MATLAB fuera
de los programas compilados.

14.1.4. Control de calidad o validacién del modelo propuesto

Para considerar el nuevo modelo como valido para solucionar el problema planteado en el proyecto se
seguiran los siguientes pasos:

1. El modelo propuesto quedara validado parcialmente si compardndolo con los resultados del software
CONTACT resulta en que el error relativo con respecto a la fuerza normal es menor al 1%. Esta
es una condicién necesaria pero no suficiente.

2. El modelo propuesto quedara validado parcialmente si comparandolo con los resultados del software
CONTACT resulta en que para un tamano de malla de 50 x 50 elementos, el tiempo que necesita el
nuevo modelo para realizar los cdlculo es 10 veces menor (o mayor nimero de veces menor) que el
tiempo que necesita CONTACT para el mismo tamano de malla. Esta es una condicién necesaria
pero no suficiente.

3. El modelo propuesto quedaré validado en su totalidad si se cumplen las condiciones de los puntos
1 y 2. Esta es una condiciéon necesaria y suficiente para validar el modelo propuesto.
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14.1.5. Condiciones de entrega del modelo propuesto

El programa informatico que contiene el modelo se entregara en un pen-drive y en lenguaje C, de manera
que se tenga la posibilidad de llamarse desde cualquier software de programacion mediante una serie de
comandos determinados. Adem4s, el acceso al archivo estard bloqueado con una contrasena, la cual se
mostrara al cliente en un documento confidencial.

14.1.6. Prueba final y comprobacion de parametros

A la hora de implementar el nuevo software en un programa de simulacién dindmica seré necesario ejecutar
dicho programa bajo distintas condiciones iniciales y comparar sus resultados con los de CONTACT, de
manera que si da resultados similares, se puede corroborar que la implementacién del software ha sido
exitosa.

14.2. Condiciones facultativas

14.2.1. Objeto

Este apartado se refiere a la definicién de los derechos y obligaciones del proyectista.

14.2.2. Obligaciones y derechos del proyectista

Las obligaciones y derechos que el proyectista asume se enumeran a continuacién:

1. El proyectista estd obligado a cumplir los plazos estipulados en el contrato del servicio de ingenieria.
2. El proyectista asume la responsabilidad de ser la maxima autoridad técnica del proyecto.

3. El proyectista tiene el derecho a recibir los pagos comprometidos en las fechas pactadas en el
contrato del servicio de ingenieria.
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Capitulo 15

Objeto

El objeto del presente documento es valorar el servicio de ingeniero mecanico llevado a cabo en la redaccion
y desarrollo de este proyecto, teniendo en cuenta el coste del trabajo personal, los costes relativos a la
utilizaciéon de equipos informéticos y los costes en relacién con las licencias de software necesarias para
la realizacién del proyecto. El presupuesto tiene como finalidad dar una idea lo méas aproximada posible
del importe total del servicio de ingenieria.
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CAPITULO 16. COSTES

16.1. Costes del trabajo personal

Dentro de los costes de personal se incluyen los honorarios de todas las personas involucradas en el
desarrollo del proyecto, entre las cuales destaca el alumno aspirante a la obtencién del titulo y el profesor
tutor.

Las tareas que llevara a cabo el alumno serdn las siguientes:

1. Busqueda de informacién en la bibliografia.

2. Desarrollo de un nuevo modelo matematico.

3. Implementar el modelo matematico en diferentes lenguajes de programacién.
4. Realizacion de estudio para diferentes condiciones y analisis de resultados.

5. Redaccién del proyecto.

6. Preparacion de la presentacion del proyecto.

Como precio horario por los servicios, se va a tomar un precio de 7 €/h para el caso del alumno en una
posicion de becario. Se va a considerar que durante los 6 meses que ha durado el desarrollo del proyecto,
el alumno ha dedicado un 10 % del tiempo cada dia. También se le ha asignado un porcentaje de tiempo
dedicado a cada tarea, con lo cual, los costes relacionados son los siguientes:

Tarea Tiempo dedicado (h) | Coste (€)

Bisqueda de informacién (20 %) 86,4 604,8

Desarrollo del modelo (15 %) 64,8 453,6
Implementar el modelo (25 %) 108 756

Realizacién de estudio y andlisis de resultados (10 %) 43,2 302,4
Redaccion del proyecto (25 %) 108 756
Preparacion de la presentacién del proyecto (5 %) 21,6 151,2

TOTAL 432 3024

Cuadro 16.1: Costes econémicos del trabajo del alumno.

En cambio, las tareas que llevard a cabo el profesor tutor son las siguientes:

1. Tutorias sobre aspectos de la bibliografia.
2. Tutorias sobre el desarrollo del modelo.
3. Tutorias sobre la implementacién del modelo.

4. Tutorias sobre la redaccién del trabajo.
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16.1. COSTES DEL TRABAJO PERSONAL

Como honorarios, se va a considerar un coste de 50 €/h para el caso del profesor tutor por su condicién
de catedratico de universidad. Los costes relacionados se ven a continuacién:

Tarea Tiempo dedicado (h) | Coste (€)
Tutorias sobre aspectos de la bibliografia 4 200
Tutorias sobre el desarrollo del modelo 8 400
Tutorias sobre la implementacién del modelo 10 500
Tutorias sobre la redaccién del trabajo 3 150
TOTAL 25 1250

Cuadro 16.2: Costes econémicos del trabajo del tutor.

Por tanto, el coste total por los trabajos personales es de 4274€.
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16.2. Coste por utilizaciéon de equipos informaticos

En esta seccién se van a reflejar los costes relacionados con el uso de equipos informaticos. Estos costes van
a provenir de los gastos de amortizacién del material, del mantenimiento del mismo y de los consumos para
su funcionamiento. Los gastos de amortizacién se van a calcular en base a una amortizacién constante,
considerando un gasto mensual:

Valor de adquisicion - Valor residual

Amortizacién mensual = - T
Vida util en meses

En la tabla siguiente se va a reflejar el gasto mensual de cada uno de los dispositivos, considerando un
valor residual de 0 €:

Dispositivo | Coste de adquisicién (€) | Vida dtil (anos) | Gasto mensual ( €)
Portétil ASUS 1000 6 13,89
Teclado 20 8 0,21
Raton 10 8 0,10
Monitor LG 160 6 2,22

Cuadro 16.3: Gastos mensuales por amortizaciéon de bienes muebles.

Considerando que los equipos han sido utilizados durante los 6 meses de desarrollo del proyecto, el coste
total de la amortizacion de los equipos es de 98,52€.

Por otra parte, se debe considerar los costes por servicio de mantenimiento prestado por la universidad en
referencia al personal adscrito al servicio de mantenimiento, a los materiales utilizados en las operaciones
de reparacién y a los costes de utilizacién de los equipos de mantenimiento.

Se considera que el servicio de mantenimiento anual tiene un coste de 100€ al afio para cada usuario, por
lo que el coste para 6 meses es de 50€.

Por 1ultimo, se ha de tener en cuenta el consumo energético de los equipos informaticos. Considerando que
la factura mensual es de 20€ sélo para los equipos informéticos, el coste por consumo para los 6 meses
es de 120€.

Por tanto, el coste total de los equipos informéticos es de 268,52€.
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16.3. COSTES POR LICENCIAS DE SOFTWARE

16.3. Costes por licencias de software

En esta seccién se van a mostrar los gastos de software que se han tenido durante la realizacién del
proyecto. Se considera que la licencia de MATLAB es versién estudiante y que la licencia de Microsoft
Office es gratuita por ser el alumno estudiante de la Universidad Politécnica de Valencia. Por otro lado,
el editor de texto utilizado en la redaccién del proyecto es gratuito. Se trata de TeXstudio, el cual trabaja

con cédigo Latex. En la siguiente tabla se muestran los gastos de software:

Tiempo de uso (meses)

Coste final ( €)

Software Coste licencia anual (€)
MATLAB 250 6 125
Microsoft Office 0 6 0
IXTEX 0 6 0

Cuadro 16.4: Gastos mensuales por licencias de software.

Por tanto, el coste del software asciende al valor de 125 €.
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16.4. Importe total

Para calcular el importe total del servicio de ingenieria, serd necesario sumar todos los costes relacionados:

Software Coste (€)
Costes de personal 4274
Costes de hardware 268,52
Costes de software 125

TOTAL 4667,52

Cuadro 16.5: Importe total del servicio de ingenieria.

Por tanto, el coste del servicio de ingenieria por el desarrollo y redaccién del proyecto es de 4667,52 €.
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Apéndice A

Programa de ajuste por minimos

cuadrados de un polinomio en
MATLAB

Listing A.1: Funcién ajuste polinémico.

function [a,e]l=minimos_cuadrados_polinomio(X,Y,p)

% —-> ENTRADAS

% X: vector que contiene las coordenadas en X de la nube de puntos.
% Y: vector que contiene las coordenadas en Y de la nube de puntos.
% p: grado polinomico de la funcion de aproximacion.

% -> SALIDAS

% a: vector de coeficientes del polinomio de aproximacion.
% e: error cuadratico medio de la aproximacion.

%% ELIMINACION DE VALORES NULOS DE Y

j=0;
for i=1:length(Y)
if Y(i)~=0
j=3+1;
H(j)=Y(i);
J(3)=X(i);
end
end
Y=H;
X=7J;

%% CALCULO DE LA MATRIZ M DE ORDEN (p+1)x(p+1)
M=zeros (p+1,p+1);
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for i=1:(p+1)
for j=1:(p+1)
M(i,j)=sum(X."(j+i-2));
end
end

%% CALCULO DEL VECTOR DE COEFICIENTES INDEPENDIENTES h DE ORDEN (p+1)x
(1)

h=zeros(p+1,1);

for i=1:(p+1)
h(i)=sum(Y.*(X."(i-1)));

end

%% CALCULO DEL VECTOR DE COEFICIENTES a DE ORDEN (p+1)x(1)
a=zeros (p+1,1);
a=M\h;

%% CALCULO DEL ERROR CUADRATICO MEDIO e DE LA APROXIMACION
n=length (X);
F=zeros(n,1);
for i=1:n

for j=1:(p+1)

F(i)=F(i)+a(j)*(X(1))~(j-1);

end

end

e=sqrt ((sum((Y'-F)."2))/n);

%% DIBUJO DE LA CURVA DE APROXIMACION
plot(X,Y,'db','Linewidth',1); 7% Curva exacta.
hold on;

plot(X,F,'r','Linewidth',1); 7% Curva aproximada.
grid on;

grid minor;

ax = gca;

ax.GridLineStyle = '-.';

ax.GridColor = 'black';

ax.GridAlpha = 1;

legend on;

txt=['Polinomio de grado ' num2str(p) ' ajustado'];
%formatSpec = '}.1f"';
%txt2=['Error cuadratico medio = ' num2str(e,formatSpec)];

legend ('Curva exacta',txt,'FontSize',12,'Location', 'south');
%text (-1.2%10°-3,3.5e8,txt2, 'FontSize',12);

ax.FontSize = 12;

xlabel ('x(m) ', 'FontSize',13);

ylabel ('Tension normal (Pa)','FontSize',13);

hold off;

end
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Programa de ajuste no lineal por
minimos cuadrados de una elipse en

MATLAB

Listing B.1: Funcién ajuste no lineal semielipse.

function aproxima_elipse(X,Y,a_1,a_2,a_3,a_4)

%ha_1: semieje de elipse inicial en direccion del eje x.
%a_2: semieje de elipse inicial en direccion del eje y.
%a_3: coordenada x del centro de la elipse.

%a_4: coordenada y del centro de la elipse.

p=[la_1;a_2;a_3;a_4]; JVector de parametros de la elipse.

N=length(X); %Numero de puntos de la nube

J=zeros(N,4); %Jacobiano.

f=zeros(N,1); %Vector de funciones diferencia.

error_relativo=zeros(4,1); %Vector con error relativo de cada
parametro.

salir=0;

while salir==

for n=1:N
for m=1:4
if (m==1)
J(n,m)=(p(2)*(X(n)-p(3))~2)/(p(1) "2x(p(1) "2-(X(n)-p(3))"2)
~(1/2));
elseif (m==2)
J(n,m)=((p(1)"2-(X(n)-p(3))~2)/p(1)~2)~(1/2);
elseif (m==3)
J(n,m)=(p(2)*(X(n)-p(3)))/(p(1) "2x(1-(X(n)-p(3))~"2/(p(1))~2)
“(1/2));
elseif (m==4)
J(n,m)=1;
end
end
end
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for n=1:(N)
f(n)=p(2)*((p(1)"2-(X(n)-p(3))~2)/p(1)~2) " (1/2)+p(4)-Y(n);
end

p_nuevo=p-(J'*J)\(J'*£f);

error_relativo=(abs (p_nuevo-p)./p);

p=p_nuevo;

if (error_relativo (1) <1%10°-9 && error_relativo (2)<1*x10"-9 &&
error_relativo(3) <1*10°-9 && error_relativo (4)<1%x10"-9)

salir=1;

end

elipse=zeros(length(X) ,1);

for i=1:(N)
elipse(i)=p(2) *(1-((X(1)-p(3))"2/p(1)~2)) " (1/2)+p(4);

end

plot (X,Y,'r");

hold on;

plot(X,elipse, 'b');

grid on;

grid minor;

ax = gca;
ax.GridLineStyle = '-.';
ax.GridColor = 'black';
ax.GridAlpha = 1;
ax.FontSize = 12;

legend on;

xlabel ('x(m) ', 'FontSize',13);

ylabel ('Tension normal (Pa)','FontSize',13);

legend ('Tensiones iniciales','Tensiones ajustadas','FontSize',12,'
Location', 'south');

hold off;

end

164



Apéndice C

Programa de ajuste por minimos

cuadrados de una elipse en
MATLAB

Listing C.1: Funcién ajuste no lineal semielipse.

function a2=elipse_centrada_minimos_cuadrados (X,Y)
N=length (X);
al=(X(N)-X(1))/2;

%% MATRIZ M ASOCIADA AL SISTEMA DE ORDEN 2x2
M=zeros (2,2);
for i=1:N
M(1,1)=N;
end
for i=1:N
M(1,2)=M(1,2)+sqrt (1-((X(1i))"~2/(al)"2));
end
for i=1:N
M(2,1)=M(2,1)+sqrt (1-((X(1i))"2/(al)"2));
end
for i=1:N
M(2,2)=M(2,2)+(1-((X(1))"2/(al)"2));
end

%% VECTOR y DE COEFICIENTES INDEPENDIENTES
y=zeros (2,1);

for i=1:N
y(D)=y(1)+Y (i) ;
end
for i=1:N
y(2)=y(2)+Y (i) *sqrt (1-((X(1))~2/(al)"2));
end
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%% RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES
a=M\y;
elipse=a(2)*sqrt(1-(X."2/a1"2))+a(l);

%% CALCULO DEL ERROR RELATIVO PROMEDIO

e_suma=0;
longitud=0;
for i=1:1length(elipse)
if (Y (1) 7=0)
e_suma=e_suma+abs ((elipse(i)-Y(i))/Y(i));
longitud=longitud+1;
end
end
e=(e_suma/longitud) *100

plot(X,Y,'b','LineWidth',2);
hold on;
plot(X,elipse, 'r','LineWidth',1.5);

grid on;

grid minor;

ax = gca;
ax.GridLineStyle = '-.';
ax.GridColor = 'black';
ax.GridAlpha 1;
legend on;

legend ('Curva CONTACT','Elipse con abscisa nula aproximada','FontSize'

,12,'Location', 'south');
ax.FontSize = 12;
xlabel ('x(m) ', 'FontSize',13);
ylabel ('Tension normal (Pa)','FontSize',13);
hold off;

end
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Programa de ajuste por minimos
cuadrados de una serie de Fourier en

MATLAB

Listing D.1: Funcién ajuste por Serie de Fourier.

function a=serie_fourier(X,Y,p)

%% MATRIZ M ASOCIADA AL SISTEMA

format shortEng

M=zeros (2xp+1,2xp+1) ;

V=zeros (2*xp+1,1) ;

a=zeros (2*p+1,1);

N=length (X) ;

T=2x(X(N)-X(1)); % AQUI PONER DELANTE MULTIPLICANDO UN 2 0 UN 1
DEPENDIENDO DEL PERIODO QUE SE QUIERA.

for i=1:(2*p+1)
for j=1:(2*p+1)

if (i==1 && j==1)
M(i,j)=M(i,j)+(1/2)*N;
end

if (i==1 && j~=1)
if (mod(j,2)==0)
for n=1:N
M(i,j)=M(i,j)+cos((j*pi/T)*X(n));

end
end
if (mod(j,2)~=0)
for n=1:N
M(i,j)=M(i,j)+sin(((j-1)*pi/T)*X(n));
end
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end
end

if (j==1 && i~=1)
if (mod(i,2)==0)
for n=1:N
M(i,j)=M(i,j)+cos((ixpi/T)*X(n));
end
end
if (mod(i,2) ~"=0)
for n=1:N
M(i,3j)=M(i,j)+sin(((i-1)*pi/T)*X(n));
end
end
end

if (j==1 && j~=1)
for n=1:N
if (mod(j,2)==0)
M(i,j)=M(i,j)+(cos((j*pi/T)*X(n))) "2;
end
if (mod(j,2)~=0)
M(@i,j)=M(i,j)+(sin(((j-1)*pi/T)*X(n)))"2;
end
end
end

if (mod(j,2)==0 && mod(i,2)==0 && (i~=1 && j~=1) && j~=i)
for n=1:N
M(i,j)=M(i,j)+cos((j*pi/T)*X(n))*cos((i*pi/T)*X(n));
end
end

if (mod(j,2) =0 && mod(i,2)~=0 && (i~=1 && j~=1) && j~=i)
for n=1:N
M(i,j)=M(@i,j)+sin(((j-1)*pi/T)*X(n))*sin(((i-1)*pi/T)*X(n));
end
end

if (mod(j,2)==0 && mod(i,2) =0 && (i~=1 && j~=1))
for n=1:N
M(i,j)=M(i,j)+cos((j*pi/T)*X(n))*sin (((i-1)*pi/T)*X(n));

end
end
if (mod(j,2)"=0 && mod(i,2)==0 && (i~=1 && j~=1))
for n=1:N
M(@i,j)=M(i,j)+sin(((j-1)*pi/T)*X(n))*cos ((i*pi/T)*X(n));
end
end
end
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end

%% VECTOR V DE TERMINOS INDEPENDIENTES
for k=1:(2*%xp+1)

if (k==1)
for n=1:N
V(k)=V(k)+Y(n);
end
end
if (mod(k,2)==0)
for n=1:N
V(k)=V(k)+Y(n)*cos ((kxpi/T)*X(n));
end
end
if (mod(k,2) ~=0)
for n=1:N
V(k)=V(k)+Y(n)*sin (((k-1)*pi/T)*X(n));
end
end

end

%% RESOLUCION DE SISTEMA DE ECUACIONES M*a=V

a=M\V;

%% Coeficientes de fourier mediante integracion numerica

a_integral=zeros (1,2*xp+1);

ak_integral=zeros (1,2*p);

for i=1:p
ak_integral (2*xi-1)=(2/T)*trapz(X,Y.*cos (i*(2*pi/T) .*xX));
ak_integral (2*%i)=(2/T)*trapz(X,Y.*xsin ((i-1) *(2*pi/T) .*X));

end

a_integral (1)=(2/T)*trapz(X,Y);

a_integral (2:2*p+1)=ak_integral;

%% VECTOR F APROXIMADO
ak=a (2:2xp+1) ;
for n=1:N
t=0;
for i=1:p
t=t+(ak (2%xi-1)*cos (i*(2*pi/T)*X(n))+ak (2*i)*sin(i*(2xpi/T)*X(n
DD
end
F(n)=a (1) *(1/2) +t;
end

%% VECTOR SERIE FOURIER R EXACTO
R=zeros(N,1);

ak=a_integral (2:2*p+1);

for n=1:N
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t=0;
for i=1:p
t=t+(ak(2*xi-1)*cos(i*(2*pi/T)*X(n))+ak (2*i)*sin (i*(2xpi/T) *X
(n)));
end
R(n)=a_integral (1) *(1/2)+t;
end

%% ERROR RELATIVO PROMEDIO

e_suma=0;

for i=1:1length(F)

e_suma=e_suma+abs ((F(i)-Y(i))/Y(i));
end

e=(e_suma/length(F))*100;

%% DIBUJO DE LA CURVA DE APROXIMACION

plot(X,Y,'b','Linewidth',2); J Curva exacta.

hold on;

plot(X,F,'r','Linewidth',1); 7 Curva aproximada.

hold on;

plot(X,R,'k','Linewidth',1); 7% Curva fourier integral.

grid on;

grid minor;

ax = gca;

ax.GridLineStyle = '-.';

ax.GridColor = 'black';

ax.GridAlpha il g

legend on;

txt=['S. F. con ' num2str(p) ' arm'];

legend ('Curva CONTACT',txt,'S. F. exacta','FontSize',12,'Location',"
south') ;

ax.FontSize = 12;

xlabel('x(m)','FontSize',13);

ylabel ('Tension normal (Pa)','FontSize',13);

hold off;

end
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Programa NORM _CONTACT.c para
.mex de MATLAB

Listing E.1: Funcién principal de NORM EXACTO.c

1 #include

2 #include<time.h>

3 #include <windows.h>

4 #include<stdio.h>

5 #include<stdlib.h>

6 #include<math.h>

7 #define PI 3.14159265358979323846
8

9 J mmmmmmecconoososososonoos FUNCION MAIN----------—-————-—-—-—-—-—-—-———- //
10

11 void mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs[],int nrhs, const mxArray *prhs[]){
12

13

14 // ENTRADAS

15 double E;

16 E=mxGetScalar (prhs [0]) ;
17 double nu;

18 nu=mxGetScalar (prhs[1]);
19 int N1;

20 Ni=mxGetScalar (prhs[2]);
21 int N2;

22 N2=mxGetScalar (prhs [3]);
23 double *rht;

24 rht=mxGetPr (prhs [4]) ;

25 double *x1;

26 x1=mxGetPr (prhs [5]) ;

27 double *x2;

28 x2=mxGetPr (prhs [6]) ;

29 double a;

30 a=mxGetScalar (prhs [7]) ;
31 double b;

32 b=mxGetScalar (prhs [8]) ;
33 double *wsp;

34 wsp=mxGetPr (prhs [9]);

35

36

37 // VARIABLES GLOBALES

38 double segundos;
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clock_t inicio,fin;
int i,j,run,jec,posiciones_numero [N1*N2];
double aux;

// PUNTEROS DE ESPACIO DE TRABAJO

int Pt_vector_apoyo;
Pt_vector_apoyo=0;

int Pt_matriz_toeplitz_vector;
Pt_matriz_toeplitz_vector=Pt_vector_apoyo+N1;

int Pt_be;
Pt_be=Pt_matriz_toeplitz_vector+N1x*N2;

int Pt_T;
Pt_T=Pt_be+N1;

int Pt_Aes;
Pt_Aes=Pt_T+N1%*N1;

int Pt_A_base;
Pt_A_base=Pt_Aes+N1xN2;

int Pt_Ab;
Pt_Ab=Pt_A_base+N1*N1*N2;

int Pt_tensiones;
Pt_tensiones=Pt_Ab+N1*N2*x(N1*xN2+1) ;

int Pt_Top;
Pt_Top=Pt_tensiones+N1*N2;

int Pt_jec;
Pt_jec=Pt_Top+N1*N2*N1x*N2;

int Pt_Ab_no_cambia;
Pt_Ab_no_cambia=Pt_jec+1;

int Pt_run;
Pt_run= Pt_Ab_no_cambia+N1*N2*(N1*N2+1) ;

int Pt_vector_derecha;

// SALIDAS

double *tensiomnes;

mwSize sz [2];

sz[0] = Ni;

sz[1] = N2;

plhs [0] = mxCreateNumericArray (2, sz, mxDOUBLE_CLASS,
tensiones=mxGetData (plhs [0]);

double *tension_total_final;

mwSize szel[1];

sze[0] = 1;

sze[1] = 1;

plhs [1] = mxCreateNumericArray(l, sze, mxDOUBLE_CLASS,
tension_total_final=mxGetData(plhs[1]);

double *x1p;
mwSize szal[1];
sza[0] = 1;

mxREAL) ;

mxREAL) ;
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szal[1] = 1;
plhs [2] = mxCreateNumericArray (1, sza, mxDOUBLE_CLASS, mxREAL);
x1lp=mxGetData(plhs [2]);

double *x2p;

mwSize szull];

szu[0] = 1;

szul[1] = 1;

plhs [3] = mxCreateNumericArray (1, szu, mxDOUBLE_CLASS, mxREAL);
x2p=mxGetData (plhs [3]);

//CALCULO DE auz
aux=calculo_aux (E,nu);

//CALCULO DE Aes
calculo_Aes(x1,x2,N1,N2,a,b,wsp,Pt_Aes,aux);

//CALCULO DE A_base
calculo_A_base(N1,N2,wsp,Pt_Aes,Pt_A_base,Pt_vector_apoyo ,Pt_matriz_toeplitz_vector,
Pt_be,Pt_T);

//CALCULO DE Ab
calculo_Ab(N1,N2,Pt_A_base,Pt_Ab,Pt_Ab_no_cambia,rht,wsp);

//RESOLUCION SISTEMA DE ECUACIONES GAUSS
gauss (N1,N2 ,wsp ,Pt_Ab,Pt_Ab_no_cambia ,Pt_tensiones);

//REDUCCION DEL TAMANO DE LA MALLA

run=1;

while (run){
inicializa_posiciones_numero (N1*N2,posiciones_numero) ;
inicializa (N1*N2*N1*N2,Pt_Top,wsp);
Topologia(N1,N2,Pt_run,Pt_jec,posiciones_numero ,Pt_tensiones ,Pt_Top,wsp);
jec=wsp[Pt_jecl;
run=wsp [Pt_run];
Pt_vector_derecha=Pt_run+1;
inicializa(jec*(jec+1) ,Pt_Ab,wsp);
calculo_rht2(N1,N2, jec ,Pt_Ab,posiciones_numero ,Pt_Top,rht,wsp);
calculo_A2(N1,N2,jec,Pt_Ab,Pt_Ab_no_cambia ,Pt_Top,posiciones_numero ,wsp);
inicializa(N1*N2,Pt_tensiones ,wsp) ;
gauss_while (N1,N2, jec ,Pt_Ab,wsp,posiciones_numero ,Pt_Top,Pt_vector_derecha,

Pt_tensiones);

}

for(i=0;i<N1*N2;i++){
tensiones[i]=wsp[Pt_tensiones+i];

}

double tension_totall[1];
tension_total [0]=0;

for(i=0;i<N1*N2;i++){
tension_total [0]l]=tension_total [0] + tensiomnes[il];

}

tension_total_final [0]=tension_total [0]*4*ax*b;

// Calculo de zlp
x1p [0]=0;
double x1p_vector [N1];
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for(i=0;i<N1;i++){
x1lp_vector [i]=0;

}

for(i=0;i<N1;i++){
for(j=0;j<N1;j++){
x1lp_vector[il=xl1p_vector[i] + tensiones[j+Nixilxx1[j];
}
}

for(i=0;i<N1;i++){
x1p[0]=x1p [0]+xlp_vector[i];
}

x1p[0]=x1p [0]/tension_total [0];

// Calculo de z2p

x2p [0]1=0;

double x2p_vector [N2];
for(i=0;i<N2;i++){
x2p_vector [i]=0;

}

for(i=0;i<N2;i++){

for (j=0;j<N2;j++){
x2p_vector [i]=x2p_vector[i] + tensiones[i+N1*j]l*x2[j];
}

¥

for (i=0;i<N2;i++){
x2p [0]=x2p [0]+x2p_vector[i];
¥

x2p [0]=x2p [0]/tension_total [0];

return;

Listing E.2: Subrutina calculo_aux

// FUNCION CALCULO auz
double calculo_aux(double E,double nu){

return 2x(1-pow(nu,2))/(PI*E);
}

Listing E.3: Subrutina calculo_Aes

// FUNCION CALCULO Aes
void calculo_Aes(double *x1,double *x2,int N1,int N2,double a,double b,double *wsp,int
Pt_Aes ,double aux){
int i,j,k;

k=0;
for(i=0;i<N1;i++){
for(j=0;j<N2;j++){
wsp[Pt_Aes+k]=((x1[i]l-x1[0]+a)*1log(((x2[jl-x2[0]1+Db)+sqrt(pow(x2[jl-x2[0]1+b,2)+pow(x1
[i]-x1[0]+a,2)))/((x2[j]1-x2[0]-b)+sqrt (pow(x2[jl-x2[0]-b,2)+pow(x1[i]-x1[0]+a,2)
)))+(x2[j1-x2[0]+b)*1log( ((x1[il-x1[0]+a)+sqrt(pow(x2[jl-x2[0]+b,2)+pow(x1[i]l-x1
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[0]+a,2)))/((x1[i]-x1[0]-a)+sqrt(pow(x2[jl-x2[0]+b,2)+pow(x1[i]-x1[0]-a,2))))+(
x1[il-x1[0]-a)*log( ((x2[j]l-x2[0]-b)+sqrt(pow(x2[j]l-x2[0]-b,2)+pow(x1[i]l-x1[0]-a
,2)))/((x2[j1-x2[0]+b)+sqrt (pow(x2[jI-x2[0]+b,2)+pow(x1[i]l-x1[0]-a,2))))+(x2[j]-
x2[0]-b)*log( ((x1[i]-x1[0]-a)+sqrt(pow(x2[j]l-x2[0]-b,2)+pow(x1[i]l-x1[0]~-a,2)))
/((x1[i]l-x1[0]+a)+sqrt(pow(x2[j]l-x2[0]-b,2)+pow(x1[i]l-x1[0]+a,2))))) *xaux;

9 k++;
10 }
11 X
12
13 return;
14 }
Listing E.4: Subrutina calculo_A_base
1
2 //FUNCION CALCULO A_base
3
4 void calculo_A_base(int N1,int N2,double *wsp,int Pt_Aes,int Pt_A_base,int
Pt_vector_apoyo,int Pt_matriz_toeplitz_vector ,int Pt_be,int Pt_T){
5 int i,j,s,n,k;
6
7 for (s=0;s<N2;s++){
8
9
10 for (k=0;k<N1;k++){
11 wsp [Pt_vector_apoyo+k]l=wsp [Pt_Aes+k*Ni+s];
12 }
13
14
15
16 for (k=0;k<N1;k++){
17 wsp [Pt_be+k]=wsp[Pt_vector_apoyo+Ni-k-1];
18 }
19
20 for (j=0;j<N1;j++){
21 k=0;
22 do{
23 wsp [Pt_T+k+Nixj]l = wsp[Pt_vector_apoyo + j - kl;
24 k++;
25 }while (k<j);
26
27 for (k=j+1;k<N1i;k++){
28 wsp [Pt_T+k+N1xj] = wsp[Pt_be + k - jl;
29 }
30 }
31
32 // Hago este bucle para que en la diagonal me quede el mismo valor que en la posicion
T[1][1]
33
34 for (n=0;n<N1;n++){
35 wsp [Pt_T+n+Ni*n]l=wsp[Pt_T];
36 }
37
38
39 //Hago la matriz simetrica
40
41 for (i=0;i<N1;i++){
42 for (j=0;j<Ni;j++){
43 wsp [Pt_T+j+N1*il=wsp [Pt_T+i+N1xj];
44 }
45 }
46
47
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48 k=0;
49 for (i=0;i<Ni;i++){
50 for (j=0;j<Ni;j++){
51 wsp [Pt_matriz_toeplitz_vector+k]=wsp[Pt_T+i+N1xj];
52 k++;
53 }
54 }
55
56
57 for(i=0;i<N1;i++){
58 for(j=0;j<N1;j++){
59 wsp[Pt_A_base+j+N1xs+(N1*N2)*i]=wsp[Pt_matriz_toeplitz_vector+(i*N1+j)];
60 }
61 }
62
63 }
64
65 return;
66 }
Listing E.5: Subrutina calculo_Ab
1
2 // FUNCION DE CALCULO DE Ab
3 void calculo_Ab(int N1,int N2,int Pt_A_base,int Pt_Ab,int Pt_Ab_no_cambia,double *rht,
double *wsp){
4 int n,i,j;
6
7 n=0;
8 for(i=0;i<N1*N2;i++){
9 if (i%N1==0 && i>0){
10 n++;
11 }
12
13 for (j=N1*n;j<N1*N2;j++){
14 wsp [Pt_Ab+j+(N1*N2+1) *il=wsp [Pt_A_base+(j-N1*n)+(N1*N2)*(i-N1*n)]l;
15 wsp [Pt_Ab_no_cambia+j+(N1*N2+1)*i]J=wsp [Pt_Ab+j+(N1*N2+1)*i];
16 }
17 ¥
18
19 for(i=0;i<N1*N2;i++){
20 for(j=1i;j<N1*N2;j++){
21 wsp [Pt_Ab+i+(N1*N2+1)*jl=wsp [Pt _Ab+j+(N1*N2+1)*i];
22 wsp[Pt_Ab_no_cambia+i+(N1*N2+1)*jl=wsp [Pt_Ab+i+(N1*N2+1)*j];
23 }
24 ¥
25
26 for(i=0;i<N1*N2;i++){
27 wsp [Pt _Ab+(N1*N2+1) *i+N1*xN2]=rht[i];
28 }
29
30 //No he tincludo rht en Ab_no_cambia porque no se mnecesita esa enformacion en el bucle
while.
31
32 return;
33 }
Listing E.6: Subrutina gauss
1‘ //FUNCION RESOLUCION SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES POR GAUSS
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void gauss(int N1,int N2,double *wsp,int Pt_Ab,int Pt_Ab_no_cambia,int Pt_tensiones){
int y,u,d,k,i,j;
double factor;

for (k=0;k<N1*N2-1;k++){
for (i=k+1;i<N1*N2;i++){
factor=wsp [Pt _Ab+k+(N1*xN2+1) *i]/wsp [Pt_Ab+k+(N1*N2+1) *k];
for (j=k;j<N1xN2+1;j++){
wsp [Pt_Ab+j+(N1*xN2+1)*i]=wsp [Pt _Ab+j+(N1xN2+1)*i]-factor*wsp [Pt_Ab+j+(N1xN2+1) *xk];
}
}
}

wsp[Pt_tensiones+N1*N2-1]=wsp [Pt_Ab+(N1*N2)+(N1*N2+1) *x(N1*N2-1)]1/wsp [Pt_Ab+(N1*N2-1) +(
N1*N2+1) *(N1*N2-1)1;

for (i=N1%*N2-2;i>=0;i=i-1){
wsp[Pt_tensiones+i]=wsp [Pt_Ab+(N1*N2)+(N1*N2+1)*i]/wsp [Pt_Ab+i+(N1*N2+1)*i];
for (j=i+1;j<N1*N2;j++){
wsp[Pt_tensiones+i]=wsp[Pt_tensiones+i]-wsp[Pt_Ab+j+(N1*N2+1)*i]l*wsp[Pt_tensiones+j
1/wsp[Pt_Ab+i+(N1*N2+1)*i];

return;

Listing E.7: Subrutina inicializa

//FUNCION DE INICIALIZAR POSICIONES DE MEMORIA de wsp
void inicializa(int tamano,int Pt,double *wsp){

int i;

for(i=0;i<tamano;i++){

wsp [Pt+i]1=0.0;

¥

return;

}

Listing E.8: Subrutina inicializa_posiciones_numero

//FUNCION DE INICIALIZAR POSICIONES DE MEMORIA del wector posiciones_numero
void inicializa_posiciones_numero (int tamano,int posiciones_numero [tamano]){
int i;
for(i=0;i<tamano;i++){
posiciones_numero[i]=0;
¥
return;

}

Listing E.9: Subrutina Topologia

void Topologia(int N1,int N2,int Pt_run,int Pt_jec,int posiciones_numero[N1*N2],int
Pt_tensiones ,int Pt_Top,double *wsp){
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int k,n,i,j,jec,run;

jec=0;
run=0;
k=0;
for (n=0;n<N1*N2;n++){
if (wsp[Pt_tensiones+n]<1.0E-9){
if (wsp[Pt_tensiones+n]< -1.0E-9 && “run ){
run=1;
}
}
else {
posiciones_numero[k]=n;
k++;
jec=jec+1;
wsp [Pt_Top+(jec-1)+(N1xN2)*n]=1.0;
}
}

wsp[Pt_jecl=jec;
wsp [Pt_run]l=run;

return;

Listing E.10: Subrutina calculo_rht2

void calculo_rht2(int N1,int N2,int jec,int Pt_Ab,int posiciones_numero[N1*N2],int
Pt_Top,double *rht,double *wsp){
int i,j,k;

for(i=0;i<jec;i++){

k=posiciones_numero[i];

wsp [Pt_Ab+jec+(jec+1) *i]l=wsp [Pt_Ab+jec+(jec+1)*iJ+usp [Pt_Top+i+(N1%N2)*k]*rht [k];
¥

return;

}

Listing E.11: Subrutina calculo_A2

void calculo_A2(int N1,int N2,int jec,int Pt_Ab,int Pt_Ab_no_cambia,int Pt_Top,int
posiciones_numero [N1%N2],double *wsp){
int k,n,i,j;

for(k=0;k<jec;k++){
for(n=0;n<jec;n++){
i=posiciones_numero [k];
j=posiciones_numero[n];
wsp [Pt_Ab+n+(jec+1) *k]=wsp [Pt_Ab+n+(jec+1) *k]+wsp [Pt _Top+k+(N1*N2)*i]*wspl[
Pt_Ab_no_cambia+j+(N1*N2+1) *iJ*wsp [Pt_Top+n+(N1*N2)*j];

return;

Listing E.12: Subrutina gauss_while
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void gauss_while(int N1,int N2,int jec,int Pt_Ab,double *wsp,int posiciones_numero [N1x
N2],int Pt_Top,int Pt_vector_derecha,int Pt_tensiones){
int y,u,d,k,i,j;
double factor;

for(k=0;k<jec-1;k++){
for (i=k+1l;i<jec;i++){
factor=wsp [Pt_Ab+k+(jec+1)*i]/wsp [Pt_Ab+k+(jec+1)*k];
for (j=k;j<jec+1;j++){
wsp [Pt_Ab+j+(jec+1)*il=wsp [Pt_Ab+j+(jec+1)*xil-factor*wsp[Pt_Ab+j+(jec+1)*k];
}
}
}

wsp [Pt_vector_derecha+jec-1]=wsp[Pt_Ab+(jec)+(jec+1)*(jec-1)1/wsp[Pt_Ab+(jec-1)+(jec
+1) *(jec-1)1;

for (i=jec-2;i>=0;i=i-1){
wsp[Pt_vector_derecha+i]=wsp[Pt_Ab+(jec)+(jec+1)*i]/wsp[Pt_Ab+i+(jec+1)*il;
for (j=i+1;j<jec;j++){
wsp [Pt _vector_derecha+il=wsp[Pt_vector_derecha+i]l-wsp[Pt_Ab+j+(jec+1)*il*wuspl
Pt_vector_derecha+j]/wsp[Pt_Ab+i+(jec+1)*il;

for(i=0;i<jec;i++){
j=posiciones_numero[i];
wsp[Pt_tensiones+jl=wsp[Pt_tensiones+j]l+wsp[Pt_Top+i+(N1*N2)*jl*wsp[Pt_vector_derecha
+il;

return;
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Apéndice F

Programa
NORM_POLINOMIO _MEJORADO.c

para .mex de MATLAB

Listing F.1: Funcién principal de NORM_APROXIMADO.c

1
2 #include

3 #include<time.h>

4 #include <windows.h>

5 #include<stdio.h>

6 #include<stdlib.h>

7 #include <math.h>

8 #define PI 3.14159265358979323846
9 Y e L L FUNCION MAIN-----——----—-———"—-—-"——-—"———
10 void mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs[],int nrhs, const mxArray *prhs[]){
11

12 // ENTRADAS

13 double E;

14 E=mxGetScalar (prhs [0]) ;

15 double nu;

16 nu=mxGetScalar (prhs[1]);

17 int grado;

18 grado=mxGetScalar (prhs [2]);

19 int N1;

20 Ni=mxGetScalar (prhs [3]);

21 int N2;

22 N2=mxGetScalar (prhs [4]) ;

23 double x*rht;

24 rht=mxGetPr (prhs [5]) ;

25 double *x1;

26 x1=mxGetPr (prhs [6]) ;

27 double *x2;

28 x2=mxGetPr (prhs [7]) ;

29 double a;

30 a=mxGetScalar (prhs[8]);

31 double b;

32 b=mxGetScalar (prhs [9]);

33 double *wsp;

34 wsp=mxGetPr (prhs [10]) ;

35
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36 // VARIABLES GLOBALES

37 double segundos;

38 clock_t inicio,fin;

39 int i,j,k,run,jec,posiciones_numero [N1*N2],columna[1],iy[1],ip[1],e,indicador[1],n;
40 double aux;

41 int loc[N1*N2],long_columna [2] [N1*N2];
42

43 // PUNTEROS DE ESPACIO DE TRABAJO
44

45 int Pt_vector_apoyo;

46 Pt_vector_apoyo=0;

47

48 int Pt_matriz_toeplitz_vector;
49 Pt_matriz_toeplitz_vector=Pt_vector_apoyo+N1;
50

51 int Pt_be;

52 Pt_be=Pt_matriz_toeplitz_vector+N1x*N2;
53

54 int Pt_T;

55 Pt_T=Pt_be+N1;

56

57 int Pt_Aes;

58 Pt_Aes=Pt_T+N1%*N1;

59

60 int Pt_A_base;

61 Pt_A_base=Pt_Aes+N1x*N2;

62

63 int Pt_A;

64 Pt_A=Pt_A_base+N1*xN1x*N2;

65

66 int Pt_tensiones;

67 Pt_tensiones=Pt_A+N1*N2*xN1*xN2;
68

69 int Pt_B;

70 Pt_B=Pt_tensiones+N1xN2;

71

72 int Pt_S;

73 Pt_S=Pt_B+N1*xN2*N1*N2;

74

75 int Pt_Top;

76 Pt_Top=Pt_S+N1x*N2;

77

78 int Pt_Rd;

79 Pt_Rd=Pt_Top+N1*N2*N1*N2;

80

81 int Pt_Y;

82 Pt_Y=Pt_Rd+N1*N2*xN1x*xN2;

83

84 int Pt_rht2;

85 Pt_rht2=Pt_Y+N1x*N2;

86

87 int Pt_jec;

88 Pt_jec=Pt_rht2+N1x*N2;

89

90 int Pt_run;

91 Pt_run=Pt_jec+1;

92

93 int Pt_vector_derecha;

94 Pt_vector_derecha=Pt_run+1;

95

96 int Pt_Rd_no_cambia;

97 Pt_Rd_no_cambia=Pt_vector_derecha+N1*xN2;
98

99 int Pt_A2;
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Pt_A2=Pt_Rd_no_cambia+N1*xN2*N1*N2;

int Pt_B2;
Pt_B2=Pt_A2+N1*N2*N1*N2;

int Pt_Rd2;
Pt_Rd2=Pt_B2+N1*N2*N1*N2;

int Pt_tensiones_final;
Pt_tensiones_final=Pt_Rd2+N1*N2*N1*N2;

// SALIDAS

double *tensiones;

mwSize sz [2];

sz [0] = Ni;

sz[1] = N2;

plhs [0] = mxCreateNumericArray (2, sz, mxDOUBLE_CLASS, mxREAL);
tensiones=mxGetData (plhs [0]) ;

double *tension_total_final;

mwSize szel[1];

sze [0] = 1;

sze[1] = 1;

plhs[1] = mxCreateNumericArray(l, sze, mxDOUBLE_CLASS, mxREAL);
tension_total_final=mxGetData(plhs[1]);

double *x1p;

mwSize szal1];

sza[0] = 1;

sza[1] = 1;

plhs [2] = mxCreateNumericArray(l, sza, mxDOUBLE_CLASS, mxREAL);
x1lp=mxGetData (plhs[2]);

double *x2p;

mwSize szul[l];

szu[0] = 1;

szu[1] = 1;

plhs [3] = mxCreateNumericArray (1, szu, mxDOUBLE_CLASS, mxREAL);
x2p=mxGetData (plhs [3]);

//CALCULO DE auz
aux=calculo_aux (E,nu);

//CALCULO DE Aes
calculo_Aes(x1,x2,N1,N2,a,b,wsp,Pt_Aes,aux);

//CALCULO DE A_base

calculo_A_base(N1,N2,wsp,Pt_Aes,Pt_A_base,Pt_vector_apoyo,Pt_matriz_toeplitz_vector,

Pt_be ,Pt_T);

//CALCULO DE A
calculo_A(N1,N2,Pt_A_base ,Pt_A,wsp);

//CALCULO DE B

calculo_B(N1,N2,grado,columna,iy,ip,Pt_Top,Pt_B,Pt_S,loc,long_columna,xl,wsp);

//CALCULO MATRIZ AMPLIADA Rd

calculo_Rd(N1,N2,iy,ip,columna,Pt_Rd,Pt_Rd_no_cambia,Pt_B,Pt_A,long_columna,rht,wsp);

//RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES CON gauss
gauss (N1,N2,iy,ip,Pt_B,Pt_Y,Pt_Rd,Pt_tensiones ,wsp);

183



205

211

s . W.Irom. .
JE VALENCIA TrabaJO ﬁnal de grado scuela Técnica Superior de Ingenieria del Disefio

£

}

f

}

or (i=0;i<N1*N2;i++){
for(j=0;j<N1*N2;j++){
wsp [Pt_B+j+N1*N2*i]=0.0;
}

or(e=0;e<N1*N2;e++){
wsp[Pt_S+el=0.0;

run=1;

i
i

p[01=0;
y [0]1=0;

while (run){

f

}

columna [0]=0;

indicador [0]=0;

inicializa_posiciones_numero(N1*N2,posiciones_numero) ;

inicializa (N1*N2*N1*N2,Pt_Top ,wsp) ;

wsp [Pt_jecl=0;

wsp[Pt_run]=0;

Topologia(N1,N2,Pt_run,Pt_jec,posiciones_numero ,Pt_tensiones ,Pt_Top,wsp);

jec=wsp[Pt_jecl];

run=wsp [Pt_run];

inicializa (N1*N2,Pt_rht2 ,wsp);

calculo_rht2(N1,N2, jec,Pt_rht2,posiciones_numero ,Pt_Top,rht,wsp);

inicializa (N1*N2*N1*N2,Pt_A2,wsp);

calculo_A2(N1,N2, jec ,Pt_A2 ,Pt_A,Pt_Top,posiciones_numero ,wsp);

inicializa (N1*N2,Pt_S,wsp);

inicializa (N1*N2*N1*N2,Pt_B2,wsp);

calculo_B2(N1,N2,grado,columna,indicador ,iy,ip,Pt_Top,Pt_B2,Pt_S,loc,long_columna,xl,
wsp) ;

inicializa (N1*N2*N1*N2,Pt_Rd2,wsp) ;

calculo_Rd2(N1,N2,iy,ip,jec,columna,Pt_Rd2,Pt_B2,Pt_A2,long_columna,Pt_rht2,wsp);

inicializa(N1*N2,Pt_tensiones ,wsp) ;

gauss_while(N1,N2, jec,Pt_Y,Pt_Rd2,Pt_B2,Pt_Top,iy,ip,Pt_tensiones ,Pt_tensiones_final,
wsp) ;

or (j=0; j<N1xN2;j++){
tensiones [jl=wsp[Pt_tensiones+j];

double tension_totall[1];

t

£

}
t

ension_total [0]=0;

or (i=0;i<N1*N2;i++){
tension_total [0]l=tension_total [0] + tensiones[i];

ension_total_final[0]l=tension_total [0]*4*ax*b;

// Calculo de zlp
x1p [0]=0;
double x1p_vector [N1];

£

or (i=0;i<N1;i++){
x1lp_vector [i]=0;
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}

for(i=0;i<N1;i++){
for(j=0;j<N1;j++){
xlp_vector[i]l=xlp_vector[i] + tensiones[j+Ni1*i]lx*x1[j];
}
}

for(i=0;i<N1;i++){
x1p [0]=x1p [0]+x1p_vector[i];
}

x1p [0]=x1p[0]/tension_total [0];

// Calculo de z2p

x2p [0]1=0;

double x2p_vector [N2];
for(i=0;i<N2;i++){
x2p_vector[i]=0;

}

for(i=0;i<N2;i++){
for(j=0;j<N2;j++){
x2p_vector [i]=x2p_vector [i] + tensiones[i+N1*jlx*x2[j];
}
}

for (i=0;i<N2;i++){
x2p [0]=x2p [0]+x2p_vector [i];
¥

x2p [0]=x2p [0]/tension_total [0];

return;

}

Listing F.2: Subrutina calculo_aux

// FUNCION CALCULO auz
double calculo_aux(double E,double nu){

return 2x(1-pow(nu,2))/(PI*E);
}

Listing F.3: Subrutina calculo_Aes

// FUNCION CALCULO Aes
void calculo_Aes(double *x1,double *x2,int N1,int N2,double a,double b,double *wsp,int
Pt_Aes ,double aux){
int i,j,k;

k=0;
for(i=0;i<N1;i++){
for(j=0;j<N2;j++){
wsp[Pt_Aes+k]=((x1[i]l-x1[0]+a)*1log(((x2[jl-x2[0]1+Db)+sqrt(pow(x2[jl-x2[0]1+b,2)+pow(x1
[i]-x1[0]+a,2)))/((x2[j]1-x2[0]-b)+sqrt (pow(x2[jl-x2[0]-b,2)+pow(x1[i]-x1[0]+a,2)
)))+(x2[j1-x2[0]+b)*1log( ((x1[il-x1[0]+a)+sqrt(pow(x2[jl-x2[0]+b,2)+pow(x1[i]l-x1
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[0]+a,2)))/((x1[i]l-x1[0]-a)+sqrt(pow(x2[j]-x2[0]+b,2)+pow(x1[i]l-x1[0]-a,2))))+(
x1[il-x1[0]-a)*log( ((x2[j]l-x2[0]-b)+sqrt(pow(x2[j]l-x2[0]-b,2)+pow(x1[i]l-x1[0]-a
,2)))/((x2[j1-x2[0]+b)+sqrt (pow(x2[jI-x2[0]+b,2)+pow(x1[i]l-x1[0]-a,2))))+(x2[j]-
x2[0]-b)*log( ((x1[i]-x1[0]-a)+sqrt(pow(x2[j]l-x2[0]-b,2)+pow(x1[i]l-x1[0]~-a,2)))
/((x1[i]l-x1[0]+a)+sqrt(pow(x2[j]l-x2[0]-b,2)+pow(x1[i]l-x1[0]+a,2))))) *xaux;

9 k++;
10 }
11 X
12
13 return;
14 }
Listing F.4: Subrutina calculo_A _base
1 //FUNCION CALCULO A_base
2
3 void calculo_A_base(int N1,int N2,double *wsp,int Pt_Aes,int Pt_A_base,int
Pt_vector_apoyo ,int Pt_matriz_toeplitz_vector ,int Pt_be,int Pt_T){
4 int i,j,s,n,k;
5
6 for (s=0;s<N2;s++){
7
8
9 for (k=0;k<Ni;k++){
10 wsp[Pt_vector_apoyo+k]=wsp[Pt_Aes+k*N1+s];
11 }
12
13
14
15 for (k=0;k<N1;k++){
16 wsp [Pt_be+k]=wsp[Pt_vector_apoyo+N1-k-1]1;
17 }
18
19 for (j=0;j<Ni;j++){
20 k=0;
21 do{
22 wsp [Pt _T+k+N1*j] = wsp[Pt_vector_apoyo + j - kl;
23 k++;
24 }while (k<j);
25
26 for (k=j+1;k<N1;k++){
27 wsp [Pt_T+k+N1*j] = wsp[Pt_be + k - jl;
28 }
29 }
30
31 // Hago este bucle para que en la diagonal me quede el mismo wvalor que en la posicion
T[1][1]
32
33 for (n=0;n<Ni;n++){
34 wsp [Pt_T+n+N1*n]=wsp[Pt_T];
35 }
36
37
38 //Hago la matriz simetrica
39
40 for (i=0;i<Ni;i++){
41 for (j=0;j<Ni;j++){
42 wsp [Pt_T+j+Ni1*i]l=wsp [Pt_T+i+N1x*j];
43 }
44 }
45
46
47 k=0;
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for (i=0;i<Ni;i++){

for (j=0;j<N1i;j++){
wsp[Pt_matriz_toeplitz_vector+k]=wsp[Pt_T+i+N1xj];
k++;

}

}

for(i=0;i<N1;i++){
for(j=0;j<N1;j++){
wsp [Pt_A_base+j+N1*s+(N1*N2)*il=wsp[Pt_matriz_toeplitz_vector+(i*N1+j)]1;
}
}

return;

}

Listing F.5: Subrutina calculo_A

void calculo_A(int N1,int N2,int Pt_A_base,int Pt_A,double *wsp){
int n,i,j;

n=0;

for(i=0;i<N1*N2;i++){
if (i%N1==0 && i>0){
n++;

}

for(j=N1*n;j<N1*N2;j++){

wsp [Pt_A+j+(N1*N2)*i]=wsp [Pt_A_base+(j-N1*n)+(N1*N2)*(i-N1*n)];
}
}

for (i=0;i<N1*N2;i++){

for (j=i;j<N1#N2;j++){
wsp [Pt_A+i+(N1*N2)*jl=wsp[Pt_A+j+(N1*N2)*i];
}

}

return;

Listing F.6: Subrutina calculo_B

void calculo_B(int N1,int N2,int grado,int columnal[1],int iy[1],int ip[1],int Pt_Top,
int Pt_B,int Pt_S,int loc[N1*N2],int long_columna[2] [N1*N2],double *x1,double *wsp)
{

int i,j,e,je,indicador ,f,g,Nes,p,h,ke,k,z,0p,n;

for (i=0;i<N1*N2;i++){
for(je=0; je<N1*N2; je++){
if(it=je){
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9 wsp [Pt_Top+je+N1*N2xi]=0;

10 }

11 else{

12 wsp [Pt_Top+je+N1*N2xi]=1;

13 }

14 }

15 }

16

17 ip[0]1=0;

18 iy [0]=0;

19

20 columna [0]=0;

21 indicador=0;

22

23 for (j=0;j<N2;j++){

24

25 for(g=j*N1;g<(j+1)*N1;g++){

26 for (£=0;f<N1*N2;f++){

27 wsp [Pt_S+gl=wsp[Pt_S+gl+usp [Pt_Top+f+N1*N2x*g];
28

29 }

30 }

31 Nes=0;

32 for(i=0;i<N1;i++){

33 Nes=Nes+wsp [Pt_S+il;

34 }

35

36 p=0;

37 h=0;

38 ke=0;

39 if (Nes<=(grado+2)/2){

40 for (i=0;i<Nes;i++){

41 long_columna [0] [columna [0]+i]l=indicador+i;
42 long_columna [1] [columna [0]+i]l=indicador+i+1;
43 }

44 columna [0]=columna [0]+Nes;

45 indicador=indicador+Nes;

46

47

48 for(k=ip [0]+1;k<ip [0]+Nes+1;k++){
49 for(z=iy [0]+1;z<iy[0]+Nes+1;z++){
50 if(kt!=2z){

51 wsp [Pt _B+(z-1)+(k-1)*N1%N2]=0.0;
52 }elsed{

53 wsp [Pt _B+(z-1)+(k-1)*N1*N2]=1.0;
54 }

55 h++;

56 }

57 ptt;

58 }

59 ip[0]=ip [0]+Nes;

60 iy [0]1=iy [0]+Nes;

61

62 }elseq{

63

64 for(i=0;i<(grado+2)/2;i++){

65 long_columna [0] [columna [0]+i]l=indicador;
66 long_columna[1] [columna [0]+i]=indicador+Nes;
67 }

68 indicador=indicador+Nes;

69 columna [0]=columna [0]+(grado+2)/2;
70

71 for (op=0;o0p<Nes;op++){

72 if (wsp[Pt_S+opl==1){
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loc[kel=op;
ke++;
}
}

for(n=0;n<Nes;n++){

ip[0]=ip [0]+1;
for(g=0;g<(grado+2) /2;g++){
wsp [Pt _B+(iy [0]+g) +(N1*N2)*(ip[0]-1)] = pow(x1l[loc[nl],2*g);
}
}
iy [0]=iy [0]+(grado+2) /2;
}

return;

Listing F.7: Subrutina calculo_Rd

void calculo_Rd(int Ni,int N2,int iy[1],int ip[1],int columnal[1],int Pt_Rd,int
Pt_Rd_no_cambia, int Pt_B,int Pt_A,int long_columna[2] [N1*N2],double #*rht,double *
wsp) {

int i,j,k,1l,n,m;

for (k=0;k<columna [0] ; k++){
for(1=0;1<columna [0];1++){
for(n=long_columna[0][1];n<long_columna[1][1];n++){
for(m=long_columna [0] [k];m<long_columna [1] [k];m++){
wsp [Pt _Rd+1+(iy [0]+1) *k]=wsp [Pt_Rd+1+(iy [0]+1)*k]+wsp[Pt_B+k+(N1*N2)+*m]*wsp[Pt_A+n
+(N1*N2)*m]*wsp [Pt _B+1+(N1*N2)*n];
wsp [Pt _Rd_no_cambia+1l+(iy [0]+1) *k]l=wsp [Pt_Rd+1+(iy [0]+1) *k];
}
}
}
}

for (i=0;i<iy [0];i++){
for (n=0;n<ip [0];n++){
wsp [Pt_Rd+iy [0]+(iy [0]+1) *i]l=wsp [Pt_Rd+iy [0]+(iy [0]+1) *i]+wsp [Pt_B+i+(N1*N2)*n]l*rht[
nl;
wsp[Pt_Rd_no_cambia+iy [0]+(iy [0]+1)*i]l=wsp[Pt_Rd+iy [0]+(iy [0]+1)*i];
}
}

return;

Listing F.8: Subrutina gauss

void gauss(int N1,int N2,int iy[1],int ip[1],int Pt_B,int Pt_Y,int Pt_Rd,int
Pt_tensiones ,double *wsp){
int i,j,k;
double factor;
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for (k=0;k<iy[0]-1;k++){
for (i=k+1;i<iy[0];i++){
factor=wsp [Pt_Rd+k+(iy[0]+1)*i]/wsp[Pt_Rd+k+(iy [0]+1)*k];
for (j=k;j<iy[0]+1;j++){
wsp [Pt _Rd+j+(iy [0]+1) *i]=wsp [Pt _Rd+j+(iy[0]+1)*i]-factor*wsp [Pt_Rd+j+(iy[0]+1) *k];
}
}
}

wsp [Pt_Y+iy [0]-1]=wsp [Pt_Rd+(iy[0])+(iy [0]+1) *(iy[0]1-1)]1/wsp[Pt_Rd+(iy[0]-1)+(iy[0]+1)
*(iy[01-1)1;

for (i=iy[0]-2;i>=0;i=i-1){
wsp[Pt_Y+il=wsp [Pt _Rd+(iy [0])+(iy [0]1+1)*i]/wsp [Pt_Rd+i+(iy[0]+1)*i];
for (j=i+1;j<iy[0];j++){
wsp [Pt_Y+i]l=wsp [Pt_Y+il-wsp[Pt_Rd+j+(iy [0]+1)*il*wsp[Pt_Y+j]l/wsp[Pt_Rd+i+(iy[0]+1)*i
1;

for(i=0;i<ip [0];i++){

for(j=0;j<iy[0];j++){
wsp[Pt_tensiones+i]=wsp[Pt_tensiones+i]+wsp[Pt_B+j+(N1*N2)*i]*wsp[Pt_Y+j];
}

¥

return;

}

Listing F.9: Subrutina inicializa_posiciones_numero

//FUNCION DE INICIALIZAR POSICIONES DE MEMORIA del wvector posiciones_numero
void inicializa_posiciones_numero(int tamano,int posiciones_numero[tamano]){
int i;
for(i=0;i<tamano;i++){
posiciones_numero[i]=0;
}
return;

}

Listing F.10: Subrutina inicializa

//FUNCION DE INICIALIZAR POSICIONES DE MEMORIA de wsp
void inicializa(int tamano,int Pt,double *wsp){

int i;

for(i=0;i<tamano;i++){

wsp [Pt+i]=0.0;

}

return;

}

Listing F.11: Subrutina Topologia
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void Topologia(int N1,int N2,int Pt_run,int Pt_jec,int posiciones_numero[N1*N2],int
Pt_tensiones ,int Pt_Top,double *wsp){
int k,n,i,j,jec,run;

jec=wsp[Pt_jecl;
run=wsp [Pt_run];
k=0;
for (n=0;n<N1*N2;n++){
if (wsp[Pt_tensiones+n]<1.0E-9){
if (wsp[Pt_tensiones+n]< -1.0E-9 && “run ){
run=1;
}
}
else {
posiciones_numero[k]=n;
k++;
jec=jec+1;
wsp [Pt_Top+(jec-1)+(N1*xN2)*n]=1.0;
}
}

wsp[Pt_jecl=jec;
wsp [Pt_run]l=run;

return;

Listing F.12: Subrutina calculo_rht2

void calculo_rht2(int N1,int N2,int jec,int Pt_rht2,int posiciones_numero[N1*N2],int
Pt_Top,double *rht,double *wsp){
int i,j,k;

for(i=0;i<jec;i++){

k=posiciones_numero[i];
wsp[Pt_rht2+i]l=wsp [Pt_rht2+il+wsp [Pt_Top+i+(N1*N2)*k]*rht[k];
¥

return;

}

Listing F.13: Subrutina calculo_A2

void calculo_A2(int N1,int N2,int jec,int Pt_A2,int Pt_A,int Pt_Top,int
posiciones_numero [N1*N2],double *wsp){
int k,n,i,j;

for (k=0;k<jec;k++){
for(n=0;n<jec;n++){
i=posiciones_numero [k];
j=posiciones_numero [n];
wsp[Pt_A2+n+(jec)*k]=wsp[Pt_A2+n+(jec)*k]+wsp [Pt_Top+k+(N1*N2)*i]l*wsp[Pt_A+j+(N1*N2)
*i]*wsp [Pt_Top+n+(N1*N2)*j];
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16
17 return;

18 }

Listing F.14: Subrutina calculo_B2

1

2 void calculo_B2(int N1,int N2,int grado,int columna[1],int indicador[1],int iy[1],int
ip[1],int Pt_Top,int Pt_B2,int Pt_S,int loc[N1%N2],int long_columna [2] [N1xN2],
double #*x1,double *wsp){

3 int Nes,i,j,g,f,v,h,ke,con,op,n,k,z;

4

5 ip[0]=0;

6 iy [0]=0;

7

8 for (j=0;j<N2;j++){

9 // Calculo de S

10 for(g=j*N1;g<(j+1)*N1;g++){

11 for (£=0;f<N1*N2;f++){

12 if (wsp[Pt_Top+f+N1*N2*xg]!=0){

13 wsp [Pt_S+gl=wsp[Pt_S+gl+wsp [Pt _Top+f+N1xN2xg];

14 }

15 }

16 }

17 Nes=0;

18 for(i=j*N1;i<(j+1)*N1;i++){

19 if (wsp[Pt_S+i]!=0){

20 Nes=Nes+wsp [Pt_S+i];

21 }

22 }

23 //printf ("\njd\n", Nes) ;

24 v=0;

25 h=0;

26 ke=0;

27 for(con=0;con<N1;con++){

28 loc[con]l=0;

29 }

30 if (Nes<=(grado+2)/2 && Nes!=0){

31

32

33 for(i=0;i<Nes;i++){

34 long_columna [0] [columna [0]+i]l=indicador [0]+i;

35 long_columna[1] [columna [0]+i]=indicador [0]+i+1;

36 }

37 columna [0]=columna [0] +Nes;

38 indicador [0]=indicador [0]+Nes;

39

40 for(k=ip [0]+1;k<ip [0]+Nes+1;k++){

41 for(z=iy [0]+1;z<iy[0]+Nes+1;z++){

42 h=k-ip [0];

43 v=z-iy [0];

44 if (h==v){

45 wsp [Pt_B2+(z-1) +N1*N2*(k-1)]1=1;

16 }else{

47 wsp [Pt_B2+(z-1)+N1*N2x(k-1)]=0;

48 }

49

50 }

51

52 }

53

54 ip[0]=ip [0]+Nes;

55 iy [0]=iy [0]+Nes;
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56
57
58 }
59 if (Nes>(grado+2) /2 && Nes!=0){
60
61
62 for(i=0;i<(grado+2) /2;i++){
63 long_columna [0] [columna [0]+i]l=indicador [0];
64 long_columna [1] [columna [0]+i]l=indicador [0]+Nes;
65 }
66 indicador [0]=indicador [0]+Nes;
67 columna [0]=columna [0]+(grado+2)/2;
68
69 k=0;
70 for (op=j*N1;0p<(j+1)*N1;op++){
71 if (wsp [Pt_S+op]!=0){
72 loc[kel=op;
73 ke++;
74 }
75 }
76
77 for(n=0;n<Nes;n++){
78 ip[0]l=ip [0]+1;
79 for(g=0;g<(grado+2)/2;g++){
80 wsp [Pt_B2+(iy [0]+g) +N1*N2*(ip[0]-1)]= pow(x1[loc[n]l-j*N1],2*g);
81 }
82 }
83 iy [0]=iy [0]+(grado+2)/2;
84
85 }
86
87 }
88
89
90 return;
91 }
Listing F.15: Subrutina calculo_Rd2
1
2 void calculo_Rd2(int N1,int N2,int iy[1],int ip[1],int jec,int columnal[1l],int Pt_Rd2,

int Pt_B2,int Pt_A2,int long_columna [2] [N1*N2],int Pt_rht2,double *wsp){
int k,l,n,m,i,j;

for (k=0;k<columna [0] ; k++){
for (1=0;1<columna[0];1++){
for(n=long_columna [0][1];n<long_columna [1][1];n++){
for(m=long_columna [0] [k];m<long_columna [1] [k];m++){
10 wsp [Pt_Rd2+1+(iy [0]+1) *k]=wsp [Pt _Rd2+1+(iy [0]+1) *k]+wsp [Pt _B2+k+N1*N2*m]*wsp [Pt_A2
+n+jec* m]*wsp [Pt_B2+1+N1*N2#*n];

© 0 N o oA W

11 }

12 }

13 }

14 }

15

16

17 for (n=0;n<ip[0];n++){
18 wsp [Pt_Rd2+iy [0]+(iy [0]+1)*n]=0;
19 }

20

21 for(i=0;i<iy [0];i++){
22 for (n=0;n<ip [0];n++){
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26
27
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if (wsp[Pt_B2+i+N1*N2*n]!=0){
wsp [Pt _Rd2+iy [0]+(iy [0]+1)*il=wsp[Pt_Rd2+iy [0]1+(iy [0]+1) *il+wsp [Pt_B2+i+N1*N2*n]=*
wsp [Pt_rht2+n];

Listing F.16: Subrutina gauss_while

void gauss_while(int N1,int N2,int jec,int Pt_Y,int Pt_Rd2,int Pt_B2,int Pt_Top,int iy
[1],int ip[1],int Pt_tensiones,int Pt_tensiones_final ,double *wsp){
int i,j,k,yef;
double factor;

for(j=0;j<N1*N2;j++){
wsp [Pt_Y+3j1=0;
}

for (k=0;k<iy[0]-1;k++){
for (i=k+1;i<iy[0];i++){
factor=wsp[Pt_Rd2+k+(iy [0]+1)*i]/wsp [Pt_Rd2+k+(iy [0]+1) xk];
for (j=k;j<iy[0]+1;j++){
wsp [Pt_Rd2+j+(iy [0]+1)*il=wsp [Pt_Rd2+j+(iy[0]+1)*i]l-factor*wsp [Pt_Rd2+j+(iy [0]+1) *k
1;
}
}
¥

wsp[Pt_Y+iy [0]-1]=wsp [Pt_Rd2+iy [0]+(iy[0]+1)*(iy[0]-1)]/wsp[Pt_Rd2+(iy[0]-1)+(iy[0]+1)
*(iy [01-1)1;

for (i=iy[0]-2;i>=0;i=i-1){
wsp [Pt_Y+i]l=wsp [Pt_Rd2+iy [0]+(iy[0]+1)*i]/wsp [Pt_Rd2+i+(iy [0]+1)*il;
for (j=i+1;j<iy[0];j++){
wsp[Pt_Y+il=wsp[Pt_Y+il-wsp[Pt_Rd2+j+(iy [0]1+1) *il*wsp[Pt_Y+jl/wsp[Pt_Rd2+i+(iy[0]+1)
5 g

for(j=0;j<N1*N2;j++){
wsp [Pt_tensiones+j]1=0.0;

}

for (i=0;i<ip[0];i++){
for (j=0;j<iy [0];j++){
if (wsp [Pt_B2+j+N1*N2%i]1=0){
wsp[Pt_tensiones+il=wsp[Pt_tensiones+il+wsp [Pt_B2+j+N1*N2*il*wsp[Pt_Y+j];
}
}
¥

for (k=0;k<N1*N2;k++){
wsp[Pt_tensiones_final+k]=0.0;

}
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48

49

50 for(yef=0;yef <N1*N2;yef++){

51 for(j=0;j<jec;j++){

52 if (wsp[Pt_Top+j+N1*N2xyef]!=0){

53 wsp [Pt_tensiones_final+yef]=wsp[Pt_tensiones_final+yef]l+wsp[Pt_Top+j+Ni*xN2xyef]l*wsp
[Pt_tensiones+j];

54 }

55 }

56 }

57

58

59 for(i=0;i<N1*N2;i++){

60 wsp[Pt_tensiones+il=wsp[Pt_tensiones_final+il;

61 }

62

63 return;

64 }
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