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Resumen

El Control Predictivo Basado en Modelos (CPBM) optimiza un indice que incorpora
un parametro de penalizacién para las acciones de control A, con el fin de que no sean de-
masiado bruscas, a la vez que se mejora la robustez del sistema. El principal inconveniente
radica en que el sintonizado de A se suele regir por criterios empiricos, y poco orientados
a la mejora de la robustez.

De entre las diferentes técnicas de mejora de la robustez en CPBM se destaca la op-
timizacion Min-Max de las especificaciones, donde se resuelve el problema de optimizacién
para el peor modelo en una regién acotada.

Desde otro punto de vista, el principio de minimos cuadrados esta presente en nu-
merosas teorias de identificacion y control. De hecho el CPBM se puede plantear como
un problema de minimos cuadrados. Su principal inconveniente radica en que es sensible
a los errores en los datos (mal condicionamiento), lo cual se puede mejorar regularizando
el problema mediante el pardmetro de regularizaciéon \ ajustado empiricamente (analogo
al pardmetro A de penalizacién del esfuerzo de control en CPBM).

La técnica BDU (Bounded Data Uncertainties) es una técnica de regularizacién de
problemas de minimos cuadrados, originalmente desarrollada para problemas de estima-
ci6én, y poco usada en control, salvo el controlador lineal cuadratico (LQR) con horizonte
de prediccion finito considerando incertidumbre paramétrica.

Dicha técnica disena el parametro de regularizacion A teniendo en cuenta la cota
de la incertidumbre presente en el sistema y plantea el problema como una optimizacién
Min-Max. Por lo tanto se puede establecer la analogia con el problema Min-Max de CPBM
robusto, asi el objetivo principal de la tesis consiste en usar la técnica BDU para sintonizar
A de modo guiado y con el fin de mejorar la robustez del sistema.

Otro objetivo adicional es asegurar la estabilidad. Por tanto, se pretende plantear
un LQR robusto y estable, denominado LQR-BDU, robusto por usar BDU, y estable por
considerar restriccién terminal u horizontes de prediccion infinitos.

La aplicacién al LQR, sirve como precursor de la aplicacion a CPBM, donde se
centrard la atencién en el GPC, obteniendo el GPC-BDU donde A se elige de manera
automatica en funcién del limite maximo de la incertidumbre que se desee manejar.

Por otra parte, partiendo de la variante estable del GPC (CRHPC o Constrained
Receding-Horizon Predictive Control), el cual asegura la estabilidad nominal, se formula el
CRHPC-BDU, que pretende mejorar la robustez del sistema cuando existen discrepancias
entre modelo y proceso. Por tanto el controlador CRHPC-BDU resultard ser el GPC
estable y robusto objeto de la tesis.






Resum

El Control Predictiu Basat en Models (CPBM) optimitza un index que incorpora un
parametre de penalitzacié per a les accions de control A, amb la finalitat de que no siguen
massa brusques, al mateix temps que es millora la robustesa del sistema. El principal
inconvenient radica en que el sintonitzat de A sol regir-se per criteris empirics, i poc
orientats a la millora de la robustesa.

D’entre les diferents tecniques de millora de la robustesa en CPBM es destaca 1 op-
timitzacié Min-Max de les especificacions, on es resol el problema d’optimitzacié per al
pitjor model en una regio acotada.

Des d’un altre punt de vista, el principi de minims quadrats esta present en nom-
broses teories d’identificacié i control. De fet el CPBM es pot plantejar com un problema
de minims quadrats. El seu principal inconvenient radica en que és sensible als errors en
les dades (mal condicionament), la qual cosa es pot millorar regularitzant el problema
mitjangant el parametre de regularitzacié A ajustat empiricament (analeg al parametre A
de penalitzacié de I’esfor¢ de control en CPBM).

La tecnica BDU (Bounded Data Uncertainties) és una tecnica de regularitzacié de
problemes de minims quadrats, originalment desenvolupada per a problemes d’estimacio,
i poc usada en control, excepte el controlador lineal quadratic (LQR) amb horitzé de
prediccio finit considerant incertesa parametrica.

Aquesta tecnica dissenya el parametre de regularitzacié A tenint en compte la cota de
la incertesa present al sistema i planteja el problema com una optimitzacié Min-Max. Per
tant es pot establir I’analogia amb el problema Min-Max de CPBM robust, aixi ’objectiu
principal de la tesi consisteix en usar la tecnica BDU per a sintonitzar A de manera guiada
i amb la finalitat de millorar la robustesa del sistema.

Un altre objectiu addicional és assegurar ’estabilitat. Per tant, es pretén plantejar
un LQR robust i estable, denominat LQR-BDU, robust per usar BDU, i estable per
considerar restriccié terminal o horitzons de prediccié infinits.

L’aplicacio al LQR, serveix com a precursor de I'aplicaci6 a CPBM, on es centrara
I’atencié al GPC, obtenint el GPC-BDU on A s’elegeix de manera automatica en funcié del
limit maxim de la incertesa que es desitge manejar.

Per altra banda, partint de la variant estable del GPC (CRHPC o Constrained
Receding-Horizon Predictive Control), el qual assegura I'estabilitat nominal, es formula el
CRHPC-BDU, que pretén millorar la robustesa del sistema quan existeixen discrepancies
entre model i procés. Per tant el controlador CRHPC-BDU resultara ser el GPC estable
i robust objecte de la tesi.






Abstract

Model Predictive Control (MPC) optimizes an index which includes a penalization
parameter A\ in order to get not too abrupt control actions, and at the same time to
improve the system robustness. The main drawback consists of the fact that A is tuned
by empirical criteria, without the objective of improving the robustness.

There exist several techniques for improving robustness in MPC and among them
the Min-Max optimization can be emphasized, where an optimization problem is solved
for the worst model inside a bounded region.

From another point of view, the least squares principle is present in a big number of
identification and control theories. In fact MPC can be stated as a least squares problem.
Its main drawback is that the method is sensitive to data errors (ill-conditioning) which
can be improved by the empirically tuned regularization parameter A (which is similar to
the penalization parameter A for the control effort in MPC).

The BDU (Bounded Data Uncertainties) is a regularization technique for least squa-
res problems, which has been originally developed for estimation problems and not very
used in control, except for the linear quadratic regulator (LQR) with finite prediction
horizon under parametric uncertainty.

The technique designs the regularization parameter A taking into account the bound
of the system uncertainty and the problem is stated as a Min-Max optimization. So it is
possible to establish an analogy between BDU and the Min-Max problem in robust MPC,
and the main objective of the thesis consists of using BDU for tuning A in a guided way
in order to improve the system robustness.

Another thesis objective is to ensure stability. So it is desired to state a robust and
stable LQR, called LQR-BDU, robust by using BDU, and stable by taking into account
either terminal constraint or infinite prediction horizons.

The application to LQR is the precursor to the application to MPC, where the
attention is focused on the GPC, obtaining the GPC-BDU in which A is chosen in an
automatic manner depending on the desired uncertainty bound.

On the other hand, from the stabilizing GPC version (CRHPC or Constrained
Receding-Horizon Predictive Control), which ensures nominal stability, the CRHPC-BDU
is stated, which tries to improve the system robustness when discrepancies between model
and process are present. Therefore the CRHPC-BDU is the stable and robust GPC which
constitutes the thesis objective.
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1.1. INTRODUCCION.

1.1 Introduccidn.

A lo largo de este capitulo se presentan las ideas que motivan el desarrollo de la tesis
la cual se enmarca dentro del campo del control predictivo robusto, asi como los objetivos
que se pretenden alcanzar con la misma. En la dltima parte del capitulo, se presenta la
organizacién de la tesis mostrando, de forma breve, el contenido de los capitulos que la
componen.

1.2 Motivacion.

El Control Predictivo Basado en Modelos (CPBM) se ha utilizado y se sigue usando
en gran nimero de aplicaciones del a&mbito industrial, debido a su cardcter intuitivo en
el sintonizado, a su capacidad de control de gran variedad de procesos y al sistematico
tratamiento de restricciones, entre otros aspectos.

Se enmarca dentro de los controladores dptimos, es decir, aquellos en los que las
acciones de control se calculan mediante la optimizacion de un criterio o funcién de
coste que esta relacionado con el comportamiento futuro del sistema (predicho mediante
un modelo dindmico) a lo largo de un horizonte de tiempo (horizonte de prediccién)
movil (receding horizon).

Por ello el Control Predictivo Basado en Modelos mas que un controlador concreto es
una metodologia para el calculo de las acciones de control, compuesta por tres elementos
fundamentales, el modelo, la funcién de coste y la optimizacién. Combinando distintas
variaciones de estos tres elementos se pueden obtener un gran nimero de controladores
que formarian parte de la familia de los controladores predictivos.

En general, no existe una formulacion universal para la funcién de coste, ya que el
indice mas adecuado depende de cada problema concreto, de los objetivos que se impongan
y de las herramientas disponibles. En cualquier caso, el indice incorpora unos factores
de ponderacién para las acciones de control A, que se utilizan para conseguir distintos
efectos en el comportamiento de bucle cerrado, como que las acciones de control no sean
demasiado elevadas, bruscas, que el sistema sea méas robusto o que se mejore el nimero
de condicién a la hora de obtener la ley de control.

El principal inconveniente radica en que el sintonizado de dicho parametro se suele
regir por criterios empiricos, aunque hay algunos trabajos que ofrecen una expresion
analitica para A con el fin de reducir el mal condicionamiento del sistema [Shridhar y
Cooper 1997].

También existen métodos guiados de sintonizado de A para evitar acciones de control
agresivas (reducir el esfuerzo de control) como los basados en la descomposicién en valores

singulares de la matriz del controlador y el andlisis de sus componentes principales (PCA)
[Sanchis et al. 2001], [Sanchis 2002].

Pero no hay tanto trabajo hecho en el sintonizado de A en cuanto al tema de robustez,

P4g. 3



CAPITULO 1. MOTIVACION Y OBJETIVOS DE LA TESIS.

siendo ésta una cuestion fundamental en CPBM cuando se presenta incertidumbre en el
modelo y/o ante presencia de ruido. La incertidumbre en el modelado de un proceso
puede tener diversas causas [Skogestad y Postlethwaite 1996], como son que los valores
nominales de los parametros del modelo son siempre aproximaciones de los valores reales,
y ademas pueden variar debido a las no linealidades del proceso, siempre existen errores en
la medicién de las variables y generalmente no se conoce la estructura del proceso en alta
frecuencia, ademas de que en general, por simplicidad, se utilizan modelos de bajo orden
para representar dindmicas complejas, lo que ocasiona errores de modelado, normalmente
conocidos como dindmica no modelada.

En general, existen dos tipos comunes de incertidumbre que son la incertidumbre
estructurada o paramétrica y no estructurada. En la estructurada se supone conocida la
estructura del modelo y solamente se desconocen los valores de los parametros 6. En este
caso se debe definir con detalle el modelo nominal 6, y establecer para cada uno de sus
parametros el rango de variaciéon admitido. En ocasiones los limites de los parametros se
pueden aproximar por politopos convexos, o también por simples regiones de incertidum-
bre acotada, tal como 6 = 6, + §6.

En el caso de que sea posible representar al sistema con un modelo de este tipo, la
descripcion serd, en general, una muy buena aproximacién de la realidad. Sin embargo,
en la practica, este procedimiento requiere un esfuerzo muy grande a la hora de calcular
el modelo y no permite incluir a las dindmicas no modeladas que generalmente estan
presentes en el procedimiento de obtencién de los modelos de procesos industriales.

En cambio, en la incertidumbre no estructurada si se contempla la dindmica no
modelada, y habitualmente se representa en el dominio de la frecuencia, y de este mo-
do, se expresa la incertidumbre de una forma simple, pero en algunos casos se obtienen
resultados demasiado conservadores en el ajuste de los controladores [Kozub et al. 1989].

Por otra parte, entre las diferentes técnicas de mejora de la robustez se destaca la
optimizacién min-max de las especificaciones, donde se plantea un problema min-
max que trata de encontrar el peor modelo en una region acotada, y luego resuelve el
problema basado en este peor escenario para optimizar el funcionamiento robusto.

En cuanto al CPBM, también se plantea el problema de optimizacion min-max
[Campo y Morari 1987] con el inconveniente del coste computacional. Serfa interesante
obtener técnicas para CPBM robusto, que se pudieran implementar en linea, y por tanto
que no presentasen un coste computacional tan elevado como la optimizacion min-max.
En ese sentido, las LMI (linear matriz inequalities) resultan muy relevantes para el CPBM
[Boyd et al. 1994], [Henrion et al. 2001].

Por otra parte, el principio de minimos cuadrados es fundamental y esta presente
en numerosas teorias de identificacién y control. Su popularidad es debida a que es facil
de plantear y de resolver. Pero ante cualquier problema de minimos cuadrados con un
sistema real aparecen medidas o valores con ruido o con incertidumbre, que pueden hacer
que el problema de minimos cuadrados esté mal condicionado numéricamente, y que sea
sensible a los errores en los datos.

Pg. 4



1.2. MOTIVACION.

Frente a dicho método aparece el minimos cuadrados reqularizado, que pretende
obtener una solucién menos sensible a los datos (mds robusta). La regularizacién
consiste en elegir de antemano un pardmetro positivo A (el parametro de regularizacién)
para que el problema esté mejor condicionado.

El inconveniente radica en que se elige A de un modo intuitivo (como el parametro A
de penalizacién del esfuerzo de control en CPBM), y sin ningin procedimiento o técnica
que ayude en su diseno. De modo que si es muy grande, se produce una sobrerregulari-
zacién la cual puede originar pérdida de informacién importante, y si A resulta pequetio
se produce una subregularizaciéon que puede provocar que la solucién no sea robusta,
es decir, que sea sensible a errores en los datos.

La técnica BDU (Bounded Data Uncertainties) [Chandrasekaran et al. 1998] es una
técnica de regularizacion de problemas de minimos cuadrados, y que originalmente fue
desarrollada para problemas de estimacién de parametros, con extensiones muy limitadas
al &mbito del control de procesos [Sayed et al. 1998]. Se puede ver como la resolucién de
un problema de optimizacién min-maz usado para estructurar la incertidumbre.

En cuanto a la regularizacién, la técnica BDU lleva a cabo una regularizacién
semiautomatica sin intervencién del usuario, disenando A a partir de una cota de la
incertidumbre.

Dicho método se propuso y se resolvio, por una parte, mediante técnicas de la
ecuacion secular en [Chandrasekaran et al. 1998], y por otra parte, mediante técnicas de
Linear Matriz Inequalities (LMI) en [Ghaoui y Lebret 1996]. Mediante LMIs el tiempo de
calculo es menor, aunque esta ventaja solo se aprecia cuando aparecen muchas restricciones
a tener en cuenta en el problema, ya que en los casos sencillos, en general, la ecuacion
secular es mas simple. El método ha sido planteado [Sayed et al. 1998], [Subramanian y
Sayed 2003], [Watson 2001] para resolver problemas de identificacién, estimacién, filtrado,
control, ajuste de datos, etc.

Se puede establecer una analogia entre el problema de la robustez del CPBM vy la
regularizaciéon en los problemas de minimos cuadrados, partiendo de que el controlador
CPBM se puede plantear como un problema de minimos cuadrados. Si se anade la pre-
sencia de incertidumbre y se formula el indice de coste como un problema min-maz se
estd realmente planteando el problema de control predictivo robusto como un problema
BDU.

En este caso, la ventaja radica en el hecho de que el pardmetro de regularizacion
coincide con el parametro de penalizaciéon del esfuerzo de control A, y por tanto la técnica
BDU proporciona una regularizacion guiada a partir de la cota de la incertidumbre.

Existen pocas contribuciones de la aplicacién de la técnica BDU en control de pro-
cesos, destacando la adaptacién al controlador lineal cuadratico (LQR) con horizonte
de prediccidn finito [Sayed et al. 1998] considerando incertidumbre paramétrica.
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CAPITULO 1. MOTIVACION Y OBJETIVOS DE LA TESIS.

1.3 Objetivos y soluciéon adoptada.

Como consecuencia del problema planteado anteriormente en cuanto al ajuste del
parametro de penalizacion del esfuerzo de control, se plantea como objetivo principal de
la tesis el desarrollo de un procedimiento que permita el ajuste de dicho parametro de
modo guiado con el fin de

e mejorar la robustez del sistema de control,

e sin olvidar tampoco el tema de la estabilidad.

Para ello, puesto que las pocas contribuciones estan planteadas para el LQR, y dada
la similitud entre el LQR y el CPBM, se procedera a la exploracion en el campo del LQR
para su posterior extension al CPBM.

Asi pues, se pretende plantear un LQR robusto y estable, denominado LQR-BDU,
ya que la robustez viene de la aplicacién de la técnica BDU, y la estabilidad se consigue
con diferentes procedimientos, como son la consideracion de restriccion terminal o la
consideraciéon de horizontes de prediccién infinitos. En el caso del LQR también se plantea
el pardmetro de regularizacion del BDU como el pardmetro de penalizacién del esfuerzo
de control en el LQR. Ademads se aborda el caso de sistemas n-dimensionales.

La aplicacion al LQR, sirve como precursor de la aplicacién a control predictivo,
donde en particular se centrara la atencién al Control Predictivo en Espacio de Esta-
dos (CPEE), como continuidad del LQR, y al GPC como controlador en formato entra-
da/salida. La aplicacién de la técnica BDU es posible ya que los controladores predictivos
se pueden plantear como un problema de minimos cuadrados.

Al igual que con el LQR, se obtiene una ley de control analitica para el CPEE-
BDU y GPC-BDU con una eleccién automatica del factor de ponderacion de la accion de
control A en funcién del limite maximo de la incertidumbre que se desee manejar. Esta
ponderacién automética proviene del cdlculo de A en cada instante (aplicando el horizonte
movil, tipico del CPBM).

Centrando la atencién en el formato entrada/salida, y pretendiendo proporcionar
estabilidad al controlador GPC-BDU, se parte de la teoria en cuanto a la estabilidad del
GPC, y de entre las diferentes alternativas que se plantean, se elige el CRHPC (Cons-
trained Receding-Horizon Predictive Control) [Clarke y Scattolini 1991] como referente,
ya que es equivalente a otras alternativas, y se evita asi el uso de horizontes infinitos.

Por tanto serdn objetivos adicionales de la tesis,

e el estudio del CRHPC,

e la busqueda de diferentes planteamientos matematicos que puedan ser tutiles para
la posterior aplicacion del BDU,

e asi como la equivalencia entre los diferentes planteamientos.
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El CRHPC permite asegurar la estabilidad nominal del bucle de control bajo ciertas
condiciones. La idea basicamente consiste en calcular una secuencia de acciones de control
futuras para forzar a que la salida predicha sea exactamente igual a la referencia durante
un horizonte m suficientemente largo tras el horizonte de prediccion. En realidad, algunos
grados de libertad del controlador se utilizan para forzar esta igualdad mientras que el
resto se utilizan para minimizar el indice de coste a lo largo del horizonte de prediccién.

La mayoria de resultados en Control Predictivo en general, y en el CRHPC en
particular, se basan en la suposiciéon de que el modelo describe perfectamente el proceso
real, y ausencia de perturbaciones. Pero, en realidad, el modelo siempre difiere del proceso
[Skogestad y Postlethwaite 1996].

El CRHPC asegura la estabilidad nominal, pero ésta no queda asegurada cuando
existen discrepancias entre modelo y proceso. Asi para mejorar la robustez del sistema, se
procede al sintonizado del CRHPC mediante BDU, por tanto el controlador CRHPC-BDU
resultard ser el GPC estable y robusto buscado, objeto de la tesis.

1.4 Organizacién de la tesis.

La organizacion de la tesis se ha establecido teniendo en cuenta por una parte el
estado del arte y los fundamentos en cuanto a CPBM y robustez (capitulo 2) y en cuanto
a las diferentes técnicas de regularizacién, entre ellas el BDU (capitulo 3), y por otra
parte las aportaciones principales en cuanto a la aplicaciéon de dicha técnica a diferentes
estrategias de control como son el LQR (capitulo 4), el CPEE y GPC (capitulos 5 y 6).
Por tltimo, se presentan las conclusiones mas relevantes de la tesis (capitulo 7).

A continuacién, para que el lector tenga una visién global, se presentan los contenidos
de los capitulos de la tesis y los objetivos que se persiguen en cada uno de ellos.

e Capitulo 2. Control predictivo basado en modelos. Este capitulo presenta,
por una parte, los fundamentos del control predictivo basado en modelos (CPBM),
asi como su evolucién histérica, los diferentes tipos de controladores que se engloban
dentro de la familia CPBM, y su aplicacién en el entorno industrial. Por otra parte, se
introduce el concepto de robustez ante incertidumbre, se presentan diferentes formas
de representar dicha incertidumbre, y se ofrecen distintas técnicas para mejorar la
robustez del sistema de control.

e Capitulo 3. Fundamentos de la técnica Bounded Data Uncertainties
(BDU). Al inicio del capitulo se presenta el problema de minimos cuadrados, pre-
sente en numerosas teorias de identificacién y control y se muestran diferentes técni-
cas de regularizacion de dicho problema, destacando de entre ellas la técnica BDU
cuya regularizacion proporciona soluciones mas robustas. Se plasma con detalle el
desarrollo matematico de dicha técnica, asi como su interpretacion geométrica.

e Capitulo 4. El controlador LQR-BDU. En este capitulo se muestra la aplicacién
del BDU al controlador LQR. con el objetivo de mejorar su robustez, considerando
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CAPITULO 1. MOTIVACION Y OBJETIVOS DE LA TESIS.

aspectos como la estabilidad del mismo. Se asegura la estabilidad mediante el uso de
restriccion terminal o mediante la consideracion de horizontes de prediccién infinitos.
Por otra parte, se abordara la aplicacién del LQR-BDU al caso de sistemas n-
dimensionales, que no resulta trivial, ya que la soluciéon presenta la forma de un
problema TPBVP (two-point boundary value problem). El contenido del capitulo
se aplica sobre diferentes ejemplos, entre los que se destaca el diseno del LQR-
BDU para el modelo del movimiento lateral de un avién. Este capitulo servird como
precursor para la aplicacién del BDU a control predictivo.

Capitulo 5. Control predictivo con BDU. Al comienzo de este capitulo se pre-
senta Control Predictivo en Espacio de Estados (CPEE), y el controlador GPC (Ge-
neralized Predictive Control), aplicando la técnica BDU en el sintonizado de ambos.
Tras mostrar que el planteamiento del CPEE-BDU se presenta como un problema
TPBVP (two-point boundary value problem) al igual que ocurria con el LQR-BDU,
dificultando la demostracion de la estabilidad del controlador, y dado que en la tesis
se abordan sdélo sistemas lineales, se aborda posteriormente la aplicaciéon del BDU
al control predictivo en funcién de transferencia, es decir, el GPC-BDU, donde se
destaca cémo la técnica BDU puede ser usada para ajustar el factor de penalizacién
del esfuerzo de control .

Capitulo 6. Estabilidad del GPC-BDU. Este capitulo parte de la estabilidad del
GPC, destacando de entre las diferentes técnicas para lograrlo el uso del controlador
constrained receding-horizon predictive control (CRHPC). Tras presentar y analizar
sus diferentes formulaciones, se muestra su funcionamiento mediante un ejemplo.
Posteriormente, se pretende conseguir un GPC-BDU estable, partiendo de la filosofia
del CRHPC, obteniendo asi el controlador CRHPC-BDU, controlador estable y
robusto, cuyo comportamiento se plasma en un ejemplo.

Capitulo 7. Conclusiones de la tesis y trabajos futuros. Este capitulo pre-
senta las conclusiones mas importantes de la tesis destacando las aportaciones, y
también se presentan las lineas futuras de la misma.
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2.1. INTRODUCCION.

2.1 Introduccion.

El Control Predictivo Basado en Modelos (CPBM)! se enmarca dentro de los con-
troladores 6ptimos, es decir, aquellos en los que las acciones de control se calculan mediante
la optimizacion de un criterio o funcion de coste que esta relacionado con el comporta-
miento futuro del sistema, el cual se predice con un modelo dindmico (de ahi el término
predictivo basado en modelos).

El control predictivo presenta una serie de ventajas sobre otros métodos, entre las
que se pueden citar las siguientes [Camacho y Bordéns 2004al:

e es una técnica particularmente atractiva para los operadores que requiere pocos
conocimientos de control porque los conceptos son muy intuitivos y la sintonizacién
relativamente simple,

e se puede utilizar para controlar una gran variedad de procesos, desde procesos muy
simples hasta procesos con dindmicas complejas como procesos con grandes tiempos
muertos, procesos de fase no minima, procesos inestables o procesos multivariables,

e su caracter predictivo lo hace compensar intrinsecamente los tiempos muertos,

e introduce un control anticipativo (feedforward) y de forma natural se compensan
las perturbaciones medibles,

e la ley de control resultante es en general facilmente implementable,

e es muy util cuando se conocen las referencias futuras, como ocurre en el caso de
robotica o procesos por lotes,

e permite tratar las restricciones de una forma sistematica y conceptualmente muy
simple durante la fase de diseno.

Como es légico, también presenta ciertos inconvenientes asociados a su implemen-
tacion y los calculos a realizar ante restricciones y procesos rapidos, aunque debido a
la potencia de los computadores actuales, esto no debe ser considerado una dificultad
insalvable.

Una de las propiedades mas atractivas del CPBM es su formulacién abierta, es decir,
permite considerar diferentes tipos de modelos de prediccion, asi como restricciones, lo
cual ha logrado un impacto importante en el ambito industrial [Qin y Badgwell 1997],
[Qin y Badgwell 2003]. De hecho el control predictivo se formulé inicialmente en el &mbito
industrial, pero ha sido en el ambito académico donde se le ha dado una base tedrica.

El resto del capitulo se distribuye de la siguiente forma, la secciéon 2.2 presenta los
fundamentos del control predictivo basado en modelos (CPBM), y en la seccién 2.3 su
evolucion histérica, los diferentes tipos de controladores que se engloban dentro de la

'En inglés Model Predictive Control (MPC).
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familia CPBM, y su aplicacion en el entorno industrial. Posteriormente, en la seccion 2.4
se introduce el concepto de robustez ante incertidumbre, se presentan diferentes formas de
representar dicha incertidumbre, y se ofrecen distintas técnicas para mejorar la robustez
del sistema de control. Para finalizar la tltima seccién se dedicard a las conclusiones del
presente capitulo.

2.2 Fundamentos del CPBM.

El Control Predictivo Basado en Modelos mas que un controlador concreto es una
metodologia para el cdlculo de las acciones de control. Se trata ademds de una metodologia
comprensible, que en cierta forma trata de reproducir la forma de actuar que tendria un
operador experto en el control de un determinado proceso. Los pasos que seguiria un
operador experto para conseguir controlar un proceso serian:

1) El operador conoce bien el proceso (posee un modelo mental del mismo) y por tanto,
seria capaz de predecir con mayor o menor exactitud cual serd la evolucién dindmica
de las variables del proceso si se aplican unas acciones de control determinadas. En
ese sentido, el CPBM reproduce dicho aspecto, haciendo uso explicito de un modelo
del proceso para el cdlculo de predicciones de la evolucion dinamica del mismo.

2) El mismo operador puede ademds, decidir si esa evolucién es adecuada en comparacién
a los objetivos que se ha marcado. Es capaz por tanto de valorar las distintas com-
binaciones de las acciones de control en un horizonte de tiempo (ley de control)
en funcién del grado de cumplimiento de unas especificaciones. E1 CPBM también
compara el cumplimiento de las especificaciones, de modo cuantitativo, mediante el
uso de la funcion de coste.

3) Con todo esto, podria decidir cudl es la mejor combinacién de acciones de control
dentro de un conjunto de posibilidades. El resultado final es que el operador es
capaz de obtener cudl debe ser la combinacion de acciones de control que hay que
aplicar basandose en los conocimientos que tiene del proceso y la informacién del
estado pasado y actual del mismo. Del mismo modo, el CPBM obtiene la ley de
control mediante la minimizacién de la funciéon de coste, en la que interviene
informacion pasada y actual del estado del proceso.

4) Para conseguir una mayor calidad en el control, este mismo operador repetiria todos los
calculos cada vez que disponga de informacion actualizada, bien sean nuevas medidas
del estado del proceso, bien conocimientos actualizados acerca del comportamiento
del proceso (informacién nueva del modelo). En el CPBM, a este concepto se le
denomina horizonte movil o receding horizon, resultando en la resolucion de un
problema de optimizacién (minimizacién) diferente en cada periodo de muestreo,
puesto que se incorpora nueva informacién de la evolucién dinamica del proceso.
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2.2. FuNDAMENTOS DEL CPBM.

Este ejemplo nos da a entender que los primeros controles realizados manualmente
por operadores que conocian bien el proceso se podian haber englobado en el area del
control predictivo basado en modelos. En definitiva se trata de una metodologia muy
intuitiva para abordar el control de un proceso y esto ha influido en su difusién a nivel
industrial, tal y como se mostrara en el apartado 2.3.2.

En la figura 2.1 se muestra la metodologia planteada anteriormente y que se des-
cribe con mas detalle a continuacion:

Trayec@e Errores

3. Optimizador '

¢ 1* accién
referencia futuros de control
Generador de 2. Funcién de coste || Proceso
trayectorias real

Restricciones

Consigna de

referencia Salida del

Controles sistema
y postulados

Salidas
predichas

" oo —

Figura 2.1: Concepto de horizonte mévil.

1) Predictor. Basado en el modelo del proceso, es el encargado de calcular, para cada
instante ¢, las predicciones de la evolucién dindmica del proceso [y(t + 1|¢),...,
y(t+ NJt)] 2 alo largo del horizonte de prediccién N, a partir de la informacién
dindmica que se dispone hasta ese instante (medidas de las variables del proceso y
entradas pasadas hasta el instante actual ¢) y una ley de control postulada o futura
[u(t|t),...,u(t+ NJt)], a lo largo del horizonte de prediccién, tal y como se muestra
en la figura 2.2.

2) Funcién de coste. Las futuras acciones de control se calculan de manera que mini-
micen una determinada funcién de coste. Asi pues, la funcién de coste asigna un
valor a cada prediccion y por tanto a cada ley de control postulada. Este valor trata
de mostrar el grado de cumplimiento de las especificaciones estaticas y dindmicas
compatibles con las posibles restricciones de funcionamiento. Por ello, el objetivo
principal de la funcién de coste consiste en mantener la salida del proceso y(t + k|t)
lo mas cerca posible de una trayectoria de referencia w(t + k) que describe cémo
se desea guiar dicha salida desde su valor actual y(¢) hasta sus puntos de consig-
na futuros. La funcién de coste adopta asi generalmente la forma de una funcién
cuadratica de los errores entre la salida predicha y la trayectoria de referencia.
También en la mayoria de los casos suele incluir algiin término referente al esfuerzo
de control.

2Es usual encontrar en el ambito del CPBM, la sintaxis y(t + k|t) para indicar la prediccién de la
salida para el instante ¢ + k£ postulada en el instante ¢.
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»
1]

Horizonte de prediccién (N)

»

Trayectoria de referencia

e
Salida Prediccion de
controlada y(t-+klt) la salida
u(tlt)
Senal de u(t+2Jt)

control }
u(t+1[t)

Senales de control postuladas

(t) t+1 t+2 ..  t+N

\ 4

Figura 2.2: Predicciéon de la salida y senal de control postulada.

3) Optimizador. Debe encontrar el vector de acciones de control que ofrece el mejor
valor de la funcién de coste. Generalmente en este proceso de bisqueda, el optimi-
zador realiza postulados de la ley de control e iterativamente trata de acercarse a
ley de control 6ptima. Ademas, si la funcién de coste que se define es cuadratica,
el modelo utilizado es lineal y no existen restricciones para ninguna senal implicada,
entonces es posible encontrar una soluciéon analitica para el problema de optimiza-
cion. En caso contrario, es necesario utilizar, en general, un método numérico de
optimizacion.

4) Horizonte mévil. Una vez calculada la secuencia de futuras acciones de control que
en ese instante hacen 6ptima la funcion de coste, se hace uso del concepto denomi-
nado receding horizon. Solamente se aplica como entrada al proceso u(t|t) la primera
de ellas, despreciando el resto, puesto que en el siguiente instante ¢ + 1, la salida
y(t + 1) ya es conocida, y con esa nueva informacién se repiten los puntos 1, 2 y 3,
obteniendo de esta forma la senal de control u(t + 1|t 4+ 1) a aplicar en ese instante
(la cual no es igual a la que se habia postulado en el instante anterior u(t + 1|t)).

El andlisis de esta metodologia de control muestra que, sea cual sea la implemen-
tacion que se realice, cualquier control predictivo basado en modelos se puede entender
como un problema de optimizacién en cada periodo de muestreo (horizonte mévil) que
consta de tres elementos fundamentales: predictor, funcién de coste y optimizador.

Combinando distintas variaciones de estos tres elementos fundamentales se pueden
obtener un gran nimero de controladores que formarian parte de la familia de los controla-
dores predictivos. Asi pues, se puede deducir esta diversidad, considerando que apareceran
diferentes controladores, segin el tipo de modelo del proceso utilizado, segin el tipo de
funcién de coste utilizada y segiin el método de optimizacién aplicado. Para poder
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2.2. FuNDAMENTOS DEL CPBM.

plantear cualquier tipo de mejora se debe pasar por un primer paso de analisis de estos
tres elementos fundamentales.

2.2.1 Predictor.

Para calcular las predicciones de la evolucién dinamica de las variables que se quieren
controlar se debe utilizar un modelo. En general este modelo consta de dos componentes

(figura 2.3):
/ Modelo \
perturbaciones
. ) E—
Var. no manipulables _ No
16 medibles ”| identificable
N————
Y
. N .
Var. labl Variables
ar. no manipulables of Identificable =r—f( ) ariables
medibles . ) ") de salida
A
Var. manipulables Modelo
> proceso

Figura 2.3: Estructura general de un modelo.

1) Modelo del proceso que relaciona todas las variables de entrada que se pueden
manipular con las variables de salida que se quieren controlar.

2) Modelo de perturbaciones que se puede dividir en dos partes. Una que incluye la
relacion entre variables de entrada que se pueden medir pero no manipular, con las
salidas (modelo de perturbaciones identificable) y otra parte que trata de describir
la parte de la salida medida que no es explicada por el resto de modelos (modelo de
perturbaciones no identificable).

Estos modelos se combinan a través de una funcién f(.) para producir un modelo
de las variables de salida.

Para modelar cada uno de estos componentes existen varias posibilidades. Las dife-
rencias entre los distintos tipos de modelos son conocidas y son objeto de estudios en los
que se describe cémo se obtienen, qué tipo de procesos pueden modelar, cudles son sus
limitaciones y como se utilizan para realizar predicciones de la evolucién dindmica de las
variables de un proceso. Las diferentes posibilidades de modelar estan basadas en:

e Respuesta ante un impulso.
e Respuesta ante un escaldn.

e Funcidon de transferencia.
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e Representacion en espacio de estados. En [Phillips y Parr 2003] se puede encontrar
una descripcion del modelado mediante respuesta impulsional, ante escalén, funcion
de transferencia y representacién en espacio de estados, y su utilizacién en control
predictivo estd ampliamente descrita en [Camacho y Bordéns 1999].

e Modelos de Volterra. Un ejemplo de utilizacién en control predictivo de modelos de
Volterra se puede encontrar en [Maner et al. 1996].

e Modelos mediante redes neuronales. Las redes neuronales son en algunos casos una
alternativa para el modelado de sistemas no lineales [Chen et al. 1990], ejemplos
de utilizacién en control predictivo se pueden ver en [Liu et al. 1998], [Nahas et al.
1992] y [Zamarreno 1996].

e Modelos fuzzy. En cuanto a los modelos con técnicas fuzzy, es posible encontrar
ejemplos en [Espinosa y Vandewalle 1999a] y [Espinosa y Vandewalle 1999b).

Evidentemente, la calidad de la prediccién deberia ser el factor que marque el tipo
de técnica de modelado que se debe utilizar, al menos a nivel tedrico. Es natural pensar
que a mayor calidad en las predicciones mas posibilidades se tienen de obtener un control
adecuado. En las aplicaciones practicas aparecen otros factores como los econémicos que
pueden determinar, mas alla de las cuestiones teéricas, el tipo de modelo seleccionado.

Cualquiera de las técnicas de modelado mencionadas, puede ser utilizada para pre-
decir el efecto que producen las variables manipuladas sobre las variables controladas.
Esto es asi, puesto que cualquiera de las acciones de control que se postule en el proceso
de localizacién del 6ptimo, puede aplicarse posteriormente al proceso. Por tanto la calidad
de la prediccién solo depende de la calidad del modelo.

No parece tan evidente utilizar estos modelos para predecir el efecto de las variables
no manipulables (medibles o no). Cuando se tienen variables no manipulables no se
puede saber con certeza qué valores van a tomar en el futuro y por tanto en el horizonte
de prediccién (intervalo de tiempo en el que se quiere realizar la prediccién). El modelo
puede ser muy exacto, pero el desconocimiento del valor futuro de estas variables podria
producir predicciones de muy baja calidad. En estos casos se debe, al menos, conocer
alguna de sus propiedades estadisticas que nos permita realizar una estimacién. Si estas
variables son medibles se pueden utilizar las medidas para realizar unas estimaciones de
mayor calidad (por ejemplo, evaluar la tendencia y extrapolar). La calidad de la prediccion,
en estos casos, depende tanto de la calidad del modelo como de la calidad de las
estimaciones que se realizan de las variables no manipulables.

Para tratar de compensar la dindmica no modelada se anaden al modelo elemen-
tos artificiales en su estructura para tratar de incrementar la calidad del control. Por
ejemplo, en el caso del control predictivo generalizado (GPC) se utilizan modelos CARI-
MA (Controlled Auto-Regressive Integrated Moving Average) con polinomios de filtrado
T(z ') para mejorar la robustez [Clarke et al. 1987b].
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2.2.2 Funcion de coste.

En la teoria de control aparecen distintos indicadores que tratan de describir la
evolucion dinamica de un proceso, y se pueden englobar en dos grandes grupos:

1) Pardmetros descriptivos de la evolucién temporal de la variable contro-
lada, como es el error en régimen permanente, el valor final, el tiempo de estable-
cimiento, la sobreoscilacién, la frecuencia de las oscilaciones, el tiempo de subida,
etc.

2) Medidas de la desviacidn de la variable controlada respecto de la referencia, que
se puede plasmar con una expresién general del tipo

= /Ooof(r(t),y(t),t) . (2.1)

Habitualmente se han utilizado integrales de una funcién del error, siendo las més
extendidas en su uso [Marlin 1995] el IAE (integral del valor absoluto del error), el
ISE (integral del error al cuadrado), el ITAE (integral del producto del tiempo por
el valor absoluto del error) y el ITSE (integral del producto del tiempo por el error
al cuadrado), entre otros, tal y como se muestra en la tabla 2.1.

Indice Expresién

IAE I° |r y(t)|dt
ISE G t))2dt
ITAE fo t|r —y(t)|dt
ITSE | [y~ t(r(t) —y(t)>dt

Tabla 2.1: Principales indices de funcionamiento.

Entre estas dos opciones, parece claro que es mas apropiado utilizar parametros
del primer grupo, ya que las medidas de tipo integral no reflejan directamente cémo
funciona el sistema. Sélo con el valor del indice un operador es incapaz de saber con cierto
grado de exactitud como esta funcionando el sistema. A esto se une que es mas usual
especificar el funcionamiento de un proceso en términos del tipo tiempo de establecimiento
y sobreoscilaciéon menores que unos valores determinados. Sin embargo, con los indicadores
de tipo integral se puede incorporar en la evaluacién del funcionamiento otro tipo de
elementos como por ejemplo, el valor de la accién de control o ponderaciones de las
distintas variables y, adicionalmente, se pueden usar para incluir en el indice la evaluacion
de costes economicos.

En general, no existe una formulacién universal que sea valida para todos los pro-
blemas de control ya que cada tipo de indicadores tiene sus ventajas e inconvenientes.
El indice de funcionamiento mas adecuado para un problema concreto depende de los
objetivos que se impongan y de las herramientas disponibles.
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3) Una alternativa que trata de combinar los dos tipos de indicadores es la de es-
tablecer unas trayectorias de referencia en un indice de tipo integral. En lugar de
utilizar una referencia de tipo escalén r(t), se filtra mediante una funcién de transfe-
rencia P(s) que fije la dindmica deseada de bucle cerrado: tiempo de establecimiento,
sobreoscilacién y régimen permanente, y se utiliza esta nueva respuesta w(t) como
referencia en un indice de funcionamiento de tipo integral

w(s) = P(s)r(s) — w(t), (2.2)
= /0 £ (w(®), (1), u(t), ) dt. (2.3)

Una funciéon de coste de este tipo es la que se va a usar en control predictivo.
Su traduccién al entorno del control predictivo es directa, ya que operando con senales
discretas el indice de coste debe, de alguna forma, imponer el funcionamiento deseado para
el proceso introduciendo ademés nuevas caracteristicas y parametros para posibilitar su
aplicacion al control en linea ya que se debe conseguir que el volumen de los cédlculos a
realizar sea razonable.

Se puede generalizar, por tanto, como funcién de coste la expresion siguiente

J(u) = Z Fwt+k),y(t+ k), ult+ k|t), a(k), \(k), Ny, 1), (2.4)

donde el significado de cada uno de los pardmetros es:

Horizonte de prediccién (N = N, — N; + 1): intervalo de tiempo en el que se realiza
la predicciéon, debe ser finito para que sea posible su aplicacién al control en linea.
Un horizonte de prediccion infinito o demasiado grande hace que los célculos de
las predicciones no se puedan realizar en linea, salvo que exista una formulacién
analitica.

Horizonte de control (NN,): intervalo del horizonte de prediccién en el que se permiten
variaciones de la variable manipulada. Este parametro se utiliza para simplificar el
problema de optimizacién, ya que si se reduce el nimero de variaciones se reduce el
nimero de variables en el problema. Cuando se limita el horizonte de control cabe
la posibilidad de realizar distintas estructuraciones de las acciones de control a lo
largo del horizonte de control.

Factores de ponderacién para los errores de prediccién, a(k), y para las acciones de
control, A\(k). Estos factores se utilizan para conseguir distintos efectos en el com-
portamiento de bucle cerrado. Por ejemplo, mayor influencia del esfuerzo de control
respecto a los errores de prediccién o menor influencia en el indice de las predicciones
mas alejadas, o mayor ponderacién de unas determinadas variables en detrimento
de otras, etc.
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Restricciones. Puede aparecer ademads, un conjunto de restricciones adicionales, en al-
gunos casos duras o blandas, sobre variables de entrada, salida e internas. Estas
restricciones pueden ser debidas tanto a limitaciones fisicas del proceso como a es-
pecificaciones de funcionamiento.

2.2.3 Optimizador.

Finalmente el control predictivo basado en modelos no es mas (ni menos) que un
problema de optimizacion. El objetivo del optimizador consiste en conseguir la combi-
nacién de acciones de control que optimice la funcién de coste. En la mayoria de los
casos, la funcién de coste f es cuadratica debido principalmente a que la minimizacién
de dicho indice sujeto a restricciones lineales es matematicamente tratable (problema de
programacion cuadrdtica (QP)). Existen otras aproximaciones manejando indices de cos-
te modulares [Genceli y Nikolaou 1993], [Salcedo y Martinez 2000], [Blasco 1999] o con
norma infinita [Rao y Rawlings 1998] que no resultan tan sencillas de manejar y que, en
presencia de restricciones lineales, terminan resolviendo problemas de programacion lineal
(LP). En general, el problema de optimizacién se puede llevar a cabo de dos formas:

e Analiticamente. Seria la solucién ideal e implicaria disponer de una expresion
matematica que calcule el 6ptimo en funcién de las medidas hasta el instante .
Esto se puede conseguir cuando el modelo es lineal y la funcién de coste cuadrdtica
y sin restricciones. En estos casos, el problema de optimizacién se resuelve fuera de
linea y el andlisis del sistema resultante se puede realizar utilizando las herramientas
clasicas de la teoria de control.

e Numéricamente. Fuera del contexto anterior, es decir, con problemas no lineales
(bien sea por los modelos utilizados, bien por la aparicién de restricciones, etc.), el
control predictivo se convierte en un problema de optimizacion en cada periodo de
muestreo con el consiguiente incremento de complejidad (resultando en un contro-
lador no lineal y en un bucle cerrado también no lineal). En este caso, el método de
optimizacion cobra més protagonismo cuando se pretende aplicar el control predic-
tivo en linea, ya que las restricciones temporales son mayores, y por ello, por muy
bueno que sea el modelo o muy acertada la funcién de coste, el cuello de botella es
la técnica de optimizacion. Una seleccién o ajuste inadecuado de esta técnica pue-
de provocar en algunos casos, una pérdida notable de las prestaciones del control
puesto que no se localiza correctamente el 6ptimo.

2.3 Evolucién y tipologia del CPBM.

2.3.1 Evolucion del CPBM.

La evolucion del CPBM se podria dividir en las siguientes etapas, marcadas por la
aparicion y uso de nuevos algoritmos:
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1) Antecedentes. Como ha ocurrido en otros casos, la idea del CPBM ya se vislumbré en

los anos 60 antes de que el CPBM se convirtiera en una de las estrategias de control
avanzado mas utilizada en el control de procesos. Los conceptos tedricos iniciales que
pueden asociarse al control predictivo se basan en los trabajos realizados en control
optimo. Utilizando un modelo discreto lineal en espacio de estados se calcula la ley de
control minimizando una funcién cuadratica de los estados y las acciones de control
(regulador lineal cuadrdtico (LQR)). Al fijar un indice infinito se podia obtener un
controlador consistente en una realimentacién del estado [Lemos y Mosca 1985],
[Mosca 1995]. Debido a las capacidades limitadas de los ordenadores y al rapido
muestreo de los procesos para los que el LQR fue desarrollado (por ejemplo en la
industria aeroespacial), el esfuerzo se desvi6 hacia la obtencién de controladores que
evitasen realizar la optimizacion en linea.

Como consecuencia, esta técnica tuvo relativamente poco impacto en la industria
de procesos debido a que no contemplaba las no linealidades de los procesos, sus
restricciones de funcionamiento, incertidumbres en el modelo y sélo se disponia de un
indice cuadratico para medir las prestaciones. Unicamente podia aplicarse en areas
donde se podian conseguir modelos muy exactos y su obtencién estaba justificada
econémicamente (por ejemplo, la industria aeroespacial).

2) Origenes. Al contrario que otras veces, el CPBM fue desarrollado primero en la indus-

tria, bajo varios acréonimos y recetas propias, tratando de resolver los inconvenientes
planteados por el LQR antes mencionados, y mucho antes de disponer de un mi-
nucioso entendimiento de las propiedades teéricas de lo que hoy se entiende como
control predictivo. El concepto de horizonte deslizante, una de las ideas centrales del
control predictivo, fue propuesto en [Propoi 1963]. El interés de los investigadores
por el CPBM crecié a mitad de los anos 80, a raiz de unas jornadas organizadas por
la empresa petroquimica Shell [Prett y Morari 1987]. La industria contribuyé deci-
sivamente en el desarrollo de un control éptimo aplicable, apareciendo los primeros
controles predictivos basados en modelos. Se trataba de algoritmos de control en los
que se podia utilizar modelos mas sencillos, las restricciones de funcionamiento se
podian tener en cuenta en la formulacion y la optimizacion se realizaba cada periodo
de muestreo puesto que se utilizaban horizontes de prediccién finitos.

Las primeras implementaciones a nivel industrial fueron el Identification and Com-
mand (IDCOM) y Dynamic Matriz Control (DMC), las cuales se desarrollaron en
paralelo.

3) Desarrollo. A partir de estas dos metodologias se han ido desarrollando con el tiempo,

distintas alternativas, tanto a nivel industrial como a nivel teérico, entre las que
caben destacar:

e QDMC (Quadratic DMC') [Garcia y Morshedi 1986]. Basado en el DMC in-
cluye explicitamente las restricciones en las entradas y salidas del proceso, y
utiliza programacion cuadrdtica (QP) para la minimizacién del indice.
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e IDCOM-M |[Grosdidier et al. 1988]. También referenciado como HIECON

(Hierarchical constraint control) estd basado en el IDCOM, presentando cam-
bios en la funcién objetivo y en la priorizacién de las restricciones. Utiliza dos
funciones objetivo, primero se optimiza la que evalia los errores de prediccién
y, si quedan grados de libertad, se optimiza respecto a las acciones de control.
Para simplificar el calculo sélo se permite un cambio en la variable manipulada.

GPC [Clarke et al. 1987a], [Clarke et al. 1987b]. Resume muchas de las ca-
racteristicas de los controladores predictivos para procesos lineales [Albertos y
Ortega 1989], [Clarke y Mohtadi 1989], [Ordys y Clarke 1993]. También se ha
utilizado con restricciones [Camacho 1993], [Chow y Clarke 1994], [Kuznetsov
y Clarke 1994], [Tsang y Clarke 1988] y se ha planteado el control predictivo
adaptativo [Clarke 1991]. Algunas de sus aplicaciones industriales se pueden
encontrar en [Clarke 1988], [Chow et al. 1994], [Linkens y Mahfouf 1994] y
[Rossiter et al. 1991].

4) Actualidad. El entendimiento de las propiedades del CPBM a raiz de investigaciones
cruciales realizadas en el dmbito académico [Rawlings y Muske 1993] han permitido
que hoy en dia exista un marco conceptual y practico comiun tanto a investigadores
como a ingenieros de control. Son muchas las publicaciones que reflejan el estado del
arte a nivel tecnoldgico y tedrico del control predictivo en su tiempo de publicacién
[Clarke 1994], [Froisy 1994], [Garcia et al. 1989], [De Keyser 1991], [Morari y Lee
1999], [Muske y Rawlings 1993], [Nikolaou 1998], [Qin y Badgwell 2003], [Richalet
1993]. La visién que ofrecen respecto al futuro del CPBM en la industria y en
la investigacién pasa por combinar esta estrategia de control con otras areas de la
ingenieria de control o incluso con otras dreas de conocimiento:

Control no lineal [Garcia et al. 1989).
Control inteligente (fuzzy, neural) [Nikolaou 1998|.

Nuevos esquemas de identificacién, tanto de procesos como de limites para la
incertidumbre [Bemporad y Morari 1999b).

Mejoras en los métodos de estimacion del estado. Alternativas al filtro de Kal-
man [Qin y Badgwell 2003].

Monitorizacion de procesos y diagnéstico de fallos para comprobar el funcio-
namiento 6ptimo del controlador predictivo (control estadistico de procesos o

SPC) [Froisy 1994].
Mejora de las interfaces de usuario y didlogo con el operador [Froisy 1994].

Integracién de niveles en la jerarquia de control [Morari y Lee 1999].

Actualmente existen lineas de investigacion en control predictivo bien definidas
donde cabria destacar entre otras:

Control predictivo estable. Desde el uso de horizontes infinitos de pre-
diccién [Muske y Rawlings 1993], [Zheng y Morari 1995] hasta la utilizacién
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de horizontes casi-infinitos [Chen y Allgdwer 1998], la formulacién del control
predictivo en espacio de estados se impone a la de entrada-salida. Las formula-
ciones del control predictivo con garantia de estabilidad han ido evolucionando
hasta llegar a la necesidad de la region terminal y del coste terminal de una u
otra forma [Mayne et al. 2000].

Control predictivo no lineal. En este area se utilizan tanto modelos en
espacio de estados como modelos en entrada-salida [Mayne 2000], [Rawlings
et al. 1994]. Sin embargo, la mayoria de modelos utilizados siguen expresando
dindmicas lineales sujetas a una no linealidad de tipo estético [Genceli y Niko-
laou 1995]. Es destacable, por una parte, el uso de modelos lineales variantes
en el tiempo para representar los modelos no lineales, lo que conlleva a la ob-
tencién de controladores predictivos lineales variantes en el tiempo [Salcedo
et al. 2006], y por otra parte, el uso de técnicas de optimizacién heuristica,
como los Algoritmos Genéticos, para resolver de forma eficiente el problema de
optimizacién de CPBM, no convexo al usar el modelo no lineal [Blasco 1999],
[Blasco et al. 2006].

Control predictivo robusto. En [Bemporad y Morari 1999b] se resumen
distintas aproximaciones aparecidas en la literatura del control predictivo con
caracteristicas diferentes a la hora de representar la incertidumbre y la for-
ma de calcular el controlador robusto. Por ejemplo, en [Kouvaritakis et al.
1997] la incertidumbre se representa como una elipse centrada en el vector de
pardmetros estimados para una funcién de transferencia. En [Badgwell 1997]
la incertidumbre en el modelo se parametriza por una lista de posibles plan-
tas y se anaden al problema original restricciones para asegurar la estabilidad
robusta. Otra aproximacion es la denominada min-max MPC, donde [Lee y
Yu 1997] presenta una formulacién basada en la minimizacién del peor caso de
un indice cuadratico para sistemas con parametros variables en el tiempo pero
acotados. Del mismo modo, en [Megias et al. 2001] se presenta un min-max
GPC® donde la incertidumbre se representa de forma politépica. En [Primbs
et al. 2000] se presenta un procedimiento para comprobar la robustez de con-
troladores predictivos de sistemas lineales con restricciones en las entradas,
basado en la solucién de una serie de desigualdades lineales matriciales (LMI).

A lo largo del presente capitulo se presentan con mas detalle las alternativas
planteadas.

Control predictivo adaptativo. Siendo el GPC el algoritmo orientado al
control predictivo adaptativo por excelencia [Kinnaert 1989], y a pesar del
amplio mercado que tendria un algoritmo de CPBM autoajustable, pocas son
las aplicaciones reales que incluyen adaptacién en linea. El control adaptativo
indirecto tiende a ser sustituido por un nuevo paradigma que contempla la
integracién de la identificacién y el control predictivo. En esta aproximacién, y
debido a los problemas que presenta la identificacién en bucle cerrado, se insiste
en mantener una excitacion persistente en las senales para poder identificar
[Genceli y Nikolaou 1996].
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e Control predictivo de sistemas hibridos. Los sistemas hibridos se carac-
terizan por la interaccién de modelos de variables continuas (gobernados por
ecuaciones diferenciales o en diferencias) y sistemas de eventos discretos (leyes
légicas, redes de Petri, etc.). Tales sistemas pueden conmutar entre muchos
modos de operacién (debido a la ocurrencia de eventos), donde cada modo se
gobierna por un sistema de ecuaciones diferenciales o en diferencias. En los
ultimos anos han emergido diferentes métodos para el andlisis y diseno de con-
troladores para sistemas hibridos [Camacho y Bordéns 2004b], [Bemporad y
Morari 1999a], [Morari 2005].

e Utilizacién de técnicas de optimizacion alternativas para hacer frente a
problemas que se plantean con modelos no lineales, restricciones de funciona-
miento y nuevos indices (problemas no convexos y/o discontinuidades a resol-
ver en tiempo real). Por ejemplo, en [Pérez 1995] se utiliza la programacion
dindmica como técnica de optimizacion, y en [Martinez et al. 1996], [Martinez
et al. 1998], [Onnen et al. 1997] se aplican los algoritmos genéticos o simulated
annealing como técnicas de optimizacién.

2.3.2 El control predictivo y la industria.

Existen gran nimero de aplicaciones del control predictivo en la industria. No sélo
en el sector petroquimico, sino también en la industria metalirgica, del automévil, ae-
roespacial, de robots [Gémez y Camacho 1996], de procesado de alimentos, entre otras.
En [Rawlings 2000] se ofrece una visiéon general del CPBM orientada principalmente a
personal de la industria con experiencia en control.

Una comparacién de [Qin y Lee 2001] y [Qin y Badgwell 2003] puede ofrecer una
vision general del panorama actual del control predictivo en la industria y cuales han sido
los ultimos avances en este campo, tras interrogar a las principales companias sobre sus
productos. En general en la ultima década ha habido un nimero de empresas que han
comercializado paquetes de control predictivo, pero en los tltimos anos parece haberse
consolidado el mapa de empresas que ofrecen productos de este tipo tras absorciones y
compras de patentes de unas por parte de otras. A continuacion se citan las companias
mas importantes que en la actualidad ofrecen productos de control predictivo:

e Aspen Technology ofrece el producto Dynamic Matriz Control (DMCplus), y
absorvié a la compainia Setpoint Inc. quien comercializaba el paquete Identification
and Command (SMC-IDCOM) y a la compania Treiber Controls con su Optimum
Predictive Control (OPC).

e Honeywell ofrece el Robust Model Predictive Control Technology (RMPCT) y ac-
tualmente engloba a Profimatics, quien vendia el paquete Predictive Control Tech-
nology (PCT).

e Sherpa Engineering ofrece el paquete Predictive Controller for Reactors (PCR),
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y engloba los productos Predictive Functional Control (PFC) y Hierarchical Cons-
traint Control (HIECON) de la ex-Adersa.

e Shell Global Solutions ofrece el producto Shell Multivariable Optimiser Control
(SMOC).

e Invensys absorvi6 a Predictive Control Ltd que desarroll6 el producto Connois-
seur.

e ABB ofrece el producto 3dMPC.

e Pavilion Technologies Inc. que ha lanzado el producto Process Perfecter para
CPBM no lineal.

Del andlisis de los datos ofrecidos por estas companias [Qin y Badgwell 1997], cabe
destacar lo siguiente:

e El nimero total de aplicaciones de CPBM instaladas en 1997 se aproximaba a 2200,
y en sélo cinco anos (en 2003) se ha doblado hasta la cifra de 4600 [Qin y Badgwell
2003].

e La mayoria de estas aplicaciones (un 67 %) pertenecen a la industria petroquimica
y de refino.

e Industrias puramente quimicas y papeleras muestran un interés creciente por es-
tas aplicaciones, aunque también aparecen otras como alimentarias, del automovil,
aeroespaciales y de semiconductores.

e Aspen aparece con el mayor nimero de aplicaciones instaladas (1850) y con el
mayor tamano de proceso bajo control (603 variables controladas x 283 variables
manipuladas).

De la lectura detallada de estos informes se deduce que todas las casas comerciales
tienen su algoritmo de control representativo, el cual es modificado continuamente. En
la actualidad los algoritmos de control predictivo lineal que estan implantados, presentan
las siguientes caracteristicas:

e Los modelos utilizados son de tipo respuesta impulsional o escalén (FIR), funcién
de transferencia o espacio de estados.

e Todos los productos industriales asumen una perturbacion constante a la salida a
la hora de realimentar la informacién, aunque algunos de ellos utilizan filtros de

Kalman (SMOC).

e Todos los algoritmos penalizan el excesivo esfuerzo de control de diferentes formas:
factor de ponderacion, trayectoria de referencia, umbral para valores singulares, etc.
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e La mayoria de los estos productos aplican restricciones duras en la fase de optimi-
zacion estatica y restricciones blandas en la salida para la optimizacién dindmica.

e En todos los casos se utilizan horizontes de prediccién y de control finitos.

Pudiendo ademas destacar, cuales han sido los cambios més recientes en la tecnologia
de control predictivo lineal que actualmente esta disponible:

e Los modelos en espacio de estados y funciones de transferencia estan comenzando
a utilizarse desplazando a los modelos basados en respuesta en impulso o escalén
(estos modelos estan restringidos a procesos estables y requieren un nimero elevado
de pardmetros).

e Aparecen alternativas a la identificacién basada en pruebas con el proceso. Junto al
simple minimos cuadrados, métodos basados en subespacios y algoritmos de minimos
cuadrados recursivos estan implementados actualmente en las aplicaciones.

e En la actualidad algunos productos que utilizan modelos en espacio de estados
disponen de esquemas de realimentacién basados en filtros de Kalman.

e Puesto que la mayoria de los controladores predictivos deben ser sintonizados pa-
ra alcanzar un bucle cerrado nominalmente estable, una préactica reciente consiste
en utilizar horizontes de prediccién elevados para alcanzar amplios margenes de
estabilidad basados en los resultados de [Muske y Rawlings 1993].

e Algunas aplicaciones implementan estrategias de control adaptativo y multi-modelos.

2.3.3 Algoritmos de control predictivo.

En este apartado se describen los algoritmos de control predictivo mas populares con
el fin de resaltar sus caracteristicas principales. Se pueden encontrar estudios comparativos
de los diferentes algoritmos en [Garcia et al. 1989], [De Keyser et al. 1988|, [Krdmer y
Ubehauen 1991] y [Qin y Badgwell 2003].

1) Control con Matriz Dindmica, o Dynamic Matriz Control (DMC) [Cutler y Ra-
maker 1980]. Posteriormente se desarrollé el Quadratic DMC (QDMC) como exten-
sién del DMC al caso con restricciones [Garcia y Morshedi 1986]. Las caracteristicas
del DMC haciendo referencia a los tres elementos del CPBM son:

e En cuanto al predictor se refiere, el DMC usa un modelo del proceso basado en
la respuesta ante escalon eligiendo s6lo los primeros N términos, por lo que se
asume que el proceso debe ser estable. En cuanto a las perturbaciones, considera
que es el mismo que el del instante ¢ para todo el horizonte de prediccién, cuyo
valor es igual al de la salida medida menos el valor de la salida predicha.

El principal inconveniente de este algoritmo es que la dimensiéon del modelo
suele ser grande, y que no se puede usar con sistemas inestables.
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e La funciéon de coste puede considerar solo los errores futuros o penalizar
también el esfuerzo de control. Un aspecto que ha hecho este algoritmo muy
popular en la industria es la facil inclusién de restricciones.

e La optimizacién es numérica al contemplar las restricciones, y se lleva a
cabo en cada periodo de muestreo aplicando sélo la primera accién de control,
siguiendo la filosofia horizonte movil propia del CPBM.

2) Control Algoritmico basado en Modelos, o Model Algorithmic Control (MAC)
[Richalet et al. 1978], [Richalet et al. 1976], [Rouhani y Mehra 1982]. También lla-
mado Control Predictivo Heuristico basado en Modelos o Model Predictive Heuristic
Control (MPHC), el cual se comercializa bajo el nombre Identification Command
(IDCOM). Es muy parecido al DMC con las siguientes diferencias:

e En cuanto al predictor se refiere, el MAC utiliza un modelo basado en la
respuesta impulsional valido sélo para sistemas estables. Ademas no usa el
concepto de horizonte de control Nu, por lo que el nimero de acciones de
control calculadas equivale al horizonte de prediccion N. La consideracion de
la perturbacion es como en el DMC, pero también se puede modelar como un
sistema de primer orden.

e La funcién de coste es similar, pero se hace uso de una trayectoria de refe-
rencia en lugar de un set point, obtenida haciendo uso de un filtro de primer
orden.

e La optimizacion es similar al DMC, contemplando también la presencia de
restricciones.

3) Control Predictivo Generalizado, o Generalized Predictive Control (GPC) [Clar-
ke et al. 1987a]. Las caracteristicas del GPC son:

e Las predicciones se basan en el modelo CARIMA (en funcion de transferen-
cia), el cual modela la perturbacién no medible, en parte, con un polinomio
T(z!) que como es dificil de conocer se usa como pardmetro de disefio. La
obtencién de la prediccion dptima se lleva a cabo resolviendo una ecuacion
diofantica.

e La funciéon de coste penaliza los errores y el esfuerzo de control, con los
parametros « y A, respectivamente, a los cuales se les suele asignar un valor
constante o exponencialmente creciente.

e La optimizacion es similar al DMC. Para valores adecuados de los pardmetros
de diseno, el algoritmo es estable, e incluye, inherentemente en su estructura,
controladores bien conocidos como son el mean level y el deadbeat.

4) Control Predictivo Funcional, o Predictive Functional Control (PFC) [Richalet et
al. 1987]. Este controlador fue desarrollado por Richalet para el caso de procesos
rapidos. Sus caracteristicas son:
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e En cuanto al predictor, el PFC usa un modelo basado en espacio de estados
y sirve tanto para sistemas lineales inestables como no lineales.

e La funcién de coste es similar al MAC pero sélo se considera un conjunto
de puntos del horizonte de prediccion, y no todo el horizonte completo, por lo
que el problema de optimizacién resulta mas sencillo (concepto llamado puntos
coincidentes).

e Otro concepto distintivo es que el controlador parametriza la accion de control
haciendo uso de funciones base polinomiales, lo que permite considerar perfiles
de la entrada relativamente complejos, pudiendo seguir referencias polinomiales
sin retraso.

5) Controlador Autosintonizado, o Extended Prediction Self Adaptive Control (EP-
SAC) [De Keyser y Van Cuawenberghe 1985]. Las caracteristicas del EPSAC son:

e En cuanto al predictor se refiere, utiliza un modelo basado en funcion de
transferencia que incluye la perturbacién, y que se puede extender para que
incluya una perturbacién medible (con el fin de incluir el efecto feedforward).

e Una caracteristica de este controlador radica en que la funciéon de coste
considera un horizonte de control de Nu = 1, es decir, s6lo se calcula una
accién de control,

e de modo que es posible obtener la ley de control analiticamente, simplificando
el proceso de optimizacion.

6) Control Adaptativo de Horizonte Extendido, o Eztended Horizon Adaptive Con-
trol (EHAC) [Ydstie 1984]. Las caracteristicas del EHAC son:

e En cuanto al predictor, también hace uso de un modelo en funcion de trans-
ferencia, pero no incluye ningtin modelo de las perturbaciones.

e En este caso el horizonte de control y prediccion es Nu = N = 1, pero referido
al instante ¢ + N. De este modo, por una parte, no se puede usar trayectoria
de referencia, pues sélo se considera el error en el instante t + N, y por otra,
no se puede penalizar el esfuerzo de control en cada instante, por lo que no se
podran eliminar ciertas frecuencias de la respuesta.

e Del mismo modo, se puede obtener la ley de control analiticamente, de manera,
sencilla, pues solo depende de los parametros del modelo y del pardmetro V.

Otros algoritmos de control predictivo son el control autosintonizado basado en
predictores (Predictor-Based Self-Tuning Control) [Peterka 1984], el control adaptativo
multivariable multipaso (Multistep Multivariable Adaptive Control, MUSMAR) [Greco et
al. 1984], o los controladores predictivos con estabilidad garantizada CRHPC [Clarke y
Scattolini 1991] y SIORHC [Mosca et al. 1990].
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2.4 El problema de la robustez en CPBM.

2.4.1 Introduccion.

Una cuestiéon fundamental acerca del CPBM es su robustez cuando se presenta
incertidumbre en el modelo y/o ante presencia de ruido. Habitualmente cuando se
dice que un sistema de control es robusto, se quiere decir que se asegura la estabilidad y el
cumplimiento de las especificaciones deseadas para un rango especificado de variaciones
en el modelo del proceso y para un tipo de senales ruidosas, es decir, para un rango de
incertidumbre.

Un planteamiento muy extendido del problema de la robustez asume que:

e la planta que se va a controlar ¥y € S, siendo S una familia de modelos (sistemas
lineales invariantes en el tiempo (LTT)),

e ¢l sistema se ve afectado por un ruido no medible v(k) € V, siendo ¥V un conjunto
dado (habitualmente un politopo).

Asi pues, se pueden definir:

e estabilidad robusta,
e cumplimiento de las restricciones robusto,

e cumplimiento de las especificaciones robusto (funcionamiento robusto),

si la ley de control del CPBM garantiza cada propiedad respectiva para todos los
posibles ¥y € Sy v(k) € V.

Evidentemente, como parte del esfuerzo de modelado, se debe definir la incertidum-
bre, es decir, se debe conocer § y V, aunque resulta una tarea complicada para la que
existe poca experiencia y no hay disponibles procedimientos sisteméaticos. Por otra parte,
se debe llegar a un compromiso entre definir S y V con la suficiente exactitud pero sin
redundar en demasiada complejidad. En cualquier caso, no existen estudios rigurosos que
determinen de un modo exacto la relacion entre los conjuntos S y V, si existe.

Hablando de robustez, se pueden definir los métodos de andlisis como aquéllos que
determinan si un sistema de control particular (no disenado bajo la consideracién de
la incertidumbre) hace estable al sistema en bucle cerrado y cumple las especificaciones
deseadas ante la presencia de la especificada incertidumbre, y los métodos de sintesis
como aquéllos que consideran la incertidumbre a la hora de disenar el sistema de control.

En el caso de sistemas lineales, existen numerosas técnicas de analisis de robustez
de sistemas sin restricciones, pero pocas en el caso de sistemas con restricciones, pues en
este caso el sistema en bucle cerrado puede ser no lineal. En [Zafiriou 1990] se presentan
condiciones suficientes (y también necesarias) para garantizar la estabilidad nominal y
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robustez del CPBM. En [Primbs et al. 2000] se presenta un procedimiento para compro-
bar la robustez de controladores predictivos de sistemas lineales con restricciones en las
entradas, basado en la solucién de una serie de desigualdades lineales matriciales (LMI).

En [Morari y Lee 1997] se realiza una revisién sobre las diferentes metodologias de
diseno robusto presentadas hasta entonces, de entre las que cabe destacar las aportaciones
de [Kothare et al. 1996] y [Lee y Yu 1997]. En [Rawlings 2000] se destaca que la mayor
parte de los algoritmos que garantizan robustez se caracterizan por exigir una gran carga
computacional en linea, lo cual limita enormemente su aplicacién practica.

En cualquier caso, todas las representaciones de incertidumbre y todos los métodos
de andlisis/sintesis se basan sélo en detectar y evitar problemas de sensibilidad y no en
estudiar cuan exactos son S y V, y qué coste en complejidad lleva a una mayor precision.

A continuacion se muestran diferentes formas de representar las incertidumbres, es
decir, los conjuntos S y V. Las diferentes formas de modelar las incertidumbres dependen
principalmente del tipo de técnica usada para calcular los controladores, las mas usadas
son la representacion de la incertidumbre en frecuencia y, de forma paramétrica, en la
funcién de transferencia. Teniendo en cuenta que, tratandose el CPBM de una técnica
perteneciente al dominio temporal, serd mas apropiado representar S 'y V en el dominio
temporal que en el dominio de la frecuencia usado en otras estrategias de control.

La incertidumbre en el modelado de un proceso puede tener diversas causas [Sko-
gestad y Postlethwaite 1996]:

e los valores nominales de los parametros del modelo son siempre aproximaciones de
los valores reales,

e los valores nominales de los pardametros del modelo pueden variar debido a las no
linealidades del proceso o cambios en el punto de operacion,

e siempre existen errores en la medicién de las variables,
e generalmente no se conoce la estructura del proceso en alta frecuencia,

e en general, por simplicidad, se utilizan modelos de bajo orden para representar
dindmicas complejas, lo que ocasiona errores de modelado, normalmente conocidos
como dindmica no modelada.

2.4.2 Representacion de la incertidumbre.

En general, existen dos tipos comunes de incertidumbre que son la incertidumbre
estructurada y no estructurada que se describen a continuacion:

1) Incertidumbre estructurada, cuando se supone conocida la estructura del modelo y
solamente se desconocen los valores de los parametros 6. En este caso se debe definir
con detalle el modelo nominal 0y y establecer para cada uno de sus parametros el
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rango o intervalo de variacién admitido (incertidumbre paramétrica). En el caso
de que sea posible representar al sistema con un modelo de este tipo, la descripcion
serd, en general, una muy buena aproximacién de la realidad. Sin embargo, en la
practica, este procedimiento requiere un esfuerzo muy grande a la hora de calcular
el modelo y no permite incluir a las dindmicas no modeladas. Por otro lado, usando
este tipo de modelo del proceso, los métodos numéricos que deben utilizarse para el
diseno de los controladores son mas complejos que en el caso de la descripcién no
estructurada de las incertidumbres.

La incertidumbre paramétrica se suele modelar bien como regiones acotadas de in-

certidumbre o bien como politopos (ver figura 2.4).

Incertidumbre
elipsoidal \ T

i Politopo

Figura 2.4: Descripcién de la incertidumbre paramétrica para un vector de pardmetros de
dimension 2.

Cuando se supone que los parametros del modelo y el ruido del proceso estan nor-
malmente distribuidos, se suele usar un limite elipsoidal en los pardmetros. Estas
incertidumbres elipsoidales se pueden aproximar por politopos convexos. Los poli-
topos se suelen usar cuando la incertidumbre se modela de modo que la planta se
considera un sistema variante con el tiempo. Por otra parte, la incertidumbre elip-
soidal también se puede aproximar, ademas de por politopos, por simples regiones
de incertidumbre acotada, tal como 6 = 6y + 6.

2) Incertidumbre no estructurada, que representa a la dindmica no considerada por
el modelo elegido para el proceso. Habitualmente se representa en el dominio de
la frecuencia, considerando que la planta real pertenece a una familia de posibles
plantas que se encuentran en las proximidades de un modelo nominal Y,, bien
aditivamente ¥ = ¥ + Ay, o multiplicativamente ¥ = y(1 + dx,), definiendo Ay y
0y, regiones en el plano complejo en forma de discos, centrados en los valores de la
planta nominal .

De este modo, se expresa la incertidumbre de una forma simple, pero en algunos ca-
sos se obtienen resultados demasiado conservadores en el ajuste de los controladores
[Kozub et al. 1989]. Un ejemplo, seria el caso en el que se parte de incertidumbre
estructurada, pero se aproxima a una descripcion de incertidumbre no estructurada
haciendo uso de un circulo que englobe toda la incertidumbre estructurada.
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En el caso de considerar incertidumbre global, el enfoque es més conservativo,
pues todos los errores de modelado se engloban en el mismo vector, y por tanto los
limites de la incertidumbre se amplian.

Una vez descrita la posible incertidumbre del proceso real mediante incertidumbre
no estructurada, se pueden emplear las denominadas transformaciones linea-
les fraccionales (TLF) [Sanchez-Pena y Sznaier 1998] para representar de forma
compacta al controlador y al conjunto de modelos al cual pertenece el proceso real
(ver figura 2.5). En dicha figura, P contiene al modelo nominal y la incertidumbre,

Up A Ya
| S P }e,
u K y

Figura 2.5: Diagrama de bloques del esquema basado en TLF.

siendo A una matriz compleja que representa la acotacién de la incertidumbre y que
relaciona las senales yaA v ua, la senal vectorial e contiene todas las medidas que
se tienen en cuenta para determinar el adecuado comportamiento del bucle cerrado
(error de seguimiento, accién de control, etc.), siendo y las medidas que son utili-
zadas por el controlador K. La senal vectorial p contiene todas aquellas entradas
aplicadas sobre el proceso (referencia, perturbaciones, etc.).

A partir de este diagrama de bloques se pueden obtener la transformacién lineal
fraccional inferior (paradigma usado en sintesis o diseno de control robusto ante una
determinada incertidumbre) y la superior (paradigma usado en andlisis de robustez
dado un determinado controlador), como se muestra en la figura 2.6, siendo M y N
calculados en [Sanchez-Pena y Sznaier 1998|.

Ux YA p_. N €

A

M e K
(a) (b)

Figura 2.6: (a) TLF inferior. (b) TLF superior.
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En particular, existen diferentes representaciones de la incertidumbre, siendo las
mas importantes [Bemporad y Morari 1999b]:

e Respuesta impulsional y ante escalon. En este caso la incertidumbre es descrita
como un intervalo sobre los coeficientes de la respuesta impulsional o ante escalon
del sistema, como se muestra en la figura 2.7.

Respuesta impulsional Respuesta ante escalén
1.5 1.5
1 i 1
0.5 0.5
0 &@' 0
0 10 20 0 10 20

Figura 2.7: Intervalos en la respuesta impulsional y ante escalén.

Asi para el caso de respuesta ante escalén, el conjunto de modelos se puede describir

P y(t):lg:os(t)[u(t—k)—u(t—k—l)], (2.5)
S={%: sy <s(t)< s}, t=0,...,N (2.6)

siendo [s;, s;7] el intervalo dado para los coeficientes de la respuesta ante escalén.

Es importante tener en cuenta que los modelos de respuesta ante impulso y ante
escalén solo son equivalentes si no hay incertidumbre. En presencia de incertidumbre,
son bastante diferentes [Bemporad y Mosca 1998].

La principal ventaja de este modo de descripcion es que es muy sencillo e intuitivo,
pero el principal inconveniente radica en que puede anadir artificialmente incerti-
dumbre de alta frecuencia y puede llevar a un diseno conservativo, debido a que los
limites [s, , s;"] pueden permitir que la respuesta ante escalén sea oscilatoria a pesar
de ser el sistema sobreamortiguado. Este inconveniente se podria resolver anadiendo
ligaduras entre los coeficientes de la respuesta ante escaléon de modo que no varien
demasiado [Zheng 1995].

e Incertidumbre estructurada en la realimentacion. Partiendo del paradigma
tipico en el diseno de control robusto (figura 2.6 (a)), puede resultar que el em-
pleo de incertidumbre no estructurada sea conservativo cuando sélo se desconoce el
verdadero valor de determinados parametros, aunque se sabe que pueden variar en
unos determinados rangos. En ese caso, se puede considerar que la incertidumbre
A posee cierta estructura conocida de antemano [Kothare et al. 1996]. Asi pues, el
operador A es diagonal a bloques, A = diag(A,...,A,), donde cada bloque A;
representa o bien una matriz de ganancias variable con el tiempo con
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1A D), =F (A () <1, Vi=1,....r, t>0 (2.7)

o bien un sistema estable LTI con la norma inducida por la norma 2 menor que
1. Cuando A, son sistemas LTT estables, entonces equivale a la especificacion en el

~

dominio en frecuencia sobre la transformada Z obtenida A; (z), de modo que

‘P&(z)H <1 (2.8)

o0

e Multi-planta. En este caso la incertidumbre estd parametrizada por una lista finita
de posibles plantas [Badgwell 1997] ¥ € ¥4, ..., X,. Cuando se supone que el sistema
real varia dentro del espacio convexo definido por la lista anterior, la descripcion se
denomina incertidumbre politépica.

e Incertidumbre politépica. Como se comentd anteriormente, un politopo viene
definido por un espacio convexo. Como se indica en [Kothare et al. 1996], la incerti-
dumbre politépica puede servir de aproximacién conservadora para definir sistemas
no lineales.

e Incertidumbre acotada en la entrada. En este caso se asume sélo la incertidum-
bre v € V, cuyos limites son conocidos, es decir, se conoce V, y se supone la planta
conocida (8§ = ¥y). Puede ser una descripcion aceptable, tal y como se muestra en
[Makild et al. 1995] y [Milanese y Vicino 1993].

2.4.3 Técnicas de mejora de la robustez en CPBM.

Hablando de robustez, el minimo requerimiento en bucle cerrado es asegurar la
estabilidad robusta en presencia de incertidumbre. En CPBM existen diferentes aproxi-
maciones para lograr estabilidad robusta, pero todas ellas se pueden agrupar en dos:

e indirectamente, especificando el objetivo de las prestaciones y la descripcién de la
incertidumbre, de tal modo que el calculo de la accion de control 6ptima proporcione
estabilidad robusta,

e directamente, forzando algin tipo de restriccion que garantice que el estado converge
para todas las plantas del conjunto de incertidumbre.

Diversas técnicas de mejora de la robustez pueden ser:

e Optimizacion min-max de las especificaciones. En este caso se plantea un pro-
blema min-max que trata de encontrar el peor modelo en una regién acotada, y luego
resuelve el problema basado en este peor escenario para optimizar el funcionamiento
robusto
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mén pes AT J(U,z(t),2,v(k+1)). (2.9)
{v(k+)} 5 SV
siendo N el horizonte de prediccion, U la ley de control, x los estados, ¥ la planta
a controlar que pertenece a una familia de modelos S y v el ruido no medible que
pertenece a un conjunto dado V.

El CPBM robusto via min-max, propuesto por [Campo y Morari 1987] y después
desarrollado por [Allwright y Papavasiliou 1992] y [Zheng y Morari 1993] para plan-
tas SISO y FIR, presenta dos inconvenientes, primero, el coste computacional vy,
segundo, que la accién de control puede resultar excesivamente conservativa.

Ademas la formulacién min-max propuesta por [Campo y Morari 1987] no garan-
tizaba la estabilidad robusta, como fue demostrado por [Zheng 1995] mediante un
contraejemplo. Para asegurar la estabilidad robusta se debe suponer que la incerti-
dumbre es variante con el tiempo, lo cual aporta atin mas conservadurismo, y puede
ser prohibitivo para ciertas aplicaciones.

Una manera de reducir el alto coste computacional radica en plantear no una funciéon
de coste cuadratica sino de norma 1, de modo que el problema de optimizacion se
transforma en un problema de programacion lineal (LP) cuyo coste computacional
es mucho menor [Camacho y Bordéns 1995], [Megias et al. 2000].

A partir del planteamiento del problema min-max, existen variantes como puede ser
el quasi-min-maz, en el que se plantea el casi peor caso a la hora de calcular la ley
de control, de modo que se reduce un poco el conservadurismo [Lu y Arkun 2000].

Se destaca que existen técnicas similares al min-max fuera del CPBM, como puede
ser el control H,, el cual minimiza la norma infinita de la funcién de sensibilidad.
Dicha minimizacién es la optimizacion del peor caso, pues minimiza el efecto en
la salida de la peor perturbacién. Al tratarse de un problema min-max también
presenta el problema del alto coste computacional ademas de la dificil inclusion de
restricciones en las variables, siendo este tltimo problema solventado en el CPBM.

También hay trabajos, en otras estrategias de control diferentes al CPBM, en los que
el problema de optimizacién min-max se solventa analiticamente [Smith y Kravaris
2000]. Expresada la incertidumbre de forma paramétrica, se calcula el regulador para
el peor caso dentro del rango de posibles valores de la incertidumbre. Evidentemente,
al tratarse de una tarea ardua, se suele aplicar a sistemas sencillos (de primer orden
y a lo sumo con retardo puro), con controladores disenados de manera sencilla (por
ejemplo, obtenidos a partir de la inversién de la parte invertible del sistema) y sin
la presencia de restricciones, por lo que su campo de aplicacién esta limitado.

e Optimizacion LMI de las especificaciones.

Seria interesante obtener técnicas para CPBM robusto, que se pudieran implementar
en linea, y por tanto que no presentasen un coste computacional tan elevado como la
optimizacién min-max. En ese sentido, las LMI (linear matriz inequalities) resultan
muy relevantes para el CPBM, por dos motivos:
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— los problemas de optimizacion basados en LMI se pueden resolver en un tiempo
comparable al que requiere la evaluacion de una solucién analitica para un
problema similar, por tanto, la optimizacion LMI se puede implementar en
linea,

— se puede adaptar mucha de la teoria existente en control robusto al campo de
las LMI [Henrion et al. 2001].

Bésicamente, una LMI es una desigualdad lineal matricial de la forma [Boyd et al.

1994]

k

F(x) =Fy+»_ z;F; >0, (2.10)

j=1
donde cada F;, j = 0,...,k es una matriz simétrica (F; = F]T € R™™) conocida
y 1,...,7, € R son variables escalares 3. Estd claro que un conjunto de LMIs,
Fi(x) >0,...,F,(x) > 0 equivale a una sola LMI obtenida ensamblando todas las
matrices F;(x),i =1,...,m en una gran matriz diagonal a bloques.

La importancia de las LMIs se debe al hecho de que en los problemas de optimizacion
del tipo

min ¢'x  ga. Ax < b, (2.11)

X

el conjunto de restricciones convexo puede transformarse a una matriz F(x) > 0,
que es una LMI, existiendo algoritmos eficientes para resolverla [Balas et al. 2005].

Ademas, las desigualdades cuadraticas convexas (frecuentemente usadas en control)

también se pueden expresar como una LMI. En particular, si Q(x) = Q(x)” y

R(x) = R(x)", y Q(x), R(x) y V(x) son todas afines en x *  entonces el par de
desigualdades

Q(x) >0 (2.12)

R(x) - V(x)'Q(x)"'V(x) > 0 (2.13)

es equivalente a la LMI

{ Q(x) V(x) ] > 0. (2.14)

3El sfmbolo > indica que F(x) es una matriz semidefinida positiva. La LMI se denomina estricta si se
utiliza el simbolo > en lugar de >, siendo en ese caso F(x) una matriz definida positiva.

k
1Es decir, Q(x) = Qo + Y. 7;Q;, pudiéndose expresar R(x) y V(x) del mismo modo.
j=1
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Diferentes trabajos en control robusto en espacio de estados se han presentado ha-
ciendo uso de las LMI, tal como [Boyd et al. 1994], [Henrion et al. 2001] y [Sdnchez-
Pena y Sznaier 1998], e incluso en control predictivo, tal como [Jia et al. 2002] y
[Salcedo 2005]. Finalmente, se destacan algunos de los principales problemas de usar
LMIs en estos casos [Camacho y Bordéns 1999]:

— aunque se supone que los algoritmos LMI son numéricamente eficientes, no son
tan eficientes como los algoritmos especializados LP y QP,

— las acciones de control se calculan como una realimentacién lineal del estado
que satisface las restricciones, pero cuando las restricciones se alcanzan, el
controlador no tiene por qué ser lineal,

— los problemas de factibilidad son mas dificiles de tratar ya que al transformar
el problema al formato LMI se pierde el sentido fisico de las restricciones.

e Restriccién robusta de contraccién. Para plantas estables, [Zheng 1995] intro-
duce la restriccion de estabilidad

lz (¢t +10)][p < Allz@)llp, A<, (2.15)

la cual fuerza al estado a contraerse. Cuando se elige la matriz de penalizacién del
estado final P > 0 como la solucién de la ecuacién de Lyapunov ATPA —P = —Q,
siendo Q > 0 la matriz de penalizacién de los estados y A la matriz del sistema
en espacio de estados, entonces se puede cumplir siempre la restriccion para alguna
accion de control.

Para lograr la estabilidad robusta, se requiere que el estado se contraiga para todas
las plantas que pertenecen a S, de modo que se debe maximizar ||z (¢ + 1]t)||p sobre
res.

Frente a los métodos sencillos (desde el punto de vista computacional) e intuitivos,
aparecen actualmente otros mas rigurosos, aunque requieren un mayor coste compu-
tacional, basados en los conjuntos invariantes. Los conjuntos invariantes se han
usado habitualmente para asegurar la factibilidad en presencia de restricciones. En
ese sentido, un conjunto invariante se define como aquél en el que una vez se ha
entrado ya no se puede salir de él. Asi pues si el estado de un sistema entra en un
conjunto invariante en el que estd asegurada la factibilidad, seria equivalente a una
funcion de Lyapunov en el test de estabilidad. Al igual que cuando se comentaron
las diferentes formas de describir la incertidumbre, también existen diferentes for-
mas de los conjuntos invariantes, como son las formas elipsoidales y las poliédricas.
La forma de aplicar los conjuntos invariantes al problema de robustez consiste en
redefinir dichos conjuntos ante la presencia de incertidumbre, lo cual resulta un poco
mas complicado.

e Conjuntos terminales robustamente invariantes. Recientemente se han pro-
puesto los conjuntos terminales invariantes con forma elipsoidal como una forma
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relajada de la restriccion terminal de igualdad x(t + N|t) = 0 [Bemporad y Mos-
ca 1998]. Esta técnica puede ser usada en la formulacién del CPBM robusto, por
ejemplo haciendo uso de las técnicas LMI [Kothare et al. 1996]. Ello conlleva a un
problema cuadratico con restricciones cuadraticas (QCQP) que se puede resolver
por métodos de punto interior [Lobo et al. 1997], pero que presenta mayor coste
computacional que el QP.

Tradicionalmente, existen otras técnicas para mejorar la robustez del sistema, no
basadas en la resolucién del tipico problema min-max que tiene en cuenta el valor de la
incertidumbre y proporciona las acciones de control 6ptimas, sino basadas en el ajuste
fino o sintonizado de los parametros del controlador con reglas méas o menos heuristicas.

Asi pues, en el caso del controlador GPC, se puede mejorar la robustez del sistema
reajustando el parametro de penalizacion del esfuerzo de control A o bien eligiendo un valor
adecuado para el polinomio T (polinomio que forma parte del modelo de perturbaciones
considerado, y que puede ser visto como un filtro o un observador). En este tltimo caso, el
GPC implicitamente pretende mejorar la robustez del sistema, pues el modelo del sistema
conlleva una parte que pretende modelar las perturbaciones (polinomio T).

Estas técnicas, que son utiles cuando se requieren algoritmos con un coste compu-
tacional pequeno para ejecutarlos en linea, se describen a continuacion:

e Ajuste del polinomio T. La utilizacién del polinomio T como pre-filtrado para
mejorar la robustez del GPC fue presentada en [Clarke et al. 1987b] y usada luego
en otros trabajos [Ansay y Wertz 1997], [Megias et al. 1997|, [Mohtadi 1988], [Ro-
binson y Clarke 1991], [Yoon y Clarke 1995a]. También se pueden usar polinomios
de filtrado en otros algoritmos de control predictivo, como es el DMC [Ramos et al.
2002a)]. El sintonizado de T permite mejorar la robustez del sistema y el rechazo a
perturbaciones, sin modificar las condiciones nominales de seguimiento de consignas.

Diferentes autores [Normey y Camacho 2000] sugieren que el polinomio T se elija
como T = T'A (A es el denominador de la funcién de transferencia para plantas
estables), siendo T” = (1—£2z"1)” un polinomio con raices dentro del circulo unitario,
donde el entero v se define en funcién del minimo horizonte de prediccién N; y del
retardo del modelo d (v < max(Ny,d)). Se demuestra que no siempre es posible
aumentar el indice de robustez del GPC aumentando el orden de T (aumentando
v) o bajando la frecuencia de corte del filtro (aumentando (), que serian las formas
intuitivas de ajuste [Yoon y Clarke 1995a], [Yoon y Clarke 1993a].

El polinomio T puede ser visto como un filtro paso bajo que reduce la sensibilidad
del controlador al ruido de alta frecuencia, pero aporta poco en el comportamiento
a bajas frecuencias.

El uso del polinomio T para mejorar la robustez del sistema es muy popular pues
es sencillo y bastante intuitivo, a pesar de que no existen disenos guiados y se basa
en parte en el método de prueba y error, por tanto no es demasiado riguroso.
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En general, todos los métodos propuestos en la literatura para el ajuste de T sola-
mente estudian el caso SISO y la mayoria so6lo pueden aplicarse a plantas estables.
Las propuestas de ajuste de T que se pueden utilizar con plantas inestables son muy
complejas [Ansay y Wertz 1997], [Kouvaritakis et al. 1992] y no analizan el caso de
plantas con retardo superior a un periodo de muestreo.

En cualquier caso, existen trabajos donde se comparan las prestaciones de un con-
trolador basado en el polinomio T frente al obtenido mediante la resolucion del pro-
blema min-max, observandose, que este ultimo funciona mejor, pues en ocasiones,
el algoritmo basado en el polinomio T puede presentar problemas de inviabilidad y
no cumplir ciertas restricciones [Megias et al. 2000].

e Parametrizacién de Youla. Otra técnica para mejorar la robustez se basa en la
parametrizacién de Youla [Ansay y Wertz 1997]. El inconveniente de esta estrategia
consiste en que el disenio ya no es tan intuitivo como el ajuste del polinomio T, pero
en cambio es mas guiado y requiere una optimizacion y una definicién mas precisa
de los objetivos.

Una diferencia respecto al uso del filtro T, radica en que éste actiia en las prediccio-
nes de bucle abierto, pero dado que la parametrizacién de Youla modifica el bucle
cerrado, se deben usar predicciones en bucle cerrado.

En este caso la ley de control se modifica con un grado de libertad llamado el
pardmetro de Youla (), el cual altera la funcién de sensibilidad del sistema sin
alterar el funcionamiento nominal (la sensibilidad complementaria). En ese sentido
el enfoque del filtro T del apartado anterior actiia del mismo modo, ya que tampoco
afecta a la sensibilidad complementaria.

Una alternativa més completa podria combinar tanto el polinomio T como la pa-
rametrizacion de Youla, ya que el polinomio T es un filtro paso bajo, y por tanto
el mayor efecto sobre la sensibilidad lo aporta en el rango de la alta frecuencia,
mientras que si posteriormente se usa la parametrizacién de Youla se puede mejorar
la sensibilidad en otra banda, como son las frecuencias medias.

e Ajuste del parametro de penalizacion del esfuerzo de control A. También
llamado move suppression factor, el pardmetro A (que puede ser una matriz) se
puede ajustar con dos fines diferentes:

— reducir el niimero de condicién de la matriz que se ha de invertir para obtener
la ley de control del CPBM,

— y evitar acciones de control agresivas. Indirectamente también se estd mejo-
rando la robustez del sistema de control.

El sintonizado de dicho pardmetro se suele regir por criterios empiricos, aunque hay
algunos trabajos que ofrecen una expresion analitica para A con el fin de reducir
el mal condicionamiento del sistema [Shridhar y Cooper 1997]. En dicho trabajo
se obtiene una expresién analitica del nimero de condicién y a partir de ella,
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se deriva una expresiéon para A, de modo que el nimero de condicion se acota por
un valor fijo. El principal inconveniente de este método es que aproxima el proceso
por un sistema de primer orden mas un retardo con el fin de obtener la expresion
analitica de manera sencilla.

También existen métodos guiados de sintonizado de A para evitar acciones de control
agresivas (reducir el esfuerzo de control) como los basados en la descomposicién en
valores singulares de la matriz del controlador y el andlisis de sus componentes
principales (PCA) [Sanchis et al. 2001], [Sanchis 2002].

Aunque hay estudios sobre este aspecto dual de A [Maurath et al. 1988], la atencién
se ha centrado sobre todo en el segundo objetivo, el cual viene motivado por el hecho
de que siempre se puede estabilizar un sistema estable en bucle abierto haciendo el
controlador menos agresivo. En el limite de un controlador completamente pasivo,
el sistema regresa a su comportamiento estable en bucle abierto.

Tras plantear las diferentes técnicas usadas con el fin de mejorar la robustez del
sistema, un aspecto a tener en cuenta seria la prediccion en bucle cerrado. Aunque
habitualmente se usa la prediccion en bucle abierto, ésta puede resultar demasiado conser-
vadora, al no considerar que el efecto de la perturbacién es atenuado por el bucle cerrado.
De este modo, en un esquema de prediccion en bucle abierto, la incertidumbre originada
por las perturbaciones crece a lo largo del horizonte de prediccién (efecto acumulativo).
Pero en la prediccién en bucle cerrado se dispone de un grado més de libertad (el ajuste
del controlador), el cual se puede ajustar para evitar la acumulacién de incertidumbre y
el resultado es menos conservador.

La incorporacion de esta idea en el CPBM da lugar a la denominada formulacion
en bucle cerrado y fue introducida en [Lee y Yu 1997], [Scokaert y Mayne 1998] en el
controlador min-max. En esta formulacién, el problema de control no esta planteado en
términos de una secuencia de actuaciones, sino de una secuencia de leyes de control, lo
cual hace que el problema de optimizacion implicado sea infinito-dimensional. Por tanto,
estos controladores constituyen todavia una herramienta meramente teérica [Mayne et al.
2000].

El problema de prediccion en bucle cerrado resulta dificil de resolver. Una forma que
permite una solucién en ciertos casos es utilizando Programacién Dindmica. En [Kothare
et al. 1996] se muestra como ajustar la ley de control de modo que se minimice el peor caso
para una funcién objetivo con horizonte infinito, resultando asi un algoritmo de CPBM
robustamente estable.

Una ventaja adicional de la prediccion en bucle cerrado radica en que se disminuyen
los problemas numéricos debidos a la precision finita, pues en este caso las predicciones
ya no dependen de las sucesivas potencias de la matriz de estado A, sino de las potencias
de A — BK, siendo B la matriz de entrada del sistema y K la realimentacién del estado.
En cualquier caso hay pocas aportaciones con el fin de obtener algoritmos de CPBM
computacionalmente eficientes.
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2.5 Conclusiones del capitulo.

En este capitulo se han plasmado los fundamentos del CPBM, asi como de sus
diferentes implementaciones, resaltando la importancia que tiene el CPBM en el entorno
industrial.

También se ha puesto de manifiesto el problema de la robustez en CPBM, plan-
teandose dos alternativas: el analisis de la estabilidad para un control predictivo dado
ante incertidumbres en el sistema y el diseno de controladores predictivos robustos.

Por 1ltimo, se presenta un conjunto de técnicas utilizadas actualmente encaminadas
a mejorar la robustez del CPBM. La incorporacion de las incertidumbres en el diseno de
controladores es uno de los grandes temas de investigacion abiertos en CPBM, en los que
se han realizado avances significativos, como la formulacién en bucle cerrado del CPBM.

Esta tesis se centra en la mejora del problema de la robustez en CPBM, explorando
un nuevo enfoque para la definicién de incertidumbre paramétrica basada en la técnica
BDU (Bounded Data Uncertainties), originalmente desarrollada para problemas de iden-
tificacion y que se adapta de forma natural a la optimizaciéon min-mazx y a la formulacién
asociada al CPBM.

En el préximo capitulo se presentan los fundamentos de la técnica, la cual puede
permitir un sintonizado guiado del parametro de penalizacién del esfuerzo de control A
(frente a los criterios empiricos habitualmente usados), que como se comenté anterior-
mente, al mismo tiempo proporciona un control menos agresivo y mejora los problemas
de mal condicionamiento.
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3.1. INTRODUCCION.

3.1 Introduccion.

La técnica BDU fue desarrollada originalmente para problemas de estimacion de
pardmetros, con extensiones muy limitadas al &mbito del control de procesos [Sayed et al.
1998]. Por ese motivo, se ha elegido ese enfoque para introducir la técnica BDU, incluyendo
también un estudio comparativo con otras técnicas de estimacién de parametros.

Asi, el capitulo se distribuye de la siguiente forma, la seccién 3.2 presenta el pro-
blema de minimos cuadrados y diferentes técnicas de regularizacién de dicho problema,
destacando de entre ellas la técnica BDU cuyo desarrollo matemético se muestra con de-
talle en la seccion 3.3. Para finalizar la tultima seccién se dedicara a las conclusiones del
presente capitulo.

Asi pues, centrando la atencién en la estimacién e identificacién, que son areas
importantes en casi cualquier problema de ciencia e ingenieria, una manera tipica de
plantear un problema de estimacién o identificaciéon consiste en considerar un sistema
descrito por una matriz A € R™*" conocida, siendo x € R” un vector desconocido y
salidas medibles b € R™, de manera que se describe mediante el modelo lineal

Ax =b. (3.1)

A partir de la salidas medibles y conociendo A, se desea encontrar X, pero en los
sistemas reales raramente se presenta la igualdad (3.1) porque nunca se mide exactamente
el valor de b y tampoco se conoce exactamente la matriz A obtenida mediante modelado e
identificacién. Asi, el vector b contiene medidas ruidosas (o con incertidumbre), no siendo
cierta la ecuacién (3.1), planteando el problema de la forma

Ax =~ b. (3.2)

3.2 Técnicas de regularizacion.

Existen diferentes métodos de regresion [Schubert 2003] para manejar el problema
(3.2) usados en identificacién de sistemas (y también en otros d&mbitos como el procesado
de senales, control, procesado de imagenes, comunicaciones digitales, estadistica y otros),
los cuales se detallan a continuacién.

1) Minimos Cuadrados. ' Dicho principio es fundamental y estd presente en numero-
sas teorias de identificacion y control, como son el filtro de Kalman, control LQR,
LQG, GPC, etc. Su popularidad es debida a que es facil de plantear y de resolver.
Considerando el contexto de la identificacion, dado el vector b € R™ que con-
tiene medidas ruidosas o con incertidumbre, relacionado con el vector desconocido
x € R" mediante el modelo lineal

'En inglés Least Squares (LS) o también llamado Errors-in-Observations.
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Ax =b+ b (3.3)

para una matriz conocida A € R™*" (con m > n), se estima X resolviendo el sistema
de ecuaciones (3.2), en la mayoria de los casos inconsistente

min ||Ax — b||, (3.4)

denotando ||.||, la norma euclidea del vector (o el maximo valor singular de la ma-
triz). El vector ¢b indica un término de ruido que explica la desigualdad entre el
vector medido b y el vector Ax. Generalmente é¢b # 0, y por tanto el vector b
no pertenece al espacio generado por las columnas de A consideradas como vecto-
res (b ¢ R(A)), y en ese caso, el problema de minimos cuadrados busca el vector
b = A% € R(A) que esté mds cerca a b en el sentido de la norma euclidea (ver
figura 3.1). Asi el método considera que todos los errores e incertidumbre estan
presentes sélo en el vector b, y por tanto A se conoce exactamente.?

A

Ax-b = residuo
Ax

Figura 3.1: Interpretacion geométrica de la solucién LS.

La solucién X, siendo A™ la matriz pseudoinversa de A, resulta

% =[ATA] 'ATb = AD. (3.5)

En la figura 3.1 se muestra geométricamente la soluciéon X como la proyeccion de
b en el espacio generado por las columnas de A, R(A). El vector residuo Ax — b
es necesariamente ortogonal a la base constituida por las columnas de la matriz de
datos A, es decir

AT[A%—Db]=0. (3.6)

El principal inconveniente del método de minimos cuadrados (LS) radica en que es
sensible a errores en los datos. Es decir, un diseno de minimos cuadrados basado
en los datos (A,b) puede resultar inadecuado cuando los datos ’reales’ no son
(A,b) sino una versién perturbada de éstos, (A + JA,b + db), siendo JA y éb

2De ahf el nombre de Errors-in-Observations que también recibe el método de minimos cuadrados.
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desconocidos. En este caso la soluciéon X proporciona un nuevo residuo, mayor que
el anterior, debido a la perturbacién §A

residuo = ||[A + 6A]% — bl|, < |[Ax — b, + [6A%],. (3.7)
S— S——
residuo LS término adicional

El problema radica en que las perturbaciones o incertidumbre en los datos aparece
con mucha frecuencia en los problemas de control [Skogestad y Postlethwaite 1996].

2) Minimos Cuadrados Regularizado. * Dicho método es una variante del LS que
puede obtener una solucién m&s robusta (es decir, menos sensible a errores en
los datos) ante el problema descrito anteriormente que aparece cuando los datos
reales son (A + JA,b + db) y que ademds pretende combatir el problema de mal
condicionamiento que aparece en el LS puro [Golub y van Loan 1996], [Lawson
y Hanson 1995], [Tikhonov 1963]. El mal condicionamiento produce que pequenos
cambios en los datos de partida originen grandes cambios en el resultado obtenido
(y por tanto una mayor sensibilidad a dichos errores). Considerando el sistema de
ecuaciones normales (3.6) que describe la solucién del LS

ATA%x = A"b (3.8)

el problema surge con el término AT A, cuyo niimero de condicién puede ser mucho
peor que el de A, lo cual origina problemas cuando se invierte para calcular la solu-
cién. La regularizacién puede ser una solucién, que consiste en elegir de antemano
un parametro positivo A (el pardmetro de regularizacién) para que la inversién sea
mas facil y mds precisa, y elegir X resolviendo el siguiente indice (donde se usa la
norma al cuadrado la cual facilita la derivada del indice)

min [[|Ax — blf2 + Alfx[3] (3.9)

siendo la solucién

% = [ATA + ] ATD. (3.10)

El inconveniente radica en que se elige A de un modo intuitivo, y sin ningin pro-
cedimiento o técnica que ayude en su diseno. De modo que si es muy grande, se
produce una sobrerregularizacién la cual puede originar pérdida de informacién
importante, y si A resulta pequeno se produce una subregularizacién que puede
provocar que la solucion no sea robusta, es decir que sea sensible a errores en los
datos. En la siguiente seccién, se presenta la técnica BDU que lleva a cabo la regu-
larizacién semiautomatica sin intervencion del usuario, disenando A a partir de
una cota de la incertidumbre A y dob.

3En inglés Regularized Least Squares (RLS).
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Existen otras técnicas de regresion que hacen uso de la reqularizacion, las cuales se
podrian agrupar en dos familias, aquéllas que llevan a cabo una regularizacién posi-
tiva o llamada simplemente reqularizacion, es decir con A > 0, tales como las técnicas
minimos cuadrados contraido, regresion Ridge, regresion Tikhonov, min-maz y el ya cita-
do minimos cuadrados reqularizado, y aquéllas que usan la regularizacion negativa o
desregularizacion, es decir con A < 0, tales como las técnicas minimos cuadrados total
y mMin-min.

Tradicionalmente, el uso del minimos cuadrados (que no usa regularizacién alguna)
y minimos cuadrados total estd muy extendido en el &mbito de la estimacién, pero dichos
métodos presentan el problema de ser poco robustos, es decir muy sensibles a los errores en
los datos o funcionan mal cuando la matriz A estd mal condicionada. La desreqularizacion
del min-min también presenta el mismo problema. Asi pues, en general los métodos que
desregularizan intentan obtener una solucién mds precisa (con menor residuo), pero
menos robusta, obteniendo valores de ||X||, mayores. Por otra parte, los métodos que
reqularizan obtienen soluciones mas robustas pero menos precisas, es decir, incorporan
un sesgo o residuo adicional, reduciendo asi el valor de ||X]|,.

Son destacables otros métodos basados en el criterio del error hacia atrds (en inglés
backward error) que pretenden mejorar ambos aspectos, robustez y precisién, pero a costa
de manejar indices no converos mas complejos [Chandrasekaran et al. 2004].

Con tantas técnicas, es dificil establecer cudles son mejores, pues también depende
de la aplicacién en particular. En el ambito de la estimacion e identificacion, tradicional-
mente se han usado técnicas de desreqularizacion con la intencién de conseguir soluciones
precisas, aunque también se han usado de reqularizacion. No obstante, desde el punto de
vista de control, y sobre todo de control robusto, interesarian técnicas de reqularizacion
que proporcionen soluciones méas suaves (menores ||X||,) y robustas. A continuacién, se
describen dichas técnicas.

3) Minimos Cuadrados Contraido. * Los estimadores contraidos se deben a [Stein
1956], y se plantean a menudo en el Ambito de control cuando aparecen restricciones
al formular el problema de optimizacion. Un problema con restricciones sencillo seria

min [|[Ax — b||,
sa. ||Bx—d|, <a (3.11)

donde, a menudo, d = 0 y B es no singular, aunque no es necesario. El problema
se puede resolver usando un multiplicador de Lagrange [Martinez et al. 2000],
[Martinez et al. 2002], resultando

min [|[Ax = b[; + A [|Bx - d|}; - o?]] (312)

“En inglés Constrained Least Squares.
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dando como solucién

% = [ATA:+XBTB]1[ATb—%XBTd], (3.13)
2

—a®=0. (3.14)
2

g(i) - HB[ATAs+XBTB]4[ATb—%XBTd]—ci

La ecuacién (3.13) proporcionarfa la familia de soluciones dependientes del pardme-
tro A, pero cuando se particulariza para el valor 5\, se especifica una tnica solucién.
La ecuacién (3.14) se denomina ecuacién secular en [Golub y van Loan 1996], la
cual se resuelve mediante algin método tipo biseccion orientado a encontrar raices,
y permite obtener el valor del multiplicador A

4) Regresion Ridge. En el dambito de control, un problema fuertemente relacionado
con el tema de la robustez consiste en la particularizaciéon del problema anterior
considerando que la restriccién se expresa mediante una esfera. De modo que se
elige una A > 0 (regularizacién positiva) que resuelva el problema

min [||Ax = bll; + A |lx];]
sa.  [x(A)], < ea. (3.15)

En ese caso, se usan métodos como la regresion Ridge [Hoerl y Kennard 1970a],
[Hoerl y Kennard 1970b] para seleccionar el parametro A. El uso de la funcién de
validacion cruzada reduce la dependencia de la solucion de cualquier experimento.
Cuando se usa dicha funcién para obtener A en el problema de regresion Ridge, a
menudo se le denomina como un problema de validacion cruzada.

5) Regresién Tikhonov. Se presenta el siguiente problema [Tikhonov 1963]

min [[|Ax — b|f2 + A[|Lx]] (3.16)

donde el disenador puede elegir dos parametros para seleccionar la solucion deseada,
el primero la matriz L, la cual se usa para especificar condiciones sobre x (por
ejemplo, si se elige L = I proporciona una solucién con norma pequena, si se elige
L como la aproximacion discreta del operador derivada proporciona una solucion
suave), y el segundo A, el cual no se suele elegir directamente, sino a partir de
ciertos requerimientos. Existen muchas técnicas para seleccionar A [Hansen 1992],
[Neubauer y Scherzer 1998], [O’Leary 2001], [Kilmer y O’Leary 2001], y ese hecho es a
la vez el punto fuerte y débil de este método, pues no se puede decir qué técnica es la
mejor, y al final el método elegido termina basdndose en la experiencia y habilidad

del disenador. La solucién al problema presenta la forma siguiente (suponiendo
L=1)
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%= [ATA + 1] ATb. (3.17)

6) Min-max o Bounded Data Uncertainties (BDU). El deseo de un método mas
riguroso matematicamente para tratar los problemas de robustez, lleva al desarrollo
del problema min-max [Chandrasekaran et al. 1998], también llamado Robust Least
Squares (RLS) [Ghaoui y Lebret 1997]. Dicho método se propuso y se resolvid,
por una parte, mediante técnicas de la ecuacion secular en [Chandrasekaran et al.
1998], y por otra parte, mediante técnicas de Linear Matriz Inequalities (LMI) en
[Ghaoui y Lebret 1996]. Mediante LMIs el tiempo de célculo es menor, aunque esta
ventaja sélo se aprecia cuando aparecen muchas restricciones a tener en cuenta en
el problema, ya que en los casos sencillos, en general, la ecuacion secular es més
simple. El método ha sido planteado [Sayed et al. 1998], [Subramanian y Sayed
2003], [Watson 2001] para resolver problemas de identificacion, estimacién, filtrado,
control, ajuste de datos, etc. El problema min-mazx trata de encontrar el peor modelo
en una region acotada, y luego resuelve el problema basado en este peor escenario,
siendo el planteamiento matematico del problema

min  maz ||[A+dA]x — [b+db], (3.18)
X |0Al[,<na
llob]l, <ms

donde JA y 0b es la incertidumbre, no conocida aunque acotada por 74 y n, respecti-
vamente. Definiendo el residuo J como ||[[A 4+ 0A]x — [b + db]||,, se puede reescribir
la ecuacién (3.18) de la siguiente forma

min  mazx J(x,0A,0b), (3.19)
x  ||0A[l,<na
[l <mpy

la cual puede ser vista segin la teoria de juegos como un problema con restricciones
donde participan dos jugadores. Por un lado el disenador, que trata de elegir un
valor de x que minimice el residuo, y por otro lado los oponentes dA y éb que
intentan maximizar el residuo. La solucién a este problema consiste en buscar el
vector X cuyo maximo residuo J, siendo |[0A[, < 14 y [|0b]], < m, es el menor
posible. Por ejemplo, si se seleccionan los vectores solucién xy, Xs y X3 y se dibujan
sus residuos J en funcion de §A y db, se puede observar en la figura 3.2 cudl es en
cada caso el maximo residuo. La solucién al problema consiste en encontrar qué x
produce el minimo residuo para el peor caso, siendo en el ejemplo de la figura la
solucién x,.

En la figura 3.3 se muestra la interpretacién geométrica. Para facilitar la expo-
sicién de la solucion se supone que la matriz A es de rango completo, en concreto
es simplemente un vector columna de dimensién 2, y que el vector b (también de
dimensién 2) no pertenece al espacio de A, b ¢ R(A) (si no se cumplieran estas
condiciones, la solucién seria sélo ligeramente diferente). Para cualquier x que se eli-
ja, el conjunto [A + dAlx es un disco centrado en Ax y radio ny4 ||x||, = 14 |x| (por
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»

(5A,5b)

Figura 3.2: Los méximos residuos (circulos) y los minimos (cuadrados), la solucién min-
maz (circulo negro) y min-min (cuadrado negro).

ser en este caso x un escalar). Variando el valor de x los discos conforman un cono
(también en 2 dimensiones) alrededor de Ax. El mayor residuo se obtendra buscan-
do el punto dentro del disco centrado en Ax mas alejado del disco centrado en b,
por tanto, la maximizacion restringe el problema a la arista inferior del cono, y pos-
teriormente la minimizacién elige el punto de dicha arista tal que el segmento que
parte desde el punto mas alejado del circulo alrededor de b hasta la arista inferior,
es perpendicular a dicha arista, es decir, dicho punto proporciona el menor segmento
(o residuo) a la arista inferior. Si en el punto donde dicho segmento corta a Ax se
traza un disco tangente a la arista inferior (ver figura 3.3), dicho disco tendra radio
na ||%||, donde X es la solucién éptima.

En el apartado siguiente se presentard con mds detalle dicha técnica, por lo que
aqui simplemente se plasmara la solucién al problema. En ese sentido, es posible
afirmar que el indice (3.18) se transforma en el siguiente problema de minimizacién

min [[[Ax = bll, + nalx]ly +m], (3-20)

el cual difiere del tipico problema de Tikhonov en que las normas no aparecen
al cuadrado, y en que el término 7, tiene ahora una interpretacion fisica, que es
una cuantificacién de la incertidumbre en la matriz (se observa que la solucién del
problema no va a depender de 17;). No obstante, si Ax # b y x # 0, el problema
min-maz proporciona una solucién similar a la del problema de Tikhonov con L =1

L 1-1
% = [ATA + )\I] ATb (3.21)
regularizada por el pardmetro positivo 5\, el cual se calcula mediante la ecuacion
secular
“ Ax—Db
f = AX bl (3.22)
[1X]]
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A
0
b/ AL
[A+8A]xm
nAl -,X\;Pﬂla?( | 2 AX
= >
[4+84]%,,

Figura 3.3: Interpretacién geométrica de la solucién min-maz y min-min.

Una eleccion razonable para el parametro A en el problema de Tikhonov consiste
en elegir A = 1% ya que el resto de términos también son cuadraticos y asi tiene
en cuenta el tamano de la incertidumbre [Schubert 2003]. Por tanto, en este caso
el inconveniente de la técnica min-maz radica en que el coste computacional a la
hora de calcular la soluciéon es mayor. No obstante, en el problema de Tikhonowv, el
parametro A podria resultar arbitrariamente grande o pequeno. Si resulta grande,
se produce una sobrerreqularizacion la cual puede originar pérdida de informacién
importante, y si el pardmetro resulta pequeno se produce una subregularizacion
que puede provocar que la solucién no sea robusta [Schubert 2003], [Gomez et al.
2005]. Asi pues, en el problema de minimos cuadrados regularizado, el pardmetro
A se ajusta intuitivamente y también podria resultar ser arbitrariamente grande o
pequeno. Ese es el principal inconveniente de las técnicas de regularizacion descritas
anteriormente, la eleccién del parametro de reqularizacion. En cambio, en el BDU
se lleva a cabo una regularizacion semiautomatica, llamada asi porque todavia
se debe proporcionar la cota de la incertidumbre que se considera presente en los
datos, y no se garantiza que se conozca de manera precisa. Y este aspecto es critico
porque el parametro de regularizacion depende del valor de dicha cota.

7) Minimos Cuadrados Total. 5 [Golub y van Loan 1980], [Golub et al. 1999], [Van Huf-
fel y Vandewalle 1991]. Mientras que el método de minimos cuadrados (LS) considera
que los errores s6lo ocurren en b y proyecta b sobre R(A), en el minimos cuadrados
total (TLS) se asume que los errores ocurren en A y b, y encuentra los més cercanos
Avybal problema original (ver la interpretacién geométrica de la figura 3.4), de

modo que b € R(A).

°En inglés llamado Total Least Squares (TLS) o Errors-in-Variables en el &mbito de identificacién de
sistemas, o bien Orthogonal Regression en estadistica.
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" ox

v

Figura 3.4: Interpretacion geométrica de la solucion TLS.

Evidentemente, el inconveniente radica en que no se puede limitar cudnto se modifica
A (es decir, no se incorpora una cota superior de la incertidumbre), y asi la solucién
podria ser la de un problema muy diferente (Ax = f)) al inicialmente planteado.
En ese sentido, el TLS selecciona los valores mas optimistas de A y f), los cuales
pueden que no sean realistas, ademas de que el método considera las perturbaciones
o errores en A y b independientes, lo cual en muchas situaciones de identificacion

y control no ocurre.

8) Min-min. ¢ Dicho método se presenta en dos versiones [Chandrasekaran et al. 1999],
la no degenerada, es decir, con solucién tnica, y la degenerada, con miltiples so-
luciones. En el caso degenerado la técnica min-min puede llevar a cabo tanto una
reqularizacion como una desreqularizacion, dependiendo del tamano de la incerti-
dumbre, posibilidad que no ofrece el minimos cuadrados total. Centrando la atencion
en la no degenerada, la idea es similar al TLS, donde el sistema actual formado por
A +6A y b+0b, es tal que b+0b esta tan cerca del subespacio definido por A+d§A
como sea posible. El problema se expresa como

min min ||[A+dAlx — [b+db]|, (3.23)
X |0A[[;<na
ll6b]l; <mp

cuya solucién es la misma que en el caso min-max

% = [ATA + 5\1] " ATh, (3.24)

salvo que el parametro \ es de desregularizacion, es decir, A < 0 y ademas de signo
opuesto al parametro de regularizacion del problema min-max

|AX — b,

1%

A= —1Na (325)
En este caso no se busca el peor escenario como en el min-mazx sino el mejor o mas
optimista. Asi que la solucién consiste en buscar el vector X cuyo minimo residuo
J, es el menor posible. En la figura 3.2 la solucion seria x;.

6También llamado en inglés Bounded Errors-in- Variables.
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Llamando X,,;n_min @ la solucion obtenida del problema min-min y X, maz a la
solucién obtenida del problema min-max resulta que la soluciéon al problema de
minimos cuadrados puro (X;s) se encuentra entre ambas soluciones

[Rmin-—maclly < 1XLslly < [Rmin—minll; - (3.26)

La interpretacién geométrica es similar a la del problema min-maz (ver figura 3.3),
pero en este caso se busca la minima distancia entre el disco alrededor de b y el
cono, ubicando por tanto la solucion sobre la arista superior del cono. En caso de
que el disco centrado en b y el cono tuvieran puntos en comun, se plantearia la
version degenerada del min-min.

3.3 Fundamentos de la técnica BDU.

La técnica BDU (Bounded Data Uncertainties) consiste como se vio anteriormente
en la resolucion de un problema de optimizacion min-maz usado para estructurar la
incertidumbre. Es una técnica usada principalmente en ambitos como la identificacién o
filtrado y restauraciéon de imagenes, pero muy poco usada en control (destacar el caso del
linear quadratic requlator (LQR)). En este apartado se profundiza en el planteamiento y
la solucién que proporciona dicha técnica.

3.3.1 Planteamiento del problema.

El problema Bounded Data Uncertainties (BDU) [Chandrasekaran et al. 1997],
[Chandrasekaran et al. 1998], [Sayed et al. 1998], [Sayed y Nascimento 1999], [Nasci-
mento y Sayed 1999] también llamado genéricamente min-maz o Robust Least Squares
(RLS) [Ghaoui y Lebret 1997] se propuso y se resolvi6, mediante técnicas de la ecuacién
secular en [Chandrasekaran et al. 1998]. Dicho problema trata de encontrar una solucién
X con las mejores prestaciones en el peor escenario posible dentro de una region acotada.
Matematicamente el problema se escribe como

min  maz ||[A+dA]x — [b+db], (3.27)
X [|6A[l;<na
ll6b]ly <mp

donde (A, b) seria el modelo nominal y (A + §A,b + db) seria el modelo real per-
turbado, el cual no puede ser conocido, pues no se conoce ni dA ni db, aunque si una cota
superior de éstas na y m

[0A]l, < na, (3.28)
16blly < . (3.29)
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3.3.2 El limite para la incertidumbre.

Partiendo de la interpretacion geométrica en 2 dimensiones de la figura 3.3, donde
se supone que A y b son vectores columna de dimensién 2 (para facilitar la exposicién de
la solucién), se va a formular la condicién que se ha de cumplir para que la solucién sea
no nula x # 0.

A

>

Figura 3.5: Interpretacién geométrica para que exista solucion distinta de cero.

Asi, en la figura 3.5 se observa cémo la proyeccién de b sobre la arista inferior (que
se comenté en la explicacion de la figura 3.3) sera distinta de cero siempre y cuando b no
sea ortogonal a dicha arista. Esto impone una condicion en el limite de la incertidumbre
n4. De hecho, solamente si 4 es muy grande puede darse el caso en el que la arista y

b sean ortogonales. Geométricamente, esta situacion se darfa cuando el disco centrado
1A bl
[[bl]2
b, como se muestra en la figura 3.5). Por lo tanto, el mayor valor que puede alcanzar el

limite en la incertidumbre para tener una solucién X distinta de cero es

en A tuviera un radio (justamente la norma de la proyeccién del vector A sobre

I AD |

olh (3.30)

na <

De hecho, el conjunto de posibles incertidumbres || 0A [|2< 74 contiene una pertur-
bacién dA tal que [A + 6A])"b = 0 si y solo si

[A"™D |

>0 ° 3.31
TS (3.31)

Demostracion: Se asume que existe un A tal que [A + 6A]"b = 0. Entonces
A b= —ATb y por tanto

T 7T
I A™D [lo=| 6A b [o<[| 6A" [|2[| b |2 . (3.32)

Ello implica que
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=T < [ATD |
| 0A” [|;> b ”22 (3.33)
y por tanto
— A™b
na >|| 5A" > 47D . (3.34)

b1l

De esta forma, si el conjunto de incertidumbres es lo suficientemente grande como
para incluir una matriz [A + 0A] que sea ortogonal a b entonces la tinica solucidn es
x=0.

3.3.3 Reduccion del problema min-maxz a un problema de mi-
nimizacion.

Suponiendo que se cumple la condicién de ortogonalidad y que por tanto el

limite establecido para la incertidumbre cumple (3.30), el primer paso consiste en reducir

el problema min-mazx a un problema clasico de minimizaciéon. Partiendo de nuevo del
indice inicial

| [A + 6A]x — [b+ 6b] |.=|| Ax — b + §Ax — b | (3.35)

se puede acotar segtin '

I TA + A]x — [b +db] ||, I Ax = b lz + || 6Ax [] + || =db ||

<
< [JAx —b |2 +na || x [|2 +m. (3.36)

El residuo (3.36) ofrece una cota superior para || [A + 0A]x — [b + db] [|2. A conti-
nuaciéon se demuestra que este limite superior es alcanzable, es decir, que existen

OA i || A [|2< na, (3.37)
ob || ob [[2< ms, (3.38)
tales que
I[A+0AJx—[b+0b] [, = [|Ax—=b}s+ [ dAx |l + || =db ||,
= [[Ax =D [}z +na [| x [[2 +ms- (3.39)

"La desigualdad triangular es una propiedad de las normas, que se expresa como || A + B [[o<|| A |2
+ [ B [la-
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Demostracion: La igualdad anterior se producird siempre que los vectores [Ax—b],
dAx, —0b sean colineales (apunten en la misma direccion) y tengan mdzima norma. Es
decir que sean linealmente dependientes

SJAx = o[Ax — b, (3.40)

—6b = a[Ax —b], (3.41)
para o, > 0, y que

1 0AX [l = nallx|l2, (3.42)

| =obla = . (3.43)

Para que se den ambas condiciones se debe cumplir

| x [|2
o = , 3.44
P TMAXx b | (344)
1
= 3.45
(07) 77()” A.X _ b ||2 ( )

Es decir, el conjunto || SA ||2< na contiene una perturbacion 6A que satisface (siem-
pre y cuando || Ax — b ||o# 0, es decir que b ¢ R(A))

R

SAx =, X2
MrAax—b

[Ax — b]. (3.46)

Y el conjunto || &b ||< ny contiene una perturbacién 8b que satisface

1

S L
TAx =D

[Ax — b]. (3.47)

Por lo tanto para cualquier x # 0, se cumple que

maz || [A+6Alx —[b+0b]|; = || [A+IA]x—[b+db] |,
Hgmlgm
25

= [|Ax—b [y + || Ax |l + || =db [|2

— I Ax=b [l 4 [ % [l2 4 (3.48)
donde
- [Ax — bjx"  x
SAx = , 3.49
M Ax—b o x ] (3.49)
A [Ax — D]
b = (3.50)
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De todo lo anterior, se establece el siguiente resultado: El problema min-max con
restricciones establecido en la ecuacion (3.27), es equivalente al siguiente problema de
MINIMIZacion Sin restricciones

minl[] Ax = b [lz +na || x [l2 +m]. (3.51)

Una vez calculado x, se puede conocer SA y b para los que ha sido minimizado el
indice.
3.3.4 Minimizacion del indice.

Para resolver el problema de minimizacion se plantea el indice siguiente

J(x) =[| Ax = b [la +na || x [l2 +m, (3.52)

el cual es convexo y continuo en x, aunque no diferenciable en todos los puntos.
Considerando los casos para los que el indice J(x) es diferenciable (x # 0, Ax — b # 0),
el gradiente de J(x) existe y viene dado por

1 NA
VIx) = ———AT[Ax - b] + —x
| Ax—b [ | [I2
1 na |l Ax —b ||
= —  _ |ATAx— A"b + (3.53)
| Ax—b [ I Iz
Si se define el niimero positivo A como
Ax—Db
| |2
se tiene que
1
VI(x)=-————[[ATA+ \]x— A"Db]. 3.55
= T | | } (3.:5)
Y el minimo viene dado por
VIR = 0 (3.56)
[ATA+ A% - A"b = 0 (3.57)
% = [ATA+ M|7'AD. (3.58)

Hay que hacer notar que el niimero positivo A depende de x, por lo que la solucién al
problema de minimizacién pasa por resolver el siguiente sistema de ecuaciones no lineales
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% = [ATA + M| 'ATD, (3.59)
A% —b
%2

La aplicaciéon entre las variables x y A es biyectiva. Dado un valor para x se puede
calcular el valor de A correspondiente a través de la ecuacién (3.60), y por el contrario,
dado un X se puede evaluar el vector x correspondiente via la ecuacién (3.59). El pardmetro
A se expresa como una ecuacién no lineal que depende exclusivamente de (A, A, b,n,4),
destacando que no depende de 7.

Definiendo la funcién F()), ecuacién secular, como

_Na ||AX - b||2

1%l

F(\ Y (3.61)

se demuestra que existe una tinica solucién A > 0 tal que F(\) = 0. Por lo tanto esta
raiz puede ser calculada por cualquier método de localizacion de raices tipo biseccion.

3.3.5 Extension del indice planteado.

Ademas del planteamiento del problema BDU mostrado anteriormente, existen otros
planteamientos que pueden ser muy interesantes desde el punto de vista de la identificacion
y el control. Asi se puede adoptar el indice que se emplea cldsicamente en el diseno de
diferentes estrategias de control, como son el LQR, LQG, Control Predictivo, donde se
introduce en el indice un término adicional que penaliza el esfuerzo de control (en este
caso la variable x). De nuevo, si se incorpora explicitamente un limite en el tamano de
las incertidumbres se puede plantear el siguiente problema

min  max [|| [A +0A]x — [b+6b] |5 +p | x ||§] , (3.62)
x  ||0A]l,<na
[10b]lo <mp

donde el parametro p penaliza la variable x. Se puede comprobar que en ausencia
de incertidumbre (0A = 0, b = 0), planteando el siguiente indice

min (|| Ax —b 3 +5 || x |} (3.63)
se obtendria la solucién
% =[ATA +pI] 'A"D, (3.64)
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observandose que p seria el parametro de reqularizacion del problema sin incerti-
dumbre. Evidentemente, al considerar la incertidumbre, y aplicar la técnica BDU, se ob-
tendra un nuevo parametro de reqularizacion X, que sustituird a p tal y como se muestra
a continuacion.

Asi pues, volviendo de nuevo al indice (3.62), se trata de simplificarlo en un nuevo
problema de minimizacion. Basandose en que

min  max [|| [A +0A]x — [b+6b] |5 +p | x ||§]
X ||0A]l,<na
[10b]]5 <np

=min |p||x|3+ maz [|[A+5Alx—[b+db][3]]. (3.65)
x ll0A[|,<na
llob]l, <ms

A partir de la acotacién (3.36) se puede expresar de la siguiente forma, comprobando
que la cota superior es alcanzable

min | p || x[3+ maz (|| Ax=b |y +na ||l x [l +m)"| - (3.66)
x 1Ay <na
3Dl <m,

Demostracion: En ese caso, la igualdad dada por

I TA + 0AJx — [b+db] [I3= [l Ax = b [l +14 [| x [l +1me)” (3.67)

se cumplird siempre y cuando los vectores [Ax — b|, §Ax y —db sean colineales
(apunten en la misma direccion) y dA, 0b tengan su mdzima norma. Asi pues, se debe
cumplir
JAx = ai;[Ax—Db],
—0b = ay[Ax —Db],
[ 0Ax [z = nall x|z
| =0bfl = .

Del mismo modo como se mostro en las secciones anteriores, esto solo es posible si
se eligen unas incertidumbres dadas por

- [Ax —b] x"
SA = na : (3.72)
TAx=D L x5
A [Ax — b]
ob = —mp— . 3.73
MAx=b |5 (3.73)
[ ]
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Pudiendo concluir por tanto que

maz || [A+JA]x —[b+db]|5 = [|[[A+ SA]X —[b+ Sb] I
i
2SS

= [l Ax=b [l + || SAx [} + [| =db ||2]°
= [l Ax=b [z +na || x ||z +m)” (3.74)

y el problema min-maz original, es equivalente al siguiente problema de minimiza-
cion
min J(x) = min [[| Ax = b |l +na || x [l +m]* + o [ x [3] . (3.75)

donde el indice de coste .J(x) es una funcién convexa, y por tanto se puede obtener
su minimo global a través de su gradiente

VI(x) = 2[| Ax=b[ls +na [| x ||2 +m] -
|:2AT[AX —b] 2nax
2| Ax=b > 2 x]

2x
2 || x |2

AT[Ax —b]  mux ”
+ 2px.
[Ax =D, [Ix]

|2] 20l x (3.76)

. [m Ax—b [l 40 | x 2 4] [

Resolviendo V.J(X) = 0 resulta

ATA% ~b]  mk
AR =Dl %]}

[ A% = b [l +n4 | % [l +m]-[ ]+pf< — 0, (377

ATAX—ATb % R 0, (378)
~ NAT—= ~ ~ = ) .
| A% =D || (%2 AR =D}z +na || X [l2 +m
A% b A%~ b
ATAx — ATp 4l AX =Dl pAX-D s % = 0. (3.79)
%2 | AX =Db 2 +na || X ]2 +m

Definiendo el nimero positivo A como

Ax —b Ax—Db
1% 2 | AR = b ||z +na [| X []2 +7
se llega a
ATA% — ATb + A% =0, (3.81)
% =[ATA+M]'ATD, (3.82)
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donde como en el caso anterior, el nimero positivo A depende de x, por lo que la
solucion al problema de minimizacién pasa por resolver el siguiente sistema de ecuaciones
no lineales

% = [ATA+M|7'ATD, (3.83)
A% —b A% —b

A — MmllAX=bl;  plA%-bl. (354)
%l | AX = b [l2 +na [| X [l2 +ms

siendo (3.84) una ecuacién no lineal que depende exclusivamente de A y de los datos
del problema (A,b, p,n4,m). En este caso se observa que, a diferencia del problema
original (3.27), ahora la solucién si depende de 7,. La solucién A de la ecuacién (3.84)
puede ser calculada por un método iterativo de localizacién de raices tipo biseccién.

3.3.6 Planteamiento mediante la SVD.

Para encontrar el valor de A de un modo mdas sencillo y reduciendo posibles errores
numéricos, se pueden manipular las ecuaciones anteriores (tanto para el indice original
(3.27) como para el indice extendido (3.62)), utilizando la descomposicion en valores
singulares (SVD) de la matriz A

A=U { ? ] VT, (3.85)

donde U € R™™ y V € R™" son matrices unitarias y ortogonales, y

Y = diag(oq,...,00) (3.86)

es la matriz diagonal de los valores singulares con

[ 012022---20.77,

o. (3.87)

Ademis se establece la particién del vector U”b en

{ b ] =U"b (3.88)

donde b; € R* y by, € R™™".

e Por tanto, para el indice original (3.27) las ecuaciones (3.59) y (3.60) se trans-
forman en
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V[Z? + \|7'Zby, (3.89)

1aV/A2 [ [Z2 + AL tby [I3 + [ by [I3
|| 2[22 + )\I]flbl ||2

>
I

, (3.90)

tal y como se demuestra a continuacion.

Demostracién: La ecuacion (3.59) se puede reescribir como

>
|

[ TM?}VT]”I [U[E]VT]T'O (3.91)

X = V22+)\I ~'Tb,; (3.92)

y por tanto

| % [l2=|| B[E*+ A1 ""'by [|s . (3.93)

La expresion [Ax — b| también se puede reescribir como

[Ax -b] = U %]VTV[EZJr)\I]‘IEbI—b (3.94)
= U {?]VTV[EQJFAI]‘IEbI—UTb} (3.95)
= U { > } (X2 4 M\]7'Sh, - [bl H (3.96)
| o b,
[ §2[§72 -1 -
_yl| FE +iﬂg by bl} (3.97)
m 2152 -1 - 2 2 -1
_ u | ZPEE AL - [22+ AT)[E2 4 A bl} (3.98)
L _b2
M 2 w2 2 -1
_ oy B2 -0+ ] bl} (3.99)
_b2
- 2 -1
_ oyl = +bm bl} (3.100)
L — P2
por lo que
| [Ax —b] [la= \/AZ I[Z2 4+ Aoy I + [ b2 |3 (3.101)
|
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Del mismo modo, se define la funciéon F(\), ecuacién secular, como

_ VA 22+ M) by [+ (b 3

F(A
) || £[322 + AI]-'by |2

— A (3.102)

e Y para el indice extendido (3.62) las ecuaciones no lineales (3.83) y (3.84) se
transforman en las ecuaciones (3.103) y (3.104) mediante la descomposicién SVD

% = V[Z2+A]'Zb,, (3.103)
nay/ N2 | 22+ A1) by I3 + [ bs |3
| Z[Z2 4+ M) 1by ||
N py/ A2 || 22+ AT)-1by I3 + [ by [13 .
VA2 [ 122+ A1) by (I3 4 [ b2 (13 +na || [Z2 4+ A1) 1Eby [|5 +n,

_|_

(3.104)

A partir de las cuales también se podria plantear la ecuacién secular F'(A). En ambos
casos, la unica solucién A > 0 puede ser calculada por cualquier método de localizacién
de raices tipo biseccion.

3.4 Conclusiones.

En este capitulo, tras mostrar los principales problemas del método de minimos
cuadrados aplicado a la estimacién de parametros, se ha presentado una comparativa de
diferentes técnicas de regresion, clasificandolas en dos grupos, las que llevan a cabo una
regularizacion positiva y las que desregularizan, interesando desde el punto de vista de
control robusto el primer grupo, destacando de entre ellas la denominada BDU o min-mazx.

Frente a los problemas de sobrerregularizaciéon o subregularizacién que presentan
la mayoria de métodos, debido a que eligen el pardmetro de regularizaciéon de un modo
heuristico, destaca la regularizaciéon semiautomatica que lleva a cabo el BDU, ajustando
dicho parametro a partir de la cota de la incertidumbre y con el fin de que la solucion sea
menos sensible a errores en los datos.

Posteriormente, se ha mostrado detalladamente el desarrollo matematico y los re-
sultados de la técnica BDU.

En el capitulo siguiente, se presentaran los resultados de la técnica BDU aplicados
al disenio de controladores LQR (dado que presenta una dualidad al problema de estima-
ci6n de parametros), en donde la incertidumbre de los pardmetros es tenida en cuenta
explicitamente, lo que permite el diseno robusto del LQR.
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4.1. INTRODUCCION.

4.1 Introduccion.

En este capitulo se muestra la aplicacién de la técnica BDU al controlador LQR con
el objetivo de mejorar su robustez, obteniendo asi el controlador LQR-BDU.

En primer lugar se considerard un horizonte de prediccion finito para sistemas de
una dimensién (un estado) y con una sola entrada (seccién 4.2), y posteriormente se
abordara la estabilidad del LQR-BDU en la seccion 4.3, bien anadiendo al LQR-BDU con
horizonte de prediccion finito una restriccion terminal, o bien mediante el planteamiento
del LQR-BDU con horizonte de prediccion infinito, ambos para sistemas de una dimension.
Por otra parte, en la seccion 4.4 se abordard la aplicacién del LQR-BDU al caso de
sistemas n-dimensionales, que no resulta trivial, ya que en ese caso no es posible obtener
una ecuacién explicita del pardmetro A y la solucién presenta la forma de un problema
TPBVP (two-point boundary value problem), el cual se resuelve iterativamente.

El contenido del capitulo se aplica sobre diferentes ejemplos, entre los que se destaca
el diseno del LQR-BDU para el modelo del movimiento lateral de un avién. Para finalizar
la dltima seccién se dedicara a las conclusiones del presente capitulo.

4.2 BDU en control.

Como se comento en el capitulo anterior, la técnica BDU ha sido usada principal-
mente en el ambito de la estimacion de parametros. También existen contribuciones en
areas afines como el filtrado y restauracién de imagenes [Sayed et al. 1998], pero escasa-
mente desarrollada para control de procesos, destacando en este tltimo caso la adaptacion
al controlador lineal cuadratico (LQR).

En este apartado se muestra el sintonizado del LQR via BDU [Sayed et al. 1998] para
sistemas unidimensionales y con horizonte de prediccién finito, que sirve como
punto de partida para la generalizacion de la técnica a otros tipos de diseno y dimensiones
del problema.

4.2.1 El controlador LQR con horizonte de prediccion finito. La
ecuacion recursiva de Riccati.

En el problema LQR el objetivo principal consiste en regular el estado de un modelo
lineal en espacio de estados para que llegue a cero, mientras se penaliza el coste debido al
esfuerzo de control.

Partiendo del siguiente modelo en espacio de estados de dimension uno y con una
sola entrada (es decir, f y g son escalares),

Tiv = fxi + gu; (4.1)
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donde se considera el estado inicial zy, y {u;} indica la secuencia de control de
entrada. En el problema LQR se busca la secuencia de control {u;} que resuelva

N
Tz? PT.q + Z [qz? + ru;] (4.2)
" i=0

siendo 7 > 0, p > 0y ¢ > 0. El coste de la funcién (4.2) penaliza el control {u,}, la
trayectoria del estado {z;} y el estado final (en el instante N + 1). Asi, intuitivamente, el
LQR trata de mantener la trayectoria del estado cercana a cero empleando la secuencia
de control menos energética posible.

Este problema se puede resolver recursivamente dividiendo la funcién de coste en
dos términos (programacién dindmica)

N-1
min Z [qz? + rul] + min [pay ., + gz + ruy] (4.3)
{’u.o,...,’u.]v_l} i—0 uN

donde sélo el segundo término, a través de la ecuacién de estado (4.1) para zyyq,
depende de uy. Minimizando para la variable uy, se obtiene la siguiente ley de control

iy = —knin, (4.4)
fgp
ky = : 4.5
N r+ g°p (45)
f*g*p? rf?p
v = fp— +q= +q, (4.6)

rep LT r+ g%

que indica que el control 6ptimo en el instante N es una realimentacién del estado
en el instante N, cuya ganancia ky es funcién de los pardmetros del modelo (f, g), de r
y del coste p.

Demostracion: FEl término a minimizar es el siguiente

min J = min [pry_, + qry + ruy] (4.7)
unN uN

en el que se sustituye xny1 Sequn la ecuacion en espacio de estados, y se elimina el
término qx3 por no depender de uy, resultando

nxin [p[fay + gun]” + ruy]. (4.8)
N
Minimizando el indice respecto a uy

dJ
T =2p([fxy + gun| g+ 2ruy (4.9)
un
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e itgualando dd—] = 0 se obtiene
UN

X fop .
Uy = — TN- 4.10
N T"—ng N ( )
Una vez calculada la accion de control optima tyn se puede sustituir en el indice
(4.7) obteniendo ast el coste px que penaliza al estado &y

J = [piia, + iy + ray] = paiy. (4.11)
Sustituyendo resulta
) 2 fop . 1 2

J=p|fiy — r+g2pr] +qiy+r [r+g2pr] = pNIy (4.12)

de donde se obtiene el valor de py

2

pN:rf£p+Q (4.13)
|

De modo mas general, para cada instante 0 < 7 < N se obtiene la siguiente ley de
control

ki = -—fg%iL—, (4.15)
T+ g°Pit1
f292p12+1 Tf2pi+1
pi = [l -2 L= L2 4y, 4.16
4 g% T+ g%pit (4.16)
PN+1 = D, (417)

donde p; se propaga via la recursion de Riccati con la condicién limite pyy1 = p.

4.2.2 Sintonizado del LQR via BDU.

En esta seccion se plantea el control LQR de un sistema unidimensional con in-
certidumbre usando la técnica BDU. Frente a otros métodos més conservativos (como
M), la técnica BDU, tal y como se comenté en el capitulo anterior, considera explicita-
mente una cota superior de la incertidumbre, de modo que en el diseno, ni se sobrevalore
ni se infravalore el efecto de la incertidumbre. Para poder sintonizar el LQR, (con horizonte
de prediccién finito) mediante BDU, se debera plantear el LQR en formato BDU, tal y
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como se muestra a continuacién, obteniendo asi una nueva ecuacion recursiva de Riccati

modificada.

Considerando un modelo con un solo estado y una sola entrada, e incertidumbre
paramétrica 6 f y dg

Tiy1 = [f + 0 f]ws + [g + 0glu; (4.18)

donde z representa el estado inicial y {u;} indica la secuencia de control de entrada.

Conociendo una cota superior de la incertidumbre (||6f||, < ng, [|0gll, < 7). se
puede plantear el problema LQR como un problema min-maz o BDU

N
. , o
min mar - \prig + ) |gri +ry; 4.19
fu} 1ofl,<ny | Zz_;[ ;] (4.19)
15911y <ng -

siendo 7 > 0, p > 0y ¢ > 0. El coste de la funcién (4.19) penaliza el control {u;},
la trayectoria del estado {z;} y el estado final (en el instante N + 1).

Tal y como se hizo en la seccién anterior, el problema se puede resolver recursiva-
mente dividiendo la funcién de coste en dos términos

N-1
min max [qz} + rui] + min_maz  [pr3,, + gz + ruy] (4.20)
(o1} | 167 15<n; = ux 87y <ng
16gllo<ng 16911y <ng

donde sélo el segundo término, a través de la ecuacion de estado (4.18) para zyy1,
depende de uy. Considerando el segundo término, sustituyendo xxq resulta

~ 2 2 2

min max [pri,, +qry +ruy] =
un |[6f[l,<ng
llgll><ng

. 1 1

min  max [H p2lg+dglun +p2[f +0flen |5 +7 || un 5 +¢ || zn (3] (4.21)
unN H§f|‘||2§77f
9lla Mg

Como z no depende de uy, se puede eliminar el término ¢ || zx ||3, y haciendo unos
cambios de variables, se puede presentar como un problema BDU del tipo (3.62) donde
en este caso A y b son escalares a pesar de que se expresen como matrices o vectores (en
negrita) para no cambiar la nomenclatura
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) 1 1
min max [|| p2[g+ dgluy +p2[f +oflany |3 +r || un |3 +q | 2n [|3] =
un ||df[ly<nys

169115 <mg
min _maz [|| [A+6Alx —[b+db] |3 +p || x ||3] (4.22)

X ||6A[,<na

llob]]<ms

donde se ha sustituido

A = prg, b — —p> fay,
SA — p2dg, 5b — —p2éfay,
1 1 1
Na — PN, m — 2y || 2n |l2= p2nglon],
X — un, p—>T.

Previamente, para poder aplicar BDU, se debe demostrar que la incertidumbre 74
sea menor de una determinada cota (condicién (3.30))

na < A5l (4.23)
bl
Tras deshacer el cambio de variables y siendo p% > 0, resulta
11
O i O S
na = p21y < . =p2lgll, = bl (4.24)
|[=pisan], :

ng < llgll = lgl- (4.25)

Minimizando el indice (4.22) para la variable x, la solucién BDU estarfa formada
por las ecuaciones (3.83) y (3.84)

% = [ATA+M|7'ATD, (4.26)
Ax — Ax —
1% ]2 | AR =b [l +7a || X [l2 +7

donde deshaciendo el cambio de variables anterior y sustituyendo A <— Ay se obtiene

X fap .
iy = ——29 g, 4.28
N Av+gip (4:28)
1 T Ul Mg
Ay = pg° {— + = (4.29)
A g 17 Tl
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Demostracion: A partir del valor de uy de la ecuacion (4.28) se obtienen las
siguientes expresiones deshaciendo el cambio de variables

FAnp? Anp?

AR — b [lp= || L2V a0l = NP2 ypa 4.30

| 2 AN+9%)NH 3 +9%wal (4.30)
) fap . p .

%1 H)\NWLQZP o 5 AN+ g°p Fgen] ( )

las cuales se sustituyen en la ecuacion de \ (4.27), sustituyendo también na, ny y p,
obteniendo

1 ~
Ay = 779)\N T)\Np§ |fo| (4 32)
9l Awp2 [fan| +p2ngp |fgin| + p2ns lin| Ay + g%p)
Mg r

- : 4.33
|g| )\N+779p |g|+%[)\N+g2p] ( )

77 T
AN+%pm+ﬁﬁMN+g%F=frEV (4.34)

gl

1 r ng N
Ay = — pg* {— + —g] : (4.35)

B T 1 ol
]

Una vez calculada la accién de control 6ptima uy se puede sustituir en el indice de
coste (4.21), obteniendo asi el coste py que penaliza al estado Zy (se observa que aunque
se desprecié el término ¢ || xx |3 al no afectar a la minimizacién, ahora si se considera
pues afecta al valor del coste). Asi resulta

PiR 1+ qEY + iy = pyiy (4.36)
Il AX = b ||y +na || & [|2 +m]” + g% + ricy, = pyiy (4.37)

donde sustituyendo || AX —b || y || X || obtenidos anteriormente, y sustituyendo
Na Y 7 Se obtiene

2
)\Np% |f| p%ngp|fg| 1 . ,rf292p2 ) , ,
M| AN+ s iy = PN 1.38
St e Y| Ty ek =k (489

Pg. 70



4.2. BDU EN CONTROL.

2
o [Av +mgplgl | np rf2g%p?

+q. 4.39
Av+a%p S [An + ¢°p)? 1 (4.39)

pn =pf

Las ecuaciones (4.28), (4.29) y (4.39) constituyen la ley de control para el instante N.
En esta ley aparece la ecuacion recursiva de Riccati modificada por la técnica BDU. Del
mismo modo, se podria desarrollar la ley de control para el resto de instantes 0 <1 < N
obteniendo

ki = fgpit1 : (4.41)
Ai + 9Dt
1 T ul Mg
Ai = — Dit1g” {— +—=11: (4.42)
L+ (1= 1 1l
= pirf? {)‘i + NgPis1 |g] ﬂ] 2 rfe?pl, ; (4.43)
' ' Ai + 9%piva | f] N+ @i
PN+l = D, (4.44)

donde p; se propaga mediante la recursion de Riccati modificada via BDU con la
condicién limite pyi1 = p.

Es destacable que si 7y = 1, = 0 las ecuaciones de (4.40) a (4.44) se transforman en
las del LQR original, es decir de (4.14) a (4.17). Por otra parte, comparando las ecuaciones
de k; (4.15) y (4.41), se observa que la técnica BDU sustituye el parametro r por A; y
modifica el valor de p;11 ya que éste viene ahora expresado por otra ecuaciéon diferente
(4.43).

La condicién necesaria para que la solucion BDU sea distinta de cero resulté ser la
ecuacion (4.25)

ng < |9|- (4.45)

Por tanto, si no se cumple dicha condicién (es decir, , > |g|), se considerara \; = oo
y el controlador resulta k; = 0. Por otra parte, no siempre que se cumpla la condicion
(4.45) se asegura la regularizacién positiva \; > 0, en cuyo caso, si resulta \; < 0,
entonces se considerard \; = 0 (siendo ésta la solucién que proporciona el control H..)
obteniéndose la ley de control
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Analizando la ecuacién (4.43) se produce \; < 0 cuando no se cumple

1— 1

Mg
> ping’ [|f| |g|] (4.48)

Finalmente concluir que la ecuacién (4.45) es necesaria para poder aplicar la técnica
BDU y la ecuacion (4.48) es necesaria si se desea que \; > 0 para 0 < i < N.

4.2.3 Ejemplo 1.

En este ejemplo se pretende mostrar, cémo el sintonizado mediante la técnica BDU
del LQR puede mejorar la robustez del sistema, comparando el LQR sintonizado con BDU
(que ofrece mejores prestaciones) frente al LQR (sin usar BDU), ambos formulados con
horizonte finito [Ramos et al. 2004c|. Asi pues, dado el siguiente sistema descrito por

Tipr = [ +0f]zi + g+ dglui (4.49)
donde 6 f y dg se acotan mediante || 0 f [|2< 0y v || dg ||2< 1, siendo

f = 09, Ng = 02,
g=1, ny = 0.27,

cumpliendo asf la condicion necesaria para aplicar BDU (0.27 =17, < |g| =1).

Por otra parte, los pardmetros del LQR son

p=1, r=1, q=0.04,

siendo zop =10 y N = 80.

La figura 4.1 muestra en linea discontinua la respuesta inestable en bucle cerrado
del sistema ante la ley de control del LQR cuando se considera la incertidumbre 6 f = 0.2
y 0g = —0.27 en el sistema perturbado (el polo en bucle cerrado una vez alcanzado el
régimen permanente resulta 1.02). En cambio, cuando se sintoniza el LQR mediante la
técnica BDU, se obtiene la respuesta estable (en linea continua) de la figura 4.1 (el polo
en régimen permanente es de valor 0.84). Se destaca que en este ejemplo, el pardmetro
A de regularizacién resulta positivo en todas las iteraciones, por lo que se han usado las
ecuaciones de (4.40) a (4.44) para la ley de control.
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LQR
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Figura 4.1: Respuesta ante el LQR con horizonte finito. Sintonizado sin BDU (linea dis-
continua) y con BDU (linea continua).

4.3 Estabilidad del controlador LQR-BDU.

4.3.1 El controlador LQR-BDU con horizonte de prediccion fi-
nito y restriccion terminal.

Una forma de asegurar que el estado del sistema en bucle cerrado llegue a cero, y
por tanto que la estabilidad del sistema quede asegurada consiste en plantear el LQR
imponiendo dicha condicion, es decir

N
7}12? PTnir + Z [qz7 + ru?] (4.50)
" i=0

siendo r > 0 y ¢ > 0 sobre un intervalo de tiempo 0 < ¢ < N, partiendo del estado
inicial zy y anadiendo la restriccién

p=o00 <& ay4 =0 (4.51)

Por tanto el problema se plantea como un problema de control con restricciones, cuya
solucion existe si xy pertenece al conjunto de estados para los cuales es posible satisfacer
la restriccién [Salcedo 2005]. En caso contrario, no estaria asegurada la estabilidad.
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Suponiendo que existe solucién, la ley de control corresponderia a las ecuaciones de
(4.14) a (4.16), salvo que serian vélidas sélo para los instantes 0 <7 < N — 1

4 = ki, (4.52)
ki = fL{j*l, (4.53)
T+ g°Pit1
Tf2pi+1
) SR S —— 4.54
P T+ 9?pin ( )

ya que para el instante N la ley se obtiene aplicando el limite p — oo

iy = —kniv, (4.55)
f

kv = 4.56

N p (4.56)
2
r

PN = gi+q (4.57)

Del mismo modo se puede plantear el problema sujeto a restricciéon terminal para el
controlador LQR-BDU, obteniendo en este caso las ecuaciones de (4.40) a (4.43), vélidas
para0<:< N -1

Ai + 9°Pit1
1 r n
N = — Pit1g [ + g] 4.60
7 29|17 gl 50
|f] Igl
Ai + 1gPit1 1] } rf’g’p;
2 | Ai T TlgPi+ it1
; ; — = 4+ | 4+ 4q, 4.61
P Pirf [ Ai + 9%pit |f [Ai + 9%pisa]? 1 (4.61)
y siendo para el instante /N las siguientes
uy = —knZn, (4.62)
£+ 4]
[ 7] (4.63)

of-a]

rf? [1 + |"7f|]
Py = ————5 +¢. (4.64)

o [1- 1]
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Demostracion: Con el fin de simplificar la demostracion, previamente se va a
eliminar la dependencia de las variables k; y p; respecto de \; sustituyendo la ecuacion de
i (4.60) en las ecuaciones de k; (4.59) y de p; (4.61) respectivamente. Asi partiendo de
la ecuacion de p; (4.61)

Ai + NPt 9] rf2g%p,

—= — = +q, 4.65
Ai + 92Dia |f|} A + ¢%pis1)? (4.65)

pi = pz’+1f2|:

2
. 9 2, nf 4 g
. pit1f [ [1 + \f|] T 9 Pit [Ifl + ﬁ” i rf*¢°pin +q (4.66)
’ [Ai + 92piga]? i+ 9%pipa)? ‘

2
pit1f? [ [1 + ] + ¢*pit1 [ + 1 H + 71 f29* 7.,
7] 171 ol
[)‘z + g pz+1]

y sustituyendo X; por la ecuacion (4.60)

2
pis1f? Hl—ng — pit19” [‘—fﬂ + |"—g” + 9Pit1 [% + |"—9H + rf2g2p?+1

Ig]

" 2 (4.68)
{ﬁ [1 T ~Ping’ [% + lﬂ] +92pi+1]
2
pis1f? {1 ngﬂ} +rf2g%2,,
" z T4 (4.69)
1 . .
[@ [1 e — Pi+19° [\_ff| + EH + 92p1+1]
pis1f? [[1 oy s +1g pz+1:|
pi = |9\ [ . ] +4q, (470)
T ] T Pi Jol }
i e
1+%] { r 9 [ lngg]}
Pi r ng 7 g + i I
B wf ] (i) 9P ]
"t Tk T (4.71)
T + p; 2 ?\7gil :|
{[Hﬁ][lﬁf] Pir 900
piv1f 7"[1+'nq
) T
D = Fl = +q, (4.72)
o o]
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+q. (4.73)

Particularizando para i = N sabiendo que pyi1 = p = oo se obtiene la ecuacion

(4-64)

Py = ———— 5+ (4.74)

Por otra parte, sustituyendo \; de la ecuacion (4.60) en k; (4.59) resulta

1 . . W m |
[ {W ~pinig? |+ |5|H + 92Dt
donde particularizando para 1 = N sabiendo que pyi1 = p = oo se obtiene la
ecuacion (4.63)
= {:g ) (4.76)
_q2 |0 nNg 9
7 [ g [\ \+\;\H +g
Foe ]
= ' (4.77)
_ Ng
g |1 %]
|

4.3.2 Ejemplo 2.

En este ejemplo se pretende mostrar, como la consideracion de restriccion terminal
puede asegurar la estabilidad del sistema (siempre y cuando xy pertenezca al conjunto de
estados para los cuales es posible satisfacer dicha restriccién) cuando el LQR se sintoniza
mediante la técnica BDU, comparando el LQR-BDU formulado con restriccién terminal y
sin ella, ambos con horizonte de prediccién finito. Asi pues, dado el siguiente sistema,
discreto con la respectiva incertidumbre

i1 = [f+0f]zi + [g + 0g]u; (4.78)
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donde 6 f y dg se acotan mediante || 6 f ||2< 0y y || dg ||2< 1, siendo

f =25, n; = 0.125,
g=0.1, 1, = 0.005,

cumpliendo asi la condicion necesaria para aplicar BDU (0.005 =7, < |g| = 0.1).

Por otra parte, los parametros del LQR son

siendo el valor de p para el caso sin restriccién terminal, ya que la restriccién terminal
considera p = oo, y asumiendo g =1y N = 6.

Considerando la incertidumbre 0 f = 0.125 y g = —0.005 en el sistema perturbado,
se muestra por una parte la respuesta inestable en bucle cerrado del sistema ante la ley
de control del LQR-BDU sin restriccién terminal (ver figura 4.2 en linea discontinua), y
por otra parte la respuesta estable en linea continua para el LQR-BDU con restriccion
terminal, asegurando que z7 = 0.

LQR+BDU
T
15 77
-8 7/
7/
b ,
UJ‘]OV /. -
o s
© s
o
g -
= 5¢ P B
> -
OR T o 7\ - | | |
0 1 2 3 4 5 6

Accién de Control

| | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Iteraciones

Figura 4.2: Respuesta ante el LQR-BDU sin restriccién terminal (linea discontinua) y con
restriccién terminal (linea continua) para N = 6.
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4.3.3 Estabilidad del LQR-BDU con horizonte de predicciéon in-
finito.

Se considera el siguiente modelo en espacio de estados de dimension uno y con una
sola entrada (es decir, f y g son escalares),

Tipv1 = fx; + gu; (4.79)

donde 1z representa el estado inicial y {u;} indica la secuencia de control de entrada.
En el problema LQR con horizonte de prediccién finito se busca la secuencia de control
{u;} que resuelva

N
TZ? PTNLy + Z [qz? + ru;] (4.80)
‘ i=0

siendo r > 0, p > 0y ¢ > 0, sobre un intervalo de tiempo 0 < i < N.

En ocasiones, si el horizonte N elegido es demasiado pequeno, el control con LQR
puede resultar inestable. Por el contrario, en ciertas ocasiones, si se incrementa el ho-
rizonte, el sistema se estabiliza. Cuando el horizonte es demasiado grande, apenas hay
diferencia con la formulacion del LQR con horizonte infinito

o0

r{m? [q7 + ru?]. (4.81)
Yo

Cuando se formula la ley de control del LQR considerando horizonte infinito, queda
asegurada la estabilidad del sistema, siempre y cuando se cumplan las siguientes condi-
ciones (validas para sistemas n-dimensionales, es decir, considerando f, g, ¢ y r como las
matrices F, G, Q y R, respectivamente)

e (F,G) sea controlable, o al menos estabilizable, (F — GK) C Cg, es decir, que los
polos del sistema en bucle cerrado estén dentro del circulo unidad, siendo K la ley
de control (la realimentacién del estado),

e que (F,T) sea detectable si la matriz Q puede factorizarse de la forma Q = TTT,

e que R sea definida positiva.

En el caso particular del sistema unidimensional, se camplen las condiciones anterio-
res, por lo que, es posible plantear el indice del LQR con horizonte de prediccion infinito
y obtener una ley de control u; = —kz;, Vi, donde la realimentacion & es constante, tal y
como muestra la ecuacion algebraica de Riccati
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fgp
- : 4.83
r+ g%p (4.83)

R rf*p
= - +q. 4.84
p T (4.84)

Por otra parte, si se formula la ley de control del LQR via BDU considerando
horizonte infinito y un sistema con incertidumbre de dimensién uno y con una sola entrada,
se puede demostrar que la estabilidad del sistema también estd asegurada.

Al igual que en el LQR, se supone que u; = —kx;,Vi, donde la realimentacién k
es constante, pero en este caso la ecuacion algebraica de Riccati mostrada anteriormente
se verd modificada. Para poder sintonizar el LQR (con horizonte de prediccién infinito)
mediante BDU, se debera plantear el LQR en formato BDU, tal y como se muestra a
continuacion, obteniendo asi la nueva ecuacion algebraica de Riccati modificada.

Por tanto, considerando el siguiente modelo en espacio de estados de dimension uno
y con una sola entrada, con incertidumbre paramétrica §f y dg

Tiv1 = [f+0f]zi + [g + 0g|u; (4.85)

donde x, representa el estado inicial y {;} indica la secuencia de control de entrada.
Conociendo una cota superior de la incertidumbre (||6f|l, < 7y, ||dg]l, < ny), se puede
plantear el problema LQR como un problema min-maz o BDU siendo r > 0y ¢ > 0, para
unos valores dados de {q,r}

o0
min max J=min max [qz? + ruf]. (4.86)
{uit 110 lla<ns {ui} lloflla<ny “=5
llogll,<ng 16gllo <ng

El indice se puede descomponer en dos términos

J=Ji+Jy= quf + Zruf (4.87)
i=0 i=0

Por otra parte, puesto que se supone que la realimentacién del estado va a ser
constante u; = —kx;, la evolucion del estado en bucle cerrado sigue la siguiente trayectoria,
partiendo del estado inicial z

2 = [[f +8f] ~ g + 5g]k)'zo, (4.88)

por lo que sustituyendo resulta la siguiente expresion del indice
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J=T+D=Y dqllf +5f]— g+ 6glk]"5 + Zer [f + 0] — g + dg]k]*zg  (4.89)
=0 =0

donde los sumatorios se pueden expresar mediante las siguientes sucesiones

> _dllf +6f1 = lg+0glk]* = lim Ly, (4.90)
1=0
> rkP([f 0]~ [g+ Sglk]* = lim Li,, (4.91)
1=0
siendo
LO = q,
Ly = [[f+6f]—lg+6g]k]*Lo + g,
Liyw = [[f+6f]—[g+ 59]k]2Li +q,
Ly = rk?
Ly = [[f+0f]— g+ 9]k’ Ly + rk?,
Liy = [[f+6f]—lg+0glk’Li + rk”.

Para que el sistema en bucle cerrado sea estable y, por tanto, el indice .J presente
un valor limitado, las series anteriores deben converger, resultando en ese caso

lim Lipy = Loo = [[f + 6f] = [9 + 0g]k]" Loc + ¢, (4.92)
hm LZ+1 =L =[f+6f] —[g+g|k)*L., + rk?, (4.93)

y por tanto se puede expresar el indice asi

J = Lo + L) 43 = pal, (4.94)

= [[[f +6f]— g+ 09k’ Loc + g + [[f +0f) — [g + Oglk|* L, +rk?] 23, (4.95)
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de donde se obtiene la ecuacién algebraica de Riccati

p=I[f+0f] —lg+0glkl’p + q+rk’ (4.96)

la cual depende de la realimentacién k. Para eliminar dicha dependencia, se debe
calcular el valor de k, minimizando el indice respecto a ugy. Asi pues, siendo el indice

J=[f +5f] — g+ Sglk]*pxg + qug + rk’xg, (4.97)

se elimina la dependencia de k sabiendo que ug = —kxg, por lo que

[f + 0 f)2pas — 2[f + 0 f)lg + Sglpaokwo + [g + dg)*pk*al + rk*xd + qal
= [f +6f1*pas + 2[f + 0f][g + Sglproue + [g + 6g)*pud + rul + qzl. (4.98)

Para obtener ug se debe resolver el siguiente problema min-maz

min  max

i maz [f + 0 f)2pas — 2[f + 0 f]lg + Sglpaokmo + [g + dg)*pk*al + rk*xd + qxl
uop 2<ny
109l <ng

= min max [f +0f]*pa’
{uo} Hﬁfumf[ Fpo

+ 2[f + 6 f][g + dglproue + [g + dg)*pup + rui + gz
16gl5 <ng

2
= min maz |[f +6f]pxe + g + 09?7 u| + rul + qad.
{uo} [10f|[<ny

ll6gll2<ng

(4.99)

Como x5 no depende de ug no afecta al resultado de la minimizacién y se puede
eliminar el término ¢ || o ||3.

Haciendo unos cambios de variables, se puede presentar como un problema BDU
[Ramos et al. 2004b], [Ramos et al. 2005] del tipo (3.62)

. 1 1
min max [I|p2[9+59]u()+p2[f+5f]xo 1247 [T uo 15 +g [ 2o 15| =
uo  ||6f]l,<ns

llagllo<ng

min  max [|| [A +0A]x — [b+6b] |5 +p | x ||§]
X ||0A]ly<na

l|6bI]5<ms

(4.100)

donde se ha sustituido
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A — prg, b — —p? fao,
SA — pidg, §b — —p28 fap,
A1 A1 A1
na — P21y, Ny — D27y | 2o |lo= 10 p2ny |zo] ,
X — Ug, p—T.

Minimizando para la variable x, la solucion BDU estaria formada por las ecuaciones
(3.83) y (3.84) del capitulo 3

% = [ATA+M|7'ATD, (4.101)
A% — A% —

A — MmllAX=bls  plA%-bl. (410
% 12 | AR = b [|z 14 [| X [l2 +7

donde deshaciendo el cambio de variables anterior se obtiene

g fgp
IR W

Zo. (4.103)

Por tanto, existe la realimentacién k& que se consider6 constante para todo el ho-
rizonte de 0 < ¢+ < N, y si k es constante, también es constante p obtenida mediante
la ecuacién (4.96) y A también. Asi pues, si se calculara el resto de acciones de control

{uy,...,uy}, se obtendria la misma solucién para la ley de control
u;, = —k;, (4.104)
fgp
kE = , 4.105
A+ g%p ( )
1 r ny 779]
A= —pg { + (4.106)
1+ |f| - % If1 gl
) A+ ngP g ] rf2g*p?
— =+ L + — +q. 4.107
P S ] 0

Al igual que con horizonte finito, se destaca que el valor de A debe ser un nimero
positivo, en caso contrario se considerard A = 0. En este sentido, de (4.106) se extrae que
se deberia cumplir

r LAl 4.108
i~ =00 {1 (4108)

Finalmente destacar que la ecuacién (4.45) n, < |g| también es necesaria para poder
aplicar la técnica BDU y la ecuacién (4.108) es necesaria si se desea que A > 0.
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4.3.4 Ejemplo 3.

En este ejemplo se pretende mostrar, cémo la consideracién de horizonte de pre-
diccién infinito también asegura la estabilidad del sistema cuando el LQR se sintoniza
mediante la técnica BDU, comparando el LQR-BDU formulado con horizonte de pre-
diccién infinito (que asegura la estabilidad) frente al LQR-BDU formulado con hori-
zonte finito. Asi pues, dado el siguiente sistema discreto con la respectiva incertidumbre

Tiy1 = [f +0f]xi + [g + dglus (4.109)
donde 6 f y dg se acotan mediante || 6 f ||2< 0y y || dg ||2< 1, siendo

f =25, ny = 0.2,
g=0.1, 1, = 0.03,

cumpliendo asi la condicion necesaria para aplicar BDU (0.03 =7, < |g| = 0.1).

Por otra parte, los parametros del LQR son

siendo el valor de p para el caso de horizonte finito y asumiendo xg =1y N = 15
(éste ultimo para el caso de horizonte finito).

Considerando la incertidumbre 0 f = 0.2 y dg = —0.03 en el sistema perturbado, se
muestra por una parte la respuesta inestable en bucle cerrado del sistema ante la ley de
control del LQR-BDU con horizonte finito (ver figura 4.3), y por otra parte la respuesta
estable de la figura 4.4) para el LQR-BDU con horizonte infinito.

Se destaca que en este caso algunos valores de ); resultan negativos, ya que no se
cumple para 0 < ¢ < N la condicién (4.48)

> 'lg 4110
w7 Pl gliaar 4110

y por tanto se ha considerado A\; = 0 para esos casos en particular. Para el caso de
horizonte infinito el valor de A resulta también negativo, ya que no se cumple la condicion
(4.108) obtenida anteriormente

d 74 Mg 4111
T > ) 1)

Al considerarse A = 0, la ley de control corresponde a la que se obtendria mediante

un diseno H.., k = f/g = 25. Para este controlador (k = 25), se asegura la estabilidad
ya que el polo del sistema en bucle cerrado es de valor 0.95.
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LQR+BDU

NN W
o [6,] o
T T T

Variable de Estado
S o
T T

(5
T

o
T

Accion de Control

Iteraciones

Figura 4.3: Respuesta ante el LQR-BDU con horizonte finito N = 15.

Analizando las condiciones (4.110) y (4.111) se deduce que para valores pequenos
de las cotas de las incertidumbres se cumplen dichas condiciones, ya que en el caso limite
de ny — 0y ny — 0, las condiciones se transforman en la expresién r > 0, la cual siempre
se cumple.

A modo de ejemplo, en la figura 4.5 se muestra de nuevo la respuesta inestable del
LQR-BDU con horizonte de prediccién finito (en este caso N = 6) frente a la respuesta
estable de la figura 4.6 para el LQR-BDU con horizonte de prediccion infinito para el
mismo sistema discreto, con la salvedad de que ahora en ambas respuestas si se obtiene
siempre un parametro de regularizacion positivo A > 0y A\; > 0, ya que se cumplen las
condiciones (4.110) y (4.111) al considerar menores cotas de incertidumbre, ny = §f =
0.125 y n, = —6g = 0.005.

4.3.5 Ejemplo 4.

En este ejemplo se pretende mostrar, como el sintonizado del LQR mediante la
técnica BDU puede mejorar la robustez del sistema, comparando el LQR-BDU (que ofrece
mejores prestaciones) frente al LQR (sin BDU) ambos formulados con horizonte de
prediccién infinito [Ramos et al. 2004a]. Asi pues, dado el siguiente sistema discreto
con la respectiva incertidumbre
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LQR+BDU

e o @9
A oo oo =

Variable de Estado

o
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o
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Accion de Control
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Figura 4.4: Respuesta ante el LQR-BDU con horizonte infinito N = co.

Tip1 = [f + 6]z + [g + dglus (4.112)
donde 6 f y dg se acotan mediante || 6 f ||2< ns y || dg ||2< 1, siendo

f = 09, Ny = 02,
g = ]'7 779 = 027,

cumpliendo asi la condicion necesaria para aplicar BDU (0.27 =1, < |g| = 1).

Por otra parte, los pardmetros del LQR son

r=1, g =0.04,

siendo =y = 10.

Considerando la incertidumbre 6 f = 0.2 y g = —0.27 en el sistema perturbado, se
muestra en la figura 4.7 en linea discontinua la respuesta inestable en bucle cerrado del
sistema ante la ley de control del LQR, y en linea continua la respuesta estable del LQR-
BDU. Se destaca que en este ejemplo, el pardmetro A de regularizacién resulta positivo,
por lo que se han usado las ecuaciones de (4.104) a (4.107) para la ley de control.
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LQR+BDU
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al
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Figura 4.5: Respuesta ante el LQR-BDU con horizonte finito N = 6.

4.4 LQR-BDU n-dimensional.

En este apartado se presenta el método weighted-BDU y cémo su aplicacion al LQR
conlleva cierta problematica. Dicho método sirve como antecedente al planteamiento ori-
ginal del LQR-BDU n-dimensional que se lleva a cabo posteriormente, el cual no presenta
dicha problematica. Finalmente se muestran unos ejemplos.

4.41 Weighted-BDU.
4.4.1.1 Introduccidn.

En [Nascimento y Sayed 1999], [Sayed et al. 2002] se presenta un planteamiento mas
general del indice de coste del BDU para la estimacién de pardmetros, que incorpora una
matriz de peso W, de ahi su nombre, weighted-BDU. En [Subramanian y Sayed 2003],
[Sayed y Subramanian 2002] aparecen aplicaciones de dicho indice en filtros y estimacidn,
pero es en [Nascimento y Sayed 1999] donde se abordan los sistemas n-dimensionales y
la aplicacion al LQR. Asi pues, el indice de coste del weighted-BDU que se plantea es el
siguiente, donde ® es el parametro de regularizacién del problema sin incertidumbre, y
como en el capitulo anterior, se introduce la técnica aplicada a la estimacion de parametros
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LQR+BDU
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Figura 4.6: Respuesta ante el LQR-BDU con horizonte infinito N = co.

min maz [[A +6A]x — [b+6b]]" WA+ 5A]x — [b+0b]] + x"®x| (4.113)
X 2SMA
llob]ly<ms

el cual es idéntico al indice BDU extendido (3.62) planteado en la seccién 3.3.5 si se
considera W =1y & = pl

min maz [|| [A+5Alx —[b+db] |3 +p ]l x |3]- (4.114)
7 it
25

La diferencia radica en que en [Nascimento y Sayed 1999] se resuelve la maximizacién
haciendo uso de los multiplicadores de Lagrange ' para las restricciones sobre la cota de la
incertidumbre, obteniendo que la condicion que debe cumplir el multiplicador de Lagrange
es i1 >|| W ||,. Finalmente la solucién del problema (4.113) se obtiene de un modo similar
al BDU estandar (mediante ecuacién secular), pero méds complejo, ya que en este caso la
ecuacion secular resulta para el pardmetro a =|| x ||»

a2—dT[NL+un4Pm%—%}q2dzﬂ) (4.115)

1Se ha utilizado la letra griega u para designar al multiplicador de Lagrange con el fin de no confundirlo
con el pardmetro A de regularizacién usado hasta ahora.
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LQR+BDU
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Figura 4.7: Respuesta ante el LQR y LQR-BDU con horizonte infinito.

siendo

M = &+A” [W+W[MI—W]*W] A, (4.116)

d = AT [W+W[MI—W]TW] b. (4.117)

Donde ademés, depende del parametro p, por lo que posteriormente se obtiene el
valor del multiplicador de Lagrange i >|| W ||» mediante la minimizacién del indice
de coste, siendo asi la solucién del problema weighted-BDU (siempre que se cumpla la
condicién pman, <[ d [[3)

% = [ATWA n <i>] ~ATWD (4.118)

donde
& — @+ [nA + %] 1, (4.119)
W = W+W[il—W|'w. (4.120)

El algoritmo resulta més complejo que en el BDU estandar, pues se hace uso de un
proceso iterativo donde se van calculando tanto el parametro a;, como el multiplicador p.
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Dicha solucién es equivalente a la del BDU estandar (3.83) y (3.84), considerando
W =1y & = pl, tal y como se demuestra a continuacion.

Demostracién: Suponiendo W =1 y & = pl, las matrices P Yy W son diagonales
y constantes

& — [p + fma [nA + %” I, (4.121)

W = [1+[/l— 1]*] 1= Lﬁl] I (4.122)

y por tanto la solucion (4.118) se puede expresar asi

k= [ATA+&W | TATh = [ATA £ 1] ATD, (4.123)

que igualada a la solucion del BDU estandar (3.83), permite obtener el pardmetro
de reqularizacion X como

+ [ + B L —1 A
NP /“7Al£7714 2] _ S ] [majL m} | (4.124)
B fi &
a—1
Definiéndose en [Nascimento y Sayed 1999] & =|| X ||2 y asumiendo
Ax—-b
go1= IAX=D (4.125)
na |l X llo +m
la ecuacion (4.124) resulta
Ax—b AxXx—b
1% (]2 I AX =D [la 474 || X [l +ms
|

4.4.1.2 Aplicacién al LQR.

Aplicando nuevamente la dualidad del problema de estimacién con el de control se
puede plantear la aplicacion del weighted-BDU al LQR n-dimensional para un horizonte
de prediccion finito. Como paso previo al weighted-LQR-BDU, se plantea el LQR n-
dimensional obteniendo asi la ecuacion recursiva de Riccati matricial. E1 problema LQR
se expresa [Ollero 1991]

N
7?1? XN Pxyy + Z [x]Qx; + u/Ru] |, (4.127)
"i i=0
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siendo R > 0, P > 0 (matrices definidas positivas) y Q > 0 (matriz semidefinida
positiva). Para el planteamiento del problema se considera el siguiente modelo en espacio
de estados de dimension n y con més de una entrada

Xit1 = FXZ’ + GU.Z', (4128)

donde x; es el estado inicial y {u;} indica la secuencia de control de entrada. El
problema (4.127) se puede resolver recursivamente dividiendo la funcién de coste en dos
términos (programacién dindmica), donde sélo el segundo término, mediante la ecuacién
en espacio de estados (4.128) para xy.1, depende de uy. Minimizando respecto uy, se
obtiene la ley de control por realimentacion del estado para el instante IV, y generalizando
se obtiene para 0 < i < N, donde el coste P; se propaga mediante la recursién de Riccati
con la condicién limite Py, =P

u, = KX,

K, = [R+G'P;;G] G'P;,F,

P, = Q+K'RK,+[F—-GK;" P, [F - GK]],
PN+1 = P.

Para aplicar weighted-BDU al LQR n-dimensional se considera un modelo en espacio
de estados n-dimensional con incertidumbre paramétrica éF y 6G

xi11 = [F + 6F]x; + [G + 6G] u, (4.133)

donde x indica el valor del estado inicial, y {u;} indica la secuencia de control.
Conociendo un limite de la incertidumbre (||0F||, < np, [|[0G|l, < 1), se plantea el
problema LQR-BDU como

N
min  mar | Xy PXyi + E [x/Qx; + u/Ruy] |, (4.134)
{ui} [|J0F|[,<ne —
16G|l> <nc =

donde R = rI y P son matrices definidas positivas y Q = ¢I es una matriz semide-
finida positiva. La aplicacién del weighted-BDU en el sintonizado del LQR mostrada en
[Nascimento y Sayed 1999] resulta
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i = K%, (4.135)
. -1 .
K, — [)\iI + GTWZ-HG] G™W,.,F, (4.136)
N nr ||§(1||2
Ai = T+ ing {HG + oo | (4.137)
K%l
Wi+1 == Pi—l—l + Pi+1 [[LZI - ].:)H_l]Jr Pi+17 (4138)
P, = Q+K'RK,+[F—-GK;|"W,,, [F - GK,] +
KiAi
+ﬂi |:77%K1TK1 + |:7712m + 277}7‘77@%] I:| R (4139)
112
Py, = P, (4.140)

cuya solucion se obtiene iterativamente mediante el planteamiento de un problema
TPBVP (two-point boundary value problem), pero en este caso mas complicado, y con
mayores problemas de convergencia, que si se hubiera planteado con el BDU estandar, en
lugar del weighted-BDU.

Analizando esta solucion, conforme la incertidumbre presente en el sistema se hace
mas pequena (ngp — 0, ng — 0), el multiplicador de Lagrange fi; resulta mayor (j1; — 00),
pudiendo provocar problemas numéricos sobre todo para la ecuacién modificada de Riccati
(4.139), donde aparecen términos del tipo ji;n.

Asi, en el caso limite, si se supone que no hay incertidumbre (nr = ng = 0), el
multiplicador resulta ji; = 0o, y la solucién coincide con la del LQR estdndar (ecuaciones
de (4.129) a (4.132))

i, = —-Ki,, (4.141)

~ -1 ~
K, = |[R+G"W,,G| G'"W,,F, (4.142)
Wi-i—l == PZ'+1, (4143)
P, = Q+K'RK; +[F—-GK,]"W,, [F - GK/], (4.144)
PN+1 - P, (4145)

ya que se cumple

Wi =Py (4.146)

Por otra parte, el método weighted-BDU hace uso de la pseudoinversa, que en la
aplicacién al LQR resulta [;I — Pi+1]T, la cual en ocasiones puede presentar problemas
de singularidad, que hay que considerar en la resolucion del problema TPBVP.

Toda esta problemética (problemas de convergencia, singulariodad, valores muy ele-
vados de fi;) no es causa de la aplicacién sobre el LQR, sino que es inherente al weighted-
BDU. En cualquier caso, cuando se plantea el indice con W £ 1
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min e [A+0A]x —[b+6b]]" W[[A+0A]x—[b+6b]|+p | x[?| (4.147)
X 2 STMA
l|ob|ly<ms

se podria resolver mediante el BDU estandar (sin hacer uso del weighted-BDU), ya
que se asume W = HTH, realizando el siguiente cambio de variables

min  maz ||| [A +0A]x —[b+b] |12 +p | x|, (4.148)
*|[oA|,<ns
[[5B] ,<m;
A HA, b — Hb,
SA — HIA, §b — Hdb,
ni = H 2 na, my = H 2 s,

que es el procedimiento que se muestra a continuacién.

4.4.2 El controlador LQR-BDU n-dimensional.

Frente al weighted-LQR-BDU, a continuacién se muestra un planteamiento original
del LQR-BDU n-dimensional, que es capaz de considerar indices BDU con W # I (en el
caso del LQR se asumiria H = P> y W = P), y con la ventaja de que no presenta los
problemas planteados por el weighted-LQR-BDU.

Para ello se transforma el problema LQR en un problema BDU, por tanto se conside-
ra el siguiente modelo en espacio de estados n-dimensional con incertidumbre paramétrica
0F y 6G

donde x indica el valor del estado inicial, y {u;} indica la secuencia de control.
Conociendo un limite de la incertidumbre (||0F|, < nr, [[0G|l, < n¢), se plantea el
problema LQR como

N
r{m? Hﬂr‘ruzaév Xy PXny1 + Z [x/Qx; + u/Ru] |, (4.150)
u; SNFE .
l6GI,<nc =0

donde R y P son unas matrices definidas positivas y Q una matriz semidefinida
positiva. El problema se puede resolver recursivamente dividiendo la funcién de coste en
dos términos
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N-1
min maz Y. [x7'Qx; + u/ Ru;|+
{uo,.oun—1} [ I0F|,<nr =0

10G|l; <na

(4.151)

min maz  [xy, Pxyy1 +xyQxy + ukRuy] |,
uy  |0F||,<nr
160Gy <na

donde sélo el segundo término, mediante la ecuacién en espacio de estados (4.149)
para Xy, depende de uy. Si se sustituye xy,; en el segundo término y se asume que
Q =¢lI y R = rI son matrices constantes diagonales, se obtiene

~ T T T
min  mazx [XN+1PXN+1 +xyQxy + uNRuN] =
uy ||0F ||, <nr
10Gll.<ne

2

+r | uy [|2 +¢ || xn 2] (4.152)
2

=min Mmax
un  ||0F||,<np

H P:[G + 6Guy+
16G I, <na

+P:[F + 0F]xy

Tras eliminar el término ¢ || xx ||3 (porque no depende de uy y por tanto no afecta
al resultado de la minimizacién), y mediante unos cambios de variables se plantea dicho
término como un problema BDU del tipo (3.62)

min maz [|| [A+0A]x —[b+db] |5 +p || x ||3], (4.153)
"
25

donde se ha sustituido

A — P3G, b — —P:Fxy,
SA — P3G, §b — —P25Fxy,
na — HP% 2770, ny — P> 277F | xn |25

X — uy, p—>r.
La solucién serd distinta de cero si se cumple la condicién (3.30)

|ATB],

na <
[bll

(4.154)

Minimizando (4.153) para la variable x y teniendo en cuenta la solucién (3.83) y
(3.84) del problema BDU
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% = [ATA+M|7'ATD, (4.155)
A% —Db A% —b

A — MmllAX=bl;  plA%-bl. (4156)
% 12 | AR = b [|z 14 [| X [l2 +7

donde deshaciendo los cambios de variables y sustituyendo A <— Ay, las ecuaciones
(4.155) y (4.156) se pueden expresar como

iy = —Kygy, (4.157)
Ky = [MI+G'PG] 'G"PF, (4.158)
|P3]| no||P P - GKy]%x
Ay = 2 - 2 + (4.159)
[Kn%n|l,

r

P} [F — GK,] chH2

+ 1
HPE [F — GKy] %y

n HP%
2

G IKn%n ||, + HP%

R

Por otra parte, sustituyendo la solucién @iy en el indice de coste (4.152) se obtiene
el coste Py que penaliza al estado Xy

LPrky = %4Q%y + ayRiy + *y PRy, (4.160)

KLPyiy = %5Qy + G5Riy + [[Ady — bll, +na [, + m*,  (4.161)
es decir

LPyiky = %0Qiy + *VKIRKy&y + HP% F - GKy] chHQ +

+ HP%

N 1
e IKnXn ||, + HP2

2
e ||>2N||2] . (4162)

Desarrollando el término cuadratico se obtiene la ecuacién recursiva de Riccati mo-
dificada mediante BDU cuya demostraciéon se muestra a continuacién

Pyv=Q + KYRKy + [F — GKy]" P[F — GKy] +

. P3| 7o s, +||P2]| e il
+2[F - GKy] P[F - GKy]- 2 - : +
HPE [F - GKy| xNH
2
1]]2 X
P ety + i+ o S 1. 1109
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Demostracion: Se desarrolla el término cuadrdtico de (4.162)

2

KkPyky = XNQRy + KAKNRKyky + [P} [F - GKy) >‘<NH2 -
1 R 1 . 2
+ [P, mo 1 Knsaly + [P ne gl + (4.164)
+2|[PHF =GRy | [[P3]] o Kkl + P2 o .
resultando

LPyky = %5 Q%y + KL KIRKyXy + ¢ + 02 + 3 (4.165)

donde ¢y, co y c3 se pueden expresar como

Co =

c3 =

2
P} [F - GKy] xNH -
2

%L [F — GKy]"P[F — GKy] %y, (4.166)

lis
lis

42 HP%

R 2
gl =

N 1
e IKnXn|l, + HP2

2
nellwla) +

!

2
U ||KN>A<N||2] + [

1

Pz

277G||KN?2N||2 277F||§<N||2 =

2 2
5T L 21T 5 5T L 2715
xNHPz 2nGKNKNxN+xNHPz IR +

1|2 Kyx
g L L
27 [IZwl,

2 KX
x%HP% [néK%KN&NnL[n%nLQnGMﬂ] I}&N, (4.167)

2 %Nl
2 [PHF - GKy] 3w | [|[PH| neliKnsull, + |[PF| ne kx| =
r.|[F—GKy]"P[F - GKy]
XN2 L M

HPa [F — GKy] xNH

2

P2, o sl + [ P2 e Il ] v (4.168)
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Por tanto la ley de control para el resto de instantes de tiempo 0 < < N resulta

u; = —Kix;, (4.169)
K, = [\I+G"P;;,G] ' G"P,,,F, (4.170)

HPZH N HPZH [F — GK;]%;
)\i - 2 —|—

[
HPZ+1 F - GKi| %
+ . (4.171)
|Ph P = G|+ [Pl ne IKill, + [P e 1%

P, = Q+K'RK, + [F - GK,]" P, ., [F - GK;] +
[Pz, ne Il + P2 | ne il

+2[F — GK;]" Py, [F — GK,] - i
HPZ+1 F - GKj] %
2
+ HPHI [UGKTK + |:77F + 277F77GH|| A||H2] I] ; (4.172)
Py, = P. (4.173)

Se observa, como es de esperar, que si ngp = ng = 0, la ley de control de (4.169) a
(4.173) coincide con la del LQR n-dimensional, (4.129) a (4.132).

4.4.3 TPBVP (Two-Point Boundary Value Problem).

Analizando el sistema de ecuaciones formado por (4.155) y (4.156) se deduce que si
b y n fueran conocidos, se podria resolver dicho sistema como (3.83) y (3.84), mediante
la ecuacion secular no lineal. Pero en este caso, para : = NN resulta que b y 7, dependen
de xx (que no es conocido)

b = —P2Fxy, (4.174)

v

e | xn |2 - (4.175)

Lo mismo ocurre con la ley de control para el resto de instantes de tiempo 0 < < N,
ya que

b= P2, Fx;, (4.176)
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m= |[Pi|, el iz (4.177)

Por tanto la ley de control presenta la forma de un TPBVP (Two-Point Boundary
Value Problem), debido a que las expresiones de K; y P; dependen del vector de esta-
do del peor caso X;, es decir K;(X;) v P;(X;), v por tanto se debe obtener la solucién
iterativamente, mediante el siguiente procedimiento [Nascimento y Sayed 1999]:

1. Inicializacion. Se eligen unos valores iniciales para las variables P;, i € [0, N| (por
ejemplo, mediante la ejecucién del controlador LQR n-dimensional sin usar BDU).
También se eligen valores iniciales para las variables \; (cualquier valor positivo).

2. Iteracion hacia adelante. A partir de xg, \; y P;i1, se obtienen las diferentes u;
(mediante la ley de control) y x; (mediante la ecuacién del modelo).

3. Iteracion hacia atrds. Dados los valores calculados anteriormente (u; y x;) y P se
obtienen nuevas aproximaciones de P; y \;, mediante las ecuaciones de la ley de
control.

4. Recursion. Se repiten los pasos 2 y 3 hasta que la solucién converja.

Evidentemente, la solucién obtenida debe cumplir la condicién (3.30) y que A; > 0.

Por tanto, las ecuaciones de (4.169) a (4.173), expresadas en formato matricial, se
presentan como un problema TPBVP (Two-Point Boundary Value Problem), debido a
que dependen del estado en el peor caso X;. Dicha dependencia no se puede eliminar,
debido a que no se pueden cancelar las variables X;, ya que estan dentro de normas, y
ello imposibilita, por una parte, la obtencién una ecuacién explicita del parametro A; (ya
que \; depende de K; el cual depende a su vez de )\;), y por otra, que en este caso, las
expresiones de K; y P; dependen del vector de estado del peor caso X;.

En cambio, dicha dependencia desaparecia en los sistemas unidimensionales, ya que
en ese caso X; es un escalar y por tanto la relacion

m = |[PL|| el i Il (4.178)

resultaria

1
M = D nylwil (4.179)
y por tanto, se puede cancelar, en este caso, la dependencia de k; y p; respecto de
z; tal y como se mostrd en las ecuaciones (4.41) y (4.43).

Asi pues, se concluye diciendo que las ecuaciones de (4.169) a (4.173) sirven para
sistemas n-dimensionales (es decir X; es un vector, y P, Q y F son matrices) indepen-
dientemente del nimero de entradas del sistema (si hay mas de una entrada la tnica
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diferencia resulta ser que G seria una matriz, R también seria una matriz y el problema
BDU proporcionaria como solucién un vector ).

Por otra parte, para el caso particular de sistemas unidimensionales con mas de una
entrada, también se usan las ecuaciones de (4.169) a (4.173), pero mientras G seguiria
siendo un vector y R una matriz, en cambio al ser F, P, Q y X; escalares, en este caso
si se puede eliminar la dependencia respecto de X;, y no se plantearia un TPBVP.

Asi considerando f, p y ¢ escalares y la ecuacién (4.162) para la obtencién de p;, las
ecuaciones de (4.169) a (4.173) resultarian para este caso particular mas sencillas

o, = —Ki;, (4.180)

Ki = [NI+GTpinG] ™ GTpinif, (4.181)

y = pnmell —GR 1/ ~ GKi| , (4.182)
1Kl |f = GK| + ne [[K;l|, +ny

pi = ¢+K'RK; +piy [|f — GKy| + n¢ K|, + /)7, (4.183)

PN+1 = P (4.184)

4.4.4 Ejemplo 5.

Este ejemplo muestra como el uso de la técnica BDU para el sintonizado del LQR
puede mejorar las prestaciones del sistema. Si se considera el siguiente sistema de 2 di-
mensiones acoplado

donde
0.9 0.2 1
b= { —0.2 0.8 ] G= { 0.9 ] ’ (4.186)

estando 0F y dG acotadas por ||[0F|2< nr vy ||0G||2< g, se sintoniza el LQR-BDU
considerando

y los parametros del LQR
10 0.04 0
po[10] as[™ 0] mer sy
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LQR-BDU

——

— SinBDU
— - Con BDU m!

Variables de estado

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Acciones de control
|
[¢;]
T
Il

1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80
Iteraciones

Figura 4.8: Respuesta del sistema (variables de estado y acciones de control) sin BDU
(linea continua) y con BDU (linea discontinua).

siendo x5 = [10 10]” y N = 80. En la figura 4.8 se muestra la respuesta del sistema
cuando se supone que la incertidumbre del sistema perturbado es

SF — { 0.2 0.15]

0
0.05 0.1 0G = { } ’ (4.189)

0

donde se puede ver que el BDU mejora las prestaciones del sistema.

Si por otra parte, se considera una incertidumbre diferente

nr = 0.1, ne = 0.02, (4.190)

y suponiendo en este caso 0G # 0

(4.191)

e[ 01 0]

—0.02
o' o 6= | oo |

0.001

se muestra la respuesta del sistema en la figura 4.9, donde se observa que de nuevo
el BDU mejora las prestaciones del sistema. En la figura 4.10 se muestran los 4 elementos
de la matriz de peso P; que se obtiene en cada iteracién, siendo Py, = Psy,
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LQR-BDU
10 T
o i
el
g i
[%2]
o — SinBDU |
3 — - Con BDU
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©
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Iteraciones

Figura 4.9: Respuesta del sistema (variables de estado y acciones de control) sin BDU
(linea continua) y con BDU (linea discontinua).

Py, Py,
p,— |t T 4.192
{ Py, Pr ] (4.192)

donde se observa cémo sin BDU los elementos de la matriz convergen a unos valores
constantes, mientras que el BDU adapta dichos valores en cada instante teniendo en
cuenta la incertidumbre.

Lo mismo ocurre para el pardametro de regularizacion A, como se muestra en la figura
4.11, donde se lleva a cabo una regularizacion adaptativa en lugar de constante.

4.4.5 Ejemplo 6.

A continuacion, se muestra un ejemplo para un sistema n-dimensional que aparece
en [Polyak y Tempo 2001], [Tyler y Tuteur 1966]. El ejemplo presenta el disenio de un
controlador para el movimiento lateral de un avién, cuyo modelo en espacio de estados es
el siguiente

x(t) = F.x(t) + Geu(t) (4.193)
donde
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Elementos de Pi

3 T T T
— Sin BDU _
2+ — - Con BDU s N 4
- 7/ \
o~ / \
L /
1 —___ /
o E T — T - T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80
0.5
N 0pF=——===——=—-—-—===——=-—-—===—"——==c—————
o --- N \7
iy \ 1
a 05} NN |
-1 | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
1
J)
0.5 -=7
- ~
oV ,
7
- - _ - - _ L - == _ ===
0 | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Iteraciones

Figura 4.10: Elementos de P; en cada instante de tiempo, sin BDU (linea continua) y con
BDU (linea discontinua).

Valores de lambda
2 T T T T T T T

1.8 B

1.6 .

1.4 .

lambda

1.2 B

0.8 4

0.6 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

lteraciones

Figura 4.11: Parametro de regularizaciéon A en cada instante de tiempo.
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timén

Figura 4.12: Estados y entradas del modelo del avién: dngulo de ladeo z; (°), velocidad
de ladeo x5 (°/s), angulo de deslizamiento lateral x3 (°), velocidad de viraje x4 (°/s),
desviacién del timén u; (°) y desviacién del alerén uy (°) .

0 1 0 0
0 I Lg L,
F, gV 0 v, o (4.194)
N;(g/V) N, Ns+N;Ys N, — N,
0 0
0 —391
Ge=1 0035 0 (4.195)
—2.53  0.31

El modelo consta de cuatro estados y dos entradas, que se muestran en la figura

4.12, siendo

e 1z;: angulo de ladeo o bank angle (en grados °),

e 1,: velocidad de ladeo o roll rate (°/s),

e 13: angulo de deslizamiento lateral o sideslip angle (°),
e 1,: velocidad de viraje o yaw rate (°/s),

e u;: desviacién del timén o rudder deflection (°),

e uy: desviacion del alerén o aileron deflection (°).

Se consideran los siguientes valores nominales para los pardmetros del avién que
aparecen en las matrices de estado
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L, =—2.93, Ls = —4.75,
L, =0.78, g/V = 0.086,
Yy = —0.11, N; =0,

N, = —0.042, Ns = 2.59,
N, = —0.39.

Para un periodo de muestreo 7" = 0.05 s. y un retenedor de orden cero ZOH, se
obtiene el modelo en espacio de estados discreto utilizando una aproximacion de primer
orden de la exponencial de la matriz [Astrém y Wittenmark 1997]

F=c"T"~I+F.T (4.196)

Con dicha aproximacion el modelo discreto resulta

Xir1 = FXZ' + Guz- (4197)
donde
% 1 0 0
_ 0 ++4+L, Lg L,
F=T v o L4y A , (4.198)
Ni(g/V) Np Ng+NgYs 5+N,—N
0 0
0 —3.91
G=T| 1035 0 : (4.199)
—-2.53 0.31

Asumiendo incertidumbre, resulta el modelo

donde ¢F y dG estdn limitados con ||dF|2< np y ||0G]|2< n6-

Considerando

nr = 0.7, ng =0, xo=[5555]", N = 20, (4.201)

y los parametros del LQR

P=Q=R=1, (4.202)
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Estados
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Iteraciones

Figura 4.13: Respuesta del sistema (variables de estado) con BDU (linea continua) y sin

BDU (linea discontinua).

se obtiene el LQR-BDU n-dimensional. La figura 4.13 muestra la respuesta inestable
del sistema (las variables de estado) que se obtiene con el LQR (en linea discontinua) y la
respuesta estable que proporciona el LQR-BDU (en linea continua) cuando se considera

que la incertidumbre del sistema perturbado es

0 055 —0.01 0.01

—-0.03 —-0.29 —-0.47 0.07
0.01 0.02 —-0.01 —-0.47 |~

0.05 0 026 —-0.02

OF =

0G = 0.

(4.203)

(4.204)

Como se observa el BDU mejora las prestaciones del sistema en presencia de incer-
tidumbre. En la figura 4.14 se muestran las acciones de control, mientras que en la figura
4.15 se muestra el parametro de regularizacion A, el cual no es constante sino que varia
en cada instante de tiempo teniendo en cuenta la incertidumbre. Asi, en lugar de aplicar

una regularizacion constante se lleva a cabo una regularizacién adaptativa.
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4.4. LQR-BDU N-DIMENSIONAL.
Acciones de control
40 T T T T T
- - LQR
30 — LQR-BDU |
| | | | |
10 12 14 16 18 20
10 12 14 16 18 20

lteraciones

Figura 4.14: Respuesta del sistema (acciones de control) con BDU (linea continua) y sin

BDU (linea discontinua).

Valores de lambda

0.53

|
10 12

Iteraciones

Figura 4.15: Parametro de regularizacién A en cada instante de tiempo.
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4.5 Conclusiones.

En este capitulo, se han presentado los resultados de la técnica BDU aplicados al
diseno de controladores LQR, lo que permite el diseno robusto del mismo.

Asi, se lleva a cabo el sintonizado del LQR mediante BDU considerando en primer
lugar un horizonte de prediccion finito, lo que proporciona una mayor robustez en el
sistema en bucle cerrado. Ademas, el parametro r de penalizacion del esfuerzo de control
en el LQR, que habitualmente se sintoniza de un modo empirico, se ve sustituido por A;
al tener en cuenta las cotas de las incertidumbres presentes en el sistema. Ello conlleva
también la modificacion del parametro p; de la ecuacion recursiva de Riccati, de modo que
contemple la técnica BDU y el estudio de las condiciones necesarias para su aplicacién.

Por otra parte, se ha abordado el tema de la estabilidad del LQR-BDU, bien me-
diante restriccion terminal o mediante la consideracién de horizonte de prediccién infinito.
En el primer caso la estabilidad esta asegurada si el estado inicial conocido zy pertenece
al conjunto de estados para los cuales es posible satisfacer dicha restriccién terminal, en
el segundo, y bajo ciertas condiciones, la consideracion de horizonte infinito garantiza la
estabilidad, tal y como se ha demostrado en el apartado correspondiente.

Por otra parte, también se ha abordado la aplicacién del LQR-BDU a sistemas n-
dimensionales, lo cual no es trivial, ya que en este caso, no es posible obtener una ecuacion
explicita del parametro A, con el problema anadido de que en este caso, las expresiones de
K; y P; dependen del vector de estado del peor caso X;, y por tanto la soluciéon presenta
la forma de un problema TPBVP (two-point boundary value problem).

Este problema se resuelve iterativamente. La conclusién fundamental seria que la
técnica BDU puede mejorar la robustez del LQR para sistemas n-dimensionales. Para ello,
y al igual que con los sistemas de una dimension, el parametro ajustado empiricamente
R se modifica teniendo en cuenta la cota de la incertidumbre, y la matriz P; también se
reajusta mediante la modificacién de la ecuacion recursiva matricial de Riccati.

La aplicacion al LQR, sirve como precursor de la aplicacién a control predictivo,
que se abordard en el capitulo siguiente.
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5.1. INTRODUCCION.

5.1 Introduccion.

A partir de la aplicaciéon de la técnica BDU al LQR en el capitulo anterior, se
extiende su uso al control predictivo, ya que éste es el objetivo de la tesis.

De entre los diferentes modelos que se pueden utilizar como predictores en la filo-
sofia del control predictivo, se pueden destacar los modelos en funcion de transferencia
(representacién externa) y en espacio de estados (representacién interna).

La teoria de control moderna hace uso de modelos basados en espacio de estados, ya
que permite aplicarlos a sistemas con entradas y salidas multiples (MIMO) tanto lineales
como no lineales, mientras que para sistemas lineales con una entrada y una salida (SISO)
e invariantes con el tiempo, el modelo en funcién de transferencia puede resultar més
apropiado.

No obstante, partiendo del LQR formulado en espacio de estados en el capitulo
anterior parece mas logico continuar con dicha formulacién para el control predictivo, es
decir el Control Predictivo en Espacio de Estados (CPEE).

Asi en la seccion 5.2 se presentara el CPEE y se planteara su sintonizado mediante
BDU (CPEE-BDU) como un controlador que mejora la robustez del sistema. El plan-
teamiento del CPEE-BDU mostrado se presenta como un problema TPBVP (two-point
boundary value problem) al igual que ocurria con el LQR-BDU. Dicho problema dificulta
la demostracién de la estabilidad del controlador, y dado que en la tesis se abordan sélo
sistemas lineales, se aborda posteriormente el control predictivo en funcién de transferen-
cia, en particular el GPC (Generalized Predictive Control).

Por tanto, en la seccion 5.3. se mostrara un breve repaso a los conceptos del controla-
dor predictivo generalizado, se planteara el GPC como un problema de minimos cuadrados
(LS) presentando el problema del mal condicionamiento numérico en el control predictivo
y las diferentes técnicas para solventarlo.

Finalmente, se presentara el sintonizado del GPC via BDU como método que mejora
el mal condicionamiento y la robustez del sistema, al mismo tiempo que proporciona un
diseno guiado del parametro de penalizacién del esfuerzo de control A frente al tradicional
ajuste empirico. Para finalizar la ultima seccion se dedicara a las conclusiones del presente
capitulo.

5.2 El controlador CPEE-BDU.

5.2.1 Control predictivo en espacio de estados.

El control predictivo en espacio de estados (CPEE) puede considerarse como un
problema LQR con horizonte mévil (receding horizon), lo cual hace que se plantee como
la resolucién de una secuencia sucesiva de ecuaciones recursivas de Riccati, una en cada
instante de tiempo.
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Asi el CPEE se plantea como

N, —1

N-1
7{m? xNPxy + Z XJTQXJ- + Z u! Ru, | , (5.1)
i =0 =0

siendo R > 0, P > 0 (matrices definidas positivas) y Q > 0 (matriz semidefinida

positiva), y N y N, los horizontes de prediccién y control respectivamente, cumpliéndose
N > N,.

Por otra parte, se cumple

w =0 Vi > N,. (5.2)

Para el planteamiento del problema se considera el siguiente modelo en espacio de
estados

Xit1 = FXZ’ + GU.Z', (53)

donde x; es el estado inicial y {u;} indica la secuencia de control de entrada.

Una diferencia con el LQR consiste en que éste asumia N = N,, aunque en este

caso también se va a asumir por simplicidad (y sin pérdida de generalidad) resultando el
problema CPEE

N-1

~ T T T
min | XyPxy + E x;, Qx; +u; Ru;| | . 5.4
T N iU[ ? ] o4

Por tanto, al igual que en el LQR, el problema (5.4) se puede resolver recursivamente
dividiendo la funcién de coste en dos términos (programacién dindmica), donde sélo el
segundo término, mediante la ecuacién en espacio de estados (5.3) para xy, depende de
un—i.

Minimizando respecto uy_1, se obtiene la ley de control por realimentacion del
estado para el instante N — 1, y generalizando se obtiene para 0 < i < N — 1, donde el
coste P; se propaga mediante la recursion de Riccati con la condicion limite Py = P

o = -Kx, (5.5)
K; = [R + GTPz‘+1G] B G'P, . F, (5.6)
P, = Q+ I(ZTR,IiZ +[F — GKZ-]T P, [F — GK|], (5.7)

Py - P. (5.8)

La principal diferencia con el LQR viene de la aplicacion del horizonte mowvil, que
implica que sélo se aplica la primera accién de control gy, donde el subindice |y indica
que dicha accién de control se ha calculado en el instante 0.
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g = —Kooko = — [R+ G PG|~ GTPyFx,. (5.9)

No obstante, se observa que a pesar de necesitar solo el valor de 1|9, se debe resolver
la ecuacion recursiva de Riccati para obtener Py, al igual que en el LQR.

En el siguiente instante de tiempo se plantea de nuevo el problema CPEE obteniendo
el valor de 1y

ﬁ1|1 = — |:R+ G—TPZ‘lG—]il GTP2|1F}21 — _Kl‘lila (510)

siendo, debido a la consideracion del horizonte mévil, Py; = Py, y por tanto
K1 = Kyjo, de modo que el CPEE equivale a un controlador lineal K por realimentacién
del estado

K = [R+G"P,,G] ' G"P,F. (5.11)

Dicho controlador se calcula una sola vez pues es constante, a diferencia del LQR
donde el controlador variaba en cada instante de tiempo.

Para el caso N # N, sirve el mismo resultado, salvo en la definicion de la matriz
R que contendrd valores elevados de la diagonal principal correspondientes a los @1; con
1 > N,, lo que equivale a forzar dichos valores de la accién de control a ser cero.

5.2.2 Sintonizado del CPEE-BDU.

A continuacién se muestra el sintonizado del CPEE mediante BDU, con el fin de
dotar al sistema de mayor robustez, considerando N = N,, por simplicidad y sin perder
generalidad. Asi pues se considera el siguiente modelo en espacio de estados con incerti-
dumbre paramétrica 0F y 0G

Xit1 = [F+(5F] X; + [G+5G] u;, (512)

donde x¢ indica el valor del estado inicial, y {u;} indica la secuencia de control.
Conociendo un limite de la incertidumbre (||6F||, < nr, [|0G|l, < n¢), se plantea el
problema CPEE-BDU como

N-1
) - . .
min  max xvPxy + x’'Qx; + u'Ru] |, 513
{ui} ||0F||;<nr N AN ZO: [ i z] ( )
160Gy <na i=
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donde R y P son unas matrices definidas positivas y Q una matriz semidefinida
positiva.

Del mismo modo que con el LQR-BDU, el problema se puede resolver recursivamente
dividiendo la funcién de coste en dos términos, donde se asume que Q = ¢l y R = rI son
matrices constantes diagonales, y mediante unos cambios de variables se plantea el
segundo término como un problema BDU del tipo (3.62)

min maz [|| [A+6Alx —[b+b] |5 +p | x [3], (5.14)
X l0Al[,<na
l|6bl|y<ms

donde se ha sustituido

A - P3G, b — —P:Fxy_,,
SA — P3G, §b — —P2Fxy_1,
1 1
na — HP5 U m — ||P2? e | xn-1 |2,

X — Un-_1, p—T.

Minimizando (5.14) para la variable x, teniendo en cuenta la solucién (3.83) y (3.84)
del problema BDU y deshaciendo los cambios de variables y sustituyendo A <— Ay _1, se
obtiene la ley de control para tiy_;.

Y repitiendo el procedimiento (programacién dindmica) se obtiene la ley de control
para el resto de instantes de tiempo 0 << N — 1

K, = [\I1+GTP;;,G]” GTP,,,F, (5.16)
1 1 R
HPz'2+1 ) Na HPi2+1 [F — GK;| %;

2+

1 Ki%;i]],

1
r HP;+1 F - GKJ%|

TR N b . 6.17)
HPi2+1 [F — GKj] %, Pi2+1 ) Ule ||KzXz||2 + HPi2+1

4+
2

277F ||§(1||2
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P, = Q+K'RK, + [F - GK;]" P, ., [F — GK;] +

1 1
, |PE |, e 1Kiill, + [ B | e
+2[F — GK,]" P, [F — GK|] - : +
HPi2+1 [F - GK;]%; )
S|P ek 2 K
+ea], [remr+ [o + 2mene 55 1] (5.18)
Py =P, (5.19)

de donde sélo interesa Ko|o. En este caso, al igual que en el LQR-BDU, para calcular
Koo se ha de resolver un problema TPBVP (Two-Point Boundary Value Problem), debido
a que las expresiones de K; y P; dependen del vector de estado del peor caso X;, es decir
K;(%;) y P;(%;), y en concreto Koo(Xg|0).

El problema de esta dependencia causa que al aplicar el horizonte mévil en el si-
guiente instante de tiempo, al partir de un estado inicial distinto x;|;, y al depender K; y
P; de dicho estado inicial, no se va a cumplir K;; = Ky|o, y por tanto no va a ser posible
expresar la ley de control del CPEE-BDU como una realimentacién constante del estado,
sino que va a variar en cada instante.

Desde este punto de vista, la ley de control es mas compleja que la del LQR-BDU,
pues en este caso, se plantea un TPBVP en cada instante de tiempo. Por tanto, a conti-
nuaciéon se presenta la aplicacién del BDU al control predictivo, pero en formato funciéon
de transferencia, adecuado para los sistemas lineales que se abordan en la tesis.

5.3 El controlador GPC-BDU.

5.3.1 Controlador Predictivo Generalizado (GPC).

Se pretende justificar en este apartado, las razones de la eleccién del controlador
GPC como candidato a ser extendido a su versién BDU. Se han tenido en cuenta razones
de indole académico (més usado en este ambito), aunque es facilmente trasladable al
DMC, técnica predictiva mas extendida en la industria pero con indudables limitaciones.

Por tanto los conceptos aqui explicados pueden ser aplicados tanto al controlador
DMC como al controlador GPC, sin embargo, la exposicion se ha realizado en base a éste
debido sobre todo a que el GPC presenta las siguientes ventajas:

e Con el GPC se puede plantear una gama bastante amplia de problemas de control
(procesos inestables, de fase no minima, sistemas con retardo, etc.) con un nimero
razonable de pardmetros de diseno, mientras que el DMC se usa para procesos
estables y utiliza modelos con un alto nimero de parametros.
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e El GPC ha sido validado en un amplio espectro de aplicaciones reales [Bitmead et
al. 1990] asociadas al control de procesos.

e El modelo en forma de funcién de transferencia utilizado en el GPC incluye un
modelo para las perturbaciones mas complejo que el empleado, por ejemplo, en el
DMC el cual supone perturbaciones constantes.

e El GPC fue concebido, ademas, para poder ser empleado en un esquema de control
adaptativo [Clarke et al. 1987a], [Clarke et al. 1987b].

La formulacion del GPC con indice de coste cuadratico ha sido ampliamente de-
sarrollada en [Clarke et al. 1987a], [Clarke et al. 1987b] y [Camacho 1993].

En dicha formulacion se utiliza el modelo estocastico CARIMA

B(z 1)zt
A(z71)

T(z 1)

V= AAGT)

u(k) + &(k) (5.20)

donde

e y(k) es la salida del sistema.

u(k) es la accién de control.
e ¢(k) representa la perturbacién (ruido blanco).
e A=(1-2z71).

° T(z‘l) =ty +tz7 + -+t 2”™ es una caracterfstica estocastica del ruido, pero
como es dificil de estimar, en la practica es comin utilizarlo como parametro de
diseno. Asi pues T es elegido por el disenador (impuesto) y actia como un polino-
mio de filtrado de perturbaciones que puede usarse para mejorar la robustez
del sistema.

e Bzt =bz7t + -+ bupz~ ™ es el numerador de la funcién de transferencia
discreta del proceso.

° A(z_l) =1+a 27"+ - +a,,27™ es el denominador de la funcién de transferencia
discreta del proceso.

Considerando el modelo anterior y las ecuaciones polinémicas siguientes
T(z") = Ei(z HAA+2'Fi(z 1), (5.21)
Ei(z")B(z™") = Gi(z"H)T(z7") +27'Ty(z7), (5.22)

se plantea el siguiente modelo de prediccién

ylitilk) = Gi(= ) Aulhk+i—1)+ f(k +ilk) (5.23)
Flk+ilk) = ];i((j_l))y(k) ; g_f((j_l))m(k 1), (5.24)
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el cual permite, situados en el instante k, predecir el valor de la salida en el instante
k 4+ 1.

Cabe destacar ademads, el claro significado que poseen las dos partes de la expresién
(5.23):

o f(k+i|k) es la prediccién de la respuesta libre del sistema. Dicha prediccién se
calcula, exclusivamente, utilizando informacién conocida hasta el instante k, puesto
que I'; y F; son polinomios con un ntimero finito de términos en potencias de 27!

(FIR).

e G;(z ")Au(k+1i—1) es la prediccién de la respuesta forzada del sistema, basada
en un numero finito de acciones de control propuestas para instantes futuros.

Aplicando la expresién (5.23) para los instantes 1,..., N, se puede obtener una
forma matricial para la prediccion de esos instantes

y(k +1k) Au(k)
y(k+2|k) _ Au(k +1) g (5.25)
y(k + NIk) Aulk+N —1)
y = GAu+f, (5.26)
donde
S 521
gn-1 gn-2 --- 9o
Aul (k —1) y! (k)
uwl (b — F(k —
f =T s q7 2 +F y(k: b : (5.28)
Auf(k‘ —np) y/ (k _ ng)
_ Au(k)
Auf (k) = ) (5.29)
_y(k)
Ayl (k) = Ty (5.30)
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siendo I' y F las matrices que contienen en cada fila los coeficientes de los polinomios
I; v F; de grado np y np respectivamente y g¢; los coeficientes! de los polinomios G;.

Para el cdlculo del controlador GPC, se plantea la minimizacién de un indice cua-
dratico que incluye las predicciones de la salida a lo largo de un nimero finito de instantes

J(Au) = Z aly(k + ik) — w(k + )] + Z NlAuk +§ — 1)) (5.31)

donde

e N;, N, son los valores minimo y maximo que establecen el horizonte de prediccion
o numero N de predicciones a realizar, N = Ny — N; + 1.

e N, se denomina horizonte de control y representa el maximo nimero de incrementos
de la variable manipulada a calcular (grados de libertad) teniendo en cuenta que
Au(k+ Ny) =Au(k+ N, +1)=...=Au(k+ N —1) =0.

. ZZN;NI a;ly(k +ilk) — w(k +1)]? representa una medida del error entre la salida y la
referencia w en el horizonte de prediccion, ponderado por los factores «;.

. Z;VZ"I Aj[Au(k+j—1)]? representa una medida del esfuerzo de control en el horizonte
de control, ponderado por los factores A;.

Es posible expresar el indice (5.31) en forma cuadratica como

J(Au) =y — w]'Aly — w| + Au"LAu (5.32)

donde A n«n V Ly, «xn, son matrices diagonales, siendo habitualmente constantes, L = AI
y A = al. Asumiendo A = I, por simplicidad, el indice también se podria expresar como

J(Au) =|ly —w |3+ || Au |3, (5.33)
siendo
w = [wk+1),...,wk+N)T, (5.34)
y = [y(k+1|k),...,y(k+ N|k)]", (5.35)
Au = [Au(k),...,Au(k+ N, — 1)]". (5.36)

Sustituyendo (5.26) en (5.32) se plantea la minimizacién del siguiente indice

ILos coeficientes de los polinomios G; resultan ser los coeficientes de la respuesta del proceso ante un
escalén unitario.
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min J(Au) = min [ GAu+f—w|5+X]| Au 3] (5.37)

obteniendo como solucién la expresion del controlador GPC SISO sin restricciones

At = [G"G + M|'G"[w —TAu/ — Fy/] (5.38)

f

donde

e Gyun, Inxnps Faxny son matrices procedentes del modelo de prediccion (5.26).

° AuiFX1 es el vector de los incrementos de acciones de control pasadas, filtradas por
el polinomio T.

° yinl es el vector de salidas pasadas, filtradas por el polinomio T.

Llamando e al error obtenido al restar la referencia w menos la prediccion de la
respuesta libre del sistema f

e=w—f=w— [[Au/ + Fy/] (5.39)

se puede reescribir la ley de control (5.38) como

At = [G'G + \I|7'G”e. (5.40)

Hay que tener en cuenta que al asumir el CPBM horizonte mévil (receding horizon),
tal y como se comentdé en el capitulo 2, se debe plantear la resolucién del anterior problema
de minimizacién en cada periodo de muestreo, incorporando asi nueva informacién de la
evolucién dinamica del proceso.

A continuacién se hard referencia al GPC en dos versiones, el GPC con penaliza-
cion del esfuerzo de control A\, cuyo planteamiento es

min || GAu — e [} +1 || Au |3 (5.41)

y la ley de control resulta

Ai = [GTG + M| 'GTe, (5.42)
y el GPC sin penalizacién del esfuerzo de control, cuyo planteamiento es
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rgin | GAu —e || (5.43)

y la ley de control
Ad = [GTG] 'GTe. (5.44)

5.3.2 Formulacién del GPC como un problema LS.

En control, el principio de minimos cuadrados (LS) es fundamental y esté presente
en muchos disenos (LQG, control predictivo, etc.). Su popularidad es debida a que es
facil de plantear y de resolver. Muchos algoritmos de control predictivo (DMC, GPC)
estan basados en el principio de minimos cuadrados y su objetivo es el mismo, tratar de
obtener una inversa del proceso aproximada (siendo en el caso limite cuando horizonte de
control N, y prediccién N coinciden una inversa exacta del proceso). Su planteamiento
es el siguiente, dado un modelo del proceso con el que predecir la respuesta de éste, se
plantea un sistema de ecuaciones, en la mayoria de los casos inconsistente, y se obtiene
una solucién aproximada para las acciones de control que minimizan los residuos.

Asi, el planteamiento del GPC sin penalizacién del esfuerzo de control (5.43) coincide
con el planteamiento de un problema de minimos cuadrados

TrALin | GAu — [w —f] ||2 (5.45)

donde la prediccion de la respuesta libre del proceso f marca cudl deberia ser la
respuesta forzada de éste para conseguir llegar a la referencia. En la prediccién de la
salida del proceso se utiliza la salida actual produciendo predicciones contaminadas
por ruido de medida, errores de redondeo o incertidumbres en G. Esto implica que el
vector e = [w — f] generalmente no sea una combinacién lineal de las columnas de G y
por tanto, no pertenezca al espacio generado por las columnas de G consideradas como
vectores (e ¢ R(G)). Por ello el método de minimos cuadrados buscard el vector & = GAw
mds cercano al vector e = [w — f] en el sentido de la norma euclidea. Esta solucién es el
ya conocido sistema de ecuaciones normales

[GTG]AG = GTe (5.46)

cuya solucién es tnica si la matriz G es de rango completo y viene dada por
Ai = [G"G]'G e. (5.47)
Esta solucién coincide con la del GPC sin penalizacién del esfuerzo de control (5.44)

que se mostro anteriormente. Dicha soluciéon produce el minimo residuo, el cual es orto-
gonal a la matriz dindmica del proceso G
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G'[GAl —e] = 0. (5.48)

Como se comento en el capitulo 3, habitualmente es necesario considerar alternativas

al método de minimos cuadrados, principalmente por dos razones:

1)

2)

Aunque el controlador predictivo trate de obtener una inversa (en el mejor de los
casos exacta) del proceso, a menudo se requieren acciones de control excesivas
imposibles de implementar fisicamente.

Principalmente dicho método es muy sensible a errores en los datos. Es decir
un controlador basado en minimos cuadrados a partir de un modelo G y un error
de prediccién e puede tener un funcionamiento inadecuado si el proceso real no
estd definido completamente por el modelo G, sino que responde por ejemplo a
(G + dG) para un 0G desconocido. De hecho, si se asume que las acciones de
control son calculadas a partir de la expresién (5.47) y que e no sélo contiene ruido,
sino que también estd perturbado ya que proviene realmente del proceso (G + §G)
y no del modelo G, entonces

e~ [G+0G|Ad (5.49)

y las acciones de control calculadas At produciran el siguiente residuo

|G +0G]AG —e [o<|| GAL—e ||, + | IGA# || (5.50)

es decir, como maximo el residuo que siempre aparece en minimos cuadrados mas
un término adicional debido a la perturbacién en los datos. Como se puede observar
estas perturbaciones en los datos pueden degradar las prestaciones de los disenos
basados en minimos cuadrados, dado que puede hacer que el residuo sea muy elevado.

Una solucién tipica para tratar de evitar el problema 1) consiste en modificar lige-

ramente el problema de minimos cuadrados incorporando un factor de ponderacion en la
acciéon de control. El llamado minimos cuadrados regularizado (ya planteado en el
capitulo 3) trata ahora de resolver

n&m[“ GAu—el)5+)\ | Au 3] (5.51)

eligiendo A > 0 (regularizacién positiva). Dicho planteamiento coincide con el del

GPC con penalizacién del esfuerzo de control (5.41). La solucién es dnica y viene dada

por

Ai=[G"G + \|"'G"e (5.52)
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debido a que la matriz [GT G+ AI] es siempre definida positiva y por tanto invertible,
la cual coincide con la ley de control del GPC con penalizacién del esfuerzo de control
(5.42). Sin embargo esta solucién requiere una eleccién del pardmetro A por parte del
disenador basada en la experiencia.

Por otra parte, también el problema de minimos cuadrados reqularizado se podria
plantear como un simple problema de minimos cuadrados tal y como se demuestra a
continuacion.

Demostracion: Considerando el vector

{GAu—e]

AW (5.53)

ya que A > 0. Se puede comprobar que la magnitud al cuadrado de este vector (su
norma euclidea al cuadrado), es equivalente al indice de coste del GPC

J(Au) = [[GAu—el+)][ Aulf;

= |GAu—el+ || A3Au |}
2

GAu-—e
el 550
Reescribiendo (5.54) como
(o RS
NAu AT 0],
N 2
- HGAu—a 2 (5.55)

se puede concluir que el valor dptimo (5.52) es la solucidn, en el sentido de minimos
cuadrados, del sistema de ecuaciones lineales siguiente

GAa=¢ (5.56)

donde G € RN+Nu)>xNu & ¢ RN+NIXL Ge define el sistema de ecuaciones nor-

males asociado al sistema (5.56) como

G'GAdn=G"e (5.57)

donde GTG € RV *Ne y GT@ € RV+*1. El sistema de ecuaciones normales (5.57),

posee siempre una solucion®

2Siempre y cuando rank(G) = N,,.
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Aa = [G'G] 'G"e (5.58)
= [GTG + M]"'GTe.

La expresion (5.58) coincide con la solucidn del sistema (5.56) en caso de que éste
fuera compatible pero, generalmente, éste no lo es. Es decir, no existen grados de libertad
suficientes para obtener una solucion exacta. En ese caso (5.58) es la solucion en el sentido
de minimos cuadrados del sistema (5.56).

Queda por tanto demostrado que el problema GPC, tanto con penalizacién del es-
fuerzo de control (A # 0) o sin él (A = 0) se puede plantear como un problema de minimos
cuadrados. El caso de considerar A # 0 implica que se lleva a cabo una regularizacion de
dicho problema.

El verdadero motivo por el que el GPC incluye un factor de ponderacién en la accion
de control es para aliviar el problema de mal condicionamiento de la matriz G, ya que
este problema se magnifica al calcular [GTG] !, para obtener la ley de control, sobre todo
cuando los horizontes de prediccion y control son elevados.

Existen diferentes estrategias usadas actualmente en CPBM para solventar el pro-
blema de mal condicionamiento, como son:

e Singular Value Thresholding (SVT), que lleva a cabo una descomposicién en valores
singulares (SVD) del modelo del proceso, de modo que los valores singulares que se
encuentren por debajo de un determinado valor limite son despreciados, obteniendo
asi un nuevo modelo con un nimero de condicién menor (por ejemplo, lo usa el

RMPCT de Honeywell).

e Ponderacion de las Componentes Principales (PCW), que podria ser vista como
una variante de la anterior, ya que también hace uso de la SVD, pero demas de
eliminar valores singulares [Sanchis et al. 2002], [Sanchis et al. 2003], también los
puede ponderar, con lo que el método es mas flexible que el SVT [Sanchis et al.
2001], [Sanchis 2002].

e Ranking de la variable controlada, donde se establece una clasificacion de las varia-
bles controladas (caso MIMO) segiin su controlabilidad, y en caso de que se detecte
un nimero de condicion elevado, se abandonan las variables con baja prioridad has-
ta que vuelva el buen condicionamiento (por ejemplo, el algoritmo SMC-IDCOM de
Aspen Technology).

e Variables de holgura (slack variables) en el LP (linear programming). En el caso

particular de usar un optimizador en régimen permanente en un nivel jerdrquico
superior al CPBM, por ejemplo, el uso del LP sobre el DMC [Ramos et al. 2002b],
se pueden usar las variables de holgura para mejorar el mal condicionamiento.
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e Penalizacion del esfuerzo de control (move suppression factor). El pardmetro de
penalizacién del esfuerzo de control A incrementa la magnitud de los elementos de
la matriz que se ha de invertir en el problema de minimos cuadrados que proporciona
la ley de control, reduciendo asi el nimero de condicion.

En el limite de que el parametro A tuviera un valor de oo, el niimero de condicién de
todos los subprocesos seria de 1. Esta estrategia es similar a la del SVT en el sentido
de que ambas reducen la norma de los incrementos de las acciones de control.

Por tanto, el pardmetro A (que puede ser una matriz, sobre todo en el caso de
sistemas MIMO [Ramos et al. 2001]) se puede ajustar con dos fines diferentes:

— reducir el nimero de condicién de la matriz que se va a invertir,

— y evitar acciones de control agresivas.

Aunque hay estudios sobre este aspecto dual de A [Maurath et al. 1988], la atencién
sobre A, sobre todo se ha centrado en el segundo objetivo.

Algunos trabajos hay hechos que ofrecen una expresiéon analitica para el parametro
de penalizacién del esfuerzo de control A, con el fin de reducir el mal condicionamien-
to del sistema [Shridhar y Cooper 1997]. En dicho trabajo se obtiene una expresién
analitica del nimero de condicién y a partir de ella, se deriva una expresién para A,
de modo que el nimero de condicién se acota por un valor fijo. El principal inconve-
niente de este método es que aprorima el proceso por un sistema de primer orden
mas un retardo con el fin de obtener la expresion analitica de manera sencilla.

De las diferentes estrategias, ésta ultima (diseno del pardmetro de penalizacion del
esfuerzo de control) constituye el objetivo de la tesis, y es la que se llevara a cabo mediante
la aplicacién de la técnica BDU.

Para ello, se hard referencia al GPC en dos versiones, el GPC con penalizacion
inicial del esfuerzo de control, al que se le denota por p para distinguirlo del parametro
de regularizacion A que proporciona la técnica BDU, y el GPC sin penalizacién del
esfuerzo de control (p = 0).

5.3.3 Sintonizado de \ del GPC-BDU con p = 0.

Tal y como se coment6 en el capitulo 3 el inconveniente de elegir A de un modo
intuitivo, y sin ningin procedimiento o técnica que ayude en su diseno, radica en que si
es muy grande, se produce una sobrerregularizacion la cual puede originar pérdida de
informacién importante, y si A resulta pequeno se produce una subregularizacién que
puede provocar que la solucién no sea robusta, es decir que sea sensible a errores en los
datos.

Asi en este capitulo se va a usar la técnica BDU que lleva a cabo la regularizacion
semiautomatica sin intervencion del usuario, disenando A a partir de una cota de la
incertidumbre del sistema.
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Si se supone que se ha identificado el proceso a controlar y se dispone de un modelo
nominal en forma de matriz dindmica G, y por otro lado que el error de prediccion
estd contaminado seguramente por ruido de medida que explica las discrepancias entre
GAu y e, siendo el vector de acciones de control en principio desconocidas, se puede
expresar mediante

GAu~ e, (5.59)

es decir, se considera el problema GPC sin penalizacion inicial del esfuerzo de control
p (5.43)

min | GAu—e | . (5.60)

Si se asume que la verdadera matriz que relaciona las acciones de control Au con
el error de prediccién no es G sino una versién perturbada de ésta, llamese (G + 0G) y
que el error de prediccién no es realmente e sino (e + de), y que las perturbaciones 6G y
de no son conocidas, aunque si un limite superior

| 6G ||2< na, (5.61)

| de [|l2< 7, (5.62)

se puede plantear el problema BDU (3.27) como

min max ||[G + G| Au — [e + de|, (5.63)
Au H2GHH2<S77C;
€||x e

cuya solucién (ecuaciones (3.59) y (3.60)) resulta

A = [GTG + A\ 'GTe, (5.64)
ne || GAl —e [
A . : (5.65)
| A

Es decir, partiendo de un planteamiento del GPC sin penalizacion del esfuerzo de
control, p = 0, la aplicacién de la técnica BDU considerando la incertidumbre presente en
el sistema, lleva a cabo una regularizacién guiada del problema, mediante el pardmetro A.

Hay que hacer notar que la expresién (5.64) es la solucién unica y exacta del siguiente
problema de minimos cuadrados regularizado

min [[| GAu —e|[[3 +A || Au 3], (5.66)
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por lo tanto, la solucién del problema BDU con incertidumbres acotadas puede ser
visto como un problema de control predictivo con una eleccion automatica del factor de
ponderacion de la accién de control A en funcién del error de prediccion en un instante y
del limite maximo de la incertidumbre que se desee manejar. Esta ponderacién automatica
proviene del célculo de A en cada instante (aplicando el horizonte mévil, tipico del CPBM)
con un algoritmo de tipo biseccién para resolver la ecuacién secular (5.65).

5.3.3.1 Ejemplo 1.

En este ejemplo se pretende mostrar como el sintonizado del GPC mediante BDU
permite ajustar el parametro de penalizacién del esfuerzo de control A incrementando la
robustez del sistema cuando aparece incertidumbre. Si se considera el siguiente proceso
continuo

—1.89(s — 0.64)

Gls) = (2 4+ 0.365 + 0.24)

(5.67)

el cual se discretiza para un periodo de muestreo 7' =1 s., y se disena un GPC con
los siguientes parametros

-
Ny | Vo ]\;“ T(=") (5.68)

1|10 1

se muestra en la figura 5.1 la respuesta en bucle cerrado del proceso controlado con
el regulador GPC anterior (suponiendo que en este caso modelo y proceso coinciden).

Si por otra parte se supone que el proceso real G,(s) no es exactamente como el
modelo G(s), sino

—1.76(s — 0.64)
(s + 0.225 + 0.22)

Gy(s) = (5.69)
y se trata de controlar el proceso con el regulador GPC calculado, se puede observar
c6mo la respuesta de bucle cerrado es inestable (figura 5.2).

Para aplicar el método de ponderacién automatica basado en incertidumbres aco-
tadas (BDU) se debe obtener la cota superior para el posible conjunto de incertidumbres
0G. Para ello se calculan las respuestas ante entrada en forma de escalén del modelo y del
proceso (figura 5.3) y se construyen a partir de estas respuestas sendas matrices dindmicas

Gy G,.

Por un lado la matriz G es la que se utiliza en el controlador. Por otro la matriz
0G se puede calcular como la diferencia entre la matriz que usa el controlador y la que
resulta del proceso real G, es decir

G =G,—G (5.70)
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Figura 5.1: Respuesta del proceso cuando modelo y proceso coinciden.

GPC
2 T
1]
=]
©
[}
_2 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2
1 - -
> 0 -
.
_2 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
4
2 - -
2o 1
2
_4 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Muestras
Figura 5.2: Respuesta del proceso cuando modelo y proceso son distintos.
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y la cota superior 7 se calcula como

ne =[0G |2, (5.71)

resultando en este caso ng = 3.54.

10

T
—— Modelo
— - Proceso

2 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)

Figura 5.3: Respuestas ante un escalén del proceso y el modelo.

Como una medida de la diferencia entre modelo y proceso se puede calcular el ratio

119G [l
G2

ratio = 100 = 14.90 %. (5.72)
En la figura 5.4, se observa cémo el factor de ponderacién A se ajusta automaética-
mente para hacer frente a las discrepancias entre el modelo y el proceso.

5.3.3.2 Ejemplo 2.

En este ejemplo se pretende de nuevo mostrar como el GPC-BDU puede incrementar
la robustez del sistema cuando aparece incertidumbre, pero en este caso se compara con
un GPC que ya pretende mejorar la robustez mediante el uso de polinomio de filtrado
T(27!). Considérese el siguiente proceso continuo

16
(s2+2s+16)’

G(s) = (5.73)
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GPC-BDU
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Figura 5.4: Respuesta en bucle cerrado con ajuste dindmico del factor A.

el cual se discretiza para un periodo de muestreo 7" = 0.1 s., y se disena un GPC
con los siguientes parametros

Ny | Ny | N, T(Zil)
1{30] 3 [1-09z"

(5.74)

La respuesta de este controlador cuando proceso y modelo coinciden se muestra en
la figura 5.5. En este caso se ha utilizado en el disefio un polinomio de filtrado T(z)
distinto de 1, lo que implica una mayor robustez del diseno frente a variaciones del proceso
respecto al modelo.

Por otra parte en la figura 5.6 se muestran las respuestas ante entrada en forma de
escalon del modelo y del proceso cuando se considera que este tltimo es

16(s +0.9)

(2 +4s+16) (5.75)

Gy(s) =

Realizando la misma operaciéon que en el ejemplo anterior, se obtiene un ratio del
70.55 %. El controlador GPC de nuevo es incapaz de hacer frente a estas diferencias entre
proceso y modelo incluso con polinomio de filtrado (figura 5.7).

En la figura 5.8 se observa cdmo, efectuando un ajuste dindmico del factor de pon-
deracion A\, siendo ng = 6.70 se consigue estabilizar el sistema.
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Figura 5.5: Respuesta del proceso cuando modelo y proceso coinciden.
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Figura 5.6: Respuestas ante un escalén del proceso y el modelo.
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Figura 5.7: Respuesta del proceso cuando modelo y proceso

20

30

40

50
Muestras

GPC-BDU

60

70

80

90

100

son distintos.

Salida

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
1 .5 T T T T T T T T T
1 - -
E
0.5 |
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.5 T T T T T T T T T

70

80

4000 T

< 2000

o

0
Muestras

A M ]\M N
10 20 30 40 5 60

.

00

Figura 5.8: Respuesta en bucle cerrado con ajuste dindmico del factor A.

Pig. 129



CApPiTULO 5. CONTROL PREDICTIVO CON BDU.

5.3.4 Sintonizado de \ del GPC-BDU con p > 0.

En el apartado anterior se partia del planteamiento del GPC sin penalizacién del
esfuerzo de control p, y cémo la técnica BDU permitia incorporar y sintonizar dicho
parametro en funcion de la cota de la incertidumbre presente en el sistema, con el proposito
de mejorar la robustez del mismo.

En este apartado el objetivo es similar, pero el planteamiento del GPC incorpora a
priori una penalizacion del esfuerzo de control p, bien para mejorar el condicionamiento
del sistema, o para limitar el valor de las acciones de control para el modelo nominal, y
se muestra como la técnica BDU sustituye dicho parametro p por A, el cual incorpora
informacion sobre la incertidumbre presente en el sistema, mejorando asi la robustez del
mismo.

Asi pues, planteando el GPC con penalizacién del esfuerzo de control, y de
nuevo, si se incorpora explicitamente un limite en el tamano de las incertidumbres se
puede plantear el siguiente problema BDU (3.62)

min maz [|| [G +0G]Au — [e+de] |3 +p || Au 3], (5.76)
Au H2GHH2<S770
€||x e

cuya solucién (ecuaciones (3.83) y (3.84)) resulta

Aid = [GTG +A|7'G"e, (5.77)
) 7mHGAP—eM ApHGAﬁ—eMA _ (5.78)
| A | GAlQ—e |2 +na || Al |2 +7e

Noétese que sin considerar incertidumbre (ng = 7. = 0), entonces el pardmetro de
penalizacién obtenido coincide con el inicial A = p.

5.3.4.1 Ejemplo 3.

En este ejemplo se pretende mostrar como el sintonizado del GPC mediante BDU
permite ajustar el parametro de penalizacién del esfuerzo de control A incrementando la
robustez del sistema cuando aparece incertidumbre.

En este caso el GPC de partida ya penaliza el esfuerzo de control mediante el
parametro p, por lo que la aplicacién del BDU va a modificar dicho parametro obteniendo
asi A. Si se considera el siguiente proceso continuo de 5° orden

1

G(s) = m,

(5.79)

el cual se discretiza para un periodo de muestreo T' = 2 s., y se disena un GPC con
los siguientes parametros
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El control alcanza buenas prestaciones cuando el modelo y el proceso coinciden
(figura 5.9).

Salida
o
o [6,] -
T T
|
K
I
1

0 50 100 150 200 250 300 350 400

0 50 100 150 200 250 300 350 400
1
0.5 B
ER)
-0.5r B
-1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Muestras

Figura 5.9: Respuesta del proceso cuando modelo y proceso coinciden.

Pero por el contrario, si con el mismo GPC se pretende controlar un proceso dado
por

 1.5(1.665+ 1)

Gp(s) = 665117 (5.81)

el bucle cerrado es inestable, como se observa en la figura 5.10.

En la figura 5.11 se muestran las respuestas ante entrada en forma de escalon del
modelo y del proceso considerando en este caso ng = 4.50 y el ratio que se muestra a
continuacion

oG
ratio = 119G Il2 100 = 31.77 %. (5.82)
|G [l
Aplicando el algoritmo para la ponderacién automaética se mejora la robustez del
controlador y ahora éste es capaz de hacer frente a mayores discrepancias entre el modelo

y el proceso (figura 5.12).
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0

Figura 5.10: Respuesta del proceso cuando modelo y proceso son distintos.

50

100 150 200 250 300 350 400
Muestras

1.5

0.5

Modelo
Proceso

20 30 40 50 60 70 80
Tiempo (s)

Figura 5.11: Respuestas ante un escalon del proceso y el modelo.
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GPC-BDU

Salida

0 50 100 150 200 250 300 350 400
2 T T T T T T T
1k i
>
oF
1 ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400
0.2 T T T T T T T
02 ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400
10000 T T T T T T T
< 5000 JA b
0 \_J\A JA\ A J 1A |} 1 A J
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Muestras

Figura 5.12: Respuesta en bucle cerrado con ajuste dinamico del factor A.

5.3.4.2 Ejemplo 4.

Como se mencion6 anteriormente, un cambio en los parametros de diseno del con-
trolador GPC podria proporcionar un controlador suficientemente robusto como para
manejar un proceso diferente al modelo. Por ejemplo, si se pretende controlar un proceso
dado por

1

(6.65+1)7’ (5.83)

Gy(s) =

con el mismo GPC anterior se obtiene la respuesta de la figura 5.13, donde modelo
y proceso son distintos y se considera p = 1.

Notar que el controlador estd disenado con factor de ponderacién para la accion
de control (p) y polinomio de filtrado T(z7!). En este caso la respuesta es demasiado
oscilatoria aunque estable. Cabe también indicar que variando los parametros de diseno
(Ng, p, T, etc.) se podrian obtener respuestas mas aceptables pero se estaria hablando de
un procedimiento de prueba y error.

Observando la diferencia entre las respuestas ante escaléon del modelo y proceso
(figura 5.14) y construyendo las matrices dindmicas para modelo y proceso se obtiene el
valor ng = 6.13 y un ratio del 43.27 %.

En la figura 5.15 se observa como, de nuevo, un calculo dindmico para A mediante
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Salida

0 50 100 150 200 250 300 350 400
4
2 -
>
0 -
_2 | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Muestras

Figura 5.13: Respuesta del proceso cuando modelo y proceso son distintos (p = 1).

1 T
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0.9 — - Proceso _ |

0.8

061

051

031

0.1F

| | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo (s)

Figura 5.14: Respuestas ante un escalon del proceso y el modelo.
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BDU consigue mejores prestaciones haciendo el controlador mas robusto frente a discre-
pancias entre modelo y proceso.

GPC-BDU

Salida

0 50 100 150 200 250 300 350 400
2 T T T T T T T
1 | - -
3
0 -
_1 | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400
02 T T T T T T T
_02 Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350 400
10000 T T T T T T T
< 5000 B
0 ’J\ ! J | J\L — /—J\ ! h L g\L
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Muestras

Figura 5.15: Respuesta del proceso cuando modelo y proceso son distintos (p = 1).

Si se considera un GPC basado en el modelo G(s) anterior y los mismos pardmetros
de diseno, exceptuando p que ha sido aumentado para obtener un diseno mas robusto

Ny | Ny | N, T(Zil) P
1 [40]10(1—-0.921]25

(5.84)

se puede observar en la figura 5.16 cémo la respuesta del sistema en bucle cerrado,
cuando se intenta controlar el proceso G,(s), es menos oscilatoria, lo cual indica que se
podria aumentar dicho parametro p hasta obtener una respuesta adecuada tras realizar
varias simulaciones. Por otra parte, aplicando la ponderacién dinamica de dicho factor,
basada en el tamano de las incertidumbres (BDU) se puede, desde el principio, hacer
frente a este tipo de problema (figura 5.17).

5.4 Conclusiones.

En este capitulo, se han repasado los conceptos del CPEE y del GPC, y la aplicacion
de la técnica BDU en el sintonizado de ambos.

En el caso del CPEE-BDU aparece de nuevo el problema TPBVP, al igual que
ocurrié con el LQR-BDU, lo cual complica la obtencién de la ley de control. En el caso del
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Salida

50 100 150 200 250 300 350 400

0 50 100 150 200 250 300 350 400

50 100 150 200 250 300 350 400
Muestras

Figura 5.16: Si se aumenta p = 25 el controlador es méas robusto.

GPC-BDU
2 T
© 1F— — = — == — T b
B
© I
) 2 [
_1 Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350 400
2 T T T
1k i
B
O -
_1 ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400
0.1 T T T T T T T
3 0 \_// \/X
_0.1 ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400
6000 T T T T T T T
4000 - -
<
2000 - -
L
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Muestras

Figura 5.17: La ponderacién automatica decide qué valor de A seria mejor si el diseno ya
incluye la ponderacién p = 25.
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GPC, tras mostrar que dicho controlador se puede plantear como un problema de minimos
cuadrados, se muestra que desde ese punto de vista se puede utilizar la técnica BDU
para regularizar dicho problema y evitar que la presencia de incertidumbre proporcione
soluciones pocos robustas.

De ese modo la técnica BDU regulariza el GPC mediante el parametro A, con la
diferencia de que en este caso la eleccién de A ya no se lleva a cabo empiricamente, sino
que el BDU permite un ajuste de A basado en la cota de la incertidumbre presente en el
sistema.
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6.1. INTRODUCCION.

6.1 Introduccion.

La estabilidad nominal de un bucle cerrado es relativamente facil de alcanzar sin
mas que seleccionar los parametros de diseno de un GPC y, asumiendo que el modelo es
correcto, comprobar que con estos parametros el bucle cerrado es estable. De hecho ésta
es la forma de trabajo de la mayoria de aplicaciones de control predictivo en la industria.
Pero, a pesar de la popularidad del controlador GPC no existe, hasta el momento, una
teoria clara para garantizar la estabilidad del bucle cerrado en funcién de sus pardmetros
de diseno.

De hecho la estabilidad asintética esta garantizada solo para algunos casos especia-
les, en general con horizontes infinitos (por ejemplo cuando ambos horizontes, el de
prediccién y el de control, son infinitos, o cuando N, = 1, el horizonte de prediccion es
infinito y el proceso es estable). En general, es ficil encontrar ejemplos para los cuales
un GPC no puede controlar el proceso (basta con colocar una pareja polo-cero cercanos
fuera del circulo unidad).

Como solucién al problema de la estabilidad, diferentes autores han propuesto algu-
nas variantes del GPC que garantizan la estabilidad del bucle cerrado:

e Stabilizing input-output receding horizon control (SIORHC) [Mosca y Zhang 1992],
[Mosca 1995].

Constrained receding-horizon predictive control (CRHPC) [Clarke y Scattolini 1991].

Infinite horizon generalized predictive control (GPC™) [Scokaert y Clarke 1993],
[Scokaert 1997].

Stable generalized predictive control (SGPC) [Kouvaritakis et al. 1992], [Kouvaritakis
y Rossiter 1993].

Generalized predictive control with end-point state weighting (GPCW) [Demircioglu
y Clarke 1992], [Demircioglu y Clarke 1993].

Receding-horizon predictive control with exponential weighting [Yoony Clarke 1993b].

Frente al uso de horizontes infinitos, tanto el algoritmo de control CRHPC como
SIORHC imponen restricciones sobre la salida, haciendo que ésta sea igual a la refe-
rencia en un horizonte mas alla del horizonte de prediccion. Esto fuerza a que el indice
de coste sea monétono decreciente [Scokaert y Clarke 1994]. En la variante SGPC, se
disena un bucle cerrado estable antes de aplicar la estrategia de control predictivo. Estos
tres disenos son, de hecho, equivalentes aunque tienen diferentes propiedades numeéricas
debido a su diferente implementacion [Rossiter y Kouvaritakis 1994].

El resto de aproximaciones también fuerzan a que el indice de coste decrezca monéto-
namente utilizando técnicas definidas para espacio de estados, incluyendo en el indice de
coste una ponderacion del vector de estados al final del horizonte de prediccién (GPCW)
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o empleando ponderacién exponencial en los errores y acciones de control [Yoon y Clar-
ke 1993b]. Este incremento secuencial de la ponderacién segin el instante de prediccién
conduce a una mejora de las prestaciones del controlador.

En este capitulo la atencion se centra sobre el controlador CRHPC, dado que cu-
bre la mayor parte de estrategias al ser equivalente al SIORHC y al SGPC [Rossiter y
Kouvaritakis 1994].

La estructura del capitulo es la siguiente, en primer lugar se presenta el CRHPC
en la seccién 6.2, el cual se expresard con diferentes formulaciones equivalentes, y se
mostrard mediante un ejemplo la capacidad de estabilidad nominal que presenta dicho
controlador. Posteriormente en la seccién 6.3, frente al fracaso del CRHPC ante discre-
pancias entre el modelo y proceso, se presenta el CRHPC-BDU, que en definitiva es un
GPC estable y robusto, que pretende mejorar la robustez del sistema. Para finalizar la
ultima seccion se dedicard a las conclusiones del presente capitulo.

6.2 Constrained Receding-Horizon Predictive Con-
trol (CRHPC).

[Clarke y Scattolini 1991] desarrollaron una variacién del GPC estdndar denominada
Constrained Receding-Horizon Predictive Control (CRHPC), la cual permite asegurar la
estabilidad del bucle de control bajo ciertas condiciones. La idea basicamente consiste en
calcular una secuencia de acciones de control futuras para forzar a que la salida predicha
sea exactamente igual a la referencia durante un horizonte m suficientemente largo tras el
horizonte de prediccién (figura 6.1). En realidad, algunos grados de libertad del controla-
dor se utilizan para forzar esta igualdad mientras que el resto se utilizan para minimizar
el indice de coste a lo largo del horizonte de prediccion.

Partiendo del modelo CARIMA

B(z 1Y)

y(k) = N T(z*l)

AA((z71

u(k — 1) + £(k) (6.1)

y utilizando el modelo de prediccién que se usa en el GPC (ecuaciones (5.23) y
(5.24)), se predice la salida para todo el horizonte de prediccién, teniendo en cuenta que

Au(k+ N,) =Au(k+N,+1)=...=Au(k+N—-1)=0
y(k + 1]k) Au(k) f(k+1]k)

y(k + 2|k) Au(k +1) N f(k+2|k)
y(k+:N|k) Au(k +:Nu— 1) f(k:+:N|k)

o bien
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Restriccion

Horizonte de prediccion terminal

Referencia (W)

Prediccion de la
salida

yk+i[K

y(k-i)

v

Pasado Futuro

Figura 6.1: Restriccion terminal.

Yins: = GleNuAuNuxl+f1le7 (63)

donde la matriz formada por los coeficientes g; de la respuesta del proceso ante un
escalén unitario, se denomina G para distinguirla de la matriz G, que aparece posterior-
mente

... 0
G = .91 .90 . (6.4)
gN-1 gnN-2 .- GN-N,

Si se extiende la prediccion m instantes mas alla de este horizonte, se obtiene

y(k+ N + 1]k) Au(k) f(k+ N +1lk)
k+ N + 2|k Au(k +1 k+ N + 2|k
vikaN2 (1) ]| SN2
y(k+ N +mlk) Au(k + N, — 1) f(k+ N+ mlk)
o bien
y2m><l = GZmXNuAuNuxl +f2m><17 (66)
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donde

an gN-1 <+« gN4+1-N,
gN+1 gn ... QgN+42-N,

GQ - . - . . * (67)
IgN+m—-1 Y9N+m—-2 --- YGN+m-N,

6.2.1 Obtencion de la ley de control del CRHPC.

El problema CRHPC se plantea del mismo modo que el GPC estandar, utilizando
el mismo indice cuadratico

n&iun J(Au) = n&zun 22 a;ly(k +ilk) —wk +9)) + i pilAu(k + 5 — 1)) (6.8)

pero en este caso el problema de minimizacién estd sujeto a nuevas restricciones
planteadas del siguiente modo (N, = 1, N, = N)!

yk+N+i) = wk+N), ie€ll,...,m], (6.9)
Au(k+N,+j) = 0, j>0. (6.10)

Tal y como se planted en el capitulo anterior, se continua con la denominaciéon de
p para el pardmetro de penalizacién del esfuerzo de control, dejando A para designar
el parametro de penalizacién o regularizacion que proporciona la técnica BDU, y que
sustituira a p cuando se utilice dicha técnica.

Expresando (6.8) en forma cuadrética como

nzin [y1 — wi]"Aly: — wi] + Au"PAu]
S.0. Yy = Wa, (6.11)
donde Anx«n Y Pu,xn, son matrices diagonales, siendo habitualmente constantes, P = pI

y A = al, y donde

w, = [wk+1),...,wk+N)], (6.12)
wy = [w(k+N),...,w(k+ N)]". (6.13)

!Se asume un horizonte de prediccién igual a N.
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Asumiendo A =1, por simplicidad, y llamando error obtenido a la diferencia entre
la referencia y la prediccién de la respuesta libre del sistema

e = Wi — fl, (614)
€y = Wy — f2, (615)

se puede expresar (6.11) como

min [GiAu—e]"[G1Au — e;] + Au’pIAu]
s.a.  GoAu=ey, (6.16)
o bien
min (|| GiAu— ey [[; +p || Au [|3]

s.a. GoAu=e,. (6.17)

Una solucion analitica a este problema de minimizacion puede ser calculada utili-
zando multiplicadores de Lagrange, produciendo el siguiente resultado

At = G[I - GIMG,G|GTe, + GGIMe, (6.18)
donde
Grouv, = [GTGy+p1]7", (6.19)
~ —1
M, = FhGGﬂ . (6.20)

Como se observa, el resultado es bastante mds complejo y con una carga computa-
cional mayor, comparado con la solucién de un GPC estandar. Hay que tener cuidado con

la inversiéon de las matrices [GfGl + pI] y [GQCN}G%] puesto que se pueden dar casos de
mal condicionamiento.

Un modo de evitar la inversion de matrices, consiste en plantear la siguiente ecuacion
lineal extendida [Yoon y Clarke 1995b]

RIEIE S B
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donde v es el multiplicador de Lagrange para la restriccién terminal. El sistema
se resuelve ficilmente mediante eliminacion Gaussiana, por lo que se recomienda esta
expresion para la implementacién.

A partir de este sistema también se puede obtener la solucién (6.18) calculando el
complemento de Schur y aplicando el lema de inversién de matrices. A partir de

A= 1% (S o

y siendo G! y GzéGg no singulares, se puede expresar mediante el complemento
de Schur

{ A ] _ [ G[I - G}MG,G] GGIM ] { Gie ] (6.23)

vo| ~MG,G M e

de donde se obtiene la expresién (6.18) para A.

Este algoritmo, bajo ciertas propiedades, es capaz de estabilizar cualquier tipo de
proceso (inestable, fase no minima, etc.). Dichas propiedades se basan en la idea de que, si
existe una solucion y el horizonte de prediccion es suficientemente largo como para cubrir
el régimen transitorio de la salida, la funcién de coste decrece monétonamente (siempre
que no existan perturbaciones y el modelo sea igual al proceso) y puede ser interpretada
como una funcién de Lyapunov para garantizar estabilidad.

En concreto, se puede demostrar que el bucle cerrado es asintéticamente estable si
[Scokaert y Clarke 1993], [Yoon y Clarke 1995b]:

L.a; >0, pj 20,
2. m = ng,
3. Ny > m,
4. N > N, + max(np, ng) — Ng
donde? n, = deg(A(z"HA) y ny = deg(B(z7')). Asi pues, el minimo niimero de
restricciones que hay que incluir para garantizar la estabilidad esta determinado por n,,

siendo conveniente utilizar este valor para obtener unas matrices de menor tamano y no
realizar cdlculos innecesarios.

Si la condicion N, > m se particulariza como N, = m, en ese caso la matriz G,
resulta cuadrada, y por tanto la solucién (6.18) se puede simplificar resultando

At = G,'ey, (6.24)

2Asumiendo que A(z7!)A y B(z™!) no poseen factores comunes.
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ya que en este caso, los N, grados de libertad de la accion de control se utilizan en
cumplir la restriccién terminal

GQAU. = €9 (625)

no quedando grados de libertad disponibles para la minimizacién del indice.

6.2.2 CRHPC como un problema de minimos cuadrados.
El controlador CRHPC garantiza la estabilidad nominal del bucle cerrado minimi-
zando un indice cuadratico sujeto a una restriccion de tipo igualdad. Una forma inte-

resante de obtener una solucién aproximada a este tipo de problemas puede obtenerse
solucionando el siguiente problema de minimos cuadrados regularizado sin restriccion

. G, €
| [[,& J o[ 2]

para valores elevados de p.

2

+pl Au, ||§] (6.26)

2

En [Golub y van Loan 1996] se demuestra que A, — Ai solucién del problema
expresado en (6.18), segin p — 00, y se ofrece una expresiéon para medir la diferencia
entre las dos soluciones para un y dado.

Llamando

(&) 2]

la soluciéon dependiente de p resulta

Ad, = [GTG+ I GTe (6.28)
= [GTG, + 4’GL Gy + pI] ' [GTe, + 11°GTe,] . (6.29)

Se puede obtener una solucién al problema anterior que no dependa de p (tras aplicar
el limite p1 — o0) haciendo uso de la GSVD (Generalized Singular Value Decomposition)
[Golub y van Loan 1996].

A partir de (6.26) considerando p = 0 por simplicidad (después se mostrara el caso
para p # 0), donde G; € RV*Y con N > N, y Gy, € RN con N, > m, existen
matrices ortogonales U € RV y V € R™™ y una matriz invertible X € RV« *Nu tales
que

U"G,X =D, = diag(ay,...,ay,) € RN a; >0 (6.30)
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V'GyX = Dj = diag(By, ..., Bm) € R™N B; > 0. (6.31)

A partir de estas definiciones se puede expresar el problema

G e ?
: 1 1
77&11‘7} [ e } Au, — [ ey } 2 (6.32)
como
UD,X ! e |
: a 1
i { JVD,X-! } Au, { 1€ } , (6.33)
D UTe, ||’
. a -1 . 1
in [ /D, ] X Au, [ Ve, ] 2 (6.34)

Definiendo y = X 'Au,, y siendo U = [uy,...,uy], V = [vi,...,vp] v X =

...,Xn,], entonces la solucién aproximada para p elevados se puede expresar

T 22 T
auz;izzgzv 2 i=1,....,m
Yi = (6.35)
T
t=m-+1,..., N,

u; e

)
Q;

que tras deshacer el cambio de variables

At, =Xy = [x1,..., x5, ] [F1,. - I (6.36)
resulta
m T 2 T Nu T
. ;g e + [ Bv; ey u e
Al, — L ! X; + t X;. (637)
D AP Vi

Aplicando el limite para ; — oo la solucion exacta ya no depende de p

o & VT, Ve e,
Ad=) —Zx+ »  —ox (6.38)
i=1 Bi jmmy1

Para el caso p # 0, se puede expresar (6.26) como un problema de minimos cuadrados

sin restriccién
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L] T[T
Tglzl?z VoI Au, — 0 (6.39)
/LGQ ,ue2

2

donde teniendo en cuenta el siguiente cambio de variables

él::{ﬂjéi}’ & = { 81] (6.40)

se obtiene

2

. G €
min Au, — 6.41
Auy [ nGo ] g [ Hes ] 9 (6.41)
que s6lo se diferencia de (6.32) en las dimensiones de las matrices G, € ROVHFNu)xNu

y U € RIWHN)X(N+N0) siendo U = [uy, ..., uyyy,]. Aplicando la GSVD se puede obtener
una solucién similar a (6.38).

6.2.3 CRHPC mediante la SVD.

Otro método para obtener la solucién analitica del CRHPC consiste en plantear el
problema de minimizacién con restricciones como la solucién de dos sistemas de ecuaciones
lineales:

1. Por un lado se debe cumplir la restriccion terminal o lo que es lo mismo, se debe
resolver el sistema compatible indeterminado (m < N,) de ecuaciones

G2 Au = €9 (642)

mX Ny mx1*®

2. Por otro, se debe resolver el sistema de ecuaciones incompatible (N > N,) que
conduce a la minimizacién del indice de coste

GleNuAll = €Clny1s (643)

el cual, de forma general se plantea como el problema de minimos cuadrados regu-
larizado (6.17)

min || GiAu — e, [+ || Au 3] (6.44)
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Asi pues, este sistema de ecuaciones se resolvera calculando una solucién de minimos
cuadrados pero restringida por la restriccién terminal (6.42).

Para resolver el sistema de ecuaciones indeterminado (6.42), se pueden generar todas
sus posibles soluciones expresando la solucién general At de este sistema como

{AG e R |GrAG =)} = {Af, +2 |z € N (Gy)} (6.45)
donde
e A, es una solucion particular del sistema de ecuaciones.
e 7 es la solucién general del sistema homogéneo de ecuaciones asociado
N(Gy) = {z € R | Goz = 0} (6.46)
siendo N (Gg) el espacio nulo de la matriz Gs.

De esta forma, si e, = Gy Ay, y z € N(Gs), entonces

ey = GQ [Aﬁp + Z] (647)

por lo que z representa, de algiin modo, los grados de libertad en la solucién del
sistema (6.42) y caracteriza las diferentes soluciones que producen el mismo resultado.

6.2.3.1 Obtencion de la solucién particular.

Una solucién particular A, del sistema (6.42), muy apropiada para control, puede
ser la denominada solucion de minima norma, o solucién del sistema de ecuaciones que
minimiza || Au ||3

At, = arg TrALin AulAu
s.a. GoAu = e,. (6.48)
La soluciéon de este problema es

Ad, = GI[G,GI] e,
= Gje, (6.49)

donde G es la pseudoinversa de Gy, también denominada inversa derecha de G.

Para calcular GJ ..» se utiliza la descomposiciéon SVD de la matriz G

Gy =Vvetu”. (6.50)
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Ademas, haciendo uso de dicha descomposicion es posible calcular el espacio nulo
N (G3). Al tener més columnas que filas, la matriz G, tan sélo posee m valores singulares
distintos de cero. Los vectores [Vy,41, ..., Vy,] de la matriz Vy, « y, asociados a los valores
singulares nulos forman una base para N (Gy).

Es decir, es posible expresar cualquier vector de acciones de control Au que cumpla
GyAu = 0, como una combinacion lineal de estos vectores, puesto que

G’QVi =o;u; = 0, Vi € [m + ]., Ceey Nu] (651)

Por lo tanto, definiendo la matriz H como

H= [ Vinils -5 VN, ] (6.52)

donde v; es el i-ésimo vector de la matriz V proveniente de la descomposicion SVD
de la matriz G, es posible expresar el espacio nulo definido en (6.46) como

zZ = Vi Aup + Vi Aup, + 0o+ vy, Augpy
= HNuX(Nufm)Auf (653)

y el vector Auy,, _ . . representa el conjunto de variables libres o grados de libertad
en la solucién del sistema (6.42), que pueden ser usadas para satisfacer otras especifica-
ciones, como por ejemplo, minimizar el indice de coste.

6.2.3.2 Obtencién de la solucién homogénea.
Una vez calculada la solucién particular A, y la matriz H, se puede obtener el

vector Afiy, sustituyendo la solucién general (A, + HAuy) en el indice (6.44)

J(Au;) = [G,[Ad, + HAus] — e [G, [Ad, + HAus] —e/] +
+ [Ad, + HAuf)" p[Ad, + HAu/]. (6.54)

Minimizando para el conjunto de variables libres Auy

VJ(AUf) =
= 2[G,H|" [GiHAu; — [e; — G, Aw,]] + 2pHT [Ad, + HAu/|(6.55)
se llega a
Ady = [H" [GTG, + oI H] [[G1H]T e; — H' [GTGy + 41 Aﬁp] . (6.56)
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6.2.3.3 Obtencion de la ley de control.

La ley de control final puede expresarse como

At = Ai,+HA#, (6.57)
= A, +H[H [G]G, + o] H] ™ [[GH] e, - H' [G]G, + p1] At |

que haciendo uso de (6.49) se obtiene

At = MGie + [I-M[G]G, +I]] Gfe, (6.58)

donde

M = H[H'[GTG, +pI|H] 'H". (6.59)

Este resultado, también m&as complejo que la solucion analitica del GPC original,
tan solo requiere la inversion de la matriz [HT [GITGl + pI] H], frente a la inversion de
2 matrices que se lleva a cabo en la ecuacién (6.18).

De nuevo, si la condicién N, > m se particulariza como N, = m, en ese caso la
matriz Gy resulta cuadrada, y por tanto no existe H resultando

At = G, ey, (6.60)

ya que en este caso, los N, grados de libertad de la acciéon de control se utilizan en
cumplir la restriccién terminal

GQAU = €9 (661)

no quedando disponibles grados de libertad para la minimizacion del indice.

6.2.4 Equivalencia entre soluciones.

Hasta este punto se han planteado cuatro formas equivalentes de expresar la ley de

control del CRHPC, desde la obtenida mediante multiplicadores de Lagrange (ecuaciones
de (6.18) a (6.20))

At = G[I-GIMG,G]GTe, + GGIMe,, (6.62)

G = [GTG, +pI] ', (6.63)
~ -1

M — [GQGGZT] , (6.64)
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pasando por la expresién para valores elevados de p (ecuacién (6.29))

A, = [GIGi +2GIGy+ 4] [GTe; + 7 Gle)] (6.6)

o aplicando la GSVD (ecuacién (6.38))

. = vie, all ule
Ad=>)" Xit+ Y X; (6.66)
= B i=mt1 i

hasta la expresién obtenida mediante la SVD (ecuaciones de (6.58) a (6.59))

At = MGie + [I-M|[G]G, + pI]] GJe,, (6.67)
M = H[H" [GTG, +pI|H] 'H. (6.68)

La equivalencia de las tres primeras formulaciones se desprende del desarrollo de las
mismas que se ha mostrado en el capitulo. Para mostrar la equivalencia entre la tltima y
la primera, basta con demostrar que los términos que multiplican a e; son iguales (pues
igualando los términos que multiplican a e, se obtiene la misma expresién). Por tanto
debe ocurrir que de (6.62) y (6.67)

G [I Yy [GQGGQT] - Ggé] GT =H[H" [GTG, + pI| H| 'H'G!,  (6.69)
~ - -1 _ _ _1
G [I el) [GZGGZT] GQG} —H [HTG’IH] H7, (6.70)
o bien
~ ~ ~ —1 ~ ~ —1
G =GaG! [GQGGQT] G,G +H [HTG—IH] H” (6.71)

como se demuestra a continuacion.

Demostracion: Dadas las matrices siguientes considerando m =1 y N, = 2

é:|:g1 g2:|, GQZ[T’l 7"2], (672)
g3 g4

se debe obtener cualquier base nula para Ga, es decir, N'(Go) = H, como por ejemplo

H:[T] (6.73)
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ya que se cumple

G,H =0. (6.74)

Asi pues sustituyendo las matrices é, G y H en ambas partes de la ecuacion (6.69)
se obtiene el mismo resultado

9293 — 9194 [ —T% raTy ] (6 75)

394 + ra[ga + gs|r1 + gur? | T2m —r?

por lo que dicha equivalencia es cierta, para cualquier é, G, y H=N(Gy).

[ |
Por otra parte, si se sustituye Gy por su descomposicion SVD
G, =UxV” (6.76)
siendo
o 0 - 0
0 g9 -+ 0
meNu = |: Sm><m OmX(Nufm) ] ) S = : : .. : ) (677)
0 O Om,
V,xn, = [XNuXm HNux(Nu—m)] ) (6.78)
XT'X =1, XXT"#£1, H'H =1, HH! #1, (6.79)
XXT + HH" =1, (6.80)

y se elige no cualquier base nula, si no la que se obtiene a partir de la matriz
ortonormal V, N (Gs) = H, resulta curioso que la expresién (6.71) se satisface incluso si
se sustituye X — GT

~ ~ ~ -1 ~ ~ —1
G = GX [XTGX] X"G +H [HTG—IH] H” (6.81)

como se demuestra a continuacion.

Demostracién: Sustituyendo Gy = UXVT en la ecuacién (6.70) se obtiene

G [I—VZTUT UEVTGVZ:TUT] UEVTG] —H [HTG—lﬂ] H”,  (6.82)
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G [I _vsT [EVT(N;VET] B EVT(N}} ~H [HT(NEFIH] T (6.83)

Siendo VT = XS resulta

~ - -1 _ _ _1
G [I ~ XS [SXTGXS] SXTG} ~H [HTG’IH] HT, (6.84)
~ ~ -1 ~ ~ —1
G [I - X [XTGX] XTG] —H [HTG—lﬂ] H” (6.85)
o bien
~ ~ ~ -1 ~ ~ -1
G = GX [XTGX] X'G +H [HTG*IH] H7 (6.86)

expresion que se cumple para cualquier G cuadrada y para cualquier matriz orto-
normal dividida en dos partes V. =[X H].

6.2.5 Ejemplo 1.

En este ejemplo se pretende mostrar el efecto que tiene la restriccién de tipo igualdad
en la estabilizacién del sistema. Para ello se mostrard cémo un GPC no logra estabilizar
un proceso dado cuando proceso y modelo coinciden, y en cambio el GPC con restriccion
terminal (CRHPC) si lo logra. Por tanto, el CRHPC asegura la estabilidad nominal.

Si se considera el siguiente proceso discreto de fase no minima

z — 1.55

G(z) = 6.87
B = =00y —08) (6:87)
y se disena un GPC estdndar con los siguientes parametros
Nl NQ Nu T(Zfl) P
1163 1 1 (6.88)

el sistema no logra estabilizarse tal y como se muestra en la figura 6.2.
Lo mismo ocurre si se considera N,, =4 (ver figura 6.3).

Sin embargo, un controlador de tipo CRHPC disenado en base a los siguientes
pardmetros (n, = deg(A(z"H)A) =3 =m, n, = deg(B(z7')) = 1)
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x 10° GPC
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10
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Figura 6.2: Respuesta del proceso con GPC (N, = 3) cuando modelo y proceso coinciden.

x 10" GPC
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11

5+ i

_10 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

_3 ! ! ! ! ! ! ! ! !
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Figura 6.3: Respuesta del proceso con GPC (N, = 4) cuando modelo y proceso coinciden.
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es capaz de estabilizar el sistema, tal y como se muestra en la figura 6.4.

N

Ny

m

Ny

T(z7")

1

6

3

3

1

P
1]

(6.89)

En este caso, al ser N, = m, realmente el controlador CRHPC es simplemente

o —1
Al = (}2 €9

(6.90)

como se mostro anteriormente. Se observa que para N, = 4 > m también el CRHPC
estabiliza el sistema frente al GPC, tal y como se muestra en la figura 6.5. Se destaca
que se ha obtenido la simulacion del CRHPC con las cuatro alternativas mostradas en el

apartado anterior, verificandose la equivalencia de todas ellas.

CRHPC

100

100

T
s 2 T
B
3 /\
O K/
2 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
4
2 i
>0 /\/
ok -
_4 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
5
30
_5 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Muestras

100

Figura 6.4: Respuesta con CRHPC (N, = 3) cuando modelo y proceso coinciden.

6.3 CRHPC-BDU.

La mayoria de resultados en Control Predictivo en general, y en el GPC en parti-
cular, se basan en la suposicion de que el modelo describe perfectamente el proceso real,
y ausencia de perturbaciones. Pero, en realidad, el modelo siempre difiere del proceso
[Skogestad y Postlethwaite 1996].
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CRHPC
2 T
s [~ | i
k]
ch)’ I
0 —_
_1 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2
1 - -
>
0
_1 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2
1 i
Z0
1+ -
_2 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Muestras

Figura 6.5: Respuesta con CRHPC (N, = 4) cuando modelo y proceso coinciden.

El CRHPC asegura la estabilidad nominal, pero ésta no queda asegurada cuando
existen discrepancias entre modelo y proceso. Del mismo modo que en el capitulo anterior
se sintonizé el GPC usando BDU para mejorar la robustez del sistema, en este capitulo
se procede al sintonizado del CRHPC mediante BDU con el mismo objetivo.

Asi pues, las diferentes expresiones del CRHPC mostradas anteriormente se veran
modificadas. Por tanto, frente al CRHPC formulado como un problema de minimos cua-
drados regularizado mostrado en la secciéon anterior, a continuacién se va a plantear el
CRHPC-BDU formulado como un problema BDU, y el CRHPC mediante SVD se trans-
formara en CRHPC-BDU mediante SVD.

6.3.1 CRHPC-BDU como un problema BDU.

Se plantea la ley de control como la solucién al siguiente problema BDU con restric-
cion terminal para el peor caso

min mazx G, + 0G|Au—[e; +dei] |2 +p || Au |?
gingmaz  ([Gi+ 0G| Au — [er + deu] 3 o | Aul]

[loe1ly<me,
s.a. mazr  ||[Ga + 0Gs] Au — [e; + dey]|l, = 0. (6.91)
0G|, <ng,
[l0e2]]y<ne,
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Del mismo modo que en el CRHPC, una forma interesante de obtener una solu-
cion aproximada a este problema consiste en solucionar el problema BDU sin restriccion
siguiente

min max [Gl + 5G1] Au. — [61 + (561]
Auy, [|6G ]|, <ne, 1[G + 6Gy] m ples + dey)
I6e1 o <ney
16G[l, <ner,
I6€2l5<ne,

2
+oll Au, ||§] (6.92)

2

para valores elevados de p.

Llamando

i G1 i (SGI . e . 5e1
c-[ 8] sem 2] em] 2] om0 ] o

y asumiendo una incertidumbre global

160Gy < 1, (6.94)

0G
el = || b ||| = VioGilE + o, (6.95)
2

10G, = \ISGIZ + 12 10Gs 12 < \/n2., + w12, = e, (6.96)

es decir
Ne = \/ Mg, + 120, (6.97)
Ne = /M2, + 12nZ, (6.98)
resulta
min maz [|| [G+ 6G]Au, — [e+de] ||5 +p || Au, |3], (6.99)
Auy [|0G|,<ng

lloell<ne

cuya solucion BDU

Ad, = [G'G+ )\ 'GTe, (6.100)
GAl, — GAll —
I Ady |2 | GAT, — el +ne | Ady [l2 +7.
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tras deshacer el cambio de variables se puede expresar

Ay, = [GTG + 12GIGy + 017 [GTey + 12Gle,] (6.102)
il 2 [IG A, — e+ 4 |GaAe, el
Aa (6.103)
| Ay, |2

o/ IG1AD, — e)[2 + 22 [GoAR, — e

\/||G1Auu eilly + 12 GoAT, — elly + /1, + 12, | Ady o +/1m8 + 122 7762

Teniendo en cuenta que se debe aplicar el limite p — oo, resulta que el escalar A\g
se podria simplificar, expresando la soluciéon como

Aty = [GTGy + 2GIGy + AcI] ' [GTe, + 12Gley] (6.104)
ne, |Ga Ay, — e,
| A, |2

Ag = (6.105)

Como se observa, en este planteamiento la soluciéon no depende del parametro p.

Al igual que con el CRHPC, se puede obtener una solucién al problema anterior que
no dependa de p (tras aplicar el limite ;1 — oo) haciendo uso de la GSVD (Generalized
Singular Value Decomposition) [Golub y van Loan 1996].

Comparando la solucién del CRHPC (6.29)

Aty = [GTG, + ’GIG, + pI] ' [GTe, + 11°GLe,] (6.106)

con la del CRHPC-BDU (ecuaciones (6.104) y (6.105)), la tnica diferencia radica
en que el pardmetro p (que no depende de ) se ha sustituido por Ag (que depende de
©?). Por ello, llamando

NG, ||G2Aﬁu e2||2 2

. — A (6.107)
| Ay, |2

Ag =

se puede expresar el CRHPC-BDU como un problema de minimos cuadrados sin
restriccién, similar a (6.39)

G, e,
' G Au, — e 6.108
Ny u[ \[ ] g M{OQ] (6.108)
AL ,
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donde teniendo en cuenta el siguiente cambio de variables

_ G, N o
Gy = [ \/il ] : ey = { 02 ] (6.109)

se obtiene

2
min
Auy

(6.110)

G1 e
o N TR
pAE P

y se puede hacer uso de la GSVD (Generalized Singular Value Decomposition),
calculando las matrices ortogonales U y V y la matriz invertible X, al igual que se
mostrd con el CRHPC.

2

6.3.2 CRHPC-BDU mediante la SVD.

Planteando el problema CRHPC-BDU como la solucién de dos sistemas de ecuacio-
nes:

1. Por un lado se debe cumplir la restriccion terminal, planteada para el peor caso
como un problema de tipo BDU

mar  ||[[Ga + 0G| Au — [e; + des]||, = 0. (6.111)
193Gl <nciy
[loe2|ly<ne,

2. Por otro, se debe minimizar el siguiente indice de coste (también planteado como
un problema BDU)

min _maz ||| [G1 4+ 0G1]Au — [e; + de] [|3 +p || Au [|3]. (6.112)
Au [|6G1][,<ng,
lloe1]l<ne,

Este sistema de ecuaciones se resolvera calculando una solucion BDU pero restrin-
gida por la restriccién terminal (6.111).

6.3.2.1 Obtencion de la solucién particular.

En primer lugar se resuelve el problema BDU (6.111)

min _maz  ||[Ge + 0G| Au, — [e; + des]|, (6.113)

Aup [|0G2],<ng,
ll0es]ly<ne,
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cuya solucion resulta

A, = G3[GyGy + 26,1 ey, (6.114)
NG, || G2Al, — e ||
Aa = (6.115)
’ | Aty ||

Tal y como se mostré en el capitulo 3, se define la incertidumbre en el peor caso
0Gs y dey, de modo que

)

: Gs + 0Ga] A, — [ez + des]l|, = min |[Gs + §Ga] A, — ez + 6
@ﬁ?ué(gﬁg% I[G2 + 0Gs] Au, — [ez + des]]], e (G2 + 0G2]Au, — [e; + ey

ll6e2]5<me,

(6.116)

una vez obtenida la solucién, se puede expresar dicha incertidumbre como (ver
capitulo 3)

: (GaAD, —ey] AR,

5Gy = 1 ! - 6.117
P T G,AL, e LA, o110

. G, AfL —

Sey = (G:AG, — ey (6.118)

T GAR, e
Del mismo modo que con el CRHPC, es posible generar todas las posibles soluciones
expresando la solucién general A de este sistema como
{Al € RV | [Gy + 6Go]Al = ey + dey]} = {Af, +2 | 2z € N([Ga 4+ 6Gy))}  (6.119)
donde

e Aii, es una solucién particular del sistema de ecuaciones.

e 7 es la solucion general del sistema homogéneo de ecuaciones asociado
N([Gs + 6Gy]) = {z € RY | [Gy + 0G,]z = 0} (6.120)

siendo N ([G + G,]) el espacio nulo de la matriz [Gy + 6Go).

De esta forma, si [e; + dey] = [Gy + 0G] AT, v 2 € N([Gy + 0G]), entonces

&2 + dey] =[Gy + 0Gy] [Ad, + 2] (6.121)
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por lo que z representa, de algiin modo, los grados de libertad en la solucién del
sistema (6.111) y caracteriza las diferentes soluciones que producen el mismo resultado.

Si se utiliza la descomposicién SVD de la matriz [Gy 4 0G]

(G, +0G,) = UDVT, (6.122)

es posible calcular el espacio nulo N ([Gg + SG2])- Los vectores [V,41,...,Vy,| de
la matriz Vy, «n, asociados a los valores singulares nulos forman una base para N ([Gs +
0Gs)).

Es decir, es posible expresar cualquier vector de acciones de control Au que cumpla
(G2 4+ 0G3]Au = 0, como una combinacién lineal de estos vectores, puesto que

[Gy+0Gy)vi =0,u; =0, Vie[m—+1,...,N,]. (6.123)

Por lo tanto, definiendo la matriz H como

H=|Vpnii,...,Vy, | (6.124)

donde v; es el i-ésimo vector de la matriz V proveniente de la descomposicién SVD
de la matriz |Gy + 0Gg), es posible expresar el espacio nulo definido en (6.120) como

z = HAuy (6.125)

y el vector Auy representa el conjunto de variables libres o grados de libertad en la
solucién del sistema (6.111), que pueden ser usadas para satisfacer otras especificaciones,
como por ejemplo, minimizar el indice de coste (6.112).

6.3.2.2 Obtencion de la solucion homogénea.

Una vez calculada la solucién particular A, y la matriz H, se puede obtener el
vector Afiy, sustituyendo la solucién general (A, + HAuy) en el indice (6.112)

min  max
Auy ||6G1][,<ng,

llde]|o<me,
|G H +0G H]Auy — [le — G1AR,] + [de — G AB]] |5 ¢ 157
+p || At, + HAuy ||3 .

[ | [G1 + 0G1][AT, + HAuy] — [e; + deq] ||3

N = (6.126
o || Ad, + HA, |2 } (6.126)

min  max
Auy |[6G1][,<ng,

[loe1ly<me,

que tras el siguiente cambio de variables
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G — GIH, e — e — GlAﬁp,
0G — (SGlH, oe — 561 — 5G’1Aﬁp,
N — NG, ||H||27 Ne =2 Ney +7701 ||Aﬁp||27
resulta
min _maz [|| [G+ 0G]Au; — [e +de] |5 +p || A, + HAuy [3] . (6.128)
Auy HgGH||2<§nG
e 277]5

Sustituyendo la maximizacién del problema BDU tal y como se mostré en el capitulo
3 se obtiene

min [ GAw; = e [l +ng | Auy 0.+ | At + HAug ] (6129

Minimizando para el conjunto de variables libres Auy

2GTIGAu; — e 2n~Au
V=20 Gany e s b | Au [ +n) [FT ont el Sed ]

2|GAuy—el2 2| Auy [
9H"|Ad, + HAuy]

125 || Afi, - HAu ~ 6.130
Y || D f ||2 9 || Aup +HAuf ||2 ( )
GT[GAllf — e] 770A11f
= ol GAuy — e [l e | Auy [l 44 [
d d | GAuy —e|2 || Aug [
+2pH" [AlL, + HAuy]. (6.131)
Resolviendo V.J(Atif) = 0 resulta
GT[GAl; —e]  neAidy
Il GAdy —elly e | Adsy [l 4+ [ : § M6A
| GAdy —ell || Aly o
+pH'[A%Q, + HAG,] = 0, (6.132)
GTGAd; — GTe Adiy pHT A,
= + Ng N + = — +
| GAly —e |2 | Aty [l || GAdy —e |2 +n6 || Aty [l2 +7e
H HA
P i 0, (6.133)

+ _ _ =
| GAQy —e||; +na || Aty [ls +ne
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ne || GAdy —e ||
| Aty |l

pHTH || GAﬁf — e ||2 Aﬁf
| GAty —e ||z +n¢ || Aty [J2 +7e

G'GAl; - Gle+ Aty +

pH” || GAlf —e || A, AdjAdy

+ N = - = (6.134)
| GAly — el +ne || Aty Iz +1ne [| Ady |3
Definiendo la matriz A como
A ne || GAtdy —e |2 I pH'H || GAG; —e |2
| Aty [ | GAly —e |2 +ne || Al (|2 +7e
H” | GAiif —e ||, Ad Ad}
4 P . || uf € ||2A up _ f 55 (6135)
| GAdy —e ||z +ne || Ady [|> e || Aty |3
se llega a
G 'GAd; — G'e+ AAd; =0, (6.136)
Al = [GTG + A] 'GTe, (6.137)
que tras deshacer el cambio de variables resulta
Aty = [H'GTGH+A] " H'GT e, — G,Aq,]. (6.138)
6.3.2.3 Obtencion de la ley de control.
La ley de control final puede expresarse como
At = Au,+HAuG; (6.139)
— Af,+H[H'GIGH+A] 'H'GT e, - G,Ad,] (6.140)

donde teniendo en cuenta A, (6.114) y sustituyendo el cambio de variables en la

expresion de A para G, e, g v 7., se obtiene la ley de control formada por las ecuaciones
desde (6.141) hasta (6.146)
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A = MG, e + |I-MG'G| Aq,, (6.141)
A, = GJ[GyG) + A\g,I| ey, (6.142)
e, || G2Aly, — e |2
AGs A , (6.143)
| Ady, [
M = H[H'GTGH+A] " HT, (6.144)
A = o lHl, || GiHAG — e, - GiAG] [T
| Aty 2
X pHTH || GlHAﬁf — [e1 — GlAﬁp] ||2 4
| GiHA#; — [er — GLAD] (|2 +ng, [[H|, [| Ady (|2 +[ne, + 16, [|Ad,|,]
X pHT || GlHAﬁf — [e1 — GlAﬁp] ||2 Aﬁp )
| GiHA#; — [er — GLAD] (|2 +ng, [[H|, [| Ady (|2 +[ne, + 16, [|Ad, |,
Aa’
S (6.145)
| Ay |3
A, = [H'GTGH+A] 'H'GT [e; — G1AR,). (6.146)

De nuevo, si la condicién N, > m se particulariza como N, = m, en ese caso la
matriz G resulta cuadrada, y por tanto no existe H, es decir Aty = 0, resultando

Al = Aidi, = GI[G,GT + \g,I] e, (6.147)

ya que en este caso, los N, grados de libertad de la acciéon de control se utilizan
en cumplir la restricciéon terminal, no quedando disponibles grados de libertad para la
minimizacién del indice.

Por otra parte, a partir de la ecuacién (6.134) es posible llevar a cabo otro desarrollo
que proporcione una ley de control equivalente a la anterior aunque un poco mas parecida

en apariencia a la ley de control sin incertidumbre, es decir al CRHPC formulado mediante
la SVD (ecuaciones (6.58) y (6.59)). Si en la ecuacién (6.134)

ne || GAdy —e ||
| Aty ||

pHTH || GAﬁf —e ||2 Aﬁf

GTGAl; — GTe + = G
/ | GAGs —e ||z +ne | Aty ||z +7

Aﬁf‘i‘

H” | GAdl; — e ||, Ad
pH | GAdy—el, A, (6.148)

_|_ — < =
| GATy —e|; +na || Ady [ls +7e
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se definen los escalares \; y Ao

GAl; — GAfil, —
\ 7l GAn el _pllGAy e, o)
| Aty [l | GAtdy —ells +na || Ady [l +7e
GAuly —
Ny = | GAY, el , (6.150)
| GAty —e [ls +na || Ady [|l2 +7e
resulta, teniendo en cuenta que H'H = I
G'GAd; — G'e+ \ Aty + \H A, =0, (6.151)
Ady = [GTG + M) '[GTe — L H A, (6.152)

que tras deshacer el cambio de variables resulta

A = [H” [GTG, + M1 H] 7' [H'GT [e; — G,AG,) — M, HTAG,]  (6.153)

y la ley de control final puede expresarse como

At = A, +HAd, (6.154)
— At,+H[H"[GTG, + \I]H] " H'[GTe, — [GTGy + A.1]A1,)]

donde teniendo en cuenta Af, (6.114) y sustituyendo el cambio de variables en las
expresiones de A\ y Ay para G, e, ng y 7., se obtiene la ley de control formada por las
ecuaciones desde (6.155) hasta (6.161)

Aid = MGTe + [I- M[GTG, + MI]| A, (6.155)

Ay, = G3[GoGy + A6, 1] ey, (6.156)
G,Af, —

Ay = T G20, s | (6.157)

| Ay || ’
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M=H [H"[GTG, + \H] 'H”, (6.158)
Al 1H, | G HAY, — o — GiAY] lo (6.159)
| Ady
N p |l GiHAG, — [e1 — G1AG,] ||
|GiHAG,—[e1—G1 A [|2 +16, [[HI[, [| Al |2+, + 0 [[ AT |,]
_ p |l GiHAG; — [er — G1A] ||
Ao= _ . - . (6.160)
|G HAG;—[e1—G1AQ][|2 +ne, [[HI, | Al |2+ 1, + 16, | Al ]
At,=[H" [GTG, + M| H] ' [H'GT [e; — G1Af,] — L, H Ad,). (6.161)
De nuevo, si N,, = m resulta
Ai = A, = GI[GG) + g, I "es. (6.162)

6.3.3 Equivalencia entre soluciones.

Se han presentado dos formulaciones para el CRHPC-BDU mediante SVD, ecua-
ciones de (6.141) a (6.146) y de (6.155) a (6.161), ambas equivalentes pues proceden del
desarrollo de la misma ecuacién (6.134).

Sin embargo, como se comento, en la segunda formulacién se observa mas claramente
como en ausencia de incertidumbre, las ecuaciones se transforman en la ley de control del

CRHPC.

Asi mientras en la primera formulacién, si se considera que no hay incertidumbre,
es decir

e, = 0, (6.163)
Ng, = 07 (6164)
Ne, = 0, (6.165)
Ney, = 0, (6.166)
se obtiene
Ag, = 0, (6.167)
AaT
A = pH™H+ pH ' Gfes—— 1 (6.168)
27 Ay |3

y como se observa para la ley de control final es necesario calcular Atif
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A = MG e + [I - MG{Gl] Gies, (6.169)
M = H[H'GTGH+A] 'HT, (6.170)
Aty = [H'GTGH+A] " HTGT [e; — G,AQ,). (6.171)

En cambio para la segunda formulacién, en ausencia de incertidumbre (g, = n¢
Ner = Tey = O) se obtiene

5 =

Ao, = 0, (6.172)
A= p, (6.173)

y no hay que calcular Ats. Por tanto las ecuaciones del CRHPC-BDU coinciden
con las ecuaciones (6.58) y (6.59) del CRHPC como es de esperar

A

=
I

M GTe, + [I ~M[GTG, + pI]] Gies, (6.175)
M = H[H'[GTG,+pIH] 'HT. (6.176)
En cualquier caso, en ambas formulaciones aparece el parametro p, mientras que en

las expresiones (6.104) y (6.105) del CRHPC-BDU planteado sin SVD no aparece, debido
al hecho de considerar la incertidumbre de manera global

Ne = \/ M6, + 1118, (6.177)
Ne = \/ Mo, + 1°NZ,- (6.178)

Esta consideracion simplifica enormemente el problema pero también proporciona un
resultado mas conservador, ya que equivale a la formulacién con SVD pero asumiendo un p
con valores muy elevados, originado por la consideracion de ;. — 0o en su planteamiento.

6.3.4 Ejemplo 2.

En este ejemplo se pretende mostrar cémo el efecto estabilizador del CRHPC se
puede perder cuando existen discrepancias entre el modelo y el proceso, pues lo que
asegura el CRHPC es la estabilidad nominal.
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Frente a ello, el CRHPC-BDU incrementa la robustez del sistema y puede propor-
cionar resultados satisfactorios.

Para ello se considera el mismo modelo del ejemplo anterior

z—1.55

G(z) = 6.179
B = 09y - 08 (6:179)
pero en este caso el proceso real resulta ligeramente diferente
—1.55
Gylz) = —— (6.180)

(z—0.9)(z — 0.85)

Si se controla dicho proceso con el CRHPC disenado en el ejemplo anterior, se
muestra cémo es incapaz de estabilizar el sistema, tanto para N, = 3 (ver figura 6.6)
como N, =4 (ver figura 6.7).

«10" CRHPC

Salida
o
[

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

x
—
o

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Muestras

Figura 6.6: Respuesta del proceso con CRHPC (N, = 3) cuando modelo y proceso no
coinciden.

Para aplicar el CRHPC-BDU se debe obtener la cota superior para el posible con-
junto de incertidumbres 6G; y dGs. Para ello se calculan las respuestas ante entrada en
forma de escalon del modelo y del proceso y se construyen a partir de estas respuestas las
matrices dindmicas G, Gy, G2y Go,.

Por un lado las matrices G; y G, son las que se utilizan en el controlador. Por otro
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CRHPC
10 T
5 -
3
5 0 =
(%]
-5
_1 0 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
10
5 - -
> 0 -
5} -
_1 O | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
20
10 H
30 .
10+ i
_20 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Muestras

Figura 6.7: Respuesta del proceso con CRHPC (N, = 4) cuando modelo y proceso no
coinciden.

las matrices 0G; y dG» se pueden calcular como la diferencia entre las matrices que usa
el controlador y las que resultan del proceso real Gy, y Gy, es decir

0G; =Gy, — Gy, (6.181)
4Gy = Gy, — Gy, (6.182)
y la cota superior ng, v ng, se calcula de la siguiente forma
na, =[0G [|2, (6.183)
e, = 0Gs |2, (6.184)

resultando en este caso ng, = 0.29 y ng, = 0.79, considerando 7., = 1., = 0.

Con el CRHPC-BDU disenado (formulado mediante la SVD) se obtiene la respuesta
estable de la figura 6.8.

En la figura 6.9 se muestran los pardmetros de regularizacion Ag,, A1 y Ag, los
cuales se ajustan dindamicamente para hacer frente a las discrepancias entre el modelo y
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CRHPC-BDU

Salida

40 50 60 70 80 90 100

0.4
0.2 B
3 0
-0.2 4
_04 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Muestras

Figura 6.8: Respuesta del proceso con CRHPC-BDU (N, = 3) cuando modelo y proceso
no coinciden.

el proceso, aunque en este caso particular, al ser N, = m, no se ajustan A; y Ay al haber
solo grados de libertad disponibles para cumplir la restricciéon terminal.

Para N, = 4, la respuesta (figura 6.10) también es estable y, en cambio, los pardme-
tros A1 y A si varfan tal y como se muestra en la figura 6.11.

Si se compara el CRHPC-BDU anterior, formulado mediante la SVD, con el CRHPC-
BDU que considera la incertidumbre de manera global

N = \/1&, + 12N, (6.185)

Ne = \/ M2, + 1?12, (6.186)

resulta, como se comentd, que esta simplificacion equivale a considerar valores de
p muy elevados, proporcionando acciones de control menos agresivas. La diferencia entre
ambas formulaciones no existe para N, = m, apreciandose cada vez mas conforme se
eligen valores més elevados de N, (ver figura 6.12 para N, = 4 y 6.13 para N, = 6).
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CRHPC-BDU
0.08 T

0 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Muestras

Figura 6.9: Ajuste dindmico de A\g,, Ay v A2 para N, = 3.

CRHPC-BDU

Salida

0.4
0.2 i
3 0
-0.2 |
_04 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Muestras

Figura 6.10: Respuesta del proceso con CRHPC-BDU (N, = 4) cuando modelo y proceso
no coinciden.
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CRHPC-BDU
0.1 T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
6
4+ i
-
2 | - -
0 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0.85 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Muestras

Figura 6.11: Ajuste dinamico de Ag,, A1 y A2 para N, = 4.

CRHPC-BDU

Salida

0.4

0.4
0.2 J
3 o0
-0.2 J
-0.4
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Muestras

Figura 6.12: CRHPC-BDU mediante SVD (linea continua) y mediante p — oo (linea
discontinua) para N, = 4.
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CRHPC-BDU

Salida

1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Muestras

Figura 6.13: CRHPC-BDU mediante SVD (linea continua) y mediante p — oo (linea
discontinua) para N, = 6.

6.4 Conclusiones.

En este capitulo se aborda la estabilidad del controlador GPC-BDU, tomando como
referencia la estabilidad del GPC. Asi en cuanto a la estabilidad del GPC, y de entre las
diferentes alternativas que se plantean, se elige el CRHPC (Constrained Receding-Horizon
Predictive Control) [Clarke y Scattolini 1991] como referente, ya que es equivalente a otras
alternativas, y se evita asi el uso de horizontes infinitos.

El CRHPC asegura la estabilidad nominal, pero ésta no queda asegurada cuando
existen discrepancias entre modelo y proceso. Asi para mejorar la robustez del sistema, se
ha procedido al sintonizado del CRHPC mediante BDU, por tanto el controlador CRHPC-
BDU resulta ser el GPC estable y robusto buscado, objeto de la tesis.

Tanto para el CRHPC como CRHPC-BDU, se presentan diferentes planteamientos
matematicos, y se analiza la equivalencia entre ellos.
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7.1. CONCLUSIONES PRINCIPALES Y APORTACIONES.

7.1 Conclusiones principales y aportaciones.

En esta tesis se ha presentado una metodologia de ajuste de controladores robustos
basada en la técnica BDU. Dicha técnica permite ajustar ciertos parametros de los con-
troladores tradicionalmente ajustados de manera empirica, teniendo en cuenta la cota de
la incertidumbre presente en el sistema.

Las principales caracteristicas de la metodologia son:

e Facilita el ajuste de ciertos parametros de los reguladores, ya que se realiza de modo
guiado, como son en el caso particular de la tesis, el pardmetro de penalizacién del
esfuerzo de control del LQR, CPEE, GPC y CRHPC.

e Ademads proporciona mayor robustez al sistema.

e Dicha técnica también ha sido aplicable cuando ademas se exigia estabilidad al
sistema, combinandola con restricciones terminales u horizontes infinitos en el caso

del LQR, y con el CRHPC.

Con estas caracteristicas, la metodologia resulta especialmente ttil en el CPBM,
mostrando los resultados en los ejemplos que aparecen a lo largo de la tesis.

De forma detallada las principales conclusiones/aportaciones de esta tesis son:

1. Estudio detallado de los diferentes tipos de controladores CPBM, y del problema
de robustez en los mismos, abordando las diferentes formas de representar la incer-
tidumbre, asi como las diferentes técnicas para mejorar la robustez en CPBM.

2. Estudio de las diferentes técnicas de regularizaciéon para solventar los problemas
de mal condicionamiento numérico y sensibilidad a errores en los datos asociados al
problema de minimos cuadrados. Dichas técnicas se han clasificado en dos grupos, las
que llevan a cabo una regularizacién positiva, y las que regularizan negativamente,
destacando que interesa la regularizacion positiva desde el punto de vista de control,
y centrando, de entre ellas, la atencién en la técnica BDU.

3. Estudio detallado de la técnica BDU, y de la posibilidad de aplicacién al controlador
LQR.

4. Desarrollo de un controlador LQR-BDU robusto y estable, cuya robustez viene pro-
porcionada por el uso de la técnica BDU en el sintonizado del parametro de pe-
nalizacién del esfuerzo de control, consiguiendo la estabilidad mediante el uso de
restriccion terminal o la consideracion de un horizonte de prediccién infinito. Dicha
aportacién queda reflejada en [Ramos et al. 2004c], [Ramos et al. 2004a], [Ramos et
al. 2005].
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5. Extension al caso de sistemas n-dimensionales, abordando el problema que se plantea

(TPBVP) mediante un algoritmo iterativo. Presentacién de resultados mediante su
aplicacion a diferentes ejemplos. Comparacién con otra técnica que incorpora una
matriz de peso para el caso de sistemas n-dimensionales.

6. Tras los resultados obtenidos con el LQR, extensiéon al CPBM y en particular al

CPEE y GPC, lo que conlleva:

e Estudio del CPEE y desarrollo del controlador CPEE-BDU.
e Estudio del GPC (se han plasmado resultados en [Ramos et al. 2001], [Martinez

et al. 2002]), andlisis del problema de mal condicionamiento que presenta (el
GPC es equivalente a un problema de minimos cuadrados), y de las diferentes
técnicas para solventarlo (con aportaciones en el campo de las componentes
principales [Sanchis et al. 2001], [Sanchis et al. 2002], [Sanchis et al. 2003]).
Finalmente, desarrollo del controlador GPC-BDU (tanto para GPC con o sin
penalizacién inicial del esfuerzo de control p), donde la técnica BDU propor-
ciona una manera guiada de ajustar el parametro de penalizacién del esfuerzo
de control del GPC, proporcionando asimismo robustez al sistema.

7. Desarrollo del GPC-BDU estable, lo que conlleva:

7.2

Estudio del controlador GPC estable mediante la consideracion de restriccion

terminal (CRHPC), como técnica para asegurar la estabilidad nominal del
GPC.

Como aportacion, analisis y comparacién de las diferentes formulaciones del
CRHPC y aplicacién mediante un ejemplo.

Desarrollo analitico del CRHPC-BDU, también con diferentes formulaciones,
comparacion de las mismas, y presentacién de resultados en un ejemplo.

Lineas futuras.

Las lineas futuras de investigacién pueden ir encaminadas a cubrir los siguientes
aspectos:

e Consideracion de restricciones. Incorporacién de restricciones, habituales en

CPBM, en los controladores GPC-BDU y CRHPC-BDU, obteniendo asi controla-
dores robustos, estables y que a la vez satisfacen ciertas restricciones.

e Aplicacion en el control no lineal. Consideracién del controlador GPC-BDU
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7.2. LINEAS FUTURAS.

e Tratamiento de la incertidumbre. Estudio y andlisis del modo de adaptacién
de los diferentes tipos de incertidumbre presentes en los sistemas fisicos reales, al
formato BDU de modo que se permita aplicar las herramientas mostradas en esta
tesis.

e Aplicacion a procesos. Se tiene prevista la aplicacién de los resultados de la tesis
a procesos que son objeto de proyectos del grupo de investigacion, tales como el
control climatico en un invernadero para el cultivo hidropdénico de rosas o el control
de un motor diesel turboalimentado.
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