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Introduccion

Préoxima ya mi jubilaciéon, me he propuesto recopilar y ordenar la coleccidn de ejercicios sobre
el Método de los Elementos Finitos que se han planteado y resuelto en los ultimos cursos en
las clases de Mecdénica Computacional de Sélidos, en el Master en Ingenieria de Caminos,
Canales y Puertos de la Universitat Politecnica de Valéncia. Este texto es el resultado de tal
propdsito.

Los ejercicios se agrupan en cinco capitulos, correspondientes a las cinco prdcticas de aula —el
ampuloso nombre que hoy se da a las humildes clases de problemas— de la asignatura, que
tratan sobre los siguientes temas:

- Capitulo 1. Métodos de los residuos ponderados, de Petrov-Galerkin y de Bubnov-Galerkin,
que constituyen la base tedrica del método de los elementos finitos. Se aplican sobre
diferentes problemas de extension, flexién y torsion de vigas, y los primeros ejercicios se
aprovechan para exponer los aspectos principales de la teoria a través de un ejemplo
concreto.

- Capitulo 2. Método de los Elementos Finitos: procedimientos basicos. En el se aborda la
obtencién de la matriz de rigidez y las fuerzas nodales de un elemento finito regular, la
determinacion de las tensiones en él una vez conocidos los pardmetros nodales, el
ensamblaje de la matriz de rigidez de la estructura completa y la imposicion en ella de las
condiciones de contorno cinematicas. Todo ello se desarrolla sobre ejemplos de Elasticidad
Bidimensional.

- Capitulo 3. Método de los Elementos Finitos: elementos isoparamétricos y condensacién
estatica. De nuevo se aborda la obtencion de la matriz de rigidez, las fuerzas nodales y la
determinacion de las tensiones una vez conocidos los pardmetros nodales, pero ahora en
un elemento finito de elasticidad bidimensional que ha sufrido una distorsion
isoparamétrica. En la parte de determinacidon de tensiones se expone la suavizacion de
estas, esto es, el proceso que mejora la precision de estos resultados extrapolando los
valores en los nodos a partir de los valores que adoptan en los puntos de colocacién
optima y el posterior promedio de los valores determinados en el mismo nodo pero en los
diferentes elementos finitos que confluyen en él. Asi mismo, se presenta un ejemplo de
eliminacion de un grado de libertad interno por condensacion estatica.

- Capitulo 4. Flexién de vigas por el M.E.F. Se plantea el problema de ensamblar el sistema
de ecuaciones de rigidez de una ménsula cargada exclusivamente en la punta usando
algunos de los elementos finitos desarrollados en las clases de teoria. Primero se resuelve
el problema a mano, discretizando la ménsula en solo tres elementos; a continuaciéon se
elabora un programa, mediante una macro de Excel, que monta y resuelve el sistema de
ecuaciones para diferentes discretizaciones de la ménsula y, por ultimo, se comparan los
resultados obtenidos usando distintas discretizaciones para cada uno de los diferentes
elementos finitos anteriormente mencionados. Asi mismo, en un segundo ejercicio, se
desarrolla un elemento finito de viga de Timoshenko, se comprueba su susceptibilidad al
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bloqueo por cortante y se presenta un nuevo ejemplo de condensacién estatica para
eliminar un grado de libertad interno.

- Capitulo 5. Caracteristicas de los elementos finitos de placa explicadas con ejemplos de
viga. En él se trata de explicar qué son los elementos de deformacion por cortante
impuesta y los elementos discretos de Kirchhoff, propios de la teoria de placas, a partir de
un ejemplo mucho mas sencillo, un elemento de viga de Timoshenko con interpolacion
cuadratica de flecha y giro. Consta de cuatro ejercicios, el primero dedicado a generar el
elementos de viga de Timoshenko, el segundo a aplicarle el procedimiento de deformacién
por cortante impuesta, el tercero a transformarlo en un elemento discreto de Navier, si
puede llamarse asi al equivalente al elemento discreto de Kirchhoff en una sola dimension,
y el cuarto a comprobar los resultados que cabe esperar de cada uno de ellos, operando de
forma similar a como se hizo en la Ultima parte del primer ejercicio del capitulo 4.

Las explicaciones de la mayoria de estos ejercicios se grabaron en video durante el
confinamiento del afio 2020; posteriormente se ha completado la coleccién. Tales grabaciones
estdn disponibles en https://media.upv.es/#/portal/channel/7a080340-c2d9-11ec-8b39-
93bal68b6143.

Me he encargado la Mecdnica Computacional de Sdlidos desde que se empezd a impartir, y
practicamente durante todo ese tiempo he compartido la asignatura con el profesor D. Carlos
R. Sanchez Carratald, que ha revisado la mayoria de los ejercicios que presento y ha
colaborado en la resolucion de alguno. Desde aqui quiero expresarle mi sincero
agradecimiento. Si quedan erratas o errores, son responsabilidad mia, pero que su nimero sea
muy reducido es gracias a él.

Valencia, 14 de julio de 2022
J. Casanova

Vil
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Capitulo 1:
meétodos de residuos ponderados

Este capitulo incluye cuatro «ejercicios». El primero de ellos no es propiamente un ejercicio,
sino las notas preparadas para exponer los métodos de los Residuos Ponderados, de Petrov-
Galerkin y de Galerkin (o Bubnov-Galerkin) a través de un ejemplo concreto (el de una barra
eldstica sometida a axil, gobernado por una ecuacién diferencial ordinaria —e.d.o. en lo
sucesivo— de segundo grado), incluyendo su resolucion por los diferentes procedimientos. Este
es el modo en el que se han expuesto esta materia en Mecdnica Computacional de Sélidos en
los ultimos cursos, aunque en ocasiones el que se ha llamado planteamiento alternativo se ha
tratado someramente o incluso se ha omitido. Se ha llamado asi a la formulacién basada en
igualar el orden de derivacién de las funciones de interpolacidon y las funciones de peso
integrando por partes, la cual, al menos en el caso de Bubnov-Galerkin, es la mas habitual.

El segundo ejercicio se ha facilitado como material de ampliacion el ultimo curso. Se ha
desarrolado como aclaracién sobre el modo de proceder y las peculiaridades de los problemas
en los que la ecuacién diferencial es de orden superior a dos, ya que después de varios afos
exponiendo la materia mediante el ejemplo de orden dos tratado en el primer ejercicio,
observamos que algunas caracteristicas de los problemas de e.d.o. de orden superior a dos no
habian quedado suficientemente claras. Incluye una extensa introduccién tedrica para aclarar
algunos puntos que solian plantear dudas, mostrar las particularidades de la eleccion de las
funciones de peso en el método de Bubnov-Galerkin cuando el orden de la ecuacién
diferencial es superior a dos, y para insistir, una vez mas, en el planteamiento alternativo y su
equivalencia con el teorema de los trabajos virtuales.

Los dos ultimos ejercicios son casos sencillos, en los que sélo se pretende que el estudiante se
fije en las condiciones que deben satisfacer tanto las funciones de interpolacién como las de
peso, defina los residuos y los identifique como funciones de error y, finalmente, observe que
estos procedimientos se basan en imponer que ciertas sumas ponderadas de los errores se
anulen. Esto ultimo debe hacerle pensar que es razonable suponer que, al aumentar el nimero
de términos de la funcién de prueba y con él el de sumas ponderadas cuya nulidad se impone,
debe mejorar la precision del resultado.

La explicaciéon de los ejercicios 2 y 4 también puede encontrarse, grabada en video, en
https://media.upv.es/#/portal/channel/c9964e20-d220-11ec-b3e8-85c626fc9bb5. Alli figuran
como ejercicios 1y 2, respectivamente.
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Sintesis de la teoria y ejercicio n2 1

Método de los residuos ponderados

1) Introduccidén

Es un procedimiento que permite obtener soluciones aproximadas de una ecuacion diferencial
ordinaria, una ecuacion diferencial en derivadas parciales o un sistema de unas u otras. Vamos
a exponerlo a partir del siguiente ejemplo:

P X

b o

I 1

La figura representa, esquematicamente, el problema elastico de una barra recta, de seccion
constante, sometida a axil. Se sabe que esta gobernado por la ecuacion diferencial

d*u(X)

BA—xz =~

qx(X)

en la que EA es la rigidez a axil de la barra, a efectos de este ejercicio una constante, gx(X) es
una fuerza paralela a la barra, repartida por unidad de longitud sobre ella, y la funcién
incégnita u=u(X) representa el desplazamiento del punto de abscisa X en la direccién de la
barra, eje X del problema.

Las condiciones de contorno del problema se resumen en la tabla siguiente:

Punto | Abscisa | Condicion Tipo

A X=0 Uly_g=0 Esencial (cinematica)
d

B X=L N=P o EA% = P | Natural (estatica)

2) Interpolacién de la solucién
El primer paso del procedimiento es adoptar una expresién aproximada de la solucion,

expresada como combinacion lineal de funciones conocidas multiplicadas por coeficientes que
seran las incégnitas a determinar. En nuestro caso podria ser

w() =200 = ) A i)
i=1

donde se puede adoptar como funciones @i(X) a las que forman cualquier familia de funciones
de interpolacién. Por ejemplo, podriamos adoptar una cualquiera de las siguientes expresiones

n n
aX) = ZAL-Xi =4, +2Ai Xt
i=0 i=1

A < inX
a(X) =4, + Z A; sin (T)
i=1




a(X) =4y + ZA cos (mX)

que, en esencia, son el resultado de truncar una serie de Taylor o una de Forurier de senos o
de cosenos. También podriamos haber escogido aproximaciones basadas en los polinomios de
Lagrange, de Legendre, de Chebyshev, de Hermite, de Laguerre...

Segln Reddy (1984), las funciones de interpolacion deben ser linealmente independientes y
definir un conjunto completo, lo cual, de forma mas coloquial, se puede expresar diciendo que
las funciones de interpolacion deben ser los primeros n elementos de una familia de funciones
tal que, anadiendo mas términos, permite mejorar la aproximacién. Esto se consigue siempre
adoptando como interpolacidn los primeros términos de una serie como las citadas mas arriba.

3) Residuos
Naturalmente, al sustituir en ellas la solucidn aproximada adoptada, ni la ecuacion de campo ni

las condiciones de contorno se cumplen. Llamamos residuos a los errores en cada una de ellas.

Asi, el residuo en la ecuacion de campo resulta

2() <PL()

ROO) = EA—2— +qX(X)—EAZA — o+ ax(0)

el asociado a la condicién de contorno esencial (o cinematica) es
n
Re =2(0)~0= ) A ¢:(0)
i=1

y el asociado a la condicién de contorno natural (o estatica) es

da(x) - dei ()

u .

Ry = EA—-~ —P=EA§Ai(pL— —p
X=L i=1 X=L

Ndtese que, en todos los casos, el residuo podria haberse definido de signo contrario. A fin de
cuentas, eso supone haber partido de las ecuaciones iniciales pasando todos los términos al
primer miembro (es lo que hemos hecho) o al segundo (cambiarian los signos). Por ejemplo, la
ultima relacién podria haberse escrito como

', 4o
i X=L
Ambas formulaciones son equivalentes y, en ocasiones, adoptar una definicion u otra de

alguno de los residuos puede conducir a ecuaciones mas sencillas.

4) Sistema de ecuaciones de residuos ponderados
Para determinar los coeficientes incognita de la aproximacion adoptada el método de los

residuos ponderados plantea un sistema de ecuaciones lineales cada una de las cuales se
obtiene multiplicando los residuos por unas funciones de peso e integrando el resultado en
todo el dominio. Por ejemplo, en nuestro caso tendriamos



L
f Y, (X)RX)dX + Y; Ry + Y; Ry =0
0

donde los pesos ¥; (X), ¥; y 1; son, respectivamente, una funcién y dos valores escalares que

podemos elegir arbitrariamente. Escogiendo tantos conjuntos ¥;(X), ¥; y ¥; como
coeficientes se necesita determinar (i=1,2...n) se llega a un sistema lineal de ecuaciones que
proporciona los valores de estas constantes.

Una posibilidad para elegir las funciones ; (X) es recurrir a alguna de las familias que se han
mencionado al hablar de la solucién aproximada. Las constantes 1; y {; se pueden elegir a
partir de los términos de una sucesién.

5) Resolucién del ejemplo planteado
Vamos a resolver en problema planteado al principio, por el método de los residuos

ponderados, suponiendo que g(X) = go = cte. Adoptaremos como solucién aproximada

3
a(X) = z AjXT =Ag+ A X + A X% + Az X3
j=0

Yy COMO pesos

Pi(X) = sin(?) W o i=io, Pp=i2

En casos bidimensionales o tridimensionales los pesos que afectan a las condiciones de
contorno serian funciones, P;(s) y ﬁ-(s), siendo s la longitud de arco sobre el contorno, en el
caso 2D, o ¥;(u,v) y ¥;(u,v), siendo u y v las coordenadas paramétricas de la superficie
frontera del cuerpo, en el caso 3D.

Derivando en la primera expresion obtenemos las siguientes relaciones auxiliares:

da(X)
dX

= Al + 2A2X + 3A3X2

d?a(X)
dx?

= 2A2 + 6A3X

y, a partir de ellas, los siguientes residuos

d*a(X

du(X) 2
— P = EA[A; + 2A,X + 3A3X?]y=, — P
ax |,_,

=EAA; + 2EAL A, + 3EAL? A; — P

RN=EA




Con todo ello, la expresidn genérica de la ecuacion de residuos ponderados resulta

L
[ w0 RGO ax + i Re + i Ry =
0

L inx
= f sin (T) [2EA A, + 6EA A3X + qo] dX +
0
+iAg+i?[EAA, + 2EAL A, + 3EAL> A; — P] =0

y, como

JOL sin (T) dx = %(1 — cos(im))

JLX' (inX>dX_ L? (sin it — i cos(im))
. Sin I = izﬂz SINnimw LT cosUlm

obtenemos las siguientes ecuaciones

Ecuacion

Ao+ EA Ay +2FAL (2+1) A, + 3EAL? (2+1) A + 2 gy — P = 0

24y + 4EA Ay + BEAL Ay + 3EAL? (— >+ 4) A; — 4P = 0

340 + 9EA Ay + 2EAL (2= +9) Ay + 3EALZ (= +9) As + 22y = 9P = 0

L) w N ==

1
44, + 16EA A, + 32EALA, + 3EAL? (‘E + 16) A; —16P =0

que se pueden reescribir como

2 2
1 1 1+= 1+-=
T
2 4 4 41 4o 2 1
T EAA; | _ g @Jr 4
2 2 2EALA, | T\ — - 9
3 9 945 94— |\3£4124 /3 16
3 31 3 0
1
4 16 16 16——
2T
de donde
A 0 0
EA Ay 31416 |%L (1],
2EAL A, -31416 | & 0
3EAL? A, 0 0
es decir
0
RN
A\ _| EA —
Az \ 2EA / \0 /
0




Por lo tanto, la solucién aproximada queda

CIoL _

ax) = — X%+ P X
E

A 2EA EA

que coincide con la solucién exacta que se obtiene integrando la ecuacion diferencial. Esto da
idea de la potencia del procedimiento, aunque el hecho de haber alcanzado la solucion exacta
se debe a que la funcidn de aproximacion adoptada es capaz de representarla. Normalmente
no conoceremos la estructura de la solucién, la funcién de interpolacién no incluira términos
qgue puedan representar exactamente dicha solucion y el resultado serd una aproximacién a
esta. La eleccién de las funciones de peso no parece tener tanta importancia, aunque quizas
una opcidén desafortunada pueda impedir que, adn con la funcién de interpolacién adecuada,
se pueda llegar a la solucidn exacta; en el apartado dedicado al método de Petrov-Galerkin
veremos alglin ejemplo de esto.

De lo visto hasta aqui se deduce que, al margen de lo trabajosos que puedan resultar los
calculos, la mayor dificultad del procedimiento estd en escoger funciones de interpolacidon
adecuadas y funciones de peso que faciliten, en la medida de lo posible, los calculos.

6) Expresion alternativa de las ecuaciones de residuos ponderados
Si sustituimos la aproximacion a la solucidn del problema que habiamos adoptado

n
u() =200 = ) A i)
i=1
en la ecuacién de residuos ponderados anterior

L p—
[ 9500 R&) dx + 5 Re 4+ Ry = 0
0

y nos centramos en el problema de la barra a axil que estamos analizando, podemos
reescribirla como

fw,(X) EAZA ;”)‘((2 )+ 4x 00| dx + ; ZAiwi(O)—ﬂ 4
i=1
dwl(X) ]
EA A; —Pl=0
Z X=L

donde, por mor de generalidad, se ha sustituido la condicion de contorno u(0) = 0 por
u(0) = u.

Operando, la relacién anterior se transforma en
n

Z A 9i(0) —u| +
i=1

n L d? (X L B
EAE[AifO ¢j(X);’+(2)dx] +JO P;(X)qx(X) dX + 1,
i=1

5 de(X)
P
EAZA" dx
i=

X=L




Ahora, integrando por partes la primera de las integrales que aparecen se obtiene

dy;(X
(pl( ) u=1,bj(X) du=%dX

f WO T ee  de

vE—gxr X vET

dwl(X) LX) dey(X)
[wl X) ] fo dx dx ax
que, sustituido en la expresién anterior conduce a
N dopi (X) d¢xx> Ly (X) dopi (X)
EAZ [Al- <¢,-(L)T . ~hO= | —fo P dX)] +

EA Z A d(p‘ &)

f%m%mﬂ+% +

ZAl(pl(O)—u —P]=O
X=L

En esta ultima expresion hemos reducido el orden de derivacién de las funciones de
interpolacion a costa de aumentar el de las funciones de peso. De este modo se llega a una
formulacion débil en sentido estricto, menos exigente que la formulacién fuerte en cuanto al
orden de derivacién de la funcidn incégnita. Por lo demas, al menos en este caso concreto, no
parece presentar grandes ventajas.

7) Resolucién del ejemplo planteado usando esta ultima formulacion!?
Vamos a resolver de nuevo el problema suponiendo que g(X) = go = cte. y adoptando la misma

aproximacion y las mismas funciones de peso del calculo anterior

ax) = 2,4]- X =Ag+ A X+ A X2+ A3 o gX)=X!

j=0

. (JTX . . .
Y;(X) = sm(T) W i=j ., Wp=j2 j=1234

En primer lugar, calcularemos las derivadas que aparecen en la Ultima expresion del apartado
anterior resultan

de;(X)

. dy;(X) jm juX
_ iyi-1 J =1 7
ax X & ( )

ax L\

Y, a continuacion, sustituiremos todos estos valores en la mencionada expresién obteniendo
° Lii .
s (i) i7i-1 ; Yym i 1 jrX
EAZ Ai | sin(jm) il —sin(0) X 0 — [ —=X*"" cos (T) ax || +
i=0 0
3
EAZ iL='A; — P
i=0

! Este apartado no tiene demasiado interés. Simplemente se comprobara que, operando con las mismas funciones
de interpolacidon y de peso que en el apartado 5 se llega al mismo resultado y que el desarrollo matematico resulta
mas complejo.

=0 j=1234

L iTX
+f sin(]T)qo dX + j [Ag — 0] + j2
0




es decir

EAE[ < ”” Xt

+j Ag + j2 [EA(A1 +2LA

qo ax +

5)ar)] [ s

2+3L2 ,)—Pl=0 j=1234

Pasamos a evaluar las integrales que aparecen en esta expresién. La que multiplica a la carga

go €s
2L
(— sij=1
T =
f sin(]—) dX = — (1 —cos(jm)) = St
0 L I L sij=3
3 J
0 sij=4
y las que aparecen afectando a los coeficientes Ao, Ai... son
L
i=0 f 0dX =0
o
, Ljm J'
i=1 Tcos dX = sin(jm)
2jm 7TX 2L|jm sin(jm) + cos(jm) — 1
i=2 f]—Xcs] )dX= U (1). Um) ]
jm
3jm X 3L2[2jm cos(jm) + (j2L? — 2) sin(jm
i3 j JXZCOSJ )dX: [2) (1)_2(12 ) sin(m)]
L jem
que adoptan los siguientes valores
i=0|i=1]i=21] i=3
2
j=1] o | o |2 _o7
s T
2
j=2] o | o | o | 3L
T
2
j=31 0 0 _ﬂ _i
3 T
2
j=4| 0 0 0 i
2n
Asi pues, el sistema de ecuaciones resulta
2 2
1 1 1+4+- 1+-—
T T
1 Ag -2 1
2 44 Ao EAa 0 \aok (4},
2 2 2EALA, | =\ =2/, 7% T\ 9
3 9 94— 94— ) /3] m
31 3m | \3EAL® A3 0 16
1
4 16 16 16 — —




gue es exactamente el mismo obtenido por el planteamiento anterior, por lo que es obvio que
conduce al mismo resultado.

Como ya se habia adelantado, esta formulacidn no parece presentar ventajas significativas
respecto a la anterior; de hecho, en este caso han aparecido mas integrales distintas que han
resultado algo mas complejas de evaluar. Las bondades de este planteamiento apareceran en
los métodos de Petrov-Galerkin y Bubnov-Galerkin.

Método de Petrov-Galerkin

1) Descripcion

El método de Petrov-Galerkin es un caso particular del método de los residuos ponderados,
que se caracteriza porque:

1) Se adopta una expresidn de la solucién aproximada que cumple las condiciones de
contorno esenciales.
2) Las funciones de peso en la parte de la frontera donde las condiciones de contorno son

naturales, 1, son la particularizacién a esa parte del contorno de las funciones de peso
1;adoptadas en el interior del dominio.

Como consecuencia de la primera condicidon no hay residuos esenciales R (son idénticamente
nulos) y, por lo tanto, no aparecen funciones de peso ;.

Asi, en un caso unidimensional la interpolacién se escribiria como

w(X) =00 = o) + ) 4 ¢i(X)
i=1

donde @,(X) es una funcién que cumple las condiciones de contorno esenciales y ¢;(X)
representa una familia de funciones que cumple las condiciones de contorno esenciales de
manera homogénea, es decir, que valen 0 en los puntos donde las condiciones de contorno
son esenciales.

En cuanto a las funciones de peso, adoptadas unas ;(X) a partir de alguna de las familias
especificadas en el primer punto, 1/=)0’L- = 1;(0) si las condiciones de contorno en X=0 son

naturales, P, ; = ¥;(L) silosonen X =L.
A continuacion, aplicaremos todo esto al mismo problema tratado en el apartado anterior.

2) Resolucién del ejemplo planteado
De nuevo, consideraremos que q(X) = go = cte. Ahora adoptaremos como solucidn aproximada

ax) = 2,4]- X = A X + A,X?% + A;X3
j=1

qgue cumple las condiciones de contorno esenciales, pues (0) = 0. Si escogiéramos las
mismas funciones de peso del caso anterior, es decir

10



wm=m@§

los pesos en X =L, donde las condiciones de contorno son naturales, deberian ser

To= (L) = sin(?) —0 VieN

gue no permitirian resolver el problema pues no permitirian considerar el residuo Ry en las
ecuaciones. Por ello, en su lugar escogeremos

Y0 = sin(%r)

que determinan

- 1 sii=1

J— LT
Y, =9(L) = sin(?)={0 sii =2
-1 sii=3

Los residuos R(X) y Ry adoptaran las mismas expresiones del caso anterior, y la expresién
genérica de las ecuaciones resultara

L
fwmmmﬂ+ﬁm=
0

L vinXx
= f sin (Z) [2EA A, + 6EA A3X + qo] dX +
0
in
+ sin (7) [EA A, + 2EAL A, + 3EAL* A; — P] =0

Asi pues, como

se llega a las siguientes ecuaciones

Ecuacion

EA Ay + 2EAL (2 +1) A, +3FAL? (5 +1) A, + Zqy =P =0

2EAL(2) A, +3EAL? (5) A3 + 2, =0

w N ==

—EA Ay + 2EAL(Z = 1) Ay + 3EAL? (- 25— 1) As +22qp + P = 0

3




que se pueden reescribir como

2 8
/1 E+1 1+F \
o 2 2 | zEALa, = 1 2‘10L+<0>p
k - 4 ) 3EAL? As )T\
SR C=28)
de donde
EA A 15708 \ 241 (1
2EALA; |=(-15708|—+ (0P
3EAL? As 0 T 0
es decir
doL P
A2 |=| Qo |+ E({l
Az 2EA 0
0

Por lo tanto, la solucién aproximada queda

P
o w2y~ y

ax) = Qok . _
EA 2EA EA

que, de nuevo, coincide con la solucion exacta que se obtiene integrando la ecuacion
diferencial.

Este ejemplo muestra como una eleccién equivocada de las funciones de peso puede impedir
la resoluciéon del problema. Ya hemos visto que

Y (X) = sin(#) y =L = sin(%) =0

no permite resolverlo porque elimina la condicién de contorno natural en X=L de las
ecuaciones. La eleccion de

il

inX — [ ;
P00 = cos(-) v =) = cos() = (-1
tampoco lo permite, porque entonces la ecuacidn genérica queda
L =
[ Wi R ax + iRy =
0

L inX
= f cos (T) [2EA A, + 6EA A3X + qo] dX +
0
+(—=1)'[EAA, + 2EAL A, + 3EAL* A; —P] =0

y como




L inX L ,
f cos (—) dX =—sin(imr) =0 Vi€eN
0 L in

desaparecen los términos en q, de las ecuaciones.

3) Expresion alternativa de las ecuaciones

Como en el caso general de residuos ponderados, mediante la integracién por partes se puede
llegar a unas ecuaciones equivalentes a las anteriores pero en la que el orden de derivacién de
las funciones de interpolacién es menor que en la formulacion fuerte, a cambio de exigir
mayor derivabilidad a las funciones de peso. Para obtenerlas podemos partir de la expresion
hallada en el caso general de residuos ponderados, adaptada a la escritura de la interpolacion
con el formato

u(X) = A0 = @o(N) + )" A; @i(X)
i=1

gue hemos adoptado. Es inmediato deducirla de la anterior y resulta

do(X) do(X) L dp; (X) dpo (X) >]
EA|[v;(L) —;(0) — ax || +
K J ax |._, "’ ax |,_, fo dX  dx
c de;(X) de;(X) Ldy;(X) de;(X) >]
+EA Y |4 (v, ———= —v¢;(0)——= | —L—= dx || +
;[ ( P ax | T ax | JO dX  dX
L n
+ [ W00 ax +5; |00 + ) A i (0) — |+
0 i=1
_ d@o(X) C dei(X) ~
+1/)]- EA( ax - +;Ai ax - - P>] =0

Imponemos ahora las condiciones del método de Petrov-Galerkin, es decir:

- Que la funcién @o(X) cumple las condiciones de contorno esenciales y las funciones
@i(X) las cumplen de forma homogénea. En el problema que hemos tomado como
ejemplo esto significa que las funciones de interpolacion son tales que

(pO(O) =1u » (PL(O) =0 Vi

- Que las funciones de peso en la parte del contorno donde hay c.c. naturales coinciden
con la particularizaciéon a esos puntos de las funciones de peso en el interior del
dominio. En el caso que estamos desarrollando

Y; =1;(L)
Ademas, recordando lo que ya se expuso al plantear el método de los residuos ponderados
respecto a la equivalencia entre escogerlos pasando todos los términos al primer o al segundo
miembro, vamos a reescribir el correspondiente a la condiciéon de contorno natural como
Ry = P — N(L) en lugar de mantener la expresiéon Ry = N(L) — P considerada has ahora.
Esto conduce a que el ultimo término de la relacidn anterior, en adelante, se escribira

13



n
_ZA' de;(X)
) ¢

X=L i=1

¥ ax

b 54 (dgoom

X=L>]
Sustituyendo todo esto en la expresién de partida obtenemos

d<Po(X) Ldy;(X) deo(X) )]
EAY; (L —;(0) — ax ||+
drpl(X) LdllJ,(X) d<pL(X) )]
+EA P —Y;(0) —— —dX
> (M ! O -
P—FEA Z}M‘/ )

Si, ademads, imponemos como condicidn adicional a las funciones de ponderaciéon que

f (X5 (X) dX + ;L) — 0

satisfagan las condiciones de contorno esenciales de forma homogénea, esto es, en nuestro
caso

P;0) =0 Vj

la ecuacion queda

x|+

Ldi;(X) dgo(X) C Ldy;(X) de; (X)
—EAfO X dX—EAZ[Aif T

L
+ [ (95000x00 ax + 1) P = 0
0

que es la expresion que estabamos buscando.

4) Equivalencia de la tltima relacién con el teorema de los trabajos virtuales
Si sustituimos la aproximacion adoptada en la ecuacidn cinematica del problema de axil,

_du
€T ux

y este resultado en la ecuacidn constitutiva de dicho problema
N = EA¢

obtendremos

Por otra parte, podemos definir un desplazamiento virtual cinematicamente admisible como

5(X) = ) 8A;;(X)
=1

14



donde O0A; es un conjunto de parametros escalares totalmente arbitrario. Esto hace que la
funcién asi definida sea totalmente arbitraria excepto en lo relativo a su valor donde existen
c.c. esenciales, donde valdra 0 (las cumplird de forma homogénea) porque hemos establecido
que las funciones yj;(X) lo hagan. Sustituyendo esta definicién en las ecuaciones cinematicas
del problema obtenemos

5E(X) = 25,4]- dl/g)(( )
=1

Volvamos ahora a nuestro problema. Multipliguemos por 0A; la j-ésima ecuacién vy
sumémoslas todas para obtener

i(s {EAdelpJ(X)d%(X)dX EAZ[ de¢J(X)d<pl(X)dx+

X d dX
j=1

¥ f ;000 () dX + (L) P} 0
0

Ahora, teniendo en cuenta que la integral de la suma es la suma de las integrales, agrupamos
términos para obtener

f2[5 " ¢,<x>] (d(PO(X) Z N d<pl(X)>

+f Z[5Aj1/)j(x)] qx(X) dX + Z(SAjl/Jj(L) P=0
0 &= =

dX +

Por ultimo, sustituyendo en esta expresion los resultados establecidos al principio del
apartado, se transforma en

Lt Lt
—J Z(Sé(X) N(X) dx +f 2&1(}0 Gx(X)dX + SA(L)P =0  V6A; j=12.n
0 “ 0 “
= =1

que indica que el trabajo virtual de las fuerzas internas (primera integral) iguala al trabajo
virtual de las fuerzas exteriores (segundo y tercer términos) para cualquier desplazamiento
virtual cinematicamente admisible (ya se ha comentado esta condicién). Asi pues, hemos
demostrado que la segunda formulacion descrita del método de Petrov-Galerkin es
equivalente al teorema de los trabajos virtuales. Esto explica porqué, a lo largo del curso, se
recurrird al teorema de los trabajos virtuales como punto de partida para formular el método
de los elementos finitos como un caso de aplicacion de la formulacién de Bubnov-Galerkin,
que se vera mas adelante, a diferentes problemas de mecanica de sélidos deformables.

Aunque la equivalencia entre la formulacion descrita y el teorema de los trabajos virtuales se
ha justificado para el caso particular de la barra sometida a axil, se cumple en cualquier
problema de mecénica de sélidos deformables.
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5) Resolucién del ejemplo usando la formulacién alternativa del método
De nuevo, consideraremos g(X) = go = cte. y adoptaremos la misma solucién aproximada y las
mismas funciones de peso que en el apartado 2, es decir

3
a(X) =ZAL- Xi= A X+ AX?+A3X3 > 9oX)=0, ¢;X)=X" i=123
i=1

b= 1o

- 1 sii=1

= T

Y =y;l) = sin(%)=i0 sii=2
-1 sii=3

Ya habiamos comprobado que satisfacian las condiciones exigibles en el primer planteamiento
del método de Petrov-Galerkin; en la segunda formulacién les hemos afiadido la exigencia de
que las funciones de peso satisfagan las condiciones de contorno esenciales de forma
homogénea. Como

Y;(0) = sin(0) =0 Vj
lo hacen.

Sustituyendo estas funciones en la Ultima expresién del apartado 3,

Ldy;(X) deo(X) Ld',b](X)dpr(X)
—Efo L= S ax - EAZ[ f - dX]
+J YiXgxX)dX +y;(L)P=0  j=12..n
0
obtenemos
. L . X .
_EAZ[ fljn X‘ 1dX] fsin]n—qodX—sin(]—n)P=0 j=12.n

0 2L 2

Las integrales a evaluar son

2L
|(? Sl] =1
L jmx 2L X1t 2L
f Sm]Z_LdX__]_n cos]— 4? sij=2
lZL .
— sij=3

S




a

jm

. JT =1
sin > | | sii
Lijm  jaX 2L (—2 + 2 cos%r +jm sin%[)
—cos—X'"1dX =< . sii=2
o 2L 2L jmT
312 (4j7r cos%[ + (-8 +j%m?)jm sin%[)
- sii =3
(jm)?
Estas ultimas adoptan los siguientes valores
i=1 i=2 i=3
2 8
j=1] 1 2L<1——) 3L2<1——2)
T T
4L 2
j=2| 0 -— _i
T T
j=3| -1 2L(1+2) 3L2(8 1)
J 3n 912
Asi pues, llegamos al siguiente sistema de ecuaciones
2 8
(et m
EA A, -1 -1
o 2 2 2EALA, |=| -1 2q0L+<o)p
[ s -1 [
N g | \3EAL? 4; /3 1
3n 97?2
cuya solucidn es
EA A 15708 \ 241 (1
2EALA; |=(-15708)|——+(0]P
3EAL? As 0 T 0

que coincide con la calculada en el punto 2 usando el planteamiento inicial. Asi pues, de nuevo
llegamos a la solucién exacta del problema.

Al simplificarse la expresidn general de las ecuaciones, la evaluacion de las mismas resulta algo
mas sencilla; sin embargo, la parte mas laboriosa, que es la determinacion de las integrales, no
experimenta cambios sustanciales.

Método de Galerkin

1) Descripcién

Tembien se conoce como método de Bubnov-Galerkin. Es un caso particular del método de
Petrov-Galerkin que se caracteriza porque se adopta como funciones de peso las mismas
funciones de interpolacién escogidas para aproximar la solucion.




Como en el método de Petrov-Galerkin, en un problema unidimensional la interpolacion
podria escribirse como

u(X) = A0 = o) + ) Ay @i(X)
i=1

donde @,(X) es una funcién que cumple las condiciones de contorno esenciales y ¢;(X)
representa una familia de funciones que cumple las condiciones de contorno esenciales de
manera homogénea, es decir, que valen 0 en los puntos donde las condiciones de contorno
son esenciales. En tal caso, las funciones de peso en el interior del dominio serian

Y;(X) = ¢;(X)

y las correspondientes al contorno, suponiendo que las condiciones existentes son naturales,
resultarian

Yo, = 9;(0) ” Y = @i(L)

2) Aplicacion al ejemplo planteado en el primer apartado
De nuevo, consideraremos que q(X) = go = cte. Como en el caso de Petrov-Galerkin,
adoptaremos como solucidn aproximada la expresion

n
ax) = 2,4]- X = A X+ A,X?% + A;X3
j=1

que satisface las condiciones de contorno esenciales, 7i(X0) = 0. De acuerdo con el método
de Galerkin, los pesos deberan ser

=X ,, Y=L
¢2(X)=X2 ’ 1/22=L2
lp?;(X) = X3 ” l»l_)?; = L3

Como los residuos siguen siendo los mismos del primer apartado, la ecuacién de residuos
ponderados genérica sera

L
f Yi(X) R(X) dX + ; Ry =
0

L
= J X'[2EA Ay + 6EA A3X + qo] dX +
0
+L'[EAA; + 2EAL Ay + 3EAL? A; —P] =0

Ahora, teniendo en cuenta que

L Li+1
f XdX =-
0 i+1

se obtienen las siguientes ecuaciones
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i | Ecuacion

2
1| EAL A, + 2BAL? (5+1) A, + 3EAL} (24 1) A3 +=qo - PL =0

3
2| EALZ Ay + 2EAL? (5+1) A, + 3EAL* (3+ 1) Ay + = q — PIZ = 0

4
3| EAL® Ay + 2FAL* (+1) A, +3EALS (24 1) A3 + 2 qo — P = 0

Este sistema se puede reescribir como

(7 3)
5 2 _1
i g EA A, /2 1
| 1 E| 2EAL A, | = -1/, q0L+<1>P
2
\1 5 7/ 3EAL® A _1/4 1
4 5
de donde
EA A 1 1
2EALA; | = (—1) QoL + (o) P
3EAL? Ay 0 0
es decir
/ M\‘ p
4y EA o
Ay | =] 4 | + 0
As \ 2EA 0
0
Por lo tanto, la solucién aproximada queda
L P
a) = oy o Ty gy

EA 2EA EA

que, de nuevo, coincide con la solucidn exacta que se obtiene integrando la ecuacion
diferencial.

3) Formulacién alternativa del método de Galerkin
Como en los casos anteriores, es posible plantear el método de modo que se reduzca el orden

de derivacion de las funciones de interpolacion a costa de aumentar el de las funciones de
peso. Para ello, simplemente partimos de la Ultima expresidn obtenida planteando el método
de Petrov-Galerkin de este modo,

Ldip;(X) dgo(X) C Ldy;(X) de; (X)
—EAfO L2 dX—EA;[AifO S x|+

L
+ [0 0ax00 dx +9,0) P =0
0
y sustituimos en ella la condicidn caracteristicas del método de Galerkin

Y (X) = ¢;(X)




Llegando a

@;j(X) de;(X)
—EAE[Aif AT EPRT x|+
L), Tax ax

e deq),-(m%(X)
0

L
0xX Ix dX+J;) PiX)gxX)dX +@;(L)P=0 j=12..n

Hemos escrito esta relacion de manera que la primera fila determina la matriz de coeficientes
del sistema lineal de ecuaciones a resolver y la segunda define el vector de términos
independientes. Notese en la primera de estas filas que el valor de cada coeficiente no varia si
se intercambian los contadores j y j, lo cual significa que la mencionada matriz de coeficientes
es simétrica. Esto supone una ventaja evidente cuando el sistema de ecuaciones es muy
grande y se va a resolver usando un ordenador, porque existen algoritmos muy eficientes para
resolver este tipo de sistemas de ecuaciones minimizando la cantidad de memoria necesaria y
el tiempo de computo. Por este motivo, el planteamiento del método de los elementos finitos
se basa en una formulacion de este tipo; en este curso, teniendo en cuenta la equivalencia de
tal formulacién con el teorema de los trabajos virtuales ya demostrada, se ha escogido partir
de este ultimo en el desarrollo de cada uno de los casos que se abordan.

4) Resoluciodn del ejemplo partiendo de la ultima formulacién expuesta
Como en el apartado 2 anterior, consideraremos que g(X) = go = cte. y adoptaremos la

interpolacion
ax) = 2,4]- X = A X + A,X?% + A;X3 - 0oX) =0 y ¢@;X)=X!
j=1

No necesitamos mas funciones para evaluar la expresion de la j-ésima ecuacion del sistema,
que habiamos llegado a expresar como

@;j(X) de;(X)
—EAE[Aif AT EPRT x|+
L), Tax ax

e dego,-(X)dgoom
0

L
X Ix dX+J;) 9j(X)qx(X) dX + ¢;(L) P =0

Sustituyendo en ella las funciones de interpolacién se transforma en
n L . . L . .
—EAZ [Aif ij X“lXJ‘ldX] +f XqodX+L/P=0
i=1 0 0

donde sdlo hay dos integrales (sencillas) a evaluar

L yivi-11l cariej-1
f ij X+i2dx = [”Xl ’ ] _ gt
0

i+ i+ -1
L xi+1h i+t
fXJdX= , = -
0 j+1f, j+1
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Asi pues, el sistema de ecuaciones resultante es

L 12 L L—\.
3 4 2
12 i 6L A1 I3
EA 3 — Qo+ L2 P
6L* 9L5 A3 |34| L3
L — = L
4 \7)
que se puede escribir como
1
11 1 I(E\I
4 6
1 20\ A 1|l ()P
3 4 AL 3 = 3 ﬁ-}_ 1 A
TR ACEUD R Y 1
4 5 kZ)
de donde
qoL
A, — P
EA EA
A2 |=| Qo |+ 0
Az 2EA 0
0
Por lo tanto, una vez mas, la solucién aproximada queda
L P
ao) =Tooyx B0y ~ oy

EA 2EA EA

que es la solucién exacta del problema planteado.

Este ejemplo pone de manifiesto las ventajas de la formulacion del método de Bubnov-
Galerkin usando el planteamiento que iguala los drdenes de derivacion de las funciones de
interpolacion y de peso. Las integrales han resultado mas sencillas, mas faciles de evaluar y el
sistema mas facil de resolver. Ademas, la matriz de coeficientes ha resultado simétrica, lo cual,
como ya se ha dicho, es una gran ventaja cuando se ha de resolver un sistema de muchas

ecuaciones mediante un procedimiento numérico.
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Ejercicio n2 2

v,
NARARAARARACS
i L JA

Ecuacién de campo | Cond. de contorno esenciales | Cond. de contorno naturales
d*v _ qo v(0) =0 d*v _ 0 d?v “o
dX*  Ely, v(L) =0 axz|, " odx?|,
(E1;=const.)

X=0 X=L

Se facilitan la ecuacién de campo y las condiciones de contorno que gobiernan el problema de
la viga representada en la figura segun la teoria de Navier-Bernoulli. Se pretende obtener una
aproximacion a la ley de flechas de la forma

PX)=X(L —X)(A; + A, X + A3X?) = A, (LX — X?) + A, (LX? — X3) + A3(LX3 — X*)
Se pide:

1) Comprobar que la funcién propuesta es adecuada para obtener la solucidn
aproximada por el método de Galerkin (o0 método de Bubnov-Galerkin).

2) Calcular los coeficientes A;, A, y A3z que determinen la mejor aproximacién a la
solucidn utilizando el método de Bubnov-Galerkin (formulado como un planteamiento
convencional del método de residuos ponderados con las limitaciones que impone el
de Bubnov-Galerkin a las funciones de interpolacién y de forma).

3) Calcular los coeficientes A;, A, y A3z que determinen la mejor aproximacion a la
solucidn utilizando el método de Bubnov-Galerkin (usando el planteamiento que iguala
los érdenes de derivacion de las funciones de interpolacidn y de ponderacién).

4) Repetir el punto 3 pero adoptando la aproximacién

PX)=X(L —X)(A; + 4,X) = A, (LX — X?) + A,(LX? — X3)
(Implica que sélo hay que determinar los coeficientes A; y 4,.)
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Introduccién
A modo de introduccién, vamos a desarrollar algunos aspectos teéricos relacionados con la

resolucidn del problema, con los siguientes objetivos:

= Presentar de forma resumida y compacta aspectos tratados de forma mas dispersa en las
clases de teoria.

= Desarrollar algo mas puntos que en ellas se han visto de forma muy sucinta (o incluso no
se han visto algun curso).

= Completar los contenidos de las clases con aspectos que el tiempo disponible no ha
permitido desarrollar en ellas.

Obviamos, por innecesaria, la enumeracién de los temas que el lector encontrard a
continuacién.

1) Condiciones que deben satisfacer las funciones de aproximacion y las de ponderacion
En este primer punto se van a recapitular las condiciones que deben satisfacer tanto las

funciones de interpolacién como las de ponderacidn en el método general de los residuos
ponderados y en los métodos de Petrov-Galerkin y de Galerkin (o Bubnov-Galerkin). Se
enunciaran las condiciones correspondientes a un problema unidimensional, que se extrapolan
directamente a los problemas bidimensionales y tridimensionales.

Condiciones que debe satisfacer la aproximacién

1) Método de los residuos ponderados

Estructura de la aproximacién a la solucion

En la resolucién de problemas unidimensionales por métodos de residuos ponderados se
adopta una aproximacion a la solucidén de la forma

00 = ) Ao ()
i=1

donde ¢;(X) es un conjunto de funciones de interpolacion, elegidas a priori, y los coeficientes
de combinacién A; son las incégnitas del problema.

Las funciones de interpolacion ¢;(X) deben satisfacer dos condiciones:

1) ser linealmente independientes, y
2) definir un conjunto completo. Segin Reddy (1984, pag. 181), se dice que un conjunto
de funciones {¢;} es completo en Q si cualquier funcidn f, continua a trozos, se puede

aproximar en él por una suma Y, ; ¢;¢; de modo que el error
n 2

en=fﬂ = ci) do

i=1

se puede hacer tan pequefio como se desee incrementando el valor de n.

Asi pues, de forma mas coloquial, podemos decir que las funciones de interpolacion
deben ser los primeros n elementos de una familia de funciones tal que, afadiendo

mas términos, permite mejorar la aproximacion.
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Condicion de derivabilidad

Las funciones de interpolacion ¢;(X) se deben elegir de manera que la aproximacion de la
funcién incdgnita sea derivable hasta el orden impuesto por la ecuacién de residuos
ponderados y la derivada de tal orden no sea idénticamente nula.

Ndtese que esta condicidon se impone a la aproximacién en conjunto, no a cada una de las
funciones @;(X) que la definen.

Si no se satisficiese este requisito, no se podria evaluar correctamente el residuo de la
ecuacion de campo y, en consecuencia, no se podria resolver el problema.

2) Método de Petrov-Galerkin

Estructura de la aproximacion; cumplimiento de las condiciones de contorno esenciales
En el método de Petrov-Galerkin la aproximacion se debe escoger de modo cumpla las
condiciones de contorno esenciales (en adelante, CCE).

Esto se puede conseguir a partir de la misma aproximacion que en el método de los residuos
ponderados,

00 = ) A i)
i=1

sustituyéndola en la CCE y deduciendo de ello una serie de relaciones entre los coeficientes 4;
antes de comenzar la aplicacidn del procedimiento. Aunque esto es posible, no se suele
proceder asi porque las relaciones mencionadas pueden resultar muy farragosas.

En la practica, se suele adoptar la siguiente estructura de la solucién:

P00 = 9o (0 + ) Ay py(X)
i=1

donde
1) ¢@o(X) debe satisfacer las CCE, y
2) las funciones @;(X),i = 1,2 ...n deben
a) satisfacer las condiciones de independencia lineal y conjunto completo propias
de cualquier método de residuos ponderados y, ademas,
b) cumplir las CCE de forma homogénea.

Que la aproximacion satisfaga las CCE implica que los residuos de dichas condiciones de
contorno sean nulos, por lo que no hara falta especificar ninguna funcién de peso que los
pondere.

Condicion de derivabilidad
La aproximacion debe satisfacer la condicidon de derivabilidad propia de cualquier método de
residuos ponderados, enunciada mas arriba.
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El método de Petrov-Galerkin (y el de Bubnov-Galerkin, que es un caso particular de este?) se
pueden formular de dos maneras:

= Como un método general de residuos ponderados, simplemente imponiendo a la
aproximacion las restricciones mencionadas y a las funciones de ponderacion las que
se enumeraran mas adelante.

= Transformando la ecuacién obtenida segun se indica en el punto anterior mediante la
aplicacién reiterada de la integracion por partes?, disminuyendo el orden de derivacién
de las funciones de interpolacién a costa de aumentarlo en las de ponderacién. Esta es
la auténtica formulacién débil (menos exigente en cuanto a derivabilidad que la inicial)
y también la mas habitual.

Légicamente, el grado de derivabilidad necesario depende del planteamiento, ya que estd
condicionado por la expresién de funcional que se utilice.

3) Método de Galerkin (o de Bubnov-Galerkin)

La aproximacioén que se utiliza en el método de Galerkin (o de Bubnov-Galerkin, que de las dos
maneras se denomina en la literatura técnica) es idéntica a la que se considera en el método
de Petrov-Galerkin y, en consecuencia, debe satisfacer las mismas condiciones. Recuérdese
qgue el método de Galerkin puede considerarse un caso particular del de Petrov-Galerkin.

Condiciones que debe satisfacer las funciones de ponderacion

1) Método de los residuos ponderados

Independencia lineal

En el método de los residuos ponderados se consideran tres familias de funciones de
ponderacién:

a) las que intervienen en el interior del dominio, wj(X), i=12.n;

b) las que lo hacen en la parte del contorno en la que existen condiciones de contorno
esenciales, ¥j, j = 1,2..m;y

c) las que lo hacen en la parte del contorno en la que existen condiciones de contorno
naturales, l/jj, j=1,2..n.

Los elementos de cada una de las tres familias deben ser linealmente independientes; de otro
modo, las ecuaciones de residuos ponderados que originarian podrian no serlo y conducir a un
sistema que no permitiera despejar los coeficientes de combinacién A; que determinan la
aproximacion.

No nulidad
Todos los términos de una cualquiera de las tres familias no pueden anularse idénticamente en
su dominio de definicién, o en una parte de él.

Esto es una obviedad: si se anulan todos los términos de una de las familias, la condicién a la
que afecten no aparece en las ecuaciones de residuos ponderados y, en consecuencia, no se
imponen.

2 En realidad, dice Reddy (1984, pag. 217) que el de Petrov-Galerkin es una generalizacién del de
Bubnov-Galerkin.

3 0 la utilizacién de la definicién de derivada del producto y del teorema de la divergencia, en problemas
bidimensionales o tridimensionales.
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Del mismo modo, algunas situaciones particulares limitan la libertad de eleccidon de funciones
de peso; por ejemplo, si tenemos un dominio simétrico en el que los residuos de un tipo de
condicién de contorno son simétricos, no debemos ponderarlos usando funciones
antisimétricas, ya que ello eliminaria los residuos de la ecuacién y el planteamiento no tendria
en cuenta las condiciones de contorno en cuestidon. Lo mismo ocurre si los residuos son
antisimétricos y las funciones de peso simétricas.

Por ser tan evidentes, estas condiciones no suelen enunciarse de forma explicita como
restricciones que limitan la eleccidon de funciones de peso en el método de los residuos
ponderados. Hemos preferido incluirlas porque mads adelante, en los métodos de Petrov-
Galerkin y Bubnov-Galerkin, habrd que comprobar que se cumplen ya el modo de eleccion de
las funciones de peso en el contorno hara que pueda fallar como consecuencia de una eleccién
anterior.

Quizas el hecho de que, habitualmente, estas condiciones no se sefialen de forma explicita se
debe a que pueden considerarse incluidas en la condicién de independencia lineal: en efecto,
si todos los términos son idénticamente nulos en una parte de su dominio de definicidn,
pueden considerarse el resultado de multiplicar por cero los definidos en la otra parte, luego
no son independientes; las condiciones de simetria y antisimetria pueden expresarse
indicando que las funciones definidas en una parte se obtienen multiplicando por 1 o por -1 las
definidas en la otra... De todas maneras, hemos preferido enunciarlas de forma explicita.

2) Método de Petrov-Galerkin

Eleccion de las funciones de peso
En el método de Petrov-Galerkin se adoptan como funciones de peso de las CCN a las que
resultan de particularizar las funciones de peso en el interior del dominio, o de sus derivadas,

a la parte del contorno Iy en la que existen CCN, es decir, 1/7]- = 1/Jj|FN 0 l/jj = (p}n - J=
N

1,2..n.

En cuanto a las funciones de peso que afectan a las CCE, 1/7]-, j =1,2...n, no son necesarias, ya

que la eleccién de una aproximacion que satisfaga las CCE anula los residuos correspondientes.

La forma de elecciéon de las funciones de peso 1/7]- obliga a comprobar que satisfacen las
condiciones de independencia lineal y no nulidad, porque puede darse el caso de que una
eleccion de funciones ¥;que resultaria adecuada en el método de los residuos ponderados no
lo sea en el de Petrov-Galerkin por definir unas funciones 1/71- que no satisfagan estas

condiciones.

Derivabilidad y cumplimiento de las condiciones de contorno esenciales

Cuando se utiliza la formulacién basada en disminuir el orden de derivacidn de las funciones
de interpolacion a costa de aumentar el de las funciones de peso mediante la integracion por
partes (o el planteamiento equivalente en problemas 2D y 3D), las funciones de ponderacién:

= Han de ser derivables hasta el orden que aparezca en la ecuacién de residuos
ponderados, y la derivada de mayor orden no puede ser idénticamente nula.
= Han de satisfacer las condiciones de contorno esenciales de forma homogénea.
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3) Método de Bubnov-Galerkin

Eleccidn de las funciones de peso

En el método de Bubnov-Galerkin es un caso particular del de Petrov-Galerkin que adopta
como funciones de peso a las propias funciones de interpolacién, es decir:

* Y; =¢j;,j=12..nenelinterior del dominio

. 1/7 = (p-| 0 Y, = (p(-n j=1,2..n en la parte del contorno en la que hay
j Jry j J ey
definidas CCN

Como en el método de Petrov-Galerkin, no son necesarias las funciones de peso de las CCE,
P;(X), j=1,2..n.

Esta eleccion de las funciones de ponderacidn garantiza que satisfacen los requisitos exigibles
a las funciones de peso en la mas exigente de las formulaciones indicadas, la que utiliza la
integracion por partes para igualar los érdenes de derivacién de las funciones de interpolacion
y de peso. En efecto, segin hemos visto, en el método de Bubnov-Galerkin las funciones de
interpolacion ®j,j = 1,2 ...n deben:

= ser linealmente independientes,

= tener derivadas no idénticamente nulas hasta el orden que aparece en la ecuacion de
residuos ponderados, y

= cumplir las CCE de forma homogénea.

y éstas son las condiciones que deben satisfacer las funciones de peso.

Quizas pueda quedarnos la duda de si satisfardn la condicién de no nulidad en la parte del
contorno donde hay CCN. La cumplen. En esa parte de la frontera los desplazamientos
generalizados son incdgnitas, parte de la solucién del problema, luego la aproximacion a la
solucion debe poder representarlos sea cual sea su valor, lo cual garantiza que las funciones ¢;
(y sus derivadas si intervienen como funcion de peso) no se anulan en tal parte del contorno.
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2) Eleccién de los coeficientes de peso de las CCN en el método de Petrov-Galerkin
Vamos a verificar si los factores de peso de las CCN naturales se deben determinar a partir la

propia funcién de interpolacién o de una de sus derivadas, especificando cudl. Desarrollaremos
el razonamiento para el caso del presenta ejercicio; el lector observara que aplicarlo a
cualquier otro es inmediato.

Para comprobar cémo se deben determinar los coeficientes de peso de las CCN nos basaremos
en la homogeneidad dimensional de la expresién general de las ecuaciones de residuos
ponderados, que en nuestro caso son

2
L —
fl/)j(X)R(X)dX+ ZI;]"[RN,[=O, j=1,23
0 =1

donde los residuos de la EC vienen dados por

a*v  qo
RX)=—-———
X) dX* EI,
y los de las CCN por
R azo 0 R o
N1~ Tv3 - ” N2 = 532 -
dX Y=o dX Y=L
En primer lugar, determinaremos las dimensiones de los residuos. Observemos que
[d‘*ﬁ] \
— = L_3
dx#*
_1 L - [RX)] =173
ﬂ] = L = L—3
El, FL2L% J
y
%o _ _ .

donde, por brevedad, se ha indicado las dimensiones de las fuerzas como F en lugar de MLT?,
que es lo que corresponderia de acuerdo con las magnitudes fundamentales del Sl. Teniendo
en cuenta que los desplazamientos ¥ tienen dimensiones de longitud, es obvio que su derivada
enésima tiene dimensiones de [ ya que cada derivada (por ser el limite de un cociente
respecto a una longitud) disminuye en una unidad el exponente de L en [¥].

Aceptaremos que las funciones de peso tienen dimensiones de L™, donde el valor de m no
tiene importancia para el razonamiento que vamos a hacer. En efecto, en nuestro problema las
funciones de interpolacion, que hemos adoptado como funciones de peso, tienen dimensiones
de L™ con m=2, 3, 4; en otros casos, por ejemplo en una serie de Fourier truncada,
simplemente m valdria 0, pero ello no afectara al razonamiento.

De acuerdo con todo esto, como [dX] = L vy la integral, que a fin de cuentas es una suma,
tiene las mismas dimensiones que los sumandos,

[ J ij(X) R(X) dX] = [m[3] = [m2
0

por lo que, para que se mantenga la homogeneidad dimensional de la ecuacion de residuos
ponderados
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=gt =1m2 = [P;,] =L

2
[z V1 Ry
=1

es decir, que en este ejercicio las dimensiones de las funciones de peso en la parte del
contorno donde hay CCN, [1/7]-,1], deben ser de longitud elevado a un grado menos que en las

funciones de peso en el interior del dominio, lo que implica que deben determinarse a partir
de las primeras derivadas de aquellas.

Esta forma de proceder es facilmente extrapolable a otros problemas.
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3) Formulacién alternativa del método de Petrov-Galerkin
En este apartado vamos a exponer la forma de plantear el método de Petrov-Galerkin

igualando el orden de derivacién de la funcién incognita y de sus derivadas mediante el uso de
la integracion® por partes el nimero de veces necesario, que ya se ha citado varias veces.

Para explicar el proceso recurriremos al ejemplo de una viga de Navier-Bernoulli sometida a
flexion, similar al caso del enunciado pero sin ningln enlace, por lo que las condiciones de
contorno seran todas de fuerza impuesta. Mas adelante introduciremos las condiciones de
contorno cinematicas.

Planteamiento del problema
El dominio de definicidn serd el segmento [0,L] y el sistema de referencia el representado en la

figura del enunciado.
Ecuacién de campo (Casanova, 2018, pag. 356)

d*v
EIZ_dX4=QO (1)

Condiciones de contorno (Casanova, 2018, pag. 357)

I [ ] I [_dz"] i
Z 3 Fyq Z 2 =—Mzn

dX dX X=0 (2)
El, [dX3 -F, EI [dXZ]

Aproximacién y funciones de ponderac1on
Como se ha establecido mas arriba, se adopta la expresion

() = 9o () + Z () (3)
como aproximacion de la flecha y la familia de funuones

Y (X) i=12..n (4)

como funciones de ponderaciéon en el interior del dominio. Aceptamos que todas ellas
satisfacen las condiciones enumeradas mds arriba, que no reiteramos aqui.

Residuos
El residuo de la ecuacién de campo resulta

4

RO = El =

—ay(X) = I |9} (X)+Zci<p{V(X)

y los de las condiciones de contorno

4 En problemas bidimensionales o tridimensionales se recurre a las propiedades de la derivada del
producto y al teorema de la divergencia.
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3{} - nr C nr -
Ry Elm — Fyy = El'|@q'(0) + Z c;io; (0)| — Fyq
X=0 i=1
29 n
Rim= Elm —Mgz, = —EI |95 (0) + Z cl-(p{'(O)] —My,
X=0 i=1
n (6)
d3ﬁ r n n '
Roy = =Bl ozl = Fro=—El o' W)+ ) col” (W) - Fyo
X=L i=1
d?p _ $ _
Rom = El e =Mz = EI@§ W)+ ) e (1) Mz
X=0 i=1

Notese que, como todos los residuos corresponden a CCN, en la notacién no se ha incluido
ningun simbolo que lo indique. Los subindices 1 y 2 hacen referencia, respectivamente, al
extremo dorsal y el extremo frontal de la viga, y los subindices V o M, a la condicién relativa al
cortante o al flector, respectivamente.

Observe también el lector que, por conveniencia, se han definido los residuos Riv y Ram
pasando todos los términos de las ecuaciones (2) al segundo miembro, y los residuos Ra,v Yy Rom
pasandolos al primer miembro; es admisible, ya que ambas diferencias representa el error de
la aproximacion en tales expresiones.

Ecuaciones de residuos ponderados

L n
f {El <p6V(X)+Zci<p{V(X) —q{;(X)dX +

+{El <pa"(o>+;ci<p;"(o> —Fn}wj(on{—m <p6’(0)+;ci<p£’(0) —Mm}wy(ow -
+ f—El L)+ Y W) - Fyz}w,- W)+ {El P+ ) agi () —Mzz} W) =0
i=1 i=1

j=12..n
Ndtese que, como se ha establecido mas arriba, los factores de ponderacidn de las condiciones

de contorno que afectan a los cortantes se han fijado particularizando a los extremos de la viga
las funciones de peso adoptadas en el interior del dominio y las que afectan a los momentos
particularizando a tales puntos las derivadas de las funciones de ponderacidon en el interior del
dominio.

Transformacién de la primera integral de la ecuacién anterior
Primero la desarrollamos teniendo en cuenta que la integral de la suma es la suma de las

integrales

N jE,

n
PO+ gl ()
i=1

- Q} Y;(X)dX =
L n L L (8)
— EI f (p(I)V(X)t,bj(X)dX+Z{EIci f q,{v(x)lpj(x)dx}— f v, (X)dX

0 = 0 0
A continuacidén, integramos por partes una expresion genérica que puede representar a una

cualquiera de las integrales que aparecen en los dos primeros sumandos del segundo miembro
anterior
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u=;(X) duztp’].(X)dX

L
w , = .. =
fo o1’ (X)P;(X)dX ’dv —elVX)dX  v=¢/"®) |

L
= [0 ], - [ ot eow,dx =

L
= Bl (1)~ (") = [ " oW 00ax
0
Y, de nuevo, desarrollamos por partes la integral recién obtenida

u=1y';X) du = ¢/ (X)dX

L
fo OOV X =y o 0dX v = gl (X)

= [0t ol - [ ot cowyedx =
0

= Y} @) ~ jO)p; ) - | o{ (O ()X
0

de manera que, finalmente

[ ot o ax =
0

L
=YL (L) = ;(0)¢;" (0) — i (L)e;' (L) +;(0)¢;"(0) + f @i Xy’ ()dX

Incorporacion de este resultado en la ecuacion de residuos ponderados
Sustituyendo (11) en (8) y el resultado en (7) obtenemos

L
EI[;(L) g (L) — ¥;(0)pg" (0) — i (L)eg (L) + 1} (0) g (0)] + Elf 0o Y] (X)dX +

n L
+ Z Elc; [¢j(L)<P£"(L) = 1;(0)¢;"(0) — ¢j(L)ei' (L) + ¥;(0)¢;"(0) + f <P§'(X)1/)}'(X)dX] -

L
- [Caw, coax+

+{Ei #5'(0) +Zci<p;”<0)] - Fn}rp,-m) * [—Et P50 + ) i (0) —Mm}rp'jm) *
i=1 i=1
+{—Ei AOEYWT OIS Fyzlw,-u) ¥ {Ez HORSWXHO —Mzz}w'ju) =0
= - j=12..n
que, agrupando términos, podemos reescribir como
B |of (1) + ) il ()|, (L) = B | 9f"(0) + Zw{"(O)]zp,-(O) -
i=1 i=1
1|05 (1) + ) cpi (D[, (L) +E1 050 + ) cpf )| 9',0) +
L =1 n L =1 L
+E1f <p(’)’(X)1/;]’-’(X)dX+E12cif (p{’(X)l/JJ’-’(X)dX—f qy; (X)dX +
0 —~ o 0
+{Ei 050 + ) i’ (0)| - Fnle(m * {—El 050 + ) g (0) —Mmlw',.w) *
i=1 i=1

Py + ) api'(L)

i=1

+{—E1

_Mzz} l:b,j (L)=0

j=12..n

@ (L) + Z o' (L) = Fyz}ll}j(l:) + {El
1

i=

(11)

(13)
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donde se ha recurrido a un cédigo de colores para sefialar los términos que se anulan entre si.
Asi pues, finalmente, la ecuacion de residuos ponderados se ha transformado en

f 5 COY) (X)dX+EIZch (X)zp]’.’(X)dX_foLq ¥, (0dX —

_FY1¢](0) Mzﬂb j(O) FYZI/’](L) Mzz’l"j(L) =0 j=12..n

(14)

Fijémonos ahora en la parte de esta relacién correspondiente al contorno,
Fyi;(L) + Fyp;(0) + Mzﬂ/JIJ-(L) + MZZIIJ']-(O)

Si todas las condiciones de contorno son naturales, las fuerzas generalizadas Fyq, Fyy, Mz, y
My, son datos del problema y no hay ninguna dificultad en evaluarlas. Si alguna de las
condiciones de contorno hubiera sido cinematica, la fuerza generalizada correspondiente
hubiera sido reactiva y, por lo tanto, una incégnita del problema, lo cual imposibilitaria evaluar
la ecuacidn (14). Por ello, cuando se adopta esta formulacién, se exige que las funciones de
ponderacion satisfagan las condiciones de contorno esenciales de forma homogénea para
que se anule cualquier sumando que involucre una reaccion.

Ndtese también que la ecuacion (13) confirma el acierto de haber escogido la particularizacion
de las funciones de ponderacidon al contorno como coeficientes de ponderacion de las
condiciones que afectan a los cortantes y la de sus derivadas en las que afectan a los
momentos flectores.

El planteamiento realizado se basa en haber escrito las ecuaciones de residuos ponderados
como aparecen en Kleiber (1998, pdg. 25 y s.s.) o en Zienkiewizc (1980, pag. 54 y s.s.). Reddy
(1984, pag. 211 y s.s.) o Bhatti (2005, pag. 115 y s.s.) justifican este planteamiento del método
de Petrov-Galerkin partiendo, exclusivamente, de anular el residuo de la ecuacién de campo

L
f RX)yY;(X)dX =0 j=12..n (15)
0

transforman esta ecuacion integrando por partes dos veces, como hemos hecho mas arriba, y
llegan a una expresion igual a (13) pero sin las dos ultimas filas, las que incluyen los residuos de
las CCN. Entonces sustituyen las mencionadas CCN en las dos primeras lineas de (13) y llegan a
la misma expresidn (14) que nosotros. En tal caso queda claro que la simple manipulacién
matemadtica ha conducido a que los coeficientes de peso de las c.c. asociadas a los cortantes se
derivan de las funciones de ponderacién en el interior del dominio y los de las c.c. asociadas a
los flectores de las derivadas de dichas funciones.

Equivalencia entre este planteamiento y el teorema de los trabajos virtuales
Sumando las ecuaciones de residuos ponderados (14), multiplicadas cada una por un

coeficiente d4;, se obtiene
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L
w,00dx = [ au(0ax -

Z(SA f El,

—Fy1¢j(0) - Mle/J' -(0) - FYZ%’(U - MZZVJ' -(L)] =

=f0LEIZ ZSA P00 dX - f qo lZ(SA W0 | dx - (16)

—sz 8A;(0) — iz, 2 SAY' (0) = Fy, 2 8A;(1) — iz, Z SA' (1) = 0
j= j= j= j=
que debe satisfacerse V8A;Vj ya que, segun (14) el corchete que multiplica a V§4; es nulo

PE0 + ) A (0
i=1

050 + ZALq)" 0

cualquiera que seaj.

Para transformar esta expresidon, por una parte, sustituyamos (3) en la definicién de giro
unitario (Casanova, 2018, pag. 308)

dzv

T P + Efw” 0

Xz =

y este resultado en la ecuacidn constitutiva del momento flector (Casanova, 2018, pag. 344)

n
My = Elxz = Bl |05 () + ) A", (0
i=1

Yy, por otra, admitamos

n
5900) = ) SA;;(0) (17)
=1
es decir, aceptemos que las funciones de ponderaciéon determinan la aproximacién de los

desplazamientos virtuales, por lo que, de acuerdo con la definicion de deformaciones virtuales
(Casanova, 2018, 317)

n
8120 = ) 84X
j=1
Si ahora sustituimos todo esto en (16) llegaremos a

L L
J M, (X)57(X)dX — f 1o8D(X)dX —
0 0

que es la expresion de la igualdad entre el trabajo virtual de las fuerzas internas y el de las
fuerzas externas en este problema, para cualquier desplazamiento virtual cinematicamente
admisible, ya que la condicién V§4;Vj de la relacion inicial, conjuntamente con la interolacion
de los desplazamientos virtuales, implica que estos pueden ser cualesquiera entre los que
satisfacen de forma homogénea las condiciones de contorno cinematicas, ya que se ha visto
que las funciones de interpolacién que los determinan segun (17) deben satisfacerlas.
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Todo esto sigue siendo valido en el método de Galerkin, o de Bubnov-Galerkin. La Unica

diferencia es que, en tal caso, se toman como funciones de ponderacién a las propias
funciones de interpolacién.

Este ultimo desarrollo explica porqué, a lo largo del curso, para explicar la aplicacién del
Método de los Elementos Finitos en diferentes situaciones, partiremos del teorema de los
trabajos virtuales y diremos que estamos aplicando el método de Galerkin.
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Resolucion

1) Comprobar que la funcién propuesta es adecuada para obtener la solucién aproximada
por el método de Bubnov-Galerkin.

Condiciones que deben satisfacer las funciones de interpolacién ¢;(X),i = 1,2 ...n
1) Independencia lineal y definicion de un conjunto completo. Segun el enunciado, la
solucidn particular es

Po(X) =0

y las funciones de interpolacién son:
01(X) = LX — X?
0, (X) = LX%? - x3
@3(X) = LX3 — x*
es decir
p;(X) =LX' - X", =123

Es evidente que estas funciones
= son linealmente independientes, y
= constituyen un conjunto completo (nétese que, afiadiendo nuevos términos del
mismo tipo, correspondientes a i = 4,5...,, irlamos generando polinomios de
mayor orden que nos permitirian aproximar cualquier funcién en [0,L] que
satisficiese las CCE.
2) Derivabilidad. La ecuacién de campo

d*v  qq
dx*  El,
incluye una derivada cuarta respecto de X, y la derivada cuarta de la aproximacion
adoptada es
d*o
m = —24A3 55 0

por lo que se satisface tal condicién.
3) Cumplimiento de las condiciones de contorno esenciales:
PX)|x=0 =2(0) =A;(L-0—02)+ A,(L-02=03)+A3(L-03-0%) =0
Py, =PL)=A;(L-L=L)+A,(L-L> —L3) +A3(L-L3—1*) =0
Asi pues, la aproximacién adoptada cumple las CCE.

Asi pues, la aproximacién propuesta es adecuada para resolver el problema por el método de
Petrov-Galerkin y, en consecuencia, también por el de Bubnov-Galerkin.

Condiciones que deben satisfacer las funciones de ponderacién
Las funciones de peso en el método de Bubnov-Galerkin deben coincidir con las funciones de

interpolacion, es decir
(X)) =@;(X) = LX) = X/*t, j=1,2,3

Ya se ha comentado que son linealmente independientes y es obvio que no se anulan
simultaneamente en el interior del dominio.
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En nuestro problema, los coeficientes de ponderacion que afectan a las condiciones de
contorno naturales deben evaluarse a partir de las derivadas de las funciones de peso, como
se ha visto en la introduccion. Asi pues, tendremos

Vi1 =¥;,(0), j=123
Vi, =¥j,L), j=123
y como
YiX) = @j(X) =LY =+ DX/, j=1,2,3
resulta

Vi1 = ¥jDlx=o = 9j(0] _ = 9j(0) = jLOT = G+ DO/ = L0/, j=1,23
Yi2 =], _, = 0j0|,_, = i) =jLU =G+ DL =-L), =123

Es evidente que el coeficiente 1/7]-,2 no se anula para ningln valor de j y que 1/7]-,1 se anula para

j=2,3. Surge la duda de cdmo debe interpretarse la expresion 0° que aparece al evaluar 1/_)1,1, si
se debe suponer 0° = 1, puesto que cualquier nimero elevado a 0 da 1, o se debe considerar
una indeterminaciéon, como aprendimos en andlisis diferencial al tratar de calcular

lim £(X)9® cuando tanto f(X) como g(X) tienden a cero. En este caso, la opcién adecuada

es la primera, que conduce a 1,3]-,1 = L; basta recordar que

Y (XD =0, X) = LX — X*
derivar y evaluar en X=0. Asi pues, los coeficientes de peso tampoco se anulan en X = 0 para
todos los valores de j; no tiene importancia que lo hagan para j=2,3 ya que no lo hacen para
j=1.

Queda, pues, justificado que ninguna familia de coeficientes de peso se anula idénticamente
en la parte de la frontera donde existen CCN.

En consecuencia, verificadas todas las condiciones exigibles tanto a las funciones de
interpolacidon como a las de ponderacién, podemos asegurar que la aproximacion propuesta
es adecuada para resolver el problema por el método de Bubnov-Galerkin.
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2) Calcular los coeficientes A,, A, y A3 que determinen la mejor aproximacién a la solucién
(planteamiento: MRP con las funciones de interpolacién y de peso que exige el MBG)

Las ecuaciones de residuos ponderados vienen dadas por la siguiente expresidn general:

2
L —
ft/)j(X)R(X)dX+ ZIIjj,lRN,l=O, j=1,23
0 =1

Derivadas de la funcion incognita

ab
— =A;(L—2X)+ A,(2LX — 3X?) + A3(BLX? — 4X?)

ax
d?v 5
e = —24; + A, (2L — 6X) + A3(6LX — 12X*)
d3v
e = —64, + A;(6L — 24X)
d*v
W == —24A3
Residuo de la EC
d*v qo qo
RX)=———=—-244, — ——
X) = 2x7 El, 3 El,

Residuos de las CCN

azo
RN,l == m - 0 - _2A1 +A2(2L - 6X) +A3(6LX - 12X2)|X=0 - _ZA]_ + ZLAZ
X=0
d2p ,
RN,Z =m _O=_2A1+A2(2L_6X)+A3(6LX_12X )|X=L=
X=L

= —2A; —4LA, — 61%A;

Funciones ponderadoras del residuo de la EC:

Y;i(X) =;X)=LX - X%, j=1,23

Coeficientes de ponderacidn de los residuos de las CCN:

Yj1 = @j(0) =jL0/"t,  j=1,23
Vi =@iL)=-L, j=123

Ecuaciones de residuos ponderados

2
L
Jl/)j(X)R(X) ax + Z@M Ry;=0, j=123
0 =1




f (LX) — xI*1) ( 2445 —E—) dX + jLO/=Y (=24, + 2LA,) —
0
—LJ (=24, — 4LA, — 61%43) =0

L L]+1
f X dx =
0 j+1

El; 6
qo L*
=2 = 2L%A; + 4134, + 4L*A —_—
J 1 2 3 El, 12
qo L°
=3 = 2L3A, + 4L A, + —LSA; = ——
J 1 2T 5 M T EL 20
El sistema de ecuaciones algebraicas a resolver es

1

0 6 2\ / 2/6

2 4 4 QL] 1

24 AL | = 7| 13

2 4 = AsL? z

Este sistema se puede resolver facilmente invirtiendo la matriz a mano, con una calculadora o
con una hoja de calculo, obteniendo:

CIOLZ
24E1,
qoL
24El,

()
24El,

1:

2 =

Asi pues, la aproximacién de la flecha es:

2

LX —X?) + LX? - LX3 —Xx*
24EIZ( ) 24E1( X2 - 24E1( )

L3X —2LX3 + x*
24512( +X5

v(X) =

que determina la solucidn exacta del problema, como puede comprobarse sustituyendo en la
ecuacion de campo y las condiciones de contorno que figuran en el enunciado
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3) Calcular los coeficientes A,, A, y A3 que determinen la mejor aproximacién a la solucién
(planteamiento que iguala los érdenes de derivacion de las funciones de interpolacién y
de ponderacién)

Ecuaciones de residuos ponderados. Se han obtenido en la introduccién para el método de
Petrov-Galerkin. Se adaptan al de Bubnov-Galerkin haciendo:

Y;(X) = ¢;(X), j=12..n

con lo que se obtiene

L
f qesry (X)dX+EIZcL f (0} 00X ~ | () ¢; (X)ax -
FY1(P1(O) Mz j(O) FYZ(pj(L) MZZ‘P’]-(L) =0 j=12..n

En nuestro caso:

e g(X)=qq = cte.

e po(X)=0

e ¢;(0)=9¢jML)=0, j=12..n
o Mz =Mz =0

luego

L L L
EIZcif oi (X (X)dX — %f p; X)dX=0 j=12..n
i=1 "0 0

Funciones de interpolacién y de ponderacion, vy sus derivadas

i 1 2 3
;(X) | LX —X%| Lx?-Xx3 | LX3-x*
9i(X) | L—2X | 2LX —3X?% | 3LX%? —4X3
o!' (X) -2 2L—6X | 6LX —12X?

Integrales

f ®1 (X)dX=f [LX—XZ]d)(:L_
0 0

6
L L L4
J @, (X)dX = J [LX? — X3]dX =
0 0 12
L L L5
f @3 (X)dX = f [LX3 — X*]|dX =
0 0 20

L

fL 1 X! (X)dX = 4f dX = 4L

L

JL 1 X5 (X)dX = —ZJ [2L — 6X]dX = 217
0
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L L
f TX)ey (X)dX = —zf [6LX — 12X?]dX = 213

0

JL 7 (X5 (X)dX = fL[ZL—6X][2L—6X]dX=4L3

L L
f Oy (XY (X)dX = f [2L — 6X][6LX — 12X?]dX = 4L*
0 0

L

L 24
f P (XY (X)dX = f [6LX — 12X?][6LX — 12X?]dX = ?LS
0 0

Sistema de ecuaciones de residuos ponderados

3
4L 20 2P\ . Y76
212 413 414 4

El 24 |\ A2)=a|L/1,
3 4 5
213 4L* —L° | \A3 L5
5 /20
1
4 2 2 A, , /6
2 4 4\ 4 | 2%l
2 =
24 El /12
2 4 — ) \A4,l2 z\1
5 /20
de donde
1
A LZ/ /24\
_ %ol g
i) F\ )
3 1/24
es decir
CIOLZ
17 24E1,
qoL
27 4El,
Y
3 24El,

Como no podia ser de otra manera, la aproximacién de la flecha es la misma que hemos
hallado en el apartado anterior

2

Gol (LX—X2)+ (LX? — X3) ————(LX® - X%
24EI, 24EIZ 24EIZ

—% (13X — 2LX3 + X*%)

v(X) =

24EIZ
gue, como ya habiamos sefialado, determina la solucion exacta del problema.
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4) Calcular los coeficientes Ay y A, que determinen la mejor aproximacion a la solucién con
sélo los dos primeros sumandos de la inicialmente definida, usando el mismo
planteamiento del punto anterior

Ndtese que todo lo desarrollado en el punto anterior es valido, simplemente observando que

como ahora no existe ninguna funcién @5 (X) todos aquellos términos que dependian de ella

ahora desaparecen. Asi pues, el sistema de ecuaciones a resolver sera

) o2 (1
¢ B2 ()

de donde
2
(Al ) _ Bl (15,
ApL ElI; \ o
es decir
_ qoL?
17 24E1,
Az - 0
por lo que la aproximacion queda
~ _ qOLZ 2
(X)) = 24E1, (LX —X°)

Con independencia de que la aproximacion resulte mas o menos precisa, este Ultimo apartado
ha puesto de manifiesto las siguientes caracteristicas de este procedimiento:

= En efecto, es una formulacién débil en el sentido de presentar una exigencia menor que la
formulacion fuerte (y que el planteamiento general del método de los residuos
ponderados) en cuanto a derivabilidad.
= Hemos visto que, para prescindir del tercer término de la aproximacién, ha sido suficiente
con desechar los elementos de la matriz de coeficientes y del vector de términos
independientes que se identifican con algin subindice igual a 3. Del mismo modo, si
usando este planteamiento hemos resuelto el problema con una aproximacion de n
términos:
1) Para aumentarla a una de n+1 sélo hace falta calcular la fila y la columna n+1 de la
matriz de coeficientes y el elemento n+1 del vector de términos independientes.
2) Como la matriz de coeficientes es simétrica, solo hay que evaluar n+2 integrales,
n+1 de la matriz de coeficientes y 1 del vector de términos independientes.

La segunda propiedad también se presenta cuando se realiza este tipo de planteamiento pero
por el método de Petrov-Galerkin, aunque en este caso, como la matriz de coeficientes no es
simétrica, el nimero de integrales a evaluar resulta 2n+2.
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5) Comparacién de los resultados de los apartados 2 y 3 (exactos) con los del apartado 4

(aproximados)
Para facilitar la comparacidn, vamos a escribir las leyes de flechas, de momentos flectores
(M, = E1,7")y de esfuerzos cortantes (V, = —EI,7""’) del modo siguiente
Exacta (3 términos) Aproximada (2 términos)
5qoL* 16 5q,L* 16
Flechas — (8§ —2&3 4 &4 B ihyg N
385E1, 5 ¢ 7+ 385E1, 5 € =<7
2 2
Momentos flectores QoL 4(=E+ &2 @ <_ E)
8 8 3
C qoL
ortantes - (1-2% 0

Para llegar a estas expresiones, primero se hallan las leyes de flechas, flectores y cortantes en

funcion de X, luego se expresan en funcién de & = X/L' y por ultimo se saca factor comun el

5qoL*

q
385El

(o L? L
valor maximo de la flecha ( ), ¥ del momento flector (qu) y del cortante (q%) en la

solucién exacta. Asi:
= Las abscisas quedan expresadas en tanto por uno de la longitud total

= Las diferentes funciones consideradas, si prescindimos de la parte de la funcién escrita
en azul, quedan en tanto por uno del valor maximo en la solucién exacta.

Las siguientes figuras, que representan estos valores adimensionales en funcidn de las abscisas
adimensionales, muestran la comparacién de resultados.

Flechas

1,2

1 -4~

0,8 -

0,6 - —4—Tres términos
0,4

o A L\
o\

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

—#—Dos térmions

Momentos flectores Cortantes

0 T T T T 9 15

-0,2 \ /
04
\ / —&—Tres términos
0,6
l+l<H—l—l—l7i—l—l —8—Dos términos
0,8
\ * /
-+

1,2 -1,5

—&—Tres términos

== Dos términos

-1

Evidentemente, la solucidn aproximada no cumple ni la ecuacién de campo ni las condiciones
de contorno; sélo es la mejor aproximacién posible a la solucién exacta que se puede obtener
a partir de la aproximacién propuesta. Queda claramente de manifiesto en el hecho de que la
ley de flectores obtenida con la aproximacién de dos términos no cumple las condiciones de
contorno naturales.
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La aproximacién de la flecha es pobre, su maximo sélo es el 80% del valor teérico, pero tiene la
una forma similar a la esperada. Las aproximaciones de las leyes de flectores y cortantes son
bastante peores: esto, simplemente, pone de manifiesto la pérdida de precisién asociada a la
derivacién de la solucidon aproximada. Debe resefiarse, no obstante, que las leyes de flectores y
cortantes obtenidas representan el valor medio de los flectores y cortante reales.
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Ejercicion? 3

/
/ my M X

La figura representa una viga de seccidn transversal constante, formada por un material
eldstico lineal y sometida a torsion. Se facilita la ecuacion de campo y las condiciones de
contorno del problema.

d?6y my

=g Vel
6,(0) = 0

6y M

Xy G

Se pide obtener la mejor aproximacién a la solucion del problema que pueda expresarse de la
forma 8 = aX + bX?, utilizando el método de Galerkin (0 método de Bubnov-Galerkin), e
identificar el tipo (natural o esencial) de cada condicién de contorno dada.

Resolucién
1) Identificacion de las ecuaciones
iy daze
Ecuacién de campo: X =— Bx vX €]0,L[
dx GJ
Condicion de contorno esencial: 0x(0) =0
doy|  _ M

Condicion de contorno natural:

ax |X=L GJ]

2) Interpolacion de los desplazamientos
B(X) = ap;(X) + bp,(X) = aX + bX? > giX) =X

3) Exigencias del método de Bubnov-Galerkin

a) Las funciones de interpolacidén deben ser linealmente independientes y constituir un
conjunto completo. = Lo cumplen por ser el resultado de truncar una serie de Taylor.

b) Cada una de las derivadas de la funcién incégnita que aparece en la formulacion del
problema debe existir y no ser idénticamente nula. > Se cumple.

c) Lainterpolacion debe cumplir las condiciones de contorno esenciales.

0(0)=ax0+bx0%2=0

Lo hace.

d) Las funciones de peso en el interior del dominio deben coincidir con las funciones de
interpolacion. Por lo tanto, deben ser:

Pi(X) = 9;(X) = X

e) Las funciones de peso en la parte S, del contorno deben coincidir con la

particularizacion a Ss de las funciones de interpolacidn. Por lo tanto, deben ser:

i =@i(L) =L
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4) Residuos

d?0, my my
R(X)_W-{_ G_]_2b+G_]
Ry(X) _ 46« M g -Y
VT e, T a GJ

Recuérdese que como 8 (X) satisface las condiciones de contorno esenciales, Rg(X) = 0.

5) Ecuaciones de residuos ponderados

L —
j RCOW1 (X)X + Ry ()P, = 0
0

L my M
f (2b+—>XdX+<a+2bL——)L=O
0

GJ GJ
my\ L2 M
(Zb +G—])7+<a+2bL—G—])L =0
myL? — 2ML
al +b(3L3) + ———"=0

2GJ

L —_
f RCOW, (X)X + Ry(X)F, = 0
0

L my M
j <2b +—)X2dX+<a+2bL——>L2 =0
0

GJ GJ
(Zb +mX)L3 +( +25L M)L2 =0
c)3 T \¢ aj)” =
8 myL® — 3ML?
Pb(300)+ =0
al” + 3 + 3G
6) Sistema de ecuaciones
2M — myl
1 3 —a
3 { a } _ 2G]
1 3 bL 3M —myL
3G]
de donde
M + myL —my
qQ=—"> . b =
GJ 2GJ
Yy, en consecuencia
~ M + myL m
0(X) = — X x-——Xx2

GJ 2G]




Ejercicio n? 4

P X

§>|® ] ®

I

La figura representa, esquematicamente, el problema elastico de una barra recta, de seccion
variable, sometida a axil. Se sabe que esta gobernado por la ecuacion diferencial
du(X) dA(X) du(X) d?u(X)

d
ﬁEA(X) ax | " ax ax + EA(X) dx?

= —qx(X)

en la que EA(X) es la rigidez a axil de la barra, gx(X) es una fuerza paralela a la barra,
repartida por unidad de longitud sobre ella, y la funcion incognita u = u(X) representa el
desplazamiento del punto de abscisa X en la direccidn de la barra, eje X del problema. El
origen de coordenadas esta en el punto A.

Se sabe que el mddulo de elasticidad longitudinal del material, E, es constante, que el area de
la barra varia segln

ACX) = 4, (1 - ZX—L)

donde A, es una constante; que la fuerza puntual P es constante y que la fuerza gx(X) vale

qx(X) = qo (1 _ZX_L)

donde g, es una constante.

Las condiciones de contorno del problema se resumen en la tabla siguiente:

Punto | Abscisa | Condicion Tipo
A X=0 |[uX)|x=0=0 Esencial (cinemdtica)
du(X) »
B X=L |NX)|yoy =P & EA(L) [ e ] = P | Natural (estatica)
X=L

Se adopta la siguiente expresion aproximada de la solucion:
ﬁ(X) = a1X+a2 XZ
Se pide:

1) Comprobar sila funcién propuesta es adecuada para obtener la solucién aproximada
por el método de Galerkin (o0 método de Bubnov-Galerkin).

2) Calcular los coeficientes a4 y a, que determinen la mejor aproximacién a la solucién.
Utilice el método de Galerkin si cree que la aproximacion dada es adecuada para
aplicarlo o el método de los residuos ponderados méas general' si cree que no lo es.
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) El método de los residuos ponderados mas general es el que se expuso en primer lugar, del
gue son casos particulares los métodos de Petrov-Galerkin, de Galerkin (o Buvnov-Galerkin) y
otros mas que no hemos visto en el curso.

Resolucion

1) Particularizaciéon de las ecuaciones al problema concreto
Ecuacion de campo

dAX) Ao

ax 2L

_%du(X) EA, (1 B X)dzu(X) _ —Clo( X)

)\ =7 1——
2L dX 2L) dX? 2L

Condicion de contorno esencial
u(0) =0
Condicidn de contorno natural

EA(L) [du(X) _p EA, du(X) _p

ax |,_, 2 ax |,_,

2) Aplicabilidad del método de Galerkin
La funcidn de interpolacién adoptada

a(X) = a; X + a, X?
debe cumplir:

1) Que las funciones de interpolacion sean linealmente independientes y constituyan un
conjunto completo. Lo cumplen por ser el resultado de truncar una serie de Taylor.

2) Que existan y no sean idénticamente nulas todas las derivadas que aparecen en la
formulacion. En nuestro caso, esto exige que exista y no sea nula la segunda derivada
de la funcidn de interpolacion.

da(Xx)

dX = aq + Za’zX
d?a(Xx)
W = 20.’2 Z0

Luego la primera condicién se cumple.
3) Que la aproximaciéon cumpla las condiciones de contorno esenciales.
1(0) = [a; X + @, X?]y— =0
La segunda condicién también se cumple.

4) Que las funciones de peso (iguales a las funciones de interpolacion en el método de
Galerkin) no se anulen todas en la parte del contorno donde existen condiciones de
contorno naturales.

YD) = X)=X - ‘Ii1 = (L)=p,(L)=L#0
V(X)) =0,(X) =X* > P, =Y,(L)=,(L)=L*#0
Que comprobamos que también se cumple.

Asi pues, se puede resolver el problema utilizando el método de Galerkin.
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3) Determinacién de la aproximacién
Residuos

RO = —EAd8K) o) (1 X ) e (1 X) -

T TL ax o\*7321) axz T =
EA, X X

X

EA, X

EA,
= T(xl + EA()L(ZZ - P

_EA, [dﬁ(X)] EA,
X=L

Funciones de peso (establecidas mas arriba)

VX=X =X , Yi=yp;L)=¢;L)=L j=12

Ecuaciones de residuos ponderados

L
f RX)Y;(X)dX +Ry ;=0  j=12
0

L p—
me%mﬂ+m@=
0

L EA, X X\ .

EA, .
+ (Ta’l + EA()L(ZZ - P) L‘] =

EA L 2EA L
- (—Z—L"al + 2EAya, +q0)f XJdX—< O, + q")f XI*idx +
0 0

L *T2L
EA, .
+<Ta’1 +EAOL(X2 _P) L‘]

que, como

L ) Lj+1
f XdX = -
0 j+1
se puede escribir

L
fR(X)v,bj(X)dX+RN1,bj=
0
_( EA, EA )Lf+1 (ZEAO qo)Lf+2+
T ™ 0% T o) T\ 2T o)+ 2

EA, .
+<Ta1 +EAOL052 _P) LJ =
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=B L)y [ (2 - g 1)+
=1 : *1 N e %2

+[Lf+1< L1 )]qO—PLj
j+1 2(G+2)

Ecuacion correspondienteaj =1

EA,L 4EA,L? L?
7 a’1+ 3 a’2+?q0—PL=O

Ecuacion correspondientea j = 2

EA,L? TEA,L? 513 5
3 a’1+ 6 a2+ﬁq0_PL=O

Sistema de ecuaciones

Dividimos por L la primera ecuacién y por L? la segunda, obteniendo

1 4 L
4 3 {EAOa1}= 30 +{P}
1 7 |lEApLa, 5L P
3 6 240
de donde
8 L 12P
{EAOal}z 11q0 n 11
EAyLa, 17 L 6 p
4470 11
es decir

8 gl 12 P
{al}_{ 11EA, l+{11EAOl
)T 17 g 6 P

24E4,) \11EA,L)

Asi pues, el campo de desplazamientos pedido resulta

A(X)—<8 qOL+12 P) +( 17 q +6 P )XZ
WA= 11Ea, " 11E4, 44EA,  11EAGL
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Capitulo 2:
Metodo de los Elementos Finitos:
procedimientos basicos

Este capitulo consta de cinco ejercicios que muestran cémo deben abordarse algunos de los
procedimientos basicos del Método de los Elementos Finitos. Todos ellos se plantean en el
ambito de los problemas de tension plana.

- El ejercicio n? 1 se ocupa de la determinacién de la matriz de rigidez de un elemento
finito rectangular.

- El ejercicio n? 2 trata sobre el célculo de las fuerzas nodales en el mismo elemento.

- El ejercicio n2 3 explica el calculo de tensiones en los nodos de los elementos de este
mismo tipo suponiendo que se han usado para mallar un cuerpo.

- El ejercicio n? 4 aborda el ensamblaje de la relacién de rigidez de la estructura
completa y la imposicién en ella de las condiciones de contorno cinematicas.

- Por ultimo, el ejercicio n2 5 se ocupa del cdlculo de fuerzas nodales en un elemento
finito triangular. Se ha afiadido a la coleccidn inicial de cuatro ejercicios tras
comprobar que, en algunos casos, la integracién sobre dominios planos que no
rectangulares plateaba algin problema.

Como alternativa al texto que sigue, la explicacion de estos ejercicios puede encontrarse,
grabada en video, en https://media.upv.es/#/portal/channel/97f43dd0-d222-11ec-b3e8-
85c626fc9bb5.
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Ejercicion?1

Y
|
£
&
X
2a
Figura 1 Figura 2

Determinar la matriz de rigidez de un elemento finito rectangular, de 2ax2b y espesor h (figura
1), previsto para estudiar problemas de tensidon plana, basado en las funciones de
interpolacion

NG =:1-OA -1
No(&m) =21+ —n)
N3 (&m) =21+ +n)
Ny,(&m) =21 -1 +n)

(E1)

definidas en las coordenadas normalizadas descritas en la figura 2, que se relacionan con las
coordenadas iniciales mediante

§=22,, =22 (E2)

Resolucién
1) Interpolacion de los desplazamientos

{ﬁ}=N10N20N30N4 o]
sJ)=lo N, O N, O Ny O N,

Lo

2) Determinaciodn de las deformaciones aproximadas

2 0 0 0 u
o\ |ox ox o
X d | o Ny O N, O N; O N, 07,7
gr=lo —|{p)=|0 _[0 N, 0 N, 0 Ny O N]uz:
7 oy 1\v oY 1 2 3 4l ]
X7 o o a 0 v, )

LY X Ly axA
(Y1)
Nl,X O NZ,X O N3,X 0 N4-,X O Ul
= 0 Nl,Y 0 Nz'y 0 N3,Y 0 N4_'y U, > &= Bae
Nl,Y Nl,X NZ,Y NZ,X N3,Y N3,X N4-,Y N4-,X L : J
Vs
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siendo

aN; IN:
Nix ==y » Ni=—5 Vie{1234)

Teniendo en cuenta (E2) y la regla de la cadena tenemos que

o 0 af+a an 10 o 0 af+a an 10
0X 080X OndX adé " Y QEAY OnadY bap

y, a partir de estas expresiones y (E1) obtenemos las componentes de B, que resultan

Nyx = —i(l —1n) Nyy = —%(1 —$)
Nax = 5-(1=1) Npy = —(1+8)
N3 x = i(l +1) N3y = %(1 +$)
Nyx = —ﬁ(l +1) Nyy = %(1 -

Finalmente, observemos que agrupando de dos en dos las columnas de la matriz B podemos
expresarla como

N;x O
B=[B; B, B; B,] siendo B;=| 0 Ny
Niyy Nix

3) Matriz constitutiva

Oy E 1 v 0 Ex
Oy 3 = 5 v 1 0 &y L o = D¢
1 -V 0 0 %(1—1}) yXY

4) Matriz de rigidez

2b 2a
K=j BT (¢, m)DB(E, n)dV = f j BT (¢, 7)DB(&, 1) hdXdY =
4 0 0
1 1
- j 1 f BTG DB, ) abhaidy

donde, en la primera igualdad, se ha tenido en cuenta que el espesor es constante y que todas
las funciones que intervienen en un problema de elasticidad bidimensional son constantes en
él para expresar dV = hdXdY y transformar la integral de volumen en una sobre el plano
medio de la laja. En la segunda se ha utilizado el cambio de variable (E2), del que se deduce

X=¢%+a ,, Y=nb+b
X 90X
_ _[9¢ on _la © _
dxdy = |Jldédn = |50 o) dfdn—|0 b|d§dn—abd§dn
9 on
X=0 - =-1 ,, X=2a - ¢&=1
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NOTA 1: La determinacién del cambio de variable de la diferencial de area puede consultarse en
Krasnov, M., Kiseliov, A. Makarenko, G. y Shikin, E. (1990) Curso de matemadticas
superiores para ingenieros. Vol. 2. Editorial MIR, Moscu, URSS. Pagina 313.

A continuacidn pasamos a evaluar el integrando

BT [BIDB, BIDB, BIDB; B!DB,]
BT BIDB, BIDB, BIDB; BIDB
BTDB: B?, D(Bl BZ B3 B4) =| i 1 i 2 ? 3 ? 4
! BIDB, BIDB, BIDB; BJDB,
B! |BIDB, BIDB, BIDB, BIDB,]
1 v 0 ][Nx ©
B/DB; = NSX NO II\\;"'Y] E v 1 0 0 Ny|=
LY i,X 1—v 0 0 %(1_1/) Nj,Y Nj,X
E [Ni,X VN; x %(1_V)Ni,Y:| 1\%X NO
_—— 1 ]‘Y p—i
1—v?2 VNL',Y Ni,Y E(l_V)Ni,X IVj,Y IVj_X
1 1
_E N;xN; x + 5(1 —V)NiyN;y VN;xN;y + 5(1 —V)NiyN; x
- 1 1
L=V2uNyNix + (1 =VINixNjy  NyyNpy + (1 = vINyxNj x

y ahora, a partir de él, una submatriz genérica de la matriz de rigidez

1 1
Ky = | BIGnDB(Em) abhdsdn
-1J-1

A partir de la estructura de BL-TDB]- es inmediato observar que Kj; = KL-T]-, es decir, que la

matriz de rigidez es simétrica.

Vamos a desarrollar las integrales en un caso concreto, el de las componentes de Ki;:

E
1—v2

1 1
1

(Ki2)11 = f f {Nl,XNZ,X +5(1 - V)Nl,YNZ,Y} abhdédn =

~1J-1

1 1
Eabh 1
- 1C—lv2 J_l f_l {_16a2(1_7’)2%(1_”)@(1_52)} d¢dn

1 1
__ Eabh 1 a-wJ, &1 } __ Eabh { 1 (1_1,)}
_ e (1—m)2 1 _S — (1—m)2 4.
1-v2 _[;1{ 16(12(1 m [S]_1+3zb2 [E 3]_1 dn 1-v2 1 saz't m " 24b2 dn

(1—77)3]1 J_(l—v) [n]l } _ Eabh {_ 1 I(1—1})} _ Eh {_ b J_(l—v)a}
3 ' -1
-1

24b2 T 1-v2| 3a2 1202) 1-v2| 3a 12b

_ Eabh 1
1-v2 | 8a?

La misma integral se podria haber evaluado numéricamente. En el ambito de los elementos
finitos lo mas habitual es hacerlo de este modo utilizando la cuadratura de Gauss-Legendre,
gue establece

1 \
f_lf(f)df - Z wif (&)




en un dominio unidimensional y

[ [ remazan= 3 e eon,)
-1--1 j=1i=1

en uno bidimensional. En ambos casos se debe transformar el dominio de integracion real en
el segmento [-1,1] o el cuadrado [-1,1]x[-1,1] mediante un cambio de variables. En cuanto a la
notacidn, n es el numero de puntos de integracion en cada direccion, & las abscisas de estos
puntos y w; los pesos correspondientes. Abscisas y pesos son caracteristicas del método y
pueden encontrarse tabulados en cualquier libro de calculo numérico. La cuadratura de Gauss-
Legendre integra exactamente un polinomio de grado 2n-1 siendo n el nimero de puntos de
integracion, como ya se ha mencionado.

En nuestro problema, como hemos visto en el cédlculo anterior, el integrando es de grado 2
tanto en £ como en 7, por lo que necesitaremos considerar dos puntos de Gauss en cada
direccion. Las abscisas y los pesos correspondientes a esta cuadratura son

1 1
= = —_-— ) = = —_— ) Wi =W, = 1
$1=1m 73 $y =1, 1 2

P

Por lo tanto

101
Eabh 1
(K12)11 = %f f {_16a2(1—71)2+%(1—V)ﬁ(1—fz)} dédn =
-1J-1

donde en la primera fila se ha evaluado el punto (¢;,71,), en la segunda (¢,,714), en la tercera

(¢1,m,) y en la cuarta (&,,1,). Ahora, simplemente operando se llega al mismo resultado que
integrando analiticamente, como era previsible.

(i = Z2 {2l (52) +(Z2) [ o)) =

12 | 16aZ|\ V3 3 ) | 32p2\*73

__ Eabh {_ 2 [(4+2V3)\ (4-2V3\| (1-v)8 } _

T 102 16a2< 3 >+< 3 ) "32p2 \5) -

_ Eabh {_ 2 [8 I(l—v)@)} _ Eab {_ 1 I(l—v)} _
1-v2 | 16a2[3] 32p2\3 1-v2 | 3a2’ 12b2

_ En {_ b .(1—v)a}
1—v2 | 3a 12b

A continuacidén se deberian evaluar, operando del mismo modo, las restantes 63 componentes
de la matriz de rigidez. Como se ve, el procedimiento es muy laborioso, aunque en la practica
no se lleva a cabo a mano sino que se desarrolla un algoritmo que permita que un ordenador
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calcule la matriz de rigidez en cada caso concreto. El resultado sera una matriz, con
coeficientes numéricos, de 8x8.

NOTA 1: El procedimiento numérico para determinar la matriz de rigidez de un elemento consta de los
siguientes pasos:

1) Se programa una subrutina que evalle las derivadas de las funciones de forma en un punto
concreto (&£7) y determine la matriz de deformaciones B y el determinante de la matriz
Jacobiana [J| en él. Para ello deberad usar las expresiones de Nix , Niv , B y J halladas
anteriormente, o las equivalentes en otros problemas.

2) Se programa la determinacién de la matriz de rigidez del elemento mediante otra subrutina
cuyo diagrama de flujo, en nuestro caso, seria:

Kgxg =0

Para =1 hasta 2 . .
Bucles que recorren los puntos de integracién
Para j=1 hasta 2
Se evaltan B(&,7,) y |J| mediante la subrutina anterior
Aux = B"(&;,7;)DB (&1,
K=K+w, w; Aux w, representa el peso en la integracién, 1 en nuestro caso

Fin bucle j

Fin bucle i

En otros problemas cambiarian las dimensiones de la matriz de rigidez y el nUmero de puntos
de integracion.
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Ejercicio n2 2

2b

2a

Sobre un elemento finito como el estudiado en el ejercicio 1 actla su propio peso vy, en el lado
2-3 del contorno, las fuerzas q indicadas en la figura. Se pide determinar las fuerzas nodales
sobre el elemento sabiendo que el peso especifico del material es ¥, que la gravedad actua en
direccion Yy sentido negativo, y que

a=0q(1-2) G+

donde go es una constante.

Resolucion

1) Tratamiento de las fuerzas de volumen
Segln hemos visto en las clases de teoria, las fuerzas nodales que representan el efecto de las

de volumen se determinan como

2b r2a 1 1
f=—[ Nbav=— [ [ NTEmbhaxar = [ [ N mbhabgan
1% o Jo -1/-1

donde, en nuestro caso, b = —yj y la matriz de funciones de forma es la descrita en el ejercicio
1. Las transformaciones de las integrales también se explicaron en dicho ejercicio.

Evaluacién del integrando

_Nl(grn) 0 ] 0
0 N:(§,m) -N;En)y
Nz(f:’?) 0 0
0 N(m) {0 }: J=NEmy |
N3(f,7’]) 0 -Y 0
0 N3 (&,1) —Ns3 (g,n) Y
N.(§,m) 0
' 0 N4 (&,1). \—N,(§, 1) v/
siendo
NiEm) = (1= —n) N3 =+ +n)
N (&) = (1 +HA -1 Ny@Em) == +n)
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Integrales

1 r1 bh 1 r1
| | ememnanasan = -2 [ [ a-oa-mdsan
—-1J-1 -17-1

bh 211 211
-] 2]
2 -1 2 -1

4

Es facil comprobar que las integrales correspondientes a N, N3 y Ns dan el mismo resultado,
por lo que

-

f, = yabh

P ORr O O O

—

Ndtese que habia un signo menos delante de la integral y otro en el integrando, por lo que en
el resultado final todos los términos son positivos.

2) Tratamiento de las fuerzas de superficie en el lado 2-3

2b
f; = —L NTqdA = —f [NT(§,mM]x=24 a(¥)hdY = —f

0 -

1
N”(1,1) q(n) hbdn
1

Por los mismos motivos esgrimidos en el apartado anterior, la integral sobre la cara 2-3 se
puede transformar en una sobre la arista 2-3 haciendo dA=hdY. El cambio de variables se ha
visto en el ejercicio 1. Ademas, hay que particularizar las funciones de forma a esta arista,
haciendo &=1, y expresar las fuerzas exteriores en funcién de 77 operando como sigue. Primero,
de la relacién (E2) del ejercicio 1 se deduce

X=¢%+a ,, Y=nb+bh

y, a continuacidn, se sustituye la segunda de estas expresiones en la definicion de q,
obteniendo

_ Y . N nb+b\ . N 1-nY\ /- .
q_QO(l_E)(l‘}‘]) —qo(l— b )(1+1) —CIO(T)(I‘H)
Nétese que la presencia de h se debe a que el enunciado nos daba las fuerzas de superficie
correspondientes al problema 3D; si nos hubieran dado las fuerzas generalizadas del problema 2D, que
son fuerzas por unidad de longitud, hubiéramos tenido

1

2b
o= NTads == [ IN'Emlem0 a0 = = [ NTCL) o) by
L 0 -1
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Evaluacién del integrando

[N1(1,1) 0 ] [ 0
0 N(m) 0
N,(1,7) 0 2-m
0 Ny =y O
wam o |0 L)
0 N3 (11 77) 0
N4‘(1l n) 0 0
0 N4(11 77)— L O
Integrales

-1

1 1
_ qohb
f L) ao(S)hbdn = = f 1(1 —n*)dn =

. 4

Fuerzas nodales

3) Valor final de las fuerzas nodales

f=fb+ff=<

qohb -2

o

Sa-m (1_,,
o (2

S+
0
0

4

qohb

J

1 1 371
- qohb qohb[ (1 -mn)
f 207 o5 b = =, — f_ 1(1 —midn == —|-— }

1
[_f] _
T3

-1
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Ejercicion? 3

| Y
50cm | 0,16 Mp
,,,,,,,,,,,,, _ P@SMP, oy
0,16 Mp
400 cm
Figura 1

Se ha analizado la ménsula de la figura 1 (seccién rectangular de espesor 5cm; material:
E=300.000 kp/cm?, v=0,2, y=0) en tensidn plana, por el método de los elementos finitos,
utilizando el elemento desarrollado en el ejercicio n? 1 y la malla de 32x8 elementos que se

muestra en la figura 2. El ejercicio se dedicard a analizar las tensiones obtenidas en los dos
elementos sombreados en esta ultima figura.

Figura 2

A los efectos de este ejercicio, los elementos considerados y los nodos que los limitan se
identificardn con los simbolos indicados en la figura 3

6]
® ®
7777777 o
Figura 3

Se conoce la solucién analitica del problema, que en el sistema de referencia de la figura 1
viene dada por las expresiones

o, =—0,0192XY +7,68Y kp/cm?
o, =0
7,y =0,0096Y* -6 kp/cm’

en las que las coordenadas se deben expresar en centimetros. A partir de ellas se obtiene los
valores de las tensiones en los nudos recogidos en la tabla 1.

La tabla nimero 2 muestra los desplazamientos de los nodos indicados en la figura 3 que se
han obtenido al analizar la ménsula por elementos finitos, tal como se ha expuesto mas arriba.

Se pide calcular las tensiones en los elementos A y B del modelo y compararlas con las
determinadas por la solucidén analitica.
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Punto X (cm) Y(cm) |ox (kp/em?)|oy (kp/em?®)|tyy (kp/cm?)
1 87,50 18,75 112,5 0 -2,625
2 100,00 18,75 108,0 0 -2,625
3 112,50 18,75 103,5 0 -2,625
4 87,50 25,00 150,0 0 0
5 100,00 25,00 144,0 0 0
6 112,50 25,00 138,0 0 0
Tabla 1
Nudo 1 2 3 4 5 6
u (cm) 0,03632 0,04079 0,04508 0,04858 0,05454 0,06026
v (cm) -0,09156 -0,11773 -0,14682 -0,09209 -0,11824 -0,14731
Tabla 2

Resolucion

1) Cdlculo de las tensiones: resultados auxiliares
Para calcular las tensiones utilizaremos la expresiéon

6 = D& = DBa,

Las matrices D y B se obtuvieron en el ejercicio 1, y los desplazamientos nodales los facilita el
enunciado. Recordemos las expresiones de las dos matrices:

v 0
E 1 0

1-v*lp o ;pw

1
v

Ny 0 Npyx 0 Nzx 0 Ny O
B=[0 Ny 0 Ny 0 Ny 0 Ny
Nl,Y Nl,X NZ,Y NZ,X N3,Y N3,X N4,Y N4,X

siendo
Nyx = —i(l - 1) Nyy = —%(1 -
Nox = ﬁ(l - 1) Noy = _%(1 +$)
N3y = %(1 +m) 7 Ny = %(1 +$)
Nyx = _%(1 +17) Nyy = %(1 =)

Para particularizarlas a nuestro caso hemos de tener en cuenta que las caracteristicas del
material son E=300.000 kp/cm? y v=0,2, y que las dimensiones del elemento finito son
400/32 cm x 50/8 cm, es decir, 12,5cm x 6,25 cm. Como las habiamos representado por
2a x 2b, tendremos que a = 6,25 cmy b = 3,125 cm. Asi pues

312500 62500 0
D =] 62500 312500 0 Kp/cm?
0 0 125000




B=
—0,04(1—17) 0 0,04(1-1n) 0 0,04(1+17) 0 —0,04(1 +17) 0
= 0 -0,08(1—¢) 0 —0,08(1 +¢) 0 0,08(1 +¢) 0 0,08(1—¢)
—-0,08(1—¢) —0,04(1—-n) —0,08(1+¢) 0,04(1—7n) 008(1+&) 004(1+7n) 008(1—¢&) —0,04(1+1n)
En consecuencia, las deformaciones € = Ba, se obtienen como el producto de una matriz
cuyas componentes son funciones lineales en (&,7) por un vector de constantes, de lo que se
deduce que tales deformaciones variardn linealmente en el interior del elemento. Del mismo
modo, como las tensiones son el producto de una matriz constante por las deformaciones,
también variardn linealmente en el interior del elemento.

2) Cdlculo de las tensiones en los nodos

Comenzaremos por el elemento A. En el ejercicio 1 los nodos se numeraron del 1 al 4
empezando por el extremo inferior izquierdo y recorriendo el contorno en sentido contrario a
las agujas del reloj; llamaremos a esta secuencia numeracion local. En la figura 3 del enunciado
aparece la numeracion adoptada para los seis nudos que intervienen en este ejercicio, que
denominaremos numeracion global. Al elemento A, recorriéndolo como se ha indicado
anteriormente, le corresponden los nudos 1, 2, 5 y 4; esto establece la relacién entre las
numeraciones local y global.

@l 6]
® B ¢
o a0 22 B
| | |
Figura 5. Numeracién global Numeracion local

Asi pues, el vector de desplazamientos nodales del elemento A sera

ae = (u1 171 uz 172 u,3 173 U,4 174)T =
_ ! ! ! ! ! ! ! I \T
=Wy vy up vy us Vs uy vy
donde los elementos sin prima se indican en la numeracion local y los que llevan prima en la
global. Sustituyendo los valores indicados en la tabla 2 este vector resulta, en centimetros,

a, = (0,03632 —0,09156 0,04079 -0,11773 0,05454 —0,11824 0,04858 —0,09209)"

Empezaremos calculando las tensiones en el punto 1 (coincide en ambas numeraciones), cuyas
coordenadas (§,1) son (-1,-1). Sustituyendo estos valores en la expresion genérica de B
obtenemos que la matriz de deformaciones, en este punto, vale

—0,08 0 008 0 0 0 O 0
B=] 0 -0,16 O 0 0 0 0 016
-0,16 -0,08 O 008 0 0 016 O

Asi pues, mediante el producto & = DBa,, cuyos factores ya son todos matrices de
coeficientes numéricos conocidos, obtenemos las tensiones en el nudo 1, que resultan
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Ox 106,45
Oy ¢ =1-4,15; kp/cm?
Txy 16,15

Lo Unico que cambia al pasar a los restantes nodos del elemento es la matriz B, que depende
de las coordenadas locales del nudo en el que se calcule. Estas son, respectivamente, (1,-1),
(1,1) y (-1,1) para los nodos 2, 5y 4 de la numeracién global. Operando del mismo modo
obtenemos las tensiones en los restantes nudos, que se resumen en la tabla siguiente

Punto X (cm) Y(cm) |ox (kp/em?)|oy (kp/em?) |ty (kp/cm?)
1 87,50 18,75 106,5 -4,15 -16,5
2 100,00 18,75 106,7 -3,15 13,3
4 87,50 25,00 143,7 3,3 -16,3
5 100,00 25,00 143,9 4,3 13,5

Comparando estos valores con los de la solucidn analitica se observa que para ox se han
obtenido valores mas o menos razonables, con errores relativos del -5,37%, -1,25%, -4,20%
y -0,07% en los nudos 1, 2, 4 y 5, respectivamente. Los valores de las tensiones oy son
relativamente pequefios comparados con los anteriores, del orden del 2% al 4% de aquellos,
pero no son nulos como indica la solucién analitica. En cuanto a las tensiones tangenciales, son
diferentes en orden de magnitud, entre 5 y 6 veces mayores que lo esperado.

En el elemento B, el vector de desplazamientos nodales resulta
ae = (u1 Ul uz 172 U3 173 U4 U4)T =

_ ! ! ! ! ! ! ! I \T
=, v, u3 V3 ug Ve us Vs)

es decir
a, = (0,04079 -0,11773 0,04508 —0,14682 0,06026 —0,14731 0,05454 —0,11824)T

expresado en centimetros. Operando como en el caso anterior obtenemos

Punto X (cm) Y(cm) |ox (kp/em?)|oy (kp/em?) |ty (kp/cm?)
2 100,00 18,75 102,2 -4,05 -15,9
3 112,50 18,75 102,4 -3,05 12,7
5 100,00 25,00 137,9 3,1 -15,7
6 112,50 25,00 138,1 4,1 12,9

De nuevo los valores de ox son aceptables, con errores del -5,4%, -1,1%, -4,2% y 0,07% en los
nudos 2, 3, 5y 6, respectivamente, los de oy son pequefios y los de txy estdn fuera de orden de
magnitud.

Por lo visto hasta ahora la solucién no es muy satisfactoria. Vamos a centrarnos en los nudos 2
y 5, comunes a los elementos A y B. Si promediamos los valores de las tensiones obtenidas
para el mismo punto en uno y otro elemento llegamos a

Punto X (cm) Y(cm) [ox (kp/ecm?)|oy (kp/cm?) |ty (kp/ecm?)
2 100,00 18,75 104,4 -3,6 -1,3
5 100,00 25,00 140,9 3,7 -1,1

Donde los valores de ox siguen siendo aceptables, con errores del -3,3% en 2 y del -2,2% en 5;
los valores de oy siguen siendo pequeiios y los de txy han disminuido drasticamente y ya estdn
en orden de magnitud, aunque sigan sin dar 0 en el borde (nudo 5). Notese que en 2 el célculo
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es incompleto, puesto que habria que incluir en la media los valores obtenidos en los otros dos
elementos que comparten este nudo.

Con esto vemos que los resultados pueden presentar valores diferentes en el mismo punto
seglin en qué elementos se calculen, que ademas pueden ser muy diferentes a los valores
esperados, pero los errores se amortiguan mucho cuando se promedian todos los valores
obtenidos en un mismo punto.
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Ejercicio n? 4

La figura muestra el drea plana objeto de este ejercicio, que se pretende a analizar en tension
plana. Se ha dividido en tres elementos finitos triangulares, cuyas matrices de rigidez y
vectores de fuerzas nodales se indican mas adelante.

La numeracidn global de los nudos esta escrita, en negro, alrededor del cuerpo; la local de
cada elemento en el interior de éste, escrita en el mismo color elegido para sefialarlo.

El cuerpo tiene impedidos los desplazamientos horizontal y vertical en el nudo 2 y tiene
impuesto un movimiento u = 0,02 en el nudo 4.

Todos los datos estan dados en unidades coherentes.
Se pide:

1) Ensamblar la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales del cuerpo en conjunto
2) Sustituir en ellos las condiciones de contorno cinematicas indicadas mas arriba.

Matrices de rigidez y vectores de fuerzas nodales

Elemento 1

Num. Local 1 2 3
Num. Global 1 2 4
13 10 o 7 4 6 a4 1 7
10 14 9 3 5 5 1
0 9 11 4 10 7 o
2 2
7 3 4 15 4 9 5
4 5 10 4 3
s 3|2
6 5 7 9 3 16 20
Elemento 2
Num. Local 1 2 3
Num. Global 2 5 4
17 6 9 ] 10 6 8
2 1
6 16 2 7 3 6 3
9 2 15 2 10 1 o
5 2
5 7 2 16 6 1 0
10 3 10 6 20 9 2
4 3
6 [ 1 1 9 17 13
Elemento 3
Num. Local 1 2 23
Num. Global 2 3 5
14 9 6 2 4 9 3
2 1
9 13 3 10 5 1 1
6 8 19 3 E 2
R -
2 10 E 15 7 7 9
4 5 5 7 17 5 9
5 3
9 1 7 5 10 19
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Resolucién
No esta escrita. Se expone en

https://media.upv.es/#/portal/video/d426dee0-6c42-11ea-ab9b-6df6378bebd6
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Ejercicion? 5
Y

|
T

.
b/2 0.5
3 8

h/2 0,5
| 4 2 X | 3
al2 al2 0,5 0,5

Figura 1 Figura 2
Sea un elemento finito triangular de seis nodos, previsto para estudiar problemas de tension

3

plana, cuyos lados y espesor miden a, b y h, respectivamente (figura 1). Se basa en las
siguientes funciones de interpolacion

Ni(&,n) =1 =38 —3n+28% + 4én + 2n?
No(&,m) =282 ¢

N3(&,m) =2n*—n

Ny(,m) =4 —én —&2)

Ns(&,m) = 4én

Ne(&,m) =40 —&n—n?)

definidas en las coordenadas normalizadas descritas en la figura 2, que se relacionan con las

(E1)

coordenadas iniciales mediante
E=X/a ,, n=Y/b (E2)
Se pide:

1) Determinar las fuerzas nodales que representan la accidn del peso propio, sabiendo que el
peso especifico es g y que la gravedad actla en la direccién del eje Y y en el sentido
negativo de éste.

2) Determinar las fuerzas nodales que representan la accion de una fuerza t = —qogj kN/m?

gue actua sobre el lado 3-2 del elemento.

Resolucion

1) Fuerzas nodales originadas por las fuerzas en el interior del dominio
Segln hemos visto en las clases de teoria, las fuerzas nodales (equilibrantes) que representan
el efecto de las fuerzas de volumen se determinan como

= [ war

donde, en nuestro caso, b = —yj y la matriz de funciones de forma N,

[N; O N, 0 N;J O N, O Ns 0 Ng O

N=lo N, 0N O N, O N, O N, 0 N,
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cuyas componentes proporciona el enunciado. Como todas las funciones que intervienen en
el problema, por hipétesis, son independientes de Z, tendremos

f, = — f f f NTbdV = — f f (NT(f,n)b f r;//z dZ) axdy = — f f NT(&,n)bhdXdy
14 A -/, A

Para escribir los limites de integracién debemos fijarnos (figura 1) en que, mientras X varia
entre Oy a, Ylo hace entre 0 y el valor de la ordenada que le corresponde a X en la recta 2-3.

o
> \}
A x — g

a

>
©

Figura 1

Como la recta 2-3 tiene por ecuacién

X Y X
—+-=1 & Y=b(1——)
a b a
podemos escribir la integral anterior como Las transformaciones de las integrales al cambiar a

coordenadas generalizadas también se explicaron en dicho ejercicio.

o (%)
f, = f fA NT(&,n)bhdXdY = — fo fo NT(&,n)bhdXdY

Dado que b es constante, ahora bastaria utilizar las ecuaciones (E2) del enunciado para
expresar N en funcién de X e Y e integrar. Las integrales no tienen ninguna dificultad puesto
que el integrando siempre es un polinomio.

No obstante, probablemente es mas sencillo plantear el problema usando las coordenadas
normalizadas &y 7. Para ello, en primer lugar, escribiremos la ecuaciéon de la recta 2-3
utilizdndolas:

X Y
E+E=1 S E4n=1 & n=1-¢

(ndétese que la ecuacion de la recta, que hemos hallado sustituyendo la definicién de las
coordenadas generalizadas en la hallada previamente en funcidon de X e Y, podia haberse
deducido directamente de la figura 2 del enunciado). Con esto tenemos resulta la expresién de
los limites de integracion en coordenadas normalizadas; en cuanto a la diferencial de area
tendremos

70



dX 00X

9 a 0
dA = dXdy = ||J||d&dn = Abs | ai 63 | dédn = Abs (|g ) ) dédn = ab dédn
9 oy

con lo que, finalmente, la expresién buscada resulta

f, = — f fA NT(¢,7)bhdXdY = — fo ' fo 1_5NT(§,n)bhabdnd§

Ahora, tras evaluar el integrando

_Nl(f'n) 0 ] 0

0 N1(f,77) —N, (¢,
NG 0 i@my

0 MG —N, (&) y
N3(€,T]) O 0

0 N(m) {0 }: =N mv |
N4_(€,T]) 0 -V 0

0 Ny (&,1) —Ny(&,my
Ns(€m) 0 0

0 Ns(&m) sy
Ne(g; ) Ns((;: ) \—Ne (&, 1) v/

basta calcular las seis integrales. Desarrollamos, como ejemplo, la segunda de ellas,
correspondiente al cuarto término del vector de fuerzas nodales

1 ,1-¢ 1 1-¢
= — —N; (¢, habdndé = 282 — habdndé =
foa ff ( 1(§n)y)an€f0fo (262 — §) y habdndg
1 p1-¢ 1
= yhab f f (262 — §) dydé = yhab j @282 — O)[n)tfde =
0 0 0

1 1
= yhab f (262 — §)(1 - £)dE = yhab f (—26% 4382 — £)d§ =
0 0

152]1 =0

1
= yhab |—=&* + &3 —
Va[2€+€ 271,

Dejamos al lector el desarrollo de las restantes integrales.

En principio el resultado obtenido para f,4 parece extrafo, aunque es correcto. Obtenidas
todas las integrales se comprueba que las fuerzas nodales correspondientes al peso propio son
nulas en los nodos 1, 2 y 3 (vértices del tridngulo) y equilibran la tercera parte del peso cada
una en los nodos 4, 5y 6, centros de los lados.

Nétese que la determinacidn de la matriz de rigidez de este elemento seria similar a la de la matriz del
elemento rectangular desarrollada en el ejercicio 1. Los Unicos cambios serian los asociados a la
integracion sobre un recinto triangular, que se efectuaria como se acaba de exponer.
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2) Fuerzas nodales originadas por las fuerzas en el contorno
El enunciado indica que las Unicas fuerzas de superficie son las que actian sobre la cara 2-3.

Segln hemos visto en las clases de teoria, las fuerzas nodales (equilibrantes) que representan
el efecto de tales fuerzas se determinan como

ff = —ff NTq dA
A

donde A representa el area de la cara 2-3. Operando como en el apartado anterior podemos
transformar esta expresion en

fe=— | IN'EmLsa00 Rt
2—-3

donde hemos tenido en cuenta que dA = hdf donde df representa la diferencial de arco
sobre el lado 2-3. Para calcularlo, partiremos de las ecuaciones paramétricas del lado 2-3, que
de acuerdo con lo anterior son

M I

a

La figura 2 la relacion entre d?, dXy dY

dy

' T
|

Figura 2

gue permite escribir

df =/dX? +dy?

En nuestro caso, y escogiendo trabajar en las coordenadas normalizadas, sustituiremos en la
relacidn anterior la definicion (E2) de estas y, a continuacidn, recurriremos a las ecuaciones
paramétricas de 2-3 expresadas en funcién de dichas coordenadas para obtener la expresion
final de d¥.

de = /dX? + dy? = \/(ad&)? + (bdn)? = \/(adt)? + (—=bdt)? = \/a? + b2dt

(También podriamos haber operado usando X e Y, y procediendo de manera similar. En tal
caso, la expresion de df hubiera resultado diferente como también lo hubiera sido el
pardmetro t.)

Para establecer los limites de integracién deberemos fijarnos en el valor que adopta el
pardmetro t en los extremos del intervalo. En coordenadas normalizadas el punto 3 es (0,1) y
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el punto 2 es (1,0). Sustituyendo estos valores en las ecuaciones paramétricas del lado se
deduce, para el punto 3

0= _

1oq_ =0
y para el 2

1=t _

0=1—t}_’t—1

Luego habrd que integrar entre 0 y 1. Nétese que, en cada caso, basta con sustituir en una de
las dos ecuaciones para determinar el valor del parametro.

Por otra parte, para expresar el integrando en coordenadas normalizadas deberemos expresar
la fuerza exterior en funcidon de estas. Sustituyendo en su definicidén las ecuaciones (E2) del
enunciado se obtiene

_ X .
t=—qo 2= —qo&j

Con todo ello, el integrando resulta

_Nl(fJ 77) O | 0 \

0 Ny (S,m) —N; (€, 1) qo8
NZ (fi 77) O 0

0 N, (&, 1m) —N,(&,1) 908
N3 (f' 7]) 0 O

0 N3(¢,m) { 0 } = —N3(&,1m) %E>
N,(§,m) 0 —qo§)i=t 0

0 NG =it —N4(s‘6n) 0%
Ns(&,1m) 0

i 0 Ns(&,1) —Ns(s‘(,)n) 0%

N6(§l 77) O

0 Ne(f’n)_gzi_t \_N6(§J 77) QOE} zztl—t

donde los subindices indican que las expresiones se han de particularizar al lado 2-3
sustituyendo en ellas las ecuaciones paramétricas del lado. Como en el caso anterior, vamos a
determinar, como ejemplo, la segunda de las integrales que define la componente f¢, del
vector de fuerzas nodales.

1 1
fea=— fo (262 = §)(~Eqo)lece @ + b2dt = qo/a® 1 b2 fo @e* — t2)dt =
n

t
1-t

1 1.7 Vva? + b?
= qov/a? + b2 [Et4 —§t3] =q°T
0
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Capitulo 3.

Meétodo de los Elementos Finitos:
elementos isoparamétricos y
condensacidén estatica

Los primeros tres ejercicios de este capitulo son la extension de los tres primeros del capitulo
anterior al caso de elementos isoparamétricos. Asi pues, se ocupan de la determinacion de la
matriz de rigidez, el calculo de las fuerzas nodales y el calculo de tensiones en los nodos de un
elemento finito cuadrangular isoparamétrico del elemento rectangular estudiado en el
capitulo anterior. En el tercer ejercicio se muestra, también, el procedimiento de
extrapolacion a los nodos de las tensiones calculadas en los puntos de Gauss de la integracion
minima, donde, como es bien sabido, estos valores alcanzan la mayor precision.

El cuarto ejercicio muestra la aplicacién del procedimiento de condensacidn estatica, en este
caso para eliminar un nodo interior de un elemento finito.

Como en el capitulo anterior, todos los ejercicios se plantean en el ambito de los problemas de
tensién plana.

Como alternativa al texto que sigue, la explicacion de estos ejercicios puede encontrarse,
grabada en video, en https://media.upv.es/#/portal/channel/ba3dd350-d2aa-11ec-af87-
addb6a391635.
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Ejercicion?1

<—ATA——

Figura 1 Figura 2

Para resolver ciertos problemas de tension plana se necesita determinar la matriz de rigidez
del elemento finito cuadrangular, de espesor h, representado en la figura 1. La forma
cuadrangular se conseguira mediante la distorsidn isoparamétrica de un elemento rectangular
basado en las siguientes funciones de interpolacion

N =21 -1 —n)
N,(&m) =71+ —n)
N;(&m) =1+ +n)
N, =7;1-81+n)

(E1)

Se pide:

1) Definir la interpolacién de la geometria, es decir, relacidn entre las coordenadas (X, Y)
de la geometria real y las (£ 7) de la forma normalizada. Para visualizarla, determinar
las coordenadas (X, ¥) de un nimero de puntos que resulte suficiente para mostrar las
lineas coordenadas £=-1;-0,5; 0; 0,5y 1, asi como las lineas coordenadas 7 = -1; -0,5;
0;0,5y1.

2) Determinar la matriz B del elemento cuadrangular isoparamétrico.

3) Establecer la estructura de la matriz de rigidez, proponiendo una expresién general
gue permita determinarla (o programar su determinacién).

4) Hallar el elemento K35 de la mencionada matriz de rigidez para un elemento finito de
dimensionesa=b=2m,c=d=4myh=0,1 mformado por un material de
caracteristicas £E=30GPay v=0,2.
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Resolucion

1) Interpolaciéon de la geometria

G=o %

0

0 N,

N; 0 N,
0 N

0

0 N,

[2]
| v,)

IS

donde N, representa las funciones de forma dadas en el enunciado y

Asi pues:

X1 | Y1

X2

Y2

X3 | Y3

Xa

Ys

0|0

a

0

c |d

X=1+HA-Ma+iA+A+n)c
Y =11+HA+nd+21-A+nb

Punto | £ | n X Y
1 -1 -1 0 0
2 1]-1 a 0
3 1|1 c d
4 1)1 0 b
a 0|-1 a/? 0
b 1|0 | (a+c)/2 d/2
c 0|1 c/2 (b+d)/2
d -1 0 0 b/2

(1)
Punto | ¢& n X Y
e -0,5|-0,5 | (3a+c)/16 | (d+3b)/16
f 0,5 | -0,5 | (9a+3c)/16 | (3d+b)/16
g -0,5| 0,5 | (a+3c)/16 | (3d+9b)/16
h 0,5 | 0,5 | (3a+9¢)/16 | (9d+3b)/16
0] 0 0 (a+c)/4 (d+b)/4

77



2) Determinacién de la matriz [B]
Interpolacién de los desplazamientos

U1
Us o d= Na.

Lo

donde N, representa las funciones de forma dadas en el enunciado.

{ﬁ}_N1 0 Nz 0 N3 0 N4_ 0]
Jlo N, O N, 0 N; O N,

Determinacion de las deformaciones aproximadas

_a - _a -
ﬁ 0 ﬁ 0 Uq
“x 9 |(a o Ny 0 N, 0 Ny 0 N, 07]2
& ¢ = 0 - { } =10 - [ ] u2 =
- ay |\ av{L0O Ny 0 N 0 N3 0 Ngfj.
E L I 9 9 Lo, )

Lgy  ax gy oaxd
(U1

Nl,X O NZ,X O N3,X 0 N4-,X 0 171
= 0 Nl,Y 0 Nz'y 0 N3'y 0 N4,Y uZ U d

Niy Nix Npy Npox N3y N3x Ngy Ny lJ
Vs

€ = NBa,

siendo

N, = 2N N, = 2N Vi € {1,2,3,4}

[ = = ) [ = =g l )y

MXTax Wy

Ndotese que, hasta este punto, el proceso es idéntico al llevado a cabo en el ejercicio 1 del
capitulo anterior para determinar la matriz B de un elemento finito rectangular basado en las

mismas funciones de forma. Sélo cambiara el calculo de las derivadas de estas.

Como en el caso del elemento rectangular, agrupando de dos en dos las columnas de la matriz
B podemos expresarla como

N;x O
B=[B; B, B; B,] siendo B;=| 0 Ny
Niyy Nix

Célculo de las derivadas de las funciones de forma respecto de X e Y
Teniendo en cuenta la regla de la cadena podemos establecer

ONi _ ON;0X | 0N, 0¥ (INDy  oX oY) oN;
9f  0X 9f ' 9Y ¢ o Fl; =|af a§| X
ON; _ ON;OX 0N, 0¥ aN; [~ |ax av|)aN;
an _ 9X an ' 9Y an an) lan anl\Gy

donde la matriz que aparece en el segundo modo de escribir la expresién anterior es el
jacobiano de la transformacién de (X, Y) en (& 7), traspuesto. La representaremos por J'.
Invirtiendo la relacién anterior se obtiene
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ONiy  [OX V)T oMy
ox (_|o¢ oaf| )oe
N, ( — [oX aY| )oN;

avr) lag anl Gy

que proporciona las componentes de B y donde todos los términos del segundo miembro son
faciles de determinar derivando bien las relaciones (E1) del enunciado, bien las relaciones (1)
halladas con anterioridad.

Empecemos, pues, calculando las componentes de JT a partir de (1). Resultan

0X 1 1
P =1 =ma+(1+n)c
ay 1 1
0X 1 1
ay 1 1
%:Z(l +&)d +Z(1 - &b

Andlogamente, derivando (E1) obtenemos

aa—’\gff(l—n) 68—1:;1='71(1—f)
aa—’\?=§(1—n> 66—1\7172='71(1+€)
e SE-lay
e-jarn  Tr-lu-p

Asi pues, podemos calcular las componentes de B como

ON; 1 1 1 1 AL
ax | _[:A—ma+;A+nc (A+nd—-(1+n)b 9% )
i | Z2A+a+i1+Hc A+Hd+i(1-8)b oN;
5D on

donde ya son conocidos todos los términos. La Unica dificultad que puede plantear esta
expresion es la inversion de JT, no demasiado laboriosa en este caso concreto. No obstante, si
recurrimos a la integracion numérica, no necesitaremos la expresién simbdlica del integrando
sino sélo su valor numeérico en los puntos de integracion, y podemos calcular Nix y Ny en un
punto a partir de los valores de N¢, N; , y (J7)* en él, y esta Gltima matriz se puede determinar
invirtiendo la particularizacién de J™ a tal punto, que es una matriz de coeficientes numéricos.
Veremos todo esto mas adelante, cuando tratemos de determinar una componente de K.
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3) Expresion genérica de la matriz de rigidez [K]

Diferencial de volumen y limites de integracion

Como el espesor de la laja en tensién plana es constante y que todas las funciones que
intervienen en un problema de elasticidad bidimensional son constantes en él, podemos
expresar el diferencial de volumen como

dV = hdXdY
y transformar la integral de volumen en una de superficie.
Por otra parte, tenemos que®
dXdy = |J|dédn
donde |J| denota el valor absoluto del determinante del jacobiano de la transformacion.

Por dltimo, en cuanto a los limites de integracién, dado que el cambio (1) transforma el
cuadrilatero inicial en el cuadrado limitado por §{ = £1 ,n = £1, seran, simplemente, -1y 1
para cada una de las variables.

Oy E 1 v 0 Ex
oy v 1 0 &y o o0=Ds
0 0

- | rxy

Matriz constitutiva

Matriz de rigidez

K = f BT (&, 7)DB(E, 7)dV = ff BT (¢, m)DB(&, 1) hdXdY
74 A
1 1
- f f BT (¢, m)DB(&, 1) hlJ|dédn
—1J-1

donde el producto matricial que aparece en el integrando adopta exactamente la misma
expresion formal que en el elemento rectangular estudiado con anterioridad

BT [B{DB1 B’DB, B!/DB; BIDB,
T T T T T

BTDB = | g? DB, B, B; B, = B;DB;, B;DB, B;DB; B;DB,
3

lBgnB1 BIDB, BIDB; B§DB4J

B] BIDB, BIDB, BIDB; BIDB,
1 v 0 ][Nx ©
BTDB, = Nix 0 Ni'Y] E v 1 0 0 Niyl=
' J 0 Ni,Y Ni,X 1—v2 0 0 1(1_1/) N: N"
2 :Y J!X

J

N; 0
E [ Ni,X VN,:’X %(1_V)Ni'Y:| _(]),X N
= __ 5 ‘ ‘ i . iy| =
1 v VNL,Y NL,Y 2(1 V)NL,X IVjIY Ivj’X

5> KRASNOV, M., KISELIOV, A. MAKARENKO, G. Y SHIKIN, E. (1990) Curso de matemdticas superiores para
ingenieros. Vol. 2. Editorial MIR, Moscu, URSS. Pagina 313.




1 1

N;xN; x + 5(1 —V)NiyN;y VvN;xN;y + 5(1 —V)NiyN; x
1 1

VN;yN; x + 5(1 —V)NixNjy NiyNjy + 5(1 — V)N xN; x

_ E
T 1—v2

y, a partir de él, una submatriz genérica de la matriz de rigidez puede determinarse como

1 1
K, = f f BY (¢, m)DB; (&, ) hlJ|dédn
-1J-1

T

A partir de la estructura de BL-TDB]- es inmediato observar que Kj; = Kj;, es decir, que la

matriz de rigidez es simétrica.

4) Elemento (2,5) de la matriz de rigidez
Se pide para el caso particular a=b=2m, c=d=4m, h=0,1m, E=30GPa y v=0,2.
Obtendremos el resultado pedido en kN/m.

La componente (2,5) de la matriz de rigidez es la componente (2,1) de la submatriz K5 de ésta.

E 1 1 1
(K13)21 = 12 VZJ f (VNl,YNs,X +5(1 - V)Nl,XN3,Y) h ]| d§dn =
-1/

Evaluaremos la integral mediante una cuadratura de Gauss-Legendre de 2x2 puntos. Asi pues,
tendremos

f_ll f_llf(f,n)df dn = Zn:zn:wi w; f (&m0

j=1i=1

donde n es el nimero de puntos de integracion, &y 7 las coordenadas de estos puntos y w;y
w; los pesos correspondientes. Coordenadas y pesos son caracteristicas del método y pueden
encontrarse tabulados en cualquier libro de calculo numérico y en nuestro caso son:

1 1
= = —_-— ) = = —_— ) Wi =W, = 1
$1=1m 73 $o =1, NE 1 2

La cuadratura de Gauss-Legendre integra exactamente un polinomio de grado 2n-1 siendo n el
numero de puntos de integracion, como ya se ha mencionado. En los elementos
isoparamétricos el integrando no es polinomio sino una funcién racional, como consecuencia
de la inversa de la matriz jacobiana que aparece en la definicion de las derivadas de las
funciones de forma (2); como norma, se adopta el mismo nimero de puntos de integracién
que en elemento finito inicial, sin distorsién isoparamétrica, y por ello no se obtiene el valor
exacto de la integral, sino sdlo una aproximacion suficiente.

Asi pues, necesitamos evaluar las derivadas parciales de N1 y N3 respecto a X e Y y el
determinante de la matriz jacobiana |J| en cada punto de Gauss. Para hacerlo sabemos que
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aNl __1 aNl _—1 _

_af —7(1—77) _677 _T(l $)
3 1 ON3 4

6—5—1(14'7]) W_Z(l-}_f)

SA-m+A+n  A+m—50+n)
TA+H+A+O) A+H+(1-9)

T B

donde la expresion de JT se ha obtenido sustituyendo en (2) los valores de g, b, cy d. Con ellas

Jr =

det()) = det(J")

podemos calcular el integrando en cada punto mediante
E 1
Integrando = 12 (le_yN&X + 5(1 - v)NLXNg_y) h ]|

Estas operaciones resultan laboriosas, pero son faciles de programar en una hoja de célculo.

Operando de este modo se obtiene

Punto 1 & =-0,57735027 n =-0,57735027
Ny -0,39433757 =] 1,21132487| 0,21132487 Nix  |-0,27718528
len -0,39433757 0,21132487| 1,21132487 Niy -0,27718528
Ny : 0,105662433 U7)'=| 0,85145685| -0,14854315 Nix | 0,07427157
N3,n 0,105662433 -0,14854315| 0,85145685 N3y 0,07427157
abs(det (J7)) = 1,422649731 |Integrando = -54915,1336
Punto 2 & =0,57735027 n =-0,57735027
Ny -0,39433757 =] 1,21132487| 0,21132487 Nix  |-0,34150635
len -0,10566243 0,78867513| 1,78867513 Niy 0,09150635
Ny : 0,105662433 07)'=| 0,89433757| -0,10566243 Nix | 0,05283122
N3,n 0,394337567 -0,39433757| 0,60566243 N3y 0,19716878
abs(det(J7)) =2 |Integrando = -162292,99
Punto 3 & =0,57735027 n = 0,57735027
Nl,i -0,10566243 )= 1,78867513| 0,78867513 N1 x -0,04099654
Ny -0,10566243 0,78867513| 1,78867513 Njvy -0,04099654
Nae 0,394337567 (") *=| 0,69399769] -0,30600231 Nix | 0,15300115
N3, 0,394337567 -0,30600231| 0,69399769 N3y 0,15300115
abs(det (J7)) = 2,577350269 |Integrando = -30312,1392
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Punto 4 g = -0,57735027 n = 0,57735027
Ny -0,10566243 1"=| 1,78867513| 0,78867513 N.x | 0,09150635
Ny, -0,39433757 0,21132487| 1,21132487 Ny,  |-0,34150635
N 0,394337567 (")*=| 0,60566243| -0,39433757 Nix |0,19716878
N3, 0,105662433 -0,10566243| 0,89433757 Ni, | 0,05283122

abs(det (J7)) = 2 |Integrando = —72082,0102|

y, como los pesos valen 1 en todos los casos, la suma de los valores determinados como
integrando en cada punto determina el valor de la integral

E 1 r1
(Risdas =105 || (v + 20— V)N, sy ) B D] d6dn = ~319602 kN /m
-17-1

83



Ejercicio n2 2

Sobre un elemento finito como el estudiado en el ejercicio 1 actuan, exclusivamente, las
fuerzas q = -qoj indicadas en la figura. Se pide determinar las fuerzas nodales sobre el
elemento, sabiendo que gy es una constante con dimensiones de presion.

Resolucién
1) Planteamiento y operaciones previas
Sa
fe=—[  Nada=-[ INEml,o ahas

Cara 3—4 S3
Teniendo en cuenta que el espesor h es constante y que todas las funciones que intervienen
en el problema de tensién plana son constantes en él, la integral sobre la cara 3-4 se
transforma en una sobre la arista 3-4 haciendo dA=hds, donde s es la longitud de arco sobre
3-4. Ademas, hay que tener en cuenta que la distorsion isoparamétrica transforma el lado 3-4
del cuadrilatero en el correspondiente a 77=1 en el cuadrado en coordenadas normalizadas, por
lo que las funciones de forma se deben particularizar en 7= 1.

Notese que la presencia de h se debe a que el enunciado nos daba las fuerzas de superficie
correspondientes al problema 3D; si nos hubieran dado las fuerzas generalizadas del problema 2D, que
son fuerzas por unidad de longitud, hubiéramos tenido

Sq
fo f NTqds = — f IN(£,1)]y=r @ ds
L 53

En primer lugar determinaremos ds:

s =4/(dX)? + (dY)?

donde

ax =2 df+a d dy ayd§+ayd
F T FTIr Ml
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que se deben particularizar al lado 3-4, es decir, a 7=1, imponiendo esta condicién y di7=0,
consecuencia del valor constante de 7a lo largo del lado. Con todo ello, estas relaciones
quedardn

ox
o¢l,

oY

—| d
o¢l, d

dX=[ e, dY=[

Recurriendo ahora a las derivadas de las coordenadas X e Y determinadas en el problema

0X

5

z_g = [fa+ma—ia+ms] _ =id-n)
n=1 B

obtenemos finalmente

it N S 2
ds—\/(EC) +(5(d—b)) d§ = L[z + (d—b)? dg

anterior

14 1 1
= [Z(l na + Z(1 + r))c] it c
n=1 1

2) Evaluacién del integrando

_Nl (fl 1) 0 0 O 7 0
0 NZ (fl 1) 0 1 0 0
== 0 —
N3 (5; 1) 0 qO {—1} 2(1+€) ) qU {_1} qO < » 0 >
0 N3 (1) ) 0 2049 7((1;5)
N4 (f: 1) 0 E(l—f) 0 _1(1_5)
0 N,(§, 1) | 0 la-o] 2

3) Integrales
L hyc%+ (d—b)? (1
f (148 qyhz/c2+(@-b)?d§ = — T 4( ) J (1+8dé
-1 -1

__qoh/c2+(d—b)? [E +§_T _ qohyc? + (d — b)?
4 2| T 2
-1

1 hic2 + (d — b)2 1
f —(1-8) gphzy/c2+(d-b)2d§ = — U 4( ) f (1-
-1 -1
_ e /EF@-bR[, ¢
4 £73

§ds

qoh/c? + (d — b)?
2

1
-1




4) Fuerzas nodales

Mo mRroooo o

L.

-

fz

qoh+/c? + (d — b)?

Notese, el signo desaparece porque el que interviene en el integrando se compensa con el que
afectaba a toda la integral.
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Ejercicion? 3

4150

]

22— 11—

s

1000

| - M\ ) Y M\ <t
'[ B
o 150
l A 1‘900
S A / A

»

w

e e | e} 2 } 3 t
Figura 1: definicion del problema

Sea una laja rectangular de 10 x 2 unidades de longitud (udl en adelante) y 1 udl de espesor,
formada por un material de Hooke (E=1500 unidades de presién —udp en adelante—,
v =0,25), sometida al sistema de fuerzas dibujado en azul (el dibujado en rojo no se analizara
en este ejercicio). Se discretiza en elementos finitos irregulares como muestra la figura. La laja
tiene impedidos los desplazamientos segin X en los dos nodos del lado izquierdo y también
segln Y en el nodo inferior de dicho lado. El ejemplo procede Celigiieta® (2011, pag. 80). En
este texto se indica que, al analizar la ménsula utilizando la formulacién isoparamétrica del
elemento bilineal estdndar de 4 nodos, que ya se ha manejado en los problemas anteriores, se
obtiene un desplazamiento vertical en A de 45,65 udl y una tensién de -1761 udp en B, punto
medio del lado indicado en la figura. Los resultados tienen poca precisidn, pues los valores
esperados, hallados a partir de la solucidn tedrica del problema, son de 100 udl y -3000 udp,
respectivamente. Se debe a que la malla es demasiado burda para obtener resultados precisos
con este elemento.

Figura 2: Numeracion de nudos y elementos en el modelo de SAP2000

Procesado el modelo con SAP2000 (la figura 2 muestra la numeracion de nudos) se han
obtenido los valores de desplazamientos y tensiones que figuran tabulados al final del
enunciado. (Compruébese que el desplazamiento vertical del nudo 11 es 45,65 udl, como se
esperaba.)

Se pide:

1) Calcular las tensiones en los cuatro nodos del elemento 1 asi como en el punto B.
Comparar los resultados con los obtenido con SAP2000 y el facilitado en Celiglieta
(2011).

6 CELIGUETA, J.T. Método de los Elementos Finitos para Andlisis Estructural (42 ed.). San Sebastian, 2011.
<http://dadun.unav.edu/handle/10171/19069> [Consulta: marzo 2020]
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2) Calcular las tensiones en los puntos integracidn de la cuadratura de Gauss-Legendre de
2 x 2 y extrapolar estos valores a los nodos, por el procedimiento que se indica a
continuacién. Comparar los resultados con los obtenidos con SAP2000.

3) Determinar las matriz de rigidez del elemento 1.

Nudo U1l U2 Elemento Nodo S11 S22 S12

1 0 0 1 1 1969,15 596,42 546,7
1,644039 0,820131 1 2 2187,62 1470,3 -1003,74

3 -2,310706 2,962491 1 3 -2056,1 -0,26 99,19
4 0 0,138843 1 4 -2165,34 -437,2 874,4
5 2,590682 2,94811 2 2 1119,07 189,53 -43,15
6 -3,435819 8,969528 2 5 1442,35 1482,63 -879,02
7 3,619014 8,890421 2 6 -1109,9 -367,71 441,76
8 -4,28568| 13,013508 2 3 -1271,54 -1014,27 859,69
9 6,276041 24,010801 3 5 1039,38 442,96 -446,23
10 -5,609374 17,868435 3 7 1237,44 1235,2 -823,96
11 8,402564( 45,650725 3 8 -975,19 -60,68 147,95
12 -8,402564( 45,387063 3 6 -1371,31 -1645,16 903,41
4 7 1551,67 -312,49 336,81

4 9 1521,36 -433,71 -205,49

4 10 -1401,21 -1278 -838,7

4 8 -1310,29 -914,34 788,2

5 1221,31 1094,82 940,91

5 11 958,05 41,77 -724,52

5 12 -1262,53 -513,38 -921,97

5 10 -1065,08 276,41 327,11

Tabla 1: desplazamientos y tensiones calculados con SAP2000

Extrapolacién de las tensiones de los puntos de integracién a los nodos

Es bien conocido que, en cualquier elemento finito, los puntos en los que las tensiones se
determinan con mayor precision (puntos de colocacion éptima) son los puntos de integracion
de la cuadratura minima, la de 2 x 2 en nuestro caso. Por eso muchos programas calculan las
tensiones en ellos y las extrapolan a los nodos. Después, si un nodo es comuln a varios
elementos, se promedian los valores hallados en cada uno de ellos para determinar el valor
final. En general, los programas proporcionan los valores antes y después de promediar.

Segln Felippa’ (pag. 28-5), la manera de proceder para extrapolar las tensiones de los puntos
de Gauss a los nodos es usar las funciones de forma de la familia lagrangiana, aplicadas a un
elemento finito imaginario cuyos nodos son los puntos de Gauss del elemento real (figura 3).

7 FELIPPA, C.A. (2004). Introduction to Finite Element Methods. Department of Aerospace Engineering
Sciences & Center for Aerospace Structures. University of Colorado. Boulder, Colorado 80309-0429,
USA.
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Figura 3. En negro, elemento finito real y cotas correspondientes; en rojo, puntos de Gauss, elemento finito

ficticio para la extrapolacién y cotas correspondientes.

En nuestro caso, en que la cuadratura ha sido de 2x2 puntos esto conduce a las siguientes

relaciones [Felippa (2004, pag. 28-6)]:

A A G W
wa | _ —3 1+ %\/3 —3 1- %\/3 Wh
w3 -3 - 1+iv3 -l Wwh
Wy I VI S VRV O

donde @i representa la tensidn correspondiente en el nudo i mientras que @'; es la misma

tensién en el punto de Gauss J.

Resolucion

1) Tensiones en los nodos
Para calcular las tensiones utilizaremos la relacion

6 = D& = DBa,

donde los desplazamientos nodales los facilita el enunciado y las matrices D y B se se expresan

como:

1 v 0
D=1fv2[v 1 0 ] (1)
0 0 ia-v

Nyx 0 Nyx 0 Nay 0 Ny O
B=|0 Ny 0 Ny 0 Nzgy 0 Ny (2)
Niy Nyx Npy Npx Nzy Ny Nyy Nyy
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Estos resultados son comunes al elemento rectangular inicial y al cuadrangular isoparamétrico
derivado de él.

En el elemento isoparamétrico el cambio de variables que transforma el cuadrilatero real
(coordenadas cartesianas) en el cuadrado [-1,1]x[-1,1] en coordenadas normalizadas queda
definido por la misma expresidon que se utiliza para interpolar las incdgnitas del problema:

(K[l 0 N 0 N0 o”}é! "

yJ=lo N, 0 N, 0 N, 0O N,

donde Ni(&, 1) representa la i-ésima funcién de forma, dada por

N (Em) =21 -8(1—n)
N,(Em) =71+ —n)
N;(&m) =1+ +n)
N, =7;1-81+n)

(4)

Asi pues, el cambio de variables queda determinado por

X == =X, + 0+ =Xy + (1 + O +mXa + (1 - H(A + X,
V=21 -OU-m¥+30+OA =Y +50+OHA+0Y; +5(1 - O +mY,

Como vimos en el primer ejercicio de este capitulo, las derivadas parciales que aparecen en la
matriz de deformaciones B se calculan mediante

ony)  [ex oyt aw 1

ax | _ |0 ag o5 (o (M) _[Xe Yo (Nig (5)
oN; 9X oy oN; Ny Xn Yy Ny

Yy an  an on

Aun con unas funciones de forma tan sencillas como las que estamos manejando, la evaluacién
de la matriz B, de las deformaciones y de las tensiones con lapiz, papel y calculadora resulta
muy laboriosa. Por ello resulta atractivo organizar su determinacidn en una hoja de célculo.
Como datos de partida se necesitarian las coordenadas normalizadas (&,7) del punto donde se
pretende calcular estos valores, las coordenadas cartesianas {Xi1, Y1, X2, Y2, X3, Y3, Xa, Ya} de los
vértices del cuadrilatero, los desplazamientos nodales {ui, vi, Uz, V2, U3, V3, U4, Va} Y las
caracteristicas elasticas Ey v del material.

Conocidas las coordenadas (&,77) del punto de calculo, el primer paso seria evaluar las
funciones Ny sus derivadas respecto a £y a 7, las primeras mediante las relaciones (4) y

Niyg==(1-1n) Nipy=75(1-9
Npg =2(1—m) Nppy==(1+8)
Ny =2(1+mn) Ny, =2(1+8)
Nyg==2(1+mn) Nypy=7(1-9)

(6)
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En realidad, los valores de las funciones de forma en el punto de cédlculo no se necesitan para
nada, pero a partir de ellas se pueden determinar, como comprobacion, las coordenadas
cartesianas del mismo mediante

X=N1X1+N2X2+N3X3+N4X4 (7)
Y=N1Y1+N2Y2 +N3Y3 +N4Y4

A continuacidn, se programaria de determinacidn del valor en (&, 77) de las componentes de la
matriz jacobiana, mediante

le = Nl,f Xl + NZ,f XZ + N3'f X3 + N4'f X4_

Y,f = Nl,f Yl + NZ,E YZ + N3,f Y3 + N4‘§ Y4 (8)
X, =Nyp Xy + Nyy Xo + Nay Xz + Ny Xy

Yy =Ny Vs +Noy Yot Nyp Yot Nyp ¥y

Ndotese que estas expresiones se deducen de inmediato de (7) y se evallan a partir de las
coordenadas {Xi, Y1, X2, Y2, X3, Y3, Xa, Ya}, que eran datos, y de las derivadas (6) anteriormente
programadas en la hoja de calculo.

Obtenidos estos valores, se puede ensamblar la matriz jacobiana, trasponerla, invertirla y
usarla para programar las derivadas de las funciones de forma respecto a X e Y, usando las
relaciones (5) para cada una de las citadas funciones. Con ello tendremos los valores de las
componentes de la matriz de deformaciones B en el punto de calculo, que se creard
organizandolas como indica (2).

Por otra parte, a partir de E yv es inmediato determinar la matriz constitutiva D mediante (1).
Finalmente, se calculara € = Ba, [a@c = {u1, V1, U, V2, Us, V3, Ua, Va} es dato] y 6 = DE.

La figura 4 muestra esta organizacion de los calculos. Se procesa el caso del punto B del
enunciado, perteneciente al elemento 1, cuyos nudos se numeran del 1 al 4 comenzando por
el vértice inferior izquierdo y rodeando el contorno del mismo en sentido contrario a las
agujas del reloj. Las coordenadas normalizadas del punto B son (&,77)=(0,1), ya que la arista
superior es n7=1y la linea que une los puntos medios de las aristas superior e inferior &=0.

Las coordenadas de los nudos son

X, Y, X, Y, X5 Ys X4 Ys
0 0 1 0 2 2 0 2

y los desplazamientos nodales, que se extraen de la primera de las tablas 1, son

U Vi u, v, Us V3 Uy Vy
1,64404 0,82013 -2,31071 2,96249 0 0,13884

Con todos estos datos, las tensiones en B resultan

-1761
c = -114
427
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y se comprueba que la tensidon ox en B resulta valer -1761, como indicaba Celiglieta (2011, pag.

80). Este hecho confirma la correccion de los calculos.

Matriz de deformacion en un cuadrilatero isoparamétrico

Coordenadas cartesianans de los vértices

X, Y, X, Y, X; Y, X, Y,
0 0 1 0 2 2 0 2
Punto donde se evaluan las funciones (coordenadas normalizadas)
g n
0 1
Calculos auxiliares
N, 0 Ny e 0 Ny, -0,25
N, 0 N, ¢ 0 N, -0,25
N, 0,5 Nj ¢ 0,5 Ns , 0,25
N, 0,5 Ny ¢ -0,5 Ny, 0,25
Coordenadas cartesianas del punto donde se evaluan las funciones
X Y
1 2
Matriz jacobiana y su inversa
J= 1 0,25 Jt= 1 -0,25
0 1 0 1
()= 1 0
-0,25 1
Derivadas de las funciones de forma respecto a las coordenadas cartesianas
N1 x 0 Ny -0,25
N, x 0 N,y -0,25
N3y 0,5 Nsy 0,125
N g x -0,5 Ny 0,375
Matriz B
B= 0 0 0 0 0,5 0 -0,5 0
0 -0,25 0 -0,25 0 0,125 0 0,375
-0,25 0 -0,25 0 0,125 0,5 0,375 -0,5
Matriz constitutiva
E \ D= 1600 400 0
1,50E+03 0,25 400 1600 0
0 0 600
Desplazamientos nodales
u, v, u, v, Us Vs Uy Vy
0 0 1,64404 0,82013 -2,31071 2,96249 0 0,13884
Deformaciones y tensiones
-1,155355 -1761,6305
g = 0,21734375 o = -114,392
0,71197625 427,18575

Figura 3




Repitiendo el mismo procedimiento para cada uno de los vértices del elemento 1, puntos de
coordenadas normalizadas (-1,-1), (1,-1), (1,1) y (-1,1) se obtiene las tensiones recogidas en la
mitad izquierda de la tabla 2. Las de la mitad derecha corresponden al elemento 2, para el cual

el vector de coordenadas es

X, Y, X, Y, X5 Ys X, Y,
1 0 2 0 4 2 2 2
y el de parametros nodales
u; v, u, v, Us V3 Uy Vy
1,64404 0,82013 | 2,590682 2,94811 | -3,435819 | 8969528 | -2,31071 2,96249
Las tensiones mencionadas resultan
Elemento 1 Elemento 2
Punto oy (kPa) oy (kPa) | txy (kPa) oy (kPa) oy (kPa) Tyy (kPa) Punto
1 2658,23 768,69 492,08 1517,50 390,16 -193,63 2
2 2894,91 1715,40 -1187,56 1867,72 1791,02 -1099,15 5
3 -1702,46 122,29 7,28 -897,21 -213,52 331,70 6
4 -1820,80 -351,07 847,10 -1072,32 -913,95 784,45 3

Por otra parte, las tensiones en los mismos puntos calculadas con SAP2000, extraidas de la

Tabla 2: tensiones en los nodos de los elementos 1y 2. Cdlculo directo

tabla del enunciado, resultan

Elemento 1 Elemento 2
Punto oy (kPa) | oy (kPa) | 14y (kPa) | ox (kPa) | oy (kPa) | T4y (kPa) Punto
1 1969,1 596,4 546,7 1119,1 189,5 -43,2 2
2 2187,6 1470,3 -1003,7 1442,4 1482,6 -879,0 5
3 -2056,1 -0,3 99,2 -1109,9 -367,7 441,8 6
4 -2165,3 -437,2 874,4 -1271,5 -1014,3 859,7 3

Tabla 3: tensiones en los nodos de los elementos 1y 2 obtenidas con SAP2000

y muestran diferencias apreciables con las que nosotros hemos calculado. Nuestros célculos
anteriores estaban bien (recuérdese que nos han proporcionado el valor correcto de oxen B) y
los de SAP2000 se han corroborado procesando la misma laja con ROBOT y comprobando que

las tensiones en los nodos coinciden exactamente.

No hay ningln error. Lo que ocurre es que nosotros hemos determinado las tensiones
directamente en los nodos y los programas las evalian en los puntos de integracion y las
extrapolan a los nodos, lo cual mejora la precisién de los resultados.

2) Tensiones en los puntos de Gauss y extrapolacion a los nodos
Repitiendo el procedimiento del apartado anterior en cada uno de los punto de Gauss de los

elementos 1y 2, cuyas coordenadas normalizadas son (—1/v/3, —1/v/3), (1/V/3, —=1/v/3),
(1/4/3,1/4/3)y (=1/4/3, 1/4/3) se obtiene las tensiones resumidas en la tabla 4.
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Elemento 1 Elemento 2

Punto oy (kPa) oy (kPa) | Txy (kPa) oy (kPa) oy (kPa) Txy (kPa) Punto
1 1136,72 543,15 322,92 674,97 179,53 -10,34 1
2 1249,5 994,4 -477,6 841,89 847,22 -441,93 2
3 -1187,3 198,7 64,6 -611,92 -142,20 269,63 3
4 -1263,7 -106,9 606,7 -724,97 -594,37 561,91 4

Tabla 4: Tensiones en los puntos de Gauss de los elementos 1y 2

A continuacidn, a partir de estos valores y usando la férmula que aparece en el enunciado,

w 1+3V3 -4 1-45/3 ] Wi
w | | -2 1+4B3 - — V3| )
wy [~ |1-4v3 -1 1+Ly3 W
wa -1 1-4v3 0 1 1+ LB/

se determinan las tensiones en los nodos por extrapolacion de las anteriores. Los productos matriciales
son faciles de incluir en la hoja de calculo que se estaba desarrollando. El resultado de este proceso se

resume en la tabla 5 y coincide exactamente con los valores de las tensiones calculados con SAP2000 y
con ROBOT (tabla 3).

Elemento 1 Elemento 2
Punto oy (kPa) oy (kPa) | 1Txy (kPa) oy (kPa) oy (kPa) | Ty (kPa) Punto
1 1969,15 596,42 546,70 1119,1 189,5 -43,2 2
2 2187,6 1470,3 -1003,7 1442,3 1482,6 -879,0 5
3 -2056,1 -0,3 99,2 -1109,9 -367,7 441,8 6
4 -2165,3 -437,2 874,4 -1271,5 -1014,3 859,7 3

Tabla 5: tensiones en los nodos de los elementos 1y 2, extrapoladas a partir de los valores en los nodos

Ndtese que las tensiones en los puntos 2 y 3 adoptan valores distintos segin en qué elemento
se hayan calculado, y que las diferencias son significativas. Esta situacion es habitual en el
método de los elementos finitos, y se resuelve promediando los valores en cada nodo. Al
hacerlo se obtienen los resultados que figuran en la tabla 6.

Punto oy (kPa) oy (kPa) | txy (kPa)
2 1653,34 829,92 -523,45
3 -1663,8 -507,3 479,4

Tabla 6: tensiones en los nodos 2 y 3, valores promediados entre elementos

Para finalizar este apartado se presentan las figuras 5y 6. La primera representa la distribucion
de tensiones ox en cada uno de los elementos de la laja, determinadas elemento a elemento y
sin promediar en los nodos comunes. Se observan las diferencias de valores entre elementos.
La figura 6 muestra la misma distribucidn, pero dibujada a partir de los valores promediados.
Esta es la que se acepta como solucidn del problema. Una diferencia significativa entre ambas
distribuciones (como la que aparece en este caso) indica que la division en elementos finitos es

adoptada es insuficiente, que para obtener resultados aceptables deben utilizarse mas
elementos mas pequefios.
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Figura 4

Figura 5

Notese que, para interpretar los resultados de la distribucién de tensiones proporcionada por
un programa es muy importante saber si nos da valores calculados elemento a elemento
(normalmente, valores en los nudos extrapolados de los correspondientes a los puntos de
integracion) o bien valores promediados. Lo mas habitual es que en los listados o tablas de
valores por elemento proporcionen valores calculados elemento a elemento, que las graficas
gue muestran por defecto y los valores que se pueden leer en ellas estén promediados y que
se pueda forzar una representacion grafica de los valores elemento a elemento. Asi sucede,
por ejemplo, en SAP2000 y en ROBOT.

3) Matriz de rigidez
Recordemos la expresidn que permite calcular la matriz de rigidez mediante una cuadratura de

Gauss-Legendre.

1,1
K= f B'DBdV = -U BTDB hdXdY = f J BTDB h|J|d&dn
v A -1/-1

_ 2 Z wow; [BTDB hJ[l¢=g, p=n,

n
i=1j=1

En ella B, D, h y J tienen los significados habituales, n es el nimero de puntos de integracién, &
y 1 las coordenadas de estos puntos y w; y w; los pesos correspondientes. En nuestra hoja de
calculo ya habiamos obtenido B, D y J, por lo que bastaria afadir el calculo de [J| (son dos
instrucciones de Excel), definir h (es un dato), w; y w; (valores caracteristicos de la cuadratura)
y programar el producto wiwj[BTDB h|]|]§=fiﬂ7=nj para obtener uno de los sumando de la
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expresion final. Tal como tenemos planteada la hoja, podriamos calcularlos uno a uno,
copiarlos aparte y sumarlos.

El desarrollo del problema basado en una hoja de cdlculo no es importante por si mismo, sino porque
muestra como se podrian programar el conjunto de calculos en un ordenador para evaluar la matriz de
rigidez de cada elemento y, una vez conocidos los parametros nodales, determinar las tensiones en él.
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Ejercicio n? 4

Se facilitan la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales de un elemento finito rectangular
previsto para resolver problemas de elasticidad bidimensional. Los nodos 1, 2, 4y 5 son los
vértices del rectangulo y el nodo 3 es interior. Se pide eliminar de la formulacién el nodo 3 por
condensacion estética.

Matriz de rigidez y vector de fuerzas nodales

1 2 3 4 5

1 13 10 0 7 0 0 4 6 0 7
10 14 9 3 0 0 5 5 0 0

2 0 9 42 19 6 2 20 13 13 14 11
7 3 19 49 8 10 7 15 7 8 9

3 0 0 6 8 19 5 0 0 5 2 3
0 0 2 10 5 15 0 0 7 7 9

4 4 5 20 7 0 0 35 12 10 6 10
6 5 13 15 0 0 12 33 1 1 33

5 0 0 13 7 5 7 10 1 32 7 9
0 0 14 8 2 7 6 1 7 26 19

.,
Resolucion

No esta escrita. Se expone en

https://media.upv.es/#/portal/video/685ee490-7387-11ea-9f14-bd7b18fa79c1



https://media.upv.es/#/portal/video/685ee490-7387-11ea-9f14-bd7b18fa79c1

Capitulo 4:
Flexion de vigas por el M.E.E.

En este capitulo, dedicado a los elementos finitos unidimensionales para analizar vigas, se
incluyen dos ejercicios. El primero, mas extenso, consta de tres partes:

- La primera aborda, en primer lugar, el ensamblaje de la relacion de rigidez de una
estructura completa pero muy sencilla, una ménsula, modelada mediante sdélo tres
elementos finitos; a continuacion, la imposicion de las condiciones de contorno
cinematicas en ella y, por ultimo, la resolucion del sistema de ecuaciones para obtener
los desplazamientos y las reacciones.

- La segunda aprovecha la experiencia de la primera parte para desarrollar un algoritmo,
implementado como una macro de Excel, que realiza el proceso anterior considerando
la pieza dividida en un nimero n cualquiera de elementos.

- Latercera compara los resultados del calculo de la ménsula modelizada con diferentes
elementos finitos y distintas discretizaciones. Para obtener estos resultados, que
muestran la sensibilidad al bloqueo o la falta de ésta en los elementos considerados,
se usa el programa desarrollado en el apartado 2.

En el segundo ejercicio se desarrolla un elemento finito para el andlisis de vigas de
Timoshenko, basado en funciones de forma lagrangianas cuadraticas para interpolar la flecha 'y
lineales para interpolar los giros, se muestra que tal elemento es susceptible de sufrir bloqueo
por cortante y, finalmente, se condensa el grado de libertad interno para reducir el tamafio de
la matriz de rigidez.

La solucién que se presenta de este segundo ejercicio es una reelaboraciéon de una previa
desarrollada por el profesor D. Carlos R. Sdnchez Carratala, para adaptarla al mismo tipo de
presentacidn de los restantes ejercicios y ampliar algunos aspectos de la misma.

En este segundo ejercicio desarrollan algunos calculos se desarrollan dos veces, una primera a
mano vy, a continuacidn, usando el programa Mathematica. En el segundo caso no aparecen
demasiadas explicaciones sobre el uso del programa; es asi porque las aclaraciones
pertinentes se incluyen en la resolucién del primer ejercicio del capitulo 5, que aunque
corresponda a un capitulo posterior es escribid primero.

Como alternativa al texto que sigue, la explicacion de estos ejercicios puede encontrarse,
grabada en video, en https://media.upv.es/#/portal/channel/d9c69c90-d2ad-11ec-af87-
addb6a391635.
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Ejercicion?1

Una ménsula de longitud L tiene seccion rectangular de 0'3 m de ancho y 0'4 m de canto y esta
formada por un material de Hooke de mddulo de elasticidad 25 GPa y coeficiente de Poisson
0'2. Estd sometida a una carga puntual de 10 kN que actua en el extremo libre, como se indica
en la figura.

Apartado 1: Resolver a mano, o con una hoja de calculo, el problema de flexidn (sin extension)
de la ménsula por el método de los elementos finitos, dividiéndola en tres elementos finitos
lagrangianos con interpolacidon lineal de flecha y giro (elemento desarrollado en las
diapositivas 14 y s.s. del tema 8 de la asignatura), suponiendo que la longitud total de la
ménsula es de 3,0 m.

Apartado 2: Aprovechando la experiencia del primer apartado, programar un algoritmo que
permita la resolucién del problema inicial por el método de los elementos finitos, dividiendo la
viga en cualquier nimero de partes iguales y preparado de manera que sea facil adaptarlo a
cualquier elemento finito cuya matriz de rigidez sea de 4x4, es decir, que considere como
parametros nodales, exclusivamente, la flecha y el giro en los dos extremos de la barra.
Inicialmente, considere el elemento lagrangiano descrito en el parrafo anterior. Puede emplear
el lenguaje de programacién que le resulte mas comodo.

Apartado 3: Utilizando el programa, se pide estudiar el problema de la ménsula para todas las
combinaciones posibles de longitudes, nimero de elementos y tipos de funciones de forma
que se indican a continuacion:
e Longitudes de la viga: las deducidas de las siguientes relaciones canto/luz: 5, 10, 15, 20, 25
y 1450 —este Ultimo es un caso tedrico para evidenciar el problema del bloqueo—.
e Numero de elementos: 1, 2, 3, 5, 10, 15, 20, 30, 50, 80
e Elementos finitos
o Elemento lagrangiano con interpolacion lineal de flecha y giro, utilizando la
integracién exacta para obtener la matriz de rigidez.
o Elemento lagrangiano con interpolacién lineal de flecha y giro, utilizando la
integracién reducida selectiva para obtener la matriz de rigidez.
o Elemento basado en la funcion de forma natural de la teoria de Timoshenko.

Lo anterior supone procesar 180 casos distintos. Se sugiere organizarse entre grupos de
alumnos para que cada uno procese algunos casos y entre todos cubrir los 180 propuestos
para poder analizarlos y extraer conclusiones.
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Datos:

Matriz de rigidez del elemento lagrangiano con interpolacion lineal de flecha y giro

(integracidon exacta)

-1 1 1 1

2 2L 2 2L
1 1 1 1 0
Elz 1212, 3 2L 6 0
K=o 1 1 1 1|to
12 2L 12 2L 0

1 1 1 1

\ L2r 6 2L 3 |

Matriz de rigidez del elemento lagrangiano con interpolacion lineal de flecha y giro

(integracion reducida)

(=N ]

S O OO
o

r 1 1 1 1 7
Z 2L I 2
1 1 1 1 0 0 0 0O
El J121 21, 4 2L 4 0 1 0 -1
KZT‘a_y_ZLi _1 iZL _1+0 o 0o olf
2 2L 12 2L 10 -1 0 1
1 1 1 1
Lo 4 21 4l y
Matriz de rigidez del elemento basado en la funcién de forma natural de la teoria de
Timoshenko.
1 12El, 1 6El, 1 12EIl, 1 6EI; T
1+ay I3 14+ay 12 1+4ay L3 1+ay L2
1 6EIl, 4+ ayEl, 1 6EIl, 2—ayEl,
K= 1+ay 2 1+ay L 1+ay L2 1+ay L
1 12EI, 1 6El, 1 12EI, 1 6El,
1tay B l4ay 2 l1+ay I3 14 ay L2
1 6El, 2—ayEl, 1 6EIl, 4+ ayEl,
i 1+ay7 1+ayT _1+0(Y L? 1+ayT

Desplazamientos en la punta y reacciones en el empotramiento de la ménsula (solucién

analitica a efectos de comparacion)
PL3 PL PL3 a
vpm e Pl PLL (g oy
3El; GAyy 3EI, 4
PL?
0z = — 2El, " Ryo=P ,, Mzy=PL
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Resolucién
1) Apartado 1, modelo de 3 elementos
Discretizacion de la ménsula

Y

|
| @
\© }
! |
IS Y
Los numeros rodeados por una circunferencia son los de nudo, y los encerrados en un

rectdngulo los de barra. El sistema de referencia global estd indicado en la figura del
enunciado. Los ejes locales de cada barra son paralelos a los globales, por lo que no hace falta

@
| /3

©__x
|

ningun cambio de sistema de referencia.

Esquema de ensamblaje del sistema de ecuaciones de rigidez
La relacion de rigidez de cada elemento finito puede escribirse como

)-8 -
) K3 KRIdR U
donde

_ Fy} V] 0
fr=ln) o =) o =)
L

1 1 1 1
m _Elz)12]2 ﬂ+[00 m _Elz)12] ]2 ﬂ+[00
UL )ay|l 1Mo 1 VTR Ly 11 0 1
2L 3 2L 3
1 1
ElI; V12| 772 571 0 0
K§"2=(K§"1)T=T a—Y Ll 21L +[0 _1]
2L 6

El vector f; es nulo en todos los casos porque representa la accién de las fuerzas exteriores
repartidas en el interior del dominio, que en nuestro caso son nulas. El superindice m recuerda

que el parametro corresponde a la barra m.

El esquema de ensamblaje del sistema de ecuaciones, que muestra en qué posiciones de cada
matriz o cada vector hemos de sumar la aportacién de cada barra, es el siguiente:

F} (Fo) (Kl  Ki 0 0 7(do)
Fl + F2 0 Kl KL, +K? K? 0l|d
2 1| _ 1Rz 22 11 12 1
{F22+F13}_{0 }_ 0 K3, K3, + K3, Ki’szz}
\ % J (&) Lo 0 K3  Killds)

En él se ha sombreado la columna matricial que queda multiplicada por los desplazamientos
del empotramiento, punto 0 en nuestra numeracién, que procede multiplicarla por tales
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movimientos y sumarla al vector de términos independientes. Como do =0, simplemente
podemos eliminar estas columnas. Asi mismo, se ha sombreado la fila matricial que resultaria
multiplicada por los desplazamientos virtuales (cinematicamente admisibles) del punto 0, que
son nulos. Por lo tanto, la primera fila matricial no interviene en la resolucién del problemay
se puede eliminar de la formulacién. Con ello, el sistema de ecuaciones de rigidez resultara de
6x6.

Determinacion de la matriz de rigidez de cada elemento
Caracteristicas mecdnicas de la seccién

I ah® _ 03 x 047 0,0016 m* A > h 503 0,4 = 0,1 m?
= = = =-ax s X -
Z= 7 12 AT vy =d 6 AT

Caracteristicas elasticas del material

E A
E=25GPa ,, v=02 ,, G=-——=10416GP
a v 2(1+v) a

Longitud de cada elemento

) _L_ 3m =1
¢ =N~ 3elementos

Factor de cortante de cada elemento (véase la nota sobre el factor de cortante al final del
ejercicio)

12E1, _24(1+v)l; _24x12x0,0016

= = 0,4608
N A2 Ayyl2 0,1x 12
Matriz de rigidez del elemento
1 1 ) 1
EI; 12|12 27| 10 0 1 2,0 0
m — _ =) =
T )| 1 +[g 0000950384 |1 1+[o 1
2L 3 2 3
_[1,0416 x 10° 5,2083 x 10°
5,2083 x 105 3,872 x 10°
1 1
m E[Z 12 L2 2L

_Elz)1z2 +[o o] =[1,0416><106 —5,208§><105]
Z7 L )ay| 101 0 1 —5,2083 x10° 3,872 x 10°

2L 3
1 1

— (KT)T = Elz 12172 21 [ ] [ 1,0416 x 10° 52083 x 10°

Kiz ay| 1 1 -1 52083 x 10° 1,3361 x 10°
6

Si hubiera fuerzas repartidas a lo largo de la directriz, ahora se deberia calcular las fuerzas
nodales correspondientes.
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Establecimiento del sistema de ecuaciones de rigidez
Para ensamblar el sistema de ecuaciones de rigidez se parte de una matriz Ky un vector f con

todas sus componentes nulas, de las dimensiones que han de tener la matriz de rigidez y el
vector de fuerzas nodales, respectivamente. Actuaran como acumuladores sobre los que se
irdn sumando las aportaciones de los diferentes elementos al sistema de ecuaciones global.

A continuacién, mediante de un bucle que los recorre, se realizan las siguientes operaciones
para cada elemento:

1) Se determina la matriz de rigidez K® y el vector de fuerzas nodales f® del elemento, en los
ejes locales correspondientes. En nuestro problema, como todos los elementos son
iguales, sus matrices de rigidez también lo son, por lo que basta con determinar una; lo
hemos hecho en el apartado anterior. Asi mismo, ningln elemento soporta cargas a lo
largo de su directriz, por lo que las fuerzas nodales son todas nulas.

2) La matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales del elemento se expresa en el sistema
de referencia global mediante el cambio de base adecuado. En nuestro caso, como los ejes
locales y los ejes globales son paralelos, no ha falta ningin cambio de sistema de
referencia.

3) Se suman en la posicién adecuada de la matriz global K y el vector global f la matriz de
rigidez K y el vector de fuerzas nodales f® del elemento. En general, se ensamblan
divididos en tantas submatrices o subvectores como nodos tiene el elemento. Las
posiciones correspondientes se especifican en el esquema de montaje. En general, si los
nudos dorsal (1) y frontal (2) del elemento corresponden a los nimeros i y j de la
numeracion global y hay n grados de libertad por nudo, la submatriz Ky (k,/=1,2) se suma
empezando en la posicion (Posi,Pos) y ocupando las nxn posiciones siguientes, y el
subvector f; se suma empezando en la fila Pos; y ocupando las n posiciones. En ambos

€asos
isik=1
Posp,=Mxn+1 ,, M= sk = 2
si el primer nodo se ha numerado como 0, como hemos hecho en este ejercicio, y
isik=1
Posy=M-1)xn+1 ,, M= sk = 2

si el primer nodo se ha numerado como 1, que es lo mds habitual.
En nuestro ejercicio, como los nudos de cada elemento son consecutivos no hace falta
ensamblar por submatrices; se puede sumar la matriz completa a partir de la posicién
(Pos1,Posi).

4) Si se han procesado todos los elementos, termina el bucle; si no, pasa al siguiente
elemento y vuelve a la operacién 1.

Las figuras 1, 2 y 3 ilustran el ensamblaje en el modelo de tres elementos que estamos
estudiando. La figura 1 muestra la matriz de ceros inicial, la matriz de rigidez del elemento 1 en
la posicién que debe ocupar en la matriz global y el resultado de sumarlas. La figura 2 parte de
este ultimo resultado y le suma la matriz de rigidez del elemento 2, en la posicién adecuada.
Finalmente, la figura 3 parte de la ultima expresién de K hallada, le suma la matriz de rigidez
del elemento 3 en las posiciones adecuadas y determina, ya, la matriz de rigidez de la
estructura completa.
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La Unica diferencia si los nimeros de nudos de cada elemento no hubieran sido consecutivos
(esto ultimo es lo que sucede normalmente) hubiera sido que el montaje se deberia llevar a
cabo submatriz a submatriz, es decir, que en la matriz central de cada figura no hubiera
aparecido una matriz de 4x4 consecutiva sino cuatro submatrices de 2x2 empezando Ki1 en
(Pos1, Posi), Ki2 en (Posi, Pos3), Ka1 en (Pos,, Posi) y Kz, en (Pos,, Pos,).

A continuacion, crearemos el vector de fuerzas puntuales en los nudos, en el que deberemos
incluir todas las que acttan sobre la estructura, que son las reacciones en el empotramiento
(nudo 0) y la fuerza vertical de -10 kN en el extremo final, nudo 3 de nuestro modelo. Asi pues,
este vector, en nuestro caso, resulta:

F = {Ryo, My,0,0,0,0,—10,0}7

Aungue en este ejercicio hubiera resultado facil determinar las reacciones, no lo hubiera sido
en una estructura hiperestatica. Afortunadamente, no hacen falta. Por ahora, las hemos
representado como Ry y M5,; en seguida veremos que se eliminan de la formulacidn.

Con esto ya tenemos todos los elementos que determinan la relacién de rigidez
Ka—f-F=0 & Ka=F+f=F*

La hemos escrito agrupando los vectores de fuerzas puntuales exteriores y de fuerzas nodales
en uno solo, que podemos llamar, simplemente, de términos independientes.

El dltimo paso antes de abordar la resolucion del sistema de ecuaciones es imponer las
condiciones de contorno cinematicas. En nuestro problema, conocemos la flecha y el giro del
nudo 0, que son nulos pues esta empotrado. Como son los dos primeros grados de libertad del
modelo, habria que multiplicar la primera columna por la flecha del nudo 0, la segunda por el
giro de este nudo y pasar el resultado al segundo miembro de la ultima relacién obtenida, es
decir, restarlas del vector F*. Como los desplazamientos impuestos son nulos, no hace falta
realizar esta operacion que supondria sumar a F* un vector de ceros de su misma dimension,
aunque si que hay que eliminar las dos primeras columnas. También hay que eliminar las dos
primeras filas, que habrian resultado multiplicadas por desplazamientos virtuales nulos (por
tratarse de desplazamientos virtuales cinematicamente admisibles) y, por ello, no aportan
informacién.

Como eliminar filas y columnas es una operacién complicada (el coste computacional en un
problema de muchos grados de libertad seria enorme), vamos a imponer las condiciones de
contorno de otra manera: sustituiremos todos los elementos de las filas y columna a eliminar
por 0, excepto los términos de la diagonal, que sustituiremos por 1, y las componentes
correspondientes del vector de términos independientes las sustituiremos por los valores de
los desplazamientos a imponer. El siguiente esquema, en el que los términos que no
intervienen en este razonamiento se han representado simplemente por x, muestra el
resultado.
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La figura 4 muestra el resultado de este proceso en el problema que nos ocupa.
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Ensamblaje de la matriz de rigidez

0 0 0 0 0 0 0 0 1041666,67 | 520833,333 [-1041666,67| 520833,333 0 0 0 0 1041666,67 | 520833,333 [-1041666,67| 520833,333 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 520833,333 | 387222,222 | -520833,333| 133611,111 0 0 0 0 520833,333 | 387222,222 | -520833,333| 133611,111 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -1041666,67 | -520833,333 | 1041666,67 | -520833,333 0 0 0 0 -1041666,67 | -520833,333 | 1041666,67 | -520833,333 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 + 520833,333 | 133611,111 | -520833,333 | 387222,222 0 0 0 0 = 520833,333 | 133611,111 | -520833,333| 387222,222 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Figura 6: Ensamblaje del primer elemento
1041666,67 | 520833,333 | -1041666,67| 520833,333 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1041666,67 | 520833,333 | -1041666,67| 520833,333 0 0 0 0
520833,333 | 387222,222 | -520833,333| 133611,111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 520833,333 | 387222,222 | -520833,333| 133611,111 0 0 0 0
-1041666,67 | -520833,333| 1041666,67 | -520833,333 0 0 0 0 0 0 1041666,67 | 520833,333 [-1041666,67| 520833,333 0 0 -1041666,67 | -520833,333| 2083333,33 0 -1041666,67 | 520833,333 0 0
520833,333 | 133611,111 [-520833,333| 387222,222 0 0 0 0 + 0 0 520833,333 | 387222,222 (-520833,333| 133611,111 0 0 = 520833,333 | 133611,111 0 774444,444 | -520833,333| 133611,111 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1041666,67 | -520833,333| 1041666,67 | -520833,333 0 0 0 0 -1041666,67| -520833,333| 1041666,67 | -520833,333 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 520833,333 | 133611,111 [-520833,333| 387222,222 0 0 0 0 520833,333 | 133611,111 [-520833,333 | 387222,222 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Figura 7: ensamblaje del segundo elemento
1041666,67 | 520833,333 | -1041666,67| 520833,333 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1041666,67 | 520833,333 | -1041666,67| 520833,333 0 0 0 0
520833,333 | 387222,222 [-520833,333| 133611,111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 520833,333 | 387222,222 [-520833,333| 133611,111 0 0 0 0
-1041666,67 [ -520833,333| 2083333,33 0 -1041666,67 [ 520833,333 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1041666,67 [ -520833,333| 2083333,33 0 -1041666,67 | 520833,333 0 0
520833,333 | 133611,111 0 774444,444 | -520833,333| 133611,111 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 = 520833,333 | 133611,111 0 774444,444 | -520833,333| 133611,111 0 0
0 0 -1041666,67| -520833,333| 1041666,67 | -520833,333 0 0 0 0 0 0 1041666,67 | 520833,333 | -1041666,67| 520833,333 0 0 -1041666,67| -520833,333| 2083333,33 0 -1041666,67| 520833,333
0 0 520833,333 | 133611,111 | -520833,333 [ 387222,222 0 0 0 0 0 0 520833,333 | 387222,222 [-520833,333[ 133611,111 0 0 520833,333 | 133611,111 0 774444,444 | -520833,333[ 133611,111
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1041666,67| -520833,333| 1041666,67 | -520833,333 0 0 0 0 -1041666,67 | -520833,333| 1041666,67 | -520833,333
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 520833,333 | 133611,111 [-520833,333 [ 387222,222 0 0 0 0 520833,333 | 133611,111 |-520833,333 | 387222,222
Figura 8: ensamblaje del tercer elemento
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2083333,33 0 -1041666,67| 520833,333 0 0 0
0 0 0 774444,444 |-520833,333| 133611,111 0 0 0
0 0 -1041666,67|-520833,333| 2083333,33 0 -1041666,67| 520833,333 0
0 0 520833,333 | 133611,111 0 774444,444 |-520833,333| 133611,111 0
0 0 0 0 -1041666,67 [ -520833,333 | 1041666,67 |-520833,333 -10
0 0 0 0 520833,333 | 133611,111 | -520833,333| 387222,222 0

Figura 9: matriz de rigidez y vector de términos independientes después de haber impuesto las condiciones de contorno.
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Resolucion del sistema y calculo de las fuerzas en los extremos de los elementos
La solucidn del sistema lineal de ecuaciones especificado en la figura 4 es:

Vo 0 3\

0o 0

121 —0,00010818
) 01 [ _ ) —0,00019715

12 —0,00037407

0, —0,00031544

V3 —0,00071883

\03/ \—0,00035487/

Para obtener las fuerzas F, en el extremo de un elemento se utiliza la relacién
r — e
F, = K¢, —f,

en la que, por una parte, intervienen la matriz de rigidez del elemento, K¢, y las fuerzas nodales
en él, f¢, calculadas con anterioridad, y por otra los desplazamientos de los nodos del
elemento, hallados al resolver el sistema de rigidez, que se extraen del vector de parametros
nodales recién calculado.

Como ejemplo, se presenta en la figura 5 el cdlculo de las fuerzas en los extremos del
elemento 1. Las correspondientes al extremo dorsal, que son las dos primeras componentes,
corresponden a las reacciones en el empotramiento.

K° a f, F.
1,0417E+06 | 5,2083E+05 | -1,0417E+06| 5,2083E+05 0 0 10
5,2083E+05 | 3,8722E+05 | -5,2083E+05| 1,3361E+05 0 0 30
-1,0417E+06| -5,2083E+05| 1,0417E+06 | -5,2083E+05 -0,00010818 0 -10
5,2083E+05 | 1,3361E+05 | -5,2083E+05( 3,8722E+05 -0,00019715 0 -20

Figura 10: fuerzas en los extremos del elemento 1

Asi pues, la flecha y el giro en el extremo libre, y las reacciones en el empotramiento han
resultado

vs = —0,00071883 m Ryo = 10
0, = —0,00035487 rad My, = 30

Los valores tedricos de comparacidn son

P G ay) ~ 10 x 33 ( 0,0512) 00022788
VB = T3E1, 4/~ T3%25x106 % 0,0016 s )T m
PL? 10 x 32
~0,001125

9 = — = — =
ZB 2El, 2 x 25 x 10° x 0,0016
Rya=P=10kN , Mz,=PL=30kN -m

donde se ha utilizado
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12EI, 24(1+v)l; 24 x12x0,0016

= = = =0,0512
GAyyL? Ayyl? 0,1 X 32

Ay

Comprobamos que las reacciones son correctas y que los errores en los desplazamientos son
enormes, la flecha y el giro en la punta son del 31,5% de los valores esperados. Veremos mas
adelante que estos errores son los que cabe esperar con esta modelizacidn tan burda y un
elemento finito tan poco eficiente como el utilizado. Que las reacciones sean correctas es
normal: son de determinacidn isostatica y, a fin de cuentas, las relaciones de rigidez imponen
condiciones de equilibrio. Si el problema hubiera sido hiperestatico los errores también
hubieran sido importantes.

2) Apartado 2, modelo de N elementos
Discretizacion de la ménsula

('ﬁ)

N -

TN TN Y S AT 1 NN
7 @ @ @D O @b @2 &> A

| |

[ [

Zlnla M [ v 0]

Como en el caso anterior, los nimeros rodeados por una elipse son los de nudo, y los
encerrados en un rectangulo los de barra. El sistema de referencia global estd indicado en la
figura del enunciado. Los ejes locales de cada barra son paralelos a los globales, por lo que no
hace falta ninglin cambio de sistema de referencia.

Ensamblaje del sistema de ecuaciones de rigidez
Todo lo indicado a este respecto en el apartado 1 del ejercicio, salvo el esquema de montaje,

sigue siendo valido. Indicamos, pues, sélo el esquema de ensamblaje:

(. Fi ) Fo) [Ki; Ki, 0 0 0 0 d,
F} + F} 0 K3, Ki, +K%, K%, 0 0 0 d,
| BE+F L _Jo L © K31 K3, +Ki; - 0 0 d.z
e : 0 0 0 :
FY-1 +FY 0 0 0 0 ~ KT+ KV, KY, l(dN_lJ
B ) \FJ Lo 0 0 0 KY, KY, |\ dy

Matriz de rigidez del elemento
Todo lo desarrollado en el apartado 1 del problema sigue siendo valido.

Algoritmo de creacidn del sistema de ecuaciones de rigidez
Vamos a resolver el problema mediante una hoja de calculo Excel. En primer lugar,

programamos la obtencién de los pardmetros que determinan la matriz de rigidez, y de la
propia matriz, de forma convencional en una hoja del libro Excel. También se ha programado la
determinacidon de la flecha y el giro en la punta (vw y 6v) y de las reacciones en el
empotramiento (Ryo y Mz) utilizando las férmulas que proporcionan los valores exactos dadas
en el enunciado. La figura 6 muestra la programacién de todo esto adoptada; en ella las casillas
con fondo amarillo son datos que debe introducir el usuario, y las que tienen fondo blanco son
resultados calculados por el programa.
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Datos de la seccién Datos del material Datos de la ménsulay del modelo Factor de cortante
| Ancho | Canto | M.d.i. | A cortante | | E | n | G | | Lrotal |N|’1m. Partes| Letemento | | Qy,clem |
[ 03 | o4 [ o006 [ o1 | | 250407 | 02 [ 1,04e407 | [ 3 [T 3 [ 1 1] | 04608 |

Matriz de rigidez

Ely/Lciemento 1,0417E+06 | 5,20836+05 [ -1,0417E+06] 5,20836+05
4,00E+04_| 26,0416667 5,20836+05 | 3,8722E+405 | -5,2083E+05] 1,3361E+05
-1,0417E+06] -5,2083E+05| 1,0417E+06 | -5,2083E+05
5,20836+05 | 1,3361E+405 | -5,2083E+05] 3,8722E+05
Resultados de contraste
Factor de cortante ltad
| Oy, ménsula | P | VN, analitica | O ,analiico | Rvo,anaiitca | MZn,:mIiﬁco|
[ 5,126-02 | [0 [ -22803] 113203 100 [ 30 |

Figura 11: determinacion de resultados generales en la hoja Excel

A continuacion, pasaremos a definir el algoritmo en VisualBasic que generard y resolvera el
sistema de ecuaciones de rigidez. Para hacerlo, la primera operacién es abrir VisualBasic; para
ello, iremos a la pestafia Programador de Excel y pulsaremos el icono VisualBasic. Se abrira una
nueva pantalla; en su parte izquierda aparecera un diagrama en arbol con la identificacion de
cada libro Excel que tengamos abierto, los nombres de las hojas de cada uno de ellos, etc. Nos
situaremos sobre la entrada que ponga VBaProject (Nombre), donde Nombre es el que la
hayamos dado al libro Excel, pulsaremos sobre ella con el botéon derecho del ratén vy
escogeremos Insertar->Modulo como muestra la figura 7. Se abrird una nueva ventana, en la
que escribiremos Sub, el nombre que queramos darle a la subrutina (yo he usado
CrearSistema) y, a continuacion (). En pulsar Enter la palabra clave Sub pasara al color azul y
unas lineas mds abajo aparecerd la palabra clave End Sub, también en azul. Entre ambas
palabras clave hemos de escribir la subrutina.

&9 Microsoft Visual Basic para Aplicaciones - PAd.xlsx

Archivoe  Edicién  Ver Insertar Formate Depuracién E

- poun @ k%
Proyecto - VBAProject ﬁ

.

Alternar carpetas

Propiedades de VBAProject...

Insertar 4 | UserForm
Importar archivo... I;‘ Madulo
#z  Madulo de clase

& Imprimir...

Acople

Ocultar

Figura 12: Crear un Mddulo para almacenar las subrutinas en VBa dentro de un libro Excel

A continuacidn escribimos el programa entre las dos palabras citadas. Se han introducido en él
los comentarios necesarios para que se explique por si mismo. La figura 8 muestra la
declaracion de variables y las instrucciones que asignan a las variables del programa valores
que se habian definido en la hoja inicial (representada en la figura 6).

110



Sub CrearSistema ()

' DECLARACION DE VARIABLES
Dim N As Integer "
Dim P As Double "
Dim K(1 To 4, 1 To 4) &s Double
Dim i, j, Ielem As Integer '
Dim Pos As Integer "

' en la posicidn
Variables auxiliares

Dim Flecha, Giro &s Double

' LECTURA DE DATOS

Sheets ("Ejl_p2
N = Cells(6é, 10}
P = Cells(17, 3)
i=1To 4
For j = 1 To 4

H(i, 3) = Cells(s
Hext 3j
Hext i

For

+ i, 3 + 3)

La figura 9 muestra la segunda parte del programa, en la que se crean una matriz y un vector
de ceros de las dimensiones adecuadas, se van sumando sobre la primera las matrices de los
diferentes elementos, luego se suma en la penultima posicién del vector la fuerza exterior vy,

{datos y resultados)™).Select .

N=numerc de elementos
P=valor de la fuerza puntual
F=matriz de rigidez de cada elemento finito,
Contadores

{con signo)

con indices numeraso de 1 a 4

La primera componente de la matriz de rigidez de un elemento se debe escribir
(Pos+1l,Pos+l)

de la matriz de rigidez global

Se situa en la hoja donde estédn los datos del problema.

' Lee el nimero de elementos del problema

' Lee el wvalor de la fuerza puntual en la punta de la ménsula

' Bucles para leer la matriz de rigidez del elemsnto

por ultimo, se imponen las condiciones de contorno.

Las instrucciones que resuelven el sistema de ecuaciones se muestran en la figura 10. No ha
sido posible programarla de forma genérica, por lo que sdlo se resuelve automaticamente para

Figura 13: Primera parte del programa

determinados numeros de subdivisiones de la viga: 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20, 25y 30.

La matriz de rigidez global es de 2 (N+1

Sheets ("Ejl_p2
Cells.Select
Selection.Clear
For i =1 7To 2 *

(sistema ecuaciones)™).Seslect

W+ 1

For 3 =1To 2 * (N + 1)
Cellsii, 3) = 0

Hext 3

Cellsii, 2 * (N + 1) +2) =0

Hext 1

CREACTION DEL SISTEMA DE ECUACICNES DE RIGIDEZ
Inicializacion de la matriz y el vector de terminos independientes
El modelo consta de N elementos, numerados del 1 al N,
x 2 (N+1)

y N+1 nudos,

numerados del 0 al
elementos, =1 vector de términos independientes de Z (H+1).

N.

' Se situa en la hoja donde se escribird =1 sistema ds ecuaciones

Crea una tabla de ceros,

Crea una columna de ceros,

desde la celda

(1,1)

en la columna 2 (N+1)+2,

Esta y la siguiente borran todo lo gue hubiera en la hoja

a la (2(N+l),2(N+1)

y entre las filas 1 y 2 (N+l1)

' Ensamblaje de la matris de rigidez

For Ielem = 1 To N "
Pos = 2 * (Ielem - 1)
For i =1 To 4
For j =1 To 4
Cells(Pos + i,
Next 3

Pos + 3

' 5i hiciera falta, agui se programaria

Hext 1
Hext Ielem

matriz de rigidez
= Cells (Pas

para fijar la posicidn inicial en la que escribir la matriz de rigidez desl =lemento

Bucle sobre el numerc de elementos
Variable auxiliar
Bucle gue suma la

matriz de rigidez del elemento en las posiciones adecuadas de la
global.

+ i,

Pos + 3

+ Hii,

i)

una instruccidn similar gue fuera ensamblando el vector de fuerzas nodales.

" Adicién de la fuerza puntual al vector de términos independientes

Cells(2 * (N + 1) -1, 2 * (N+ 1) +2) =P

' Sustitucién de las condiciones de contorno cinematicas

For i =1To 2 * N + 2
Cells(l, i) =
Cells{i, 1) =
Cells(2, i) =
Cells(i, 2) =

Hext 1

Cells(l, 1) = 1

Cells(z, 2) = 1

a
a
o
o

Figura 14: Segunda parte del programa:
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' Resclucidn del sistema de ecuaciones

Select Case N
Case 1

Range ("H1:

Selection.
Case 2

Range ("J1:

Selection.
Case 3

Range ("L1:

Selection.
Case 4

Range ("N1:

Selection.
Case 5

Range ("01:

Selection.
Case 10

Range ("Z1:

Selection.

H4™) ,S5elect
Formulafrray

Je") .5elect
Formuladrray

LE&") .5elect
Formulafrray

N1Q"™) .S5elect
Formuladrray

©1l2") .S5elect
Formulafrray

Z222™) .5elect
Formuladrray

"=MMULT (MINVERSE (A1:

"=HMMULT (MINVERSE (Al:

"=MMULT (MINVERSE (A1:

"=HMMULT (MINVERSE (Al:

"=MMULT (MINVERSE (Al:

"=HMMULT (MINVERSE (Al:

D4) ,Fl:Fa)"

F&),HL:HE) "

H8),J1:J8)"

J10),L1:L10) "

L1z), Nl:Hlz)"

V22),X1l:X22)"

Case 15

Bange ("AJ1:AJ32") .Selesct

Selection.FormulaArray = "=MMULT (MINVERSE (R1:A4AF32), AH1:AH3Z)"
Case 20

Range ("AT1:AT42") .S5elect

Selection.FormuladArray = "=MMULT (MINVERSE (R1:2P42) AR1:AR42)"
Case 25

Range ("BD1:BD52") .Select

Selection.FormulaArray = "=MMULT (MINVERSE (R1:4Z52),BB1:BBS2)"
Case 30

Range ("BN1:BN&2") .Select

Selection.FormulaArray = "=MMULT (MINVERSE (R1:BJe62) ,BL1:BL&2)"™
Case Else

MsgBox ("La resolucidn del sistema para este numero de slementos no £3td programada.

GoTo Fin
End Select

Figura 15: tercera parte del programa

Por ultimo, la figura 11 muestra las instrucciones que copian algunos resultados a la hoja
inicial, en la que se evallan las reacciones y se comparan los desplazamientos del extremo
libre con los calculados analiticamente a partir de las férmulas del enunciado (figura 12).

'Escribimos en las celdas adecuadas de la primera hoja la flecha y el giro del extremo libre
Flecha = Cells(2 * N + 1, 2 * H + &)

Giro = Cells(2 * N + 2, 2 * N + §)

Sheets(2).Cells (22, 7} = Flecha

Sheets(2).Cells (22, 8) = Giro

'"Escribimos en las celdas adecuadas de la primera hoja la flecha v el giro del nudo 1
' gque se utilizan para calcular las reacciones

Flecha = Cells (3, 2 * N + &)

Giro = Cells(4, 2 * N + §)

Sheets (2) .Cells (23, 2) = Flecha
Sheets (2) .Cells (24, 2) = Giro
Fin:

End [Sub

Figura 16: cuarta y ultima parte del programa
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A B C D E F G H J K L M N (o]
1 Mecanica Computacional de Sélidos. Curso 2019-2010
2 Practica de aula n? 4, ejercicio 1, parte 2
3
4 |Datos de la seccién transversal Datos del material Datos de la ménsula y del modelo Factor de cortante
5 Ancho ‘ Canto ‘ M.d.i. ‘ A cortante ‘ ‘ E ‘ n G | ‘ Lrotal ‘NL’lm.Partes‘ Lelemento ‘ Ly elem
6 03 | 04 | o006 | o1 | [ 2,50et07 | 02 | 1,04E+07 | | 3 s | 1]
7
8 Matriz de rigidez
9 EIV/LHE,,,E,“O‘ 12/ ay ‘ 1041666,7 | 520833,33 |-1041666,7 | 520833,33
10 | 4,00E+04 ‘ 26,041667 ‘ 520833,33 | 387222,22 |-520833,33 | 133611,11
11 -1041666,7 | -520833,33 | 1041666,7 | -520833,33
12 520833,33 | 133611,11 | -520833,33 | 387222,22
13
14 Resultados de contraste
15 |Factor de cortante Resultados
16 | Oyménsula ‘ P ‘ Vnanalitica ‘ O analitico ‘ Ryo,anaiitica ‘ Mzo,analitico ‘
17| 5,126-02 | 10 | 22803 ] 113603 | 10 | 30
18
19 Resultados del modelo de elementos finitos
20 i lemento 1 Fuerzas extremos elemento 1 Desplazamientos extremo libre y errores
21 vous 0 o 10 vumee | Onwer  [Vies/ Vg Ones/ Org et
2 Ooum 0 Mzoues 30 | 719804 | 355604 | 0315 | 0315
23| Vywe | -0,0001082 Gare -10
24| Oume | -0,0001972 M1 ver 20

Figura 17: Hoja inicial del cdlculo, completada con los resultados obtenidos por el MEF

3) Apartado 3, andlisis de los resultados para varias relaciones canto/luz y varias divisiones

en elementos finitos

Utilizando el elemento lagrangiano de dos nodos con integracion exacta
La tabla 1 muestra el cociente entre la flecha obtenida por el método de los elementos finitos

y la calculada a partir de la expresidn analitica exacta para diferentes longitudes de la ménsula

y diferentes discretizaciones.

Tabla 7
CARACTERISTIQUES DE LES MENSULES
L=46h |L=5h |L=10h |L=15n |L=20nh |L=25h |L=1450h
a=0.136 | @=0.115 | «=0.029 | «=0.013 | €=0.007 | @=0.005 | «=1.37x10°
1 0,120 0.103 0.028 0.013 0,007 0,005 1.3x10°
2 0,353 0.315 0.103 0.049 0,028 0.018 5.5%10°
203 0,550 0,509 0.206 0.103 0,061 0.040 1.2x107
é 5 0,772 0,742 0,419 0.242 0,153 0.103 3.4%10°
:élj 10 0932 0.920 0.742 0.561 0,419 0.315 1.4%10°7
3 15 | 0.968 0.963 0.866 0.742 0,618 0,509 3.1%10*
é 20 10982 0.979 0.920 0.837 0,742 0.648 5.5%10*
S 30 [o99 0.990 0.963 0.920 0.866 0.806 1.2x10*
50 10997 0.997 0.986 0.970 0,947 0.920 3.4¢10°
g0 [ 09988 09987 ]0.995 0,988 0,979 0.967 8,7x107

Taula 1 Flerxes adimensionals (vyge/V,.u) determinades per a diferents valors de « i diferents nombres de
divisions en la ménsula. L és la longitud, I el cantell.

En esta tabla se observa:

1) El elemento es muy poco eficiente. Para una ménsula de relacidn canto/luz de 1/5, en

la que la deformacién por cortante debe ser significativa, se necesitan entre 20 y 30
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2)

3)

elementos para obtener una precision razonable. Para piezas mas esbeltas el, el
ndmero de elementos es desmesurado.

El elemento utilizado presenta bloqueo, como se indicéd en las clases de teoria. Si la
pieza es esbelta las flechas resultan infravaloradas significativamente; por ejemplo,
para h/L=1/20 y dividiendo la ménsula en 15 elementos —que es un ndmero elevado
de partes— sélo se alcanza el 62% de la flecha esperada. Si vamos al caso extremo de
h/L=1/1450, que sélo ha considerado con el fin de poner de manifiesto el bloqueo, con
80 elementos —un numero enorme de partes— no se llega a la décima parte de la
flecha.

Aumentando suficientemente el nimero de elementos la solucién por elementos
finitos va aproximandose a la real, como sabemos que debe suceder con cualquier
elemento conforme. Notese que los elementos de viga de Timoshenko siempre son
conformes.

Utilizando el elemento lagrangiano de dos nodos con integracion reducida
Para considerar el nuevo elemento finito basta programar, en la hoja de cdlculo desarrollada

en el apartado 2, la nueva matriz de rigidez —la daba el enunciado— en la posiciéon que le

corresponde.

La tabla 2 permite comparar las flechas adimensionales (Vumer/Vanaiica) que se obtienen, para

cada relacién canto/luz y cada niimero de divisiones, usando el elemento lagrangiano de dos

nodos con integracién exacta (primera linea) y con integracién reducida (segunda linea, entre

paréntesis). Muestra que:

1)

2)

3)

La integracién reducida elimina el bloqueo, ya que la precisidon pasa a depender sélo
del nimero de elementos y no de la relacion canto/luz. Nétese que incluso para el
elemento ficticio de longitud 1450 veces el canto, incluido sélo para verificar la
existencia de bloqueo, proporciona resultados satisfactorios.

Mejora la precision del elemento, que proporciona resultados satisfactorios con un
numero de elementos considerablemente menos que el elemento anterior.

Pese a ello, este elemento finito sigue siendo poco eficiente, ya que necesita dividir la
ménsula un numero relativamente grande de tramos para alcanzar una buena
precisién (5 podria ser un valor adecuado segun la tabla).
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Tabla 8

CARACTERISTIQUES DE LES MENSULES

L=46h [L=5h L=10h (L=15h |L=20h |L=25h |[L=1450h
0=0,136 | =0,115 | @=0,029 | «=0,013 | a=0,007 | @=0,005 | ¢=137x10°

1 0,120 0.103 0,028 0,013 0,007 0,005 1,3x10°
0,758) |(0.757 |(©.752) | (0,751 |(0.750) |(0.750) | (0.750)

]

0353 0,315 0,103 0,049 0,028 0,018 5,5x10°¢
(0939) |[(0,939) [(0938) |(0.938) |(0.9338) |(0.938) |(0.938)

3 0,550 0,509 0,206 0,103 0,061 0,040 1,2x10°
0973) |[(0.973) [(0972) |(©.972) |(0.972) |(0.972) |(0.972)

5 0,772 0,742 0.419 0.242 0,153 0,103 3.4x10°
(0,990) |(0.990) |(0990) |(0990) |(0.990) |(0.990) | (0.990)

10 |0932 0,920 0,742 0,561 0,419 0315 1.4x10°
(0998) |(0.998) |(0.998) |(0.998) |(0.998) |(0.998) | (0.998)

15 | 0968 0,963 0,866 0,742 0,618 0,509 3,1x10*
(0.9989) | (0.9989) |(0.9989) |(0.9989) |(0.9989) |(0.9989) | (0.9989)

NOMBRE D’ELEMENTS

20 | 0982 0.979 0.920 0,837 0,742 0,648 5,5x107*
(0,9994) | (0.9994) | (0.9994) | (0,.9994) | (0.9994) | (0.9994) | (0.9994)

30 | 0992 0,990 0.963 0,920 0,866 0,806 1,2x10%
(0,9997) | (0.9997) | (0.9997) | (0.9997) | (0.9997) | (0.9997) | (0.9997)

50 | 0997 0.997 0.986 0,970 0,947 0,920 3,4x10°
(0.9999) | (0.9999) |(0.9999) |(0.9999) |(0.9999) |(0.9999) | (0.9999)

80 09988 |[09987 |0995 0.988 0,979 0,967 8,7x1072
(1,0000) | (1.0000) |(1,0000) | (1,0000) | (1.0000) |(1.0000) | (1.0000)

Taula 2 Fletxes adimensionals (Vyge/V,,.,) determinades per a diferents valors de o 1 diferents nombres de
divisions en la ménsula. L és la longitud, h el cantell. A la primera linia de cada casella figuren els
resultats obtinguts amb mtegracio exacta; a la segona, entre paréntesis, els obtinguts amb integracio
reduida.

Utilizando el elemento finito basado en la funcién de forma natural de la teoria de
Timoshenko

El elemento finito es el desarrollado en las diapositivas 36 y s.s. del tema 8, paginas 208 y s.s.
del Cuaderno de Mecanica Computacional de Sélidos. De nuevo, para incorporar el nuevo
elemento finito al programa desarrollado en el apartado 2 basta con programar la nueva
matriz de rigidez —la daba el enunciado— en la posicidon que ocupaba la anterior.

La tabla 3 muestra las flechas adimensionales (Vier/Vanaiitica) que se obtienen, para cada relacién
canto/luz, analizando la ménsula con un solo elemento. Se comprueba que, como vimos en las
clases tedricas, el elemento finito basado en la funcién de forma natural proporciona
resultados exactos en los nudos, por lo que basta uno por barra para obtener el resultado
correcto. Recordemos que para obtener el valor exacto de los esfuerzos y los desplazamientos
en un punto intermedio basta con cortar por esa seccion y recurrir a las leyes de la Mecanica
en el primer caso, o utilizar los teoremas de Mohr o las férmulas de Navier-Bresse en el
segundo; asi mismo, recordemos que también se puede dividir la barra colocando un nodo en
el punto donde pretendemos conocer los valores exactos, y que esto ultimo, en general, es
mucho menos laborioso que el célculo previamente descrito.
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Tabla 9

L=4,6h L=5h L=10h L=15h L=20h L=25h L=1450h
=0,136 | @=0,115 | =0,029 | @=0,013 | @=0,007 | @=0,005 | &=1,37x10"

N=1| 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

En conclusidn, en este ejercicio hemos comprobado varias de las afirmaciones realizadas en el

tema

8 de nuestro programa respecto a los elementos finitos tratados y hemos ampliado la

informacién respecto a alguno de ellos. En concreto hemos visto:

1)

2)

3)

4)

5)

Que el elemento finito lagrangiano de dos nodos, si se recurre a la integracion exacta,
presenta bloqueo.

Que la integracion reducida resuelve este problema y, ademas, mejora notablemente
la precision del elemento.

Que, pese a ello, el mencionado elemento lagrangiano con integracién reducida es
poco eficiente. Requiere discretizaciones densas para proporcionar buenos resultados.
Que el elemento basado en la funcién de forma natural de la teoria de Timoshenko no
presenta bloqueo.

Que este Ultimo elemento proporciona valores exactos de esfuerzos vy
desplazamientos en los nodos y, por ello, es muy eficiente ya que permite modelos de
un solo elemento por barra.

4) Nota sobre el factor de cortante:
Vimos en las clases de teoria que el factor de cortante de la pieza completa suele ser del orden

de las

centésimas. Por eso, quizas, les ha llamado la atencion que hayamos calculado un valor

de 0,4608 en el primer apartado del problema. Se debe a que es el de un elemento finito, no el

de la pieza completa; si calculamos el de la ménsula resulta

_12EI;  24(14+v)I;  24x1,2x0,0016
C GApyl? T Ayl 0,1 x 32

ay =0,0512

que ya es del orden esperado.

Tambi

én vimos en dichas clases que el factor de cortante de la pieza completa es una medida

del incremento de la flecha que origina la deformacidn por cortante o, dicho de otro modo, del

error en las flechas de la teoria de Navier-Bernoulli respecto a la de Timoshenko. Para aclararlo

indicamos las flechas calculadas segun esta ultima teoria en diferentes casos:
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Problema Flecha (expresion 1) Flecha (expresion 2)
—PI3 ay —PI3
P = 14+— = 1+ ay
\ l "B = 31, (1+3) | » 3E7, T
OR

q
EEEREENEERN
N

e " BEL 3 8EI, 3
SN S—

@3 Pl E Ve = — i (1 + 4ay) = —PL? 1+ a;
LL/—2>EL/—2J o 1e2sl ' ¢ 192El, Y
I : 4

_ —5qL _ —5qL .

®§_L/_2.E>L/_2j AR A

i —PL? —PL3

AR VI I
RN sqlt 4 sqtt 4

® e = 384£1, (1 * E“Y> V¢ = 384E1, (1 * E“Y)

®
L/2 © L/2 Q.

En todas las expresiones de la flecha aparece un término como factor comuin de 1 mas un

coeficiente por el factor de cortante. El término inicial es, en todos los casos, la flecha

determinada segun la teoria de Navier-Bernoulli.

En cuanto al factor de cortante (av), en las expresiones 1 de la flecha, es el que se obtiene

directamente, el determinado a partir de la longitud total de la viga, L en todos los casos de la

figura. Se observa en la tabla que la flecha, por efecto de la deformacién por cortante, se

incrementa entre % y cuatro veces este factor por la flecha de Navier-Bernoulli.

En las expresiones 2 de la flecha se utiliza un factor de cortante modificado (a#), calculado a

partir de una longitud equivalente de la viga, AL, donde S es el mismo factor que se utiliza para

determinar la longitud equivalente a efectos de pandeo (2 para una ménsula, 0,5 para la viga

biempotrada...). Se comprueba en la tabla que la parte de la flecha debida al cortante es el
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producto de un coeficiente en torno a 1 (entre 0,8 y 1,33 en los casos estudiados) por este
factor de cortante modificado y por la flecha de la teoria de Navier.

Estos resultados explican por qué decimos que el factor de cortante cuantifica la influencia de
la deformacidn por cortante en los desplazamientos de flexidn.
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Ejercicio n2 2

Se trata de desarrollar un elemento finito de barra para estudiar el problema de flexién en el
plano XY de una viga de Timoshenko, basado en interpolar las flechas y los giros mediante dos
familias de polinomios lagrangianos: una de polinomios cuadraticos para la flecha y otra de
polinomios lineales para el giro. Esto implica que los parametros nodales seran las flechas de
los dos extremos y del centro del elemento, y los giros de los dos extremos.

Se pide:

1) Obtener la matriz de rigidez del elemento.

2) Estimar si el elemento presenta bloqueo, analizando si la parte de la matriz de rigidez
procedente del cortante es singular en una viga isostatica modelizada con un solo
elemento. Si se concluye que presenta bloqueo, recurrir a la integracion reducida para
intentar resolverlo y estimar de la misma manera que antes si se ha resuelto el
problema.

3) Eliminar de la formulacidn la flecha del nodo central por condensacién estatica.

4) Repetir el andlisis del tercer apartado del ejercicio 1 con el elemento desarrollado, una
vez condensado, para comprobar que, efectivamente, el elemento finalmente
obtenido no presenta bloqueo y comprobar cémo se comporta dicho elemento en la
practica.

Resolucion
1) Obtencidn de la matriz de rigidez
Coordenada normalizada

Y 7
><C >i g

L/2 L/2 1 1

Figura 18: definicion coordenada normalizada

El cambio de variable entre la coordenada original X y la coordenada normalizada ¢ es el
habitual:

x-L/, 2 L dé 2
R e s T
/2
de donde
dX = Ld
= > f
Los nodos extremos se numerancomo 1 (X; =0; & = —-1)y2 (X, = L; & = 1); el nodo

central serd el 3 (X3 = L/2; &3 = 0).

Interpolacién de los desplazamientos

Recordemos que el enunciado establece que la flecha debe interpolarse usando polinomios de
Lagrange cuadraticos y el giro con polinomios de Lagrange lineales. Asi pues, la interpolacion
resultara
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(V1)

9Z,1
V2 o d= N($)a,

{9(5) } _ [N{’(f) 0 NG 0 Né’(f)]
]
U3

6, [ o N©® o N@© o

donde
1 1
NP @) =—560-8) , M@=550+0 , ME@=1-¢

0 1 0 1
N@D=50-8 , N@)=50+%)

La obtencién de las expresiones de los polinomios de Lagrange puede llevarse a cabo
recordando que una funcién lineal que se anula en el punto de abscisa §; puede escribirse
como y = k(§; — £), y una funcién cuadratica que se anula en &; y ¢; puede expresarse como

y=k(§ — f)(fj — f); en cada caso la constante k permite imponer el valor 1 en otro punto.
Las figuras 2 y 3 muestran la representacién grafica de las funciones de forma. También
podrian haberse determinado a partir de la formula general, como figura en el Anexo 1, al final
del ejercicio.
10
0.8
0.6
0.4

02

43\70‘5 05 7.0

Figura 19: funciones de forma NY(§) (azul), N5(£) (rojo) y N5(§) (verde)

-10 ~05 05 10
Figura 20: funciones de forma N (&) (azul) y N§ (&) (rojo)

Asi pues, la expresion explicita de la matriz de funciones de forma es:
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! 1 0 ! 1 0 1-¢2
—561-9) S+ -¢

N = ) )
0 5(1—5) 0 E(1+§) 0
Matriz de deformacion
d
(Far GOy ax {?Oﬂ .
220 d (18,00
ax
2 d 1] {6771\
_|p@E I[N{’(f) 0 M©® 0 N;’ca] %
|, 24 J 0o N©O 0o MO 0 |,
Ldg tvgJ
2dNP(E) o 2dNF(E) ., 2dNF(©)]( V1)
[T Mo T MO g UUML
B 24N (§) 2dNJ (§) 0,
O i & 0 JU;ZJ
B() Ta

Para escribir las derivadas respecto de X en funcidn de derivadas respecto de & se ha recurrido
a la regla de la cadena y la expresidn de &en funcidn de X hallada mas arriba.

d _ddf 2d
dX d&dxX Ld¢

Como
any(¢) 1 any() 1 dng () _
df __5(1_25) ” df _E(1+2§) ” df - 25
any(@) _ 1 dNZ() 1
e~ 2 e~ 2

La matriz de deformaciones, finalmente, resulta:

—1(1—25) —1(1—5) l(1+25) —1(1+€) —if
_| L 2 L 2 L
L L

Matriz constitutiva

oot =10 e llion) = o-oe

Matriz de rigidez
! L

L
— T — T _
K_fOB (X)DB(X)dX—le (©)DB() 5 d¢

Evaluaciéon del producto matricial que aparece en el integrando:
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BT(E) D B($)

GAyy

L2

1(1
2

1-48%)
HA+29)

——(1—25) 0]
. 1
_E( -§) I 14
11 [GAVY o]
1(1+ ) 1 0
1+ 7
4 0
_zf ]
rGA GA
-2 -9 -29)
GA
4VY _5)2_’_7
sim.

! 1+2 1(1+ ) 4
-8 7« O —;Q+8 1< _
0 1
L
44
g(l‘f'f)(l—zf) ZGA
El
—a--— ”5(1 £
Gi” 1+ + % Awf(l +6)
16GA
LZVYS(Z

Obtencién de la matriz de rigidez. Presentamos, como ejemplo, la determinacién del elemento

Ki1.

K11=J - Vy(l_zf)z df—
-1

GAyy

2L

2L

[<1—z+§>—<11—z

1

|44 2 4 3
e I
-1
4)] _ GAyy 14 _ 7GAyy
3/ 2L 3 3L

Evaluando del mismo las 15 integrales que aparecen se llegaria a

K= GAvyL

12
L | ay

siendo ay el factor de cortante segun el eje Y, dado por ay =

7
3L?

sim.

8 -
3L?
2

3L
8

3L?

2
3L
16

El 1 0 -1 0
+| - 0 0 0
[ 1 oJ

sim. 0

0 0 0 0 O

|[.. 1 0 -1 0]|
+| . 0 0 o|
1 0
lsim. 0J

12EI,
GAyylL?’
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Hoy, esta forma de proceder no tiene sentido. Si se pretendiera plantear un ejercicio de
obtencién de la matriz de rigidez para desarrollarlo a mano, en la pizarra o en clase, sélo se
pedirian una o dos de sus componentes. Si se hubiera pretendido calcular la matriz completa,
procederia recurrir a un entorno matematico (Mathematica, Mathcad, Derive, Maple, etc.)
que facilitara la evaluacién de los productos matriciales, las integrales, etc.

Para ilustrar estas posibilidades, supongamos primero que se nos ha pedido calcular el
elemento Ki; de la matriz de rigidez. La evaluacién del producto matricial que aparece en el
integrando de K podria simplificarse omitiendo todos los términos que no son necesarios para
hallar este elemento de la matriz:

|--a-20 o
I (--- P | GAyy ——(1 -8
FODBO = [ EIZ] _
l e ... e e Y

|
o~

(1 —28) o o ]

T

y a continuacion hallar Ki;; como

GA
K12=f_1 a2z =T

GAVY 5GAyy

6

f-agt —53]_1 ==

Por el contrario, si pretendiéramos calcular toda la matriz podriamos hacerlo, por ejemplo,
usando el programa en Mathematica que se muestra en la figura 16. Para separar la parte
asociada al cortante, Ky, de la debida al flector, Ku, basta observar que forman parte de la
primera todos los términos que contienen la rigidez Gav en la primera solucion obtenida, o
dependen de « en la segunda, y forman parte de Kv los que contienen la rigidez El en la
primera solucién o no dependen de a en la segunda.
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Determinacion de la matriz de rigidez

Definicién de las funciones de forma y de sus derivadas

Nvil[x ] i=-x#(1-x)/2
Nw2[x ] i=x#*(l+x)/2
Nv3[x ]:i=1-x"2

Ngl[x ] :=(1-x)/2
Ng2[x ] :=(1+x)/2
DNwl[x ] :=-(1-2%x)/2
DNvZ[x ] :i=(1+2+x)/2
DNv3[x ] :=-2%x
DNgl[x ] :=-1/2
DNg2[x ] :=1/2

Definicién de la matriz de deformaciones B(x)

_ (DNvi[x]*2/L -Ngl[x] DNv2[x]*2/L

. -Ng2[x]
Blx_] := ) DNgl[x]*2/L )

DNg2[x]+2/L

Determinacion de la matriz de rigidez del elemento

1
GAV @
K= (Tr‘anspose[B[x]].( ).B[x])*Lf'Ed]x;
o e EI
MatrixForm[K]

P 5aay {vﬁ ﬂ _ BGAV
3L b 3L ] 3L
5Gav E _(JAWL _hﬁ _E. . Gav L _2{1.\1‘.'

B L 3 B L B 3
{vﬂ -~ ﬂ 7y _ S GAV _ BGAV
3L ] 3L L] 3L
{ﬂ _E. n Gav L _b{ﬂ‘a‘ E _{ﬂ‘a‘L 2GaY
B L B B L 3 3
BGay 200V Bhay 2G4V 1bGav

[s Vs s sl T T
Cambio de vaniable para expresar la matriz de rigidez en funcionde El, Ly o

Ko = Simplify[K /. GAV - {12+EI/ (a*L"~2)}];

MatrixForm[Ka]

DNv3[x]*2/L
]

., ZEEL WEL | ;OAEL 2EL _ 3ZEI
P P EP P Ga !
WEL EL (4-a} 1 2EL _El{-2:q BEL |
P Le | o ! Lo ' 2ol
4 EL _2EL JBEL | _I8EI 32EL |
P P EP 2o ! Ga !
2EL _EL{-Z:a _I8EL EL (4=} | BEL |
EFN La ' P Lee | ol
52EL BEL | 32EL BEL | B4 EL |

- 1 | == | == |
Ba L2 | Ba | tia ! Ba ]
Figura 21

2) Prevision del bloqueo

Como es bien sabido, se puede producir bloqueo si la parte de la matriz de rigidez debida al
cortante, Ky, se transforma en una matriz regular al imponerle una sustentacion isostatica. El
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resultado es independiente de la sustentacidn isostatica escogida; para ponerlo de manifiesto,
haremos la comprobacidn dos veces, con dos de estas formas de apoyo diferentes.

a) Viga articulada-articulada

Las condiciones de contorno cinematicas son:
171 = 172 = 0

y afectan a los grados de libertad 12 y 32. Para obtener la matriz de rigidez reducida, resultado
de imponer estas condiciones de contorno, se eliminan las filas y columnas 12 y 32 de Ky,:

1 1 2
3 6 3L
Ky rea = GAyyL % % %
2 2 16
3L 3L 312
16 2 4 4 4

K = (GA L3[ -2 - - - =0
[y rea| = (GAvrL)’ 5775 2712 2712 2712 2712

b) Viga empotrada-libre

)
\

Las condiciones de contorno cinematicas ahora son:
171 == 62’1 = 0

y afectan a los grados de libertad 12 y 22, por lo que habra que eliminar las filas y columnas 12

y 22 de Ky, para imponerlas:

7 5 8 1
312 6L 32
Ky req = GAyyL —% -
8 2 16
312 3L 312
112 40 64 100 28

0

K = (GA L3[— 2% - - - =
[Kv.real = (GAvyL) A T I 27 271R

Como en ambos casos la matriz de rigidez reducida es singular, es de prever que no se
producird bloqueo. Si realizdramos la comprobacidn para otras condiciones de sustentacion
isostaticas, obtendriamos el mismo resultado.

Otra forma de verificar si el elemento es susceptible de sufrir bloqueo por cortante es verificar
el rango de la matriz de cortante K. La matriz completa es de NGDLxNGDL, siendo NDGL el
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numero de grados de libertad del elemento finito, y esta siempre es singular. Una vez
sustituidas unas condiciones de contorno isostaticas, la matriz reducida Ky 14 pasard a ser de
(NGDL-NCI)x(NGDL-NCI), donde NCI es el nimero de condiciones a imponer para definir una
sustentacidn isostatica. En consecuencia, si el rango de Ky es (NGDL-NCI), la matriz reducida
por unas u otras condiciones de sustentacién isostatica sera regular, y si es menor que
(NGDL-NCI) sera singular®. Asi pues, usando las instrucciones de un entorno matematico para
determinar el rango de la matriz se comprueba facilmente si es susceptible de sufrir bloqueo.

La figura 17 muestra esta comprobacion realizada con Mathematica. La primera instruccion
determina la matriz K, simplemente anulando los términos que dependen de El; en K, la
segunda imprime el resultado y la tercera determina el rango de la matriz y lo imprime. En
nuestro caso (NGDL-NC/) = 5-2 =3.

Prevision del boqueo

Determinacién de la parte de la matriz de rigidez correspondiente al cortante

KV = simplify[K /. EI » @];

Print["KV = ", MatrixForm[KV]]
Print["Rango de la matriz = ", MatrixRank[KV]]
76AV 5 GAV GAV GAV  BGAV
3L 6 3L 6 3L
SGAV  GAVL  GAV  GAVL  2GAV
6 3 6 6 3
Ko - GAV GAV  7GAV  5GAV  BGAV
- 3L 6 3L 6 3L
GAV GAV L _ 3 GAV GAV L 2GAV

6
8 GAV 2GAV 8 GAV 26AV 16 GAV

3L 3 3L 3 3L

Rango de la matriz = 2

Asi pues, como el rango la parte de la matriz de rigidez debida al cortante es menor que 3, el elemento no

presentara bloqueo.

Figura 22

3) Condensacién estdtica

Para eliminar el grado de libertad correspondiente a la flecha del nodo central se aplica a la
matriz de rigidez completa el procedimiento de condensacion estdtica. Teniendo en cuenta
que dicho g.d.l. es el 52 en el vector de parametros nodales, los grados de libertad a conservar
son dellos cuatro primeros y el que procede eliminar es el 52.

La expresion que determina la matriz de rigidez condensada es:

. -1
K" =K —Keg [KEE] Kgc

8 En el primer ejercicio del capitulo 5 se justifica este procedimiento, que aqui sélo se describe.
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(7GAyy 5GAyy GAyy GAyy
3L 6 3L 6
Ko = 6 3 L 6 6 L
cc GAyy GAyy 7GAyy 5GAyy
3L 6 3L 6
6 6 6 3 L
ot _ [ 8GAyy 2GAyy 8GAyy 2GAyy
Kvpe =Kver ===~ ——3— ~—31 3
16GAyy
K =
V.EE [ 3L ]
Operando se obtiene:
[ GAVY GAVY GAVY GAVY
L 2 L 2
GAyy GAVYL+EIZ GAyy GAyyL El,
Ki = 2 4 L 2 4 L
|4 GAyy GAyy GAyy GAyy
L 2 L 2
2 4 L 2 4 L

Observe que, casualmente, la matriz de rigidez condensada obtenida al eliminar la flecha del
nodo central es la misma que se obtuvo en las clases de teoria al plantear el elemento
lagrangiano de 2 nodos con interpolacién lineal de la flecha y del giro, utilizando integracién
reducida para calcular Ky,.

NOTA. Si realizdramos la misma prueba que antes para estimar si puede haber bloqueo, pero
en este caso sobre la matriz de rigidez condensada, se obtendria el mismo resultado.

Aunque el procedimiento es facil de aplicar operando a mano, porque la matriz a invertir es de
1x1, el recurso a un entorno matematico facilita mucho el trabajo. La figura 18 muestra la
condensacion realizada usando Mathematica.
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Condensacion estatica

in208;= Kec=Drop[K, -1, -1]; (#Esta instruccidén elimina la dltima fila y la ultima columnas)
Kce =Drop[K, -1, 4]; (+#Esta instruccidn elimina la dltima fila y las cuatro primeras columnass)
Kec =Drop[K, 4, -1];
Kee =Drop K, 4, 4];

Kcond = Simplify [Kcc - Kce.Inverse [Kee] .Kec];

Print["Kecc = ", MatrixForm[Kcc]]
Print["Kce = ", MatrixForm[Kce]]
Print["Kec = ", MatrixForm[Kec]]
Print["Kee = ", MatrixForm[Kee]]
Print["Kecond = ", MatrixForm[Kcond] ]
[ 7EAV 5GAV [ GAV
3L 3 3L 3
5GAV  EL _ GAVL GAV EI  GAVL
Kee & L 3 3 L 3
Gav GAv 7 GAV 5 GAV
3L & 3L 3
Gav EI  GAVL  5GAV  EI | GAVL
6 L & & L 3
BGAV |
3L
26aV
3
Kce B GAV
T
26AV
. )
p [ BEAV  2GAV  BGAV  2GAV |
ec |\ ——— - —
T 3 3L R
[ 1EGAV |
Kee | |
- T
. EAv cay [ Gav .
L 2 L 2
GAV  EI | GAVL GAV  EI | @AVl
2 L 2 2 L 2
Kcond GAY GAV GAV GAV
L 2 L 2
GAV EI  GAVL  GAV EI  GAVL
2 L 4 2 L 4

Figura 23

4) Comportamiento del elemento

Se ha comprobado que la matriz de rigidez condensada obtenida en el apartado anterior
coincide con la matriz de rigidez del elemento lagrangiano de 2 nodos con interpolacién lineal
de flechay giro, una vez eliminado el bloqueo que presentaba utilizando integracidn reducida
selectiva, que se desarrollé en las clases de teoria y se ha estudiado en el ejercicio 1. Asi pues,
no es necesario repetir los calculos; se obtendran los mismos resultados que en dicho ejercicio.
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Anexo 1: Determinacion de las funciones de forma
La expresion general del polinomio de Lagrange de n puntos que vale 1 en el punto de abscisa
¢ es:

TE-§
1188

J#i

LEE) =

Dicho polinomio es de grado (n — 1). Recordemos que hemos convenido en identificar a los
nodos extremos de la piezacomo 1 (X; =0; & = —-1)y2 (X, = L; & = 1), y al nodo central
(X3 =L/2; &3 = 0) como 3.

Las funciones de forma para la interpolacién de la flecha son:

E-8)E-&)  (G-DE-0 1
G- &) (1Dl 209

E-¢)E—-&) [E—-(=DIE-0) 1
&G -&)E-&) [M-(CDJa-0) 23((1 +$)

o G-E)E-8)  E-(DIE-D
N =L = G e -Dlo-D ¢

y las funciones de forma para la interpolacién del giro:

NP(©) = L3() =

N7 (§) = L3() =

— -1 1
Nf(f)=/:%(f)=§l_if2 =i_1=§(1—€)

- -(-1 1
M) = L5 = SR =sa
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Anexo 2: Aclaracién sobre el proceso de condensacion estdtica
Dado que se ha obtenido la matriz de rigidez expresando por separado la parte debida al

flector y la parte debida al cortante, como
K = KF + KV (A)

podriamos pensar que la condensacién estatica también se puede realizar operando, por
separado, con las matrices Kr y Ky. En general, esto no es correcto; es valido en algunos casos
particulares, pero no es un resultado general. Pasamos a justificar esta afirmacién.

Se trata, pues, de condensar una matriz de rigidez que estad expresada de la forma (A). Para
ello, en primer lugar, se subdivide en las matrices Kcc, Kce, Kec ¥ Kee, del modo siguiente

Kee = Kree + Ky e
Kce = Krce + Ky ce (8)
Kec = Kree + Ky ge
Kee = Kree + Ky g

y, a continuacion, se sustituyen estas relaciones en la expresién de la matriz de rigidez
condensada

-1
K*=K¢c - KCE[KEE] Kgc (C)

obteniendo

K* = [KF,CC + Kv,cc] - [KF,CE + KV,CE][KF,EE + KV,EE]_l[KF,EC + KV,EC] =
= [KF,CC] - [KF,CE][KF,EE + KV,EE]_l[KF,EC] + [KV,CC] - [KV,CE][KF,EE + KV,EE]_l[KV,EC] - (D)
~[Kr.co] [Krpr + Kupe] [Kvpe] = [Kv,cel[Keee + Kyge] [Kesc)

La obtencién de la inversa de la suma de dos matrices no es una cuestién baladi® (aunque en
nuestro caso se simplificaria porque las matrices Keee y Kvee constan de un solo elemento vy,
ademas, Keee = 0). Por ahora, por mor de generalidad, vamos a seguir el razonamiento

. -1 . . ; ;
suponiendo tan solo que [KF‘EE + KV’EE] existe, ya que, si no fuera asi, no podria llevarse a
cabo la condensacién.

Recordemos que si A es una matriz nula,

A=0

— {AB =0 (E)

CA=0

donde B y C son matrices cualesquiera con la Unica restriccion de que el numero de filas y
columnas de cada una permita llevar a cabo los productos matriciales indicados.

% Puede consultarse en

1) <https://www.i-ciencias.com/pregunta/5081/inversa-de-la-suma-de-matrices> [consulta 26/05/2020]

2) MILLER, K.S. (1981), On the Inverse of the Sum of Matrices, Mathematics Magazine, Vol. 54, No. 2 (Mar., 1981), pp.
67-72
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Si Krce = 0y Keec = 0, como ocurre en nuestro caso, teniendo en cuenta (E),

K" = [KF,CC] _j_.uﬁ]-[-lf-nn | ::V,EE]_1 lKF,;] + [KV,CC] - [KV,CE][KF,EE + KV,EE]_l[KV,EC] -
1] B L1 —
_L_E.ﬁi'-lp{-nsf =7 EE] | Kvc) _M’TEB =RV EE | [KF,ECJ (F)

= [KF,CC] + [KV,CC] - [KV,CE][KF,EE + KV,EE]_l[KV,EC]

Si en lugar de Kece ¥ Keec hubieran sido Kyce Kvec las matrices nulas hubiéramos llegado a un
resultado similar, simplemente intercambiando las Fy V de los subindices.

Por ultimo, si como ocurre en nuestro problema Keee =0,

K* = [Kpcc] + [Kycc] = [Kyce] [KV,EE]_l[KV,EC]
Kp ky

gue muestra como en un caso como el nuestro seria posible la condensacién por separado de
KF Yy Kv.

En conclusion, sélo es posible condensar por separado las dos matrices parciales si Kece =0,
Krec =0y Kree = 0, 0, alternativamente, Ky,ce =0, Kvec =0y Kyee = 0.

Como recomendacidn final, para condensar una matriz de la forma K = K + K}, se sugiere
operar a partir de la matriz K completa y, una vez terminado el proceso, separarla como

__EI

K* = =Ky + GAy LK},
L T/
Ky v
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Capitulo 5:
Caracteristicas de los elementos finitos
de placa explicadas con ejemplos 1D

Estando dedicadas al tratamiento de las placas por el método de los elementos finitos tanto las
Ultimas lecciones del curso como las ultimas practicas informaticas del mismo, puede
sorprender que los ejercicios de este ultimo capitulo traten sobre elementos finitos de viga y
no de placa. Por ello es conveniente empezar explicando cuales son sus objetivos y como se
pretende alcanzarlos.

La finalidad del capitulo es mostrar ejemplos sencillos que permitan comprender qué es un
elemento finito con deformacién por cortante impuesta y que es un elemento discreto de
Kirchhoff. La busqueda de la sencillez es la que ha llevado a elegir presentar estas ideas sobre
elementos de viga, con un nimero de grados de libertad mucho menor que en elementos de
placa, para evitar que los arboles no nos dejen ver el bosque, que la enorme cantidad de
parametros a manejar en el caso de la placa nos impida seguir el hilo del razonamiento, que es
sencillo.

Por este mismo motivo, centrarnos en el hilo del razonamiento y no perdernos por causa del
enorme volumen de operaciones que supondria el desarrollo a mano de los calculos que se
van a presentar, se ha escogido desarrollarlos con el programa Mathematica, con el cudl los
productos de matrices implicados en el integrando de la matriz de rigidez o en la condensacion
estatica, la integracion de la matriz de rigidez, la obtencion del determinante de la parte de la
matriz de rigidez debida al cortante para averiguar si es previsible el bloqueo, etc. suponen una
linea de programa en cada caso. En el siglo XXI usar las herramientas del siglo XXI es la opcidn
I6gica; lo que no tendria sentido seria cefirse a las del XIX.

Asi pues, en resumen, en esta practica de aula pretendemos:

1) Plantear la obtencidon del elemento finito de viga de Timoshenko utilizando como
funciones de forma polinomios lagrangianos de tres puntos, es decir, polinomios
cuadraticos con grados de libertad en un punto intermedio, que finalmente
eliminaremos por condensacion estatica. El objetivo de este primer ejercicio es doble:
determinar una soluciéon de referencia para ver cémo influyen las modificaciones
posteriores y establecer la programacion en Mathematica que permite obtener y
condensar la matriz de rigidez.

2) Modificar el elemento anterior imponiendo un campo de deformaciones por cortante
predeterminado, que nos permita comprender los pasos fundamentales del proceso
de determinaciéon de un elemento finito de placa con deformacidon por cortante
impuesta.

3) Modificar el elemento obtenido en el punto 1 imponiendo que la distorsidn angular
sea nula en ciertos puntos, mostrando asi los pasos mas relevantes de la forma de
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operar en la definicién de un elemento finito discreto de Kirchhoff para la flexién de
placas.

4) Comparar los resultados obtenidos en los pasos anteriores para comprobar el efecto
de las transformaciones realizadas.

Como alternativa al texto que sigue, la explicacion de estos ejercicios puede encontrarse,

grabada en video, en https://media.upv.es/#/portal/channel/33fba690-d2b0-11ec-aed7-
c3851556410a.
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Ejercicion?1

&

T

Determinar la matriz de rigidez de un elemento finito unidimensional previsto para estudiar
vigas aplicando la teoria de Timoshenko, basado en usar como funciones de interpolacion los
polinomios del Lagrange cuadraticos (o de 3 puntos), eliminando los grados de libertad
internos por condensacidn estatica. Las funciones de interpolacidn citadas son:

Ni(§) = =281 - )
Ny (§) =561+ 9)
N3(§)=1- 52

donde &es la coordenada normalizada que utilizamos habitualmente.

La viga tiene longitud L, rigidez a flexidon El y rigidez a cortante GAy. La figura muestra la
numeracion de nudos.

Resolucién
1) Interpolacion de los desplazamientos

{{i(f)}_[lvl(f) 0 N(O) 0 N(§) 0 ] vy
0()

- 0 N1(f) 0 N, (&) 0 N3(&) |

o)

2) Determinacion de las deformaciones aproximadas

(V1
Ed_ _1] 91|
{?}zlLdf I[Nl(f) 0 N 0 Ny 0 ] Jv2l _
01, 24 J 0 N 0 N 0 N(®I)O2
Ldé V3
03
v
[2dN, 2dN, N 2dN; v ] |( gi\l
T A T A T k2
‘l 0 2dN, 0 2dN, 2dNs |62
L d§ L d& L df | Zs
3
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{ } {A}

4) Obtencién de la matriz de rigidez

K= fLBT(X) DB(X) dX = J
0

1 L
BT(§) DB(S) 5 d§
1

Con todo esto, ya tenemos la informacidn necesaria para programar en Mathematica la
obtencién de esta matriz. La figura 1 muestra tanto la implementacidn de este proceso como
su resultado, y pone de manifiesto la sencillez de la programacién. Sélo ha hecho falta
determinar las derivadas de las funciones de forma y programar las expresiones anteriores.

Definicidn de las funciones de forma y de sus derivadas

N1[x ] :=-x#%(1-x)/2
NZ[x ] t=x%(1+x) /2
N3[x ] t=1-x"2

DN1[x ] :=-(1-2%x) /2
DN2[x_] := (L+2*x) /2
DN3[x_] 1= -2%x

Definicién de la matriz de deformaciones B(x)

B __ {DNI[x]+2/L -N1[x] DN2[x] #2/L -N2[x] DN3[x] *#2/L -N3[x]
D] "( e DN1[x] *2/L e DN2[x]+2/L e DN3[x]t2,fL)

Determinacién de la matriz de rigidez del elemento

1 GAV @ .
|<=J:1(Tr-anspose[3[x]].( ).B[x])ufzd]x,

e EI
MatrixForm[K]
76a0 Gav G _ G _BGa 1640 |
3L 2 ER 6 3L 3
Gav 7EL | 2GAVL G EH _GwlL _ 26w _2EL | GWL
2 3L 15 & E L) 3 E 15
cav Gav 7GAV _ G _geav _2cav
ER 3 L 2 3L 3
_ G E1 _GaL _GW  7E , 2GAVL  2GA BET | GAVL
g IL EC) 2 IL 15 3 E 15
_ 8GAV _26av _8GAv 2GAV 16 GAV e
L 3 3L 3 EX
216G 2EI |, GAML_ 2GW  2FET |, GAWVL 16EL |, 2GavL
3 L 15 3 ER 15 3L 15/
Figura 24

Asi pues, la matriz de rigidez del elemento es
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7 GAV

s

sav

_ sy

_BGAV

3L 2 3L & 3L
G 7EI 26l @V EI _ GAVL 26 _SEI _ GAVL
2 3L 15 B 3L 38 3L 15
Gav cav 7 6av _ s _sew 26
3L 1 3L 2 3L 3
_GW  EI | GAVL  _GAV  7EI  2GAVL 2GAV _BEI _ GAVL
3 3L Je 2 3L 15 3 3L 15
_Beav 26w _sGAV 268 16 Gav
3L 3 3L 3 L
26 _BEI _ GAVL _ 26 _BEI _GWL o  16EI _ BEAVL
3 L 15 3 L 15 3L 15 /

De acuerdo con el enunciado, falta condensar los grados internos, correspondientes a las dos
Ultimas filas y dos ultimas columnas de la matriz anterior. No obstante, antes de abordar tal
proceso, comprobaremos que no es previsible que este elemento finito presente bloqueo.

5) Prevision de la posibilidad de bloqueo
El elemento finito sera susceptible de sufrir bloqueo si la parte de la matriz de rigidez que

deriva de la deformacién por cortante define una matriz regular una vez se hayan sustituido en
ella unas condiciones de contorno isostaticas. Separar las partes de K derivadas de la flexion y
del cortante en la expresidon anterior es trivial; las primeras incluyen el término El y las
segundas GAy. En Mathematica, salvo que lo hagamos a mano borrando términos uno a uno,
no es tan inmediato. Sin embargo, dandonos cuenta de que la parte debida al cortante se
obtiene de la expresién anterior haciendo E/=0, encontramos dos modos faciles de determinar
esta matriz Kq en el programa: volviendo a evaluar la integral pero considerando E/=0 en el
integrando o diciéndole al programa que sustituya E/=0 en la matriz resultado (con la
instruccion /. que volverd a aparecer mas adelante). Hemos escogido el primer método.

Una vez determinada la matriz Kq le impondremos las condiciones de contorno
correspondientes a una viga en voladizo (mediante la instruccidn Drop que permite eliminar
filas y columnas) y calcularemos el determinante de la matriz de rigidez reducida, Kqr. La
figura 2 muestra este proceso®. Como el determinante de la matriz de rigidez reducida es
cero, no es previsible que la viga presente bloqueo por cortante.

Dado que hay otras posibles isostatizaciones de la viga modelada mediante un Unico elemento,
cabria pensar que es necesario comprobar todas las restantes para asegurarnos de que Kqr €s
singular en todos los casos. Afortunadamente, no es necesario. El producto de la matriz de
rigidez por el vector de parametros nodales proporciona un vector de fuerzas generalizadas
aplicadas en los nodos, que deben satisfacer las ecuaciones de equilibrio, ya que la relacion de
rigidez del elemento deriva de la condicion de equilibrio del mismo formulada por trabajos
virtuales. Asi pues, si el elemento tiene N grados de libertad (y por lo tanto su matriz de rigidez
es de NxN) y en el tipo de problema planteado se requiere coartar C g.d.l. para proporcionar
una sustentacidn isostéticall, entre las filas de la matriz de rigidez existen C relaciones lineales,
determinadas por las C ecuaciones que permiten calcular las reacciones en los grados de
libertad coartados. La matriz Kqg, resultado de haber sustituido en la parte de la matriz de
rigidez debida al cortante unas condiciones de contorno isostaticas, es de (N-C)x(N-C); si para

10 En adelante entenderemos que las diferentes figuras que muestren parte de un programa en Mathematica,
dentro de un mismo ejercicio, corresponden al mismo programa y se presentan en el mismo orden en que aparecen
en él.

11 cvale 2 para el problema de flexién sin extensién en un plano (XY o X2), 3 para el problema de pértico plano o el
de emparrillado plano y 6 para el de estructura espacial.
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esas condiciones su determinante es nulo, es que entre esas (N-C) relaciones al menos una es
combinacidn lineal de las restantes. Eso quiere decir que entre las filas de la matriz Kq inicial
existen, al menos, C+1 que pueden escribirse como combinacion lineal del resto de ellas; por lo
tanto, si eliminamos las C correspondientes a otra sustentacion isostatica, entre las restantes
seguira existiendo, al menos, una relacidn lineal, y por lo tanto la matriz Kqgr correspondiente a
esta segunda isostatizacion también serd singular. En nuestro caso, N=6, C=2 y la matriz Kqr
correspondiente a las condiciones de contorno de voladizo es de 4x4. Si el determinante de
esta Ultima matriz es nulo, quiere decir que entre las seis filas de la Kq inicial existen, al menos,
3 relaciones lineales. Si eliminamos 2 filas de esta ultima matriz por aplicacién de otras
condiciones de contorno (y con ellas las dos relaciones lineales asociadas a las ecuaciones de
equilibrio que permiten calcularlas), aun queda, al menos, una relacién lineal entre las filas,
por lo que la matriz asi generada también serd singular. Con ello queda justificado que basta
comprobar una isostatizacién para averiguar si es previsible el bloqueo del elemento finito.

Determinacién de la parte de la matriz de rigidez correspondiente al cortante

1 GAV @
KV = Transpose[B[x]]. Bx]| L/ 2dx;
1 e e
MatrixForm[KV]
7 GAV GAV GAV _GAV _ BGAV  2GAV o
3L 2 3L & 3L 3
GAV 2GAVL GAV  _ GAVL  2GAV  GAVL
2 15 & EL] 3 15
GAV GAV 7EAV  GAV  BGAV  26GAV
3L & 3L 2 3L 3
_GAV  _GAVL  _ GAV  2GAVL  2GAV GAV L
13 L 2 15 3 15
_ B GAV _ 2GAV _ 8 Gav 2 GAav 16 GAV o)
ER E] IL 3 3L
2 GAav GAV L _ 2 GAav GAV L o) BGAVL
3 15 El 15 15/

Sustitucién de las condiciones de contorno de viga en voladizo y calculo del determinante

(#La primera instruccidn elimina las dos primeras filas y las dos primeras columnas de KVs)
KVreduc = Drop [KV, 2, 2];

Print["Viga en voladizo"]
Print["KVreduc = ", MatrixForm[KVreduc]]

Print["Determinante = ", Det[KVreduc]]

Viga en voladizo

¢ rea GV _BGAav 3GV,
3L 2 3L E]
GAV2GavL 26y GAVL
2
KVreduc 1 GaY &f JE?’:A‘." 165
3L 3 3L
2GAV GAVL o BGAVL
3 15 15

Determinante 5]

Figura 25

El razonamiento anterior implica que si entre las filas de Kq existen (N-C) linealmente
independientes el elemento presentara bloqueo, pero que si el nimero de filas linealmente
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independientes es de N-C-1 o menor no lo presentard. En Algebra, a ese nimero de filas
linealmente independientes se le denomina rango de la matriz. Por lo tanto, un elemento serd
susceptible de bloqueo si el rango de la matriz Kq es (N-C) y no lo sera si el rango es menor; por
lo expuesto mas arriba respecto a las condiciones de equilibrio resulta imposible que el rango
sea mayor que (N-C). Esto nos proporciona otra manera de verificar si un elemento es
susceptible de sufrir bloqueo, muy facil si estamos trabajando con Mathematica: la instruccion
MatrixRank[M] que proporciona directamente el rango de la matriz M.

Asi pues, una forma de verificar la susceptibilidad al bloqueo de la matriz de rigidez de nuestro
elemento finito, alternativa a la descrita en la figura 2, es la que se muestra en la figura 3,
donde se comprueba que el rango de Kq es menor que (N-C)=6-2=4, por lo que el elemento no
presentara bloqueo.

Determinacién de la parte de la matriz de rigidez correspondiente al cortante

1
KV:J-
-1

MatrixForm[KV]

GAV @

Transpose[B[x]].( e o

).B[x])*L/2d1x;

[ TGAV AV GAV  GAV  BGAV  2GAV |
3L 2 3L & 3L 3
GV 26AVL GV GWL 26w gavL
2 15 5 T T 15
GAV AV 7GAV _GAV _BGAV 26wV
3L 6 3L T2 3L 3
GAV  GAVL  GAV  2GAVL  2GAV  GAVL

6 se 2 15 3 15
BGAV  2aAv  seAV  26Av 1A
3L 3 3L 3 3L
26 GAVL  2GAV  GAVL o SGAVL
o3 15 3 15 15

MatrixRank [KV]

Figura 26

6) Condensacion estdtica
Se trata de eliminar de la formulacion los dos grados de libertad del nodo 3, que ocupan las

posiciones 5 y 6 en la ordenaciéon de g.d.l. adoptada al principio del ejercicio. Asi pues,
deberemos adoptar la division en submatrices de la matriz de rigidez indicada en la figura 4.

O 00O 00O O
O 00O 00O O

Figura 27
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En ella, los colores identifican las diferentes submatrices. Asi, a Kcc le corresponde fondo
blanco, a Kce azul, a Kec amarillo y a Kee verde. Una vez escritas, la matriz de rigidez condensada
se obtiene mediante

. -1
K" = K¢ — Keg [KEE] K

La definicién de las matrices Kcc, Kce, Kec v Kee s muy facil en Mathematica, recurriendo a la
instruccién Drop, que permite eliminar filas y columnas de una matriz. La figura 5 muestra el
proceso de condensacion de la matriz de rigidez en nuestro caso.

Condensacion estatica

Kcc = Drop[K, -2, -2]; (#Esta instruccidn elimina las dos dltimas filas y las dos Gltimas columnas+)

Kce = Drop[K, -2, 4]; (#Esta instruccidn elimina las dos dltimas filas y las cuatro primeras columnas+)

Kec = Drop[K, 4, -2];

Kee = Drop[K, 4, 4]

Kcond = Simplify[Kcc - Kce.Inverse[Kee].Kec];

Print["Kcc

Print["Kce

Print["Kec

Print["Kee

= ", MatrixForm[Kcc]]

= ", MatrixForm[Kce]]

= ", MatrixForm[Kec]]

= ", MatrixForm[Kee]]

Print["Kcond = ", MatrixForm[Kcond]]
;TG = G =
ET ] aL 5
GV 7EL el S B sl
2 L 15 & a E -]
kee = A A 7 Y
aL ] N 2
_Sw B &L Sy 78 6wl
5 iL = z 3 15
e zaa
ERS 3
_zea _HEl el
3 aL 15
Kce =
_ B A _ 2 GaV
N 3
26 HEl &AL
3 L 15
_ Ee - _ EEE 25
KeC < ET 3 ET 3
- 2EA mEl Gl 2eaw  BEL | GavL
3 TN 15 3 TN 15
15 G 8
El
Kee = "
g 1EL _ sGWL
ET 15
[ aav o8 el L2 Gav |8 e Gay LD Gav | oa el Gay LT Gav | &8 EL Gay LD
58 ET LGy L3 12 |18 E1 e L2 58 EL L) & Gy L3 12 |18 E1 A L2

GAY | &6 EL AV LT 2e8 6174 36 el L2 aav® 12

2o £1% 184 61 G 17 aa® L2 GAY | &8 EL GRV LT

12 |18 £ G L2 2edE1 LI 28 G P 12 |18 ELiGew L2 2¢ |1@El LGy P

Kcond = ~ . ~ N
G | el 1 @A L2 Gav | el ELigaw L2 Gav | g9 e Gay L2 Gav | 9 £ Gav L2

58 E1 L & Gy LD 12 |18 £t G L2 53 E1 L G aay L 12 |18 £1 a2

GAY | &6 EL AV LT 2o e1% ) 36 e L7 e 12 GAY | &8 EL GRV LT ze8 £1% 188 B G LD ame® L2

12 |18 £ G L2 FERREISYRT= T 12 |18 ELiGew L2 2edEL LI 28 G L?

Figura 28
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Por ultimo, para expresar la matriz de rigidez en una forma mas habitual (y mas manejable)
introducimos la definicidn del factor de cortante ay expresamos la rigidez frente al cortante,
GAy, en funcidén de El y a. Se lleva a cabo mediante la instruccién /. de Mathematica, que
permite asignar un valor (incluso de forma simbdlica) a una variable. La figura 6 muestra la
forma de proceder y el resultado, con el que termina el desarrollo de este ejercicio.

Cambio de variables para expresar la matrizen funcion de El, Ly a

Kconda = Simplify[Kcond /. GAV » {12+ EI/ (a+«L"2)}];

Print["Kconda = ", MatrixForm[Kconda]]

;o f 12EI {(1+5a) ( BEL (1+5a) { 12 EI (1+5a) f 6EI (1+5a) | \
f\ L3 (6+5a) | \ 2a (6+5a) | Ii - Lo (6+5a) ,l \ 1?a (6+5a) ,'I
| BEI (1+5a) | { ET (3«21 a+5a2] |
(Gese ) |7 ess )
Keonda = If 12 EI (1+5a) If 6 EI ;l—5‘:x} \ ( 12EI (1+5a) f 6EI (1-5a) ‘.l
| B3aese | | 120 (6:5a) \ 3o (6+5a) | | 12a (6e5a) |
| 6EI (1:5a) EI (3-9a-5a2) | (- 6EL(L5a) | ( EL (3-21a-5a2) |
e e A B T L A B e l
Figura 29
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Ejercicio n2 2

Determinar la matriz de rigidez de un elemento finito unidimensional, de deformacién por
cortante impuesta, previsto para estudiar vigas aplicando la teoria de Timoshenko y basado en
forzar, en el elemento desarrollado en el ejercicio 1, una variacién lineal de la distorsién
angular entre los valores calculado en los extremos del elemento.

NOTA: Los elementos de deformacién por cortante impuesta se introducen para prevenir el
bloqueo (en placas de Reissner-Mindlin). En este ejemplo unidimensional sélo pretendemos
mostrar la forma de operar, ya que el elemento finito de partida no presentaba bloqueo y, por
lo tanto, no resulta necesaria ninguna modificacidn de este tipo.

Resolucion

1) Cdlculos previos
Como primer paso, vamos a separar la matriz de deformaciones B, hallada en el ejercicio 1, en

dos submatrices, Bq que agrupa las deformaciones por cortante y Bs que agrupa las debidas al
flector. Corresponden, respectivamente, a la primera y segunda fila de la matriz B del ejercicio

anterior.
B
_ |Pe
B = BF]
B [2 dN, 2dN, 2 dN; ]
7L aé VoL dE 2 L dé 3
2dN, 2dN, 2 dN;
BF=[0 — 0 —= 0 ——=
L d¢ L d¢ L d¢

Ello permite escribir el integrando de la matriz de rigidez como

GA 0 BQ T T
B"DB = [Bg BF][ oV EI] BF]=GAVBQBQ+E1BFBF

y, por lo tanto, la matriz de rigidez como

1 L 1 L
K= (;Avf (BgBQ)Edf + Elf (BrBp) 5 d§
-1 -1

Kq Kr

Por ahora no hemos hecho nada nuevo. Esta separacidn ya la habiamos llevado a cabo, de otra
manera menos formal, en el ejercicio 1. La figura 7 muestra la implementacién de este
procedimiento en Mathematica.

A continuacidn, y todavia sin entrar en la definicion del elemento finito con deformacion por
cortante impuesta, vamos a analizar la expresion de la distorsidn angular y, que queda definida
por

Y = BQae

141



donde a. es el vector de pardmetros nodales. La figura 8 muestra la obtencién y factorizacion

de yllevada a cabo usando Mathematica, de donde se tiene que

vy, — VU 2v, 4+ 2v, — 4v 0,—06 20, —60,—0
Y(f)={(2L 1_93)+< 1 2 3+ 1 2)§+< 3 1 2

L 2

2

)¢

Determinacion de la matriz de rigidez

Definicién de las funciones de forma y de sus derivadas

Ni[x ] :i=-x%»(1-x)/2
N2[x ] t=x% (L+x)/2
N3[x ] :=1-x"2
DN1[x ] :=-(1-2%x)/2
DN2[x ] :=(1+2%x) /2
DN3[x ] :=-2%x

Definicidén de la matriz de deformaciones B(x)
BF[x ] :=(© DN1[x] *2/L © DN2[x] *x2/L @ DN3[x]*2/L)

Determinacion de la matriz de rigidez del elemento

1
KQ = GAV*J’ (Transpose [BQ[x]].BQ[x]) =L/ 2dx;
-1

1
KF = EI *J (Transpose[BF[x]] .BF[x]) L/ 2dx;
-1

K = KQ + KF;

BQ[x ] := (DNL1[x] *2/L -N1[x] DN2[x] %2 /L -N2[x] DN3[x] »2/L -N3[x])

Figura 30

Analisis de la expresion de y

gamma[x_] :=BQ[x].

Factor[gamma[x]]

2L

Se obtiene a partir de la primera fila de la matriz B(x).
V1,V2, V3, G1, G2, G3 son los parametros nodales.

[ 2G3L+2V1-2V2 -G1LX+G2LX-4VIXx-4V2x+8V3x+6GLLx2+G2Lx2-2G3Lx?+,
1

I}

Figura 31
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Esta Ultima expresion muestra que la distorsidon angular queda determinada por un polinomio
de segundo grado, y que cada uno de sus coeficientes es una combinacién lineal de, al menos,
dos parametros nodales. Como vimos en la diapositiva 32 del tema 12, esto permite que la
distorsidon angular pueda hacerse muy pequefia, incluso anularse, sin necesidad de que lo
hagan todos los parametros nodales, y por ello el elemento no presenta bloqueo, como ya
comprobamos en el ejercicio 1. Si el coeficiente de algin término del polinomio hubiese
dependido de un Unico parametro nodal, para hacer muy pequefia o nula la distorsidn angular
hubiese sido necesario que ese parametro se hiciese muy pequeio o nulo, y las restantes
relaciones hubiesen obligado a que ocurriera lo mismo con otros pardmetros nodales,
originando asi el bloqueo.

La interpolacién de las distorsiones angulares en un elemento con deformacién por cortante
impuesta se escoge de manera que evite este inconveniente, vy fijarla constituye una de las
dificultades del problema. En nuestro ejemplo se elude porque el propio enunciado indica el
tipo de interpolacidon a adoptar; por otra parte, tampoco era necesario definir un elemento
con deformacion por cortante impuesta, dado que el inicial no se bloqueaba.

2) Interpolacion de las distorsiones angulares. Determinacién de la matriz B, modificada

El enunciado indica que se debe adoptar una interpolacién lineal de las distorsiones angulares
entre los valores que adoptan en los extremos del elemento. Recurriendo a los polinomios de
Lagrange lineales para definir la interpolacion, esta puede escribirse como

r=( 50

donde 7y 7 son las distorsiones angulares en los extremos dorsal y frontal, respectivamente.

Como
y(€) = By()a,
entonces
y1=v(=1) =Bo(-Da, y y,=y(1)=By(Da,
luego

y_(l—f 1+§){y1}_ (1—5 1+§) Bo(—1) a

2 2 /W2 2 2 Bo(1) )¢
En consecuencia, la matriz Bo modificada, §Q, que procede utilizar para la determinacion de Kq
es

= _(1—& 1+&\ (Bo(-1)
Bo=(5 T){BQu)}

3) Cdlculo de la parte de la matriz de rigidez debida al cortante
Se determina sustituyendo §Q y en la definicidn de Kq anterior, y resulta
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v L
K, = GAVf (BgBQ)Edf
-1

La obtencidon de Kq usando Mathematica y el valor final de la misma se muestran en la figura 9.

Determinacion de la nueva matriz de rigidez debida al cortante

- s
Determinacion de la matriz B, (matriz B adaptada para tener en cuenta la deformacion por cortante impuesta

. 1-¢ 14§\ [Be(=1)
Recuérdese que By = (TE T{){ l;2;;(1) }

AuxB
La matriz AuxB se ha definido elemento a elemento para eludir las dificultades de evaluacion de expresiones posteriores que se han detectado en
Mathematica intentando definirla a partir de BQ. Por los mismos motivos se ha obviado la definicion de una funcion matricial BBQ[x_]:=NLin[x].AuxB
que determine la matriz BQ_tilde y se ha preferido trabajar con el producto NLin[x].AuxB.

3

AuxE < DN1[-1] *2/L -N1[-1] DN2[-1] *2/L -N2[-1] DN3[-1] *2/L -N3[-1]
uxs = ( DN1[1] »2/L -N1[1] DN2[1]%*2/L -N2[1] DN3[1]%2/L -N3[1] )
NLin[x_] s= ((L-x)/2 (1+x)/2)

Calculo de la parte de la matriz de rigidez debida al cortante, con la nueva interpolacién de las distorsiones angulares

1
KQ = GAV*J' (Transpose [AuxB] .Transpose[NLin[x]] . NLin[x] .AuxB) %L / 2 dx;
-1

MatrixForm[KQ]

( 16V 5GAV GAv GAV GV o
3L 6 3L 6 E
SGAV. GAVL  GAV  GAVL 260 g
6 3 6 3
GAV _GAV TGV 5GAV BGAV g
3L 6 3L 6 E
GAV GAVL SGAV. GAVL 260 g
3 [3 "6 3 3
_BGAV 26AV BGAV  2GAV  16GAV
3L 3 3L 3 3L

e =] (<] (<] (-] (<]

Figura 32

4) Determinacion de la matriz de rigidez y condensacién estdtica
Para obtener la matriz de rigidez total basta con sumar las partes debidas al flector (calculada
al principio) y al cortante (apartado anterior). La figura 10 recoge proceso y resultado.

A continuacién, procede condensar los grados de libertad correspondientes al nodo 3. La
division en partes de la matriz K y el proceso de calculo son idénticos a los desarrollados en el
ejercicio 1, por lo que aqui no se profundiza mds en ellos. De nuevo se muestra proceso y
resultado en una figura, la 11 en este caso. Por ultimo, la figura 12 muestra el cambio de

variable para expresar el resultado en funcién de El y el factor de cortante a. Con esto termina
la resolucion del problema.
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Obtencion de la matriz de rigidez total del elemento finito con deformacién por cortante impuesta (dci)

Recuérdese que KF la hemos obtenido al principio del ejercicio

7a= Kdei = KQ + KF;
MatrixForm[Kdci]

Tew  seaw G Gav Bav g
3L 3 3L [3 T
SeW  JEL | eWL e B GWL 26wV BEI
5 3073 T 6 3L 3 YT
Y aav 76w sav CITVR
3L 6 3L [3 T
GV EL  GAVL  SGA 7ETL  GAVL 260 BEI
6 3L 6 6 R 3 3 3L
BeAV  2ew  _sew 26w eew o
ETE R TS 3 3L
o L o L o  16EI
3L L 3L
Figura 33

Condensacion estética
n477= Keel = Drop[Kdei, -2, <2] 5
Kcel = Drop[Kdci, -2, 4];
Kecl = Drop[Kdci, 4, -2];
Keel = Drop[Kdci, 4, 4];
Kcondl = Simplify[Kcecl - Keel.Inverse[Keel] .Kecl] ;
Print["Kccl = ", MatrixForm[Kccl] ]
Print["Kcel = ", MatrixForm[Kcel] ]
Print["Kecl = ", MatrixForm[Kec1]]
Print["Keel = ", MatrixForm[Keel] ]

Print["Kcondl = ", MatrixForm[Kcondl]]

7 Gav 5 Gy cav Gy
L 6 L 6
sGaV  TED  GAVL  GAV  EL  GAVL
6 3L 3 6 3L 3

Keel = | gy cav 7 Gav 5 Gav
L 6 L 6
G BT GAVL seav  TET  GAVL
6 3L & 6 3L 3
8 GaV
1
1680 BEI

3 L

Kcel = P~
— a
aL
267 BEI
3 L
BOAV  2GAV  BGAV  2GAV
L 3 L 3

Kecl = BEI 8EI
a — a —

L L
16.GAV
— a
1L

Keel = 1651

a
L
Gav Gav Gav Gav
L 2 L 1
GV ET GAVL G T GavL
] L 4 ] L 4
Keondl = cav cav v cav
L 2 L 2
G ET GAVL  GAV  ET  GAVL
2 L a 1L a
Figura 34
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Cambio de variable| para expresar la matrizen funcién de El, Ly a
Kcondla = Simplify[Kcondl /. GAV » {12+ EI/ (a*xL"2)}];

MatrixForm[Kcondla]

(1 12EL ( GEL | i 12ET ( BEL |
= ) - -= | -
Lo2e ! L2e ) \ 2a / L2y
¢ BEI i EL (3+a) f 6EI EI (-3+&)
[ =) [ ——— (-5 ) [-—— )
VLfa v Lo ! L a / v La !
[ 128l [ _BEL [ 128 [ SEL,
Bo !/ Vo2 !/ Ve ) Lo2a )
¢ BEIL f EI (-3+a) i 6EL { EI {3+a)
[T | [ = ———= ) [*T | [ ——=
Vol Lfe La ! Vofe \ La
Figura 35
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Ejercicion? 3

Por analogia a los elementos discretos de Kirchhoff, determinar la matriz de rigidez de un
elemento finito unidimensional, basado en una interpolacion independiente de las flechas y los
giros mediante funciones lagrangianas cuadraticas (eso definiria el elemento desarrollado en el
ejercicio 1, que considera la deformacién por cortante —teoria de Timoshenko—), pero
modificadas de manera que las distorsiones angulares en los puntos de Gauss de la
interpolacion de 2 puntos sean nulas. Con ello pretendemos obtener un elemento finito valido
para calcular vigas mediante la teoria de Navier- Bernoulli. Podriamos llamarle “elemento
discreto de Navier”.

NOTAS:

1) En el elemento desarrollado en el ejercicio n2 1 las distorsiones angulares son cuadraticas, el
trabajo virtual del cortante cuartico y, por lo tanto, la integracion numérica exacta requiere
utilizar 3 puntos de Gauss.

2) El elemento de partida, el estudiado en el ejercicio 1, sélo tienen un nodo interno y, por lo
tanto, solo se puede imponer condiciones que permitan expresar dos parametros nodales (los
correspondientes al nodo interior) en funcidn de los restantes, luego sélo se puede imponer
que la distorsién angular se anule en dos puntos.

3) Si hubiéramos podido anularla en los puntos de Gauss de la integracién exacta resultaria
evidente el valor nulo de la energia de deformacidn por cortante computada. Al no ser asi,
desaparece la seguridad de anularla.

4) Si en lugar de pensar en un Unico elemento nos fijamos en varios, una viga dividida en 5 o en
10 tramos, nos daremos cuenta de como influye en el resultado la anulacién de la distorsidon
angular en varios puntos de cada elemento. En nuestro caso, en una viga dividida en 5
elementos habriamos obligado a que la distorsidn angular se anulase en 10 puntos de la
misma; eso nos indica que el valor de mencionada distorsion, forzosamente, ha de ser muy
bajo a lo largo de toda la viga. (No implica que los cortantes lo sean; en la teoria de Navier-
Bernoulli las distorsiones angulares son nulas y los cortantes —que no son esfuerzos
coherentes con la teoria y se calculan como derivadas de los flectores usando una condicién de
equilibrio— pueden considerarse el resultado de multiplicar una distorsién angular nula por
una rigidez infinita.)

Resolucion

1) Modificacion de las funciones de forma
La interpolacién inicial (ejercicio 1) era

%1
01

<

{12(5)}_ N 0 N(E) 0 N 0 ] 2
6() 0 ME 0 NGE 0 N |92I

o)
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a partir de ella se determinan unas distorsiones angulares das por

V=BQae
2dN,; 2dN, 2 dN,
Bo=|7—% M 77— N 7—— —N;
L dé L dé L d¢

En estas expresiones, las funciones de forma son las consideradas en el primer elemento.
Estan definidas en el enunciado del primer ejercicio; sus derivadas son inmediatas.

Como las abscisas de los puntos de Gauss de la cuadratura de dos puntos son & = + S

L a
-_— \/EI
condiciones a imponer para asegurar que la distorsién angular en ellos es nula son

que forman un sistema de dos ecuaciones con seis funciones incégnitas (los pardmetros
nodales) que permiten expresar vs y & en funcidon de vy, 61, v2 y 6. La figura muestra la
definicion en Mathematica de las funciones de forma lagrangianas (dadas en el ejercicio 1) y el
calculo de los coeficientes de las ecuaciones citadas.

N1[x_] i=-x%(1-x)/2
N2[x_] i=x%* (1+x) /2
N3[x_] i=1-x"2
DN1[x_] :=-(1-2%x) /2
DN2[x_] := (1+2%x) /2
DN3[x_] 1= -2%x

Definicién de la matriz de deformaciones debidas al cortante, BQ(x)
BQ[x ] := (DN1[x] %*2/L -N1[x] DN2[x] *2/L -N2[x] DN3[x] x2/L -N3[x])

Coeficientes que determinan las distorsiones angulares en los puntos de GAuss de la cuadratura de 2 puntos

MatrixFor‘m[SiMPlify [BQ[ i] ] ]

VE
1
Matr‘ixFor‘m[Simplify [BQ[ —] ] ]
V3
f 1 % 1 % " 1
J 1 =) o 1 [3) 4 _2
\ L 5 lkili-\#s.‘l L [~71+.\l’3-"| 31 3
T ’2_ 1+ ,2_ )
NE) 1 = W3 1 = 4 2
\ L 5 l‘_1+\/3.\| L 6 [._1_\#3-} _\'gL _3J
Figura 36
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Asi pues, el sistema de ecuaciones a resolver es

4 2‘9 2++3 +1+\/§9 +2—\/§ +1—\/§

— Yy — — = v 1%
—4 2 243 1-+/3 2++3 1++/3
_173__93 =—171+ 91_ 9
V3L 3 V3L 6 V3L 6

Ahora, sumando las dos ecuaciones y operando se obtiene

%)

6 3 19 + 3 19
3T T T g T2 Ty
y restandolas
L L
U3—EU1+§91+2U2—§92

( V1
01
U2
{?(f)} _ [N1(f) 0 N, (&) 0 N3($) 0 ]< P
6(&) 0 N;($) 0 N, ($) 0 N3(§) 5171‘*‘%91‘*‘;172_—92
3 1
AT
1 L 1 L v
B N1(f)+§N3(f) §N3(f) N2(€)+§N3(f) _§N3(f)

3 1 3 1
—oN) MO -ZNE @ N - 7N

Podemos escribir esta Ultima expresion como

(41
{ﬁ(f)} _ [Nw(f) Ny (&) N3yp(§) Nyy(8)]) 61
6(&) Nig(&) Nyg(§) N3c(§) Nag(l | V2

2

donde las nuevas funciones de forma se definen, a partir de las anteriores, como

M@ =M@ +5M@ Mg =~ M)
Nay(©) = £ Na(©) Mo (§) = My(©) — 3 Na(©)
Nay®) = MO + 3N Nagl®) = o Na(©)
Nay(€) = — 2 Na(©) Mo §) = M) ~ g Na(®)

149



2) Determinacién de la matriz de deformaciones B(&)

2d
B(e) = | L% [ M) Moy Ny (] _
2d [INig(®) Npg(® Nag(®) Nig(®)
Ld¢
e e® TN ® T Mo [ Mo
L dé L dE L d¢ L d¢

3) Matriz de rigidez

1 L
— T —
K‘le DB 5 dé

En este caso ya no es necesaria ninguna condensacién estdtica, pues hemos eliminado los g.d.l.
de los nodos interiores imponiendo que la distorsidn angular sea nula en un nimero suficiente
de puntos.

Las figura 14 y 15 muestran la programacion de los calculos descritos en las ultimas
expresiones y el resultado final del ejercicio.

Definicidn de las funciones de forma y de sus derivadas

Niv[x ] :=NL1[x] +N3[x] /2
N2v[x ] :=N3[x] *xL/8
N3v[x_] i=N2[x] +N3[x] /2
N4v[x ] :=-N3[x]*=L/8
Nig[x ] :=-3%N3[x]/2/L
N2g[x_ ] :=N1[x] -N3[x]/4
N3g[x_ ] :=3%xN3[x]/2/L
N4g[x_] :=N2[x] -N3[x] /4

DNiv[x_] :=DN1[x] +DN3[x] /2
DN2v[x ] :=DN3[x] xL /8
DN3v[x ] :=DN2[x] +DN3[x] /2
DN4v[x_] := -DN3[x] #L /8
DN1g[x ] := -3#DN3[x] /2/L
DN2g[x_] :=DN1[x] -DN3[x] / 4
DN3g[x ] :=3*DN3[x]/2/L
DN4g[x_] :=DN2[x] -DN3[x] / 4

Definicion de la matriz de deformaciones B(x)

B ._ (DN1lv[x] #2/L-Nlg[x] DN2v[x] *2/L-N2g[x] DN3v[x] *2/L-N3g[x] DNAv[x] »2/L-Ndg[x]
(] '_( DNig[x] «2/L DN2g[x] »2 /L DN3g[x] =2 /L DN4g[x] «2 /L ]
Figura 37
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Determinacién de la matriz de rigidez del elemento

1
GAV @
K= (Tr‘anspose[B[x]].( ).B[x])*L/Zd]x;
1 @ EI
MatrixForm[K]
; 12ET GAV GAV  BEI 12E1 GAV  GAV  BEI
— + — — 4+ — -— - — — 4+ —
L2 5L 18 L2 [ 5L 18 L2
GAV  BEI 4EL  GAVL GAV  6EI  2EL  GAVL
— + — —_—+ — - - — — 4y —
10 L2 L 28 18 L2 L 28
12E1 GAV GAV  BEI  12ET  GAV GAV  BEI
_ebl  BAV BAV bR o bV br
L3 SL 10 12 3 sL 10 12
GAV  BEI 2EI GAV L GAV  6EI  4EI  GAVL
— + —5 — e —— e = — 4 —
Lo18 L2 L 28 168 L2 L 28

Cambio de variables para expresar la matriz en funcién de EIl, Ly a

Ka = Simplify[K /. GAV - {12 *EI/ (a*xL"2)}];

Print["Ka = ", MatrixForm[Ka]]
{ (12EI (1+5a) y [ BEL (145a) | f \
‘ 513 a V52, ! )
[ 6EL (145a) | [ EL (3+284) | { \
(ITEIS ‘ ste \ )
Ko =
( 12EI (1+5a) \ [ BEIL (1+5a) | \
(T D S )
[ BEL (1+5a) [ EI (3+1840) | [ ELB3284)
si2a ! ' sLa V" sLa !
Figura 38
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Ejercicio 4

Mediante el programa desarrollado en el primer ejercicio del capitulo 4, procesar la ménsula
objeto de aquel ejercicio con los elementos desarrollados en los ejercicios anteriores,
considerando longitudes correspondientes a 5, 10, 15, 20, 25 y 1450 veces el canto, y para
cada una de ellas modelizando la ménsula mediante 1, 3, 5 y 10 elementos. Analizar los

resultados.

Resolucion

1) Considerando la matriz de rigidez obtenida en el ejercicio 1

La matriz de rigidez era

;

f' 12 EI (1+50a) |
4 L3 a (6+5a) |
l{ G6EI (1+5a@)
| 2o (6+50a)

y con ella se han obtenido los resultados resumidos en la
entre la flecha en la punta de la ménsula calculada por elementos finitos y la determinada con

la férmula dada en el ejercicio 1 del capitulo 4.

( G6EI (1:5a) | ( 12 EI (1:5a) |
| L2 a (6+54) / \ - o (6+5a) ,J
EI (3+210+50a2) ] { _BEI (1-50) |
Tesa | | Zaissa )
/' BEI (1:5a) | /12 EI (1:5a) |
125 (6-54) | | 3 a(6-52a) ,J
( EI (3:9a-522) | { 6EL (1+50)
o esa I o

Tabla 10: cocientes Vpunra,/leF/Vpunta,ana//tica

/| BEI (1-5a) |

\ L2 o (6+5a) |
EI (3+9a-5a?) |

L Lo (6+5a)
I(' _BET (1+5a)
\ L23 (6+5 o)

EI (3-210+5a?) ‘]

I

\ Lo (6+5a)

tabla 1, que muestra el cociente

Ndmero de L=5h L=10h L=15h L=20h L=25h L=1450h
elementos | @=0,115 | @=0,029 | @=0,013 | ¢=0,007 | @=0,005 | @=1,37x107
N=1 0,846 0,783 0,776 0,759 0,756 0,750
N=3 0,996 0,988 0,982 0,979 0,977 0,972
N=5 0,999 0,998 0,996 0,995 0,994 0,990
N=10 1,000 1,000 1,000 0,999 0,999 0,998

El elemento desarrollado es poco eficiente en comparacién con el basado en la funcién de
forma natural, pues sigue necesitando entre 3 y 5 elementos para proporcionar un valor
bastante aproximado de la flecha cuando el elemento que utiliza la funcidn de forma natural
da el valor exacto con uno. No obstante, confrontandolo con otros elementos finitos de viga
muestra buen comportamiento: sus resultados son mejores que los obtenidos en el ejercicio 1
de la practica 4 utilizando el elemento finito basado en la interpolacidn lineal de flecha y giro

con integracién reducida.
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2) Considerando la matriz de rigidez obtenida en el ejercicio 2
La matriz de rigidez, obtenida por un procedimiento de deformacidn por cortante impuesta,

gue no era necesario pues el elemento inicial no presentaba bloqueo, resulté:

12 EI
I --'I
/ BEIL
L L2g --'I
12E1
3a !
C GEI
VoL 2g )

; GEL

V12g
EI (3+a)

\ f -

| f
rl.

L
_6EI

2o
| EI (-3+a)
N Lo

) l

(

(_12ET

6ET

(-

| f -

|
Lo /

L2eg /

12 ET
- |
\ L3 o !

6ET

| (
12a L

fi

{ EI (3+c)

EI (-3+a) \I
Le !

B 6 EI \I
2a /

|
Le !

Con ella se han obtenido los resultados resumidos en la tabla 2, que de nuevo muestra el
cociente entre la flecha en la punta de la ménsula calculada por elementos finitos y la
determinada con la formula que proporciona la Resistencia de Materiales, dada en el ejercicio
1 del capitulo 4.

Tabla 11: cocientes Vpunra,/VlEF/Vpunta,ana//tica

Numero de L=5h L=10h L=15h L=20h L=25h L=1450h
elementos | ¢=0,115 | a=0,029 | ¢=0,013 | a=0,007 | &=0,005 | &=1,37x10"°
N=1 0,757 0,752 0,751 0,750 0,750 0,750
N=3 0,973 0,972 0,972 0,972 0,972 0,972
N=5 0,990 0,990 0,990 0,990 0,990 0,990
N=10 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998

De nuevo, el elemento desarrollado es poco eficiente en comparacién con el basado en la
funcién de forma natural. Observamos que la precisién es ligeramente menor que la del
elemento inicial, tabla 1, pero a cambio es practicamente independiente de la relacién
luz/canto, cuando en el anterior iba disminuyendo cuando esta relacién aumentaba. Como
curiosidad, cabe senalar que estos valores coinciden con los obtenidos en el ejercicio 1 del
capitulo 4 utilizando el elemento finito basado en la interpolacion lineal de flecha y giro con
integracion reducida.

3) Considerando la matriz de rigidez obtenida en el ejercicio 3
En este caso consideramos un elemento discreto de Navier, es decir, impusimos que la

distorsidn angular fuese nula en dos puntos del elemento, esperando que con ello este
resultara adecuado para analizar vigas segun la teoria de Navier-Bernoulli. La matriz de rigidez
es:

¢ 12EL (145a) \ { BEI (1+5a) | / 12EI (1+5a) | / 6EI (1+5a) |
' 3 ' 2 | 3 |- 2 |
5L o S5L°a / ' 5L o / ' 5L o /

[ 6ET (1+50) | (EL(3+202) y | _6EI(1+50) \  (EI(3:10a) |
si2a s5La st2a sLa !
(_12EI(1+50) | ( BEL(1+Sa) | ( 12EL(1s50) |\ ( _GEL (1+5q) |
5134 st2a /L 5134 P 512

[ 6EL (1:5a) | (EL(3+100) y | _6EI(1+50) \  ( EI(3:200) |
si2a sLa st2a sLa !

Utilizdndola se han obtenido los resultados resumidos en la tabla 3, en la que aparecen los
cocientes entre la flecha en la punta de la ménsula calculada por elementos finitos y la
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determinada con la férmula correspondiente a la teoria de Navier-Bernoulli, que es la indicada
en el ejercicio 1 del capitulo 4 haciendo a=0.

Tabla 12: : cocientes Vpunta,MEF/Vpunta,ana//tica
Numero de L=5h L=10h L=15h L=20h L=25h L=1450h
elementos | ¢=0,115 | &=0,029 | =0,013 | a=0,007 | &=0,005 | o=1,37x10"

N=1 0,814 0,781 0,765 0,759 0,756 0,750
N=3 0,996 0,998 0,982 0,979 0,977 0,972
N=5 0,999 0,998 0,996 0,995 0,994 0,990
N=10 1,000 1,000 1,000 0,999 0,999 0,998

Como se ve, el elemento efectivamente proporciona resultados que se ajustan a la teoria de
Navier-Bernoulli, ain cuando se ha formulado transformando uno correspondiente a la de
Timoshenko, y presenta una precisién similar a la de los ejemplos anteriores. De hecho, con un
solo elemento proporciona valores con una precisién parecida a los del elemento de
Timoshenko del ejercicio 1 y con mas de uno, exactamente la misma precisidon (por supuesto,
cada uno se compara con la flecha determinada aplicando la teoria correspondiente).
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