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Abstract

Como parte del trabajo de Investigacion Diddctica que realizamos en el Depto. de Postgrado del CIIDET,
presentamos como Estrategia de Ensenanza de la Mecdnica Cldsica, la Construccion Progresiva del Modelo
Clasico de Dos Bloques atados con un hilo que resbalan sobre una mesa y que pasa por una Polea, desde
el mds simple hasta el que considera friccion y masa en el hilo. Dicho modelo es considerado en la
mayoria de los textos y cursos de bachillerato y pregrado universitario como instrumento para estudiar
las Leyes Dindmicas de Newton. Creemos que con esta propuesta el instructor podrd transitar desde la
Educacion Media Superior hasta la Superior sin grandes dificultades y usando en principio el mismo
Modelo arquetipico, ayudando a sus alumnos a fijar las ideas correspondientes.

As part of the Didactic Research work that we carry out in the Dept. of the CIIDET Postgraduate Course,
we present as a Teaching Strategy for Classical Mechanics, the Progressive Construction of the Classical
Model of Two Blocks tied with a thread that slide on a table and that passes through a Pulley, from the
simplest to the one that considers friction and mass on the thread. This model is considered in most high
school and university undergraduate texts and courses as an instrument to study Newton’s Dynamic Laws.
We believe that with this proposal the instructor will be able to move from High School to Higher Education
without great difficulties and using, in principle, the same archetypal Model, helping his students to fix
the corresponding ideas.

Palabras clave: Modelo matematico, ensenanza de la mecédnica, ciencias fisicas, formacién profesional, ingenieria
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1. Introduction

La didéactica de las ciencias constituye un campo de conocimiento que surge formalmente
a mediados del siglo pasado, cuando los paises anglosajones identificaron la importancia del
desarrollo cientifico y tecnoldgico para participar en la carrera por la predominancia econémica.
Desde ese momento se afirmo la vision utilitarista de la formacion cientifica, haciendo participes
de la conduccion curricular reformada tanto a especialistas en pedagogia y psicologia como a
cientificos con una amplia experiencia en la formacién de investigadores.

En ese sentido, los actuales proyectos curriculares en ciencias proponen ya la superacion de
los enfoques tradicionales que, de acuerdo con Porlan, “transmiten una visién fragmentaria y
caduca de las disciplinas, desprovista de sus andamiajes metodoldgicos, selecciondndose, segin
esto, contenidos cientificos actualizados y coherentes con la légica interna de cada discipli-
na”(1998:76). Por tradicional se entiende una practica emuladora de la concepcién inductivista
ingenua del método cientifico en la que el conocimiento parte de casos concretos que dan pie a
enunciados observacionales (Chalmers, 2010). Una concepcién que, en su momento, en el siglo
XIX ya criticaba el propio Bachelard quien afirm¢ afectaba el desarrollo del espiritu cientifico,
esencial en la relacion entre la ensenanza y el aprendizaje de las ciencias, “Los profesores de
ciencias se imaginan que el espiritu comienza con una leccion, que siempre puede rehacerse
una cultura perezosa repitiendo una clase, que puede hacerse comprender una demostracién
repitiéndola punto por punto”. (Lépez, 1990: 66-67)

En ese sentido, la experiencia de formacién docente que se expone en el presente trabajo,
realizada en una institucién de educaciéon superior tecnologica en el estado de Querétaro, Méxi-
co, se situa en lo que Dewey (Honoré, 1982) describe como un acto de transformacién, en el
que el propio docente crea significados y asigna sentidos originales e integrados (Gatti, 2008).
En ese contexto, es posible que desarrolle una relaciéon personal con los saberes disciplinares y
cientificos que permeara la interaccién que establezca con sus estudiantes.

Recordemos que la formacién docente es un proceso de continua resignificacion e involucra
diferentes dimensiones intimamente entrelazadas que van desde lo psicoemocional hasta los
posicionamientos epistémicos y teleolégicos del educador (Fierro, Fortul y Rosas, 1999). Por
otro lado, la capacitacién docente se enfoca, regularmente, a la habilitacién sobre el uso de
ciertas herramientas o técnicas, empleables durante su préactica pedagdgica.

Cuando los programas de formacion docente se realizan en torno a la ciencia y la tecnologia,
y especificamente en Fisica como es este caso, quienes los dirigen deben partir de la idea que
se encontraran con docentes cuyos antecedentes y practicas educativas son diversas, tal y como
sus formas y niveles de apropiacion sobre la teoria fisica. Todas esas variables propiciaran un
ambiente particular de intercambio e interacciéon tanto con el formador, como con el contenido
de los programas. En ese sentido, emplear la modelaciéon progresiva como un escenario de
ensenianza permitio que los docentes cuestionaran y se cuestionaran sobre su conocimiento real
sobre la asignatura de fisica que imparten, su propia forma de aprender la ciencia, y como
ambos elementos influyen en su practica pedagogica.

1.1. Metodologia

El reporte que se presenta aqui se sitiia en el paradigma interpretativo, por lo que se propo-
ne desde una mirada cualitativa. Esta aproximacién metodolégica se centra en las experiencias
y representaciones que los sujetos involucrados en un evento o situacién social, en este caso
educativo, construyen en un momento y contexto determinado (Colmenares, 2012; Munarriz,
1996) En el caso que nos ocupa, la experiencia ocurre en el contexto de un curso de formacién
docente que fue impartido bajo la modalidad a distancia virtual en una institucién de educacién
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superior tecnolédgica, orientado a la nivelacion de conocimientos béasicos sobre Mecanica entre
docentes que imparten alguna asignatura de Fisica, asi como el conocimiento de la Modelacién
como estrategia de ensenanza. Se traté de un curso disenado para que los docentes desarrollaran
habilidades de modelacion progresiva que involucra desde la problematizacion de una situacién
dada, hasta la propuesta de una posible solucién. El estudio mas amplio comprendera el segui-
miento de los profesores que recibieron esta formacién, en cuanto a sus propias significaciones
en el campo de la mecanica, como en el uso que hicieron posteriormente en sus clases. En
ese sentido, el alcance del presente reporte involucra la exposiciéon minuciosa del tratamiento
tematico que se empled como estructura formativa y escenario vivencial, y a lo largo de ella la
recuperacién de expresiones y reflexiones expresadas por los docentes participantes.

2. La didactica de la Fisica basada en modelos

La educacion en el drea de la ingenieria involucra la ciencia y la tecnologia en tanto su com-
prension, como en el aprovechamiento de métodos de trabajo y de desarrollos e investigaciones
vinculados a la resolucion de problemas especificos. La matematica, por su parte, ofrece por un
lado el lenguaje a través del cual ambas areas convergen e interactiian, y por otro los métodos
de analisis que ofrecen la oportunidad de modelar los fenémenos. Por tal motivo, recurrir a
estrategias tanto de ensenanza como de aprendizaje apropiadas para esa convergencia resulta
fundamental, considerando las caracteristicas que tiene cada una de esas dimensiones y par-
tiendo de la premisa que no se puede hablar de un proceso de ensenanza—aprendizaje como si
fuera un proceso dado, acabado; recordemos el hecho de ensenar no siempre se enfoca y obtiene
aprendizaje, o bien el aprendizaje puede suceder sin que medie ensenanza. Por ejemplo, los mo-
delos, de acuerdo con Morrison y Morgan (1999 citado por Justi, 2006:175) son una herramienta
que permite modelar la realidad a partir de un marco tedrico, por tal motivo si son empleados
como una estrategia de aprendizaje se fortalecen: a) habilidades cognitivas de orden superior,
tales como anélisis, sintesis, asociacién y abstraccién; b) pensamiento causal; ¢) habilidades de
investigacion; y d) relacién teoria—realidad.

Si, por el contrario, son empleados en la ensenianza, es posible propiciar un espacio educativo
donde se describa la naturaleza de las ciencias, su contribucién a la ingenieria a través de
casos aplicados, y el ordenamiento riguroso de la informacién para describir, o incluso predecir
fenémenos de la naturaleza.

Con base en ese antecedente, en este trabajo se abordara y ejemplificard la Modelacién como
Progresiéon de Modelos para el caso de la asignatura de Fisica Bésica (Mecanica), describiendo
la construccion de un Modelo Mecanico con diferentes grados de sofisticacion derivados de
la incorporacion de variables en un caso de estudio. La hipotesis de trabajo del docente que
empleara ésta como estrategia sera que todo modelo, independientemente de su sencillez, podria
continuar siendo 1til como base analitica para resolucion de situaciones cada vez mas complejas,
es decir un modelo matemaéatico analizado en el nivel bachillerato seguird siendo 1util hasta
niveles escolares més avanzados como el posgrado. Otros han disenado y evaluado programas
de formacién profesional para docentes que aborden aspectos de modelizacién (Justi y Gilbert,
2002; Schwarz, 2009; Windschitl, Thompson y Braaten, 2008).

Diferentes reportes indican que los modelos pueden contribuir a la estructuracién y represen-
tacion conceptual dada la posibilidad de que pueda transferir la teoria a aplicaciones concretas.
(Clement, 2000; Oliva, 2019). En ese sentido, la modelacién por progresién ofrece la posibilidad
al estudiante a experimentar un recorrido evolutivo que va de los modelos mas simples o in-
tuitivos hasta los modelos mas sofisticados, siempre tomando los primeros como referencia. Es
importante destacar que el uso de la Modelaciéon como Progresion de Modelos por parte de la
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docente propicia un escenario de andlisis y discusion grupal, donde las preguntas analiticas per-
sonales, asi como la discusion y respuesta grupales juegan un papel fundamental debido a que
“cualquier persona que plantea una pregunta, elabora un modelo mental para darle respuesta,
que luego evalia y revisa” (Gobert y Bucley, 2000 en Oliva, 2019: 7). Para ello los autores del
presente articulo se encuentran desarrollando algunos ejemplos de aplicacion en la Fisica, y mas
especificamente en Mecénica, en el que se podra observar con claridad la importancia del uso
de diferentes escenarios con niveles de complejidad variados y creciente, para comprender la
utilidad de modelos fisicomatematicos en el disenio de soluciones a problemas.

2.1. Construccion de los Modelos:

A continuacién elaboramos 6 modelos que van desde la propuesta més simple del Modelo
Clasico de Dos Bloques atados con un hilo ideal que resbalan sobre una mesa y que pasa por
una Polea ideal, hasta el modelo que considera la masa de la Polea y de la Cuerda, asi como
Friccion Seca o Viscosa.

Modelo 1

Figura 1: Representacién esquemética del Modelo 1. Los Bloques 1 y 2, considerados como masas puntuales
estdn conectados por un Hilo Ideal (sin masa), que a su vez, pasa por una Polea Ideal, es decir, sin masa. No
Existe Rozamiento entre el Bloque 1 y la Mesa, ni tampoco existe rozamiento entre el Bloque 2 y el Aire.

Un Bloque de Masa m; descansas sobre una Superficie Horizontal Lisa (Sin Fric-
cién), el cual es jalado mediante una Cuerda Ideal (sin masa), que pasa por una Polea
también Ideal (es decir, sin masa y por tanto sin Inercia Rotacional) y que sostiene a otro
Bloque de Masa m., ver Figura 1. Determinar la Tensiéon en la Cuerda y la Aceleracion
del Sistema (Resnick, 1999: 104; Young, 2009:148).

En este Primer Modelo resuelto en el Marco de la Mecanica Newtoniana de Particulas, los
Bloques 1 y 2 son considerados dos puntos matemadticos pesados (i.e. masas puntuales) m; y
mo. Es decir, los bloques como tales no existen, solo consideramos una representacion de ellos
mediante dos puntos materiales. O, en otras palabras, estamos considerando los Centros de
Masas de dichos Bloques. El hilo y la Polea son inexistentes (no tiene masa). No Existe friccién
entre la Mesa y el Bloque 1 y tampoco existe algin tipo de friccién con el medio ambiente (aire,
por ejemplo). La situacién es mostrada en la Figura 2.
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Figura 2: Diagrama de Cuerpo Libre para el Modelo 1, destacando las Fuerzas que actian sobre los Bloque 1y
2.

Para resolver el Problema haremos un Diagrama de Cuerpo Libre de la situacion, mostrado
en dicha figura:

Bloque 1: Y. F = mya :

T = mia (1)
N—w =0 (2)

Bloque 2: 3 F = mya :
T — wy = —msa (3)

Sabemos que los Pesos son: wy = myg y que ws = moyg respectivamente, y que el Hilo y
la Polea son Ideales. De lo anterior, poniendo la Tensiéon de la Cuerda de la Ec.2 en la Ec.3
hallamos la Aceleracion del Sistema (Ver la Fig. 3), es decir:
mo

(4)

mia — meg = —moa = (M + ma)a = Meg =—> a =

my + mgg

my

)9, ma = 4 Kg.

a(m/s)

Figura 3: Panel de la izquierda, grafica de la Aceleracién “a”’del Modelo 1 Ec. 4 a vs my con ms = 4 Kg. Panel

de la derecha, grafica de la Aceleracién del Modelo 1 Ec. 4 a vs mg con m; = 1 Kg. En ambos casos la gravedad

terrestre es de g = 9.81 ms—2.

De igual manera, poniendo la expresién analitica de la Aceleracion del Sistema 4 en la Ec.
2, hallamos la Tension en la Cuerda, Ver Fig. 4:
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ma mimsa
T =mia =m = g (5)
my + Mo my + Mo

0.0 05 1.0 15 2.0 0 1 2 3 4 5 6
my (Kg) mz (Kg)

Figura 4: Panel de la izquierda, gréfica de la Tensién de la Cuerda “T”del Modelo 1 Ec. 5 T vs my con my = 4

Kg. Panel de la derecha, grafica de la Tensién de la Cuerda del Modelo 1 Ec. 5 T vs mgy con m; = 1 Kg. En

ambos casos la gravedad terrestre es de g = 9.81 ms—2.

NotAa 1.1: Nétese que no hemos usado en absoluto la Ec. 2, la cual nos dice que la Fuerza
Normal de Reaccién de la Mesa sobre el Bloque 1, es igual a su peso, es decir: N = m;g. Por
tanto, la Normal no juega ningiin rol en la Dindmica de este Problema, bajo las aproximaciones
hechas arriba.

Con la Ec. 4, podemos hallar la Rapidez y la Posicién de los Bloques (ver Fig. 4), mediante
Separacion de Variables, y la subsecuente Integracion, es decir:

dv mo v Mo K my
— =g = dv = ——g dt = v(t) = ———qt (6)
At mi+my - my+ma” Ji—o my + me
mo
v=( gt
.......... m+m
30 : : | |
S B e S P
20F---nnn- dmmmme-- tmmm——-- LI R R
E 15F-------- Rt EEDV-_ A BRI beeoooo
= ; : 1
)] il DEETEETY PSR hemee o]
RN O N S —
S N RIS Suree s
0 1 2 3 4 5

Figura 5: Gréfica de la Rapidez del Sistema “v’del Modelo 1 Ec. 6 v vs t con m; = 2 Kg. , my = 6 Kg,g = 9.81
—2
ms .

De la Ec. 6, hallamos la Posicion de los Bloques para todo tiempo “t”:

d e t 1
dv__ma / i — Lg/ M= () = 222 (7
At my+my 20=0 my+ma” Ji—o 2my + mo
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x (m)

Figura 6: Gréfica de la Posicién del Sistema “x”del Modelo 1 Ec. 7 z vs t con m; = 2 Kg. , my = 6 Kg,g = 9.81

2

ms“.

2.2.
1.

Interpretacién Fisica de la Solucion y Casos Limite

L Qué pasa cuando my; = my?

De la Ecs. 4 y 5 es claro que:

mo 1
mi=m = 4== 8
O = 329 = 30 )
m3 Mo
T’m1=m2 = Q_ng = 79 (9>

. ¢ La aceleracién del sistema es mayor o menor que g7

La Aceleracién es Menor que la Gravedad (a < g), como cabria esperar. De la Ec. 4, vemos
que El Bloque 2 se Acelera Mas Lentamente porque la Tensién en la Cuerda lo frena.
mgy

a=—
m1+ng

. (Cuanto vale la Tension T asociada al Bloque 27

La Tensién en la Cuerda es menor que el Peso del Bloque 2 (T < myg), esto se ve claramente
rescribiéndola la Ec. 5 como:

my
T =myg—
29 mi + mo

Solo si el Bloque 2 estuviera colgando en Equilibrio Estacionario (Que NO es el caso y en
donde tendiamos que a = 0) seria T" = myg. Si el Bloque 2 se acelera hacia abajo, entonces
T < myg; si el Bloque 2 se acelera hacia arriba, entonces T' > mag.

. {Qué sucede cuando m; es cero (my = 0)7

Esperariamos que la cuerda se afloje (T' = 0) y my caiga libremente, es decir, la aceleracién
de mgy seria a = g. Notar que las Ecs. 4 y 5 predicen perfectamente este limite.

. (Qué sucede cuando my es cero (mg = 0)?

No existe una fuerza horizontal sobre el Bloque 1 y por tanto No hay Tensién, Ni se Acelera
(T'=a = 0). De nuevo las Ecs. 4 y 5 predicen bien el comportamiento de los Bloques.
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6. {Qué sucede cuando my > my 7y {Qué sucede cuando meo > m, 7.

Usando las 4 y 5 tenemos que:

lmy>ms = mlﬂfng (i;gi) = mlh/goo %9 = a|mysm, — 0 (10)
Tmym, = mil:_m;Q (1;21) = m}ﬂoo H—Z—z/ﬂug = Tlinysm, — Mag (11)
oo = =g (Y22 = i g s — 9 (12
Tlmysm, = mil:_m;Qg (1;22) = m}gm %9 = Tlmy>m, —> Mg (13)

APENDICE M1A:

Si nuestro interés es hallar inicamente la Aceleracion del Sistema, pudimos haber resuelto
el problema anterior considerando Todo el Sistema como una coleccién de Masas Puntuales
Interconectadas por Hilos Ideales sin tomar en cuenta la Polea.

——_--———----.~
- Sy
- ﬁ~
~

g S

/”’ MOVIMIENTO \\

Figura 7: Nuevo Diagrama de Cuerpo Libre para el Modelo 1, destacando las Fuerzas que actian de forma
“efectiva’sobre los Bloque 1 y 2.

Pues las cuerdas al ser también ideales y por tanto sin masa, Unicamente transmiten la
magnitud de las Tensiones, las cuales se cancelan y por tanto se pueden obviar del calculo para
obtener la Aceleracién del Sistema, (ver Fig. 7) es decir

Z Fy = (m1 +mg)a = mayg (14)
Bloques
Y F,=N-myg (15)
Bloques

De la Ec. 15 obtenemos directamente la “Aceleracion del Sistema”sin atender a las “Fuerzas
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fk\ m,

&

Figura 8: Representacién esquemética del Modelo 2. Los Bloques 1 y 2, considerados como masas puntuales
estédn conectados por un Hilo Ideal (sin masa), que a su vez, pasa por una Polea Ideal, es decir, sin masa. Existe
Rozamiento Cinético entre el Bloque 1 y la Mesa, y No existe rozamiento entre el Bloque 2 y el Aire.

Internas (Tensiones en la Cuerda)”, pues como sabemos por la “Tercera Ley de Newton”, se
cancelan una con la otra, (ver las Ecs. 2 y 3) es decir:
Mo
a=— 16

r— (16)
NoTA 1.2: La Ec. 16 corresponde a la Ec. 4, calculada esta tltima mediante la consideracién
de Fuerzas Internas, es decir, tomando en cuenta la “Tensién en la Cuerda”. La Tension en la
Cuerda al ser una Fuerza Interna, No Aparece en la Ecuacién de Movimiento del Sistema.

Modelo 2

Un Bloque de Masa m; descansas sobre una Superficie Horizontal Rugosa con Friccién f
(cuyo Coeficiente de Friccién Cinética es puy), el cual es jalado mediante una Cuerda Ideal (sin
masa), que pasa por una Polea también Ideal (es decir, sin masa y por tanto sin Inercia) y que
sostiene a otro Bloque de Masa msy. Determinar la Tensién en la Cuerda y la Aceleracion del
Sistema, ver la Fig. 8 (Young, 2009:171).

Figura 9: Diagrama de Cuerpo Libre para el Modelo 2, destacando las Fuerzas que actian sobre los Bloque 1 y
2.

Para este Segundo Modelo, seguimos en el Marco de la Mecanica Newtoniana de Particulas,
los Bloques 1 y 2 se siguen considerados como dos puntos mateméaticos pesados (i.e. masas pun-
tuales) m; y mg. Es decir, estamos considerando los Centros de Masas de dichos Bloques. El
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hilo y la Polea son inexistentes (no tiene masa). En este Segundo Modelo introducimos Friccién
entre la Mesa y el Bloque 1 de Tipo Coulombico, es decir, Friccion Seca entre las Superficies.
No hay interaccién con el medio ambiente (no hay friccién con el aire).

Para resolver este Problema haremos un Diagrama de cuerpo Libre (ver Fig.9) de la situacién:
Bloque 1: Y F = mad :

T — fr =mia (17)
N—w =0 (18)

Bloque 2: S F = myad :
T —wy = —maa (19)

Sabemos que los Pesos de los Bloques son: w; = myg y wes = mag y que el Hilo y la Polea
son Ideales.

Por otro lado, ahora contamos con la “Condicion Auxiliar de Coulomb”:

Je = N (20)
De lo anterior, vemos que podemos hallar la Reaccion Normal de la Mesa, directamente de

la Ec. 18, es decir:
N = W2 = M1g (21)

Poniendo la Ec. 21 en la Ec. 20 hallamos la Fuerza de Rozamiento, es decir:

fe = m(mig) = fr = g (22)

Por otro lado, de las Ecs.18 y 19 y usando la Ec. 22 es posible hallar la expresion de la
Aceleracion del Sistema, es decir:

T = fr + ma = pp(myg) + ma (23)
T = meg — moa (24>
(25)

Igualando las dos ecuaciones anteriores tendremos (ver la 10):

mo — m
HKmAg + Maa = mag — maa = (my +ma)a = (my — pemy)g — a = =g (96)
my + Mo
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a(m/s)

Figura 10: Panel de la izquierda, grafica de la Aceleracién “a”del Modelo 2 Ec. 26 a vs my con me = 4 Kg.
Panel de la derecha, grafica de la Aceleraciéon del Modelo 1 Ec.26 vs my con m; = 1 Kg. En ambos casos la
Gravedad Terrestre es de g = 9.81 ms~2 y el Coeficiente de Fricciéon Cinética es de py, = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.

NoTA 2.1: Aqui ya hemos usado la Fuerza Normal de Reaccion de la Mesa sobre el Bloque 1,
al poner la Ec. 21 en la Ec. 22 y con ello hallar la Fuerza de Friccion, Por tanto, la Normal aqui
ya juega rol Muy Importante en la Dinamica de este problema, via la Friccion entre el Bloque
1y la Mesa.

Con la Aceleracion del Sistema hallada en la Ec. 26, procedemos a obtener la Tensién en la
Cuerda. Para ello pondremos la Ec. 26 en la Ec. 25 y tendremos (ver la Fig. 11):

My — [T myma(1 + pix)
T =maog — my 9= 9 (27)
my -+ my my + mgy
L mz("*.ux))g. my = 4 Kg. T-= (M)g‘ my = 1Kg.

T (Newtons)

Figura 11: Panel de la izquierda, grafica de la Tensién de la Cuerda “T”del Modelo 2 Ec. 27 a vs m; con my = 4
Kg. Panel de la derecha, grifica de la Tensién de la Cuerda del Modelo 2 Ec. 27 vs mg con m; = 1 Kg. En ambos
casos la Gravedad Terrestre es de g = 9.81 ms~2 y el Coeficiente de Friccién Cinética es de y;, = 0.0,0.3,0.5,0.7
y 1.0.

Con la Ec. 26, podemos hallar la Rapidez y la Posicion de los Bloques, mediante Separacién
de Variables, y la subsecuente Integracién, (ver la Fig. 12) es decir:

dv — mg — pm v Mo — [Em !
v _mo— dv:wg/ dt = v(t) =
dt my + mo 0.0=0 my+me " Jy—o

Mo — Mk
—— gt 28
my + mo g ( )
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v()=(——"")g t, m1 = 1Kg., m, = 4 Kg.
mq+ me

v (m/s)

Figura 12: Gréafica de la Rapidez del Sistema “v”’del Modelo 2 Ec. 28 vs t con m; = 1 Kg, ms = 4 Kg, g = 9.81
ms~2,y ur = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.

De igual forma, de la Ec. 28 hallamos la Posicién de los Bloques (ver la Fig. 13):

d - ’ - t L
x_wgt:/ dx:wg/ tdt = v(t) = -2 M g2 (9g)
T

dt my + Mo 0=0 mi + me to=0 2 mi + mo
] _
x(t) = —(2 G2 m1 = 1Kg., mp = 4 Kg.
2 m+mp

x (m)

Figura 13: Grafica de la Posicion del Sistema “x”del Modelo 2 Ec. 29 vs t con m; = 1 Kg, ms =4 Kg, g = 9.81
ms~2y up = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.

Recuperando los Casos Conocidos

1. De la Ec. 29, cuando “quitamos”la Friccién pup — 0 obtenemos el caso conocido de la
Aceleracion.
mao
a = — 30
i = =g (30)

La Ec. 30 es la Ec.4 del Modelo 1.

2. De la Ec. 24, cuando “quitamos”la Friccion pp — 0 obtenemos el caso conocido

mims

(31)

T| — 1
p—0
my + Mo

La Ec. 31 es la Ec.5 del Modelo 1.
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APENDICE M2A:

Si nuestro interés es hallar inicamente la Aceleracién del Sistema, pudimos haber resuelto
el problema anterior considerando Todo el Sistema como una coleccién de Masas Puntuales
Interconectadas por Hilos Ideales sin tomar en cuenta la Polea.

—-_-————-_--.h
- y
- -~

- ~

e MOVIMIENTO %

Figura 14: Nuevo Diagrama de Cuerpo Libre para el Modelo 2, destacando las Fuerzas que actiian de forma
“efectiva’sobre los Bloque 1 y 2.

Pues las cuerdas al ser también ideales y por tanto sin masa, Unicamente transmiten la
magnitud de las Tensiones, las cuales se cancelan y por tanto se pueden obviar del calculo para
obtener la Aceleracion del Sistema, es decir:

Z Fy =mog — fr = (m1 +ma)a (32)
Bloques
Z Fy=N—mig; fr = N = pupxmig (33)

Bloques

Poniendo la Ec. 33 en la Ec.18 obtenemos directamente la “Aceleracion del Sistema’sin
atender las “Fuerzas Internas (Tensiones en la Cuerda)”, pues como sabemos por la “Tercera
Ley de Newton”, se cancelan una con la otra, es decir:

mo — [y
mq -+ mo

mag — kg = (my +my)a = a = (34)

NotA 2.2: La Ec. 34 corresponde a la Ec. 26, calculada esta ultima mediante la consideracién
de Fuerzas Internas, es decir, tomando en cuenta la “Tension en la Cuerda”. La Tensién en la
Cuerda al ser una Fuerza Interna, No Aparece en la Ecuacion de Movimiento del Sistema.
NotA 2.3: Claramente, si en la Ec. 34 “quitamos”la Friccion pp — 0, obtenemos el Caso
Conocido Sin Friccion de la 4 del Modelo 1.

Modelo 3

Un Bloque de Masa m; descansas sobre una Superficie Horizontal Rugosa con Friccién f
(cuyo Coeficiente de Friccién Cinética es puy), el cual es jalado mediante una Cuerda Ideal (sin
masa), que pasa por una Polea también Ideal (es decir, sin masa y por tanto sin Inercia) y
que sostiene a otro Bloque de Masa ms. Determinar la Tension en la Cuerda y la Aceleracién
del Sistema usando para ello inicamente el Teorema del Trabajo y la Energia de las Fuerzas
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.f;c ml D

Figura 15: Representaciéon esquematica del Modelo 3. Los Bloques 1 y 2, considerados como masas puntuales
estdn conectados por un Hilo Ideal (sin masa), que a su vez, pasa por una Polea Ideal, es decir, sin masa. Existe
Rozamiento Cinético entre el Bloque 1 y la Mesa, y No existe rozamiento entre el Bloque 2 y el Aire.

Disipativas (Young, 2009:204). En este Tercer Modelo, utilizamos las mismas hip6tesis que en
el Segundo Modelo, pero cambiamos de Paradigma. Ahora resolveremos el Problema usando el
“Principio de la Conservacién de la Energia para Fuerzas Disipativas”, es decir, aplicando el
“Teorema del Trabajo y la Energia Mecanica”’por dos maneras ligeramente diferentes.

Método 1

Figura 16: Diagrama de Cuerpo Libre para el Modelo 3, destacando las Fuerzas que actian sobre los Bloque 1
y 2, asi como los desplazamientos de estos.

Considerando los Bloques como Particulas Masivas y suponiendo que el Hilo y la Pole son
Ideales (Sin Masa y por tanto Sin Inercia). La Fig. 16 muestra un diagrama esquemético en
donde aparecen las Fuerzas Externas actuando sobre los bloques 1 y 2, asi como sus respectivos
movimientos.

El bloque 1 se desplaza sobre la mesa una distancia «x», en cambio el bloque 2 desciende
una distancia «y». Notemos que, por las condiciones del Modelo, x = y.

Puesto que lo demanda el problema y Existe Rozamiento Cinético, deberemos usar el Teo-
rema del Trabajo-Energia incorporando adecuadamente las Fuerzas Disipativas, es decir:

Wy, = AE = —Nd, = Ey — Ey = —jy;Nd, = (K + V) ginal — (K + V)inicial (35)

NoTA 3.1: Las Tensiones de la cuerda no Aparecen en la aplicacién del Teorema Trabajo-
Energia, pues son consideradas como Fuerzas Internas.
Entonces de la Ec. 35:
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1 1
—upNxr = (ﬁmlvf + mlg%—i- §m2v§ + mw%)

1 1
- (§m1}/12+ might + §m2y§+ m29h2)

f

(2

luego:
1 2 1 2
upNx = Sy + 5Mavts = maghs (36)
En vista de que v; = ‘é—f =T, Vg = % = ¢y y de que x = y, tendremos que la Ec. 36 se
convierte en:
r . .9 1 9
— e Nx = —my 32 + —moed” — mogr => (mag — pN)x = —(my + me) (37)

2 2 2
donde z(t), es el Espacio Recorrido por los Dos Bloques durante un tiempo “t”. Derivando con
respecto al Tiempo la Ec. 37 y teniendo en cuenta que de la figura N = m;g, obtenemos que
la Aceleracién es:

% [(mag — peN)x] = % B(ml + m2)532} —

dx dx
[(mag — piN)] o (m1 + mz)mg —

[(mag — pemag)] = (m1 + mo)i

y por lo tanto

Aqui, la Ec. 38, corresponde a la Ec. 26 del Modelo 2, y las Graficas de la Aceleracién se
pueden consultar en dicho problema.

NotA 3.2: Es claro que, por este método, no podemos hallar la Tension de la Cuerda, pues
necesitariamos hacer una Discusion de las Fuerzas Involucras, y no es el caso.

Método 2

El Diagrama Esquemadtico (Fig. 17) muestra las Fuerzas Externas actuando sobre los Bloques
1y 2, asi como sus Respectivos Movimientos. El Bloque 1 se desplaza sobre la mesa una distancia
x, en cambio el Bloque 2 desciende una distancia y. Notemos que x = y. De la Fig. 17 y del
Diagrama de Cuerpo Libre al Bloque 1, es claro que:

Bloque 1: Y F = ma
T =mya (39)
N =myg (40)

Por otro lado, conocemos la “Condiciéon Auxiliar de Coulomb”:

fro =N = fi=pmyg (41)
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Figura 17: Diagrama de Cuerpo Libre para el Modelo 3, destacando las Fuerzas que acttian sobre los Bloque 1
y 2, as{ como los puntos de inicial y final de los desplazamientos de estos (zo — 21 =2, yo —y1 =y, T = y).

Del Teorema “Trabajo-Energia”

Wasp =AK = Kp — K4 (42)

Procedemos a calcular las “Energias Cinéticas”y los “Trabajos Mecanicos”, realizados por
las “Fuerzas Involucradas”en los puntos A y B, es decir:
Cuerpo “1”: Trabajo Mecanico

To=T To=T To=T To=T
w :/ fk-df’Jr/ N-df’+/ T-d:f’+/ m.g - dz’

1=0 z1=0 1=0 1=0
To=x To=x
= / | f]|dZ| cos () +/ |N||dZ| cos(m/2)
z1=0 —Vl x1=0 W—'O
To=x To=x
+ / |T||df’|cos(0)—|—/ mq|g)|dZ’| cos(3m/2)
y por lo tanto
Eq.4l
Wi = —frz+ T "L —pmig + To = WD 5 = (T — pymig)x (43)
Cuerpo “1”: Energia Cinética
1 1 1
AKW = Kg) — KS) =-my v2 ——my ¥ = AKWY = Zm? (44)
2 ~~ 2 T~~~ 2
v2 0
Igualando las Ecs. 43 y 44 tenemos:
1
W,Exl—)m = AKWY — (T — jymg)x = §m102 (45)
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Cuerpo “2”: Trabajo Mecéanico

@ v=y y2=y L
Wisy = / T-dy + / mag - dy
y Y

1=0 1=0
2=y y2=y
- / (T|dif | cos(m) + / magdif| cos(0)
y1=0 I y1=0 '\/—1
= —Ty+magy

y en consecuencia, escribiendo r =y

W, = (mag — T)z (46)

Nota 3.3: El Desplazamiento de los Cuerpos es Rigido, por tanto x = y y la “Tension en la
Cuerda’es la misma que en el “Cuerpo 17, pues la cuerda es “ideal” al igual que la “Polea”.
Cuerpo “2”: Energia Cinética

1 1 1
AK® = Kéz) — K =Cmy 02 —my 12 = AKY = Zmg? (47)
2 0

Igualando las Ecs. 46 y 47 tenemos:

1
Wl(i)ﬁ — AK(2) — (ng — T);L’ = §m2'l)2 (48)

Sumando Miembro a Miembro las Ecs. 45 y 48 tenemos

2(mg — mapiy,)
my + Mg

(mg — mypg)gr = %(ml + mo)v® = v(1) = \/ (49)

vix)= z(w-_W]gx
mq+ My

T T T T

N R S L L ]
: : Uk =05 /
! E

— '

Figura 18: Grafica de la Rapidez del Sistema como funcién de la Posicién “v”del Modelo 3 Ec. 6 v vs x con
my =2 Kg, ms =4 Kg, g =9.81 ms~2 y p, =0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.

NoTA 3.4: Observar que la “Velocidad” dada por la Ec. 49 es una “Funciéon que Depende de la
Posicion”.
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Para hallar la Aceleracién, usaremos la Regla de la Cadena (R.C.) en la Ec. 49, es decir:
_ dv(z) po. dv(z)dr

dv(x)
e TS =
Aplicando la relacion Ec. 50 a la Ec. 49 tenemos que:

(50)

0= \/2(m2 — M) a:i \/2(m2 — My fiy) gz | =a= 2(mg — majiy) g (51)
my + mo dx my + Mo my + Me
El resultado de la Ec. 51 corresponde a la Ec. 4 del Médelo 1 cuando hacemos que p, — 0,
y a su vez es la Ec. 26 del Modelo 2. Las Graficas de la Aceleracion se pueden consultar en el
Modelo 2.
Para la determinacion la Tensién en la Cuerda, ponemos la Ec. 49 en la Ec. 45 y resolvemos
para “T”, es decir:

2

1 2 — 1
T — MmigE = =My (m2 ml'uk) gz — T = wg (52)
2 my1 + Mo my + Mo

El resultado 52 es la Tensién de la Cuerda, encontrada con anterioridad en la Ec. 27 del
Modelo 2, y corresponde a la Ec. 5 del Modelo 1 si hacemos que pi — 0. Las Gréficas de la
Tensiéon se pueden consultar en el Modelo 2.

NoTAa 3.5: Gracias a esta forma de abordar el problema (Método 2), hemos sido capaces de
hallar la Tensién (Fuerza Interna) del Sistema.

Interpretacién Fisica de la Solucién y Casos Limite: Con los resultados generales obteni-
dos en las Ecs. 49, 51 y 52 somos capaces de recuperar los casos particulares para la Aceleracién
del Sistema y la Tensién en la Cuerda que fueron analizados en el Modelo 1 cuando hacemos
queur — 0, obteniendo las Ecs. 4 y 5 de dicho modelo.

Modelo 4

N

Figura 19: Representacién esquemadtica del Modelo 4. Dos Bloques 1 y 2 (masas puntuales) estdn interconectados
por una Cuerda Ideal (sin masa), la cual pasa por una Polea con masa m, y por tanto con Inercia Rotacional
1I,,. Existe Rozamiento Cinético entre el Bloque 1 y la Mesa y no existe rozamiento entre el Bloque 2 y el Aire.

Un Bloque de Masa m; descansa sobre una Mesa (Superficie Horizontal Rugosa) con Friccién
fx (cuyo Coeficiente de Friccién Cinética es py), el cual es jalado mediante una Cuerda Ideal

ISSN 1988-3145 @QMSEL


http://polipapers.upv.es/index.php/MSEL

Volume 15 (2), por: 10.4995/msel.2022.17983. 43

(sin masa), que pasa por una Polea de Momento de Inercia I (es decir, es modelamos la Polea
con una masa m, y un Radio R, dando por consecuencia un Momento de Inercia I) y esté sobre
cojinetes Sin Friccién, el cual sostiene a otro Bloque de Masa msy. Hallar las Tensiones en la
Cuerda y la Aceleracién del Sistema (Resnick, 1999: 301; Young4, 2009:148)

m,g

Figura 20: Diagrama de Cuerpo Libre para el Modelo 4, destacando las Fuerzas que actian sobre los Bloque 1
y 2.

Para este Cuarto Modelo, utilizamos las mismas hipodtesis que en el Segundo Modelo y
usamos la Mecanica Newtoniana Rotacional considerando ahora que la Polea tiene una masa
m,, y un cierto Radio R. Es decir, la Polea tiene una Inercia Rotacional I,,. Lo cual traera como
consecuencia la Modificacién de la Dindmica del problema. La figura anexa (Fig. 20) muestra un
diagrama esquematico en donde aparecen las Fuerzas Externas actuando sobre los bloques 1 y
2, asi como diferentes tipos de vectores (fuerzas y aceleraciones) que intervienen en el problema
planteado.

NoTA 4.1: En este problema, las tensiones T y 15 No son Iguales porque Existe Rozamiento
entre la Cuerda y la Polea (de otro modo la Polea No giraria), y porque la Polea tiene Masa.
NoTa4.2: La Tensién T; ejerce un Torca en Sentido Horario, y la Tensién T} ejerce una Torca
en Sentido Antihorario sobre la Polea.

Para resolver el problema, debemos utilizar la Segunda Ley de Newton Traslacional en cada
Desplazamiento de los Bloques, asi como la Segunda Ley de Newton Rotacional para la Rotacién
de la Polea, y después relacionar la Aceleracion Lineal “a”, con la Aceleracién Angular “a”por
la Condicién de Ausencia de Deslizamiento de la Cuerda con la Polea.

Haciendo un Diagrama de Cuerpo Libre (ver la Fig. 21) y aplicando la 2da. Ley de Newton
Traslacional al Bloque 1 tenemos:

Bloque m;:

Y Fo:Ti— fi=mua > F,iN—myg=0 (53)
Bloquel Bloquel
Con la Condicién Auxiliar (Condicién Coulombiana)
Je = N (54)
Construyendo un Diagrama de Cuerpo Libre (ver la Fig. 4.4) y aplicando la 2da. Ley de

Newton Traslacional al Bloque 2 tenemos
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N —
T
i .

ml
mg

Figura 21: Diagrama de Cuerpo Libre para el Bloque 1 del Modelo 4.
Ty

", l
+

my8

Figura 22: Diagrama de Cuerpo Libre para el Bloque 2 del Modelo 4.

Bloque my:
> Fyimag— Ty =maa (55)
Bloque2
Nota 4.3: El Centro de Masa (CM) de la Polea No se Acelera (Traslacionalmente), de modo
que el soporte debe ejercer una fuerza F, que equilibra la resultante de la fuerza de gravedad y
las fuerzas ejercidas por las cuerdas. Sin embargo, la Fuerza F; y el Peso de la Polea m,g No
Entran en la Discusién Dinamica del Problema.
A continuacién, aplicaremos, la 2da. Ley de Newton Rotacional a la Polea (ver la Fig. 23)
Polea:
Y 7:TRy— TRy = Lo (56)
Polea
NOTA 4.4: Vamos a suponer que la Cuerda que pasa por la Garganta de la Polea No se Desliza.
En ese caso, la Condicién de ausencia de Deslizamiento entre la Cuerda y la Polea, genera la
ecuacion:

a = Ra (57)

El Momento de Inercia I, de la Polea, es el Momento de Inercia de un Disco de masa m, y
radio R, (ver el Apéndice M4A y la Fig. 24) es decir

1
I, = GmpR’ (58)

De la Ec. 53 hallamos la Reaccién Normal de la Superficie Horizontal (mesa):
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Garganta
_—" o canal

Cuerda
/

\\ )
Polea de cable

Figura 23: Diagrama de Cuerpo Libre para la Polea del Modelo 4.
My

QR* ) Disco

Figura 24: Diagrama de la Polea Masiva del Modelo 4.

N =myg (59)
Sustituimos la Ec. 59 en la Ec. 54 y todo ello en la Ec. 53 para poder hallar la Tension T

Ty — pugmaig = mia = Ty = upgmyg + mia (60)
De la Ec. 55 hallamos la Tensiéon 15

Ty = mog — moa (61)
Poniendo las Ecs. 60, 61 y 57 en la Ec. 56 tendremos

a
(mag — maea)R — (upmig + mia)R = IE =
a
Mog — Mol — UpM1g — MG = Iﬁ =
(ma — pxma)g = a(my +msy + 2 —
Mo — [k

my + mo + #
que usando la Ec. 58, en la expresién anterior, hallamos la Aceleracién del Sistema

Mo — e
a= 1 g (62)
my + mso + §mp

Poniendo la Ec. 62 en la Ec. 57 es inmediato encontrar la Aceleracion Angular

mo — pgmy g
= = 63
my + mg + %mp R ( )
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Mo = my B B
a=(—————)g. mx=4Kg., mp=10Kg.
My + Mg+ mp

0.0 05 1.0 15 20
mq (Kg) m3 (Kg)

Figura 25: Panel de la izquierda, grafica de la Aceleracién “a”del Modelo 4 Ec. 62 vs m; con mo = 4 Kg v
m, = 10 Kg. Panel de la derecha, gréfica de la Aceleracién del Modelo 4 Ec. 62 vs mg con my =1 Kg y m, = 10
Kg. En ambos casos la Gravedad Terrestre es de g = 9.81 ms—2 y pu = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.

_ M2 = my L

Jg, my = 1Kg., ms = 4 Kg.

Figura 26: Gréfica de la Aceleracién “a”del Modelo 4 Ec. 62 vs m, con m; = 1 Kgy mo =4 Kg g = 9.81 ms™2
y ik = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.

Poniendo la Ec. 62 en la Ec. 60 y en la Ec. 61 encontramos las Tensiones T y 15

my(ma(1 + pg) + 2pemy)
g = T = 12 g g (64)
my + mg + 5my

mg — g
1
mi + meo + §mp

Ty = ppmag +
Procediendo de forma equivalente, tenemos para la Tensién Ts:

mao(my(1 + px) + tm,)
g=Ty = —2—"g (65)
my + My + 3Mmy

mgo — T

1) = mag +
! 2 m1+m2+%mp

Con la Ec. 62, podemos hallar la Rapidez y la Posicion de los Bloques, mediante Separacién
de Variables, y la subsecuente Integracion, es decir:

dv Mo — HEM

— e
dt  mq+mo+ %mpg

v t
Mg — UM
/ dv' = 27 M 11 g/ dt’ =
,U my +mg + 5My Jyy=0

0,z
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m1[m2(1 +I—’K)"’%ﬂk mp]
Ty={——————F—19 .(T1vs.my)
my+ Mo+ Emp

Ty (Newtons)

T4 (Newtons)

47

mw[mz (1 +l»’x)*‘%ﬂk mp o )
g . (T;vs.mp

5
my+ my+ - my

Figura 27: Panel de la izquierda, grafica de la Tensiéon 77 del Modelo 4 Ec. 64 Ty vs m; con me = 4 Kg y
m, = 10 Kg. Panel de la derecha, gréfica de la Tensién 77 del Modelo 4 Ec. 64 11 vs ma con m; = 1 Kg. y
m, = 10 Kg. En ambos casos la Gravedad Terrestre es de g = 9.81 ms~2 y uj, = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.

}g ., (Tq vs. mp)

T4 (Newtons)
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ms 2y ur =0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.

Figura 28: G. Grafica de la Tensién 77 del Modelo 4 Ec. 64 T vs m, con m; = 1 Kgy mg =4 Kg g = 9.81

mz[m1 1+ pk)+; mp
={ 0 19. (T2 vs. ma2)
my+ mo+ > mp

To (Newtons)

Ta (Newtons)

ma (Kg)

Figura 29: Panel de la izquierda, gréifica de la Tensién Ty del Modelo 4 Ec. 64 T5 vs my con mg = 4 Kg y
m, = 10 Kg. Panel de la derecha, grafica de la Tensién 75 del Modelo 4 Ec. 64 T5 vs mo con m; = 1 Kg. y
m, = 10 Kg. En ambos casos la Gravedad Terrestre es de g = 9.81 ms™2 y px = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.
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mz[m1 1+ pk)+; mp]
T={——————)g. (Tavs. mp)

35

30

N
a

20

T2 (Newtons)

Figura 30: Grafica de la Tensién T del Modelo 4 Ec. 64 T3 vs my, con m; =1 Kgy mo =4 Kg g =9.81 ms™?
y pie =0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.

Mo — gy gt (66)

v(t) =

- 1
my + mo + 5mp

De la Ec. 66, hallamos la Posicién de los Bloques:

d _
dt mi + me + §mp
T _ t
/ do/ = 2 PR / tdt =
z0=0 my +mg + 5My Jyy=o
1 Mo — UETy > 2
x(t) = = t 67
0= () (67

Figura 31: Panel de la izquierda, grafica de la Velocidad del Sistema “v”del Modelo 4 Ec. 66 v vs t con m; = 1
Kg ms = 4 Kg y m;, = 10 Kg. Panel de la derecha, grafica de la Posicién del Sistema “x”del Modelo 4 Ec. 67 x
vs t con m; =1 Kg mo =4 Kgy m, =10 Kg . En ambos casos la Gravedad Terrestre es de g = 9.81 ms= 2y
y el Coeficiente de Friccién Cinética es de up = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0.
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Interpretacion Fisica de la Solucién y Casos Limite

Si en las expresiones (63), (64) y (65), hacemos que la Friccién Desaparezca (es decir: py, —
0) y/o que la Polea sea Ideal (m, — 0), recuperamos los resultados previamente obtenidos en
el Modelo 3, 2 y 1. Si el Momento de Inercia de la Polea es cero (I, = 0), es decir, m, — 0,
entonces 77 = Tyy la Aceleracién del Sistema es el caso conocido (ver las Ecs. 26 y 27 del
Modelo 2), tal y como era de esperar. Si el Momento de Inercia de la Polea es Muy Grande y la
Friccion Desaparece, es decir, m, > m; +mq y pr — 0, entonces 171 =~ 0, T3 ~ mag y a = 0.

APENDICE M4A:

Célculo del Momento de Inercia de un Disco Masivo: Una de las formas de calcular el
Momento de Inercia de un Disco de masa M y Radio R con respecto al eje que pasa por el
centro del disco es elegir un pequeno elemento diferencial de masa dm que dista una distancia

x del eje de rotacion.
M d
e ()
am
2mx d

Figura 32: Esquema para calcular el Momento de Inercia de la Polea (Disco).

Dicho elemento diferencial es un “pequeno anillo”de radio x y de ancho dzx, ver la Fig. 32.
Si de forma imaginaria “cortamos”este anillo diferencial y lo extendemos, encontrariamos un
“rectdngulo diferencial”de longitud 27z y de anchura dz (ver Fig. 32, el cual tendria una masa
dada por:

M M M 2M
El Momento de Inercia del Disco sera:
2M 2M =z 1
I = 2 — = 3der = =— —| = _-MR?
/ dm = / 7 xdx s ridx = 7 1 L 5 R (69)

APENDICE M4B: Posibles Mejoras al Modelo de la Polea y la Cuerda

Una posible mejora al modelo de interaccién entre la Polea y la Cuerda es:

T ,
In (TQ) =yl f = Ty = Tye's” (70)
1

donde 1, es el Coeficiente de Rozamiento Estético entre la Polea y la Cuerda, y [ es el Angulo
que Gira la Polea (Beer, 2010: 449).
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Figura 33: Esquema para calcular y mejorar en principio la estimacién del rozamiento entre la Polea y la Cuerda.

Modelo 5

Figura 34: Representacién esquemadtica del Modelo 5. Dos Bloques 1 y 2 (masas puntuales) estdn interconectados
por una Cuerda Ideal (sin masa), la cual pasa por una Polea Masiva m,. Existe Rozamiento Cinético entre el
Bloque 1 y la Mesa, y Existe Rozamiento Viscoso entre el Bloque 2 debido a un Estanque con Fluido.

Un Bloque de Masa m; resbala sobre una Superficie Horizontal Rugosa con Friccién Cinética
fx (cuyo Coeficiente de Friccién Cinética es py), el cual es jalado mediante una Cuerda Ideal
(sin masa) que pasa por una Polea de Masa m,, y Radio R, la cual sostiene a otro Bloque de
Masa my, el cual se Sumerge en un Recipiente que contiene un Fluido con Resistencia Viscosa
(Ver 34), y su Fuerza de Interaccién, es proporcional a la Rapidez Instantédnea del Bloque 2
(Viscosidad Lineal F' = —fv ). Determinar la Velocidad, la Velocidad Terminal, la Aceleracién
del Sistema, asi como las Tensiones en la Cuerda.

Para resolver este “Nuevo Modelo”, debemos utilizar la Segunda Ley de Newton Traslacional
en cada bloque, asi como la Segunda Ley de Newton Rotacional para la Rotacion de la Polea,
y después relacionar la Aceleracién Lineal (ver el Modelo 4), con la Condicién de Ausencia de
Deslizamiento de la Cuerda con la Polea, por lo tanto, tendremos que:

Bloque m;:

ZFx:Tl—fk:mla ZFy:N—mlgzo (71)

Bloquel Bloquel

Condicion Auxiliar

Jx = N (72)
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Figura 35: Diagrama de Cuerpo Libre para el Modelo 5, destacando las Fuerzas de interaccién del Bloque 1 con
la mesa (Friccién Seca) y la interaccién del Bloque 2 con el fluido (Friccién Viscosa). En este modelo la Polea
tiene una Masa m,, y por tanto tiene una Inercia Rotacional I,.

NA_. .
f, 4

M8

Figura 36: Diagrama de Cuerpo Libre para el Bloque 1 del Modelo 5.

Modelling in Science Education and Learning

T,
f;fis
iy l
+
my8

Figura 37: Diagrama de Cuerpo Libre para el Bloque 2 del Modelo 5. Note la presencia de la Fuerza Viscosa
fuvis de Interaccién entre el Bloque 2 y el Fluido.
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Bloque meo:

Z Fy Ty + fuis — Mag = mea = mag — fiv — Ty = maa (73)

Bloque2

Condicién Auxiliar

(74)
Figura 38: Diagrama de Cuerpo Libre para la Polea del Modelo 5.
Polea:
Y 7:TyRy—TiR = Ia (75)
Polea
Condicién de Ausencia de Deslizamiento entre la Cuerda y la Polea
a=aR (76)

La polea masiva se suele modelar con un disco masivo m, de radio R y con Momento de
Inercia I,

1
I, = 5mpR2 (77)

De lo anterior, vemos que podemos hallar la Reaccion Normal de la Mesa, directamente de
la Ec. 71, es decir:
N =myg (78)

Sustituimos 78 en 72 y todo ello en 71 para hallar la Tensién T}

Ty — upmig = mia = Ty = pugmig + mia (79)

Poniendo la Ec. 74 en la Ec. 73 y de alli encontramos la Tension 75

Ty = mag — maa — v (80)
Poniendo las Ecs. 79, 80 y 76 en 75 tendremos:

a
(mag —maa — Bu)R — (upmag + mia)R = I, (}—%> —
I
(my — i) g — Brv = a( o5 +my +my)

R2

Usando la Ec. 77, del Momento de Inercia de la Polea en la expresion anterior, tendremos:
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1 2
My

RQ

1
(§mp +my +me)a+ fv = (Mg — prmy)g =

) T

5Myp + My + my)

(mg — pemy)g — Bro = a( +my +mg) =

dv
— + Kjv =K 81
I + Kv 29 (81)
en donde hemos definido:
Ki= )
(5mp +my + mg)
K2 _ (m2 B ,ukm1> (83)
(%mp +my + my)
con lo que se obtiene para el cociente:
K _
K1 Ma — HeTl (84)
K B
NoOTA 5.1: Sabemos que las Dimensiones de [3;] = [M][T]~! y que la y; NO tiene Dimensiones,
por tanto, las dimensiones de [K;] = [T|™! y Ky NO tiene Dimensiones. Es decir, la Ec. 84, es

Dimensionalmente Correcta. Cuando el Bloque 2 se sumerge en el fluido, reduce bruscamente
su velocidad hasta alcanzar eventualmente una “Velocidad Terminal”o también llamada “Ve-
locidad Limite” constante “v,” que se obtiene cuando el Peso del Bloque 2 es igual a la Fuerza
de Rozamiento Viscoso del Fluido, es decir, cuando la Aceleracién es cero.

NoTA 5.2: La Velocidad Terminal, obtenida en este Modelo 5 es semejante a la que se obtendria
si se estudiara la Caida de un Paracaidas en aire, donde la Resistencia del Aire es proporcional
a la velocidad de caida.

0+ Kl"Ut,Sis = Kyg = Ut,Sis = (%) g (iii Ut,8is = (M) g (85)
1 G

NoTa 5.3: El valor de la Velocidad Terminal del Sistema (Velocidad Limite) es independiente de
la posible Velocidad Inicial del Bloque 2 al Introducirse en el Fluido, y si hacemos que m; — 0,
la “Velocidad Terminal”serfa como la Caida con Paracaidas (Viscosidad Lineal F' =7fv). En
este caso la “Velocidad Terminal”Ec. 85, depende de las “Dos masas del Sistema” (m; y msy)
y del “Coeficiente de Friccion Cinético i’ entre el Bloque 1 y la mesa, y del Coeficiente de
Friccion Viscosa “f;”entre el Bloque 2 y el recipiente lleno del fluido. Por otro lado, para
resolver la “Ecuacién de Movimiento del Sistema Mecénico” Ec. 81, vamos a integrar la Ecuacion
Diferencial de Primer Grado In-homegénea en la Velocidad, mediante “El Método del Factor
Integrante”. Para este problema el “Factor Integrante”:

Factor Integrante : X1t = ef Kidt (86)

Multiplicamos toda la Ec. 81 por el “Factor Integrante” Ec. 86, tendremos que:

d d
(d_zt} + Klv) M1l = Kygelt — d—zeK” + Kyweft = Kyget (87)
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Figura 39: Las Graficas en los paneles izquierdo y derecho, son de la Velocidad Terminal del Sistema v; g;s del
Modelo 5 Ec. 85 vy 555 VS 81 ¥ Ut,sis VS ik, respectivamente con m; = 1 Kg my = 4 Kg. En ambos casos la
Gravedad Terrestre es de g = 9.81 ms~2 y y el Coeficiente de Friccién Cinética es de y;, = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0
para la grafica de la izquierda y el Coeficiente de Friccién Viscosa Lineal es de §; = 0.0,0.3,0.5,0.7 y 1.0 para
la grafica de la derecha

Notemos que los dos sumandos del primer miembro de la Ec. 87 pueden ser escritos como
una Derivada Total con respecto de t:

d d
e + Kl,UeKlt _ d_ (eKltv) =5 —(GKlt’U) — K296K1t (88)

Separando e integrando variables

/d@“%):Kw/Q“wﬁazku,mzdﬁﬁzj

/d (eKltv) =g (%) /KleKltdt =
1

K
efity = ¢ (7?) et 4 O (89)

Aplicando las Condiciones Iniciales, en t = 0, tendremos:
v(t=0)=0 (90)

Poniendo la Condicion Inicial Ec. 90 en la Ec. 89 tendremos que:

C=—g <@> (91)

Sustituyendo la Ec. 91 en la Ec. 89 y multiplicando en todos lados por el factor e~ 1% llegamos

a que:
K. K.
oKt Kity, _ ~Kit (g < j) kit g < j)) ;

o= ()@ (92)
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Usando la Ec. 84 tenemos la Velocidad del Sistema:

_ I -/ A
g (w) (1 _e((;mp+m1+m2>f)> (03)

B

i)
v(t) = gl————K1-e \"1T 2" 2]y

100

80

60

v (m/s)

40+

20

Figura 40: Graficas de la Velocidad del Sistema v del Modelo 5 Ec. 93 v vs ¢, con m; = 1 Kg, ms = 4 Kg,
g = 9.81 ms~2 y tanto el Coeficiente de Friccién Cinética s como e Coeficiente de Friccién Viscosa Lineal 5
toman diferentes valores.

{Con el resultado Ec. 93 podemos hallar los resultados conocidos anteriores?

Para poder hacer el analisis solicitado es necesario conocer el “Desarrollo en Serie de la Funcién
Exponencial alrededor de cero”, es decir, usamos el resultado (22.15), pag. 85 del libro de la
Serie Schaum (Spiegel, 1988: 85).

x?  ad £
eXp(l’)Zl—i—x—Fa—Fg‘i"”:ZF
! ! =

Cuando 3; — 0, entonces:

_ 1 2
exp<1 b t>:1—1 2 t+—<1 i )t2 (94)
My +my + mo My +my + my 2\ gmy +my +my

Por tanto, usando el desarrollo de la Ec. 94 en la Ecs. 94 se obtendra:

mo — gy
v(t) = t 95
() <%mp+m1+m2)g ( )

NoTA 5.4: La “Velocidad del Sistema”dada por la Ec. 95 se obtuvo de la Velocidad del Sistema
mas General Ec.93 después de hacer un Desarrollo en Serie de Taylor Ec.94 y tomar el Limite
cuandof; — 0. Esta Velocidad fue hallada previamente en el Modelo 4, ver las Ec. 66 de dicho
Problema. De forma analoga, para obtener la Posicién del Sistema, Separamos Variables de

nuevo e Integramos la Ec. 92, es decir:
dx KQ) _ Kt /x ’ (KQ) /t ’ (KQ)
—=g|—=)1—-e"")= dr' =g | — dt’ —g | —
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Haciendo el cambio de variable v = —K;t, dv = —K;dt tenemos
[t =) [ () (5) [ e
o) = g (%) [t + Kilefﬁt] | (96)

Usando las Ecs. 84 obtenemos la Posicion del Sistema:

_ 1 (s
z(t) =g (—m2 'ukml) [t + (ml e 2mp> e (m1+mzl+§mp)t] (97)

By By

mp = Mg mq =
x(t) = o Kt+( mrmet
| |

T T T T T

| ! ! 1 1
6000F ------+- M B=00 AR -

| I 1 1 1

1 I 1 | 1

| | 4 1 1

T ] 1 1 1
4000 _______ Lo - - - - - - - e - e - - - L o e - - - i -

| I 1 1 1

| 1 1 1

T 1 Mk, B =0.2 ! 1
5 : , Hk, By =05 ’__:/
2000F - ----- r--=--- a=\--==- = o ——T - - - - - -
1 1 : ‘:-/:—/_

1 T 1 1

| 1 1 1
o — .

I I i Mk, By =0.7
l I i . . ‘
0 5 10 15 20 25 30

Figura 41: Gréficas de la Posicion del Sistema x del Modelo 5 Ec. 97 x vs t, con my = 1 Kg mo = 4 Kg, g = 9.81
ms~?2 y tanto el Coeficiente de Friccién Cinética j; como el Coeficiente de Friccién Viscosa Lineal (3; toman
valores de 0.3,0.5 y 0.7 ambos.

Usando el Desarrollo 94 en la Ec. 97 tendremos:

~ g (M2 ma+mg +5mp [ B
a:(t)—g< 5 )[H( B ){1 <m1+m2+§mp)t+”'}]

Despreciamos éste Término Cuadratico en 3;
7\

x(t)Ng<m2_ukml) <m1+m2+%mp) —l—lg (mz—ﬂkm1> ( By )tg
B B B 2 B my +my + 3m,
1 Mg — UEy ) 2
x(t) = = t 98
=g (e (99

NoTA 5.5: La “Posicién del Sistema”dada por la Ec. 98 se obtuvo de la Posicion del Sistema
mas General Ec. 98 después de hacer un Desarrollo en Serie de Taylor Ec. 94 y tomar el Limite
cuando 5 — 0. Esta Posicion fue hallada previamente en el Modelo 4, ver la Ec. 67 de dicho
Problema. Para poder hallar la “Aceleracion del Sistema”, derivamos con respecto del tiempo
la Ec. 92 y obtenemos:
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srr-3 0 () 0-cra) o ()

a(t) = gKoe K1t (99)

Usando las Ecs. 84 llegamos a la Aceleracién del Sistema:

_ Y </ B
au):g( grower )6 (i) (100)

1
my + mo + §mp

my = L my _[ 1
e mq+ mo+ 5 mp

1
mq+ ma+—Mmp
2

a (m/sz)

Figura 42: Gréficas de la Aceleracién del Sistema a del Modelo 5 Ec. 100 a vs t, con m; = 1 Kg ma = 4 Kg,
g = 9.81 ms~? y tanto el Coeficiente de Friccién Cinética p, como el Coeficiente de Friccién Viscosa Lineal £
toman valores de 0.3,0.5, 0.7 y 1.0 ambos.

Usando el Desarrollo 94 en la Ec. 100 tendremos:

0
a(t):g( Mg — gy ) 1_%/)/{_{_ N
my +msy + sm, mo + im,

mo — WMy

a(t) =g (m1 g %m) (101)

NoTA 5.6: La “Aceleracion del Sistema”dada por la Ec. 101 se obtuvo de la Aceleracion del
Sistema mas General Ec. 100 después de hacer un Desarrollo en Serie de Taylor Ec. 94 y tomar
el Limite cuando 3, — 0. Esta Aceleracion fue hallada previamente en el Modelo 4, ver la
Ecs. refeq:4.11a de dicho Problema. Para poder encontrar la “Tensiones T, en la Cuerda”,
sustituimos la Velocidad dada por la Ec. 94 y la Aceleracion dada por Ec. 100 en la Ec. 80
hallando:
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— _ Bl _ _ By
Tzzmw_mw( my — )e (i) _ g <w> [1_6 (mﬁmﬁ%mp)t]

1
my + mo + §mp Bx

— P Y (U B
Ty(t) = mag {1 - ( M2 — P ) € (mﬁmﬁ%m”) } — g (ma — pmy) {1 —e (m1+m2+%mp)t}

my + meo + %mp
(102)

Tension T, de la Cuerda

T2 (Newtons)

Figura 43: Graficas de la Tension 75 de la Cuerda del Modelo 5 Ec. 102 T vs t, con m; = 1 Kg mo = 4 Kg,
g = 9.81 ms~? y tanto el Coeficiente de Friccién Cinética p, como el Coeficiente de Friccién Viscosa Lineal £
toman valores de 0.3,0.5, 0.7 y 1.0 ambos.

Para encontrar el Caso Conocido, usamos el Desarrollo 94 para cuando 5, — 0 en la Ec.
102) teniendo

Mo — UM 15} 1 15} 2
ngmgg ]_—( 2 ali 11 ) ]_—( l 1 >t+—( l 1 )tz—
my + mg + 5my my + mg + 5my, 2 \my +mg+ 5my
Bl 1 ﬁl 22
— g (mo — ppm 1—|1-— t+ — e — ... =
g( 2 H 1){ [ (m1+m2+lmp 2 m1+m2—|—lmp

0

N Mo — [ W 1y t2(mg — pyympt,
Tg_m2g 1-— 1 +Bl t+ Bl 275 e
my + ma + 3y M+ tmy)’ 2 T m o+ imy)

~ a(my — _ pumy—"" 1 2t2m2—W
g (ma — pema) 4 A /I—i_ﬁmﬂLimp) M+ mp)

mi+ o +3my— o+ Mkml} {mz [ma (1 + i) + 3] }
=T =

1 1
my +mg + 5My, my + mg + 5my

T zmgg{

(103)
NoTA 5.7: La “Tension Ty de la Cuerda” dada por la Ec. 103 se obtuvo de la Tension mas
General Ec. 102 después de hacer un Desarrollo en Serie de Taylor Ec. 94 y tomar el Limite
cuando 3; — 0. Esta Tension T, fue hallada previamente en el Modelo 4, ver la Ecs. 65 de
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dicho Problema. Finalmente, para poder encontrar la “Tensiones T} en la Cuerda”, sustituimos
la Aceleracién dada por Ec. 100 en la Ec. 79 y hallamos:

By
Mo — UM - t
Ty = pemag +my g( e T )e (mﬁmz*%%) =
my + ma + 5my

(104)

By
meo — UETy —( T )t
Ti(t)=m + e \mitmatgmp
1() 19 \ Mk (m1+m2+%mp>

Para encontrar el Caso Conocido, usamos el Desarrollo 94 para cuando 5, — 0 en la Ec. 104.
La Tension obtenida proviene de la mas mas General Ec. 104 después de hacer un Desarrollo en
Serie de Taylor y tomar el Limite cuando 5; — 0 y coincide con la que fue hallada previamente
en el Modelo 4, ver la Ec. 64 de dicho Problema.

Recuperando los Casos Conocidos

De las Ec. 101 y Ec. 104, cuando «quitamos» Friccion Viscosa ; — 0 y la Friccién Cinética
. — Oobtenemos los Casos Conocidos, del Modelo 1, 2, 3, 4, es decir:

mo m
_ _ _mimo
a|ﬁz—>0,#k—>0 - g T|Bz—>0,uk—>0 - m1+m29

m1+m2

__5/_,
My — M M4 [m +m +1—m]
Ti=mi gl [——————le 1Tty
m1+m2+;mp
: : 1 1 1
| 1 1
1 1 1 Mk, B =1.0
| 1 1
| 1 1 1 1
10F------ A - - R N S W [
| ke B=07 |
— /r__ 1 1 1
&2 ! 1 1 1 1
[e] 1 Il
s Mk, B =0.5 ———T 1 1
o 5r---- R A------
2 |f— | Uk B =03 i
I S |
1 1 1 1
1 1 1 1
o) E——__ | A
: : ! Mk, B =0.0
1 1 1 1 1
] 1 1 I 1
1 1 1 1 1
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Figura 44: Graficas de la Tension 77 de la Cuerda del Modelo 5 Ec. 102 T vs t, con m; = 1 Kg mo = 4 Kg,
g = 9.81 ms—2 y tanto el Coeficiente de Friccién Cinética us como el Coeficiente de Friccién Viscosa Lineal §;
toman valores de 0.3,0.5, 0.7 y 1.0 ambos.

Modelo 6

Un Bloque de Masa m; descansa sobre una Mesa (Superficie Horizontal Rugosa) con Friccién
fr (cuyo Coeficiente de Friccion Cinética es py), el cual es jalado mediante una Cuerda con
Densidad Lineal de Masa A constante (A = %), donde m,, es la masa de cuerda y L es la
Longitud Total de la Cuerda, y [ es el trozo de cuerda que cuelga y que estd conectado a mq
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de longitud 0 < [ < L sobre el borde de una mesa plana que tiene una Polea de Momento de
Inercia I (es decir, modelamos la Polea con una masa m, y un Radio R, dando por consecuencia
un Momento de Inercia I) y estd sobre cojinetes Sin Friccién. Hallar la Aceleracién, Rapidez,
Posicién y las Tensiones en la Cuerda. Modelo Hibrido.

Como vimos antes, vamos a tomar los resultados del Modelo 4 para las Dos Masas con
Friccion y la Polea, y vamos a tratar de forma independiente la Cuerda Masiva. Es decir, del
Modelo 4 tenemos que la Aceleracion del Sistema Ec. 62 con Cuerda Ideal es:

. mo — UMy
= =A 105
Tbloques { . Mo %mp } g g ( )

A= { M2 — Mkl } (106)

1
my + mo + §mp

A continuacién, vamos a considerar el Movimiento de la Cuerda sobre la Mesa Sin Friccién,
para poder hallar inicamente la Aceleracién de la Cuerda. Es decir, la longitud de la fraccion de
la cuerda que cuelga verticalmente y que eventualmente estaria unida a la masa msq se denota
por “y ¢ la "Masa por Unidad de Longitud de la Cuerda “es” A y es constate. Pero recordemos
del Modelo 3 que “y = ", por tanto, la “Fuerza Neta”que actiia sobre el trozo de cuerda de
longitud “x” es basicamente su peso, es decir:

F =mg = \xg (107)
Aplicando la “Segunda Ley de Newton”, y teniendo en cuenta que la Masa Total m, de la
Cuerda en términos de \ vale:

A= mf = (108)
me = AL (109)
m ,R,1
fk m] /mc r2

Figura 45: Representacién esquemdtica del Modelo 6. Dos Bloques 1 y 2 (masas puntuales) estdn interconectados
por una Cuerda Masiva de Densidad Lineal de Masa constante (A=cte.), la cual pasa por una Polea con masa
m,, y por tanto con Inercia Rotacional I,. Existe Rozamiento Cinético entre el Bloque 1 y la Mesa, y No existe
rozamiento entre el Bloque 2 y el Aire.

Poniendo la Ec. 109 en la Ec. 107 hallamos la “Ecuacién de Movimiento de la Cuerda’”:
mea(z) = XLa(z) = Xxg =

a(z) = %a: = (110)

Zcverda = %Qf (111)
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Para hallar la “Aceleracion del Sistema Completo” debemos sumar las aceleraciones Ecs. 105
y 111

cuerda
bloques A
=~
F = Fotoques + Fouerda = Ag + %x — %( +AL) = i(t) = %(x + AL) (112)

Vemos que la forma de la Ec. 112 es una “Ecuacién Diferencial Lineal No Homogénea de
Segundo Orden”y su Soluciéon General viene dada por la suma de la solucién de la Ecuacion
Diferencial Homogénea “Caso 1”de la Ec. 24.7, pag. 92 del libro de la Serie Schaum (Spiegel,
1988: 92) més una Solucién Particular de la Ecuacién Diferencial No Homogénea. La Ecuacién
Diferencial Homogénea sera:

d*r, g
= = 113
az ~ LM (113)
La Ec. 113 es una “Ecuacion Diferencial Lineal Homogénea de Segundo Orden”y de nuevo
su solucién es el Caso 17de la Ec. 24.7, pag. 92 del libro de la Serie Schaum (Spiegel, 1988:

92)24.7

Polinomio Caracteristico
7\

7 Y
A, B son constantes, 7°+Ar+B=0 con 7,7 soluciones. “Caso 17, 71 # 7y

Y(@) = 1€ + cpe™

En nuestro caso seria:

2 9 1 =++/g/L

r* — = = (0= Soluciones : 114
L > e

Por lo tanto, la “Solucién General de la Ecuacion Diferencial” Ec. 113 sera:

x1(t) = cre 9/t 4 cpeV /Lt (115)

Una Solucién Particular de la Ec. 112 es simplemente haciendo # = 0, obtenemos:

0= %(QL’ -+ AL) =r=—-AL = I2(t) = ZTparticular (t> = —AL = cte (116>

Por tanto, la Solucién General del Sistema Completo la obtenemos sumando las soluciones
115 y 116, es decir:

x(t) = 21 (t) + 22(t) = x(t) = cle\/%lt + cge_\/%t — AL (117)

Derivando la Ec. 117 tenemos:

d /7T /7T, /T
(t) = g7 {cle 9Lt 4 chemVIIEt AL} = &(t) = \/%e 9/Lt _ 02\/%6_ 9/Lt (118)

donde como siempre, las constantes de integracion se determinaran de las condiciones iniciales
del problema. Es decir, aplicando las “Condiciones Iniciales”en la Ec. 117 tenemos que:

ZL’l(tZO):l:Cl+CQ—AL:>01+02:l+AL (119)
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y usando de la misma manera y aplicandolas en la Ec. 118 llegamos a:

i1(t=0)=0=ci\/g/L—can/g/L = \/g/L(c1 —c3) =0=¢; —c; =0 (120)

Sumando las Ecs. 119 y 120 tenemos:

Cl+02+01—62:l+AL:>201:l+AL:>01:(Z+AL)/2 (121)
y poniendo la Ec. 121 en la Ec. 120 hallamos que:

)2+ ALJ2 — 3 = 0= ¢y = (L + AL)/2 (122)

Poniendo los resultados (120) y (??) en la Ecs. 117 tendremos que:

\9/Lt —\/9/Lt
(t) = <l+2AL> eVt ¢ (#) e VIt — (1+ AL) (6 e

2

Usando ahora la definicién de las “Funciones Hiperbdlicas” Ec. 8.1 y 8.2 pag. 31 del libro de la
Serie Schaum (Spiegel, 1988: 31).

sinhx = (em — e_z) & coshz = (ez + e_z) ,

z(t) = (I + AL) cosh (\/%> (123)

Poniendo los resultados 121 y 122 en la Ecs. 118 hallamos:

va(t) = d(t) = (Z+AL)\/;smh< %t) (124)

Derivando una vez mas la Ec. 124 hallamos la Aceleracién de la Cadena:
dv.(t) _ d g 9.\ d g
az(t) = p {(l + AL)\/;smh (\/;t> } (I + AL)\/;cosh (\/;t pr Et =
=+ AL \/7\/jcosh(\/7):>am(t)—x() L(l—i—AL)cosh(\/E)
(125)

Para tener la Solucion Completa del Sistema debemos de conocer el valor de la cantidad
I — AL , para poder ponerlo en las Ecs. 123,124 y 125, es decir:

N —
N —

tendremos:

l—i—AL:l—i—{ M2 = Mkl }L:l(m1+m2+%mp)+(m2—ﬂkm1)ll:>

M1+m2+1mp ml—i—mg—f—lmp
my (I — ppL) + mo(l + L)+ mpl

mp + mo + mp

[+ AL =

(126)
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Por tanto, poniendo el resultado (126) en (123), (124) y (125) tendremos que:
| — uxL I+ L)+ tmyl /
mi + meo + Emp L

mq (1= pg L)+ mo (1+ L) + lmpl
- 2
x(t)= -

Figura 46: Grafica de la Posicién del Sistema x del Modelo 6 Ec. 127 x vs t con m; = 2 Kg, my = 6 Kg, m;, = 20
Kg, L=1.0myl=0.25m, g=9.81 ms~ 2y el Coeficiente de Friccién Cinética p, toma los valores de 0.3,0.5,

0.7 y 1.0.
= L [+ L)+ 1m)
wlt) = #(t) = /2 (ml( pul) +mal + L) + gy ) sinh (, /ﬁt) (128)
L my + my + 5my, L

my (= D+ mp (14 L)+ L my i
v(t)= g[ . 2 P ]Sinh[\/%t]

v (m/s)

Figura 47: Grafica de la Velocidad del Sistema x del Modelo 6 Ec. 128 v vs ¢t con m; = 2 Kg, ms = 6 Kg,
m,=20Kg, L=1.0my!l=0.25m, g=9.81ms 2y el Coeficiente de Friccién Cinética yj, toma los valores
de 0.3,0.5, 0.7 y 1.0.
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(129)

m (l—ukL)—i—mQ(l—irL)—l—%mpl) ( q )
T cosh =t
my + mao + 5mp

i) =0 =4 ( g

1
gm1 (I—ykL)+m2(l+L)+5mpl g
a=—( ) Cosh[ Zt]

a (m/s)

Figura 48: Grafica de la Aceleracién del Sistema a del Modelo 6 Ec. 129 a vs ¢t con m; = 2 Kg, ms = 6 Kg,
mp,=20Kg, L=1.0my!l=0.25m, g=9.81ms 2y el Coeficiente de Friccién Cinética yj, toma los valores
de 0.3,0.5, 0.7 y 1.0.

Y para obtener las Tensiones, usamos las Ecs. 60 y 61 del Modelo 4 y aplicamos la Aceleracion
que obtuvimos aqui en la Ec. 129, obteniendo con ello, las Tensiones de la Cuerda para este
Modelo 6, es decir:

I — L) +mo(l + L) + $myl [g
Ty = ppmag + mla(moc)ukmw +my {2 (m1 €=l & mal 1 )+ 3y ) cosh ( 21&)} =
L my + mso + 5mp L

(1 — L I+ L)+ 3% [
Ti(t) = {ml,uk—l— (ml( L) + muma(l 4 L) + gram, ) cosh( 215)}9

L (m1 + mo + %mp) L

(130)

I — L) +mo(l + L) + 2myl q
Ty — g — mya®19m 0 — g [ 9T 2p h(y/2t)| =
2 = Mag — MaaG maog — Mo I T g %mp Ccos 7

B mamy (I — L) + m3(L+ L) + smamyl q
Th(t) = {mg — ( 7 (ml P %mp) ) cosh (\/;t) } g
(131)

. Es posible recuperar el caso conocido cuando la Cuerda es Inexistente o bien cuando m, —
0, o de forma equivalente A\ — 07. Si, es posible y para ello usaremos el “Desarrollo en Serie
de Funciones Hiperbdlicas” Ecs. 22.33 y 22.34 respectivamente, pag. 86 del libro de la Serie
Schaum (Spiegel, 1988: 86).

3 $5 I7

. T
s1nhx:x+§+§+ﬁ+... —o0o<r <0
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m%( - Mg L)+ mqymo (I + L)+ —m1 mp |
T1(O)={m1 px+{ osh[\f g

L m1+m2+;—mp

120

100

80

60

T1 (Newtons)

40

20

Figura 49: Grafica de la Tensién 77 de la Cuerda del Modelo 6 Ec. 130 T vs t con m; = 2 Kg, ms = 6 Kg,
mp,=20Kg, L=1.0my!l=025m, g=9.81ms 2y el Coeficiente de Friccién Cinética yj, toma los valores
de 0.3,0.5, 0.7 y 1.0.

mqmo (I - g L)+ m2(l+ L)+ —m2mp
Ta(t) = {m2 - { Osh[\/7 e

L(m1+m2 + ;—mp

T2 (Newtons)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t(s)

Figura 50: Grafica de la Tensién 75 de la Cuerda del Modelo 6 Ec. 131 T vs t con m; = 2 Kg, ms = 6 Kg,
m,=20Kg, L=10my!l=0.25m, g=2981 ms 2y el Coeficiente de Friccién Cinética py, toma los valores
de 0.3,0.5, 0.7 y 1.0.
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0 . 22zt 1S
coshr = +§+I—I—a+ —o0o<r<oo

Ademas, usaremos expresiones que nos ayuden a encontrar los limites correspondientes de
forma mas fécil, es decir, para la Posicion, Rapidez y Celeridad, usaremos las Ecs. 123, 124 y

125. Y usaremos el hecho de que la “Densidad Lineal de Masa A de la Cuerda’es constante, es
A

decir: A = 7= | por tanto, + = .
Me

Posicién: Partlendo de la Ec 123 y usando la Ec. (22.34) tendremos:

2t4

z(t) = (I + AL) (1+";’—i+294L2+...> =(+AL)+ (I+ AL) (gtz) +(Z+AL)<2ng42) =

2(8) = [+ AL + [1 + AL [%2 G)] 4 AL {szz <%)} N
; } N

(7.20) gt® [ A g*tt [\ gt?  tt [\
x(t>_ll1+2<mc o) e AT ) T
0
0 2 2 244
e 9N e [ (9 4 4 (20N
m(t)|/\_,0_}\1£n[)\m mc]+z4(2)hir(l)() +{l(2)+A(24 /l\lrn - +
1 6.1 1 _
(6.15) x(t) ~ 5 ( 2 Mknzl ) gt?.
m1+m2+§mp

£(t)]5 0 =~ 5 A9t
La Ec.132 corresponde a la Ec. 67 del Modelo 4, calculado anteriormente.
Rapidez: Partiendo de la Ec. 123 y usando la Ec. la Ec. (22.34) tendremos:

g, Wi VI
RSN Y N LY. S

I+ AL) (L (6%) 12(022 +> =

A—0
(132)

v ()

v (1)

- g 9 (D) g @)
vx(t)_(l+AL)<Lt> (l+AL)( L | (AL | Tk )+ =
2 345 345
g gt gt gt gt
~ 54+ A A At ...
olt) = U+ Agt + Ll + T A+ ool oo At S (133)

(6.2b) A g*t3l A2
(1)~ (glt) [ — Agt
w2 (i) () + e (5 (2
L(FEN (XN (FEAY (AN SN gAY
6 m?2 6 me 120 \'m? 120 \m?

0
g2t 2
V2 (t)] 50 = (glt)M"‘ Agt)}nﬂ’)’—i— ( > lim m_g
0 0 0
.\ P23 A . g3t5ll 3 | g3t5A1, 2 B
fm | =— fm m | — o
6 A me 120 A m3 120 A m?2
106 Mo — LT )
U (t ~ Agt VU (t ~ t. 134
Dhodot ] = (I (131)
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La Ec. 134 corresponde a la Ec. 66 del Modelo 4, calculado anteriormente.
Aceleracidn: Partiendo de la Ec. 125 y usando la Ec. la Ec. (22.34) tendremos

g th g2t4 l th 92t4
() =(+ AL (—) 1+ 9% ) =(2g+4g) 1+
a(t) = I+ AL (T (+2L+24L2+ )\t T ) T

l l gt? l gt
a,(t) ~ (zg—FAg) + (ZQ+A9) (ﬁ) + (Zg—l—Ag> (24L2 +...=>
0 1
108 1, ,
|y = 1m — )T (AQ)W

0

A .

— )| + lim |Ig
me A—=0

N < My — [k ) g
N mp + mo + %mp

La Ec. 135 corresponde a la Ec. 62 del Modelo 4, calculado anteriormente.

De igual manera procederemos hallar los limites para las Tensiones. Para ello usaremos las
Ecs. 60 y 61 del Modelo 4, y la Aceleracién la Ec. 125 de este Problema, es decir:
Tension T;:

azly o =~ Ag :>ax

A—0

(135)

Ty = ppmig + mya 7 = Memig + my [%(l + AL) cosh <”%t>} =

aw(ty\/\—»O
g 2 g2t \ ja
Ty ~ myg +my (I + AL) (%) (1+Z_L+ 2g4L2 +> 1%

ma — [imy ) ] pm? 4+ mymapuy, + Spemamy, + mamy — mi

T ~ Epmig +m =
1|)\—>0 Himm1g 1|:<m1+m2+%mp m1+m2+%mp

mimefiy + %,ukmlmp + mime mi [mg (1+ pg) + %,ukmp}
Ty o1 = 1 g=" = 1
my + mg + 5my As0 my + mg + 5mMy,
(136)
La Ec. 136 corresponde a la Ec. 64 del Modelo 4, calculado anteriormente.
Tension Ts:
125 g g
Ty = mog — maa = Ty = mag — Mo {Z(l + AL) cosh (ﬁ / Zt)} =
Mo — [T myimse + m% + %mgmp — m% + mimo iy
To|y o = Mag — My T = T
my + mg + 5my my + mg + 5my
ma [ma (1+ ) + 3m,]
TQ')\—>0 = 1 g
mp + mo + §mp
(137)

La Ec. 137 corresponde a la Ec. 65 del Modelo 4, calculado anteriormente.
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Por lo tanto, hemos sido capaces de recuperar Todos los Modelos Anteriores al hacer los
limites correspondientes. Concluimos pues, que las expresiones 127, 128, 129, 130 y 131 son las
“Expresiones Generales de las Variables Dinamicas del Modelo de Dos Bloques, unidos por una
Cuerda Masiva que pasa por una Polea Masiva y que existe Friccién Seca entre el Bloque 1 y

la Mesa”.

3. Conclusiones

Hemos llevado al lector a la construccién de un Modelo Mecanico desde el Bachillerato hasta
la Universidad, usando para ello el Modelo de Dos Bloques masivos conectadas por un Cable.
Dicho modelo consiste en Dos Bloque considerados como Puntos Materiales, uno de ellos se
encuentra sobre una mesa, y ambos bloques estan interconectados mediante un cable que pasa
por una Polea. El segundo bloque pende del hilo que sale de la Polea en la orilla de la mesa. La
forma mas sencilla de este Modelo es usada en los cursos de bachillerato en donde se analiza el
comportamiento dindmico del sistema (Modelo 1), como ejemplo arquetipico en la Ensenanza
de la Dindmica Newtoniana. Dicho primer modelo consiste en Dos Puntos Materiales Masivos,
conectados por un Hilo Ideal, es decir, Sin Masa y que tnicamente Transmite el Movimiento
de forma rigida entre los Bloques. El hilo pasa por una Polea también ideal, es decir, sin masa,
y sin radio y, por lo tanto, Sin Inercia Rotacional. Este modelo de juguete (toy model), sirve
para introducir a los alumnos al mundo de la Dindmica Newtoniana, y se obtienen como una
primera aproximacion las cantidades fisica relevantes del mismo, es decir, la determinacion de
la Aceleracién, la Rapidez (magnitud de la velocidad), la Posicién y la Tensién en el hilo del
Sistema. Sin embargo, en la mayoria de los textos tradicionales, no suelen puntualizar ade-
cuadamente la tremenda idealidad del modelo y lo pasan por alto, creando en el lector falsas
expectativas sobre el problema abordado y sus soluciones. En este trabajo, hacemos hinca-
pié en la construccion de forma paulatina y ascendente de un Modelo mas Realista, es decir,
primeramente, introducimos la interaccién del Bloque 1 con la mesa mediante Friccion Seca
(Sélido-Solido), es decir, mediante la Friccion Coulombica (Modelo 2). Analizamos y construi-
mos las gréficas de los resultados obtenidos, y recuperamos el caso limite sin fricciéon (modelo
de juguete). En el Modelo 3, hacemos uso del Teorema Trabajo-Energia para analizar desde
otra dptica el problema, encontrando la misma Aceleracién que en el Modelo 2. Pero ademas
hallamos una expresién novedosa para la Velocidad de los Bloques que depende la Posicion de
estos, qué al derivarla encontramos la Aceleracion antes encontrada en el Modelo 2 y la co-
rrespondiente Tensién. Posteriormente, en el Modelo 4 introducimos masa y por tanto Inercia
Rotacional a la Polea y obtenemos las graficas y cantidades correspondiente y recuperamos (con
los limites adecuados) los Modelos 1 y 2. Aqui de forma natural aparecen Dos Tensiones por
efecto de la Polea Masiva en los extremos de la Cuerda las cuales discutimos con detalle, y que,
al hacer desaparecer la Masa de la Polea, se reducen a una sola Tension y que esta concuerda
plenamente con el Modelo sin Polea Modelo 2, analizado previamente. Partiendo del Modelo 4,
consideramos en el Modelo 5 que la Bloque 2 se sumerge en un fluido el cual opone resistencia
al movimiento de dicho Bloque. El fluido es considerado para bajos Niumeros de Reynolds y con
una Viscosidad constante, el cual ofrece una Resistencia proporcional a la Velocidad del Sélido
en el Fluido (F, = —fv). Como resultado de lo anterior, obtenemos una Velocidad Terminal
(Velocidad Limite) que es independiente de la Velocidad Inicial del Bloque 2 al Introducirse en
el Fluido, y que si hacemos que la masa del Bloque 1 valla a cero (m; — 0), la “Velocidad
Terminal”serfa como la Caida con un Paracaidas (Viscosidad Lineal F' =7(v). La “Velocidad
Terminal del Bloque”encontrada en el Modelos 5, depende de las “Dos masas del Sistema” (m
y mg) y del “Coeficiente de Friccién Cinético " entre el Bloque 1 y la mesa, y del Coeficiente
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de Friccién Viscosa ;" entre el Bloque 2 y el recipiente lleno del fluido. Encontramos ademas las
correspondientes expresiones analiticas para la Aceleracién, Velocidad, Posicion y Tensién de
la Cuerda, que al hacer desaparecer el fluido (limite cuando §; — 0) corresponden al Modelo
2 previamente estudiado. Finalmente, como evoluciéon natural en la construccién de un modelo
mas realista, consideramos la Masa de la Cuerda. Para ello, primeramente, resolveremos el caso
de una cuerda masiva que resbala sin friccion por la mesa y obtenemos su Aceleracion. Para
ello, suponemos que la Cuerda posee una Densidad Lineal de Masa constante. Y a continua-
cién anadimos la Aceleracién obtenida en el Modelo 4 previamente resuelto de los Dos Bloques
con Friccion Coulombica y con Polea Masiva. Con ello construimos un Modelo Hibrido que
incluye todos los elementos dindmicos del mismo. Para solucionar el Modelo 6, resolvemos la
correspondiente Ecuacién Diferencial y analizamos todos los valores limite (8, — 0, pp — 0,
m, — 0, etc). Claramente, recuperamos todos los Modelos considerados con anterioridad al
realizar adecuadamente los limites correspondientes. Creemos que con lo anterior mostramos
de forma suficiente la riqueza y aplicabilidad de la Estrategia de Modelacién Progresiva al caso
concreto de un Problema Clasico de Dos Bloques unidos por una Cuerda en la ensenanza de la
Mecéanica Newtoniana. Estamos seguros de que lo anterior sera de utilidad a los profesores y
alumnos en la ensenanza y aprendizaje de la Mecanica Newtoniana.
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