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Resumen

El presente trabajo de fin de master tiene como objetivo extender las técnicas de
perturbacion deterministicas a ecuaciones diferenciales no lineales con incertidumbre en
la fuente externa. Para este proposito, la incertidumbre estara determinada por procesos
estocasticos con propiedades como la estacionariedad, gaussianidad, etc. A partir de estas
técnicas se pretende aproximar, via el método de perturbaciéon de primer orden, la solucién
en estado estacionaria de los primeros momentos estadisticos como la media, varianza,
correlacion, etc. Seguidamente, se utilizaran las técnicas de entropia para aproximar la
funcion de densidad de probabilidad del estado estacionario. Finalmente, para los modelos
estudiados se elegiran las distribuciones y procesos estocasticos fuente adecuados, que nos
permitan realizar simulaciones a partir de los resultados teéricos obtenidos.
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X (t): Posicion del Sistema Oscilatorio.
&: Constante de Amortiguamiento.

wo: Frecuencia Angular no Amortiguada.
e: Pardmetro de Perturbacion.

Y (t): Excitacion Estocéstica.

(Q, F,P): Espacio de Probabilidad.

Q): Espacio de Muestra.

JF: o-algebra de €.

P: Medida de Probabilidad.

FDP: Funcién de Densidad de Probabilidad.

FD: Funcion de Distribucion.

FIDIS: Funcion de Distribuciéon Finita.
PME: Principio de Méxima Entropia.
Fx: FD de la Variable Aleatoria X.
fx: FDP de la Variable Aleatoria X.

Acrénimos




Acrénimos

E{.}: Operador Esperanza.

V{.}: Operador Varianza.

C{.}: Operador Covarianza.

px: Esperanza de X (t), E{X}.

0% Varianza de X(t), V{X}.

Cx(t,s): Operador Covarianza del Proceso X ().

I'x(t,s): Correlacion del Proceso X (t), dado por E{X ()X (s)}.
W (t): Proceso de Wiener.

N(p; 0?): Distribucion Normal o Gaussiana de Parametros py o > 0.
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Capitulo 1

Introduccion

Es bien conocido que el estudio de los sistemas vibratorios estocasticos no lineales,
como por ejemplo, los diferentes tipos de osciladores no lineales aplicados a la fisica e
ingenieria, han sido abordados por el anélisis de perturbaciones estocasticas en sistemas
dindmicos no lineales. Esto es debido a que los osciladores no lineales muestran vibraciones
que suelen ser aleatorias, y por tanto no se puede conocer de manera determinista su
naturaleza. Sin embargo, pueden ser caracterizados de manera estadistica a través de
mediciones que por lo general contienen errores e incertidumbres [1]-[3].

En general, los sistemas vibratorios no lineales se rigen por ecuaciones diferenciales
con pequenos términos no lineales, que son expresados de la siguiente forma:

X(t) 4+ BX (1) + w2 (X (t) + eg(X (1)) =Y (), t>0, (1.1)

donde:
» X (t) denota la posicion del sistema oscilatorio en el instante de tiempo ¢.

El pardmetro 3 es dado por [ := 2&wy:

e ¢ es la constante de amortiguamiento,
e wy > 0 la frecuencia angular no amortiguada.
» El pardmetro € es una pequefa perturbacion |e] < 1, que afecta a la funcion no
lineal de la posicion g(X(¢)).
» X(t) + eg(X(t)) se conoce como el término no lineal de la incognita.
» Y(t) representa una fuente externa/término forzado (vibraciéon) que actiia sobre el
sistema. Para los sistemas de vibracion aleatoria, se supone que Y (f) es un proceso
estocastico, denominado excitacion estocastica.
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Por otro lado, el parAmetro de perturbaciéon e estd involucrado con el término no
lineal de la incognita en la ecuacion (1.1), por tanto, es el que determina la magnitud de
la perturbacion no lineal, que esta representado por g(X(t)). Si € = 0, la ecuacion (1.1)
resultante es un oscilador lineal aleatorio de la forma:

X(t)+ BX () + WX (t) =Y (t), t>0. (1.2)

Estos tipos de osciladores lineales aleatorios han sido estudiados en [4]. Un ejemplo
préactico ha sido descrito en [5], donde se ha estudiado el efecto de las estructuras terrestres
con perturbaciones de tipo sismico, siendo Y () el desplazamiento horizontal relativo. Més
recientemente, en [6], se ha analizado este tipo de osciladores lineales con dos excitaciones
estocasticas en la fuente Y (¢), el primero por un proceso Gaussiano y el segundo por una
expansion de Karhunen-Loéve.

Si € # 0, la ecuacion resultante es un oscilador no lineal aleatorio. La inclusion de
este término no lineal, dificulta la resolucion de la ecuacién diferencial estocastica (1.1).
En [7], por ejemplo, se ha estudiado el oscilador Duffing, que describe el modelamiento
de un péndulo elastico cuya rigidez del resorte no cumple la ley de Hooke.

La implementaciéon de la técnica de perturbacién permite superar las limitaciones
asociadas a la obtencion de una solucion en la ecuacion no lineal (1.1). Esto es debido
a que esta técnica nos permite obtener aproximaciones fiables de la ecuacion (1.1). Para
ello, considera un parametro de perturbacion e pequeno.

Por esta razon, el andlisis de perturbaciones estocasticas puede abordar este tipo
de problemas, ya que proporciona una mejor compresion de la dindmica de la ecuacion
diferencial estocastica asociada a este tipo de sistemas vibratorios estocasticos no lineales.
Es asi que, un nimero importante de contribuciones acerca de la técnica de perturbacion
han sidos descritas en [8]-[12].

Finalmente, un objetivo importante en el ambito de los sistemas vibratorios con
incertidumbre, ademas del calculo de los primeros momentos estadisticos de la respuesta
del sistema o de la realizacion de un analisis de estabilidad del sistema bajo vibraciones
estocasticas; es el célculo de la funcion de distribucion finita (FIDIS), que esta asociada a
la solucion estacionaria, y en particular a la funcion de densidad de probabilidad (FDP)
estacionaria [13]-[14]. Por esta razon, se utilizara el principio de maxima entropia (PME)
[15], para determinar aproximaciones de la FDP de la solucién estacionaria.



En la presente memoria, abordaremos el estudio de osciladores no lineales aleatorios
sujetos a pequenas perturbaciones que afectan el término no lineal, g(¢), que dependen,
en primer lugar, tanto de la posicion, X(t), como de la velocidad, X(t), y en segundo
lugar inicamente de la posicion X (¢). Por este motivo, se ha propuesto el estudio de dos
modelos como se muestra a continuacion.

El primer modelo, tiene la siguiente expresion:

X(t) 4 26wo X (t) + eg(X (1), X (1)) + w2 X (t) = Y (). (1.3)

El segundo modelo, tiene la siguiente expresion:

X (t) 4 26wo X (1) + w2 (X (t) + eg(X (1)) = Y (2). (1.4)

Los objetivos, por lo tanto, en la presente memoria son los siguientes:

= Estudiar una clase de osciladores no lineales sujetos a pequenas perturbaciones y
excitaciones estocasticas, mediante la combinacion del calculo en media cuadratica
y el método de perturbacion estocastica, considerando el término no lineal, g(t).
e Para el primer modelo: g(t) = X2(t)X(t).
e Para el segundo modelo: g(t) = sin(X (¢)).
= Estudiar la dinamica de la soluciéon sujeta a excitaciones aleatorias impulsadas por
un proceso estocastico, Y (t).
e Y (t) es diferenciable en media cuadratica.
e Y (t) es estacionario Gaussiano con media cero.
= Calcular las principales aproximaciones estadisticas del estado estacionario de los
osciladores no lineales, considerando el término no lineal, g(t).
e Media, varianza y covarianza.
e Momentos de orden superior.
= Obtener una aproximacion fiable de la FDP de la solucién de estado estacionario,
a partir de:
e Momentos de orden superior.
e PME.
= Validar los resultados teodricos obtenidos con experimentos numéricos que puedan
confirmar que las aproximaciones calculadas son fiables.






Capitulo 2

Procesos Estocasticos

En este capitulo, mostraremos algunas de las propiedades mas importante de los
procesos estocésticos que seran utilizadas a lo largo de toda la memoria.

El espacio de probabilidad que sera utilizado esta definido por (Q, F,P):

= () es un espacio de muestra.
= J es una o-dlgebra de un conjunto de €.
= [P es una medida de probabilidad.

2.1 Proceso Estocastico

Se dice que X = X (t) = {X(t)(w) : t € T, w € Q} es un proceso estocastico si X (t)
es una variable aleatoria para t € T [16, p. 173].

Los procesos estocasticos de entrada y solucion involucrados en las ecuaciones (1.3)
y (1.4), seran denotadas respectivamente,

» Y(t)={Y(t):t>0}enlugarde Y(t:w) ={Y(t)(w) : t > 0,w € Q}.
» X(t) ={X(t):t >0} en lugar de X(t:w)={X(t)(w):t>0,w e Q}.

Asimismo, el proceso {X(t) : t € T'} se dice que es de segundo orden si X (¢) es una
variable aleatoria de segundo orden para todo t € T, es decir, tal que E [(X(t))z} < 00
para todo t € T. Por lo tanto, el proceso de segundo orden tiene varianza finita [16, p. 185].
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2.2 Funciones de Distribucién y Densidad de Probabilidad

Por otro lado, la funcion de distribucion (FD) conjunta y la FDP de un proceso
estocastico [16, p. 174], estan definidas como:

» Para conjunto finito {¢,ts,...,t,} de T, corresponde a un conjunto de variables
aleatorias X; = X (1), Xo = X(t2),..., X, = X(¢,), que tienen una FD conjunta
bien definida, es decir,

FX\ Xo,.. x0(T1, 11 T2, o oy Ty 1)
=P[{we Q: X1(t1)(w) < 1, Xo(ta)(w) < xg, ..., Xp(8) (w) < 2}, n > 1.

La siguiente notacion F,,(x1,t1; o, ta; ...; Ty tn) = Fxy X, x, (X1, 81 T2, to; ooy Ty, Ty)
es llamada la n-ésima FD.

Siempre que existan las siguientes derivadas parciales, su n-ésima FDP, est& definida
de la siguiente manera:

anF’n(ZEh tl; X2, t?; coey Ty tn)
0x10zs - - Oy, ’

fa(zr, tiy o, to o 2, ty) =

Fijando, n > 1, {Fy, Fs, ..., F,.,} o {f1, fa, ..., fn} son denominadas las distribuciones
de dimension finita (FIDIS).

2.3 Proceso Estocastico Gaussiano

Se dice que {X(t): t € T} es un proceso estocastico Gaussiano si sus FIDIS son
Gaussiano multidimensionales [16, p. 181]. Es importante mencionar que la distribucion
Gaussiana es caracterizada por el vector de medias p y su matriz de covarianza ). Por lo
tanto, un proceso estocéastico Gaussiano esta determinado por los valores de u y ) para
cada FIDIS.

Dado que un proceso estocastico X (t) = {X(¢) : t € T} puede considerarse como
una colecciéon de vectores aleatorios:

(Xt17 ...,th) s tl, ...,tn € T,n Z 1.

Entonces se puede extender el concepto de esperanza y covarianza para los vectores
aleatorios de un proceso estocéstico y considerar estas cantidades como funciones det € T
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2.4 Funciones Estadisticas Asociadas a los Procesos Estocasticos

Seguidamente, daremos las definiciones de las principales funciones estadisticas que
son utilizadas en los procesos estocasticos [16, p. 183].

= HEsperanza:
px(t) =E{X()}, teT.

Correlacion:

FXX(tl,tZ) - Fx(tl,tg) - E{X(tl)X(t2>}, tl,tg € T

Covarianza:

Cx(t1,t2) = C{X;,, Xy, } = E{(X(t1) — pux(t1)) (X (t2) — px(t2))}
= Fx(tl,tg) — /vLX(tl)///X<t2); ti,ty €T.

Varianza:

ox(t) =V{X(t)} = Cx(t,t), t €T,

Correlacion cruzadas

nyy(tl,tQ) - E{X(tl)Y<t2)} y tl, t2 6 T

2.5 Proceso Estocastico Estacionario

Un proceso estocastico { X (t) : ¢ € T} se dice que es estacionario |16, p. 189], si sus
FIDIS son invariantes en el tiempo:

(X (1), X (1) £ (X (1 +h), o, X (1 + ),
Vti,...,t, €T, Yn>1, Vh>0:t1+h,....t,+hel.
Asimismo, se puede caracterizar como:
Fo(xy,ty;xo,te; .oy, ty) = Fy(z, by + Ty 2o, to + 7505, by + 7)),

donde: t;,+7€T,1=1,2,...,n.
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Por tanto, se obtiene la siguiente expresion:
E {X(t)X(t —+ 7')} = FXx(T) = FX(T).

Adicionalmente, un proceso estocastico de segundo orden {X (¢) : t € T'} se dice que

es estacionario en el sentido amplio [16, p. 191], si:

» ux(t) = px es constante.
» Cx(t,s) = Cx(7) unicamente depende de 7 = |t — s].

2.6 Resultados Auxiliares de los Procesos Estocasticos

Una vez introducidos los principales elementos asociados a los procesos estocasticos,

enunciamos los siguientes resultados auxiliares que seran utilizados con el objetivo de

calcular los momentos de orden superior del proceso estocastico solucion, X (¢), de las
ecuaciones diferenciales aleatorias (1.3) y (1.4). Esto es debido a que X () depende de un

producto de la excitacion estocéstica, Y (t), evaluada en un niamero finito de instantes, ¢,
t2,..7tn, Y(tz) = Y% 1 S 1 S n.

10

1. Proposiciéon 1 [17, p. 28].

Sean las variables aleatorias Y7, Ys,..., Y, conjuntamente Gaussianas con media
cero, es decir, E{Y;} = 0, 1 < i < n. Entonces, todos los momentos de orden impar
de estas variables aleatorias son cero, y para n par, se tiene:

E{ViYo--- Yo} = Y E{Vu Y }E{V,, Yo} - E{Yn, Ya.}. (21)

Los dos resultados siguientes permiten intercambiar el operador esperanza con la
derivada en media cuadratica y la integral en media cuadratica, respectivamente.

. Proposicién 2 [17, p. 97|.

Sea Y (t) = {Y () : t > 0} un proceso estocastico diferenciable en media cuadréatica,
entonces:

E {Y(tl) . -Y(tn,l)Y(tn)} - a%E{Y(tl) Y)Y ()}, (22)

siempre que las esperanzas anteriores existan.
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3. Proposicion 3 [17, p. 104].

Sea Y(t) = {Y(t): —oo <a <t <b<+oo} un proceso estocastico de segundo
orden integrable en el sentido de media cuadratica y h(¢) una funcién Riemman
determinista integrable en ¢t € (a,b). Entonces:

E{me@y@m%n:[fmwﬁngyw (2.3)

La siguiente propiedad es distintiva de los procesos Gaussianos, ya que conservan
la Gaussianidad bajo la integracion en media cuadratica.

4. Proposicion 4 [17, p. 112].

Sea Y(t) = {Y(t) :a <t <400} un proceso Gaussiano y sea h(t) una funcion
Riemman determinista integrable en (a,t), tal que la siguiente integral en media
cuadratica existe:

X@:/MMWW&. (2.4)

Entonces X (t) = {X(t) : t > a} es un proceso Gaussiano.

2.7 Desigualdades Probabilisticas

A continuacion, describiremos algunas desigualdades probabilisticas [16, p. 47].

i) Desigualdad general de Chebyshev: Si g es medible y no negativa y E {(g(X))k}
existe para algin £ > 0, entonces:

E{(9(x))"}
P{g(X) >t} < — vt > 0. (2.5)

Si k=1, g(X)=|X]|, entonces es llamada la desigualdad de Markov:
E{|X
P{|X| >t} < y, vt > 0. (2.6)

ii) Desigualdad de Chebyshev: Si X es una variable aleatoria de segundo orden, enton-
ces:

27

1
P{|X —ux|>aox} < —, Va>0. (2.7)
a

11
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Analisis Probabilistico

En este capitulo, se realizard el analisis probabilistico que sera dividido en tres
etapas:

= En primer lugar, aplicaremos la técnica de perturbacion, con el objetivo de obtener
una aproximacion X (t) de la solucion del proceso estocastico estacionario X ().
= En segundo lugar, obtendremos aproximaciones fiables de las principales funciones
estadisticas de X (t), es decir:
e Los primeros momentos de orden superior E{X"(¢)},n =1,..,5.
e La varianza V{X (¢)}.
e La covarianza C{X(t;), X (¢2)}.
e La correlacion I'xx (7).
= En tercer lugar, a partir de los resultados obtenidos en las dos primeras etapas, se
construiran aproximaciones fiables para obtener la FDP de la soluciéon estacionaria,
utilizando para este proposito, el principio de maxima entropia (PME).

Es importante mencionar que en la presente memoria, se abordaran los dos casos de
estudio mencionados anteriormente.

El primer modelo esté descrito por un oscilador no lineal que esta sujeto a pequenas
perturbaciones que afectan el término no lineal, g(¢), que depende tanto de la posicion,
X (t), como de la velocidad, X (t), es decir g(t) = X?(¢) X (¢) [18]

X (t) 4 26wo X () + eX2 (1) X (t) + Wi X (t) = Y (). (3.1)

13
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El segundo modelo esta descrito por un oscilador no lineal que esta sujeto a pequenas
perturbaciones que afectan el término no lineal, g(¢), que depende solo de la posicion, X (t),
es decir g(t) = sin(X(¢)) [19]

X (t) 4 26wo X (t) + w2 (X (t) + esin(X (1)) = Y (2). (3.2)

3.1 Técnica de Perturbacion

La principal idea de la implementaciéon de la técnica de perturbacién estocastica, es
considerar que la solucién X (¢) puede ser expresada mediante una expansion de potencias
del parametro de perturbacion e,

X(t) = Xo(t) + eX1(t) + EXa(t) + - - - (3.3)

Esta técnica generalmente se aplica truncando la expansion (3.3) a la aproximacion
de primer orden

~

X(t) = Xo(t) + Xy (t). (3.4)

Reemplazando la ecuacion (3.4) en (3.1) y (3.2), entonces, se obtienen las siguientes
ecuaciones diferenciales lineales en cascada, con entradas aleatorias.

En particular, para la ecuacion (3.1) se tiene:

60 . X()(t) + QEWOX()(t) + Cng(](t) = Y(t),

¥ — X3 (1) Xo(1).

. (3.5)
e Xq(t) + 2w X (t) + wi Xy (1)

Por otro lado, para el segundo modelo es necesario una doble aproximacion del
término sin(X(¢)). En primer lugar, aplicaremos un truncamiento de la serie de Taylor
tal que:

sin(X (1) ~ ) (2(7;—2?)!(?(@))%“- (3.6)

o

m=

Seguidamente, aproximamos X (¢) de manera que:

sin(X(t)) ~ sin(X (t) = ) %(Xo(t) + eXy (1)), (3.7)

m=0

14
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De este modo, para la ecuacion (3.2) se tiene:

@ Xo(t) + 26w Xo(t) + wiXo(t) = Y (1),

: M (—qymt 3.8
e Xa(t) + 28w Xi(t) +wiXi(t) = wh <Z %(Xo(t))%n—i—l) _ (3.8)

Nuestro objetivo es el anélisis de la solucién del estado estacionario. Para este pro-
posito, usaremos la teoria lineal, entonces, las dos primeras ecuaciones en (3.5) y (3.8) se
pueden resolver usando la convoluciéon integral, es decir:

Xo(t) = /0 T h(s)Y (¢ — s)ds. (3.9)

Teniendo en cuenta (3.7), para la segunda ecuacion en (3.8) se tiene:

X, (t) = /0 " hs) X3~ 9)%o(t — )] ds. (3.10)
Y M
Xl(t):wgz_/o hs) [%(Xo(t—s))mﬂ ds, (3.11)
donde:

_1 . 1 .
ht) = { (w2 — E2wd) "2 et sin [(wg — E2})2 t} , sit>0, (3.12)

0, sit <0,

es la funcion de respuesta al impulso. Se distinguen tres casos importantes respecto del
valor del parametro &:

» Para el caso de un sistema con subamortiguamiento, es decir £? < 1. Esta situacion
corresponde a la condicion en la que la amortiguacién de un oscilador hace que
vuelva al equilibrio, con la amplitud disminuyendo gradualmente hasta cero.

» Para el caso de un sistema con amortiguamiento critico, es decir £2 = 1. En esta
situacion la amortiguaciéon de un oscilador hace que regrese lo méas rapido posible a
su posicion de equilibrio, sin oscilar de un lado a otro alrededor de esta posicién.

» Para el caso de un sistema con sobreamortiguamiento, es decir £ > 1. En esta
situacion, la amortiguacion de un oscilador hace que vuelva al equilibrio sin oscilar.

15
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3.2 Aproximacién de los Principales Momentos Estadisticos

En esta seccion, se realizara el calculo de la principal informacion probabilistica del
proceso estocastico de la solucion estacionaria, X (t), de los dos modelos propuestos en
la presente memoria, es decir las ecuaciones (3.1) y (3.2). Asimismo, asumimos que el
término de la excitacion de entrada Y'(¢), tiene las siguientes propiedades:

» Es un proceso estocastico Gaussiano estacionario con media cero (E{Y (¢)} = 0).

» La funcion de correlacion es conocida I'yy (7).

= Se asume en algunos casos que Y (t) es diferenciable en media cuadratica.

= La funcién de correlaciéon de un proceso estocéstico estacionario es simétrica, es
decir Fyy(T) = Fyy(—T), [17, P. 47]

3.2.1 Primer Modelo

Para el primer modelo se utilizaran las ecuaciones (3.1), (3.4), (3.5), (3.9), (3.10) y
(3.12), respectivamente.

Para calcular la media de la aproximacion X (t), utilizamos el operador esperanza
en la ecuacion (3.4),

E {X(t)} —E{X,(t)} + E{X,(t)}. (3.13)

Seguidamente, calcularemos E{X(t)} y E{X;(¢)} a partir de las ecuaciones de la
representacion de Xo(t), (3.9), v Xi(¢), (3.10). Entonces para E {X(t)} se tiene:

E{X,(t)} = E {/Ooo h(s)Y (£ — s)ds} _ /Ooo WSE{Y(E—s)ds} =0,  (3.14)

donde para calcular E { X (¢)}, hemos utilizado la Proposicion 3 y que E{Y (¢)} = 0.

El calculo de E{X;(t)} se realiza de manera similar al calculo previamente obtenido,

B0} = E{ [ h6) [-X30 - o) Kole - 9] as}

= [T {[-x30 - )t - )] as)
_ _/0“ h(s) /0“ h(sl)/om h(ss) /OOO h(s3)E{Y (t — s — 1) (3.15)

Y(t—s—s)Y(t—s— 53)d5} ds3dssdsids
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3.2 Aproximacion de los Principales Momentos Estadisticos

Para calcular E { X;(¢)}, hemos utilizado la siguientes propiedades:

» Se ha asumido que la entrada del proceso Y (t) es diferenciable en media cuadratica.

= Se ha probado esta expresion denotando uy; = t—s—81, ug = t—5—So y uz = t—S—s3.
Entonces, se han aplicado las Proposiciones 1 y 2, considerando n = 3 para calcular
la expresion (3.15),

E {Y(t —s—s)Y(t—s— SQ)Y(t —5— 53)} =FE {Y(u1)Y(U2)Y(U3)}
0
~ Ouy

=0.

E{Y (u1)Y (u2)Y (ug)} (3.16)

Entonces, reemplazando las expresiones (3.14) y (3.15) en (3.13) se tiene:

]E{X(t)} = E{X(t)} + E{X,(t)} = 0. (3.17)

Para calcular el momento de segundo orden de X (t), se ha considerado despreciable
el término €2, como se muestra a continuacion:

E{X2(0)} =E{X3(1)} + 2 {Xo(0)X1(1)} + B {X2(0)},

. (3.18)
E {X?(t)} = E{X2(t)} + 2B {Xo(t) Xy (t)} .

Para calcular el primer sumando de la expresion (3.18), es decir E {XZ(t)}, se utili-
zard la expresion (3.9) y el teorema de Fubbini

E {X2(t)} = /Ooo hs) /OOO h(s)E Y (t — )Y (- 1)} dsyds,

- . (3.19)
E{X3(t)} :/0 h(s)/o h(s1)Tyy (s — s1)dsids.

En esta ultima expresion se ha considerado que Y (¢) es un proceso estacionario, asi

que:
E{Yt—95)Y({t—s1)}=Tyy(t—s1—(t—5)) =Dyy(s—s1). (3.20)

17



Capitulo 3. Andlisis Probabilistico

Seguidamente, calculamos el segundo sumando de (3.18), es decir E {X,(¢) X (¢)}.
Para ello utilizamos las expresiones de Xy(%), (3.9), y Xi(t), (3.10),

E{Xo(1)X1(1)} = /O " h(s)E {Xo(t) [—Xg(t — ) Xo(t — s)} } ds
_ /OOO h(s)E {_ /OOO h(s1)Y (= s1)dsy /OOO h(s2)Y (t — s — s5)dss
‘/000 h(s3)Y (t — s — s3)ds3 /000 h(s4)Y(t — 85— 34)d54} ds

= [0 [ ts) [ hs) [Tt [ nsoE Qv - s)

Yt —s—s5)Y(t—s—s3)Y(t—s— 54)} ds,dssdssds;ds

O _ /OOO h(s) /OOO h(81)/ooo h(s3) /OOO h(SS)/OOO h(84)(Fyy(81 — 5 — 52)

Tyy (83— s4) + Dyy (51 — 5 — 83)Tyy (52 — 84)

+ Fyy(Sl — S — S4)F;/Y(82 — 53)>d84d83d82d81d8

w /0"" hs) /OOO h(sy) /Ooo h(ss) /OOO h(s3) /OOo As1) (20yy (51 = 5 — 52)

. Flyy<83 —84)+ Dyy(sy —s— 54)F/YY(32 — 83))d84d83d82d81d8.
(3.21)

De la expresion anterior podemos observar que en el paso (I) se han aplicado las
Proposiciones 2 y 1, respectivamente. Se ha denotado u; = t — sy, us = t — s — so,
u3 =1t — 8 — 83y uy =t — s — sy, entonces por la Proposiciéon 2, con n = 4 se tiene:

E {Y(t —51)Y(t—s—s)Y(t —s— 33)Y(t —5— 34)} =F {Y(U1)Y(U2)Y(U/3>Y(U4)}
0

= G EAY (@)Y ()Y ()Y (u)}

(3.22)
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3.2 Aproximacion de los Principales Momentos Estadisticos

0

BV (1) (02)Y (1) ()} = 5

s (EA{Y (u1)Y (ug) } EA{Y (us)Y (ua) }

+E{Y (u1)Y (u3)} B A{Y (u)Y (ua) }

FEA{Y (ua)Y (wa) } EA{Y (ug)Y (us)})
0

= 8_ (FYY(UQ - Ul)FYY(U4 - Us)
ta (3.23)
+ Iyy (us — u1)Uyy (ug — ug)
+yy (ug — ur)lyy (ug — ug))
= Fyy(Sl — S — SQ)F/YY(Sg — 84)
+Tyy(s1—s— 83)Flyy(52 — S4)

+ Flyy(sl — s —54)yy(s2 — s3).

Seguidamente, en el paso (IT) se ha aprovechado la ventaja en la simetria de los
indices. Entonces, sustituyendo (3.19) y (3.21) en (3.18) se obtiene:

E{%()} = /0 " hs) /0 sy (s — 51)dsids

- 26/000 h(s) /Ooo h(s) /Ooo h(ss) /OOO h(ss) /OOO h(s4)<2FYY(sl 5 sy)
Tyy (53— s4) + Tyy(s1 — s — s4) Ty (52 — 33)>ds4d33d32d31ds.
(3.24)

Es importante notar que de la expresion anterior se obtiene que el valor E { X 2(t)

no depende de t. Esto es debido a que estamos trabajando con la soluciéon en estado
estacionario.

Por otro lado, como E {X(t)} es cero, entonces la varianza de la solucién coincide

con el momento de segundo orden K {X2(t)}, es decir:

v{zm}=e{x0)}) - (E {X(t)})2 |

V{X(t)} :E{XQ(t)}. (529
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Capitulo 3. Andlisis Probabilistico

Ahora, calculamos el momento de tercer orden de X (t) manteniendo el término de
perturbacion de primer orden €. Por lo tanto, se obtiene la siguiente expresion:

E {X?’(t)} —E{X3(t)} + 3¢E {X2(t) X, (t)} . (3.26)

De la misma manera que en las expresiones anteriores calculamos E{X3(¢)} y
E{X3(t)X1(t)}, respectivamente.

Para calcular el primer sumando de la expresion (3.26), es decir E{X3(¢)}, se utili-
zard la Proposicion 1,

E{X3(1)} = / / 31)/Oooh(SQ)E{Y(t—s)Y(t—sl)Y(t—32)}d32dslds,
E{X3(1)) =
(3.27)

Para calcular el segundo sumando de (3.26), es decir E {X2(¢)X;(¢)}, utilizaremos
las Proposiciones 1y 2,

E {X2(0)X, (1)} = / X300 [X3(t — )Xol — )] b as

:_/0 h(s) /OOO h(sl)/ooo h(SQ)/OOO h(s3) /OOO h(s4) /OOO h(ss)

3.28
: E{Y(t —s)Y(t—s1)Y(t—s—s3)Y(t —s— s4) (3.28)
. Y(t —5— 35)}d35ds4d33d52d81ds
= 0.
Seguidamente, de las ecuaciones (3.27) y (3.28) obtenemos:
E {X3<t>} —E{X3(t)} + 3B { X2 (1) X, ()},
(3.29)

E {X%)} —0.

Usando nuevamente la aproximacion de primer orden de la perturbaciéon e, para el
caso general se puede ver directamente que:

E{X%w}zm n=1,3,5,... (3.30)
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3.2 Aproximacion de los Principales Momentos Estadisticos

Por otro lado, sabemos que:
E {X"(t)} = E{X2(t)} + neE { X0 ()X, (1)} . (3.31)

Para el calculo de la expresion general, por un lado, aplicamos en primer lugar el
teorema de Fubini y la Proposicion 3, y seguidamente la Proposicion 1 para n impar,
entonces, se obtiene:

E{X5(t)} =E { (/OOO h(s)Y (t — S>ds)”} N
:/OOOh(Sl)"'/Oooh(S”)E{Y(t_31)"'Y(t—31)}d3n...d31:0_ (3.32)

Por otro lado, utilizando el mismo procedimiento que la expresion (3.28), se obtiene,

E{X7 16X, (1)} = /0 " h(s)E {Xg;—l(t) [-X@(t — )Xot — s)} } ds=0, (3.33)

donde:

= Se ha aplicado la Proposicion 2 para obtener la primera derivada de la esperanza.
= Se utilizado el hecho que X '(t), X2(t — s) y Xo(t — ), dependen de n — 1,2y 1
términos de Y'(¢), junto con la Proposicion 1.

Para completar la informacion de los momentos estadisticos de la aproximacion
X (t), también determinamos E {X4(t)}. El momento de cuarto orden de X(t), basado
en la aproximacion de primer orden mediante el método de perturbacién, viene dado por
la siguiente expresion:

E {X%)} —E{XA(t)) + 4B {XE (1) X, (1)} . (3.34)

De manera similar a lo que hemos obtenido en la expresiones anteriores, obtenemos
para el primer sumando lo siguiente:

E {X4(t)) :3/000 hs) /OOO h<31)/000 h(sz)/ooo h(35)Tyy (s — 1)

Tyy (s — s3)dszdsadsids.

(3.35)
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Capitulo 3. Andlisis Probabilistico

Para el segundo sumando se tiene lo siguiente:

E{XHOX 0} = [ a6 [ hts) [T hisa) [Tt [ ate [ hs

: /OOO h(sﬁ)E{Y(t )Y (t—s0)Y(t— s3)Y(t — 5 — 54)

Yt —s—s5)Y(t—s— 36)}d36ds5d34d33d52d31ds

_ /Ooo hs) /OOO h(sl)/ooo h(52)/000 h(ss) /OOO h(s) /OOO h(ss) (3.36)
: /OOO h(se) [6F/YY(35 — 56)yy (51— $2)Tyy (53 — 5 — s4)

+Tyy(s1— 5 — s6) <2FYY(52 —5—54)yy(s3 — 5 — 55)

+ Tyy(se — s3)Tyy(s4 — 85)>i| dsgdssdssdssdsyds;ds.

Es importante mencionar que en el altimo paso de la expresion anterior, en primer
lugar se ha aplicado la Proposicion 2, y seguidamente la Proposicion 1. De esta tltima
proposicion, sabemos que existen 15 combinaciones, pero podemos reducir la expresion
por la simetria de los indices involucrados.

Una vez obtenidos los momentos estadisticos de X (t), ahora se realizara el calculo de
la aproximacion de la funcion de correlacion de X (t) a partir de (3.4), es decir, tomando
la aproximacion de primer orden de la expansiéon de la perturbacién, se obtiene:

xx(7) =E {X(t)X(tJrT)},
xx(7) =E{Xo(t)Xo(t +7)} + e [E{Xo(t) X1 (t + 7)} + E{X1(t) Xo(t + 7)}].

r
(3.37)
r

El primer sumando de la expresion (3.37) corresponde a la funciéon de correlacion de
Xo(t). Esta expresion se puede escribir de la siguiente manera:

E {Xo(t)Xo(t + )} = / " hs) / T h(sDE{Y(E— )Y (47— 51)} dsyds

:/0 h(s) /Ooo h(s)Tyy (T — 51 + s)dsids. (3.38)
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3.2 Aproximacion de los Principales Momentos Estadisticos

El segundo sumando de la expresion (3.37) corresponde a la funcion de correlacion
cruzada de X(t) y X;(t). Estas expresiones pueden escribirse de la siguiente manera:

E {Xo(t) X (t + 7)) = /OOO ME {Xo(t) [-X3(0 47— 9)%o(t +7— )] bas
__ /O hs) /0 h(s1) /0 h(s2) /0 h(ss) .

. / h(84){2ryy(7 —8— S+ Sl)F/YY(Sg - S4)+
0

+ Plyy(T —s—384+ $1)yy(s2 — 53)}d54d53d52d51d5,

E{X:(t)Xo(t +7)} = /OOO h(s)E { [—Xg(t — §)Xo(t — s)} Xolt + T)} ds
__ /20 hs) /0 h(s1) /0 h(s2) /0 h(ss) o
./0 h(84){ryy(81—SQ)F/YY(T—S4+S+S3)+

+ 2F;/Y(31 —s3)lyy (T —sa+ s+ 82)}d84d33d32d31ds.

Entonces, la funcion de correlacion de X (t) se expresa de la siguiente manera:
Uex(7) :/ h(s)/ h(s1)Dyy (T — 51+ s)dsids
0 0

e [T [Tt [ats) [T b [t

: {QFyy(T — 5 — 594 51)Tyy (85— 54) (3.41)

+ F/yy(T —s— 54+ $1)yy(s2 — s3)+
+ Tyy(s1 — SQ)P/YY(T — S84+ S+ 83)+

+ QFIYY(Sl —s3)lyy (T — 84+ s+ 32)}ds4d53d52d31d3.

Es importante mencionar que como E {X' (t)} = 0, las funciones de covarianza y

correlacion de X (t) coinciden, y se expresan del siguiente modo:

C {X(tl)f((tg)} —Tyee(r), 7=t —ta]- (3.42)
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3.2.2 Segundo Modelo

Para el segundo modelo se utilizaran las ecuaciones (3.2), (3.4), (3.8), (3.9), (3.11)
y (3.12), respectivamente.

Para calcular la media de la aproximacion X (t), utilizamos el operador esperanza
en la ecuacion (3.4),

E {X(t)} = E{Xo(t)} + E{X,(1)}. (3.43)

Seguidamente, calcularemos E{X(¢)} y E{X;(¢)} a partir de las ecuaciones de la
representacion de Xo(t), (3.9), y Xi(t), (3.11). Entonces para E {X(t)} se tiene,

E{X,(t)} =E { /O T hs)Y (- s)ds} - /0 T h(S)E{Y(t — s)ds} =0, (3.44)

donde para calcular E { X(¢)}, hemos utilizado la Proposicion 3 y que E{Y (¢)} = 0.

El calculo de E { X, (¢)} se realiza de manera similar al cdlculo previamente obtenido.
Asimismo, para este caso hemos considerado m = 2 para la expresion (3.11). Entonces,
para E{X(t)} se tiene:

E{X:(t)} = ]E{—wg /000 h(s)Xo(t — s)ds + % OOO h(s) (Xo(t — 5))* ds
-4 s (ot - s))5ds}

L /OOO h(s) /OOO B(sO)E{Y (t — 5 — 1)} dsyds

+2 OOO h(s) /OOO h(s:) /OOO h(s2) /OOO h(ss) o
E{Y(t—s—51)Y(t—s— )Y (t — s — s3)} dsgdsadsids

_°;_?2 Oooh(s) /OOO h(81)/ooo h(SQ)/OOO h(sg)/ooo h(s4) /OOO h(ss)

E{Y(t—s—s1)Y(t—s—8)Y(t —s—53)Y(t —s—84)
Y(t — s — s5)} dssdsydssgdsadsids
= 0.
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Esto es debido a que se ha considerado Y'(#) como un proceso estocastico Gaussiano
con media cero, es decir las siguientes expresiones se cumplen:

E{Y(t—s—s1)Y(t—s—s)Y(t—s—s53)Y(t—s—s54) - Y(t—5—s55}=0,
E{Y(t—s—s)Y({t—s—s)Y(t—s—s3)} =0, (3.46)
E{Y(t—s—s1)}=0.

Entonces, reemplazando las expresiones (3.44) y (3.45) en (3.43) se tiene:

E {X(t)} = E{Xo(t)} + E{X, (1)} = 0. (3.47)

Para calcular el momento de segundo orden de X (), se ha considerado despreciable
el término €2, como se muestra a continuacion:

E {X?(t)} = E{X2(t)} + 26E {Xo () X, (1)} . (3.48)

Para calcular el primer sumando de la expresion (3.48), es decir E { XZ(¢)}, se utiliza-
ra la expresion (3.9) y el teorema de Fubbini. Asimismo, el proceso Y (¢) se ha considerado
estacionario, entonces, utilizaremos la expresion (3.20),

E{X5(t)} = /OOO h(s) /000 h(s1))E{Y (t —s)Y(t — s1)} dsids

- - (3.49)
E{X2(1)} = /0 hs) /0 h(s1)Tyy (s — s1)ds1ds.
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Seguidamente, calculamos el segundo sumando de (3.48), es decir E {Xo(t)X1(¢)}, ¥
para ello utilizaremos las expresiones de Xy (%), (3.9), y X1(¢), (3.11),

E{Xo(t)X:(t)} =E {Xo(t) (—wg /OOO h(s)Xo(t — s)ds + =2 / ) (Xo(t — ) ds

[o@)
Wo

o[ hls) (Xolt - s))5ds)}

_ /0 T h(s)E {Xo(t) (—woh( )Xo (t — s)ds + %(Xo(t—s))gds
o) (ofe - 9" ) bas
W /OOO h(s) /OOO h(sl)/ooo h(s)E{Y (t — )Y (t — 5 — 55)} dsadsids

+°§—§ OOO hs) /Ooo h(sl)/ooo h(SQ)/OOO h(ss) /OOO h(s)
E{Y (= $)Y(E—5— )Y (L —5— 53)

Y(t — s — s4)} dsgdszdsadsids

‘;? " hs) /OOO h(a)/ooo h(82>/ooo h(sa) /OOO h(ss)

-/OOO hss) /OOO h(sEAY (t— 5)Y (t — 5 — 52)Y (£ — 5 — 55)

Y(t—s—54)Y(t—5s—385)Y(t —s— sg)} dsgdssdssdssdsadsds.
(3.50)

Para expresar las esperanzas de las expresiones anteriores en términos de la funcion
de correlacion T'yy (.), se aplicard que Y (t) es estacionario.

Es por ello que, para calcular los momentos de orden superior de un vector normal
multivariado de media cero, digamos por ejemplo (Y7,...,Y},), en términos de su matriz
de correlacion, aplicaremos la simetria en los subindices y el teorema de Isserlis-Wick [20],
que se expresa de la siguiente manera:

EM@)--- Y.y =>, [[] E(vivi} =) [] revay) (3.51)
peP2 {i,j}ep peP2 {i,j}ep
donde:

» ['(Y},Y]) representa la correlacion del vector (Y;,Y;).

= La expresion del sumatorio es las distintas formas de dividir el conjunto de indices
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3.2 Aproximacion de los Principales Momentos Estadisticos

{1,2,...,n} en parejas {i,j}.

» El conjunto de estos pares se denota por P2, y el producto es sobre estos pares.

Para la primera expresion de la ecuacion (3.50) se tiene:

E{Y(t—3s1)Y(t—s—52)} =Tyy(s1 —s— s3).

(3.52)

Para la segunda expresion de la ecuacion (3.50), se ha considerando u; = t — sy,

Up =1 —8S—Sg, U3 =t —S— 83y Uy =t—S— 54, €entonces se tiene:

E{Y(t—s)Y(t—s—85)Y(t—s—53)Y(t—s—84)}

= E{Y (u1)Y (u2)Y (u3)Y (ua) }

= E{Y (u1)Y (u2)} E{Y (u3)Y (ua) } + E{Y (u1)Y (us) } E{Y (u2)Y (ua)}

+E{Y (u1)Y (ua) } E{Y (ug)Y (us)}

= Dyy(us — up)lyy (g — u3) + Dyy (us — ur)Dyy (ug — ug)

+ Uyy(ug — ur ) Tyy (ug — uz)

(3.53)

=Dyy(s1 —s—s2)lyy(ss —s4) + Tyy(s1 — s — s3)Tyy (2 — S4)

+ Lyy(s1 — s — s4)yy(s2 — s3)

= Sryy(sl — S5 — Sg)ryy(83 — 84).

De la ultima expresion obtenida, hemos utilizado la simetria de los indices para

simplificar esta expresion.

Para calcular la tercera expresion de la ecuacion (3.50), se ha considerado el mismo

procedimiento descrito anteriormente de la primera y segunda expresion, entonces se tiene:

E{Y(t—s)Y(t—s—8)Y(t—s—53)Y(t—s—8)Y(t—5—55Y(t—5s—3s6)}

=Dyy(s1 —s—52)yy(ss —sa)yy(s5 — s6) + Tyy(s1 — s — $2)lyy(s3 — s5) vy (54 — s6)

+Tyy(s1 —s—s2)lyy(s3 — SG)FYY(54 —85) + Dyy(s1 — s —s3)Dyy(sa — s4)Tyy(s5 — s6

+Tyy(s1 —s—s3)yy(se —
+Tyy(s1 —s—s4)Tyy(s2 — 53>FYY(55

(
(
+Tyy(s1 — s — s4)yy(s2 — s6)'yy(s3 —
(
(
(

+ FYY(SI - S — 54)FYY(53
+Tyy(s1 —s—s6)yy(s2 — s3)lyy(ss —
+Tyy(s1 —s—s6)yy(s2 — s5)lyy(ss —

)
)
)
s —s5)yy
)
)
)

== 15Fyy(81 — S — S9 Fyy(Sg 84)Pyy(8

ot

)
)
)
)
)
)
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Entonces, sustituyendo las expresiones (3.52), (3.53) y (3.54) en (3.50), se obtiene:
E {Xo(t) X, (1)} = — 2 / hs) / h(s1) / h(52)Tyy (51 — 5 — 53)dsadsyds
0 0 0

+ 2 [Th) [Tats) [ ntsa) [ htsa) [T atso

. Fyy(Sl — S5 — Sg)ryy(Sg — S4)d$4d$3d82d81d8

= [ hs) [ ats [ hisn) [ vt [t

. / h(ss) / h(se)lyy(s1 — s — s2)lyy(s3 — s4)
0 0
Tyy(s5 — sg)dsgdssdssdssdsadsids.

(3.55)

Es asi que, sustituyendo las expresiones (3.49) y (3.55) en (3.48), obtenemos una
aproximacion explicita del momento de segundo orden para la aproximacion X (%),

E{X3(0)} =E{X3()} + 2B {Xo(t) X (1)}

E {X2(t)} - /OOO h(s) /OOO h(s1)Tyy (s — s1)dsyds
+ 26( —w /000 h(s) /OOO h(s1) /OOO h(s2)Tyy(s1 — s — $2)dsadsids

+%3 Oooh(s) /OOO h(sl)/ooo h(82)/000 (ss) /OOO h(sa) (3.56)

Tyy(s1 — s — s9)yy(s3 — s4)dssdssdsadsids

_ %g OOO h(s) /Ooo h(sy) /OOO h(s3) /0°° h(ss3) /OOO h(s4)

. /OOO h(ss) /Ooo h(ss)Tyy(s1 — s — s2)lyy(s3 — 54)

Tyy(ss — 56)d36d35ds4d53d52d31d3> )
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3.2 Aproximacion de los Principales Momentos Estadisticos

Ahora, calculamos el momento de tercer orden de X (t) manteniendo el término de
perturbacion de primer orden €. Por lo tanto, se obtiene la siguiente expresion:

E{X%@}:E{X&@}+&E{XﬂﬂXﬂw} (3.57)
De la misma manera que en las expresiones anteriores calculamos E{X3(¢)} y

E{X3(t)X1(t)}, respectivamente.

Para calcular el primer sumando de la expresion (3.57), es decir E{X3(¢)}, se utili-
zard la Proposicion 1,

E{X3(1)} = / / 31)/Oooh(SQ)E{Y(t—s)Y(t—sl)Y(t—32)}d32dslds,

E{X5(t)} =
(3.58)

Para calcular el segundo sumando de (3.57), es decir E {X2(¢)X;(¢)}, utilizaremos
las Proposiciones 1y 2,

E{XJt)Xi(t)} = / ooh(s)E {Xg(t) {_ng()(t >+3—,2(X0( )t —s))?

W 5 3.59
-2 e - o § (3.59
= 0.
Seguidamente, de las ecuaciones (3.58) y (3.59) obtenemos:
E {X%)} —E{X3(t)} + 3E {X2(t) X, (1)},
(3.60)

E {X%)} ~0.

Como en el primer modelo, se puede demostrar directamente que los momentos
estadisticos de orden impar son nulos, es decir,

E{XMH@}:Q n=0,1,2, .. (3.61)
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Capitulo 3. Andlisis Probabilistico

Una vez obtenidos los momentos estadisticos de X (t), ahora se realizara el calculo de
la aproximacion de la funcion de correlacion de X () a partir de (3.4), es decir, tomando
la aproximacion de primer orden de la expansiéon de la perturbaciéon, se obtiene:

wx(n) =E{XOX(t+7)},
x5 (1) =E{Xo(®)Xo(t+7)} + e [E{Xo(t)Xi(t + 7)} + E{X () Xo(t + 7)}].

r
(3.62)
T

El primer sumando de la expresion (3.62) corresponde a la funcion de correlacion de
Xo(t). Esta expresion puede escribir de la siguiente manera:

E{Xo(t)Xo(t+71)} = /000 h(s) /OOO h(s1))E{Y(t —s)Y(t+7 — s1)}dsids

:/0 h(s) /Ooo h(s))Tyy (T — 51 + s)dsids. .

El segundo sumando de la expresion (3.62) corresponde a la funcion de correlacion
cruzada de Xo(t) y X;(t). Estas expresiones pueden escribirse de la siguiente manera:

2

E{Xo(t)X1(t+7)} = /000 h(s)E {Xo(t) [—ngo(t +7—8)+ % (Xo(t)(t 4+ 7 —5))°

+%§ Oooh(s) /OOO h(sl)/ooo h(s2) /OOO h(s:a)/ooo h(sa)

. Fyy(Sl +7T—=5— SQ)Fyy(Sg — S4)d84d83d82d81d8

_%8 Oooh(s) /Ooo h(sl)/ooo h(SQ)/OOO h(Ss)/OOO h(s4)

. /OOO h(ss) /Ooo h(se)Tyy(s1 +7 — s — s9)Tyy(s3 — s4)

: Fyy(85 — 86)d86d55d84d83d82d81d87
(3.64)
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3.2 Aproximacion de los Principales Momentos Estadisticos

y

2

E{X1(t)Xo(t+7)} :/OOO h(s)E {Xo(t +7) {—ngo(t —s)+ % (Xo(t)(t — s))?

+%§ Ooo h(s) /Ooo h(51>/ooo h(82)/ooo h(ss) /OOO h(s4)

Tyy(s1 —7—5—59)yy(s3 — s4)dssdssdsadsids

_%3 Oooh(s) /OOO h(sl)/ooo h(SQ)/OOO h(s3) /OOO h(s4)

) /Ooo h(ss) /OOO h(se)Tyy(s1 —7 — s — $2)lyy(s3 — 84)

Tyy(s5 — sg)dsedssdssdssdsadsids.
(3.65)

Entonces, la funcion de correlacion de X (t) se expresa de la siguiente manera:

I¢x(r) = /OOO h(s) /OOO h(s))Tyy (T — s1 4 s)dsids

<w§ /Ooo h(s) /OOO h(sl)/ooo (o) (Tyy (5147 — 5 — 52)
FTyy(si—7 — 5 — 52)>d32dslds> + (%3 /Ooo h(s) /OOO h(sl)/ooo h(s»)

3R A e B S e R R)

2 o0 o o0
Tyy(s3 — 84)d84d83d82d51d8) + (— %/ h(s)/ h(sl)/ h(sz)
0 0 0

- /Ooo h(ss) /OOO h(s4) /0°° h(ss) /O°° h(56)<FYY(51 +T =5 —5)

+Tyy(s; —7—s— 52)>FYY(33 — S4)

+e€

Tyy(ss — 36)d36ds5ds4d33d52d31ds>] )

(3.66)

31



Capitulo 3. Andlisis Probabilistico

Es importante mencionar que como E {X (t)} = 0, las funciones de covarianza y

correlacion de X (t) coinciden.

C {X(tl)f((tg)} —Tee(r), 7=t —ta]- (3.67)

3.3 Principio de Maxima Entropia

En la secciones anteriores se han calculado las aproximaciones de los momentos
E {X”(t)}, paran = 1,..,5, a partir de la aproximaciéon de primer orden, es decir X(t);
mediante el método de la perturbacion de la soluciéon del estado estacionario del oscilador
aleatorio no lineal.

Aunque la informacion de las aproximaciones de los momentos es importante, un
objetivo méas ambicioso es el cilculo de la aproximacion de la FDP, es decir ff((t) (x). Esto
es debido a que a partir de esta aproximacion, se puede obtener:

= La informacion estocastica méas importante como la media, la varianza y cualquier
momento unidimensional.

= La probabilidad de que la salida se encuentre en un intervalo de interés especifico,
es decir [ay, as], para cualquier tiempo fijo arbitrario ¢,

Pla < X0 <a)- [ Fe(@)da. (3.69)

= A partir de la FDP se pueden calcular facilmente los intervalos de confianza en un
nivel de confianza especifico, como por ejemplo, a € (0, 1),

1= a =P {ugt) - kog(t) < X(1) < pg(t) + kog (1)}
o /u;{(tm%(t) (3.69)

fX(t) (ﬂj)dflf,
5 (t)—kog(t)

donde:
o nx(t) =E{X(t)} =
o oo(t) =4V {X(t)}.
e « se toma por lo general como a = 0,05, para construir los intervalos de

confianza del 95 %.
o Lk > 0 es determinado numeéricamente.
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3.8 Principio de Mdzima Entropia

Una vez calculadas las aproximaciones de los momentos E{X"(t)}, un método

adecuado para aproximar la FDP es el Principio de Maxima Entropia (PME) [15].

Para un t fijo, el PME busca una FDP, fy,) (x), que maximiza la llamada Entropia

de Shannon, de una variable aleatoria X (t), en el intervalo [a,b] definida a través
del siguiente funcional:

${fsp@} = - / ' Feple) o (Fyp @) de. (3.70)

La expresion anterior debe satisfacer las siguientes restricciones:

b
[ fepards =1 (3.71)

E {X”(t)} = /bxnf)g(t)(ac)dx =m, n=1.,M. (3.72)

La condicion (3.71) garantiza que fx,(z) es una FDP.
La condicion (3.72) impone que los M-momentos, m,,, coincidan con los momentos

E {X”(t)} obtenidos por el método de perturbaciéon estocastica.

Para cada t fijo, la maximizacion del funcional (3.70), sujeto a las restricciones
(3.71) y (3.72), se puede resolver a través de la funcion auxiliar de Lagrange:

M b
L {fm, Aoy oo )\NI} =3 {fx(t)(x)} +3 N {mi _ / xifx(t)(x)dx} ,(3.73)
i=0 a

donde mg = 1.
Se puede probar que la expresion de la FDP esta dada por:

My i
fxw(@) = Lpye im0 M, (3.74)

donde:

o 1,4 denota la funcién caracteristica en el intervalo [a, b].
e )\, 1=0,1,..., M son los multiplicadores de Lagrange.

En conclusion, se ha mostrado la aproximacion mediante la técnica de perturbacion

de los momentos de orden superior, es decir E {X”(t)}, para n = 1,..,5. Asimismo, se

utilizard la técnica basada en el PME, tomando M = 5y M = 3 para el primer y

segundo modelo, para obtener los parametros \;, ¢ = 0, 1, .., 5, resolviendo numéricamente

el sistema de ecuaciones no lineales formado por las expresiones (3.71) v (3.72).
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

En este capitulo, mostraremos los resultados numéricos obtenidos de los dos modelos
propuestos con varios ejemplos que validan la metodologia propuesta para la resolucion
de ecuaciones diferenciales estocasticas. Para este proposito, se obtendran los resultados
de los siguientes anélisis descritos anteriormente:

= Técnica de perturbacion.
= Aproximaciéon de los principales momentos estadisticos.
» Técnica del principio de maxima entropia (PME).

4.1 Primer Modelo

Para el primer modelo, consideraremos la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

X(t) 4 26wo X () + e X2 (1) X (1) + Wi X (t) = Y (t). (4.1)
Entonces, se propondran dos ejemplos como excitacion de entrada para este primer
modelo:

1. Un proceso estocastico trigonométrico.
2. Un proceso de ruido blanco Gaussiano.

Es importante mencionar que para este primer modelo, se utilizaran los siguientes
datos para los parametros del oscilador no lineal aleatorio, £ = 0.05 (€2 < 1) y wo = 1.
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4.1.1 Proceso Estocastico Trigonométrico

Para este primer ejemplo, se considera como excitacién de entrada Y (t), el proceso
estocastico trigonométrico definido por:

Y (t) = & cos(t) + & sin(t), (4.2)

donde:

» &y & ~ N(0,1) son independientes.

» La excitacion de entrada Y (t) satisface las siguientes condiciones:
E{Y(t)} =0.

Y (t) es Gaussiano.

Y (t) es diferenciable en media cuadratica con respecto a t.

Y (t) es estacionario.
La correlacion de Y'(t) esta dada por:
(6] Fyy<t1, tz) = COS(tl — tg).

o I'yy (1) = cos(T).

Seguidamente, reemplazando los resultados mostrados previamente en la ecuacion
(4.1), se obtiene:

X(t) +0.1X(t) + eX2(t) X (t) + X (t) = & cos(t) + Esin(t), &,& ~ N(0,1).  (4.3)
Entonces, obtendremos las aproximaciones de las principales funciones estadisticas
de la solucion aproximada, X(t), de un oscilador no lineal aleatorio, es decir:

= Aproximaciéon de los primeros momentos [E {Xz(t)}, parai=1,2, .. 5.
» La funcion de correlacion I' ¢ (7).

» La funcién de la varianza V {X(t)}

A partir de los resultados teodricos obtenidos en el Capitulo 3, calcularemos los

primeros momentos E {X’(t)}, para i =1,2,..,5.

Para el momento de primer orden se tiene:
E {X(t)} ~ 0. (4.4)
Para el momento de segundo orden se tiene:

E {f(?(t)} — 100 — 200000¢. (4.5)
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4.1 Primer Modelo

Es importante mencionar que de los momentos de primer y segundo orden, podemos
decir que la funciéon de la varianza es igual al momento de segundo orden, es decir:

V{X@gc:E{X%a}—(E{X@&)a "
v {X(t)} — 100 — 200000e. '

Para el momento de tercer orden se tiene:
E {X3(t)} ~ 0. (4.7)

Para el momento de cuarto orden se tiene:

. 1153800000000
E {X4 ¢ } — 30000 — . 48
(t) 5100 € (4.8)

Para el momento de quinto orden se tiene:
E {X%)} ~ 0. (4.9)

A partir de la positividad de los momentos de segundo y cuarto orden, podemos
obtener un limite de variacion para el pardmetro de la perturbacion e, respectivamente,

EJ{X2(t)t >0 = e < 0.000500000,

. (4.10)
E{X4(t)r >0 = e < 0.000166641.
Seguidamente, obtenemos la aproximacion de la funcién de correlacion:
I'¢ ¢(7) =100 (1 — 2000¢) cos(T). (4.11)
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Capitulo 4. Resultados Numéricos

En la Figura 4.1, mostramos la representacion grafica de la funciéon de correlacion.

10
b
AR —— €=0.0004
O,
----- €=0.0001
€=0.000075
— t
10— €=0.00005
——— €=0.00001
-50
7 —_— =0
-100+

Figura 4.1: Funcion de correlacién ' ¢(7) de X para diferentes valores de e. Modelo 1 con
Proceso Estocéastico Trigonométrico.

A partir de la Figura 4.1 se puede observar que:

= Cuanto menor es el valor del pardmetro de perturbaciéon e, menor es la variabilidad
de la funcién de correlacion.

= Este comportamiento esta de acuerdo con la interpretacion fisica de la dinamica del
oscilador, que puede ser expresado como:

X(#) + (0.1 +€eX?()) X(t) + X(t) = & cos(t) + & sin(t). (4.12)

e A medida que ¢ > 0 aumenta, entonces, el coeficiente de amortiguamiento
0.1 + eX?(t) también lo hace, por tanto, da como resultado que el sistema
mecanico reduce sus oscilaciones.

e Como podemos ver de la Figura 4.1, para el valor del pardmetro de pertur-
bacion € = 0.0004, unicamente satisface el primer limite de variaciéon, es decir
€ < 0.0005. A pesar de ello, la funcién de correlacion preserva la simetria.
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Por otro lado, con los resultados obtenidos con la técnica de perturbacion y la
aproximacion de los principales momentos estadisticos, se calculara la aproximacion de la

Esta aproximacion esta basada en el PME, que toma el limite mas restrictivo que ha

sido obtenido previamente, es decir ¢ < 0.000166641, con el objetivo de calcular tanto la
aproximacion de la FDP basada en los tres y cincos primeros momentos, respectivamente.

En primer lugar, para los tres primeros momentos se tiene la aproximacion de la
FDP expresada como:

fxw(@) = e~ 1o e doa? —Aga? (4.13)

donde Ay, A1, A2 ¥ A3 son determinadas numéricamente resolviendo el sistema dado por
las expresiones (3.71) y (3.72) considerando:

: Zizllé{f((t)} ~ 0.

« my=E {X%ﬁ)} — 100 — 200000¢.
E{X

{A3(t)} ~0.

Asimismo, el correspondiente dominio [y1, y2| se obtiene a partir de la desigualdad
de Bienaymé-Chebyshev [16, p. 47|. Este dominio es expresado como [ — ko, p+ ko] que

Im3:

considera los siguientes parametros:

w =0
sk =10.

« o= \/V {X(t)} — \/E {Xz(t)}.

Es importante mencionar que con los parametros descritos, se garantiza que el 99 %
de la FDP esta contenida en el intervalo [ — ko, u + ko], independientemente de la
distribucion de la variable aleatoria [20].
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En la Tabla 4.1, se muestran los valores de A\g, A1, A2 v A3, el dominio correspondiente

[y1, y2], la media (]E {X (t)}) y la desviacion estandar (o) para los diferentes valores del
parametro de perturbacion, es decir € € [0, 0.00001, 0.00005, 0.000075, 0.0001].

Tabla 4.1: Valores para \;, ¢ € {0, 1, 2, 3}, el dominio [y;, y2] obtenido con el PME, para
e € {0, 0.00001, 0.00005, 0.000075, 0.0001}, con la media y desviacion estandar (SD)
para los primeros tres momentos. Modelo 1 con Proceso Estocastico Trigonométrico.

e=0 e = 0.00001 e = 0.00005 e = 0.000075 e = 0.0001

Ao 2.22152 2.21142 2.16884 2.14026 2.10995

A1 0 0 0 0 0

A2 0.00500 0.00510 0.00555 0.00588 0.00625

A3 0 0 0 0 0
[y1, yo] | [-100, 100] | [-98.944, 98.944] | [-94.868, 94.868] | [-92.195, 92.195] | [-89.442, 89.442]
Media 0 0 0 0 0
o (SD) 10 9.89949 9.48683 9.21954 8.94427

En la Figura 4.2, mostramos la representacion grafica de la FDP, fy, (x), para los

diferentes valores del pardmetro e.

0.0

.02

-100

-50

50

€=0.0001
€=0.000075
€=0.00005
€=0.00001

Figura 4.2: PDF, ff((t) (x), para los primeros tres momentos, tomando diferentes valores de e.
Modelo 1 con Proceso Estocastico Trigonométrico.
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En segundo lugar, para los cincos primeros momentos se tiene la aproximacion de

la FDP expresada como:

ff((t)(x) — 6717)\07)\1907)\29627)\3:(:37)\49647)\5:(35’ (414)

donde Ag, A1, A2, A3, Ay ¥ A5 son determinadas numéricamente resolviendo el sistema dado

por las expresiones (3.71) y (3.72) considerando:

mo = 1.

mi =E{X(t)} =0,

my =E {f@(t)} 100 — 200000¢.

mz =K {X3(t)} —

my =E { X%)% 30000 — 11538604000900000
5 (1)

:E{f(5t

m

Asimismo, el correspondiente dominio [y, y2| se obtiene a partir de la desigualdad

de Bienaymé-Chebyshev [16, p. 47|. Este dominio es expresado como [ — ko, u+ ko] que

considera los siguientes parametros:

p=0.
k = 10.

o= \/V {f(@)} — \/E {5@@)}.

41



Capitulo 4. Resultados Numéricos

En la Tabla 4.2, se muestran los valores de A\, A1, A2, A3, Ay ¥ A5, el dominio corres-

pondiente [y;, yo], la media (]E {X(t)}) y la desviacion estandar (o) para los diferentes
valores del parametro de perturbacion, es decir € € [0, 0.00001, 0.00005, 0.000075, 0.0001].

Tabla 4.2: Valores para \;, i € {0, 1, 2, 3, 4, 5}, el dominio [y1, y2| obtenido con el PME,
para € € {0, 0.00001, 0.00005, 0.000075, 0.0001}, con la media y desviacion estandar (SD)
para los primeros cincos momentos. Modelo 1 con Proceso Estocastico Trigonométrico.

e=0 e = 0.00001 e = 0.00005 e = 0.000075 e = 0.0001

Ao 2.22152 2.21990 2.24331 2.31551 2.53884

A 0 0 0 0 0

Ao 0.00500 0.00492 0.00378 0.00123 -0.00670

A3 0 0 0 0 0

A4 -3.624 - 10713 3.039-1077 3.793-1076 1.196 - 10~° 4.320-107°

As 0 0 0 0 0
[y1, y2] | [-100, 100] | [-98.944, 98.944] | [-94.868, 94.868] | [-92.195, 92.195] | [-89.442, 89.442]
Media 0 0 0 0 0
o (SD) 10 9.89949 9.48683 9.21954 8.94427

En la Figura 4.3, mostramos la representacion grafica de la FDP, fy (x), para los

diferentes valores del parametro e.

0.0

-100

-50

50 100

€=0.0001
€=0.000075
€=0.00005
€=0.00001

Figura 4.3: FDP, fX(t)(ac), para los primeros cincos momentos, tomando diferentes valores de
€. Modelo 1 con Proceso Estocéstico Trigonométrico.
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Como podemos ver de la Figuras 4.2 y 4.3, la FDP no se aproxima para valores de
e > 0.00005. Esto es debido a que la aproximacién con los primeros cincos momentos es
mas restrictiva en comparaciéon con los primeros tres momentos. Por lo tanto, tomaremos
los valores de ¢ < 0.00005.

A continuacion, en las Figuras 4.4 y 4.5 mostramos la comparacion entre las graficas
de la aproximacion de la FDP para los momentos de tercer y quinto orden, tomando los
valores de e = 0.00005 y ¢ = 0.000001, respectivamente.

€=0.00005 Tercer Orden

————— €=0.00005 Quinto Orden

-100 50 | 50 100

Figura 4.4: FDP, ff((t (z), para los primeros tres y cincos momentos, para el valor de
e = 0.00005. Modelo 1 con Proceso Estocastico Trigonométrico.

€=0.00001 Tercer Orden
————— €=0.00001 Quinto Orden

~100 50 ’ 50 100

Figura 4.5: FDP, ff((t (z), para los primeros tres y cincos momentos, para el valor de
e = 0.000001. Modelo 1 con Proceso Estocastico Trigonométrico.

Como podemos ver de la Figura 4.4, para el valor de ¢ = 0.00005 se muestra una
pequena diferencia entre ambas aproximaciones. Por el contrario, para la Figura 4.5 los
resultados para ambas aproximaciones son bastante similares, lo que da evidencia de que
los calculos son consistentes.
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4.1.2 Proceso Ruido Blanco Gaussiano

Para este segundo ejemplo, se considera como excitacion de entrada Y (¢), el proceso
estocastico de ruido blanco Gaussiano definido por:

Y(t) =€), (4.15)

donde la excitacion de entrada Y (¢) satisface:

« E{Y(t)} =0.
Y (t) es Gaussiano.

Y'(t) es estacionario.
Y (t) no es diferenciable en media cuadratica con respecto a t.

La correlacion de Y () esta dada por:

1
® Fyy(T) == EW(S(T)
e La funcion 6(7) es la funcion delta de Dirac.

1
W= —.
* 100

Seguidamente, reemplazando los resultados mostrados previamente en la ecuacion
(4.1), se obtiene:

X(t) 4+ 0.1X (1) + eX2() X (t) + X (t) = £(1). (4.16)

Asimismo, para este segundo ejemplo se ha tenido en cuenta las propiedades de la
funcion delta de Dirac, con el objetivo de simplificar los calculos realizados,

/+OO h(t)o(t — s)dt = h(s),
o (4.17)

/ St — s)dt = —1(s).

o0

Como en el Ejemplo 1, obtendremos las aproximaciones de las principales funciones
estadisticas de la solucion aproximada X (¢) de un oscilador no lineal aleatorio.
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Para el Ejemplo 2 del modelo 1, los momentos de ordenes 1 a 5 estan dados por:

E {X(t)} —0,

E{X(1)} = % _ Tioe’
E {X%)} —0, (4.18)
E{X'1)} = % _ 32‘%6,

E {X%)} ~0.

Es importante mencionar que de los momentos de primer y segundo orden, podemos
decir que la funcién de la varianza es igual al momento de segundo orden, es decir:

v{xn}=e{xn} - (E {X(t)})2 |
A o (4.19)
V{X(t)} = o5 — 1o

A partir de la positividad de los momentos de segundo y cuarto orden, podemos
obtener un limite de variacion para el pardmetro de la perturbacion e, respectivamente,

E{X2(t) > 0= <4,

. (4.20)
E<X't) s >0= e<2.
Seguidamente, obtenemos la aproximacion de la funcién de correlacion:
fi(7) si 7>0,
Iex(r) = ff“) ) st <0, (4.21)
e siT=0
0 160° T
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donde:
e /%0 3997
= — | - -1 2
fi(7) SEATI160 [ 399 (—1596 + (399 + 207) €) cos ( 50
(4.22)
+ /399 (1596 + €) sin ( 32%97> :
e/ 3997
(4.23)
399
— /399 (1596 + €) sin ( - T) ]
En la Figura 4.6, mostramos la representacion grafica de la funciéon de correlacion.
€=2
----- e=1
€=0.5
: €=0.01
----- €=0.001
------ €=0

Figura 4.6: Funcién de correlacion I'; ¢(7) de X para diferentes valores de e. Modelo 1 con
Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

De la Figura 4.6 se puede observar que cuanto menor es el valor del pardmetro de
perturbacion €, menor es la variabilidad de la funciéon de correlacion. Este comportamiento
estd de acuerdo con la interpretacion fisica de la dinamica del oscilador. Como podemos
ver para el valor del pardmetro de perturbacion € = 2, se preserva la simetria de la funciéon
de correlacion.
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Por otro lado, con los resultados obtenidos con la técnica de perturbacion y la
aproximacion de los principales momentos estadisticos, se calculara la aproximacion de la

Esta aproximacion esta basada en el PME, que toma el limite mas restrictivo que ha

sido obtenido previamente, es decir € < 2, con el objetivo de calcular tanto la aproximacion
de la FDP basada en los tres y cincos primeros momentos, respectivamente.

En primer lugar, para los tres primeros momentos se tiene la aproximaciéon de la
FDP expresada como:

fxw(@) = e~ 1o e dor? —Aga? (4.24)

donde Ay, A1, A2 ¥ A3 son determinadas numéricamente resolviendo el sistema dado por
las expresiones (3.71) y (3.72) considerando:

u mozl.
. mle{X(t)} ~ 0.
. mQ:E{Xz(t)} :%—ﬁe.

« my —E{X%0)} -

Asimismo, el correspondiente dominio [y;, y»] se obtiene a partir de la desigualdad
de Bienaymé-Chebyshev [16, p. 47|. Este dominio es expresado como [ — ko, u+ ko] que
considera los siguientes parametros:

] ILL:O
= k£ =10.

- 0= \/V {X(t)} - \/IE? {f(zw}.
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En la Tabla 4.3, se muestran los valores de A\g, A1, A2 v A3, el dominio correspondiente
[y1, y2], la media (]E {X (t)}) y la desviacion estandar (o) para los diferentes valores del
parametro de perturbacion, es decir € € [0, 0.01, 0.5, 1].

Tabla 4.3: Valores para \;, ¢ € {0, 1, 2, 3}, el dominio [y;, y2] obtenido con el PME, para
e € {0, 0.01, 0.5, 1}, con la media y desviacion estandar (SD) para los primeros tres
momentos. Modelo 1 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

e=0 e =10.01 e=0.5 e=1
Ao -1.92550 -1.92675 -1.99227 -2.06934
A1 0 0 0 0
Ao 20 20.05012 22.85714 26.66666
A3 0 0 0 0
[y1, yo] | [-1.581, 1.581] | [-1.579, 1.579] | [-1.479, 1.479] | [-1.369, 1.369]
Media 0 0 0 0
o (SD) 0.15811 0.15791 0.14790 0.13693

En la Figura 4.7, mostramos la representacion grafica de la FDP, fX(t) (x), para los
diferentes valores del pardmetro e.

e=1
_____ e=0.5
€=0.01
1.0
e=0
0.5
& P Sl e s e el e el 24 X
-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

Figura 4.7: FDP, fX(t) (), para los primeros tres momentos, tomando diferentes valores de e.
Modelo 1 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.
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En segundo lugar, para los cincos primeros momentos se tiene la aproximacion de
la FDP expresada como:

fX(t) (fL’) — e*l*)\o7)\117)\2:E27)\3I37)\4$47)\5CE5 ’ (425)

donde Ag, A1, A2, A3, Ay ¥ A5 son determinadas numéricamente resolviendo el sistema dado
por las expresiones (3.71) y (3.72) considerando:

u m():]..

[ ]
E
I
=
—
/:>_<\>
—
I

) 11
- my=E{X}()} = - =
. mng{X3(t)}: .

9 3 3
- m4:E{X (t)}:m—me.
. m5:E{X5(t)}:0

Asimismo, el correspondiente dominio [y1, y2| se obtiene a partir de la desigualdad
de Bienaymé-Chebyshev [16, p. 47|. Este dominio es expresado como [u— ko, p+ ko] que
considera los siguientes parametros:

IM:O
s £ =10.

« o= \/V {X(t)} - \/E {XQ(t)}.
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En la Tabla 4.4, se muestran los valores de Ao, A1, A2, A3, Ay ¥ A5, el dominio
correspondiente [y, o], la media (E {X(t)}) y la desviacion estandar (o) para los

diferentes valores del parametro de perturbacion, es decir € € [0, 0.01, 0.5, 1].

Tabla 4.4: Valores para \;, ¢ € {0, 1, 2, 3, 4, 5}, el dominio [y1, y2] obtenido con el PME, para
e € {0, 0.01, 0.5, 1}, con la media y desviacion estandar (SD) para los primeros cincos

momentos. Modelo 1 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

e=0 e =0.01 e=0.5 e=1
Ao -1.92550 -1.92675 -1.98414 -2.01243
A1 0 0 0 0
A2 20.00000 20.04993 22.10664 20.25302
A3 0 0 0 0
oV 1.740 - 107° 1.262- 1073 5.83722 64.13645
A5 0 0 0 0
[y1, yo] | [-1.581, 1.581] | [-1.579, 1.579] | [-1.479, 1.479] | ]-1.369, 1.369]
Media 0 0 0 0
o (SD) 0.15811 0.15791 0.14790 0.13693

En la Figura 4.8, mostramos la representacion grafica de la FDP, ff((t) (x), para los

diferentes valores del parametro e.

Figura 4.8: FDP, ff((t) (x), para los primeros cincos momentos, tomando diferentes valores de

€. Modelo 1 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

50




4.1 Primer Modelo

Como podemos ver de la Figuras 4.7 y 4.8, la FDP no se aproxima para valores de
e > 0.5. Esto es debido a que estd aproximacion con los primeros cincos momentos, es
mas restrictiva en comparaciéon con los primeros tres momentos. Por lo tanto, tomaremos

los valores de ¢ < 0.5.

A continuacion, en las Figuras 4.9, 4.10 y 4.11 mostramos la comparaciéon entre
las graficas de la aproximacion de la FDP para los momentos de tercer y quinto orden,
tomando los valores de e = 1, ¢ = 0.5 y € = 0.01, respectivamente.

€=1 Tercer Orden

----- €=1 Quinto Orden

X

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

Figura 4.9: FDP, ff((t) (), para los primeros tres y cincos momentos, para el valor de e = 1.
Modelo 1 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

€=0.5 Tercer Orden

————— €=0.5 Quinto Orden

X
-15 -1.0 -0.5 r 0.5 1.0 1.5

Figura 4.10: FDP, fX’(t) (x), para los primeros tres y cincos momentos, para el valor de e = 0.5.
Modelo 1 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

Como podemos ver de la Figura 4.9, para el valor de e = 1 se muestra una pequena
diferencia entre ambas aproximaciones.
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Capitulo 4. Resultados Numéricos

€=0.01 Tercer Orden
----- €=0.01 Quinto Orden

X

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

Figura 4.11: FDP, fX(t) (), para los primeros cincos momentos, para el valor de ¢ = 0.01.
Modelo 1 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

Como podemos ver de las Figuras 4.10 y 4.11, para los valores del parametro e = 0.5
y para € = 0.01, los resultados para ambas aproximaciones son bastante similares, lo que
da evidencia de que los calculos son consistentes.

En conclusion, se han validado los resultados numéricos para obtener la aproximacion
de la FDP, fg (), mediante la técnica de perturbacion, aproximacion de los primeros
momentos y el PME.

Finalmente, se ha comprobado que la diferencia entre las aproximaciones entre los
tres y cincos primeros momentos para calcular, f)g(t) (x), es muy pequena para un valor
del parametro de perturbacion e adecuado. Por este motivo, para los siguientes ejemplos
so6lo consideraremos los primeros tres momentos, para realizar las aproximaciones de la
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4.2 Sequndo Modelo

4.2 Segundo Modelo

Para el segundo modelo, consideraremos la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

X (1) + 26w X (1) + WX (t) + wiesin(X (t)) = Y (t). (4.26)

Entonces, se propondré dos ejemplos como excitacion de entrada para este segundo
modelo:

1. Un proceso de ruido blanco Gaussiano.
2. Un proceso estocéstico de Ornstein-Uhlenbeck.

4.2.1 Proceso Ruido Blanco Gaussiano

Para este primer ejemplo, se considera como excitacion de entrada Y (), el proceso
estocéstico de ruido blanco Gaussiano definido por:

Y(t) = £(1), (4.27)

donde la excitacion de entrada Y (¢) satisface:

» E{Y(t)} =0.

» Y (t) es Gaussiano.

» Y () es estacionario.

» La correlacion de Y (t) esta dada por:

o Tyy(r) = %5(7).

e La funciéon 6(7) es la funcion delta de Dirac.
1
e Nog=—.
100
Es importante mencionar que para el primer ejemplo de este modelo se utilizaran
los siguientes datos para los parametros del oscilador no lineal aleatorio, & = 0.05 (£2 < 1)

ywozl.

Seguidamente, reemplazando los resultados mostrados previamente en la ecuacion
(4.26), se obtiene:

X(t) 4+ 0.1X(t) + X () + esin(X (t)) = &(2). (4.28)
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Capitulo 4. Resultados Numéricos

Como en los ejemplos anteriores, obtendremos las aproximaciones de las principales
funciones estadisticas de la solucion aproximada, X (t), de un oscilador no lineal aleatorio,
para este ejemplo nuevamente utilizaremos las propiedades de la funcion delta de Dirac
dados en la ecuacion (4.17).

Para el Ejemplo 1 del modelo 2, los momentos de ordenes 1 a 3 estan dados por:

E {X(t)} —0,

. 1 12641
E{XQt}:—— , 4.29
=2~ 512000 (4:29)

E {X%)} ~0.

Es importante mencionar que de los momentos de primer y segundo orden, podemos
decir que la funcién de la varianza es igual al momento de segundo orden, es decir:

vi{xm}=e{x0} - (E {X(t)})2 |
N 1 12641 (4'30>
v {X<t)} ~ 40 512000°

De la positividad del momento de segundo orden, podemos obtener un limite en el

parametro de la perturbacion e,

E {XQ(t)} — ¢ < 1.01258. (4.31)

Seguidamente, obtenemos la aproximacion de la funcién de correlacion:

Ji(7) si 7> 0,
Igx(r) = ff@ 19641 si 7 <0, (4.32)

20 512000¢ 70
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donde:
e 7% 3007
= 107200 + 12641¢(— 1
A7) 81510912000[399(5 07200 + 12641¢(—399 + 107)) cos ( %
- (4.33)
) 3997
+ V399(5107200 — 126416(599 + 39907)) sin | Y= |
e 7 /3997
= [399(—5107200 + 12641 1
f2(7) 81510912000[399( 5107200 + 12641¢(399 + 107)) cos | —7 .
4.34

399
+1/399(5107200 + 12641¢(—599 + 39907)) sin ( % T) ] .

En la Figura 4.12, mostramos la representacion grafica de la funcion de correlacion.

Figura 4.12: Funcién de correlacion I'¢ ¢ (7) de X para diferentes valores de e. Modelo 2 con
Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

De la Figura 4.12 se puede observar que cuanto menor es el valor del parametro de
perturbacién e, menor es la variabilidad de la funcién de correlacion. Este comportamiento
estd de acuerdo con la interpretacion fisica de la dindmica del oscilador. Como podemos
ver para el valor del parametro de perturbaciéon e = 1, se preserva la simetria de la funcion
de correlacion.
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En la Figura 4.13, mostramos la representacion grafica de la funcion de correlacion,
con valores del pardmetro de perturbacion ¢ < 0.1. Como podemos ver claramente la
funcion de correlacion para € = 0, € = 0.001 y € = 0.01 son muy similares.

Figura 4.13: Funcion de correlacion I'; ¢(7) de X para valores de € = {0, 0.001, 0.01, 0.1}.
Modelo 2 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

A partir de la técnica de perturbacién y la aproximacion de los principales momentos
estadisticos, se calculard la aproximacion de la FDP, fX(t)(x). Entonces, para los tres
primeros momentos se tiene la aproximacion de la FDP expresada como:

ff((t) (33') — e*l*)\O*AlCE*)\Qa’Q*)\ng’ (435)

donde Ag, A1, A2 y A3 son determinadas numéricamente resolviendo el sistema dado por
las expresiones (3.71) y (3.72) considerando:

= my=1.
= my :E{X(t)} = 0.
- my—E {XQ(t)} _ % _ 511226040105.
= my :E{X3(t)} = 0.

Asimismo, el correspondiente dominio [y, y2| se obtiene a partir de la desigualdad
de Bienaymé-Chebyshev [16, p. 47|. Este dominio es expresado como [ — ko, u+ ko] que
considera los siguientes parametros:

IILL:O
s k£ =10.

« o= \/V {X(t)} — \/E {XQ(t)}.
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En la Tabla 4.5, se muestran los valores de A\g, A1, A2 v A3, el dominio correspondiente
[y1, ¥2], la media (]E {X (t)}) y la desviacion estandar (o) para los diferentes valores del
parametro de perturbacion, es decir € € [0, 0.01, 0.1, 0.5].

Tabla 4.5: Valores para \;, ¢ € {0, 1, 2, 3}, el dominio [y;, y2] obtenido con el PME, para
e € {0, 0.01, 0.1, 0.5}, con la media y desviacion estandar (SD) para los primeros tres
momentos. Modelo 2 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

e=10 e =10.01 e=0.1 e=10.5
Ao -1.92550 -1.93046 -1.97749 -2.26590
A1 0 0 0 0
A2 20.00000 20.19948 22.19159 39.50922
A3 0 0 0 0
[y1, yo] | [-1.581, 1.581] | [-1.573, 1.573] | [-1.501, 1.501] | [-1.124, 1.124]
Media 0 0 0 0
o (SD) 0.15811 0.15733 0.15010 0.11249

En la Figura 4.14, mostramos la representacion grafica de la FDP, f¢ ., (z), para los
diferentes valores del pardmetro e.

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

Figura 4.14: FDP, ff{(t) (x), para los primeros tres momentos, tomando diferentes valores de e.
Modelo 2 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.
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Como podemos ver de la Figura 4.14, la FDP no se aproxima para valores de ¢ > 0.1.
A continuacion, en las Figuras 4.15 y 4.16 mostramos la comparacion entre las graficas
de la aproximacion de la FDP para el momento de tercer orden, tomando los valores de
e=0,e=0.01 y e= 0.1, respectivamente.

- - X

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

Figura 4.15: FDP, ff((t) (z), para los primeros tres momentos, para valores de e = {0, 0.01, 0.1}.
Modelo 2 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

Figura 4.16: PDF, ff((t) (x), para los primeros tres momentos, para valores de ¢ = {0, 0.01}.
Modelo 2 con Proceso Ruido Blanco Gaussiano.

Como podemos ver de la Figura 4.15, para el valor de ¢ = 0.1 se muestra una
pequena diferencia entre las aproximaciones para € = 0.01 y ¢ = 0. Por el contrario, para
la Figura 4.16 con el valor del pardmetro de perturbacién € = 0.01, los resultados para
ambas aproximaciones son bastante similares, lo que da evidencia de que los calculos son
consistentes.
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4.2 Sequndo Modelo

4.2.2 Proceso Estocastico de Ornstein-Uhlenbeck

Para este segundo ejemplo, se considera como excitaciéon de entrada de Langevin
Y (t) [21], el proceso estocastico de Ornstein-Uhlenbeck se obtiene a partir de la ecuacion
Langevin:

dY (t) _
L +aY(t) =0y

dw (t)
it

> 0, (4.36)
donde:

» W(t) es el proceso de Wiener.
= « > 0 garantiza que la soluciéon alcance un estado estacionario.

El proceso estocastico de Ornstein-Uhlenbeck esta definido por:
Y (t) = &£(), (4.37)

donde la excitacion de entrada Y'(¢) satisface:

» E{Y(t)} =0.

» Y (t) es Gaussiano.

= Y () es estacionario.

» La correlacion de Y (t) esta dada por:

Tyy (1) = o2e™el.

Es importante mencionar que para el segundo ejemplo de este modelo se utilizaran
los siguiente datos para los parametros del oscilador no lineal aleatorio, £ = 0.01 (£2 < 1),
wp=1,0,=001ly a=0.5.

Seguidamente, reemplazando los resultados mostrados previamente en la ecuacion
(4.26), se obtiene:

X(t) +0.02X (t) + X (t) + esin(X (1)) = &£(1). (4.38)

Como en los ejemplos previamente mostrados, obtendremos las aproximaciones de
las principales funciones estadisticas de la soluciéon aproximada, X (), de un oscilador no
lineal aleatorio.
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Para el Ejemplo 2 del modelo 2, los momentos de ordenes 1 a 3 estan dados por:

E{X@}:Q
. 13 465955883861
E{X%w}: - e,
6300  126023688000000

E{X?’(t)} = 0.

(4.39)

Es importante mencionar que de los momentos de primer y segundo orden, podemos
decir que la funciéon de la varianza es igual al momento de segundo orden, es decir:

v{xn}=e{x0} - ({x0})".
v {X(t>} - 6;30 B 12466052935658888030806010O6.

(4.40)

De la positividad del momento de segundo orden, podemos obtener un limite en el
parametro de la perturbacion e,

E:{)%?(t)} — ¢ < 0.558098. (4.41)

Seguidamente, obtenemos la aproximacion de la funcién de correlacion:

Ji(7) si >0,

xx(7) 13 465955883861 (4.42)

6300 126023683000000

si 7=0,
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donde:

6—7/2

~ 149487090896609928000000

fi(7) [ — 145804168125(—65620800 + 104891723¢)

%—264%71M](1111(134517389515740000<+-Q—241860961268936053

V1111
+ 17474425480065757’)6) cos (%) + V1111 (116604702563580000

3v1111
— (253701643606249726 + 22396457487775082257‘)6) sin (—100 T) )] )

(4.43)

o7/100

~ 149487090896609928000000

fo(r) = [15429012506“”/m00—62011656004—99122677396)

+ 209979( — 1423464439320000 + (2559375252144029 + 184914358300007’)6)

(3\/11117
+ COS s —

100 ) +63v1111 (3701736589320000 — 8046438192936529¢

3\/1111r> ]

+ 710997892766700007‘6) sin ( 100

(4.44)
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En la Figura 4.17, mostramos la representacion grafica de la funcion de correlacion.

Figura 4.17: Funcion de correlacion I'¢ ¢ (7) de X para diferentes valores de e. Modelo 2 con
Proceso Estocastico de Ornstein-Uhlenbeck.

De la Figura 4.17 se puede observar que cuanto menor es el valor del parametro de
perturbacion €, menor es la variabilidad de la funcion de correlacion. Este comportamiento
estd de acuerdo con la interpretacion fisica de la dindmica del oscilador. Como podemos
ver para el valor del pardmetro de perturbacion e = 0.5, preserva la simetria de la funcion
de correlacion.
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En la Figura 4.18, mostramos la representacion grafica de la funciéon de correlacion,
con valores del pardmetro de perturbacion ¢ < 0.1. Como podemos ver claramente la
funcion de correlacion para € = 0, € = 0.001 y € = 0.01 son muy similares.

Figura 4.18: Funcion de correlacion I'; ¢(7) de X para valores de € = {0, 0.001, 0.01, 0.1}.
Modelo 2 con Proceso Estocéstico de Ornstein-Uhlenbeck.

A partir de la técnica de perturbacién y la aproximacion de los principales momentos
estadisticos, se calculard la aproximacion de la FDP, fX(t)(x). Entonces, para los tres
primeros momentos se tiene la aproximacion de la FDP expresada como:

ff((t) (33') — e*l*)\O*AlCE*)\Qa’Q*)\ng’ (445)

donde Ag, A1, A2 y A3 son determinadas numéricamente resolviendo el sistema dado por
las expresiones (3.71) y (3.72) considerando:

= Mgy = 1. .
- m=E {X(t)} ~0.
N 13 465955883861
" =E{X3(t) = — .
e { ( >} 6300 126023688000000E
)

Asimismo, el correspondiente dominio [y, y2| se obtiene a partir de la desigualdad
de Bienaymé-Chebyshev [16, p. 47|. Este dominio es expresado como [ — ko, u+ ko] que
considera los siguientes parametros:

IILL:O
s k£ =10.

« o= \/V {X(t)} — \/E {XQ(t)}.
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En la Tabla 4.6, se muestran los valores de A\g, A1, A2 v A3, el dominio correspondiente
[y1, y2], la media (]E {X (t)}) y la desviacion estandar (o) para los diferentes valores del

parametro de perturbacion, es decir € € [0, 0.01, 0.1, 0.2].

Tabla 4.6: Valores para \;, ¢ € {0, 1, 2, 3}, el dominio [y;, y2] obtenido con el PME, para
e € {0, 0.01, 0.1, 0.2}, con la media y desviacion estandar (SD) para los primeros tres

momentos. Modelo 2 con Proceso Estocéastico de Ornstein-Uhlenbeck.

e=0 e =10.01 e=0.1 e=0.2
Ao -3.17274 -3.18178 -3.27147 -3.39460
A1 0 0 0 0
Ao 242.30769 246.72857 295.20202 377.63820
A3 0 0 0 0
[y1, y2] | [-0.454, 0.454] | [-0.450, 0.450] | [-0.411, 0.411] | [-0.363, 0.363]
Media 0 0 0 0
o (SD) 0.04542 0.04501 0.04115 0.03638

En la Figura 4.19, mostramos la representacion grafica de la FDP, f¢ ., (z), para los

diferentes valores del pardmetro e.

-04

Figura 4.19: FDP, ff{(t) (x), para los primeros tres momentos, tomando diferentes valores de e.

-0.2

0.2

0.4

Modelo 2 con Proceso Estocastico de Ornstein-Uhlenbeck.
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Como podemos ver de la Figura 4.19, la FDP no se aproxima para valores de ¢ > 0.1.
A continuacion, en las Figuras 4.20 y 4.21 mostramos la comparacion entre las graficas
de la aproximacion de la FDP para el momento de tercer orden, tomando los valores de
e =0,e=0.01 y e = 0.1, respectivamente.

- -in X

-0.4 -0.2 0.2 0.4

Figura 4.20: FDP, ff((t) (z), para los primeros tres momentos, para valores de e = {0, 0.01, 0.1}.
Modelo 2 con Proceso Estocastico de Ornstein-Uhlenbeck.

- . . . . - X

-0.4 -0.2 0.2 0.4

Figura 4.21: FDP, fX(t) (x), para los primeros tres momentos, para valores de ¢ = {0,0.01}.
Modelo 2 con Proceso Estocastico de Ornstein-Uhlenbeck.

Como podemos ver de la Figura 4.20, para el valor de ¢ = 0.1 se muestra una
pequena diferencia entre las aproximaciones para € = 0.01 y ¢ = 0. Por el contrario, para
la Figura 4.21 con el valor del pardmetro de perturbacién € = 0.01, los resultados para
ambas aproximaciones son bastante similares, lo que da evidencia de que los calculos son
consistentes.
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Capitulo 4. Resultados Numéricos

En conclusion, se han validado los resultados numéricos para obtener la aproximacion
de la FDP, fX(t) (x), mediante la técnica de perturbacion, aproximacion de los primeros
momentos y la técnica del PME.

Finalmente, se ha comprobado que la diferencia entre las aproximaciones tomando
los tres primeros momentos para calcular ff((t) () es muy pequena cuando se considera
un valor del parametro de perturbacion € adecuado. Esto se ha validado con los ejemplos
descritos anteriormente, que muestran que las aproximaciones de la FDP, fX'(t) (x), son
fiables.
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Capitulo 5

Conclusiones

En la presente memoria se ha estudiado, desde un punto de vista probabilistico, una
familia de osciladores no lineales sujetos a pequenas perturbaciones en el término no lineal,
que dependen tanto de la posicién como de la velocidad, y cuya fuente de excitacion es
un proceso estocastico estacionario que posee ciertas propiedades que son comunes para
las aplicaciones en fisica e ingenieria.

Se ha realizado el estudio de dos modelos. En el primer modelo, el término no lineal
depende de la posicion y de la velocidad. Para el segundo modelo, depende sblo de la
posicion, y para este modelo se ha aproximado el término no lineal usando un polinomio
de Taylor, con el objetivo de aplicar el método de perturbaciones estocasticas para obtener
los principales momentos estadisticos de la solucién estacionaria de los dos modelos.

Para los modelos propuestos, se ha validado el procedimiento descrito con varios
ejemplos numéricos, donde la excitacion estocastica es impulsada por diferentes procesos
estocésticos, como por ejemplo, el proceso estocéastico trigonométrico, el proceso de ruido
blanco Gaussiano y el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, respectivamente.

Finalmente, los resultados obtenidos muestran que el calculo de las aproximaciones
de la funcién de densidad de probabilidad de la solucion estacionaria son fiables. Esto
se ha conseguido mediante la combinaciéon del método de perturbaciéon estocastica, la
aproximacion de los principales momentos y el principio de méxima entropia.
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