S UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

=k §
& ‘>
ENC

LATENC

Matrices inversas generalizadas
definidas mediante proyectores
y su aplicacion a 6rdenes

parciales matriciales

Presentada por: Maria Valeria Hernandez
Dirigida por: D. Néstor Thome Coppo
D. Marina Lattanzi

junio-2022






D. NEstor THOME CoPPO, Catedratico de Universidad del Departamento de Ma-
tematica Aplicada de la Universitat Politécnica de Valéncia; y D®*. MARINA B. LAT-
TANZI, Profesora Adjunta de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Uni-

versidad Nacional de La Pampa,

CERTIFICAN:

que la presente memoria “Matrices inversas generalizadas definidas mediante pro-
yectores y su aplicacion a drdenes parciales matriciales”, ha sido realizada bajo su
direccién por Maria Valeria Hernéndez, y constituye su tesis para optar al grado de

Doctora por la Universitat Politécnica de Valéncia.

Para que conste, en cumplimiento de la legislacién vigente, se ratifican en la autori-
zacion de la presentacion de la referida tesis doctoral ante la Comisién de Doctorado

de la Universitat Politécnica de Valéncia, firmando el presente certificado.

Valencia, junio de 2022.

Néstor Thome Coppo Marina B. Lattanzi

il






Resumen

El Analisis Matricial proporciona herramientas muy utiles en la Matematica Aplicada.
La teoria de matrices inversas generalizadas constituye una de estas herramientas. Su
aplicacion a otras areas de las matemaéticas y a otras disciplinas es importante. En esta
tesis doctoral se definen e investigan nuevas inversas generalizadas, y se encuentran
y caracterizan nuevos érdenes parciales definidos a partir de algunas de ellas. Por lo
tanto, esta tesis doctoral se enmarca en dos importantes areas: el Anéalisis Matricial y

la Teoria de Matrices, y el Algebra de la Logica (Estructuras Algebraicas Ordenadas).

Un procedimiento para introducir nuevas inversas generalizadas es presentarlas como
combinacion de otras previamente conocidas y estudiadas. Este mecanismo fue utili-
zado, por ejemplo, por O. Baksalary y G. Trenkler en [3] para introducir la inversa
core en el conjunto de matrices cuadradas de indice a lo sumo 1, a partir de la inversa
de grupo y la inversa de Moore-Penrose. Por otra parte, S. Malik y N. Thome [48]
extendieron la inversa core a matrices cuadradas de indice arbitrario. Los autores in-
trodujeron la inversa generalizada DMP como un caso hibrido de la inversa de Drazin

y la inversa de Moore-Penrose.



Motivados por estos trabajos, en la primera parte de esta tesis se define e investiga
una nueva clase de inversas generalizadas hibridas, las inversas GDMP (y dualmente,
las MPGD inversas) en el conjunto de matrices cuadradas de indice arbitrario, como

una extension de las inversas DMP a una clase méas general.

En [69], H. X. Wang y X. J. Liu introdujeron la nocién de inversa G-Drazin debilitando
las condiciones que definen la inversa de Drazin. Recientemente, C. Coll, M. Lattanzi
y N. Thome se basaron en este trabajo para encontrar en [22] un sistema de ecuaciones

mas simple que las caracteriza.

En esta tesis se presentan las nuevas inversas generalizadas GDMP como cierto pro-
ducto de matrices que involucra las inversas G-Drazin y la inversa de Moore- Penrose.
Se investigan sus propiedades mediante diferentes enfoques y se caracterizan desde
diferentes puntos de vista. Como complemento, se proporciona un algoritmo para

hallarlas, que ademés permite encontrar una inversa G-Drazin.

El estudio de proyectores es un area importante en diferentes ramas de las Matema-
ticas y en el Analisis Matricial en particular. La teoria de inversas generalizadas se
utiliza como herramienta para analizarlos y operar con ellos. En la segunda parte
de esta tesis se estudia el comportamiento de ciertos proyectores oblicuos definidos
mediante inversas generalizadas. A partir de la definicién de una adecuada relacion de
equivalencia en conjuntos particulares de matrices complejas, se introduce una nueva
clase de matrices inversas generalizadas como el representante “més simple” de cada
clase de equivalencia. Ademés, se representan como combinacién de una inversa inte-
rior y la inversa de Moore-Penrose. Esta es la razén por la que se las ha denominado
inversas 1IMP y MP1. Estas nuevas clases de inversas generalizadas resultan ser tanto
inversas interiores como exteriores pues, si B y C son {1}-inversas de A, entonces el

producto BAC' es una {1, 2}-inversa de A.
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Tanto la inversa core como la inversa DMP se expresan como un producto adecuado
involucrando una inversa exterior especifica y la inversa de Moore-Penrose. En esta
tesis se presenta una clase de inversas que generaliza a las anteriores, pues se expresan
mediante una inversa exterior arbitraria y la inversa de Moore-Penrose. Ademdés, el
enfoque para introducir estas inversas no es el clasico, sino que es novedoso. De hecho,
se presentard a partir del estudio del comportamiento de ciertos proyectores, de la
misma manera que se hizo con las IMP y MP1, como representantes de ciertas clases

de equivalencia. Se definen asi las inversas 2MP y sus duales, las MP2.

M. Mehdipour y A. Salemi definieron en [53] la inversa CMP de una matriz cuadrada
A poniendo el énfasis en la parte core de la propia matriz A. En esta tesis doctoral
se realiza un anélisis similar, centrando el enfoque en las inversas 2MP. Surgen de
esta manera las inversas generalizadas C2MP. Del anélisis de las propiedades de estas
nuevas inversas se desprende una caracterizacién de las inversas exteriores que también

son inversas interiores.

La teoria de inversas generalizadas se relaciona estrechamente con la de 6rdenes par-
ciales. En el ano 1978, Drazin [26] utiliz6 la nocién de inversa generalizada de Moore-
Penrose para definir y caracterizar el orden estrella. Motivado por el orden estrella,
R. Hartwig definio en el ano 1980 [34] el orden menos, en el contexto de anillos. Esta
relacién de orden fue caracterizada en el contexto de matrices rectangulares complejas

utilizando inversas interiores.

Debilitando las condiciones que definen el orden estrella, J.K. Baksalary y J. Hauke
introdujeron en el afio 1990 [1] una nueva relacién de orden en el conjunto de las
matrices complejas de tamano m x n. Basidndose en este estudio, L. Lebtahi, P.
Patricio y N. Thome [45] analizaron y caracterizaron este orden en el contexto de

anillos. Actualmente, esta relacién binaria es conocida como orden diamante.
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En esta tesis se retoma el estudio de las propiedades del orden diamante en conjuntos
de matrices rectangulares. Se demuestran nuevas propiedades y se encuentra una
nueva, caracterizacion de esta relacion de orden a partir de su relacién con el orden
menos. Ademaés, se proporcionan nuevas caracterizaciones de los predecesores de una

matriz arbitraria bajo el orden diamante.

Como una aplicacién de las inversas generalizadas 1IMP y MP1, se definen dos nuevas
relaciones de orden en conjuntos de matrices rectangulares. Se estudian sus propie-
dades y se caracterizan los sucesores de una matriz arbitraria bajo estos 6rdenes. Por
altimo, como otra aplicacién de las inversas generalizadas 1IMP y MP1 investigadas

en esta tesis, se encuentra, a partir de ellas, otra caracterizaciéon del orden diamante.

Esta tesis esta organizada en cuatro capitulos. En el Capitulo 1 se desarrollan algunos
antecedentes del tema de la tesis y se presentan los resultados preliminares necesarios
para el desarrollo del resto de los capitulos. En el Capitulo 2 se presentan las clases de
matrices GDMP y MPGD, se demuestran propiedades de estas inversas y se describe
un algoritmo para hallarlas. El Capitulo 3 se dedica al estudio de ciertos proyectores
que permiten definir las clases de inversas generalizadas 1MP, MP1, 2MP y MP2.
Particularizando la inversa exterior considerada, se definen las inversas C2MP. Ade-
maés, se presentan las inversas definidas en esta tesis como inversas con espacio rango
y espacio nulo prescrito. Finalmente, en el Capitulo 4, con la intencién de estudiar
una aplicacién de la teoria de inversas generalizadas, se profundiza en el estudio de
ordenes parciales, proporcionando nuevas propiedades del orden diamante. También,
se presentan e investigan dos nuevas relaciones de orden en el conjunto de matrices
rectangulares y se analizan sus propiedades. Algunos de los resultados obtenidos en

esta tesis pueden encontrarse en [37, 38, 39, 40, 41].

viil



Resum

L’ Analisi Matricial proporciona eines molt utils en la Matematica Aplicada. La teoria
de matrius inverses generalitzades constitueix una d’aquestes eines. La seua aplicacié
a altres arees de les matematiques i a altres disciplines és important. En aquesta
tesi doctoral es defineixen i investiguen noves inverses generalitzades, i es troben i
caracteritzen nous ordres parcials definits a partir d’algunes d’elles. Per tant, aquesta
tesi doctoral s’emmarca en dues importants arees: 1’Analisi Matricial i la Teoria de

Matrius, i I’Algebra de la Logica (Estructures Algebraiques Ordenades).

Un procediment per a introduir noves inverses generalitzades és presentar-les com a
combinacié d’unes altres préviament conegudes i estudiades. Aquest mecanisme va
ser utilitzat, per exemple, per O. Baksalary i G. Trenkler en [3] per a introduir la
inversa core en el conjunt de matrius quadrades d’index com a maxim 1, a partir de
la inversa de grup i la inversa de Moore-Penrose. D’altra banda, S. Malik i N. Thome
[48] van estendre la inversa core a matrius quadrades d’index arbitrari. Els autors
van introduir la inversa generalitzada DMP com un cas hibrid de la inversa de Drazin

i la inversa de Moore-Penrose.
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Motivats per aquests treballs, en la primera part d’aquesta tesi es defineix i investiga
una nova classe d’inverses generalitzades hibrides, les inverses GDMP (i dualment,
les MPGD inverses) en el conjunt de matrius quadrades d’index arbitrari, com una

extensi6 de les inverses DMP a una classe més general.

En [69], H. X. Wang i X. J. Liu van introduir la nocié d’inversa G-Drazin afeblint les
condicions que defineixen la inversa de Drazin. Recentment, C. Coll, M. Lattanzi i
N. Thome es van basar en aquest treball per a trobar en [22] un sistema d’equacions

més simple que les caracteritza.

En aquesta tesi es presenten les noves inverses generalitzades GDMP com a cert
producte de matrius que involucra les inverses G-Drazin i la inversa de Moore-Penrose.
S’investiguen les seues propietats mitjancant diferents enfocaments i es caracteritzen
des de diferents punts de vista. Com a complement, es proporciona un algorisme per

a trobar-les, que a més permet trobar una inversa G-Drazin.

L’estudi de projectors és una area important en diferents branques de les Matemati-
ques i en I’Analisi Matricial en particular. La teoria d’inverses generalitzades s’utilitza
com a eina per a analitzar-los i operar amb ells. En la segona part d’aquesta tesi
s’estudia el comportament d’uns certs projectors oblics definits mitjancant inverses
generalitzades. A partir de la definici6 d’'una adequada relaci6 d’equivaléncia en
conjunts particulars de matrius complexes, s’introdueix una nova classe de matrius
inverses generalitzades com el representant “més simple” de cada classe d’equivaléncia.
A més, es representen com a combinacié d’una inversa interior i la inversa de Moore-
Penrose. Aquesta és la ra6 per la qual se les ha denominades inverses 1IMP i MP1.
Aquestes noves classes d’inverses generalitzades resulten ser tant inverses interiors
com exteriors perqué, si B i C son {1}-inverses de A, llavors el producte BAC' és una

{1, 2}-inversa de A.



Tant la inversa core com la inversa DMP s’expressen com un producte adequat invo-
lucrant una inversa exterior especifica i la inversa de Moore-Penrose. En aquesta tesi
es presenta una classe d’inverses que generalitza a les anteriors, perqué s’expressen
mitjancant una inversa exterior arbitraria i la inversa de Moore-Penrose. A més,
I’enfocament per a introduir aquestes inverses no és el classic, siné que és nou. De
fet, es presentarad a partir de ’estudi del comportament d’uns certs projectors, de la
mateixa manera que es va fer amb les IMP i MP1, com a representants d’unes certes

classes d’equivaléncia. Es defineixen aixi les inverses 2MP 1i els seus duals, les MP2.

M. Mehdipour i A. Salemi van definir en [53] la inversa CMP d’una matriu quadrada
A posant I’émfasi en la part core de la propia matriu A. En aquesta tesi doctoral
es realitza una analisi similar, centrant ’enfocament en les inverses 2MP. Sorgeixen
d’aquesta manera les inverses generalitzades C2MP. De D'analisi de les propietats
d’aquestes noves inverses es desprén una caracteritzacié de les inverses exteriors que

també sén inverses interiors.

La teoria d’inverses generalitzades es relaciona estretament amb la d’ordres parcials.
L’any 1978, Drazin [26] va utilitzar la nocié d’inversa generalitzada de Moore-Penrose
per a definir i caracteritzar I’ordre estrela. Motivat per 'ordre estrela, R. Hartwig va
definir ’any 1980 [34] l’ordre menys, en el context d’anells. Aquesta relacié d’ordre va
ser caracteritzada en el context de matrius rectangulars complexes utilitzant inverses

interiors.

Afeblint les condicions que defineixen l'ordre estrela, J.K. Baksalary i J. Hauke van
introduir ’any 1990 [1] una nova relaci6 d’ordre en el conjunt de les matrius complexes
de grandaria m x n. Basant-se en aquest estudi, L. Lebtahi, P. Patricio i N. Thome
[45] van analitzar i van caracteritzar aquest ordre en el context d’anells. Actualment,

aquesta relacié binaria és coneguda com a ordre diamant.
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En aquesta tesi es reprén 'estudi de les propietats de 'ordre diamant en conjunts de
matrius rectangulars. Es demostren noves propietats i es troba una nova caracteritza-
ci6 d’aquesta relacié d’ordre a partir de la seua relacié amb 'ordre menys. A més, es

caracteritzen els predecessors d’una matriu arbitraria sota ’ordre diamant.

Com una aplicaci6 de les inverses generalitzades 1MP i MP1, es defineixen dues noves
relacions d’ordre en conjunts de matrius rectangulars. S’estudien les seues propietats i
es caracteritzen els successors d’una matriu arbitraria sota aquests ordres. Finalment,
com una altra aplicaci6 de les inverses generalitzades 1IMP i MP1 investigades en

aquesta tesi, es troba, a partir d’elles, una altra caracteritzacié de ’ordre diamant.

Aquesta tesis esta organitzada en quatre capitols. En el Capitol 1 es desenvolupen
alguns antecedents del tema de la tesi i es presenten els resultats preliminars necessaris
per al desenvolupament de la resta dels capitols. En el Capitol 2 es presenten les
classes de matrius GDMP i MPGD, es demostren propietats d’aquestes inverses i es
descriu un algorisme per a trobar-les. El Capitol 3 es dedica a I’estudi d’uns certs
projectors que permeten definir les classes d’inverses generalitzades 1IMP, MP1, 2MP
i MP2. Particularitzant la inversa exterior considerada, es defineixen les inverses
C2MP. A més, es presenten les inverses definides en aquesta tesi com a inverses amb
espal rang i espai nul prescrit. Finalment, en el Capitol 4, amb la intencié d’estudiar
una aplicacié de la teoria d’inverses generalitzades, s’aprofundeix en ’estudi d’ordres
parcials, proporcionant noves propietats de 'ordre diamant. També, es presenten
i investiguen dues noves relacions d’ordre en el conjunt de matrius rectangulars i
s’analitzen les seues propietats. Alguns dels resultats obtinguts en aquesta tesi poden

trobar-se en [37, 38, 39, 40, 41].
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Summary

The Matrix Analysis provides with very useful tools for the Applied Mathematics. The
theory of Generalized Inverse Matrices constitutes one of these tools. Its application
is important for other areas of mathematics and other disciplines. In this PhD. thesis,
new generalized inverses are defined and investigated, and new partial orders defined
by some of them are found and characterized. Therefore, this PhD. thesis is based
on two important areas: the Matrix Analysis and the Theory of Matrices, and the

Algebra of Logic (Ordered Algebraic Structures).

A method to introduce new generalized inverses is to present them as special products
of others previously known and studied. This procedure was used, for example, by O.
Baksalary and G. Trenkler in [3] to introduce the Core inverse in the setting of square
matrices having index at most 1, by using the group inverse and the Moore-Penrose
inverse. On the other hand, S. Malik and N. Thome [48] extended the core inverse to
square matrices of an arbitrary index. The authors introduced the generalized DMP

inverse as a hybrid case from the Drazin inverse and the Moore-Penrose inverse.
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Motivated by these ideas, in the first part this PhD. thesis, a new kind of hybrid
generalized inverse is defined and investigated, the GDMP-inverses (and their duals,
the MPGD-inverses), in the setting of square matrices of an arbitrary index, as an

extension of the DMP inverses to a more general class.

In [69], H. X. Wang and X. J. Liu introduced the notion of G-Drazin inverse weakening
the conditions that define the Drazin inverse. Recently, C. Coll, M. Lattanzi and N.
Thome were based on this work to find in [22] a system of simpler equations that

characterizes them.

In this PhD. thesis, generalized GDMP-inverses are introduced as a certain product of
matrices that involve the G-Drazin inverse and the Moore-Penrose inverse. The pro-
perties are investigated by different methods and characterized from different points
of view. As a complement, it is provided an algorithm to compute them, which also

allows to find a G-Drazin inverse.

The study of projectors is an important area in different branches of Mathematics
and particularly in the Matrix Analysis. The theory of generalized inverses is used as
a tool to analyze them and operate with them. In the second part of this PhD. thesis,
the behaviour of certain oblique projectors defined by generalized inverses is studied.
From the definition of an adequate equivalence relation in particular sets of complex
matrices, a new class of generalized inverse matrices is introduced as the “simplest”
representant of each class of equivalence. Besides, they are represented as a product
of an inner inverse and the Moore-Penrose inverse. This is the reason why they have
been named 1MP and MP1 inverses. These new classes of generalized inverses prove
to be not only inner but also outer inverses, since if B and C are {1}-inverses of A,

the product BAC is a {1, 2}-inverse of A.

Both the core inverse and the DMP inverse are expressed as an adequate product

involving a specific outer inverse and the Moore-Penrose inverse. A class of inverses
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that generalizes the previous ones is presented in this PhD. thesis, they are expressed
by an arbitrary outer inverse and the Moore-Penrose inverse. It is remarkable that
the novelty of this method, which is not the classical one. In fact, it will be presented
from the study of the behavior of certain projectors, in the same way as it was done
with the IMP and MP1, as representatives of certain classes of equivalence. Thus,

the 2MP inverses and their duals, the MP2 inverses, are defined.

M. Mehdipour and A. Salemi defined in [53] the CMP inverse of a square matrix A,
emphasizing the core part of the A matrix itself. In this PhD. thesis, a similar analysis
is done, focusing on the core part of 2MP inverses. In this way, the generalized C2MP
inverses are investigated. A characterization of the outer inverses, which are also inner

inverses, is deduced from the analysis of the properties of these new inverses.

The theory of generalized inverses is closely related to that one of the partial orders.
In 1978, Drazin [26] used Moore-Penrose ‘s generalized inverse notion to define and
characterize the star order. Motivated by the star order, R. Hartwig defined in 1980
[34] the minus order, in the context of rings. This order relation was characterized in

the context of complex rectangular matrices using inner inverses.

By weakening the conditions that define the star order, J.K. Baksalary and J. Hauke
introduced in 1990 [1] a new order relation in the set of m xn complex matrices. Based
on this study, L. Lebtahi, P. Patricio and N. Thome [45] analyzed and characterized
this order in the context of rings. At present, this binary relation is known as the

diamond order.

The study of the diamond order properties in sets of rectangular matrices is inves-
tigated in this PhD. thesis. New properties are proved and a new characterization
of this order relation is found from its relation with the minus order. Besides, new
characterizations of the predecessors of an arbitrary matrix are characterized under

the diamond order.
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Two new order relations in sets of rectangular matrices are defined as an application
of the generalized 1IMP and MP1 inverses. Their properties are studied and the
successors of an arbitrary matrix are characterized under these orders. Finally, based
on them, another characterization of the diamond order is found as application of the

generalized 1MP and MP1 inverses investigated in this PhD. thesis.

This PhD. thesis is organized into four chapters. In Chapter 1, some introduction
of the PhD. thesis topic are developed and the preliminary results needed for the
development of the rest of the chapters are presented. In Chapter 2, the classes of
GDMP and MPGD matrices are presented, properties of these inverses are proved
and an algorithm to find them is described. Chapter 3 is focused on the study of
certain projectors that allow to define the classes of generalized 1IMP, MP1, 2MP and
MP2 inverses. When taking a particular case of outer inverse, the C2MP inverses are
defined. Moreover, the inverses defined in this PhD. thesis are presented as inverses
with prescribed range and null space. Finally, in Chapter 4, the partial orders are
studied in more detail, providing new properties of the diamond order, with the
purpose of studying an application of the theory of generalized inverses. Finally, two
new order relations are presented and investigated in the set of rectangular matrices
and their properties are analyzed. Some of the results obtained in this PhD. thesis

can be found in [37, 38, 39, 40, 41].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

Este trabajo se enmarca en el Anélisis Matricial. Se definen e investigan nuevas inver-
sas generalizadas, y se introducen y caracterizan nuevos érdenes parciales definidos a

partir de algunas de ellas.

Muchas areas y disciplinas se nutren de las investigaciones realizadas en el campo
del Analisis Matricial. En particular, la teoria de inversas generalizadas y las rela-
ciones de o6rdenes parciales definidas sobre diferentes conjuntos de matrices aparecen
como herramienta en distintos contextos. Entre ellos cabe mencionar la utilizacion
de relaciones de orden definidas sobre conjuntos de matrices para el tratamiento de
imagenes digitales [8] y en el estudio de condiciones de convergencia para resolver

sistemas lineales grandes y dispersos del tipo Az = b mediante métodos iterativos



Capitulo 1. Preliminares

[18]. También cabe destacar la aplicacion de inversas generalizadas a la resolucion
de sistemas de ecuaciones diferenciales [14], la extension de esta teoria al estudio de
propiedades de elementos de anillos y de operadores definidos en espacios de Banach
[16, 19, 61, 72|, al analisis de redes neuronales [71] y a la estadistica [43]. Como
otras aplicaciones, se ha utilizado la teoria de inversas generalizadas para establecer
condiciones de convergencia de series [20], profundizar el estudio de la teoria de cua-
terniones [44] y caracterizar diferentes conjuntos matriciales [31]. Otros resultados,
aplicaciones y extensiones de estas inversas generalizadas pueden encontrarse en [17,
22, 30, 46, 48]. A su vez, estas diferentes lineas de investigacion también abren nuevos
caminos en otros campos disciplinares, como la biologia, la medicina, la fisica, etc. [9,

52, 60].

Se sabe que una matriz tiene inversa sélo si es cuadrada y ademés este hecho no
es suficiente. La inversa de una matriz cuadrada existe sélo si ésta es no singular,
es decir, si sus filas (o columnas) son linealmente independientes. Con el avance de
las investigaciones en diferentes campos de aplicacion de la matematica ha surgido la
necesidad de considerar un tipo de inversa “parcial” para matrices cuadradas singulares
e incluso para matrices rectangulares. Asi surgio el concepto de inversa generalizada.
Es decir, una matriz X asociada a una matriz A y que posee algunas de las propiedades
de la inversa habitual, coincide con ella en el caso de que A sea cuadrada y no
singular, pero se define en una clase mayor a la de las matrices no singulares. Se
cree que la primera inversa que aparecié en este sentido, fue la inversa generalizada
definida por E. H. Moore en 1920. Este autor defini6 una unica inversa para matrices
singulares y la denomind, en inglés, general reciprocal. Mas de treinta anos después, R.
Penrose realiz6 un trabajo sistematizado acerca de inversas generalizadas y publicé en
1955, desconociendo el trabajo de E. H. Moore, otra definicion para la misma inversa
generalizada definida por este autor. Por esta razon, hoy se la conoce como la inversa
de Moore-Penrose. Estos y otros hechos histéricos del tema pueden encontrarse en

[7, 13, 66, 67]. El trabajo de Penrose fue realizado cuando todavia era estudiante. El
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mismo Roger Penrose fue el primer mateméatico al que se le otorg6 el Premio Nobel
en 2020, si bien no como matemético sino en su faceta de Fisico, por su contribucién

al estudio de las causas de la formacién de agujeros negros.

Los avances en la teoria de inversas generalizadas han sido muy significativos y va-
riados desde las primeras aportaciones, hace poco més de un siglo. Son muchos los
autores que han profundizado su estudio, tanto tedrico como préctico. Se presenta
a continuacién un recorrido cronolégico acerca de investigaciones en el area de las

inversas generalizadas y sus aplicaciones, desde sus comienzos hasta la actualidad.

La inversa de Drazin fue introducida en 1958 por M. P. Drazin en [27] con la in-
tencién de captar propiedades espectrales que no eran transparentes en la inversa de
Moore-Penrose. La inversa de Drazin posee aplicaciones en la teoria de ecuaciones
diferenciales, analisis numérico, teoria de control y cadenas de Markov [10, 11, 12, 55,
56]. En 1978, S. L. Campbell y C. D. Meyer [14] extienden esta inversa generalizada e
introducen la inversa generalizada de Drazin débil con el objetivo de estudiar algunos
tipos especiales de sistemas de ecuaciones diferenciales. El mismo afio, Drazin [26] uti-
liza la inversa generalizada de Moore-Penrose para definir una relaciéon de orden sobre
los elementos de semigrupos especiales y estudiar asi propiedades de estos conjuntos.
Este orden es muy conocido y estudiado en la literatura, denominado orden parcial
estrella. De este modo surge el vinculo entre las &reas de inversas generalizadas y los

ordenes parciales, tan fructiferas en la actualidad.

El orden menos fue introducido por R. Hartwig [34] en el aflo 1980. En primer
lugar, el autor define una relacién de orden en el conjunto de elementos regulares de
un semigrupo. Encuentra algunas propiedades de esta relacién y prueba que, para
matrices sobre un anillo de divisién, este orden parcial puede caracterizarse a través
de una propiedad conocida como de substractivity rank, verificada por dos matrices
donde el rango de su diferencia es igual a la diferencia de los rangos de cada una

de ellas. Esta relacion de orden definida sobre el conjunto de matrices complejas es
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conocida actualmente en la literatura como el orden parcial menos. Se ha estudiado
su extension a otros contextos, utilizando este orden para establecer propiedades de
distintos conjuntos. Entre otros, se puede mencionar su aplicaciéon al estudio de
descomposiciones en un anillo [65], elementos en un anillo de Rickart [25] y matrices

nilpotentes [33].

Otro nexo entre inversas generalizadas y relaciones de orden aparece en el ano 1987,
cuando S.K. Mitra utiliza en [57] la inversa generalizada de grupo para definir el
orden grupo (sharp order, en inglés) en el conjunto de matrices cuadradas de indice
1. Ademas, el autor compara en este trabajo el nuevo orden definido con el orden

estrella.

En el afio 1990, J.K. Baksalary y J. Hauke introdujeron en [1] un orden parcial en el
conjunto de las matrices rectangulares complejas. Los autores analizaron propiedades
y estudiaron su relacién con otros érdenes conocidos. Este orden es extendido por L.
Lebtahi, P. Patricio y N. Thome en [45] al contexto de los elementos de un anillo y

denominado por estos autores como orden diamante (diamond order, en inglés).

Cambiando el contexto, en [35], R.E. Hartwig y K. Spindelb6ck investigaron la cla-
se de matrices complejas para las cuales A* y A" conmutan. Estudiaron algunas
propiedades fundamentales y pudieron encontrar una forma canénica para represen-
tarlas. Asimismo, analizaron la relaciéon de esta clase de matrices con otras clases
especiales de matrices, como las matrices EP y las matrices idempotentes. En el
afio 2009 O.M. Baksalary, G. Styan y G. Trenkler [2] utilizan la descomposicion de
Hartwig-Spindelbéck como herramienta para explorar propiedades de otros conjun-
tos matriciales, como isometrias parciales (A" = A*), matrices EP, etc. Como una
aplicacién, encontraron caracterizaciones para relaciones de orden conocidas, consi-

deréndolas sobre conjuntos particulares de matrices.
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Muchos 6rdenes basan su definiciéon en ciertas igualdades que involucran inversas
generalizadas previamente definidas. En este sentido, O. Baksalary y G. Trenkler [3]
definieron en el ano 2010 la inversa generalizada core para matrices cuadradas. Los
autores encontraron propiedades de esta inversa generalizada y una representacion
matricial para ella. Ademas, demostraron que una condicién necesaria y suficiente
para la existencia y unicidad de la inversa core de una matriz cuadrada A es que el
indice de la matriz A sea menor o igual a uno. Asimismo, definieron el orden core para
matrices cuadradas. Los autores hallaron propiedades de esta relacién y conexiones
con el orden parcial matricial estrella. También probaron que la inversa core coincide
con la inversa de grupo en la clase de matrices EP. La inversa generalizada de grupo
habia sido definida en el afo 1967 por I. Erdelyi [28] con el objetivo de estudiar las
soluciones de la ecuacién matricial Az = ABz. El orden core fue analizado desde

otros puntos de vista en [68] y [24].

En 2014, S. Malik y N. Thome [48] introdujeron una nueva inversa generalizada,
denominada por los autores como inversa DMP, que es una extension de la inversa
core a matrices cuadradas de indice arbitrario. Definieron esta inversa generalizada
a partir de la inversa de Drazin y de la inversa de Moore-Penrose y la caracterizaron
como la tnica solucién de un sistema de ecuaciones matriciales apropiado. Ademas,
encontraron una representacion matricial de esta inversa generalizada a partir de
la descomposicién de Hartwig-Spindelbock. También estudiaron propiedades de la
inversa DMP y hallaron una representacion de la inversa generalizada de Drazin. Los
autores también definieron otra inversa generalizada, dual a la inversa DMP, y que

denominaron por esta razoén la inversa MPD.

El mismo afo, K. Manjunatha Prasad y K. Mohana [49] encontraron otra extension
de la inversa core a matrices cuadradas de indice arbitrario. Los autores denominaron

a esta nueva inversa generalizada como inversa core EP. Estudiaron sus propiedades
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y hallaron una férmula para calcularla basada en una combinacién lineal particular

de los menores complementarios de la matriz original.

Dos aflos méas tarde, M. Mehdipour y A. Salemi [53] introdujeron la inversa genera-
lizada CMP utilizando la parte core de una matriz y la inversa de Moore-Penrose.
Presentaron esta nueva inversa como la tnica solucién de un sistema de ecuaciones
matriciales y estudiaron sus propiedades. Ademas, probaron que la inversa CMP coin-
cide con la inversa de Moore-Penrose si y solo si el indice de la matriz A involucrada es
menor o igual a uno. Asimismo, demostraron que una condicién necesaria y suficiente
para que las inversas CMP y la inversa de Drazin coincidan es que la matriz A sea
core EP. Esa clase de matrices es definida en este trabajo, donde ademas prueban que
coinciden con las matrices m-EP introducidas por S. Malik, L. Rueda y N. Thome en
[47]. Por dltimo, caracterizaron a las matrices core EP como la clase de matrices en

la que las inversas DMP y MPD coinciden.

En el ano 2016 X. Wang y X. Liu [69] publicaron un trabajo donde utilizaron la des-
composicion core-nilpotente para estudiar distintos érdenes parciales. Estos autores
encontraron caracterizaciones del orden C-N definido por S. K. Mitra y R. E. Hartwig
utilizando también la descomposicién mencionada anteriormente [59]. Los autores
también definieron el concepto de inversa generaliza G-Drazin, centrandose en la in-
formacion relativa a l-inversas y a la parte nilpotente de una matriz dada. También
utilizaron la descomposicién core nilpotente para encontrar representaciones de una
matriz inversa G-Drazin y probaron que se puede definir una relacién binaria que
involucra igualdades donde aparecen estas inversas generalizadas y que resulta un or-
den parcial matricial para matrices cuadradas. En este trabajo también establecieron

propiedades y caracterizaciones del nuevo orden considerado.

Un aflo més tarde, C. Coll, M. Lattanzi y N. Thome [22] estudiaron la extension de
la inversa G-Drazin al conjunto de matrices rectangulares. Estos autores utilizaron

una matriz peso para definir la inversa G-Drazin ponderada y mostraron que recupera
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la inversa G-Drazin tomando matrices cuadradas y considerando como peso la ma-
triz identidad. Los autores encontraron caracterizaciones para las inversas G-Drazin
ponderadas y, como consecuencia, hallaron nuevas caracterizaciones para las inversas
generalizadas G-Drazin. Asimismo definieron, a partir de las inversas generalizadas
G-Drazin ponderadas, un nuevo preorden para matrices rectangulares. Hallaron pro-
piedades de este preorden, que también redundaron en nuevas propiedades del orden

G-Drazin.

Las inversas generalizadas DMP y CMP fueron extendidas recientemente, de matrices
cuadradas a matrices rectangulares, haciendo uso de una matriz adicional denominada

matriz de peso o de ponderacion.

L. Meng [54] obtuvo en 2017 una extension de las inversas DMP para matrices rectan-
gulares, mostrandola como la tnica solucién de un sistema de ecuaciones matriciales
que involucran este peso. Denominé a esta nueva matriz como inversa DMP pon-
derada y mostré que recupera como casos particulares a las inversas DMP y core.
Ademas, encontré una forma canoénica de la nueva inversa utilizando la descomposi-

cién en valores singulares y demostré algunas propiedades.

Siguiendo una estrategia similar, en [62] D. Mosi¢ defini6 en 2018 la inversa CMP
ponderada. Ademaés, hall una forma canénica para esta nueva inversa generalizada y
encontré algunas propiedades de la inversa CMP ponderada utilizando esta nueva re-
presentaciéon. Como consecuencia de estos resultados, obtuvo nuevas caracterizaciones

y propiedades de la inversa CMP.

En 2019, D. Mosi¢ [63] extendio la clase de inversas G-Drazin ponderadas de matrices
rectangulares al conjunto de operadores definidos en espacios de Banach. Generalizé
algunas propiedades de las inversas de G-Drazin ponderadas y encontrd otras nuevas.
Utilizando estas inversas G-Drazin ponderadas presenté y caracterizé en este trabajo

un nuevo preorden en el conjunto de todos los operadores lineales acotados definidos
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en espacios de Banach. Como aplicacién, también presentd y estudioé la inversa de
G-Drazin y el orden parcial G-Drazin para operadores en espacios de Banach. Otras

extensiones de relaciones de orden pueden encontrarse en [20, 50].

Recientemente, la misma autora defini6 en [61] dos nuevas clases de matrices cua-
dradas, a las que denominé matrices Drazin-estrella y estrella-Drazin, con el objetivo
de resolver determinadas ecuaciones matriciales. En este trabajo D. Mosi¢ demos-
tré varias caracterizaciones de estas nuevas matrices e investigd algunas relaciones
entre varias inversas generalizadas conocidas y las matrices Drazin-estrella y estrella-
Drazin. También encontrd diferentes representaciones para estas clases de matrices
desde distintos enfoques. Particularizando estos resultados para una matriz cuadrada

de indice uno, definié y estudi6 las matrices grupo-estrella y estrella-grupo.

Una manera de introducir nuevas inversas generalizadas es a partir de otras ya de-
finidas. Como se expuso anteriormente, las inversas G-Drazin y sus duales fueron

introducidas por X. Wang y X. Liu [69] para matrices cuadradas.

En este trabajo se presentan dos nuevas clases de inversas generalizadas utilizando
la clase de inversas G-Drazin y la inversa de Moore-Penrose. Se denomina a estas
nuevas clases de matrices como inversas GDMP y MPGD. Como la existencia de las
inversas G-Drazin y de la inversa de Moore-Penrose estan garantizadas, siempre es
posible encontrar matrices GDMP y MPGD, aunque en general no son tnicas pues

las inversas G-Drazin involucradas en su definicién no lo son.

En esta tesis, analizando el comportamiento de proyectores del tipo A~ Ay AA™ para
una matriz rectangular A, se encuentra una manera novedosa de introducir inversas
: (13 A M 77 M 7
generalizadas, como los representantes “méas simples” de las clases de equivalencia
determinadas por relaciones de equivalencia adecuadas definidas sobre el conjunto de
matrices rectangulares complejas. Asi se definen las inversas 1IMP y MP1. Ahora bien,

i,como seria el comportamiento de estas inversas al considerar una inversa exterior en
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lugar de A~? Utilizando otras relaciones de equivalencia se obtienen dos nuevas clases
de inversas generalizadas, que se denominan inversas 2MP y sus duales, inversas MP2.
Analizando las propiedades de estas dos nuevas clases de matrices, se encuentra una
generalizacion natural para matrices rectangulares de las inversas CMP definidas por
M. Mehdipour y A. Salemi en [53] para matrices cuadradas. Una ventaja del método
utilizado en esta tesis para encontrar esta extensién es que no se utiliza una matriz
peso adicional, que es la manera usual en que se han realizado hasta el momento
extensiones de inversas de matrices cuadradas a matrices rectangulares [22, 54, 62,

63].

Como se observé anteriormente, una aplicacion de la teoria de inversas generalizadas
es introducir relaciones de orden en diferentes conjuntos. En este sentido, en esta tesis
se analizan propiedades del orden diamante [1, 45]. También, se utilizan las clases
de matrices IMP y MP1 para dar una nueva caracterizaciéon del orden diamante.
Ademés, a partir de estas nuevas clases de inversas generalizadas, se introducen dos

nuevas relaciones de orden definidas en el conjunto de matrices rectangulares.

En resumen, en esta tesis se presentan nuevas inversas generalizadas para matrices
cuadradas y matrices rectangulares. Como aplicacion se encuentran dos nuevas rela-
ciones de orden a partir de clases de inversas generalizadas definidas para matrices

rectangulares.

Cabe remarcar que se ilustran diferentes puntos de vista que permiten introducir
nuevas inversas generalizadas. En primer lugar, a partir de la inversa de Moore-
Penrose y la inversa G-Drazin se definen dos nuevas clases de inversas generalizadas,
las inversas GDMP y sus duales, las inversas MPGD, en el conjunto de matrices
cuadradas de indice arbitrario. Se investigan sus propiedades a partir de diferentes
descomposiciones matriciales conocidas en la literatura. Asimismo, se proporciona
un algoritmo para hallarlas. Desde otro punto de vista, a partir de la definicién de

relaciones de equivalencia adecuadas sobre el conjunto de matrices rectangulares, se
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introducen nuevas clases de inversas generalizadas: las 1IMP, MP1, 2MP y MP2. Se
estudian sus propiedades y se utilizan las inversas 2MP para definir las inversas C2MP.
Se profundiza el estudio del orden diamante, caracterizando los predecesores de una
matriz dada y demostrando otras propiedades de este orden. A partir de las inversas
generalizadas 1MP y sus duales, las MP1, se proporciona una nueva caracterizaciéon
del orden diamante y se definen y estudian dos nuevos 6rdenes parciales sobre el

conjunto de matrices rectangulares.

Esta tesis se organiza de la siguiente forma. En el Capitulo 2 se definen las inversas
GDMP y MPGD, utilizando diferentes descomposiciones matriciales para analizar sus
propiedades. Se encuentran distintas caracterizaciones de estas inversas. También se
analiza su relaciéon con las inversas G-Drazin y se encuentra una forma canénica para
las inversas GDMP en algunos conjuntos particulares de matrices. Ademas, se disena
un algoritmo para hallar una inversa GD y una inversa GDMP a partir de una matriz

dada.

En el Capitulo 3 se definen relaciones de equivalencia apropiadas en el conjunto de
matrices rectangulares para definir las inversas 1MP, MP1, 2MP y MP2. Se analizan
sus propiedades y se encuentran formas canoénicas de cada una de ellas. También se
formulan distintas caracterizaciones para todas ellas. Se utilizan las inversas 2MP
para extender las inversas generalizadas CMP a matrices rectangulares, obteniendo
algunos resultados para estas nuevas inversas. Ademaés, como todas las nuevas in-
versas generalizadas son inversas exteriores, se encuentra para cada una de ellas una

representacién como una inversa con espacio rango y espacio nulo prescritos.

Por ultimo, en el Capitulo 4 se estudian relaciones de orden conocidas en el conjunto
de matrices rectangulares complejas, obteniendo nuevos resultados. Algunos de ellos
involucran las inversas 1IMP y MP1, definidas en el capitulo anterior. Luego se in-
troducen dos érdenes parciales en el mismo conjunto a partir de estas dos inversas

generalizadas y se analizan relaciones entre ellos y con el orden diamante.

10



1.2 Resultados preliminares

1.2 Resultados preliminares

En esta seccion se presentan definiciones y resultados basicos necesarios para el de-
sarrollo de la tesis. Todos los resultados presentados en esta seccién son conocidos
y pueden encontrarse, por ejemplo, en [7, 13, 58, 66]. Se presentan demostracio-
nes de algunos de los resultados para mayor claridad o porque el enunciado difiere

ligeramente, en algtn sentido, con el encontrado en la literatura.

Sea C™*" el anillo de todas las matrices complejas de tamafio m x n. Para una
matriz A € C™*", los simbolos A*, A~!, R(A) y N(A) denotan respectivamente la
traspuesta conjugada, la inversa (si existe, cuando m = n) y los subespacios imagen
y nucleo de la matriz A. El rango de A se denota por rg(A) y si A € C"*", el indice
de A es el menor entero no negativo k tal que R(A¥) = R(A**1) y es denotado por
k = ind(A). Ademaés, los simbolos I,, y 0,,x, denotan respectivamente la matriz
identidad de tamano n x n y la matriz nula de tamano m x n. Estos subindices seran

omitidos cuando esto no cause confusion.

Definicion 1.2.1. Sea A € C™*". La inversa de Moore-Penrose de A, denotada por

At es la sinica matriz X € C™™ que satisface las condiciones

(AXA=A, (2)XAX =X, (3)(AX)" =AX y (4)(XA)* = XA.

En general, para A € C™*", el conjunto de matrices X € C"*™ que satisface las
ecuaciones (i), (4),...,(t) € {(1),(2),(3),(4)} es denotado por A{i,j,...,t}. Una
matriz X € A{i,j,...,t} es llamada una {i,7,...,t}-inversa de A. Si X € A{1}
se dice que X es una matriz inversa interior o {1}-inversa de A, mientras que si

X € A{2} se dice que X es una inversa exterior o {2}-inversa de A.

Se presentan a continuacion algunas propiedades de la inversa de Moore-Penrose que

se utilizan en el desarrollo de esta tesis.

11
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Lema 1.2.1. Sea A € C™*™. Entonces, la inversa de Moore-Penrose de A satisface

las siguientes propiedades:
(a) A* = A*AAT = ATAA",
(b) (A*A)T = AF(A)T.
(c) (AA") = (A)1 AT,

(d) AT = (A*A)TA* = A*(AAM).

A diferencia de lo que ocurre con la inversa habitual, en general, (AB)" # BTAf. Sin

embargo, se conocen condiciones bajo las cuales se verifica la igualdad. Se tiene que
(AB)" = BYAT si y solo si A*ABB* es hermitica. (1.1)
En particular, para toda matriz A se verifica que
(AADT = AAT y (ATA)T = ATA.

Definicion 1.2.2. Sea A € C**™ una matriz de indice a lo sumo 1. La inversa
de grupo de A, denotada por A%, es la tinica matriz X € C"™" que satisface las
condiciones

AXA=A, XAX=X y AX =XA.

Definicion 1.2.3. Sea A € C"*". Se denomina inversa de Drazin de A, y se denota

por AP, a la la tinica matriz X € C*™*" que verifica las condiciones

XAX =X, XA=AX y AF1X =AF

Si A es una matriz de indice a lo sumo 1, la inversa de Drazin y la inversa de grupo

de A coinciden.

12
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Se presentan a continuacién las definiciones de otras inversas generalizadas utilizadas

en este trabajo.

Definicién 1.2.4. [69] Sea A € C**". Una matriz X € C™*" es llamada una inversa

G-Drazin de A si verifica

AXA=A, XA =AF 4 AktIX = A

Para cada matriz A, siempre existe una inversa G-Drazin de A pero, en general, no

es Unica.

Definicién 1.2.5. [4] Sea A € C**" y k = ind(A). Una matriz X € C**" que
satisface

AX = AAT y R(X) C R(A)
es llamada la inversa core de A.
No toda matriz cuadrada es core invertible, aunque si existe una inversa core de A,
es tnica y se denota por AP, Una condicién necesaria y suficiente para la existencia
de la matriz inversa core es que el indice de A sea menor o igual a 1. Ademaés, se

sabe que A® = A# AAT. La inversa core dual de una matriz cuadrada A, si existe, se

define mediante Ag = AT AA#,

Definicién 1.2.6. [48] Sea A € C"*"., La DMP inversa de A, denotada por AP"T €

C™*" se define como la matriz que satisface la igualdad

APt = AP AAT.

La existencia y unicidad de la inversa DMP de una matriz cuadrada A esta garanti-

zada.

13
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Definicién 1.2.7. [53] Sea A € C™"*". La CMP inversa de A es una matriz X €

C™™ ™ que satisface
XAX =X, AXA=A,, AX =A4,A" y XA=ATA,,
donde A, = AAP A.

La expresion A; anterior suele llamarse parte core de la matriz A pues recoge la

informacién de indice 1 de dicha matriz.

La inversa CMP de una matriz cuadrada A siempre existe, es tnica y es denotada

por A%, Ademas, puede ser representada como A%t = AT A, AT,

Definicién 1.2.8. [49] Una matriz X € C"*" es la inversa core-EP de A € C"*™ si

X es una inversa exterior de A y satisface que

donde k es el indice de la matriz A.

La inversa core-EP existe, es tnica y es denotada por AD. Aunque la expresion
original que hallaron los autores K. Manjunatha Prasad y K. S. Mohana en [49]
fue AD = AkF((A*)FAR+H)T(A*)F | en [70] dicha expresion fue simplificada a AD =
AR (AR,

Una importante aplicacion del calculo de matrices {1}-inversas es la resolucion de
ecuaciones matriciales de la forma AXB = C, como lo demostré Penrose en el si-

guiente teorema que lleva su nombre.

Teorema 1.2.1. (Penrose) Sean A € C™*", B € CP*? y C € C™*9. Entonces la
ecuacion matricial

AXB=C

14
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tiene solucion (en X ) si y solo si para alguna A~ en A{1} y alguna B~ en B{1} se
cumple que

AATCB B=C.

En este caso, la solucion general de la ecuacion AXB = C es

X=A"CB +Y - A AYBB~,

para'Y € C"*P arbitraria.

Dada una matriz A, existen diferentes maneras de representar las matrices {1}-
inversas de A. Se dan a continuacién algunas de estas representaciones, que seran

utilizadas en los capitulos posteriores.
Teorema 1.2.2. [58, Teorema 2.3.8] Sean A € C"™*" y G una matriz {1}-inversa de

A fija. La clase de todas las {1}-inversas de A estd dada por

A{1} = {G+U — GAUAG : U € C"™™ es arbitraria}
= {G+(I—-GAV+W( - AG): V,IW € C"™™ son arbitrarias}.

Lema 1.2.2. Sea C una matriz de la forma , donde A es una matriz
0 0

cuadrada no singular. Entonces toda matriz {1}-inversa de C es de la forma

At L
c™ = ’
M N

donde L, M y N son matrices arbitrarias de tamanos adecuados.

Se presentan a continuacion diversas descomposiciones de una matriz que se utilizan

en el desarrollo de esta tesis.
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Sea A € C"™*™ una matriz de rango a > 0. Entonces A puede descomponerse de la

forma
D, 0
A=U v, (1.2)
0 O
donde U € C™*™ y V € C™*" son matrices unitarias y D, = diag(o1, -+ ,04),

donde o1 > 09 > -+ > g, > 0 son los valores singulares de A. Esta representacién se
denomina descomposicion en valores singulares de A. Si A esté escrita mediante una
descomposicion en valores singulares como en (1.2), entonces la inversa de Moore-

Penrose de A se representa mediante

Al =V ¢ U*. (1.3)

Ademas, bajo esta representacion de A, la forma general de toda matriz {1}-inversa

de A esta dada por

_ Dt A
A=V U, (1.4)
Axy Agy

donde Ao, As1 y Ass son matrices arbitrarias de tamafnos adecuados.

También, bajo la misma representacion de A, se puede encontrar la forma general de

toda matriz {2}-inversa de A, como se muestra en el siguiente resultado.

Lema 1.2.3. Sea A € C™*" escrita mediante una descomposicion en valores singu-
lares como en (1.2). Si A® es una inversa exterior de A, entonces A®) se puede

representar como

) M MY,
A =y U* con MD,M = M, (1.5)
You M Yo1 MYy

donde Y12, Yo1 son matrices arbitrarias de tamanos adecuados.
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Demostracion. Considerar A escrita como en (1.2) y sea A®) € A{2} particionada de
acuerdo al tamafio de los bloques de A como
M N

A®) =y U*.
R S

Se tiene que la igualdad A AA®?) = A®) es equivalente a las condiciones M Do M =
M, MD,N = N, RD,M = R, RD,N = S. De MD,M = M se tiene que M D,

y Do M son matrices idempotentes. De (I — MD,)N = 0 se obtiene que R(N) C
N({I-MD,) =R(MD,) =R(M). Luego, existe una matriz Y15 tal que N = MYi,.

Analogamente, de R(I — D, M) = 0, se obtiene N'(M) = N (D M) = R(I — D, M) C
N(R). Entonces, existe una matriz Ys; tal que R = Y31 M. Por lo tanto, S =
RD,N = Yo MD,MY15 = Yo1 MY75.

Para probar que las matrices de la forma encontrada son inversas exteriores, es sufi-

ciente realizar el producto matricial A2 AA3). O

La descomposicién core nilpotente ([13, Teoremas 7.2.1, 7.3.2 y 7.3.3]) de una matriz

A € C™™, con ind(A) =ky rg(A) =a > 0, estd dada por

A=P P (1.6)
0 N

donde P € C**" y C' € C**“ son matrices no singulares y N € C("~®)x(n=a) o5 yna

matriz nilpotente con indice de nilpotencia k.

Ademas, si A esta escrita como en (1.6), se tiene que

c-t 0
AP =p Pt (1.7)
0 0
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También se sabe ([69]) que si A esta escrita como en (1.6), entonces

c-' 0
AP = p P (1.8)
0 N-

donde N~ € N{1}.

Considerar una matriz A € C"*™ de rango a > 0. Una descomposicién de Hartwig-

Spindelbock [2, 35] de A esta dada por

YK XL
A=U U, (1.9)
0 0
donde U € C™*" es unitaria, ¥ = diag(o114,,0214,,...,01l,,), los elementos o; de la

diagonal son los valores singulares de A, 0y > 09 > ... >0, > 0,a1+as+...+a; = a,

K e Co¥e, [ € Co*(n=a) y ge satisface la condicion KK* + LL* = I,.

Si A esta escrita en una descomposicion de Hartwig-Spindelbéck como en (1.9), su
inversa de Moore-Penrose tiene la siguiente representacién matricial:

K*x=1 0 .

Al =U U*. (1.10)

L*xt 0
Toda matriz A € C™*™ de rango a > 0 posee una representaciéon de la forma A = RS,
donde R € C™** S € C**" y ademas rg(R) = rg(S) = rg(A). En este caso se dice
que (R, S) es una factorizacion de rango completo de la matriz A. Esta descomposicion

siempre existe y en general no es unica ([58, Teorema 2.2.2]).

Una relacién binaria definida sobre un conjunto no vacio es un preorden si verifica las
propiedades reflexiva y transitiva. Si ademés, una relacion de este tipo satisface la

propiedad antisimétrica, se dice que es un orden parcial. A continuacion se presentan
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algunas de estas relaciones y resultados conocidos sobre ellas, que seran utilizaran en

este trabajo.

Definicion 1.2.9. Sean A, B € C"*™. Se dice que A es menor o igual que B bajo el
orden parcial menos, y se denota A <~ B, si y solo si existe una matriz A~ € A{1}

tal que A—TA=A"B y AA- = BA™.
En este caso se dice que A es un predecesor de B, o equivalentemente que B es un
sucesor de A, bajo el orden menos.

Existen diferentes caracterizaciones del orden menos. Se presentan a continuacién

algunas de ellas, que son utilizadas para el desarrollo de esta tesis.

Lema 1.2.4. [6, Teorema 2.1] Sean A, B € C"*™ no nulas. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) A<~ B.
(b) BB-A= AB~B = AB~A = A para toda B~ € B{1}.
(c) B{1} < A{1}.
(d) rg(B) =rg(A) +rg(B — A).
Teorema 1.2.3. [58, Teorema 3.4.3] Sean A, B € C*"*™. Entonces

A <™ B siy solo si eriste AT € A{1}: B=A+(I—-AAT)W({I — A" A),

donde W es una matriz arbitraria de tamano adecuado.
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Teorema 1.2.4. [58, Teorema 3.4.4] Sea A una matriz no singular. Si las matrices

A 0
y B tienen el mismo tamano, entonces

0 0
A 0
B
0 0
sty solo si
A 0 —AL
B + z(-ma 1),
0 0 1

para alguna matriz Z y para matrices arbitrarias L y M, todas de tamanos adecuados.

A
Demostracion. Sea C' = . Por el Teorema 1.2.3 se sabe que C <~ Bsiy
0 0
solosi B=C+(I-CC~)W(I-C~C) para alguna matriz C~ € C{1} y alguna matriz
A7l L
W de tamano adecuado. Ademas, por el Lema 1.2.2 se tiene que C~ =
M N

donde L, M y N son matrices arbitrarias de tamanos adecuados. Reemplazando las
representaciones matriciales de C'y de C'~ en la expresion B =C+ (I - CC~ )W (I —
Wi Wi

War  Was
realizando las operaciones indicadas, resulta que ésta es equivalente a

C~C), considerando la matriz W = particionada adecuadamente y

0 ALWos MA  —ALWas
B— n
0 0 W MA  Wa
A0 _AL
- i Z( _MA T )
0 0 I

con / = WQQ.
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Observacion 1.2.1. En el Teorema 1.2.4 se tiene que B es no singular si y solo si Z
es no singular.

En efecto, si Z no singular, el complemento de Schur de la matriz

A+ ALZMA —-ALZ
—ZMA Z

€s

B/Z = (A+ALZMA) — (—ALZ) Z™' (-=ZM A)
=A+ALZMA - ALZMA
=A.
Por ser A no singular, se tiene que B/Z es no singular. Asi, B es no singular.

Reciprocamente, si B es no singular, se considera el producto

A7t 0 I —-ALZ
B =
M I 0 Z

En esta igualdad, el miembro de la izquierda es una matriz no singular y asi el miembro

de la derecha también lo es. Luego, Z es no singular.

Teorema 1.2.5. [58, Teorema 3.4.6] Sea B € C™*™ una matriz no nula con una
factorizacion de rango completo (P,Q). Entonces el conjunto de todas las matrices

A e C™*" tales que A <~ B estd dado por

{PTQ : T es idempotente}.
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En el siguiente resultado se supondra que A € C™*™ esté representada mediante una

descomposicion en valores singulares a través la expresion

A=U v*. (1.11)

Observar que A =0 <~ B, para toda matriz B.

Teorema 1.2.6. [58, Teorema 3.7.3] Sean A, B € C™*", con rg(A) = a, rg(B) = b,
yb>a>1, donde A estd escrita como en (1.11). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(a) A<~ B.

zisten matrices unitarias U € yV e y malrices no singulares
b) Euxist tri itarias U € C™*™ y V € C™*" tri ingul

Ty € C™*™ y Ty € C"*™ tales que

A = UTydiag(Da, 0p—a, )TV y B = UTydiag(Dy, Dy—q, 0TV,

donde D, y Dy_, son matrices diagonales definidas positivas.

Demostracion. (b)) = (a) Sigue de [58, Teorema 3.3.5, vi) — i)].

(a) = (b) Suponer A <~ B. Considerar para A una descomposicion en valores

singulares

A=U' V' (1.12)

donde U’ € C™*™ y V' € C™*"™ son matrices unitarias y D, es una matriz diagonal

definida positiva.
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Asi, rg(A) = rg(Dy) = ay rg(B) = rg(B*) = b. Se particionan las matrices U’ y

a

V' de acuerdo al tamaifio de los bloques de de la forma
0 0
V/*
’r_ , , r* 1
v=(uvi v ) yv" = i

con U] formada por las a primeras columnas de U’ y U} por el resto, V{* formada

por las a primeras filas de V'* y V4" por las restantes. Entonces

D, 0 % , »
a=(uv vy) — U{D, V",
0 0 %%
Esto es, A = U{D,V{*, con U; € C™**y V] € C**",
Como U’ es una matriz unitaria se tiene que
Ia 0 N U/ * U/ * U/ U/ *U/
L, = vt = ) (oo )=
0 In—q Uy uLruy ustulb

Luego, Uj*U; = I,. Analogamente, V/*V/ = I,. Esto es, las columnas de U; y las
de V7 son ortonormales con respecto al producto escalar canénico de C*. Ademas,

rg(U]) = a = rg(V/). Notar que
R(A) = R(UIDV{™) € R(U) vy R(A") = R(V{D.U;") € R(VY).

Luego, R(A) = R(U}) y R(A*) = R(VY).

Por otra parte, como por hipotesis A <~ B, se sabe que R(A) C R(B) y R(4*) C
R(B*). Luego, R(Uj) € R(B) y R(V{) € R(B*). Por lo tanto, existe una
matriz Uy € C™*(=9) cuyas columnas son ortonormales tal que las columnas de

( Ul U ) forman una base de R(B) y, andlogamente, existe una matriz Vo €
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C"*(*=2) con columnas ortonormales tal que las columnas de ( Vi Vs ) forman

una base ortonormal de R(B*).

Como R(B) y R(B*) son subespacios vectoriales de los respectivos espacios euclideos
C™ y C™, las bases anteriores se pueden extender a bases ortonormales de C™ y C",

respectivamente.

Esto es, existen matrices Us € C™*(m=0) vy V4 ¢ C"*(»=% ambas con columnas
ortonormales, tales que las columnas de U = ( U, Uy Us ) forman una base
ortonormal de C™ y las de V' = ( Vi Vo V3 ) una base ortonormal de C™. Por
lo tanto, U y V son matrices unitarias y, ademaés, es inmediato que A = U D, V{* =

Udiag(Dq, Op—a, 0)V*.

Por otro lado,

Ul UI*BV! U/*BVa UJ*BV;
vBv=| s |B(v v w)=| UsBY U;BV% UiBV
Uz U;BV! U;BV, UiBV

Ahora, R(BV{) C R(B) y por construccion de U, R(Us) es ortogonal a R(B), con

lo que U3 BV = 0. Analogamente, como R(BV2) C R(B) se tiene que U; BV, = 0.

Ademas (Uy*BV3)* = V3"B*Uj, R(B*U;) C R(B*) y por construccién de la base
V, V5 es ortogonal a R(B*). Luego V5'B* = 0. Asi, U/*BV3; = 0 para i = 1,2,3.

Por lo tanto, considerando

U*BV] U*BVj
U;BV! U;BVy

M 0
se tiene que B = U V*, con M no singular (pues rg(M) = by Uy V
0 0

son unitarias).
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Como A <~ B se sabe por [58, Teorema 3.3.4] que U*AV <~ U*BV. Esto es
diag(Dg,0p—a,0) <~ diag(M,0), que es equivalente a

diag(Da; Ob—a) gi M.

Luego, por el Teorema 1.2.4 existe una matriz Z de tamano adecuado tal que

D, O -D.L;
M= + Z( —LsDy Ty )
0 0 Iy

Do+ D,L1ZL3D, —D,I:17Z
—ZLyD, Z

donde Li y Lo son matrices arbitrarias de tamafnos adecuados. Como M es no sin-

gular, por la Observacion 1.2.1 se tiene que Z es no singular.

Notar que si se consideran

Ia *DaLl Ia 0
0 Ibfa _L2Da Ibfa

se tiene que P,Q € C"*? son matrices no singulares y ademés

D, 0 I, —D,L; D, 0
P Q=
0 Z 0 Iy_q 0 Z
Da _DaL1Z Ia 0
0 A —LsD, Iy_,
D,+D,11ZLsD, —D,I1Z v

—ZLsD, A
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y
D, 0 I, —-D.,L; D, 0
P Q:

0 O 0 Iy—q 0 O
D 0 I 0
0 O —LsD, Iy
D, 0
0 O

Como Z es una matriz no singular de tamafio (b —a) x (b— a), entonces Z posee una
descomposicién en valores singulares de la forma Z = RD,_,S, donde D;_, es una
matriz diagonal definida positiva y R y S son matrices unitarias de tamano (b — a) x
(b—a). Entonces, si se consideran las matrices T = diag(Pdiag(ly, R), Im—p) y To =

diag(diag(l,, S)Q, I,—p) donde claramente T y T son no singulares, se verifica que

UThdiag(Da, 0p—a; O(m—b)x (n—b))T2V* =Udiag(Da, 0p—a;, O(m—b) x (n—b)) V" = A.

Analogamente,

UTdiag(Da, Dy—a; O(m—byx (n—p)) 12V =DB.

O

Corolario 1.2.1. [58, Corolario 3.7.4] Sean A, B € C™*" con rg(A) =a, rg(B) =b
yb>a>1. Entonces A <~ B si y solo si existen matrices unitarias U € C™*™
y Ve C"™" wuna matriz diagonal definida positiva D, y matrices no singulares

Z e Clb—a)x(b=a) y N[ e CP¥P tales que

A = Udiag(D,,0y_q,0)V*, B = Udiag(M,0)V*
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D, 0 —D,Ly
M = + Z( —LQDa I ))
0 0 I

donde Ly y Lo son matrices arbitrarias de tamanos adecuados.

Definicion 1.2.10. Sean A, B € C™*™. Se dice que A es menor o igual que B bajo

el orden parcial estrella, y se denota A <* B, si
AA* = BA* y A*A = A*B.

Observacion 1.2.2. En las igualdades utilizadas para definir el orden estrella puede

reemplazarse A* por Af.

Definicion 1.2.11. Sean A, B € C™*". Se dice que A precede a B bajo el preorden

espacio, y se denota A <° B, si se verifican las condiciones

R(A) € R(B) y R(A") € R(BY).

Se sabe que A <* Bimplica A <~ By también quesi A <~ B, entonces A <° B.

27






Capitulo 2

Inversas GDMP y sus duales

2.1 Introduccion

Tal como se definié en el Capitulo 1, dada una matriz A € C"*™ siempre existe su
inversa de Drazin, y su unicidad esti garantizada. Ademas, coincide con su inversa
de grupo cuando ind(A) < 1. Un analisis detallado de estas inversas generalizadas

puede encontrarse, por ejemplo, en [7, 13, 67] y algunas aplicaciones en [42].

S.L. Campbell y C.D. Meyer consideraron en [14] algunas modificaciones a la inver-
sa de Drazin introduciendo inversas de Drazin débiles. Un caso particular de estas
inversas de Drazin débiles fue definido por H.X. Wang y X.J. Liu en [69], quienes
introdujeron en ese trabajo la nocién de inversa G-Drazin. El simbolo A{GD} repre-
senta al conjunto de todas las inversas G-Drazin de A y un elemento de este conjunto

se denota por A9P,
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C. Coll, M. Lattanzi y N. Thome probaron en [22] que el conjunto de ecuaciones que
definen esta inversa es equivalente a un sistema de ecuaciones mas reducido y sencillo

que el dado por Wang y Liu y esta dado por, dado por
AXA=A y AFX =XA4A* (2.1)

Se pueden encontrar més detalles de las inversas G-Drazin en [22, 63, 69].

Una manera de definir nuevas inversas generalizadas y sus duales es a partir de otras
previamente estudiadas. Para una matriz A € C"*", dos de tales inversas generaliza-
das hibridas, A® := A#AAT y Ag = ATAA# fueron definidas por C.R. Rao y S.K.
Mitra en [66, p.97]. Ambas inversas fueron redescubiertas por O.M. Baksalary y G.
Trenkler en [4], quienes introducen la inversa A® como la tnica matriz X € C**"
tal que AX = AAT y R(X) C R(A). Claramente, las matrices A® y Ag solo existen
cuando ind(A) < 1; tales matrices son conocidas como la inversa core y la inversa

core dual de A, respectivamente.

En [68, Teorema 2.1], HX. Wang y X.J. Liu probaron que si ind(A4) < 1, entonces
la inversa core de A es la tnica matriz X € C"*" que satisface las siguientes tres

ecuaciones

AXA=A, AX?’=X y (AX)" = AX. (2.2)

Estas inversas fueron generalizadas para matrices de indice arbitrario por S.B. Malik y
N. Thome en [48]. Para una matriz A € C**™ de indice k, estos autores introdujeron

la inversa DMP de A como la tinica solucion del sistema de ecuaciones matriciales
XAX =X, XA=APA y AFX = AFAl, (2.3)

y la denotaron por AP:f. También probaron que APT = AP AA'. Similarmente,

definieron su dual como ATP = ATAAD.
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Algunas propiedades y extensiones de las inversas DMP y otras inversas generalizadas

se pueden encontrar en [16, 17, 23, 71, 72].

Para una A € C™*" de indice k, se introdujo recientemente su inversa Drazin estrella,
definida por D. Mosi¢ en [61] como AP* = AP AA* | que es una {2}-inversa de (AT)*.
Dualmente se introdujo la matriz A*P = A*AAP, que se llama la inversa estrella

Drazin de A.

Otros resultados y aplicaciones de estas inversas generalizadas en el contexto de es-

pacios de Banach pueden encontrarse en [53].

Las inversas mencionadas anteriormente, a excepcion de las inversas G-Drazin, tienen
garantizada su existencia y unicidad. Ademas, cada una de ellas puede representarse

como la (tnica) solucién de un sistema de ecuaciones matriciales adecuado.

El principal objetivo de este capitulo es introducir e investigar una nueva clase de in-
versas generalizadas hibridas, las inversas GDMP (y dualmente, las inversas MPGD).
Estas nuevas clases de matrices proporcionan una extensiéon de las inversas DMP y

MPD a clases mas generales.

En [7, Lema 3, p.45] se probé que si B y C son {1}-inversas de A, entonces el
producto BAC es una {1,2}-inversa de A. Se estudiara esta clase de {1, 2}-inversas

considerando el caso en que B o C sean la inversa de Moore-Penrose de A.

El capitulo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién 2.2, se introducen nuevas
inversas generalizadas, llamadas inversas GDMP, que proporcionan una generaliza-
cion de las inversas DMP (y sus duales). Ademaés, se obtiene una representacion de
las inversas GDMP utilizando la descomposicién core nilpotente. Después de dar una
representaciéon de las inversas G-Drazin, en la Seccién 2.3 se obtiene una caracteriza-
ciéon de las inversas GDMP a través de la descomposicion de Hartwing-Spindelbock.
En la Seccion 2.4 se presenta a las inversas GDMP como la solucién de un sistema

de ecuaciones matriciales. En la Seccién 2.5 se muestra que las inversas duales de las
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inversas GDMP pueden ser introducidas y analizadas de manera similar. Finalmente,
en la Seccién 2.6 se presenta un algoritmo que permite obtener, a partir de una matriz

A, una inversa GD y una inversa GDMP de A.

2.2 Definicién y propiedades de las inversas GDMP

Esta seccién presenta nuevas inversas generalizadas, denominadas inversas GDMP,

que se pueden considerar como una generalizacién de las inversas DMP.

Definicién 2.2.1. Sea A € C" ", con k = ind(A). Para cada matriz AP ¢
A{GD} se define la inversa GDMP de A, denotada por APt como la matriz de

tamano n X n

ACGDPY — AGD g AT,

El conjunto de todas las inversas GDMP de A se denota A{GDft} y es no vacio pues
A{GD?} es no vacio. Este conjunto contiene en general mas de un elemento. La clase

de matrices inversas GDMP de A puede representarse como el conjunto

A{GD1} = {ASPAAT . AYP ¢ A{GD}}.

Se presentan a continuacion algunas propiedades de estas matrices inversas generali-

zadas.

Proposiciéon 2.2.1. Sea A € C"*", con k = ind(A). Entonces, para cada matriz

AGP ¢ A{GDY, la matriz ASPT verifica las siguientes propiedades:

(a) ASPT € A{1,2}.
(b) AACGPT = AAT y AGPTA = AGP A,

(c) ASAGPT = As At y AGPTAs = AGD A% para cualquier entero positivo s.
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(d) AGDT pk+1 — Ak

(6) AGDT — AGD 4 AGDT,
Demostracion. (a) Como AP y At € A{1} se tiene, por lo observado en la seccién
anterior, que el producto A9P AAT = AGPT ¢ A{1 2}.
(b) AAGDT = (AAGP A)AT = AAT. Por otro lado, A9PTA = AGP(AATA) = AGP A.

(c) ASAGDT — ASAGDAA — As~1(AAGDA)A = As—1AAT = AsAT. Ademas
AGDTAs = AGD AATAS = AGD(AATA)AS—1 = AGD A5,

(d) Utilizando el apartado anterior se tiene que AGPT AR+ = AGPT AR A = AGD AF A =
AGD AR+l = Ak,

(e) AGPT = AGDTAAGPT — AGD(AATA)AGPT = AGD AAGDT, O
Como las inversas G-Drazin proporcionan una generalizacion de la inversa de Drazin,

si A € C"*" para cada AP € A{GD}, la inversa GDMP constituye una generali-

zacion de la inversa DMP. En [48, p.8] los autores consideran la matriz

1100
0000
B= ,
0001
0000
que verifica que ind(B) = 2, y ademas
1100 1000 1000
1
go_| 0000  B= $ 000 yBD,LOOOO
0000 0000 0000
0000 0010 0000

33



Capitulo 2. Inversas GDMP y sus duales

Se observa que BP*T no es una {1}-inversa de B pues rg(B) £ rg(BP'T). Entonces,
por la Proposicion 2.2.1 (a), es claro que BP'T ¢ B{GDt}. Por medio de este ejemplo

se muestra que { BT} no esta contenido en B{GD1}.

Ahora se presenta una descomposicion de las inversas GDMP de una matriz A a partir

de su descomposicion core nilpotente [13, 58].

Si A esta escrita en su descomposicion core nilpotente como en (1.6), entonces toda

inversa G-Drazin de A puede ser escrita como en (1.8).

La descomposicion core nilpotente permite encontrar condiciones necesarias (pero no

suficientes) para la caracterizacion de la matriz APT,

Teorema 2.2.1. Sea A € C™ " escrita como en (1.6). Entonces, para cada inversa

G-Drazin ASP de A, la inversa GDMP de A puede ser representada como

c—1 A
0 Ay

AGPT = p p!

7

donde As y Ay son matrices de tamanos adecuados tales que AoN =0, AyN = N- N
y Ay = N"NAy, para alguna N~ € N{1} (en consecuencia, Ay € N{1,2}) .

Demostracion. Considerar A y A9P escritas como en (1.6) y (1.8), respectivamente.
Sea
acoi—p [ A A pa
Az Ay

particionada acorde al tamano de los bloques de A. Puede observarse que

A,C AN
AsC AN

APPTA =P P!
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2.2 Definicion y propiedades de las inversas GDMP

1, 0
0 NN

ACPA=P PL

Por la Proposicion 2.2.1 (b), ASPTA = AP A. Asi, Ay =C~', AyN =0, A3 =0y
A;N = N—N.

Por lo tanto

—1
acvt—p( € M) po
0 A,
y
-1
Acptgqent —p | © Az P,
0 N-NA,

Por la Proposicion 2.2.1 (a), AGPTAAGPT = AGPT, Luego, N"NAy = Ay, y asi se

completa la prueba. O

Considerar la matriz A de indice 2 escrita en su descomposicién core-nilpotente como

en (1.6), a partir de

-1 -6 1 0
1 -2 0 1 2 8 0 1
C: , N: y P:
0 2 0 0 1 -6 0 O
0 4 0 O
Si se toman las matrices
0 1 1 1
Ay = ) Ay = y N7 = A
0 1 1 1
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Capitulo 2. Inversas GDMP y sus duales

se observa que se verifican las condiciones requeridas en la Proposicion 2.2.1. Asi,

—_

P~ € A{GDft}.

o O O =
oS O W=

— = o O
e e

Sin embargo, HA # AP Ay asi H # AP'T. De esta manera se muestra que A{GD1} ¢
{AD-T},

Observacién 2.2.1. Notar que si ind(A) < 1, entonces la unica inversa GDMP es

la inversa core y por lo tanto A{GDt} = {A@} = {APT}

2.3 Calculo de inversas GDMP usando la descomposiciéon de

Hartwig-Spindelbdck

En esta seccion se proporciona una caracterizaciéon para una matriz inversa GDMP

de A € C™"*" utilizando la descomposicion de Hartwig-Spindelbock de A.

Se presenta una descomposicion para cada AP € A{GD} a partir de una descompo-
sicion de Hartwig-Spindelbock de A. Para lograr este objetivo se demuestran algunas

propiedades.

Observacion 2.3.1. Considerar A € C™*"™ escrita en su descomposicion de Hartwig-
Spindelbéck como en (1.9), con rg(A) = a, ind(A) = k. Si A := (XK)%P es una
inversa G-Drazin de YK y P := (XK)*A*, entonces se verifican las siguientes pro-

piedades:

(p1) ind(SK) = k — 1, (J48, Lema 2.8]).

(p2) AF~! es una inversa G-Drazin de (X K)*~1, (|29, Lema 3.1]).
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2.3 Cdlculo de inversas GDMP usando la descomposicion de Hartwig-Spindelbock

(p3) A(SK)* = (SK)FA = (SK)F-1,
(pd) (SK)F1A = A(DK)F L.

(05) (SK)*AK(EK)F = (SK)-.

(p6) P = (SK)k—1AR-1.

(p7) P(ZK)*1 = (ZK)*1P = (XK)*~!. En consecuencia, P(XK)* = (SK)*P =
(ZK)*.

(p8) PA(SK)* = (SK)*F1.

(p9) SKPA = P.

Demostracion. Las propiedades (p3) y (p4) resultan directamente de la definiciéon de
inversa G-Drazin y (p1). Ahora, como (ZK)*1A*Y(SK)F1 = (ZK)*~! por (p2),
la afirmacion (p5) sigue pre-multiplicando por (XK)A, posmultiplicando por XK, y
aplicando las propiedades (p4) y (p3). La propiedad (p6) se obtiene considerando la
definicién de P y aplicando (p3). A partir de (p6), posmultiplicando por (LK)*~1
y utilizando (p2) y (p4), se obtiene (p7). La propiedad (p8) es obtenida a partir
de (p6), posmultiplicando por A(XK)* y usando (p3) y (p2). Finalmente, (p9) se
obtiene realizando el producto XK PA utilizando (p6). O

Teorema 2.3.1. Sea A € C™"*™ escrita en su descomposicion de Hartwig-Spindelbick
como en (1.9), con r9(A) = a, ind(A) = k. Las siguientes condiciones son equivalen-

tes:

(a) X € A{GD}.
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Capitulo 2. Inversas GDMP y sus duales

(b) Ezisten matrices X;, para i = 1,2,3,4 de tamanos adecuados tales que

X1 X
X=U U, (2.4)
X; Xy

y se satisfacen las siguientes cuatro condiciones:

(i) SKX; + BLX3 = I,
(i) X1 (SK)" = (SK)*,
(iii) X3 (SK)" ' =0,

(iv) (SK)"™ X, + (SK)"$LX, = (SK)" ' SL.

(¢) Emiste una inversa G-Drazin A = (Y K)9P de S K tal que para matrices arbi-
trarias S € C(n—®)xa 7 c Coxe T ¢ Cox(n=a) y Ty e Cr=a)x(n=a) " X pyede
ser escrita como en (2.4), donde P := (XK)F"1AF-1 y

X, = PA+ Z(I, — P),

Xo = K*YS1APYSL+ (I, - K*S71PYK)Ty — K*S71PY LT,
X3=S8I.—P),

Xy = 'S 'APSL + (I o — L*'S - PYL)Ty — L*S-LPSKT),
(SKZ + $LS)(I, — P) = (I, — P).

Demostracion. Considerar A escrita en su descomposicién de Hartwig-Spindelbock

como en (1.9). Entonces, se obtienen las siguientes representaciones matriciales:

SK)k (SK)F1SL
oy CRF K -
0 0
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2.3 Cdlculo de inversas GDMP usando la descomposicion de Hartwig-Spindelbock

(SK)*1 (SK)FSL
0 0

At =U

(a) = (b) Sea X € A{GD} particionada como en (2.4), acorde al tamano de los
bloques de A. De AXA = A se obtiene, realizando los productos matriciales y

teniendo en cuenta que KK* 4+ LL* = I, que YK X1 + XLX3 = 1I,.

Ahora, de X A¥*1 = A* se obtienen, al realizar los calculos matriciales correspondien-

tes, las cuatro igualdades siguientes:
X, (SK)H = (B,

X, (ZK)*YL = (XK)F1%L,
X3(SK)F =0y

X3(ZK)*¥L = 0.

Posmultiplicando la primera por K*, la segunda por L* y sumando miembro a miem-

bro las igualdades obtenidas, se tiene X (SK)" = (SK)" .
Anéalogamente se tiene X3 (XK )k_1 = 0 partiendo de las dos ultimas igualdades.

Finalmente, al realizar los calculos matriciales que corresponden para analizar la igual-

dad A¥t1X = AF se obtiene

(SK)"1 Xy + (SK)*SLX, = (SK)F 2L

(b) = (¢) En primer lugar, se resuelve la ecuacion en (i7) utilizando el Teorema
1.2.1. Notar que existe una inversa G-Drazin A := (SK)%P de LK tal que A* es
una {1}-inversa de (XK)* (ver la Observaciéon 2.3.1 (p5)). Claramente, la ecuacion

X, (SK)" = (SK)"" tiene (al menos) una solucién en X;. La solucion general de
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Capitulo 2. Inversas GDMP y sus duales

este sistema esta dada por
X1 = PA+ Z(I, — P), con Z € C*** una matriz arbitraria.

Anéalogamente, por el Teorema 1.2.1 y usando la Observacion 2.3.1 (p2) y (p6), se

resuelve la ecuacion matricial en (4i7) y se obtiene
X3 = S(I, — P), donde S € C"~9*% s una matriz arbitraria.

Reemplazando X; y X3 en la ecuacion matricial en (¢) y realizando los célculos co-

rrespondientes se obtiene, utilizando la Observaciéon 2.3.1 (p6),
(SKZ +¥LS)(I, — P)=1I, — P.

Ahora se resuelve la ecuaciéon matricial en (iv) usando el Teorema 1.2.1, teniendo en

cuenta que se puede escribir como

Xo

Xy

=K (=K sL) = (SK)* 8L, (2.5)

*

En efecto, realizando los célculos correspondientes se observa que TIAF
L*

es una {1}-inversa de (X K)* ( YK YL ) Asi, la ecuacion (2.5) tiene (al menos)
Xo
una solucién en , ¥ la solucién general del sistema (2.5) esta dada por
X4
Xo = K*STYAPYSL + (I, — K*Y7'PYK)Ty — K*S71PYLT,,
Xy = L*YS'APYL + (I,_q — L*Y7'PYL)Iy — L*S"1PYKTY,

para matrices arbitrarias 'y € C**(n—a) y T, ¢ C(n—a)x(n—a),
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2.3 Cdlculo de inversas GDMP usando la descomposicion de Hartwig-Spindelbock

(¢) = (a) Observar que

SKX, +3LX3)SK (SKXy + SLX3)SL
AXA=U ( ! 3) ( ! 3) U*.
0 0

Utilizando las expresiones para X7 y X3, (p9) y la tltima condicién de la hipotesis,

se realizan las operaciones correspondientes y se obtiene

YKX| +¥XLX3 =YXKPA+XYXKZ(I,— P)+XLS(I, — P)
=P+ (XKZ+3LSI,—P)=P+(I,—P)
=1,.

Entonces,

(SKX; +YLX3)SK =SK vy (SKX;+3SLX3)SL =YL

Asi, AXA = A. Por otro lado,

X|(SK)F X (EK)F1SL
xar =y [ OGRS AOER) U*,
X3(SK)F X3(SK)F1SL

(SK)EX, + (SK)FISLX;  (SK)RX, + (SK)F-ISLX,
0 0

AFX =U U*.

Ahora se reemplazan X; y X3 en los bloques matriciales de X A* y A*X. Por (p7),
se tiene X3(XK)*¥! = 0. Ademés, usando (p7) y (p8), se obtiene X;(NK)F =
(PA + Z(I, — P))(SK)F = PA(SK)* = (SK)*1,

De la igualdad ¥ K X; + XL X3 = I, resulta

(SK)EX, + (SK)FISLXs = (SK)FHSK X, + SLX3) = (SK)F1,
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Capitulo 2. Inversas GDMP y sus duales

Ahora, de (p7), (p4) y (p2) se obtiene

X1 (BK)FISL = (SR IAMESK)FISL + Z(1, - P)(EK)FTISL

= (BK)F AL

Finalmente, al reemplazar X5 y X, en el bloque de A*¥X que aparecen y aplicar la

propiedad distributiva resulta

(KX, + (SK)*'SLX, = (SK)* Y[APSL + (I, — P)(SKT; + $LIY)].
Aplicando las propiedades (p4) y (p7) se obtiene
(SK)* X, + (BK)* 120X, = (ZK)*1AXL.
Por lo tanto, X A* = A*X. Luego, X € A{GD}. O

A continuacién se establece una caracterizacién para las inversas GDMP. El siguiente
resultado establece la forma de cualquier A“PT € A{G Dt} a partir de la descompo-

sicion de Hartwig-Spindelbock de A.

Teorema 2.3.2. Sea A € C"*" escrita en su descomposicion de Hartwig-Spindelbock
como en (1.9), con rg(A) = a, ind(A) = k. Las siguientes condiciones son equivalen-

tes:
(a) Y € A{GDf}.
(b) Emisten matrices X; € C**¢ y X3 € C("=9*2 tqles que

X, 0
Y =U U+, (2.6)
X; 0

y se satisfacen las siguientes tres condiciones:
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2.3 Cdlculo de inversas GDMP usando la descomposicion de Hartwig-Spindelbock

(i) KX, +XLX3 = I,
(i) X1 (BK)" = (2K)",

(iii) X5 (SK)" =0.

(¢) Eriste una inversa G-Drazin A = (YK)P de XK tal que, para matrices arbi-
trarias S € CP=®)xa y 7 € C%4 la matriz Y puede ser escrita como en (2.6),

donde P := (SK)F-1AF-1 y

X, = PA+ Z(I, — P),
X; = S(I, — P),
(SKZ +¥LS — I,)(I, — P) = 0.

Demostracion. Considerar A escrita como en (1.9).

(a) = (b) Como Y € A{GDft}, existe X € A{GD} tal que Y = XAAT. Por el

Teorema 2.3.1, la matriz X puede ser escrita como

X, X
X=U U*
X; X4

particionada acorde al tamano de los bloques de A, y las condiciones (i), (i), y (i)

del apartado (b) se verifican. Como

K*v7t 0

At =U U*,
L*x-1 0
se tiene
X, 0
Y =XAAT =U U*.
X3 0
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Capitulo 2. Inversas GDMP y sus duales

(b) = (c) Se sigue directamente del Teorema 2.3.1.

(¢) = (a) Sea

X, K*S'APYL
X3 L*S7'APYL

Por el Teorema 2.3.1, se tiene que X € A{GD}.

Ademas, XAAT =Y. Asi, Y € A{GDt}. O

Como consecuencia de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 se obtienen nuevos resultados.

Corolario 2.3.1. Sea A € C"*™ escrita en su descomposicion de Hartwig-Spindelbéock

como en (1.9), con ind(A) = k. Se verifican las siguientes afirmaciones:

(a) A{GDt} C A{GD} siy solo si (EK)* ' SL=0.

(b) A{GD} C A{GD1} siy solo si (SK)" 'SL=0,X,=0y X, =0.

(c) A{GD} = A{GD7} siy solo si A{GD} C A{GDft}.
Dos subclases de matrices son de particular interés. Estdn dadas por las matrices EP
(AAT = ATA) y las isometrias parciales (AT = A%).

Corolario 2.3.2. Sea A € C"*™ escrita en su descomposicion de Hartwig-Spindelbock

como en (1.9), con rg(A) = a, ind(A) = k.
Se verifican las siguientes afirmaciones:

(a) Si A es una matriz EP, entonces

K*>71 0
Y e A{GD{} siysolosi Y =U U*.
0 0
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Esto es, la inversa GDMP de una matriz EP es inica y APt = At = A%,

(b) Si A es una isometria parcial, entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(i) Y € A{GDft}.

(ii) Existen matrices X1 € Coxa y X3 € Cy_q)xq tales que

X: 0
Y=U U*,
X; 0

y las siguientes condiciones se satisfacen:

(1) KX, +LX3=1,,
(2) X, Kk = KF1,
(3) X3K* =0.

Demostracion. En [35, Corolario 6] se prob6 que A es una matriz EP si y solo si
L = 0 (o equivalentemente, K es una matriz unitaria); y A es una isometria parcial

si y solo si ¥ = I,. Entonces, la prueba es inmediata por el Teorema 2.3.2. O

2.4 Inversas GDMP como solucién de un sistema de

ecuaciones matriciales

Sea A € C™*™. Por la Proposicién 2.2.1, si X € A{G D7}, entonces existe Z € A{GD}

tal que X = ZAA" y X satisface las ecuaciones del sistema

XAX =X, AX =AAT y XAF = 274" (2.7)
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El objetivo de esta seccion es probar que el conjunto A{GD7} es el conjunto solucién

del sistema de ecuaciones matriciales (2.7), para cualquier Z € A{GD}.

Teorema 2.4.1. Sea A € C"*". Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X € A{GD1}.

(b) Emiste AP € A{GD} tal que X es solucion del sistema

XAX =X, AX =AAY y XAF = AGP AP

(¢) Para cada Z € A{GD}, X es solucion del sistema (2.7).

Demostracion. (a) = (b) Ha sido demostrado en la Proposicion 2.2.1.
(b) = (a) Considerar A € C"*™ escrita en su descomposicion de Hartwig-Spindelbock
como en (1.9), con rg(A) = a, ind(A) = k, y sea X € C"*" particionada de acuerdo

al tamano de los bloques de A,

- X1 Xo .
X3 Xy
Entonces,
YKX,+3¥LX3 YKX5+ XLX
AX =U ' ’ 2 Yo

0 0

Por otro lado, se sabe que

I, 0
AAT =U U*.
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2.4 Inversas GDMP como solucion de un sistema de ecuaciones matriciales

De AX = AA' se tiene en forma directa que

YKX1+X¥LX3;=1,. (2.8)
Z
Considerar AP = U ! ? U* particionada de acuerdo al tamano de los
Z3 7y

bloques de A.

Por el Teorema 2.3.1, la hipétesis AP € A{G D} implica que se verifican las siguientes

condiciones:

(i) XK Z, + 2LZ3 = I,
(i) 21 (SK)" = (2K)",
(iii) Zs (SK)*' =0,

(iv) (K Z, + (SK)* 2Lz, = (SK)" ' ©L.

Entonces,

Ademas,

XAF=U U*.
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Comparando bloques en X A* = A®P AF y utilizando las propiedades anteriores se

tiene

X, (K" = (SK)", (2.9)
X, (EK)'sL = (SK) Z, + (SK)' 2Lz, (2.10)
X5 (TK)* = o, (2.11)
X;(SK) 'L = o (2.12)
Considerar la matriz
R e N
X5 Z4

Se tiene entonces que Zy € A{GD}. En efecto, premultiplicando la ecuaciéon (2.10)
por XK y utilizando las igualdades (2.9), (2.8) y (2.12) se obtiene

EK)"* Z,+ (5K)*2Lz, = KX, (SK)"'sL
= KX\ X;(SK)zL
= (I, —SLX3)X, (SK)*sL
= X, (SK)"SL-SLX3;(SK)"'sL
= (zK)"'sL.

Luego, de la ultima igualdad, y por (2.8), (2.9), (2.11) y el Teorema 2.3.1 se tiene
que Zy € A{GD}. Por lo tanto, existe Zy € A{GD} tal que X = ZyAA', es decir,
X € A{GDt}.

(b) = (c) Por |29, Teorema 3.2|, Z € A{GD} siy solo si para matrices arbitrarias Ty
W, Z = AP + (I — Py)T(I — Pa)+ (I —QaA)W (I — Pax), donde Pyr = AF(ACP)K
Py = AASP y Q4 = ASPA. Observar que, para matrices arbitrarias Ty W, la

matriz X satisface las ecuaciones del sistema (2.7) pues Py AF = AF y P, AF = AF,
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(¢) = (b) Se sigue inmediatamente pues A{GD} # (. O

2.5 Inversas duales de las GDMP

De manera similar a lo realizado para introducir las inversas generalizadas GDMP se

puede obtener su clase dual de matrices, llamadas inversas MPGD.

Como el desarrollo es analogo al realizado para las inversas GDMP, solo se presenta

su definicién y los resultados mas importantes, sin detallar sus demostraciones.

Definicién 2.5.1. Sea A € C"*", con ind(A) = k. Para cada AP € A{GD}, la

inversa MPGD de A, denotada por ATGP | es la matriz de tamario n x n

ATGD = AT AACD .

El simbolo A{{GD} designa al conjunto de todas las inversas MPGD de A, esto es
A{tGD} = {ATAASP . A9P ¢ A{GD}}.

Definidas de esta manera, las inversas MPGD de A siempre existen y, en general, no

son Unicas.

El siguiente resultado caracteriza a cualquier AT¢P € A{tGD}, a partir de la des-

composiciéon de Hartwig-Spindelbock de A.

Teorema 2.5.1. Sea A € C"*" escrita en su descomposicion de Hartwig-Spindelbock
como en (1.9), con rg(A) = a, ind(A) = k. Las siguientes condiciones son equivalen-

tes:

(a) Y € A{tGD}.
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Capitulo 2. Inversas GDMP y sus duales

(b) Egzisten matrices Xo € C*("=0) ¢ X, € CP=)x("=a) tgles que

K*v~! K*KX,+ K*LX,
Y =U U*, (2.13)
L*s'  L*KX,+ L*LX,

donde (SK)*1 Xy + (SK)*YLX, = (SK)*1SL.
Observar que X5 vy X4 se pueden determinar como en el Teorema 2.3.2. Es decir

Xo = K*STYAPSL + (I, — K*S7'PYK)I — K*S71PYLT,,
Xy =LY PAPSL + (I — L*S71PYL)Ty — L*S™1PYKTy,

donde A := (SK)%P es una inversa G-Drazin de YK y P := (XK)*"1A*~1 con

I, € Cox(n—a) y Ty ¢ C(n=a)x(n=a) matrices arbitrarias.
Por otro lado, las inversas MPGD pueden ser caracterizadas de la siguiente manera.

Teorema 2.5.2. Sea A € C" ", con ind(A) = k. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) X € A{1GD}.

(b) Eriste AP € A{GD} tal que X es solucion del sistema

XAX =X, XA=A'A4 y AFX = AFACGD.

(¢) Para cada Z € A{GD}, X es solucion del sistema

XAX =X, XA=A'A y A'X = AFZz
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2.6 Algoritmo para calcular las inversas generalizadas GD y

GDMP

En esta seccion se presentan algoritmos para calcular las inversas generalizadas GD y
GDMP. Para ello se disefian dos algoritmos. El Algoritmo 1 calcula una inversa GD de
A € C™*" utilizando la forma core-nilpotente de la matriz A. El Algoritmo 2 calcula
una inversa GD y una inversa GDMP de A € C™*" mediante la descomposicién de
Hartwig-Spindelb6ck (Algoritmo 0) de A. Durante su ejecucion, el Algoritmo 2 invoca
al Algoritmo 1 para calcular una GD inversa de una matriz de tamafno mas pequeno

que la original.

El siguiente algoritmo calcula la descomposicién de Hartwig-Spindelbock de una ma-
triz. La notacion A(f1 : fa,c1 : c2) indica que, de la matriz A, se seleccionan las filas
consecutivas desde la f; hasta la f; y las columnas consecutivas desde la ¢; hasta la

Co.
ALGORITMO 0

Entrada: A € C**",

Salidas: U, %, K, L.

Paso 1. Calcular a = rg(A4).
Paso 2. Obtener una descomposicion en valores singulares de A: A = Udiag(%,0)V*.

Paso 3. Calcular K =V*U(l:a,1:a)y L=V*U(1:a,a+1:n).

El siguiente algoritmo calcula una GD inversa de A € C"*" a partir de la descompo-

sicién core-nilpotente de la propia matriz A.
ALGORITMO 1

Entrada: A.
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Capitulo 2. Inversas GDMP y sus duales

Salida: AGP.

Paso 1. Obtener matrices invertibles Q y C' y una matriz nilpotente N tal que
AQ = Qdiag(C, N).

Paso 2. Calcular Q' y C~ 1.

Paso 3. Hallar N—, una matriz {1}-inversa de N.

Paso 4. Obtener AP = Q(C~'@ N7)Q L.

En el Paso 3 se puede utilizar el método proporcionado en la referencia [33] para
hallar N~. El siguiente algoritmo permite calcular una inversa GDMP y, a partir de

ella, una inversa GD, teniendo en cuenta los resultados de la Seccién 3.2.1
ALGORITMO 2

Entrada: A € C"*",

Salidas: AGPMP y AGD,

Paso 1. Ejecutar el ALGORITMO 0 con parametro de entrada la matriz A.
Paso 2. Calcular XK.

Paso 3. Ejecutar el ALGORITMO 1 con parametro de entrada la matriz XK y
salida A := (LK),

Paso 4. Calcular k£ = ind(A).

Paso 5. Calcular P = (XK)k~TAF-L,

Paso 6. Computar W = X71(I — P).

Paso 7. Calcular X1 = PA+ K*W y X3 = L*W.

X; 0
Paso 8. Obtener AGPMP — [j ! U*.
X3 0

Paso 9. Computar B = X" !APXL.
Paso 10. Calcular Xo = K*By X4 = L*B.
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2.6 Algoritmo para calcular las inversas generalizadas GD y GDMP

X1 Xo
X3 Xy

Paso 11. Obtener AP = U .

Justificacion de los Algoritmos

El Algoritmo 0 permite calcular la descomposicion (1.9) de la matriz A. Observar
que, para el calculo de K y L se consideran sélo las a primeras filas del producto V*U
a partir de una SVD de A, como se indica en [2]. En el Algoritmo 1, los Pasos 1y
2 resultan de la formula (1.6), el Paso 3 puede realizarse, por ejemplo, aplicando el
método dado en [33] para el célculo de una {1}-inversa de una matriz nilpotente, y el
Paso 4 resulta de aplicar la formula (1.8). En el Algoritmo 2, los Pasos 1 a 3 permiten
calcular (XK )%P, necesario para ejecutar los pasos subsiguientes (fundamentados en
el Teorema 2.3.2(c)). Observar que, para establecer el Paso 7, se han particulariza-
do las matrices Z = K*¥ 'y § = L*Y~! a las que hace referencia el mencionado
teorema. Los Pasos 9 a 11 resultan de la demostracion de (¢) = (b) en el Teorema

2.3.2.

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacién de los algoritmos. Los mismos fueron pro-

gramados y ejecutados con el paquete informatico MATLAB R2020b.

Ejemplo 2.6.1. Considerar la matriz

o

oS o o O
o

S N o= O

Al aplicar el Paso 1 del Algoritmo 2 se obtienen las matrices

2.3187 0 0
X= 0 1.8379 0 )
0 0 0.7040
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0.3194 0.0217 —0.2143
K= | 06417 04751 -0.4918
0.4315 —-0.8718 —0.1616

0.9228
L= -0.3475
—0.1664

Aplicando los Pasos 2 y 8 se encuentra la matriz

0.1354  0.1144 —0.1058
0.4826  0.4078 —0.3770
—0.1580 —0.1336  0.1235

A

que permite, ejecutando los Pasos 4 a 11, hallar las matrices

0.6667 —0.6667  0.3333 0.0000
—0.0000 —0.0000  0.0000 0.0000

AGDMP _
—0.0000  1.0000 —0.5000 0.0000
0.0000  0.0000  0.5000 0.0000
Yy
0.6667 —0.6667  0.3333 0.5926
AGD _ —0.0000 —0.0000  0.0000 0.0000

—0.0000 1.0000 —0.5000 0.0000
0.0000  0.0000  0.5000 0.0000
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Capitulo 3

Inversas generalizadas definidas

a partir de proyectores

3.1 Introduccion

Las inversas generalizadas GDMP y MPGD introducidas en el Capitulo 2 se definieron
a partir de otras previamente conocidas y ampliamente estudiadas. Este procedimien-
to es muy utilizado en la literatura. Por ejemplo, la inversa core y la inversa core dual
se definieron para matrices cuadradas de indice a lo sumo 1 [4], y a partir de ellas se
introdujeron dos tipos de extensiones para matrices de indice arbitrario, a saber, la
inversa DMP y su dual [48] y la inversa core-EP [49]. Este mecanismo también fue

utilizado para definir la inversa CMP para matrices arbitrarias cuadradas [53].
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

Otro mecanismo encontrado en la literatura para definir inversas generalizadas ha sido
presentarlas como la solucién de un sistema de ecuaciones matriciales. Este método
fue utilizado, por ejemplo, para definir la inversa de Moore-Penrose, la inversa de

Drazin y la inversa de grupo [13].

En este capitulo se presentan nuevas clases de inversas generalizadas hibridas para
matrices complejas rectangulares, es decir, mediante la utilizacién de otras inversas
conocidas. Se introducen como representantes de una clase de equivalencia, para
ciertas relaciones de equivalencia sobre conjuntos que se deberan elegir con ciertas
particularidades. El procedimiento utilizado a lo largo del capitulo para introducir
nuevas inversas generalizadas es diferente del clésico y puede servir como punto de
partida para que otros autores analicen las inversas generalizadas desde un nuevo

punto de vista.

La importancia de los proyectores, en todas las ramas de las Matematicas, es induda-
ble. Las inversas generalizadas son una herramienta muy interesante para representar

este tipo de proyectores y operar con ellos.

El procedimiento utilizado en este capitulo consiste en analizar ciertos proyectores
oblicuos definidos mediante inversas generalizadas, a partir de una adecuada relacion
de equivalencia y, posteriormente, pasar al conjunto cociente. De esta manera, se
puede definir una nueva clase de inversas generalizadas a partir del representante més

simple de cada clase de equivalencia.

También se dan en este capitulo caracterizaciones y expresiones generales para las
inversas generalizadas definidas de esta manera, y se presentan propiedades que veri-

fican las inversas generalizadas introducidas.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera. En la Seccién 3.2 se introduce
una nueva clase de inversas generalizadas, llamadas inversas 1MP, a partir del ana-

lisis de los proyectores oblicuos del tipo A~ A. Estas inversas generalizadas pueden
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3.2 Inversas 1MP

ser consideradas como una generalizacién de la inversa core a matrices rectangulares.
Las inversas 1IMP de una matriz A son caracterizadas aqui a partir de una descom-
posicién en valores singulares de A. Ademads, se presentan otras caracterizaciones de
las inversas 1MP de A: como {1,2,3}-inversas de A, como solucién de un sistema
de ecuaciones matriciales adecuado y como un conjunto uniparamétrico. Luego, se
analiza la restricciéon de las inversas 1IMP al conjunto de las isometrias parciales. En
la Seccién 3.3 se introducen las inversas MP1, duales de las 1MP, siguiendo un me-
canismo similar al que se uso en la Seccion 3.2. A partir del anélisis de proyectores
del tipo A® A y AA® en el conjunto de las inversas exteriores de una matriz A se
introducen, en la Secciéon 3.4, dos nuevas clases de inversas generalizadas: las inversas
2MP y sus duales, las inversas MP2. La clase de inversas 2MP es utilizada en la
Seccion 3.5 para extender las inversas CMP a matrices rectangulares, definiendo las
inversas C2MP. También aqui se obtienen diferentes representaciones y se presentan
sus principales propiedades. Finalmente, en la Seccién 3.6, se presentan todas las in-
versas generalizadas definidas en este trabajo como inversas generalizadas exteriores

con espacio imagen y espacio nulo prescritos.

Recordar que el rango de una matriz A € C™*" se denota por rg(4) = a y que, a

menos que se indique lo contrario, se considera a > 0.

3.2 Inversas 1IMP

El procedimiento para introducir estas nuevas inversas generalizadas pone el énfasis
en los proyectores representados mediante la expresion A~ A, donde A~ € A{1}. En
primer lugar, se analiza qué informacién se puede extraer de estos productos y luego
se utiliza esta informacion para definir una nueva clase de inversas generalizadas.
Esta clase proporciona una generalizacién de la inversa core de matrices cuadradas a

matrices rectangulares.
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

Sea A € C™*™ escrita mediante una descomposicion en valores singulares, es decir,

A=U v, (3.1)

donde U € C™*™ y V € C™ "™ son matrices unitarias y D, € C%**% es una matriz

diagonal definida positiva.

Considerar una matriz {1}-inversa de A. Por (1.4) se tiene que

.Da_1 Aio D, 0
ATA=V U*U V*
Ay Ay 0 0
(3.2)
1, 0
= V*.
As1D, O

Ahora, para una matriz dada A, se analiza bajo qué condiciones dos proyectores del
tipo A~ A son diferentes al variar la matriz A~ € A{1}. Para ello se define una

relacion de equivalencia en el conjunto A{1}.

Sea A € C™*™, Se define la relacion binaria d; en el conjunto A{1} como sigue. Para
A~ A= e A{1},
A7 6 A siysolosi ATA=ATA

(donde el subindice i es utilizado para indicar la multiplicacién a izquierda por una

inversa interior de la matriz A).

Observar que ¢; es una relacion de equivalencia en A{1}. La clase de equivalencia de

A~ € A{1} esta dada por

[A7]s, = {A= € A{1} : A=A = A=A},
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3.2 Inversas 1MP

Teniendo en cuenta (3.2) se observa que

_ D' By _ . .
A==V U* €[A7]5, siysolosi Ag = Bo.
By Baa
Esto es,
D1 Bis

[A_](g_ =V a U* e A{].} : Byy € (Ca><(m—a)7 Bas € (C(n—a)x(m—a)

As1 B

El conjunto cociente de A{1} por §; esta dado por
A{1}/6; ={[A7]s, : A~ € A{1}}.

Un conjunto completo de representantes de la particion en A4{1} inducida por §; esta

dado por

Dt 0 _ o
Rs, =V U*: Agy € C"~9%X4 og arbitraria
A21 0

Recordando que, para A escrita como en (3.1), la inversa de Moore-Penrose de A esta

dada por

Dt 0
Al =V U*, (3.3)
0 0

y observando que todo elemento de R s, puede ser escrito como A~ AA', se establece

la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1. Sea A € C™*". Para cada A~ € A{1}, la matriz
AT = A7 AAT e ™
es llamada una inversa 1MP de A.
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

De esta manera, las inversas A~ son definidas como los representantes “mas simple”

de las clases de equivalencia de A4{1} por §;.

El simbolo A{—1t} se utiliza para representar al conjunto de todas las inversas 1MP
de A. Observar que, como la matriz A’ es un elemento de este conjunto, A{—1} # 0.

Ademas,

A{—f} = {A7AAT: A= € A1}}
D;' 0 (3.4)
=XV U* - A21 c (C(n—a)xa
A21 0

La existencia de {1}-inversas y de la inversa de Moore-Penrose de A garantizan la

existencia de inversas 1IMP de A.

Notar que A{—1} = {47!} cuando A € C"*" es no singular, y ademas, la matriz

nula tiene una tdnica inversa 1MP, que coincide con ella misma.

Observar que, dada una matriz A € C"™*"

, utilizando una descomposicién en valores
singulares de A, se puede presentar una forma canoénica de las inversas 1IMP de A

como aquellas matrices de la forma (3.4).

El interés se centra ahora en considerar el caso en que, para matrices A=, A= € A{1}
se tiene que A~ A # A= A, o dicho de otro modo, cuando ambas A~ y A~ proporcionan
la misma inversa IMP de A. Este hecho se muestra en el siguiente resultado, donde

la expresion M ~ N indica que existe una biyecciéon entre los conjuntos M y N.

Proposicion 3.2.1. Sea A € C"™*". Entonces,
A{1}/6; =~ A{-f} =~ cClroxa

Demostracion. Sea ¢ : A{1}/§; — A{—t} la funcién definida por ¢([A7]s,) =
A~ AAT. Claramente, ¢ esta bien definida. Sean [A™]s, y [A7]s, en A{1}/6; tales que
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3.2 Inversas 1MP

©0([A7]5,) = ¢([A7]s,). Entonces A~ AAT = A=AAT, asi A=AATA = A=AATA. Lue-
go, ATA = A=A, es decir, [A™]5, = [AT]s,, de donde ¢ es inyectiva. Si Y € A{—1},
por (3.4) existe A~ € A{1} tal que Y = A~ AAT. Asi, p([A7]5,) = A-AAT =Y. Por
lo tanto, ¢ es sobreyectiva. Entonces, ¢ es una correspondencia biunivoca entre los

conjuntos A{1}/d; y A{—1}, es decir, A{1}/d; ~ A{—1}.

Sea A € C™*™ escrita mediante una descomposicion en valores singulares como en
(3.1). Se considera la funcion T' : A{—1} — C(»~®)*@ definida por T'(A~T) = Ay,
donde A~T estd dada como en (3.4). Es facil ver que, por construccién, I' es una

funcion biyectiva. Asi, A{—1} ~ C(r—@)xa, O

Por el Teorema 1.2.1, fijada A™, si se resuelve la ecuaciéon matricial A~A = A=A (en

A=) se obtiene que su conjunto solucién esta dado por

[A7]5, = {A= € A{1}: A= = A= AAT + Y (I — AAT),Y € C"™™ arbitraria}.
De esta manera, se expresa el conjunto soluciéon de la ecuacion planteada como un
conjunto dependiente de un parametro.

El siguiente resultado presenta propiedades que verifican las inversas 1MP.

Proposicién 3.2.2. Sea A € C™*". Dada una matriz A~ € A{1}, la matriz A~T €

C™>*™ satisface las siguientes propiedades:

(a) A~ e A{1,2,3}.

(b) A TA=A"A y AA~T = AAT, (esto es, A~TA es un proyector oblicuo sobre
R(A™A) a lo largo de N(A) y AA™T es un proyector ortogonal sobre R(A))
paralelo a N'(A").

Demostracion. (a) Como A~, AT € A{1}, se sigue que A~ € A{1,2}. Dado que
AA~T = AA= AAT = AAT es una matriz hermitica, se tiene A~ € A{3}.
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

(b) De A~ AATA = A~ A, se tiene que A~T A es un proyector sobre R(A~A) a lo largo
de N (A~ A) = N(A). La otra igualdad se demostro en el apartado anterior. O

Por la Proposiciéon 3.2.2 (b) y recordando que dos proyectores de igual tamafio coin-
ciden si y solo si tienen simultdneamente el mismo espacio imagen y el mismo espacio

nulo, se puede establecer que
[A7]s, ={A7 e A{1}: A R(A) = A"R(A)}.

En esta representacion, para cualquier conjunto M, la notacion AM significa AM =

{Am :m e M}.

Recordar que un sistema completo de invariantes de una relacion de equivalencia
~ sobre un conjunto no vacio S es una familia F de funciones definidas en S que

satisfacen s; & sg si y solo si f(s1) = f(s2), para toda f € F.

Se concluye que, para A escrita mediante una descomposicién en valores singulares

como en (3.1), la familia F que contiene Gnicamente a la funcién
f:A{1} - clmmaxn,

definida para toda matriz X € A{1} escrita como en (1.4) por

rx)=[o 1, |vxu
0

constituye un sistema completo de invariantes en A{1} para la relacion de equivalencia
d; pues

AT 5AT = Ay =By <= f(A7)=f(A7).
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3.2.1 Caracterizactones de las inversas 1MP

En esta seccién se obtienen caracterizaciones de las inversas 1MP desde varios puntos

de vista.

Por la Proposicién 3.2.2 (a) se sabe que A{—1} C .A{1,2,3}. Como se vera a conti-

nuacion, estos conjuntos coinciden.

También, por la Proposicion 3.2.2, toda matriz X € A{—7} satisface las dos ecuacio-

nes del sistema dado por

XAX =X y AX = AAT, (3.5)
Se demuestra que el conjunto A{—t} es el conjunto soluciéon del sistema (3.5), carac-
terizando de esta manera las soluciones del sistema mencionado.

Se presentan a continuacion estos resultados.

Teorema 3.2.1. Sea A € C™*". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Z € A{~1}.
(b) Z es solucion del sistema (3.5).

(c) Z € A{1,2,3).

Demostracion. (a) = (b) Sigue directamente de la Proposicion 3.2.2.

(b) = (a) Suponer que Z satisface XAX = X y AX = AAT, y sea A escrita en una

descomposicion en valores singulares como en (3.1). Sea

Z1 7
7_v 11 12 Ut
Zon Zoa
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

particionada acorde al tamafio de los bloques de A. Se observa que

DuZvi DoZ
AZ =U " P lur oy AAt=U
0 0 0 0

U*.

De AZ = AAT, se tiene Z11 = D,y Zy3 = 0. Ademas,

Dt 0
ZAZ =V U.
Zgl 0

Como ZAZ = Z, se obtiene Zsy = 0. De esta manera,

Dt 0
Z21 0

donde Zy, € C("=)%@ eg arbitraria. Asi, de (3.4), se tiene Z € A{—1}.
(b) = (c) Por hipétesis Z satisface las ecuaciones XAX = X y AX = AA'. Entonces
Z € A{2,3}. Ahora, AZA = AATA = A, asi Z € A{1}.

(c) = (b) Suponer Z € A{1,2,3}. Entonces Z satisface la primera ecuacion del

sistema (3.5). Se considera una descomposicion en valores singulares de A como en
o Dit Zio

(3.1). Como Z € A{1}, por (1.4) Z puede escribirse como Z =V U~
Zor  Zaa

donde la particiéon ha sido realizada de acuerdo al tamano de los bloques de A. De la

a

0 O
Se obtiene asi el apartado (b). O

igualdad (AZ)* = AZ se tiene que Z15 = 0. Luego AZ = U V* = AAT.

La Proposiciéon 3.2.1 caracteriza al conjunto A{—71} como sigue

A{—1} ={X e C™™: XAX = X, AX = AAT} = A{1,2,3}).
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3.2 Inversas 1MP

Observacion 3.2.1. Observar que A{2,3} ¢ A{—t}. Por ejemplo, tomando la

matriz
0
A= ’
0 1
se tiene que
1 0
X = € A{2,3}
0 0

pero no pertenece al conjunto A{—71}, pues no es una {1}-inversa de A.

Notar también que A{1} ¢ A{—7}, como se ve en el siguiente ejemplo. Si

[y
e}

entonces

X = € A{1}

— Nl
O NI

pero no es una {2}-inversa de A.

Se presenta a continuacién otra caracterizacién del conjunto A{—1} a partir de una

inversa 1MP fija de A.

Proposiciéon 3.2.3. Sea A € C™*" y sea A~1 una matriz fija en A{—1}. El conjunto

de todas las inversas 1MP de A estd dado por el conjunto uniparamétrico
A{—t} ={A T+ (I, — A TAWAAT : W € C"™es arbitraria}.
Demostracion. Denotar

S={AT 4+ (I, - ATAWAA™T W € C"*™ arbitraria}.
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

Entonces A{—f} = S. En efecto, utilizando la Proposiciéon 3.2.2, se puede ver que
S C A{—1} pues, si Z € S entonces Z = A~T + (I, — A~TA)WAA~T para alguna

matriz W € C"*™. Luego,
AZ = A[ATT+(I,—ATTAWAATT| = AATTHA(L,-—ATTAWAA™T = AAT = AAT.

Ademas,

ZAZ =[A7T+ (I, — ATTAWAATA[AT 4+ (I, - ATAWAA™T
=[ATT 4+ (I, - ATAWAAT]AAT
= AT+ (I, - ATTAWAAT

=Z.

Ahora, recordando las equivalencias entre (a) y (b) en el Teorema 3.2.1, se tiene el

resultado deseado.

Por otro lado, si Z € A{—1}, existe C € A{1} tal que Z = CAAT. Ademas, la matriz
fija A~ € A{—1} dada en la hipétesis puede ser escrita como A~T = A~ AAT, para
alguna matriz A~ € A{1}. Ahora, por el Teorema 1.2.2, existe W € C™*™ tal que
C=A"4+W—-A"AWAA~. Por lo tanto,

Z=CAAT = (A~ + W — A“AWAA)AAT = AT+ WAAT — A= AWAA~T.

Dado que AAT = AA=Ty A=A = AT A se tiene, aplicando nuevamente la propiedad
distributiva,

Z=AT4+IT,- A TAWAAT,

Asi, Z € S. Por lo tanto, A{—7} C S. O
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3.2 Inversas 1MP

3.2.2 Inversas 1MP para isometrias parciales

Recordar que una matriz A € C™*" es una isometria parcial si y solo si AT = A*.
Ademas, esta afirmacon es equivalente a AA*A = A [13]. En este caso, A~ =
A~ AA* € A{—1}. El siguiente resultado analiza la restriccion de las inversas 1IMP al

conjunto de isometrias parciales.

Proposicion 3.2.4. Sea A € C™*" una isometria parcial. Las siguientes condiciones

son equivalentes:
(a) El sistema de ecuaciones matriciales
XAX =X y AX =AA" (3.6)

tiene solucion.

(b) Eziste una matriz A~ € A{1} tal que
X=ATAA"+ (I - A"A)WAA", (3.7)
para alguna matriz W de tamano adecuado.

Demostracion. (a) = (b) Como A es una isometria parcial, AT = A* y por lo tanto
el sistema (3.6) es equivalente al sistema (3.5). Entonces, por el Teorema 3.2.1, se
obtiene X € A{—1}. Luego, existe A~ € A{1} tal que X = A~ AA*. Asi, usando la
Proposicién 3.2.3 y teniendo en cuenta que A=A = A~ Ay AA~T = AA* se concluye
que X = A7AA* + (I — A~ A)W AA*, para alguna W € C"*™,

(b) = (a) Sea X = A= AA* + (I — A—A)WAA*, con W € C™*™ para alguna matriz
fija A= € A{1}. Asi, AX = A(A~AA*+ (I — A~ A)WAA*). Aplicando la propiedad
distributiva y teniendo en cuenta que A~ es una {1}-inversa de A, se tiene que AX =

AA*. Ahora, premultiplicando por X se tiene que XAX = XAA* = (A~ AA* +
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

(I-A-A)WAA*)AA*. Aplicando la propiedad distributiva y teniendo en cuenta que
AA*A = A, se concluye que XAX = X. O

Observar que si se considera una matriz A~ € A{1} y a partir de ella se obtiene una
inversa 1MP particular utilizando la Proposiciéon 3.2.4 (b), se pueden encontrar todas

las soluciones del sistema (3.6) usando la Proposicion 3.2.3.

3.3 Inversas MP1

Esta seccion esta dedicada a presentar las inversas duales de las inversas 1MP intro-

ducidas y caracterizadas en la Seccién 3.2 precedente.

Procediendo de manera analoga a la efectuada en la Seccion 3.2, si A € C™*" es escrita
mediante una descomposicion en valores singulares como en (3.1) y se considera una
matriz {1}-inversa de A escrita en su forma general dada por (1.4), se obtiene

Ia DaA12

AA™ =U U-.
0 0

Ahora, definiendo la relacion de equivalencia: Dadas A~, A= € A{1},
A" 64 AT siysolosi AAT = AAT

(aqui el subindice d es utilizado para indicar la multiplicacién a derecha por una
inversa interior de la matriz A), se tiene que la clase de A~ por J; se representa
mediante

D1 Ao

[A7]s, =V ‘

d U* c A{l} : BZl c C(nfa)xa’B22 = (C(’I’Lfa)x(mfa)
321 BQQ
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3.3 Inversas MP1

Un conjunto completo de representantes de la particion inducida por 64 en A{1} esta
dado por
D! A12

R, =V | °
0 0

U* . Ajp € Co¥0m=0) og arbitraria

Observar que cualquier elemento en R;, puede ser escrito como ATAA™. Asi, se
considera una nueva clase de inversas generalizadas que es la dual de la clase de las

inversas 1MP.

Definicién 3.3.1. Sea A € C™*". Para cada A~ € A{1}, la inversa MP1 de A,

denotada por AT~ es la matriz de tamasio n x m dada por

A= = AtAA-.

El simbolo A{{—} representa el conjunto de todas las inversas MP1 de A. Por ser AT
una {1,2}-inversa de A se tiene que esta matriz es un elemento de A{f—} y por lo
tanto este conjunto es no vacio. En general, A{{—} = {ATAA=: A~ € A{1}} es un

conjunto que posee mas de un elemento.

Se presentan a continuacion propiedades de esta clase de matrices inversas generali-
zadas, cuyas demostraciones se omiten por ser analogas a las realizadas en la Seccién

3.2.

Proposicién 3.3.1. Sea A € C™*". Dada una matriz A~ € A{1}, la matriz AT~ ¢

C™>*™ satisface las siguientes propiedades:

(a) AT= € A{1,2,4}.

(b) AAT~ = AA~ y Al-A = AlA.
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Por otro lado, si A esta escrita como en (3.1) entonces existe A~ € A{1} tal que

Z=A'AA~ € A{{—} siy solo si

para una matriz Z; € Co*(m=a),

También se puede establecer una féormula uniparamétrica para caracterizar a las in-
versas MP1. En efecto, sea A € C™*" entonces Z € A{7—} si y solo si existe
A= € A{t—} tal que Z = AT~ + AT"AW(I — AAT™), donde W es una matriz

arbitraria de tamafno adecuado.
El siguiente resultado muestra otras caracterizaciones del conjunto A{{—}.

Teorema 3.3.1. Sea A € C™*". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Z € A{T-}.

(b) Z es solucion del sistema de ecuaciones matriciales

XAX =X, XA=A'A.

(c) Z € A{1,2,4}.

Observaciéon 3.3.1. Sea A € C™"*". Si ind(A) < 1 entonces A es core invertible.
Ademas, se sabe que A® € A{1,2,3} y por lo tanto es inmediato que A® € A{—1}.
Por otro lado, observar que si AP-T € A{—1} entonces AAP-T = AAAT. Posmultipli-
cando ambos miembros de la igualdad por A se tiene AAP AATA = AATA. Es decir
AAPA = A. Como las matrices A y AP conmutan, se tiene que A2AP = A y asi
ind(A) < 1, de donde APt = A®. Estoes, APT € A{—1}siysolosi AP'T = A®. Si-

milarmente, para la inversa core dual se tiene: ATP € A{t—} siy solosi Ag = AP,
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Observacion 3.3.2. Dada A € C™*™, se tiene que las clases de inversas generalizadas
GDMP y MPGD introducidas en el Capitulo 2 forman una subclase de A{—1} y de
A{i—}, respectivamente. Para ello, basta observar que las inversas G-Drazin de una

matriz A pertenecen al conjunto A{1}.
Se finaliza esta seccion estableciendo una interesante relacion entre las inversas 1MP
de A y sus duales, las inversas MP1 de A, como se muestra en el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.2. Sea A € C™*". Entonces
A{—t} N Aft-} = {AT}.
Demostracion. Se sigue directamente de A{—t} = A{1,2,3} y A{1—} = A{L,2,4}.
O

Observacién 3.3.3. Notar que, si A>T es una inversa interior de A, se tiene que
AAST = AAT y A9TA = ATA. Entonces, AT € A{—1} N A{f—}. Por lo tanto, A%T

es una inversa interior de A si y solo si AT = AT,

3.4 Inversas 2MP y sus duales

El procedimiento utilizado para introducir las inversas generalizadas 1IMP y MP1 se

puede extender a otro contexto y asi obtener nuevas inversas generalizadas.

En esta seccién se analizan los proyectores oblicuos del tipo A Ay AA®) con A®) e
A{2}, que dan lugar a la definicién de dos nuevas clases de inversas generalizadas: las

inversas 2MP y sus duales, las inversas MP2.
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Dada una matriz A escrita mediante una descomposiciéon en valores singulares como

en (3.1), toda matriz A® € A{2} se puede expresar mediante

) M MY,
A® =y U* con MD,M = M, (3.8)
YooM Y21 MYis

donde Y7o, Y21 son matrices arbitrarias de tamanos adecuados.

Utilizando estas representaciones, se tiene que

) MD, 0
APA=V V*, donde MD,M = M. (3.9)
Yoy MD, 0

Para determinar bajo qué condiciones dos proyectores del tipo A(?) A resultan dife-
rentes cuando varfa la matriz A en el conjunto .A{2} se define una relacion de

equivalencia apropiada en el conjunto A{2}.

Sea A € C™*"™. Se define la relacion binaria (; en el conjunto A{2} como sigue. Para

AP A2 ¢ A{2}, se dice que
AP, APz giysolosi AP1A = APz 4,

Asi definida, ¢; es una relacion de equivalencia en A{2}.

Para cada A®)1 € A{2}, existen matrices M, Y1a, Y5 de tamatios adecuados tal que
A1 se puede representar como en (3.8). Esta representacion permite realizar el

siguiente anélisis.

La clase de equivalencia de A1 esta dada por

[A®], = {A®)2 € A{2}: AP24 = AP 4},
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3.4 Inversas 2MP y sus duales

Considerar otra inversa exterior de A,

M MY,
Yy M’ Yy MY,

ARz =y U* con M'D,M' = M.

Utilizando la expresion (3.9) se tiene que

APz ¢ [AP1], iy solo si

M'D, 0 MD, 0
ur=v U*.

Yy,M'D, 0 YorMD, 0

Es decir,
M =M, Y3;M' =Yy M.
Esto es,
2) M MY, , )
[A), =¢V U* e A{2}, MD,M = M,Y/, e Yy, arb.

YoM Yy MY,
(3.10)

Un conjunto completo de representantes para la particion en A{2} inducida por ¢;

esta dado por

M 0
Re =RV U* e C"™™: MD,M = M, Y5, arbitraria
YoM 0

Ahora, se observa que todo elemento de R¢, puede ser escrito como AP AAT, con lo

que se establece la siguiente definicion.

Definicién 3.4.1. Sea A € C™*™. Para cada A® € A{2}, la matriz

A@T = A@) gAT € orxm
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se llama una inversa 2MP de A.

Esto es, las inversas A®T son definidas como los representantes “mas simples” de las

clases de equivalencia de A® por ¢;.

El simbolo A{(2)t} denota el conjunto de todas las inversas 2MP de A, esto es,
A{(2)1) = {AP AAT . AP € A{2}}).

La existencia de las {2}-inversas y de la inversa de Moore-Penrose garantizan que
las inversas 2MP de A existen. Claramente, A" es un elemento de este conjunto y
asi A{(2)1} # 0. En particular, es claro que A{(2)7} = {47!} cuando A € C"*"
es invertible y, ademas, la tnica inversa 2MP de la matriz nula es ella misma. En

general, el conjunto A{(2)1} no es unitario.

El siguiente resultado proporciona una representaciéon canénica de los elementos del

conjunto A{(2)t}.

Lema 3.4.1. Sea A € C™*™ escrita como en (3.1). Si A®) € A{2} estd escrita como

en (3.8), entonces

M 0
Yoy M 0

APt =y U* € C™"™, con MD,M = M, Yy € C*=9%a_ (311)

El siguiente resultado presenta las condiciones bajo las cuales dos matrices A1, A(2)2 ¢
A{2} verifican que A1 A #£ A2 A, Se omite su demostracién por ser andloga a la

realizada para matrices inversas 1MP.

Lema 3.4.2. Sea A € C™*" escrita como en (3.1). Entonces

A2/ G~ A1)
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3.4 Inversas 2MP y sus duales

Si se resuelve (en A(?)2) la ecuacién matricial
AP g = A(2)2A,
su conjunto solucién esta dado por
AP = {A®)2 € Af2} : AP2 = AP AAT L V(T — AAT), Y € C™ arb.}.

Nuevamente, se puede expresar el conjunto solucion de la ecuacion matricial A1 A4 =

A2 A como un conjunto uniparamétrico.

Notar que A®TA = A® A, con lo cual AA®TA = AAP A, De manera anéloga a
lo realizado por Malik y Thome en [48], para A € C™ ™ y cada A® ¢ A{2}, se
considera la expresion C3' = AAPTA = AAP) A la cual denota la parte core de una

inversa 2MP de A. Se obtienen entonces los siguientes resultados.

Teorema 3.4.1. Sea A € C™ ™. Para cada A® € A{2}, la matriz AT es la dnica

solucion del siguiente sistema de ecuaciones matriciales (en X ):
() XAX =X, (ii)XA=APA, (i) O3 X = C AL (3.12)

Demostracion. Es inmediato que AT satisface las ecuaciones (i), (ii) y (iii). Para
probar la unicidad, suponer que existen X;, Xo € C™"*™ que satisfacen las ecuaciones

(i), (ii) y (iii). Entonces,

X; = X1AX, = APAX, = AP AAP AX, = AP X,
= AP L X, = APDAADAX, = AP AKX, = X5 AX,

= Xo.
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

Teorema 3.4.2. Sea A € C™*". Dada A® ¢ A{2}, la matriz A®t ¢ Ccrm

satisface las siguientes propiedades:

(a) AAPT es un proyector oblicuo sobre R(C3') a lo largo de N(AP). Ademds,
R(APT) C R(A®).

(b) AT A es un proyector oblicuo sobre R(AP A) = R(APT) = R(AP)) a lo largo
de N(A® A) = N(C).

Demostracion. (a) Se tiene que

(AA(Q)T)(AA(Q)T) — AA®@) (AATA)A(Q)AAT

= A(APAAP)AAT = AAPD AAT = A4,
Ademas,

RAAPDY) = R((AAP)AAT) = AAPR(AAT)
= AAPR(A) = R(AAP A) = R(CS).

Observar que R(APT) = R(AP) AAT) C R(AP). Por otro lado,
N(AADT) = N(AAPD AAT) = N (AP AAT) = N(APT),
(b) Es claro que A®TA = A A, que es una matriz idempotente. Ahora,
R(ADTA) = R(ADA) = ADR(A) = ADR(AAT) = R(AP AAT) = R(ADT).
Por otro lado, R(APTA) = R(APA) C R(AP)) = R(AP AAP)) C R(AP A). Por

altimo,

N(ADTA) = N(AD A) = N(AAD A) = N(CP).
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Teorema 3.4.3. Sea A € C™ ™, Para cada A® € A{2}, la matriz AP es la tinica

matriz que satisface las siguientes propiedades:
(1) AX = Priepynix): () R(X) S R(A®). (3.13)

Demostracion. Por el Teorema 3.4.2 (a) se tiene que AT satisface las propiedades
(i) y (ii).

Para probar la unicidad, suponer que existen matrices X1, Xo € C"*™ que satisfacen
las condiciones (i) y (ii). Entonces AX; = PR(C2A)N(C2AAT) = AXs,asi A(X;—X5) =0
y por lo tanto R(X; — Xa) C N (A).

Ahora, de R(X;) € R(A®) para i € {1,2} se tiene R(X; — X3) C R(A®?). Entonces
R(X; — X2) CR(AP) NN (A). Como N(A) CN(APDA) y R(AP) = R(AP A) se
obtiene R(X; — Xo) C R(AP A) NN (AP A) = {0}. Por lo tanto X; = Xo. O

El siguiente ejemplo muestra que las inversas 2MP son diferentes de las inversas

exteriores conocidas en la literatura. Sea

110
A= 0 0 0
0 0 1
Entonces,
100
T
Al=13 0 0
0 0 1
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

Si se considera

1 1 -1
X=111 -1 e A{2},
1 1 -1
se obtiene que
1 0 -1
Y=XAAT=|1 0 -1 | € A{2f}.
1 0 -1

Observar que Y # AT = A>T, Ademas, Y # AP (pues AY # AAT).

Notar que, para cada matriz A € C™*" y particularizando A® € A{2}, la matriz
ARt ¢ C"*™ permite recuperar la inversa de Moore-Penrose, la inversa DMP, la

inversa core y la inversa CMP, como se ve reflejado en el siguiente cuadro.

A2 AT
AT AT
AD Adot
A# AP

ATAAP | Aet

Las matrices inversas duales a las inversas 2MP se introducen mediante el analisis del

comportamiento de los proyectores de la forma AA®).

El procedimiento es anédlogo al anterior. Para A € C™*™ se define la relacién binaria

Cq en el conjunto A{2} como sigue. Para A1 A2 ¢ A{2}

AP, AP2 siysolosi AAPT = A4z,
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Se obtiene que

D, M D,MYi, . .
Rey =KV U* : Yip € C**(Mm=9) og arbitraria
0 0

es un conjunto completo de representantes de la particion en .A4{2} inducida por (4.

El hecho de que todo elemento de R, puede ser escrito como At AA®) permite intro-
ducir, de manera analoga a la definicién de estas inversas, un nuevo tipo de inversas

generalizadas, que es la dual de las inversas 2MP.

Definicién 3.4.2. Sea A € C™*™. Para cada A® € A{2}, la matriz
AT — AT 44®@) ¢ gnxm
se llama una inversa MP2 de A.

El conjunto de todas las inversas MP2 de A se denota con el simbolo A{{(2)}, este
conjunto es no vacio pues AT € A{1(2)} y ademas A{(2)} C A{2}. En simbolos,

A{1(2)} = {ATAA® : AD) ¢ A{2}}.
En este caso, el conjunto A{}(2)} puede ser caracterizado como sigue:

A2} ={X e CV™: XAX = X,AX = AA>" X3 = ATC3'}.

También en este caso se puede establecer una férmula uniparamétrica para las nuevas

inversas.

Sea A € C™*". Entonces, Z € A{f(2)} si y solo si existe A € A{2} tal que
7Z = ATAA®) 1 (I — ATA)Y, para una matriz arbitraria Y de tamafio adecuado.
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3.5 Inversas C2MP

En las secciones precedentes de este capitulo se presento un enfoque novedoso para de-
finir las nuevas inversas generalizadas 1MP, MP1, 2MP y MP2. Se introdujeron estas
inversas como los representantes “més simples” de clases de equivalencia determinadas
por relaciones definidas sobre conjuntos particulares de matrices complejas. En cada

caso, el punto de partida fue el estudio del comportamiento de ciertos proyectores.

En esta seccion se analiza el producto de la propia matriz A por un proyector del tipo
A®) A, extendiendo el procedimiento utilizado en las secciones anteriores para definir

nuevas inversas.

Dada A € C™*", considerar la relacion binaria p, definida en el conjunto A{2} de la

siguiente manera:

Para A1 A®)2 ¢ A{2}, se dice que
AP p APz iy solosi AAP1A = AAP):2 4,

Claramente, p es una relacién de equivalencia en el conjunto A{2}.

Ademas,

A2 ¢ [AP1] ) siysolosi AAP1A=AAP24

Por otro lado, para A y A1 representadas, respectivamente, mediante (3.1) y (3.8),

se tiene que el proyector A?)1 A tiene la representacion matricial (3.9).

Luego, para A2 ¢ A{2} representada mediante

M MY,
Y2/1 M ! Y2/1 M /Y1/2

APz =y U*, con M'D,M' = M’,

80



3.5 Inversas C2MP

se tiene que A?)2 € [A1], siy solo si

D, 0 M'D, 0 D, O MD, 0
U Ur=0U U*.
0 0 Y;,M'D, 0 0 0 YoyMD, 0
Es decir,
D,M'D, 0 D,MD, 0
0 0 0 0

Esto es, M’ = M.

De esta manera, se tiene que

M MY,

[A(2)l]p: 4
YoM Y3 MY,

U* € A{2}, MD,M = M,Y/, e YJ, arb.

Considerando los representantes “maés simples” de las clases de equivalencia, se obtiene

el siguiente conjunto completo de representantes para la particion en A{2} inducida

por p:

M 0
R,=<V U* € C™™ : MD,M = M
0 0

Al analizar la representacion de los elementos de R, se observa que, si se consideran los
proyectores ortogonales Py := AA" y Q4 := A'A, esas representaciones matriciales

se obtienen calculando los productos
QaAP P, = ATAAP AAT = ATAAPMP AAT.

Este hecho motiva la consideracion de la siguiente definicion.

Definicién 3.5.1. Sea A € C™*™. Para cada A?) € A{2}, la matriz

ACQ]V[P — ATC;‘AT c cnxm
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es llamada una inversa C2MP de A, donde C3' = AA?MPA = AAP) A,

Observar que las inversas C2MP representan una generalizacion natural para matrices
rectangulares de las inversas CMP definidas por M. Mehdipour y A. Salemi en [53]

para una matriz cuadrada A mediante
AST = ATA; AT, con A; = AAP A.

Ademés, la extension de las inversas CMP que se presenta en esta seccion es diferente
de la introducida por D. Mosi¢ en [62], donde se utilizo6 la inversa W-Drazin ponderada
en lugar de la inversa de Drazin para realizar la extensién. Esto es, la autora utilizé

una matriz de ponderaciéon W para definir la inversa CMP W-ponderada como
ASTW = ATAW APW W AAT,

donde AP'W denota la inversa de Drazin W-ponderada introducida por Cline y Gre-

ville en [21].

En cambio, para realizar la extension, en esta seccién se utilizé una inversa exterior
de una matriz rectangular A en lugar de la inversa de Drazin W-ponderada de A.
Especificamente, para introducir esta nueva clase de inversas generalizadas se utilizo
la parte core de una inversa 2MP de A, es decir, para A®) € A{2} se usé la matriz

AAPMP A = AA®) A = C4.

Observar que al utilizar este enfoque no es necesario tomar una matriz peso auxiliar,
sino que se usa la propia matriz A para realizar la extensiéon. Este hecho representa
una ventaja interesante, puesto que esta extensiéon depende tnicamente de la matriz

A sin la necesidad de trabajar con un par de matrices (A, W).
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Notar que las inversas C2MP no son unicas aunque siempre existen, ya que toda

matriz posee al menos una inversa exterior. Por ejemplo, si se considera A(?) = AT se

obtiene AC2MP — Af,

El simbolo A{C2M P} denota el conjunto de todas las inversas C2MP de la matriz

A, esto es,
A{C2M P} = {ATC{ AT 0 = AAP A, para cada AP e A{2}}.

Notar también que, para matrices cuadradas, si se considera A? = AP entonces
AC2MP _ ACMP

El siguiente ejemplo muestra que la inversa CMP ponderada de una matriz A definida
por Mosi¢ en [62] como A®TW = ATAWAD-WW AAT es, en general, diferente de una
inversa C2MP de A.

Ejemplo 3.5.1. Considerar

1 1
100 ) 01 -1
A=|o0 1|, W= y AP =
0 00 01 -1
0 0
Entonces
1 -1 0
Al = y AP ¢ A{2}.
0 1 0
Por definicion se tiene
11 0 2
APW =10 0|, G'=]0 1 [,
0 0 0 0

83



Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

AC,T,W - W y ACQMP _
Asi, AC2MP £ getW.

Se presentan a continuacién algunas propiedades que verifican las inversas C2MP de

una matriz A y se establecen algunas relaciones con las inversas 2MP y MP2 de A.

Proposicién 3.5.1. Considerar A € C™*" y, fijando A® € A{2}, considerar las
dos matrices C3=AAP A y AC?MP — ATCAAT. Entonces se verifican las siguientes

afirmaciones:

(a) AC2MP — gMP2 A A2MP

(b) AC2MP — At AA2MP gAt,

(c) ACPMP ¢ A{2}.

(d) AACMP A = C3.

(€) AACPMP — CAAT = AA2MP,
(f) ACPMPA = ATCH = AMP2 A,

Demostracion. Para simplificar la notacién en toda la demostracion se denota X :=

AC2MP En efecto,
(a) X = ATCP AT = ATAAP AAT = ATAAR AAPR) AAT = AMP2AA2MP,
(b) X = ATC5t AT = ATAAPMP AAT,
() XAX = ATCHATAATCS AT = ATAAP AATAAP) AAY. Luego,
XAX = ATAAP AAT = ATCSt AT = X,
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(d) AXA=AATCSATA = AATAAP AATA = AAP A = O3

(e) AX = AATCH AT = AATAAP AAT = AAP) AAT. Entonces,
AX = (AAP A)AT = L AT
Por otro lado, AX = A(A®) AAT) = AAZMP,
(f) XA=AtC5'ATA = ATAAPD AATA = ATAAP AL Asi,
XA=ANAAP A) = Al s

Ademas, XA = (ATAA®)A = AMP24,

El siguiente resultado muestra que, dada una inversa exterior de una matriz, la inversa
C2MP asociada a ella se puede expresar como la tnica soluciéon de un apropiado

sistema de ecuaciones matriciales.

Teorema 3.5.1. Sea A € C"™*". Para A® ¢ A{2}, la matriz A°>M? es la vinica

matriz que satisface las ecuaciones del siguiente sisterna matricial:

(i) XAX = X, (i) AX = C4 AT, (iii) XA = ATC3. (3.14)

AC2MP

Demostracion. Por la Proposicién 3.5.1 se tiene que satisface las ecuaciones

en (3.14). Para demostrar la unicidad suponer que X; y X3 son dos soluciones del

sistema de ecuaciones (3.14). Entonces,

X = X1AX, = X,C{ AT = X1 AX, = ATC X, = X AX, = Xo.
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El siguiente ejemplo muestra que, en general, las inversas C2MP de A no son inversas

interiores de A.

Ejemplo 3.5.2. Considerar A como en el Ejemplo 3.5.1. Si tomamos

2 0
1 -1 1
AP = € A{2} se obtiene C3* = | 1 0 |. Por lo tanto,
1 -1 1
0 0
AC2MP _ 1 -10
1 -1 0

Realizando los productos matriciales correspondientes se verifica que

AACPME g £ A

Se presentan ahora otras propiedades de las inversas C2MP. En todos los casos se

consideran los proyectores ortogonales Py := AAT y Q4 := ATA.

Proposicién 3.5.2. Sea A € C™*". Para cada A € A{2} se verifican las siguien-

tes propiedades:

(a) AC?MP ¢ AL1} siy solo si A®) € A{1}.
(b) ACPMP = Q AP Py = Q4 A*MP Py,

(c) AC2MP ¢5 yna {1,2}-inversa de C3'.
(d) CAAC2MP — g AC2MP,

() ACPMPCA — AC2MP 4

(f) PaCs'Qa = C3.
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3.5 Inversas C2MP

Demostracion. (a) Utilizando la definicion de A“2MP y que AT es una inversa in-

terior de A se tiene que

AATAAP AANA = Asiy solosi AAP A = A,

(b) La primera igualdad es inmediata por la definicién de la matriz A“?MP . La

segunda igualdad sigue de la Proposicion 3.5.1 (b).
(c) C4rACPMP A — AAP) AATA(AP AATAAP A) = AARD AAR A = 4.
Por otro lado,

ACPMPCAACIME — ATAAD AATAAP AATAAD AAT = ATAAP AAT
= ATC AT = ACPME,

(d) CAACMP = AAR AATAAD AAT = AAPD AAT = CAAT = AACMP,
(€) ACPMPCA — ATAAR AATAAD A = ATAAD A = ATCH = AC2MP Y,

(f) PaCs'Qa = AATAAP AATA = AAD A = C3.

El siguiente lema establece una forma canénica para toda inversa C2MP de A y para

la matriz C4' involucrada en su definicién.

Lema 3.5.1. Sea A € C™*" escrita como en (3.1) y A?) escrita como en (3.8).

Entonces,

D,MD, 0 M 0
Cé4 - U v* y ACZMP =V U*,
0 0 0 O
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con MD M = M.

Demostracion. La demostracion es inmediata teniendo en cuenta la expresion (3.3)
para A" y realizando los productos matriciales involucrados en las definiciones de C3'

y AC2MP' 0

Teorema 3.5.2. Sea A € C™ ", Fijada A® € A{2}, las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) ACPMP — At
(b) O = A.
(c) A® ¢ A{1}.
(d) A® ¢ A{1,2}.
(e) M = D', para A escrita como en (3.1) y A®) como en (3.8),
(f) ACMP ¢ A{1}.
Demostracion. (a) = (b) Si A®?MP — AT entonces pre y pos multiplicando por A
se tiene que P4C3'Qa = A. Por la Proposicion 3.5.2 (f) se obtiene C3' = A.
(b) = (c) y (c) = (d) se verifican trivialmente.

(d) = (a) Como A € A{1}, se tiene que C5' = A. Entonces,
ACMP — ATOLAT = ATAAT = AT,

(e) < (a) La demostracion es inmediata por el Lema 3.5.1.

(¢) & (f) Se demostro en la Proposiciéon 3.5.2. O
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3.5 Inversas C2MP

Observacién 3.5.1. Si se considera A®?) = Af entonces C3' = A y AC2MP = Af,
En general, la reciproca no se verifica. Para comprobarlo, considerar A como en el

Ejemplo 3.5.1. Tomar

5 1 -1 ¢
A = € A{1,2} conc#0o0d#0.
0 1 d

Luego, C5t = Ay A9?MP = Af pero A®) # Af.

Teorema 3.5.3. Sea A € C"™*" escrita como en (3.1). Para cada A® € A{2}

escrita como en (3.8), se satisfacen las siguientes propiedades:

Mt 0
(a) (AC2MPYT =1 V*, donde M wverifica MD,M = M.
0 O

T 0
(b) (ANHCMP =1y V*, donde T verifica TD;'T =T.
0 0

(c) (ACPMPYE — (ANYC2MP g4 s0lo si MY =T, MD,M = M y TD;'T =T.
(d) AC2MP — A* siy solo si M = D,.
(e) ACPMP —( iy solo si A?) =0 siy solo siif C5* =0.

(f) ACPMP = At i y solo si A € A{1}.
Demostracion. (a) Se verifica trivialmente.
(b) Si A esté escrita como en (3.1) entonces

T Ty
T  ZnTZyo

(AH® =u V*, con T que satisface TD,;'T =T.
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

Utilizando las representaciones matriciales dadas, calculando

(AT)C2MP — AAT(AT)(2) AT A se tiene el resultado que se quiere probar.
(c) Sigue inmediatamente de (a) y (b).

Los apartados (d) y (e) siguen inmediatamente considerando las expresiones

dadas.

(f)
ACME — At iy solo si ATAAP AAT = AT, Es decir,

AATAAP AATA = AATA siy solosi AAPA = A.

3.6 Inversas generalizadas con espacio imagen y nulo

prescritos

Sea A € C™*™ una matriz fija y sea X € C*"*™ una {1, 2}-inversa de A. Se conocen

las siguientes propiedades de los proyectores AX y X A:

o (XA =XAy (4AX)? = AX.

o N(XA)=N(A4)y R(AX) = R(A) (por ser X una {1}-inversa de A).

e N(AX)=N(X)y R(XA) = R(X) (por ser X una {2}-inversa de A).
Ademés, es conocido el siguiente resultado relativo a la existencia y unicidad de
inversas que satisfacen condiciones relativas a su espacio imagen y espacio nulo.

Teorema 3.6.1. [7, Teorema 14] Sean A € C™*" con rg(A) = a, T un subespacio

de C" de dimension t < a y S un subespacio de C™ de dimension m — t. Entonces,
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3.6 Inversas generalizadas con espacio imagen y nulo prescritos

A tiene una {2}-inversa tal que R(X) =T y N(X) =S si y solo si
AT ¢ S =C™,
en cuyo caso X es unica.

Este resultado dio lugar a la siguiente definicion.

Definicién 3.6.1. Sean A € C™*" con rg(A) = a, T un subespacio de C" de di-
mension t < a y S un subespacio de C™ de dimension m — t. Se llama {2}-inversa
generalizada de A con espacio imagen T y espacio nulo S a la inica matriz X € C"*™

(si existe) tal que

XAX = X, R(X) =T, N(X) =S5,

y se denota por Ag,?)s

Si ademéas, X satisface AXA = A, la tnica {1,2}-inversa generalizada de A con

espacio rango T y espacio nulo S se denota por A%’;).

Diversas inversas generalizadas exteriores conocidas son analizadas en la literatura y
. 2 . . .

presentadas como inversas AEF)S, para subespacios Ty S especiales. En particular, se

conoce esta representacion para la inversa de Moore-Penrose, la inversa de grupo y la

inversa de Drazin.

Sea A € C™*™, Notar que los conjuntos A{—t} y A{7—} son subconjuntos de A{1, 2}.
Utilizando las propiedades enunciadas al comienzo de la seccion, para cada A~ € A{1}

se tiene:

o R(A™1) = R(A~TA) = R(A~AATA) = R(A~A) = A-R(A).

o V(A1) = N(AA~T) = N(AA~AAT) = N(AAT) = N(AT) = N(A%).
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

o R(AT™) = R(ATA) = R(AT) = R(4).
o V(A7) = N(AAT") = N(AATAA™) = N(AA™).

Por otro lado, dada A®) € A{2}, se tiene que las inversas generalizadas 2MP y MP2

son inversas exteriores de A. Por lo tanto:

o R(ADT) = R(AP AAT) = R(AP AATA) = R(APA) = AQIR(A) .
o N(ADT) = V(AP AAT).
o R(AT?) = R(ATAAR)) = ATAR(A®).
o N(AT?) = N(ATAAP)) = N(AATAA®P)) = N(AADP),
Si se considera una matriz AP inversa G-Drazin de A, se tiene que las inversas

generalizadas GDMP y MPGD definidas a partir de ella son inversas exteriores de A.

Entonces:
° R(AGDMP) = R(AGDAAT) = R(AGDAATA) = R(AGDA) = AGDR(A).
. J\/(AGDMP) :N(AGDAAT) :N(AAGDAAT) :N(AAT) = N(A*).
. R(AMPGD) = R(ATAAGD) = R(ATAAGDA) = R(ATA) =R(A*).

o N(AMPGD) = N(ATAACP) = N(AATAAGP) = N(AACD),

Como las inversas C2MP también son inversas exteriores, dada A?) € A{2} y utili-

zando los apartados (e) y (f) de la Proposicion 3.5.1 se tiene que:

° N(ACZMP) — N(AACZMP) — N(AAZMP)_

° R(ACQJVIP) — R(ACQMPA) — R(AMP2A).
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3.6 Inversas generalizadas con espacio imagen y nulo prescritos

Observar que, denotando X cada una de las inversas exteriores consideradas, si se

toma T = R(X)y S =N(X) se tiene
AT © S = AR(X) ® N(X) = R(AX) & N(AX) = C™.

De esta manera, las inversas generalizadas presentadas en los Capitulos 2 y 3 permiten
ampliar la informacién de los casos particulares de la inversa A(T)S de una matriz A.

Esta informacion se resume en el siguiente cuadro.

A?é {1}- inversa T S
Af si R(A*) N(A¥)
AP no R(AF) N(AF)
A# si R(A) N(A)
AT si A"R(A) N(A%)
At si R(A*) N(AA™)
AGDME si ASDPR(A) N (A¥)
AMPGD s R(A%) N(AAMPGD)
A no AOR(A) | AN(A® 4T
AT no ATAR(A®) | N(AA®?)
AC2MP o R(AMP24) | N(AA2MP)

Observacion 3.6.1. Como se mencion6 anteriormente, las inversas 2MP y sus dua-
les, las MP2, recuperan como casos particulares otras inversas generalizadas presentes
en la literatura. En dos trabajos recientes, se definieron inversas generalizadas que
constituyen casos particulares de inversas definidas en este capitulo. La inversa core
débil fue definida para matrices cuadradas por D. Ferreyra, F. Levis, A. Priori y N.
Thome en [32] como AQT = A® AAT| donde AD es la inversa de grupo débil [15].
Como A® es una inversa exterior, se tiene que A©Q:t es una 2MP inversa. Analoga-
mente, las inversas OMP, MPO y MPOMP, introducidas para matrices rectangulares

por D. Mosi¢ y P. Stanimirovi¢ en [64], respectivamente, como A% )éT = Ag,?? )SAAT,
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Capitulo 3. Inversas generalizadas definidas a partir de proyectores

A%(;) = ATAA;% y A;’(?’T = ATAAg)SAAT, son recuperadas, respectivamente, por
las inversas 2MP, MP2 y C2MP considerando, si existe, A?) = Ag,?)s

s
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Capitulo 4

Relaciones de orden para

matrices rectangulares

4.1 Introduccién

En [1], J.K. Baksalary y J. Hauke introdujeron una nueva relacion de orden sobre

conjuntos de matrices complejas, definida de la siguiente manera:

Definicion 4.1.1. Sean A, B € C™*"™. Se dice que A < B cuando A <° By
AB*A = AA*A.

Notar que, por definicién, A < B si y solo si se verifican las condiciones

R(A) € R(B), R(A*) C R(B*) y AB*A= AA*A.
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

Podria pensarse que lo que motivo a estos autores a definir este nuevo orden es analizar
qué sucede si se debilitan las condiciones que definen el orden estrella. Se observa que
si, en las expresiones A*A = A*B y AA* = BA* que definen al orden estrella, se
posmultiplica por A* en la primera o premultiplica por A* en la segunda y luego se
aplica la operaciéon * aparece la igualdad involucrada en la definiciéon del nuevo orden,
a la cual se le debe agregar la condicién A <* B para que se verifique la transitividad

y resulte asi una relaciéon de orden.

Este orden es retomado por L. Lebtahi, P. Patricio y N. Thome en [45]. En este trabajo
los autores extienden el orden definido por J. Baksalary y J. Hauke al contexto de los
elementos de un anillo, lo nombran orden diamante y lo denotan por <°. También
presentan algunas caracterizaciones del orden diamante y analizan su relacién con

otros o6rdenes conocidos en la literatura en el contexto de anillos.

En el mismo contexto, J. Marovt, D. Raki¢ y D. Djordjevié definen en [51] el orden
estrella para elementos de anillos particulares. Utilizan representaciones matriciales
de los elementos para: encontrar propiedades de este orden, caracterizar el orden
menos y hallar condiciones bajo las cuales el orden menos implica el orden estrella.
También en este trabajo, los autores introducen otra definiciéon del orden diamante

que resulta equivalente a la introducida en [45] para anillos regulares con unidad.

De aqui en adelante, la relacién de orden entre matrices complejas de la Definicion

4.1.1 se denomina orden diamante y se denota por <°.

Se sabe que el orden estrella implica el orden menos y el orden diamante, es decir,

A<*B=A< B y A<*"B=A<L°B.

La pregunta natural es: ;bajo qué condiciones valen las implicaciones reciprocas? En
[36], R. Hartwig y G. Styan establecieron condiciones extras que deben agregarse a

la relacion de sustractividad del rango (orden parcial menos) para que se verifique el
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4.1 Introduccion

orden estrella. Concretamente, los autores probaron que, dadas A, B € C™*™ con
rg(B) > rg(4) > 1, A <~ B = A <* B si se satisface alguna de las siguientes

condiciones:

(1) A*B y BA* son ambas hermiticas.

(2) A'B y BAT son ambas hermiticas.

(3) AB' y BT A son ambas hermiticas.

(4) Bt — AT = (B - A)T.

(5) BT — AT es una {1, 3}-inversa generalizada de B — A.
(6) BT — AT es una {1,4}-inversa generalizada de B — A.
(7) BA'B = A.

(8) BA'B = AX A para alguna matriz X € C"*™,

(9) BIAB' = AT,

(10) B'AXABT = AT para alguna matriz X € C"*"™.

En [1] se establecié que las expresiones A < By AT <~ BT son equivalentes. Como
consecuencia, los autores observaron que las 10 condiciones anteriores pueden ser
utilizadas para analizar cémo completar la condicién sobre el orden diamante para

que implique el orden estrella.

En sintesis, en [36] y [1] se probaron las equivalencias del siguiente resultado.

Teorema 4.1.1. Sean A, B € C™*™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A <* B.

(b) A <= B y se cumple alguna de las condiciones (1)-(10).
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

(c) A <° By se cumple alguna de las condiciones (1)-(10).

También, en [45], se probaron algunos resultados relativos al orden diamante, para
elementos de un anillo. L. Lebtahi, P. Patricio y N. Thome demostraron algunas ca-
racterizaciones del orden diamante y ademés describieron los sucesores y predecesores

de un elemento bajo este orden.

El objetivo de este capitulo es ampliar estos resultados. Se retoman estas relaciones
de orden en el contexto de matrices complejas. Se demuestran nuevas propiedades
del orden diamante y de la inversa de Moore-Penrose de matrices relacionas bajo este
orden. Ademas, se encuentran nuevas caracterizaciones del orden diamante, utilizando
diferentes aproximaciones. Por otro lado, a partir de una descomposicién en valores
singulares de una matriz, se describen sus predecesores y se diagrama un algoritmo

para hallarlos.

En el Capitulo 3 se definieron las matrices inversas generalizadas 1MP y sus duales.
Estas matrices permiten definir nuevas relaciones de orden en conjuntos de matrices
complejas rectangulares. Se definen y analizan en este capitulo tales relaciones de
orden. Ademas, las inversas IMP y sus duales permiten dar una nueva caracterizacion
del orden diamante. De este modo se amplia el enfoque conocido hasta el momento
sobre este orden y se lo pone en un contexto més general, caracterizandolo en términos

de igualdades que involucran inversas interiores y la inversa de Moore-Penrose.

En la proxima seccion se obtienen propiedades del orden diamante y luego, en la Sec-
ciéon 4.3, se describen, a partir de descomposiciones propias del conjunto de matrices
complejas, los predecesores de una matriz arbitraria bajo este orden. La Seccién 4.4
presenta dos nuevas relaciones de orden, utilizando las matrices inversas generalizadas
1MP y sus duales. Para finalizar el capitulo, en la Seccion 4.5 se utilizan estas nuevas

inversas generalizadas para dar una caracterizaciéon del orden diamante.
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4.2 Propiedades del orden diamante

4.2 Propiedades del orden diamante

Se encuentran en la literatura diferentes propiedades y caracterizaciones del orden

diamante.

En lo que resta de la seccién, el simbolo .Af{1} denota el conjunto de todas las matrices

{1}-inversas de Af.
En [1, Teorema 2| se demostro, para A, B € C™*™, que
A <° Bsiysolosi AT <= BT, (4.1)
La equivalencia anterior permite asegurar, utilizando el Lema 1.2.4, que
A <° B siysolosi BI(B")~AT = AT(BT) ™ BT = AT(BT)~ AT = AT, (4.2)
para toda (BT)~ € Bf{1}.
Ademas, la misma equivalencia permite afirmar que
A <°® Bsiysolosi B{1} C AT{1}. (4.3)

Recientemente, como un primer avance, O.M. Baksalary y G. Trenkler demostraron
en [5] que, si dos matrices cuadradas verifican que sus respectivas inversas de Moore-
Penrose son ambas idempotentes y ademas estas inversas se relacionan bajo el orden
menos, se puede encontrar una representacion matricial de una de ellas a partir de la
descomposicion de Hartwig-Spindelbock de la otra matriz involucrada. Es importante
remarcar que este hecho s6lo ha sido tratado para la clase particular de matrices

idempotentes, sin hacer mencién alguna al caso general. Se pueden reformular estos
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

resultados [5, Lema 3, Lema 4] en términos del orden diamante. Teniendo en cuenta

(4.1), se establece el siguiente resultado.

Lema 4.2.1. Sean A,B € C™ " tal que AT y BT son ambas idempotentes, con A

escrita como en (1.9). Se verifican las siguientes afirmaciones:

(a) Si B <° A, entonces

E 0
BT =U U,
G 0

donde E es idempotente, GE =G y G = L*X7'E.
(b) Si A <° B, entonces
I, O

Bt=U U,
G H

donde H es idempotente, HG =0 y G+ HL*Y ! = L*%~1,

En lo que resta de la seccién, se presentan y demuestran nuevas propiedades del
orden diamante. Algunas de ellas se utilizan en las proximas secciones para obtener

resultados derivados.

Desde aqui y hasta el final del capitulo, dadas A, B € C™*™ se denota rg(4) = a,
rg(B) = by se supone b > a > 1, excluyendo los casos A =0y A = B, que son dos

situaciones que se demuestran de forma inmediata en todos los resultados.

Lema 4.2.2. Sean A, B € C™*". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A <° B.
(b) A* <° B*.

(c) UAV* <° UBV™*, para todo par de matrices unitarias U y V de tamanos

adecuados.
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Demostracion. (a) = (b) Suponer A <° B. Entonces, A <* By AB*A = AA*A.
Por definicion del preorden espacio, se tiene que R(A) C R(B) y R(A*) C R(B*).
Teniendo en cuenta que (A*)* = Ay (B*)* = B se tiene que A* <°* B*. Ademas,
(AB*A)* = (AA*A)*. Asi, A*(B*)*A* = A*(A*)*A*. Luego, A* <° B*.

(b) = (a) La demostracion es analoga a la de (a) = (b).

(a) = (c) Suponer A <° B. Luego, R(A) C R(B), R(A*) C R(B*) y AB*A =
AA*A.

N

Sean U y V* matrices unitarias de tamanos adecuados. Entonces, R(AV*) = R(A)
R(B) = R(BV*). Ahora, si y € R(UAV™), entonces existe z € C™ tal que y
UAV*z. Luego, U*y = AV*z € R(AV™*) y por lo tanto U*y € R(BV™*). Asi, U*y =
BV*z/ para algin o’ € C", es decir, y = UBV*z’, con 2’ € C". Luego, R(UAV*) C
R(UBV™*). Anélogamente, se prueba que R((UAV*)*) C R((UBV*)*).

Ademas, si en la expresion AB*A = AA*A se multiplica a izquierda y derecha por
U y V* respectivamente, teniendo en cuenta que V*V = U*U = I, se obtiene la
igualdad

UAV*(V*)*B*U* ) UAV* = UAV*((V*)*A*U* ) UAV™.

Es decir,

(UAVY(UBV*)*(UAV*) = (UAV*)(UAV*)*(UAV™).
Se tiene entonces que UAV* <°® UBV™*.

(c) = (a) La demostracion es analoga a la de (a) = (c). O

En el Lema 4.2.2 (b) no se puede cambiar * por {. En consecuencia, las expresiones

A <° By At <° B' no son equivalentes.
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Para verificarlo, basta considerar las matrices

0 1 11
A= y B =
0 0 0 1
Se tiene entonces,
0 0 1 -1
Al = y Bf =
10 0 1

Se verifica que A <° B pues 1g(Bf — AT) = 1 = rg(BT) —1g(A") y ast AT <~ BT.
Sin embargo, AT £° BT pues rg(B — A) # rg(B) — rg(A). La implicacién reciproca
tampoco es valida. Para comprobarlo basta considerar las matrices C = At y D = Bt

anteriores. Entonces, Ct <® D' y, sin embargo, C £° D.

Teniendo en cuenta la caracterizacién del orden menos presentada en el Corolario
1.2.1 se puede obtener una caracterizacion del orden diamante. Se obtiene el siguiente

resultado.

Teorema 4.2.1. Sean A, B € C™*™. FEntonces, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(a) A <° B.

(b) Ezisten matrices unitarias U € C™*™ y V € C"*", una matriz diagonal de-
finida positiva A, y matrices no singulares Z € CO—®*(=a) o ' ¢ Cb*b tqles

que

A =Udiag(Ag,0p—q,0)V*, B = Udiag(I",0)V*
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Aa Ll
Lo z-1 —|—L2A;1L1

F =
con Ly y Ly matrices arbitrarias de tamanos adecuados.

Demostracion. (a) = (b) Suponer A <° B. Entonces, AT <~ Bf. Se sabe ademais
que el rango de una matriz es el mismo que el de su inversa de Moore-Penrose.
Entonces, por el Corolario 1.2.1, existen matrices unitarias U € C™*™ y V € C"*",
una matriz diagonal definida positiva ¥, y matrices no singulares Z € C(b—a)x(b=a)

y M € C**? tales que

A" = Vdiag(Z,,0p—q,0)U*, B = Vdiag(M,0)U*

Yo+ Sal1Z00Y —SoliZ
—Z L%, A

donde Ly y Ly son matrices arbitrarias de tamanos adecuados.

Como M y Z son no singulares, es conocido que el complemento de Schur de Z en M

es no singular,

M)Z =Sq+ S0l1 ZLy%0 — (—SaL1)ZZ 7 Z(—Ly%,)
= Yo+ Sul1 ZLsS0 — SaL1ZLs%,

:Ea

(M/Z)™* (M)Z) ' Sul1 227}

Mt =
Z 2005 (M)Z)™" Z7 4 27 Z L% (M)Z) ' Seln 2712
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Luego,

et E;l 14
Lo z-1 + LoX, Ly

Por lo tanto, tomando I' = M~ y A, = X!, se obtienen las matrices

-1
a

A= (AN = Udiag(Aqg,0p_a,0)V*, B = (BN = Udiag(T",0)V*

A, Iy
Lo z-1 —|—L2A;1L1

I =

para matrices arbitrarias L; y Lo de tamanos adecuados.

(b) = (a) De (b) se tiene que

Al = Vdiag(A; 1, 0,_q,0)U*, B = Vdiag(I'™*,0)U*

A, Ly
Lo z-1 —f—LgA;lLl

T =

Se debe probar que AT <= Bf. Por el Lema 1.2.4, basta probar que

BT (BY) AT = A" (B") B' = A" (B")" A" = A' para toda (B")~ € B'{1}.

Del Lema 1.2.2 es claro que toda {1}-inversa de BT tiene la forma

- I R
(BY) =U v,
S T

para matrices arbitrarias R, .S, T.
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4.2 Propiedades del orden diamante

Ahora se comprueba que se verifican las igualdades en (4.4), que caracterizan el orden

menos. En efecto,

AZY 0
_ r-t o R 0
BI(BT) AT =V UrU VvV 0 Opq U
0 0 S
0 0
AP0
I, T7'R ol .
:V O Ob—a U
0 0
0 0

= Vdiag(A,; ', 0)U*
= Al

Ademas,

At 0 0 I R r-!
- 1o
AY(B") Bt =v 0 Opq Uru 8% U
S T 0 0
0 0
AZY 0
¢ 0 I, 0 .
:V 0 Obfa U
STt o
0 0

= Vdiag(A,; 1, 0)U*
= Al
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

Por otro lado,

A0 0 -
AT(BT) AT =v 0 Oy U*U VAl
S T
0 0
A0 A0 A0
T R 0
=V 0 Op—a 0 Op—a 0 Op—a Ur
0 0 0 0
At 0 AP0
r 0
=V 0 Ob—a 0 Ob—a Ur
0 0
Se observa que
L N (e A L
0 Opq 0 Opq Ly Z7'4 LoAJ Ly
1, A(:lLl
0 0
Luego,
AV 0 r A0 I, AJ'L4 A0
0 Op_q 0 Op—q 0 0 0 Op—q
A0
0 Obfa
Asi, At (BT)_ Af = AT, Luego, AT <= BT y por lo tanto A <° B. O

Observaciéon 4.2.1. Si en las hipotesis del Teorema 4.2.1 se permite que rg(A) =

a =b=rg(B), la verificacion de la equivalencia es inmediata.
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4.2 Propiedades del orden diamante

En efecto, si rg(A") = a = b = rg(B") entonces, por [58, Corolario 3.3.6], se tiene que
At <= Bt siysolosi AT = BT. Por (4.1) se obtiene el resultado requerido.

Es posible dar una representacién matricial de la inversa de Moore-Penrose de una
matriz B, si ésta es un sucesor de A bajo el orden diamante. Esto se expresa en el

siguiente resultado.

Observacion 4.2.2. Si A y B estan representadas por las descomposiciones enun-
ciadas en el Teorema 4.2.1 (b) entonces la inversa de Moore-Penrose de B tiene la

forma

AV AL Z0aAY AN Z 0
Bl =V —ZLoA;! Z 0o | U™
0 0 0

En el préoximo resultado se proporciona otra caracterizacion del orden diamante. Esta
vez, en términos de una parametrizacién de la inversa de Moore-Penrose de la matriz

que precede.

Teorema 4.2.2. Sean A, B € C™*". La siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A <° B.

(b) At = ATBAT + ATW AT — ATBBTWBTBAY, W € C™*" arbitraria.

Demostracion. (a) = (b) Suponer A <° B. Por (4.3), B{1} € A'{1}.

Sea T € B'{1}. Como B también es una {1}-inversa de B, por el Teorema 1.2.2, la

matriz T se puede representar mediante la expresion

T = B+ W — BB'WB'B, para alguna matriz W € C™*",
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

Ademas, como T € A'{1} se tiene que AT AT = Af. Reemplazando en esta igualdad

la expresion de T' se obtiene,
A = AY(B+W — BB'TWB'B)A! = A'BAT + Atw A" — ATBB'WBTBAT,

donde W e C™*™,
De la arbitrariedad de T se obtiene (b).

(b) = (a) Suponer AT = ATBAT + AW A" — A'BBTWBTBAT, con W ¢ Cm™*»

arbitraria.

Sea G € Bf{1}. Nuevamente, como B € BT{1}, por el Teorema 1.2.2 se tiene

G = B+ Z — BB'ZB'B, para alguna Z € C™*",

Asi,
ATGA" = A"(B+Z — BB'ZB'B) AT
= A'BA" + ATZA" — A'BB'ZBTBA!
= Al
En consecuencia, G € Af{1} y asi, por (4.3), A <° B. O

Si la matriz A precede a la matriz B bajo el orden diamante, el Teorema 4.2.2 permite
obtener diversas representaciones y propiedades de la inversa de Moore-Penrose de la
matriz A, a partir de particularizaciones adecuadas de la matriz W involucrada en el

teorema. Se tiene entonces el siguiente resultado.

Lema 4.2.3. Si A <° B entonces se verifican las siguientes igualdades:

(a) AT = ATBAT.
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4.2 Propiedades del orden diamante

(b) AT = AY(ABTB)A'. Asi, A'A = ATAB'BAYA (es decir, B'B es una {1}-
inversa de AYA). Ademds, AA" = ABTBAT.

(c) A" = AT(BBTABTB)A".
(d) (A")* = (A")*BIBA*BBT(AT)*.
(e) At = ANBBYA)A!. Asi, AAT = AATBBYAAY (es decir, BB es una {1}-

inversa de AAY). Ademds, A'A = A'BBTA.

Demostracion. Todas las propiedades se demuestran al considerar una matriz W par-

ticular en la caracterizacion del orden diamante dada en el Teorema 4.2.2 (b).

(a) Se verifica inmediatamente la igualdad al considerar W = 0.

(b) Considerar la matriz W = BATA. Por el apartado (a),

Al = ATBAY + ATBATAAT — A'BBTBAYABTBA?
= At + At — AtBAtAB'BAt
= AT 4+ At — ATAB'BA?.

Por lo tanto, A = ATABYBA".

(c) Considerar W = A. Por (a),

Al = ATBAY + ATAAY — ATBBTABTBAt

= At + A' — A'BBTAB'BA.

Luego,
AT = AY(BBTAB'B)AT.
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

(d) Teniendo en cuenta que BB’ y BfB son matrices hermiticas, este resultado es

inmediato aplicando * en la igualdad obtenida en (c).
(e) Considerar W = AA'B. Por (a),
At = ATBAT + ATAATBA" — ATBB'AATBB'BAT
= Al + A" — ATBBTAATBAT.

Asi, AY = ATBBTAA' y por lo tanto ATA = ATBBTA.

Notar que las propiedades en el Lema 4.2.3 también se pueden obtener a partir de

(4.2), tomando como {1}-inversa de BT la matriz B.

Es posible obtener una caracterizacion del orden diamante en términos de igualdades
que involucran la inversa de Moore-Penrose de alguna de las matrices involucradas.
Se obtiene el siguiente resultado, el cual es interesante en el sentido que los paquetes
informéticos clasicos tienen incorporadas funciones que permiten calcular la inversa

de Moore-Penrose de una matriz.

Teorema 4.2.3. Sean A, B € C"™*™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A <° B.
(b) At = ATBAt y A = BB'A = AB'B.

(c) At = ATBAt = ATBBt = BfBAt.

Demostracion. (a)=-(b) Suponer A <° B. Como R(A) C R(B), existe una matriz

X de tamano adecuado que verifica A = BX. Sien ambos miembros de esta igualdad

110



4.2 Propiedades del orden diamante

se premultiplica por BBT se tiene
BB'A = BB'BX = BX = A.

Por lo tanto, A = BB'A. Como R(A*) C R(B*), existe una matriz Y de tamafio
adecuado tal que A = Y B. Si en ambos miembros de esta igualdad se multiplica a

derecha por B'B se obtiene
AB'B = YBB'B =YB = A.
Luego, A = AB'B.

La igualdad A" = ATBA' se probé en el Lema 4.2.3 (a).

(b)=(c) De A = AB'B se tiene
A*A(B'B)(B'B)* = A*ABTB = A* A,
que es una matriz hermitica. Luego, por (1.1),
(A(B'B))t = (BTB) AT,
De A = BB' A se obtiene, en forma analoga,
(BBHA)' = AT(BB")T.
Por lo tanto, se tienen las igualdades

AT = ((BBHA)' = AY(BB")' = ATBBT
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

AT = (A(B'B))' = (BTB)T AT = BTBAT.

(c)=(b) De AT = ATBBT se tiene
(Y AT(BBY)(BB')* = (A1) A'(BB') = (4l) AT,
que es una matriz hermitica. Luego, por (1.1),
(AT(BB")' = (BB")A = BB'A.
De AT = BfBA' se obtiene, analogamente,

(B"B)A")' = AB'B.

A= (AN = (A"(BB"))' = BBTA

A= (AN = ((B'B)A" = AB'B.

(b)=(a) De A= B(BTA) y A= (AB'")B se obtiene, respectivamente,
R(A) € R(B) y R(A") € R(BY).

De At = ATBAT, por el Lema 1.2.1, se obtiene

AB*A = ((AB*A)*)* = (A*BA*)*
= (A*A(ATBAT)AA*)* = (A" AATAA*)*
= (A*AA*)* = AA*A.
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4.3 Predecesores de una matriz arbitraria bajo el orden diamante

4.3 Predecesores de una matriz arbitraria bajo el orden

diamante

En la seccién anterior se caracterizaron los sucesores de una matriz A € C™*"™ bajo el
orden diamante. En esta seccién, a partir de una descomposicién en valores singulares
de una matriz compleja de tamafio m x n, se caracterizan sus predecesores. Ademas,

se proporciona un algoritmo para hallarlos.

Teorema 4.3.1. Sea B € C™*"™ escrita en una descomposicion en valores singulares

mediante

donde U € C™*™ y V € C™*"™ son matrices unitarias y Dy es una matriz diagonal

definida positiva. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A <° B.
(b) La matriz A puede representarse mediante
T 0
A=U v,
donde T tiene el mismo tamano que Dy y T <° Dj.

Demostracion. (a) = (b) Considerar para A una descomposicion del tipo

T E
A=U Vv,
F G
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

donde la particion ha sido realizada de acuerdo al tamano de los bloques de B. Como

A <° B, por el Lema 4.2.2(c), se tiene que

T E Dy 0O
<

<&

F Gl \ o0 o

Ademas, como R(A) C R(B), existe una matriz X de tamafio adecuado tal que

A = BX. Entonces,

T E Dy 0
Vi=U

U * = V*X
F G 0 0
Es decir,
T E D, 0
= V*XV.
F G 0 O
. . Ri Ry
Tomar para V* XV una particién del tipo V*XV = , donde los bloques
Rs Ry

son del tamano adecuado para realizar el producto considerado. Entonces,

T FE Dy 0 Ri Rs DyR1 DyR>
F G 0 O Rs Ry 0 0

Luego, F = 0y G = 0.

Analogamente, de R(A*) C R(B*), se obtiene E = 0. Asi,

T 0 Dy, 0

<<>

oo/ Lo o

Por la Definicion 4.1.1 se tiene directamente que T° <°® Dj,.
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4.3 Predecesores de una matriz arbitraria bajo el orden diamante

(b) = (a) Como T' <° Dy, es inmediato verificar que

T 0 <o D, 0
0 0 0 0
Por el Lema 4.2.2(c) se tiene que A <°® B. O

Observacion 4.3.1. Con las notaciones del Teorema 4.3.1 se tiene que si T' <° D,
y T es no singular, entonces T' = Dy,

En efecto, como 1" <° Dy, entonces T7T*T = TD;T. Premultiplicando y posmulti-
plicando por T~ se tiene que T* = D}y asiT = Dy,

Observacion 4.3.2. Con las notaciones y supuestos del Teorema 4.3.1 se tiene que
Tt = XD, !, con X € C**? una matriz idempotente.

En efecto, basta considerar para DZ = Dy ! la factorizacion de rango completo
(Ib,Db_l). Como T <° Dy es equivalente a TT <~ DZ, por el Teorema 1.2.5 se

obtiene directamente lo requerido.

Corolario 4.3.1. Sea B € C™*"™ conrg(B) =b > 0, escrita en una descomposicion

en valores singulares mediante

donde U € C™*™ y V € C"*™ son matrices unitarias y Dy es una matriz diagonal

definida positiva. Entonces,

(XDyHt o

{Aecmr:Aa< B ={U
0 0

VFX?2=X,X e C?

Demostracion. Se verifica inmediatamente por el Teorema 4.3.1 y la Observacion

4.3.2. O
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Se presenta a continuacion un algoritmo que permite, teniendo como entrada una ma-

i . . . _
triz no nula B € C™*"  encontrar un predecesor de la misma bajo el orden diamante

ALGORITMO

Entrada: B € C™*"™ no nula.

Salida: A € C™*" tal que A <° B.

Paso 1. Calcular b = rg(B).

Paso 2. Hallar una descomposicién en valores singulares de B. Se obtienen ma-
trices unitarias U, V y una matriz diagonal definida positiva Dy, tal que B =

Udiag(Dy, 0)V*.
Paso 3. Encontrar X € C’*®, matriz idempotente arbitraria.
Paso 4. Computar T = (XD; ")f.

T 0
Paso 5. Calcular A=U V.

0 0
En el siguiente ejemplo se muestra la aplicacion de este algoritmo.

Ejemplo 4.3.1. Considerar la matriz

—-12 038
B=| —-16 -06
0 0

Aplicando los Pasos 1 y 2 del Algoritmo, se obtiene b = 2 y las matrices

0.8 06 0
. 0 1
U=| -06 08 0 |, V*=
10
0 0 1
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4.4 Ordenes parciales asociados a las matrices inversas 1MP y sus duales

a b 1 1++v1—4b
X = conbcgaazic.
c l1l—a 4 2
Por ejemplo, al considerar b= —3,¢c = g y eligiendo a = %3 se tienen, aplicando los
Pasos 3 y 4, las matrices
3 -3 —0.1967 0.1639
X = y T =
% g —0.1967 0.1639

El Paso 5 permite encontrar la matriz

—0.2295 —0.2754
A= -0.0328 —0.0393
0 0

4.4 Ordenes parciales asociados a las matrices inversas 1MP

y sus duales

Una aplicacion importante de la teoria de inversas generalizadas, es definir relaciones
de orden. En esta seccién se define y analiza un orden parcial que involucra en
su definicion las matrices inversas generalizadas 1IMP introducidas en el Capitulo 3.
Luego, y de manera analoga, se introduce una relacién binaria definida a partir de las
matrices inversas MP1, también presentadas en el Capitulo 3. Esta relacion también

es un orden en el conjunto de matrices complejas de tamano m x n.
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

Definicion 4.4.1. Sean A, B € C™*™. Se dice que A precede a B bajo la relacion
binaria <1, y se denota A <=1 B, si existe A=T € A{—1} tal que

ATTA=A"TB y AAT=BAT.

Para una matriz fija A € C™*", el siguiente resultado permite obtener todas las
matrices B € C™*" tales que A <~ By, en ese caso, encontrar la forma general de

BT,

Recordar que, si A se representa mediante una descomposicién en valores singulares

como en (3.1), por (3.4) se tiene que toda inversa 1MP puede ser expresada mediante

Dt 0
AT=Vv U*, (4.5)
A21 0

para alguna matriz Ay € C("—a)xa,

Teorema 4.4.1. Sea A € C™*", representada mediante una descomposicion en va-

lores singulares como en (3.1). Se verifican las siguientes afirmaciones:

(a) Para B € C™*", las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A< T B.

(ii) La matriz B puede representarse mediante

D, 0
B=U v, (4.6)
—By4AxaD, By

donde Ay € C(n—a)xa ¢ B, ¢ Clm—a)x(n—a),

(b) Sea B € C™*" tal que A <~' B. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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4.4 Ordenes parciales asociados a las matrices inversas 1MP y sus duales

(i) X e B{—1}.

(ii) Fzisten matrices X3 y X4 de tamatios adecuados tales que

D7t o0
X=V U*, (4.7)
X Xy

donde ByX3 = ByAs1 y X4 € By{—7}.

Demostracion. Sea A escrita mediante una descomposicion en valores singulares como

en (3.1).

(a) (i) = (ii) Suponer que existe B € C™*" tal que A <1 B. Entonces, existe
AT € A{—1} tal que

ATA=A"TB y AAT=BAT.
Por (4.5), se tiene que

Dt 0
A21 0

AT=V U,

con Ay € C("~9)*e_ Considerar para B la siguiente particion:

B1 Bs
B=U v,
Bs By

donde los bloques son de tamafio adecuado de acuerdo a la particion de A. Entonces,

a

_ D;lBl D;lBQ
V' y ATTB=V
As1D, 0 A1B1 AxnB;

ATtA=V v
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

De A=A = A~1B, se tiene B; = D, y By = 0. Por otro lado,

I, 0 I, 0
AA T =U U* y BAT=U V.
0 0 B3D;!' + ByAy 0
De AA~t = BA~1, se obtiene By = —B, A9 D,. Luego,
D, 0
B=U V.
—B4A» D, B,

(ii) = (i) Suponer que existen matrices Ay, € C("~9)*e y B, € Cm=)x(n=a) taleg

que B es escrita como en (4.6). Sea

DY 0
AT = U*.
A21 0
Por (4.5), A=T € A{—1}. Ademas,
. DY 0 D, 0
ATTB=V Uu*u v
A21 0 —B4A21Da B4
1, 0
=V v
AQlDa 0
=ATA.
Analogamente, se obtiene
BA™T = AA™T.

Por lo tanto, A <t B.
(b) Sea B € C™*™ tal que A <~ T B.

(i) = (ii) Por el apartado (a), se tiene que B puede ser representada mediante (4.6).
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4.4 Ordenes parciales asociados a las matrices inversas 1MP y sus duales

Sea X € B{—1} = B{1,2,3} (por el Teorema 3.2.1) particionada como

X1 Xo
X=V U*,
X5 X,

donde los bloques tienen tamafios adecuados de acuerdo a la particién de A~T. Asi,

D,X1Dy — Dy X2B4A2 D, D,X>B,
BXB=U ad
Bu[(X3 — Ay DuX1) — IBsAn D, BullB,

donde II := X4 — AQlDaXQ.
De BX B = B se obtienen las siguientes igualdades:

D,(X1 — X2B4A91)Dg = Dy, DgX3By =0, Ba(Xy—AnD,Xo)Bs=DBy y

By[(X35 — A1 Dy X1) — (X4 — A21 Dy X2) By A |D, = —By Ao D,,.

Por D,X>B; = 0, se tiene XoB4 =0. Reemplazando esta expresion en la igualdad
Do (X1 — X2B4A21)D, = D,, se obtiene X; =D_!. Andlogamente, reemplazando en
B4(X4 — AngaXQ)B4 = B4, se tiene B4 = B4X4B4.

Sustituyendo las expresiones anteriores en la igualdad

By[(X3 — A1 D X1) — (X4 — A21 Dy X2)ByAs1]Dy = —B4 A D,
se tiene B4(X3 — A21 — X4B4A21) = —B4A21. Luego, B4X3 = B4A21.
Por otro lado,

Ia DaX2
BX =U U*
0 —B4jAxnDyXs+ By Xy
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

es una matriz hermitica. Asi,

X2 =0 y B4X4 = (B4X4)*

Ahora,

D;t 0

X = U*.
X X,

Por lo tanto,

Dt 0

XBX =V U-.

X3 XyBsXy
De XBX = X, se obtiene que Xy, = X, B4 X}4.
Luego, X4 € B4{1,2,3} = B4{—1}.
(ii) = (i) Se obtiene directamente utilizando el Teorema 3.2.1. O

El resultado anterior permite demostrar que <~T es un orden parcial en C™*".

Teorema 4.4.2. La relacion <1 definida en C™*"™ es un orden parcial matricial.

Demostracion. Es claro que <~ T es reflexiva. Sea A € C™*" escrita como en (3.1).

Sea B € C"™*™ tal que A <-tB y B <t A.
Por ser B <~1 A, existe B~1 € B{—1} tal que B-TB = B~ TA.

De A <~1 B, por el Teorema 4.4.1, se tiene que B admite una representaciéon de la

forma (4.6). Por lo tanto, B~ puede ser representada mediante (4.7).
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Es decir, existen matrices Aoy, By, X3 y X4 de tamanos adecuados tales que

D, 0 D;Y 0
—B4AnD, By X3 Xy

con ByX3 = ByAs; v X4 € By{—1}. Entonces,

I, 0 I, 0
B 'B=V V' y B TA=V V*.
(X3 — X4B4A9)D, X,B, XsD, 0

De B~TB = B~1A, se tiene que X4B,; = 0.
Asi, By = B4 X4B4 =0y por lo tanto B = A.
Luego, <~ T es antisimétrica.

Para demostrar la transitividad, considerar B,C € C™*" tales que A <~ T By
B<TC.

Por B <~ T C, existe B~T € B{—1} tal que
B 'B=B"'C y BB T=cCB .

Por A <~T B, aplicando el Teorema 4.4.1, se tiene que B y B~T pueden ser escritas,

respectivamente, mediante (4.6) y (4.7). Es decir,

D, 0 D;Y 0
—B4A21Da B4 X3 X4

donde B4 X3 = ByAs v X4 € Ba{—T}.
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Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

Considerar para C' la siguiente particion:

C1 Oy
C=U v,
Cy Oy

donde los bloques tienen el tamafio correspondiente con los bloques de A. Entonces,

1, 0
B 'B=V V*
X3D, — X4BjAn D, X4B,

Da_lcl D;102
X301 + X4C5 X305 4+ Xy4Cy

BTC=V V.
Por ser B~tB = B~1(C, se tiene que
Ci=D,, C3=0, XyC3=—XyB4AnD, y X4Bs=X4Cy.

Por otro lado,

1, 0 1, 0
BB t=U U y CB t=U U*.
0 BsXy CgD(Il + C4X3 Cy Xy

Por ser BB~T = CB~1, se tiene que

C3 = —C4X3Da y B4X4 = C4X4.

Por lo tanto,
D, 0
—CyX3D, Cy
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Esto es, existen matrices X3 € C(*~9)*e y ¢y € Cm=®)*x(=a) tales que C tiene la

forma establecida en (4.8).

Asi, por el Teorema 4.4.1 (a), se concluye que A <=7 C. Por lo tanto, < T es

transitiva. O

Esta relacion binaria se denomina orden 1MP.

Observacién 4.4.1. Sean A, B € C™*". Notar que, en general, A <~ B no implica
B{-1} € A{-1}.

En efecto, suponer que se verifica A <~ B. Considerar la matriz A escrita como en
(3.1) y B con la forma establecida en el Teorema 4.4.1. Si X € B{—7}, entonces X
puede ser escrita mediante la representacion dada en el Teorema 4.4.1 (b) (ii). Por
(3.4), se tiene que X € A{—t} si y solo si X4 = 0. Claramente, si se considera una
matriz X tal que X, # 0, la afirmacion A <=7 B implica B{—1} C A{—1} es falsa.
Por otro lado, X4, = 0 si y solo si By = 0 pues Xy € By{—1} = B4{1,2,3}. De esta
manera, B{—1} C A{—t} si y solosi A= B.

Un procedimiento analogo al realizado para presentar el orden parcial asociado a las
matrices IMP, permite introducir un nuevo orden asociado a sus inversas generalizadas
duales, las MP1. Por esta razon, se lo denomina orden MP1. Como se muestra mas

adelante, este orden resulta diferente del anterior.

Definicion 4.4.2. Sean A, B € C™*™. Se dice que A precede a B bajo la relacion
binaria <", y se denota por A <1~ B, si existe AT~ € A{t—} tal que

AT"A=A""B y AA'"™ =BA™".

Para una matriz fija A € C™*", se puede dar una caracterizacion de todas las matrices
B € C™*™ tales que A <~ By, en ese caso, la forma general para Bf~. Se omite su

demostracion, por ser andloga a realizada anteriormente.
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Teorema 4.4.3. Sea A € C™*"™, representada mediante una descomposicion en va-

lores singulares como en (3.1). Se verifican las siguientes afirmaciones:

(a) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Eriste B € C™*" tal que A <'~ B.

(ii) Ewxisten matrices Ao € Cox(m=a) y B, € Clm=a)x(n=a) ggles que

Dy —DoA1sB
B=U N e
0 By

(b) Sea B € C™*™ tal que A <'~ B. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X e B{t-}.

(ii) Ewxisten matrices X2 y X4 de tamano adecuado tales que

D-1 X
x=v| 7 o,
0 X,

donde XoBy = A12B4, y X4 € Ba{t—}.

Un procedimiento similar al que se realizé6 en la demostracién del Teorema 4.4.2,
permite probar que la relaciéon binaria <'~ es un orden parcial en el conjunto de

matrices complejas de tamano m X n. Se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.4.4. La relacion binaria <1~ definida en C™*" es un orden parcial.

Observar que los o6rdenes definidos a partir de las inversas 1IMP y sus duales no son

equivalentes, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.4.1. Considerar la matriz A representada en una descomposicion en va-

lores singulares,

100
A= 0 2 0 |,
0 0 0
donde U =V = I3. Se tiene que
1 0 0 1 0 a
At=1 o % 0 y AT =1 0 % 0 con a,b,c,d € C.
0 0 0 b ¢ d
Luego,
1 0 0 1 0 a
AT=1 o % 0 Y A= =1 o i 0 con a,b,c € C.
b ¢ 0 0 0 O
Tomar las matrices
1
Agp = ) A21:(1 O) Y B4:(1>-
0
Se construyen las matrices
1 0 -1 1 0 0
Bi=|0 2 0 y By= 0 2 0
0 0 1 -1 0 1

Por los Teoremas 4.4.1 y 4.4.3 se tiene que A <~ B, A f‘T By, A< T Byy
A ﬁT_ Bs.

127



Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

4.5 Matrices inversas generalizadas 1MP, MP1 y su relacién

con el orden diamante

Las inversas generalizadas 1IMP y sus duales, definidas en el Capitulo 3, han permitido
definir dos nuevas relaciones de orden en el conjunto de matrices rectangulares. Se
presentan a continuacién relaciones entre estos nuevos 6rdenes y otros conocidos en
la literatura. En primer lugar, se demuestra que los érdenes 1IMP y MP1 definidos en
la Secciéon 4.4 implican el preorden espacio y los 6rdenes diamante y menos. Se tiene

el siguiente resultado.
Proposicion 4.5.1. Sean A, B € C™*". Entonces:
(a) Si A <~T B, se verifican las siguientes afirmaciones:
(i) A=<*® B.
(i) A<°®°B.
(iii) A<~ B.
(b) Si A <'= B, se verifican las siguientes afirmaciones:
(i) A=<*® B.
(i) A<°®°B.
(iii) A<~ B.
Demostracion. (a) Suponer A <1 B. Entonces, existe A~ € A{—1} tal que

ATA=A"TB y AA T =BA™T
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Por la Proposicién 3.2.2 se tiene que
A"A=A"TB y AA"=BA~1.

Si en ambas igualdades se multiplica, a izquierda en la primera y a derecha en

la segunda, por A se obtiene
AAA=AATTB y AATA=BATA.

Por lo tanto,

A=(AA")B y A=DB(ATA).

Es decir,

R(A) € R(B") y R(4) C R(B).

Luego, A <° B, lo cual prueba (i).

C’I’TLXm

Por otro lado, por el Teorema 4.4.1, existen matrices unitarias U &€ y
V € C™*™ y una matriz diagonal definida positiva D, tales que
) D, 0
A =Udiag(D,,0)V* y B=U v,
—ByA21 D, By
donde Ay, € Cn—®)xa y B, € Clm-—a)x(n=a)
Luego,
D, 0 D, (—B4AxnD,)* D, 0
AB*A=U Vv uru %
0 0 0 B} 0 0
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Es decir,
D2 D.(—ByAs1 D,)* D, 0
apa—y | Pa DelmBadanDn) v

0 0 0 0
D3 0

=U v
0 0

= AA*A.

Por lo tanto, teniendo en cuenta el apartado (i), resulta A <® B, lo cual prueba
(ii).
La demostracion de (iii) es inmediata, pues toda inversa 1IMP de A es una

{1}-inversa de A.

(b) La demostracion es anéloga a la del apartado (a).

El siguiente ejemplo muestra que el orden diamante no implica el orden 1MP, ni el

orden MP1.

Ejemplo 4.5.1. Considerar las matrices

o
—_
—_
—

0 0 0 0
Se tiene que
0 0 0 1 -1 0
At = Y Bt =
1 00 0 1 0

Se observa que rg(Bt — At) = 1 = rg(B') — rg(A"). Por (4.1), A <° B.
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Sin embargo, A <=1 B. En efecto, sea A~ € A{1}. Entonces,

a b c a 0 0
AT = y A T= , dondea, b, c, e, f € C.
1 e f 1 00

Realizando los productos matriciales correspondientes, se tiene
0 a

ATA = y ATB=
1

Luego, A=YA # A~TB para toda matriz A=T € A{—1}. Asi, A <=1 B. De manera
andloga, se prueba que A ff_ B.

Observacion 4.5.1. Notar que las matrices A y B del Ejemplo 4.5.1 se pueden
utilizar para mostrar que el preorden espacio no implica los érdenes 1IMP y MP1. Por
otro lado, si se consideran C' = AT y D = BT como en el Ejemplo 4.5.1, se tiene que
C <7 D. Un analisis similar al de dicho ejemplo muestra que C fﬂL DyC ff’ D.

Por lo tanto, el orden menos no implica el orden 1MP, ni el orden MP1.

Observacion 4.5.2. El orden estrella implica los 6érdenes 1IMP y MP1, ya que la
inversa de Moore-Penrose es una inversa 1MP y MP1. Por otro lado, los 6rdenes
1MP y MP1 no implican el orden estrella. En efecto, basta considerar las matrices
del Ejemplo 4.4.1. Se tiene que A <=1 By, A <'= By, A £* By (pues AAT # By AT)
y A £* By (pues ATA # ATBy).

Se llega asi al resultado méas importante de este capitulo que establece que las inversas
generalizadas 1MP y sus duales permiten proporcionar una caracterizacién del orden

diamante a partir de igualdades que involucran a estas nuevas inversas generalizadas.

Teorema 4.5.1. Sea A € C™*". Son equivalentes:
(a) Existe B € C™*" tal que A <° B.

131



Capitulo 4. Relaciones de orden para matrices rectangulares

(b) Para toda matriz A~ € A{1} se verifican las siguientes igualdades:

BTBA'™™ = ATBA"™ = A"~ ¢y A 'BBY = A~tBAt = A~1,

(c) Existe una matriz A~ € A{1} tal que se verifican las siguientes igualdades:
BTBAT™ = ATBAT™ = AT~ y A 'BB' = A=TBAT = A~1,

Demostracion. (a) = (b) Suponer que existe B € C™*" tal que A <° B. Por la

caracterizacion dada en el Teorema 4.2.3 (c) se tiene que
B'BAT = ATBAT = AT,

Considerar una matriz arbitraria A~ € A{1}. Multiplicando en cada miembro de las

igualdades anteriores a la derecha por AA™ se obtiene
B'BATAA™ = ATBATAA™ = ATAA™.
Asociando convenientemente y aplicando la definicion de las inversas MP1 se obtiene
B'BA™™ = ATBAT™ = Al~.

Analogamente, de ATBBT = ATBA! = A y multiplicando a la izquierda por A~ A,
se obtiene

A AATBBT = A-AATBAT = A-AAT.

Asi,
ATBBT = A=TBAT = AT,

(b) = (c) Es inmediato.
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(c) = (a) Suponer que existe AT~ € A{f—} tal que
BTBAT= = ATBAT= = AT— y A~'BBY = A=TBAt = A~1.
De la primera condicién se tiene que
B'BATAA™ = ATBATAA™ = ATAA™.
Multiplicando a derecha por A en cada miembro de estas igualdades se obtiene
B'BATA = ATBATA = ATA.

Si ahora se multiplica por A" a derecha en cada miembro de las igualdades se obtiene

B'BAT = ATBAT = Al
De la segunda, condicion se sabe que A~TBBT = A~t. Es decir,

ATAATBBT = AT AAT.
Multiplicando a izquierda por A se tiene que

AAAATBBT = AA™AAT

Luego, AATBBY = AA'. Ahora, multiplicando a izquierda por A' se obtiene la
igualdad
ATAATBBT = ATAAT.

Por lo tanto, ATBBT = Af. Asi, por el Teorema 4.2.3, A <° B. O
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Conclusiones y lineas futuras

El area de investigacion de inversas generalizadas y érdenes parciales se encuentra en
constante crecimiento. Esto se ve reflejado en el incremento de articulos de investiga-
cion sobre estos temas que han sido publicados durante las tltimas décadas en revistas
de caracter internacional con alto indice de impacto. Esta area de investigacién tam-
bién se ha ganado un lugar en congresos internacionales de gran prestigio, donde se
ha incrementado notablemente el nimero de investigadores que abordan estas areas
de conocimiento. Del mismo modo, en la actualidad esta presente a través de socie-
dades como ILAS (International Linear Algebra Society), SEMA (Sociedad Espafola
de Matemética Aplicada) y la Red ALAMA (Algebra Lineal, Analisis Matricial y

Aplicaciones).

Las investigaciones en el tema se han diversificado y son varios los caminos que se
abren para ser transitados. En la presente tesis se extendieron y generalizaron in-
versas generalizadas ya conocidas, presentando nuevas inversas generalizadas para
matrices complejas. Se encontraron nuevos enfoques para introducir inversas genera-
lizadas, mediante la utilizacién de relaciones de equivalencia. También se profundizé

en el estudio sobre algunos 6rdenes parciales, encontrando nuevos resultados en es-
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ta area. Ademas, se introdujeron otras relaciones binarias en conjuntos de matrices

rectangulares que también resultaron ser érdenes parciales.

Mas precisamente, en el Capitulo 2 se introdujeron dos nuevas clases de inversas ge-
neralizadas. En las Seccién 2.2 se definieron las inversas GDMP en el conjunto de
las matrices cuadradas de indice arbitrario y se establecieron algunas de sus propie-
dades. En la seccién siguiente se utilizé la descomposicién de Hartwig-Spindelb&ck
para caracterizar las inversas GD y GDMP (Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 respectivamente).
Utilizando estas caracterizaciones se encontro en la Seccion 2.4 una representacion de
las inversas GDMP como solucién de un sistema de de ecuaciones matriciales adecua-
das. En el Teorema 2.4.1 se mostré el sistema de ecuaciones que las caracteriza. El
eje central de la Seccidon 2.5 fue proporcionar los resultados “duales” a los presentados
anteriormente en el capitulo. Se defini6 la clase de inversas MPGD y se obtuvieron los
teoremas de caracterizacion en términos de esta nueva clase de inversas generalizadas.
El proposito principal de la tltima seccion del capitulo fue proporcionar dos algorit-
mos para calcular una inversa GD y una inversa GDMP. Los resultados obtenidos en

este capitulo fueron publicados en [37, 39].

El objetivo principal del Capitulo 3 fue el estudio de diversos proyectores que involu-
cran inversas generalizadas. El andlisis de su comportamiento permiti6 encontrar un
enfoque novedoso para introducir nuevas clases de inversas generalizadas. Concreta-
mente, se introdujeron estas inversas como los representantes “mas simples” de clases
de equivalencia de relaciones de equivalencia definidas en conjuntos particulares de
matrices rectangulares. Se definieron, de esta manera, cuatro clases de inversas més
generales que las conocidas, que incluyen como casos particulares a muchas de las
inversas generalizadas presentes en la literatura actual. Estas clases de inversas ge-
neralizadas fueron denominadas inversas 1MP, MP1, 2MP y MP2. Como aplicacion,
en la Subseccion 3.2.2, se analizaron las inversas 1MP en el contexto de isometrias

parciales. También, al particularizar una inversa exterior, se introdujo en la Seccién
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3.5 la inversa C2MP. Por ultimo, se utilizd la teoria referida a inversas exteriores
con espacio imagen y espacio nulo prescrito para representar algunas de las inversas
generalizadas introducidas en esta tesis. Estas aportaciones ampliaron los resultados
conocidos hasta el momento. Los resultados correspondientes a este capitulo fueron

publicados en [38, 40, 41].

En el Capitulo 4 se estudiaron diferentes relaciones de orden sobre el conjunto de
matrices rectangulares complejas. En la Secciéon 4.2 se demostraron nuevas propie-
dades del orden diamante. El Teorema 4.2.3 proporciona una caracterizacién de esta
relacion de orden. Muchas veces se necesita no sélo saber si dos matrices son compa-
rables bajo un orden, sino encontrar el conjunto de matrices que suceden o preceden
a otra bajo una relacién de orden determinada. En la Seccién 4.3 se encontraron los
predecesores de una matriz bajo el orden diamante y ademas se disené un algoritmo
para computarlas. En la Seccién 4.4 se establecieron dos nuevas relaciones de orden,
cuyas definiciones involucran las inversas 1IMP y MP1. Estas inversas también fueron
utilizadas en la ultima seccion del capitulo para establecer, en el Teorema 4.5.1, una
nueva caracterizacion del orden diamante. Actualmente, se estd trabajando en la re-
daccién de un articulo que incluya estos resultados y otros que pudieran encontrarse

durante su elaboracion.

Por lo expuesto anteriormente, se han alcanzado los objetivos planteados en el plan
de trabajo inicial de esta tesis. Durante el desarrollo de la misma, han surgido otros
problemas. Algunos de ellos han sido resueltos y otros seran considerados como

futuras lineas de investigacion.

A continuacion se da una lista de posibles lineas de investigacién para continuar este

trabajo:
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e Extender resultados sobre inversas generalizadas y érdenes parciales encontrados en

el conjunto de matrices rectangulares a otros contextos.

En los daltimos anos ha aumentado significativamente la cantidad de trabajos publica-
dos que extienden el estudio de la teoria de inversas generalizadas y relaciones de orden
sobre conjuntos de matrices a operadores sobre espacios de Banach o anillos. Por lo
tanto, cabe preguntarse si es posible extender algunos de los resultados presentados

en esta tesis a otros contextos.

e Profundizar el estudio y las relaciones de las inversas generalizadas definidas en esta

tesis, con otras inversas presentes en la literatura.

Como se dijo anteriormente, las inversas definidas en el Capitulo 2 son extensiones
de inversas conocidas y ampliamente estudiadas. Ademaés, las inversas introducidas
en el Capitulo 3 generalizan otras inversas presentes en la literatura. Esto motiva
a plantearse la posibilidad de encontrar diferentes relaciones de las nuevas inversas
con otras ya estudiadas, o presentar otras inversas conocidas mediante el enfoque

introducido en esta tesis.

e Profundizar el estudio de las relaciones de 6rdenes definidas en esta tesis, relacio-

narlos con otros 6rdenes presentes en la literatura y extenderlos a otros contextos.

En esta tesis se definieron las clases de inversas 1IMP y MP1, que luego se utilizaron
para caracterizar el orden diamante. A partir de las relaciones existentes entre el
orden diamante y los 6rdenes menos y estrella, se pretende profundizar el estudio de

las inversas 1IMP y MP1 y hallar relaciones con los 6rdenes menos y estrella.
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