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Resumen

En este trabajo se estudiard la definicién y algunas propiedades de los
campos vectoriales de Killing en una variedad semi-riemanniana. Asi como
su relacién con el grupo de isometria, ciertas magnitudes conservadas a lo
largo de las geodésicas de la variedad semi-riemanniana y con los tensores
de curvatura. Se explicitard también como realizar un cambio conforme en
el tensor métrico para obtener campos de Killing geodésicos y se particu-
larizaran todos los resultados anteriores en algunos espacio-tiempo clasicos
ampliamente estudiados en el campo de la Relatividad General. Se finalizara
introduciendo las variedades producto warped y una idea para el calculo de
los campos vectoriales de Killing en dichas variedades.

Abstract

En este trabajo se estudiara la definicion y algunas propiedades de los
campos vectoriales de Killing en una variedad semi-riemanniana. Asi como
su relacién con el grupo de isometria, ciertas magnitudes conservadas a lo
largo de las geodésicas de la variedad semi-riemanniana y con los tensores
de curvatura. Se explicitara también como realizar un cambio conforme en
el tensor métrico para obtener campos de Killing geodésicos y se particu-
larizaran todos los resultados anteriores en algunos espacio-tiempo clasicos
ampliamente estudiados en el campo de la Relatividad General. Se finalizara
introduciendo las variedades producto warped y una idea para el calculo de
los campos vectoriales de Killing en dichas variedades.
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Capitulo 1

Introduccion

Las simetrias en la geometria diferencial y en relatividad general se re-
presentan mediante la invariancia del tensor métrico bajo la acciéon de una
transformacién. Estas transformaciones pueden ser rotaciones, translaciones,
combinaciones de estas... Utilizando un simil de Richard Feynmann en las
Feynmann Lectures entre el ajedrez y las simetrias podemos ver que un alfil,
que unicamente se mueve en diagonal, si rotamos el tablero su movimiento
seguird siendo el mismo o si dejamos de jugar por mucho tiempo, sus re-
glas seran las mismas. Por lo tanto, podemos observar que un alfil presenta

simetria bajo rotaciones y translaciones temporales.

e I = N )

Una transformacion que preserva el tensor métrico se dice que induce

una simetria. A esta clase de transformaciones se las conoce como el grupo



continuo de isometrias. Estas representan los movimientos generados por el
flujo asociado a un campo vectorial. Esta clase de campos vectoriales son
conocidos como campo vectorial de Killing, en honor al matematico Wilhem
Killing.[9]

Este grupo de campos vectoriales permite clasificar las variedades en di-
ferentes familias, como pueden ser las variedades homogéneas o isétropas.
Debido a que el universo debe de ser homogéneo e isétropo, los campos vec-
toriales de Killing nos ayudan a buscar soluciones para las ecuaciones de
Einstein del vacio. pero también inducen una clasificacién sobre los espacios
tiempo, como pueden ser los espacios tiempos estacionarios o con simetria

esférica.

En el primer capitulo se realizara una introduccién a los campos vecto-
riales de Killing. Se comenzara con una introduccién a ciertos conceptos que
se usaran a lo largo del trabajo, como pueden ser la conexién de Levi-Civita,
las algebras de Lie o los corchetes de Lie. Posteriormente, se mostraran las
derivadas de Lie, comenzando con la derivada de Lie de funciones, campos
vectoriales, y se finalizara con la derivada de Lie de campos tensoriales para
mostrar la derivada de Lie del tensor métrico. Estos conceptos se utilizaran
para definir los campos vectoriales de Killing mediante la ecuacién de Ki-
lling. También se mostraran algunas propiedades de estos campos vectoriales
y la relacién con el grupo de isometrias de una variedad. Se calcularan los
campos vectoriales de Killing de la esfera y del espacio-tiempo de Minkowski
ademas se mostrara la ecuacién de Killing para el espacio-tiempo de Sch-
warzschild. Para finalizar el capitulo se introduciran los campos vectoriales
conformes, que son una generalizacion de los campos vectoriales de Killing,

y se calcularan los campos vectoriales conformes de la esfera.

En el segundo capitulo se mostraran las relaciones de los campos vecto-
riales de Killing con las geodésicas y el tensor de curvatura y la relacién de
los campos vectoriales de Killing con el tensor electromagnético en el espa-

cio de Minkowski. Se comenzara el capitulo explicando que el movimiento



de una curva geodésica a lo largo de un campo vectorial de Killing conlleva
una magnitud conservada. Posteriormente se introduciran los conceptos de
tensor de curvatura y se expondra la relacién de los campos vectoriales de
Killing. Esta relacion ayuda a simplificar el cdlculo de los campos vectoriales
de Killing en variedades Ricci planas. Se finalizara el capitulo con un teore-
ma que permite saber si dos cuadripotenciales elctromagnéticos generan el

mismo tensor eletromagnético.

En el tercer capitulo se presentaran las variedades diferenciables producto
warped. La importancia de estas variedades yace en que la mayoria de las
soluciones de las ecuaciones del vacio de Einstein pueden ser escritas como
producto warped o secuencialmente warped. El capitulo se finalizara con una
idea que nos facilitara buscar todos los campos vectoriales de Killing en una
variedad producto warped baséndose en los Killing y los conformales de las
variedades iniciales. Se aplicara dicha idea para el cdlculo de los campos
vectoriales de Killing de toda variedad riemanniana de curvatura seccional
constante y también se mostraran los campos vectoriales de Killing espacio-

tiempo de Schwarzschild aplicando esta idea.






Capitulo 2

Campos vectoriales de Killing

Los campos vectoriales de Killing son un grupo de campos vectoriales sa-
tisfacen que la derivada de Lie del tensor métrico es nula. Para poder estudiar
estos campos vectoriales se van a introducir conceptos béasicos de geometria
diferencial con el objetivo de definir las derivadas de Lie de funciones, campos
vectoriales y tensores. Posteriormente, se particularizara en el tensor métrico
con el que se definiran los campos vectoriales de Killing y se dard la ecuacion
de Killing de un campos vectorial. Mas adelante expondran algunas propie-
dades de los campos vectoriales de Killing y su relacion con las isometrias de
una variedad. Todos estos conceptos se ejemplificaran en la esfera y en los

espacios-tiempos de Minkowski y Schwarzschild.

Para finalizar el capitulo se introduciendo los campos vectoriales confor-
mes. Este grupo de campos vectoriales es una generalizacién de los campos
vectoriales de Killing. Mientras que los campos vectoriales de Killing repre-
sentan isometrias, que son una clase de cambios conformes con factor confor-
me nulo, los campos vectoriales conformes representan los campos vectoriales
que inducen cambios conformes de la métrica. Se finalizara el capitulo calcu-

lando los campos vectoriales conformes de la esfera.



2.1. Conceptos previos

Para comenzar el capitulo sobre las derivadas de Lie primero se van a

introducir una serie de definiciones y lemas previos.

Definicién 2.1.1 (Ver [3]). Sea M una variedad diferenciable y X € X(M)
un campo vectorial sobre M. Se dird que la curva diferenciable « :|a, b[— M

es una curva integral de X si cumple que ¢(t) = Xq).

Definicién 2.1.2 (Ver [3]). Sea M una variedad diferenciable y X € X(M)
un campo vectorial sobre M. Para cada p € M existe un entorno abierto de p,
W e N(p), un intervalo, I =] —e,e[C R. A una aplicacion F : I x W — M

se le llamard flujo local de X si satisface las siquientes propiedades:

1. Dado un g € W la curva c,(t) : I — M definida como c,(t) :== F(t,q)
es una curva integral de X que cumple que ¢,(0) = q, es decir, F verifica

que:

» F(0,q9)=q
- %_?(t>Q) = XF(t,q)

2. F es diferenciable.

El siguiente lema sera usado para demostrar la equivalencia entre la de-

rivada de Lie de campos vectoriales y el corchete de Lie.

Lema 2.1.3 (Ver [3]). Sea h:] — §,6[xV — R una aplicacion diferenciable
que cumple que h(0,q) = 0 para todo q € V. Entonces eziste una aplicacion
diferenciable g :] — 0,0[xV — R tal que h(t,q) =t - g(t,q) tal que g(0,q) :=
Oh(t,q)

5 |0

Demostracion. Para demostrar la existencia de la aplicacion g sera utilizada

la caracterizacién de esta en 0:

Oh(t,q)
ot

g(0,q) = )
t=0

10



Si la ecuacion es integrada se obtendra que:

" Oh(ts, q)
q(t,q) —/O st

Haciendo el cambio de variable s = ts obtenemos que

gt = [ P ates

t-g(t,q) =h(t,q) — h(0,q) = h(t, q).

(2.1)

Por lo tanto se ha demostrado que dada una funcién que cumple que (0, q) =

0 para todo ¢ € V' se puede escribir como h(t,q) =t - g(t,q). ]

Definicién 2.1.4 (Ver [3]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana. De-

finimos la aplicacion corchete de Lie como:

[ ] s X(M)xX(M) = X(M)
X,)Y 5 XY -YX

Proposicién 2.1.5 (Ver [3]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana. La
aplicacion corchete de Lie es bilineal, antisimétrica, cumple la identidad de

Jacobi y la regla de Leibniz.

Definicién 2.1.6 (Ver [3]). A un espacio vectorial real V equipado con la

aplicacion corchete de Lie se le llama dlgebra de Lie.

Proposiciéon 2.1.7 (Ver [3]). Sea (M,g) una variedad semiriemanniana
equipada con la conexion, V, de Levi-Civita. Entonces satisface la siguiente

tqualdad, conocida como la formula de Koszul:

9(Z, Yy X) :% (Xg(Y, 2)+Yg(Z X) - Zg(X,Y)
(2.2)
(X, ZLY) - g1V 21, X) — g(IX. Y] Z>)

Demostracion. La conexién de Levi-Civita es la inica conexion conexién libre
de torsién y compatible con la métrica.Por lo tanto se satisfacen las siguientes

igualdades:

11



1. Xg(Y,Z) =g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)

3. Zg(X)Y) = g(VzX,Y) + g(X,VzY)

Entonces sumamos 1 y 2 y restamos 3:

Xg(Y,2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y) =9(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
+9(VyZ, X))+ g(Z,VyX)
- g(VZXa Y) - g(X7 VZY)

Sumando y restando ¢g(Z, Vy X) y utilizando que g es simétrica:

XgY,2)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)+ g(VyZ,X)
_g(vZX7Y) _g(X,VZY)
—|—29(VyX, Z) —g(Z, VyX)

Aprovechando que V es libre de torsion :

Xg(Y:2) +Y9(Z, X) = Zg9(X,Y) =g([X, Y], Z) + g([V, Z], X)
+9([X,Y],2) +29(Z, Vy X)

Despejando ¢g(Vy X, Z) queda demostrada la proposicién. O

2.2. Derivadas de Lie

La derivada de Lie de una funcién diferenciable a lo largo de un
campo vectorial, X € X(M), mide el cambio de f : M — R a lo largo del
campo vectorial. Esta variacién en un punto p € M puede ser estudiada
mediante un flujo vectorial de X. Para ello, se tomara un entorno abierto de
p, W e N(p),yelflujod: I xW — M de X entonces la variacién de f en

12



un punto p vendra dada por la siguiente expresion:

Cx(F)(p) = lim f(¢(t,p)t) —fn)

t—0

(2.3)

Proposiciéon 2.2.1. Sean (M, g) una variedad semiriemanniana, X € X(M)

y f: M — R. Se cumple que:

Demostracion. Si se desarrolla la formula 2.3 se obtendra que:

f(#(t.p) — f(p)
t
f(¢<t’p)) B f(gb(O?p))

Lx(f)(p) =lim

t—0

:%%(t ) t (2.4)
7p

= ( o )

=X(f)(p)

También se puede realizar la derivada de Lie de campos vectoriales, es
decir, la derivada de Lie de un campo vectorial, Y € X(M), a lo largo de
otro, X € X(M). Esta idea es analoga a la definicién de la derivada de Lie
de una funcion, pero adaptada a campos vectoriales. En otras palabras, la
derivada de Lie un campo vectorial respecto a otro es la variacion del campo

vectorial Y cuando se va desplazando a lo largo del campo vectorial X.

Sean X,Y € X(M) dos campos vectoriales sobre M y sea p € M. Toman-
do el flujo local de X en un entorno abierto de p, V- € N (p) la derivada de
Lie de Y a lo largo de X sera definida de forma analoga al caso de derivada

de Lie de una funcién diferenciable

(2.5)

13



Proposicién 2.2.2. Sean X,Y € X(M) dos campos vectoriales sobre M y
pe M.
LxY(p) = [X,Y](p)

Demostracion. Tomando una funcion f diferenciable en el entorno de p dado

y se define la funcién:

h(t,p) == f(o(t,p)) — f(p).
Aplicando el lema visto en la seccién anterior se obtiene que existe una fun-
cién g(t, p) tal que:

e o(0,q) = VD0 ) xp)

Con el fin de simplificar los célculos se desarrollara (d¢(t, p)Y,)f:

(do(t,p)Yp) f =Y, (f o &(t,p)) = Yo f +tY,g(t, p).
Desarrollando la definicién de derivada de Lie de dos campos vectoriales:

- Yo —dot,p)Y,, . lim Yo f — (Yo f +1Ypg(t, p))

Loy () =tim 20 Z O ) g, /
i TTOEPD =Ty 0, ) = X0 1) — Vi)
~[X. V(7).

Por lo tanto se ha obtenido la igualdad. O]

En general podemos definir la derivada de Lie de un campo tensorial

tensorial coviariante de la siguiente forma.

Definicién 2.2.3. Sea (M, g) una variedad semiriemannian y sean
X, Y1,...,Y, € X(M) campos vectoriales en M y

14



T:X(M)x...xX(M) — R. Se define la derivada de Lie del tensor
T: .
£AT = lim L (0(T) = 7T) (26)

donde Uy es el flujo de X.

Proposicién 2.2.4. Sea T un campo tensorial 2-covariante sobre M y sea
p € M. Tomando dos campos vectoriales V .y W € X(M) entonces para todo
X € X(M) la derivada de Lie del tensor T en el punto p serd:

LxTWy, Vo) = X, T(Wy, V) = T(IX, Wy, Vo) = T(X, V]p, Wp). (2.7)

Demostracion.

1
LT (W, Vy) =lim (05 (T) — YW, V;)
(2.8)
~tiny 5 (T, ) = T,V ).

Sumando y restando la expresion T (Wy, ,Vy, ) se obtiene:

T (W,, V,) — T (W, V. W, V. — w,,V,
Hm tT( Dy p) T( Pt,ps T/)t,p)_'_limT( V> wt,p) T(( D> p))‘

t—0 t t—0 t

Desarrollando ambos limites por separado, se comenzarda por el segundo.
Para este segundo limite tomaremos la curva integral a de X definida como
a(t) = Uy(p), que cumplird que «(0) = p.

T<W¢t,p7 th,p) - T((Wp, V;?)) d T(Vom Wa)

lim t =S| a7, )

Por como estd definida « se obtiene que:

Wy, Vi) = T(W, Y,
llfm T( wt,p7 wt,p) T( P p)

t—0 t

= XpT(Wp7 V;))

15



Utilizando el tensor pull-back en el primer limite:

lim \IJIT<WP7 %) - T(th,p7 th,p) — h/m T(dlI]tWP7 d‘IIt‘/p) - T(Wlﬁt,p? V’l/)t,p)

t—0 t t—0 t

Sumando y restando el tensor T (d¥,(W},), Vy, ) el limite se puede dividir en

dos:
h/mT(d\Ithp’ d\Ijt%) - T(th,;ﬂ V¢t,p) o
t—0 t o (2 9)
dv, W, — Wy, .V, dVW,, ,dv.V, —V, )
lm T(dY W, =Wy, . Vy,,) © lim T(dYWy, ,,d¥,V, wt,p)_
t—0 t t—0 t

Aprovechando la bilinealidad del tensor y identidad del flujo se obtiene que:

Wy, , — d¥, W, Vi, — AV V,
t

_ P P o1y _ . .
T<hm ) ll_{% V#}t,p) qu_{% d\IIW%,p’ %l_{% t

t—0

).

Utilizando la definicién de la derivada de Lie de campos vectoriales se puede

concluir que:

T Wy, Vi) = T W, Vi)

11{% 1 = _T([X: W]m V;?) - T([X, V}zﬂ Wp)-
Por lo tanto sumando los dos limites se obtiene la ecuacion 2.7. O

Proposicién 2.2.5. Sea (M, g) una variedad semiriemanniana, la derivada

de Lie del tensor métrico es

Lxg(V.W) =g(Vv X, W)+ g(Vw X, V). (2.10)

Demostracion. Utilizando la conexién de Levi-Civita, que cumple que es

compatible con la métrica y libre de torsién, se obtiene que:

Lxg(Wp, V) =Xg(W,, V,) = g([X, W], V) = g([X, V], W)
=g(VxW, V) + g(VxW, V) — g(VxW, V) + g(Vw X, V)
—g(VxW, V) +9(Vw X, V)
=g(Vy X, W) +g(Vw X, V).

16



Por lo tanto queda probado que Lxg(V, W) = g(Vy X, W)+g(Vw X, V). O

2.3. Campos vectoriales de Killing

Usando la derivada de Lie del tensor métrico se pueden definir los campos

vectoriales de Killing mediante la ecuacién (2.10).

Definicién 2.3.1 (Ver [3]). Sea (M, g) una variedad semiriemannian y sea
K € X(M) un campo vectorial. Se dird que K es un campo vectorial de
Killing si y solo si Lxg(Y,Z) =0 para todo Y, Z € X(M).

La definicién de un campo vectorial de Killing en un entorno de un punto,
U € N(p) con p € M, se puede particularizar utilizando una parametrizaciéon
de U. Por ser M una variedad diferenciable existe una funcién inyectiva
r:V CR™ — U tal que 71 (U) es un abierto de R" y p € z(V). Respecto
de esta carta un campo vectorial, X € X(M), puede ser expresado de la

siguiente forma: X = ai% con las funciones a; : V — R.

Proposicién 2.3.2. Sea (M, g) una variedad n— dimensional y sea (U, x) una
carta de M. Sea K € X(M ) un campo vectorial de Killing cuya expresion en
cartas locales es K = K" ’“ . La expresion respecto de la carta es

0 0
(Fmgﬂ + giiz 5 + Djga + Jikg 5 ) K =0. (2.11)

a i

Demostracion. Sea 881 y % dos elementos de la base del espacio tangente
9

en particular cumplird que Lxg(z2, 52

=) = 0, uniendo esta ecuacién y la

ecuacion (2.10) obtenemos que:

9 p 0 8 p 0 o\

Si desarrollamos esta formula utilizando la conexion de Levi-Civita se obtiene

17



que:

o OK* 9 i B, OK* o 0
9<%v—axi ok TR Va) *9(% i Va—a—) =0

Utilizando la bilinealidad de la métrica y la definicién de los simbolos de
Christoffel.
o 0 oKk o 0
=K' g =—, = . .
0 ’kg<8x3’ 8a:l) T o g<8x3’ 835’“)

o9 9\ OoK* [0 0
kol o v v
R Fikg(axi’axl) * axa‘g<axi’axk>'

Simplificando la notacién de forma que g <%, %) = Gik-

k k

0K 0K
Kkrikgjl + ngk + Kkré-kgu + ngk =0. (2.13)

Por lo tanto se ha obtenido la expresion de la ecuaciéon de Killing respecto
de la carta (U, x). O

Esta fue la ecuacion que Wilhem Killing presenté en 1891 en su articulo
Ueber die Grundlagen der Geometrie”. De dicha ecuacién obtenemos que los
campos vectoriales de Killing inicamente estan determinados por la expre-

sién del tensor métrico. [9]

2.3.1. Propiedades de los campos vectoriales de Killing

En esta subseccion se veran algunas definiciones equivalentes para un

campo vectorial de Killing.

Definicién 2.3.3. Sea (M, g) una variedad semiriemannian y sea X € X(M)
un campo vectorial. Definimos el operador Ax : X(M) — X(M) como

Z Ax(Z) =VzX.

18



Proposicién 2.3.4. Sea K un campo vectorial de tipo Killing. Las siquientes

afirmaciones son equivalentes para todo Y, Z € X(M):

2. g(VyK,Z) +g(VzK,Y) = 0.

3. El operador Ax(Z) es métricamente antisimétrico

9(Ak(Y), 2) = —g(Ax(2),Y).

Demostracion.
1< 28Sean Y, Z € X(M) dos campos vectoriales. Por lo tanto se tiene que

Lrg(Y,Z) =0 por la ecuacién (2.10) se obtiene la equivalencia entre

2 & 3 Partiendo de que el operador Ak (Z) := V7K es antisimétrico:
G(AK(Y), Z) = —g(Ax(2),Y) = g(Ax(Y), Z) + g((Ax(2),Y) = 0.
Si se reescribe la ecuaciéon respecto del operador se obtiene que:
g(VyK,Z)+ g(VzK,Y) =0.

Por lo tanto se ha probado la equivalencia entre g(Vy K, Z)+g(VzK,Y) =0

y que el operador Ax es antisimétrico. O

Proposicién 2.3.5. Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y sean
K)Y € X(M) tales que K un campo vectorial de Killing por lo tanto se

satisface la siquiente igualdad,

g(VyK,Y) =0. (2.14)
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La afirmacion contraria no siempre es verdad, un contraejemplo se puede
utilizando el espacio tiempo de Schwarzschild se puede ver en el apéndice
A. Esta proposicion es de utilidad a la hora de buscar campos vectoriales
de Killing pero se debe de validar si el resultado obtenido pertenece a esta

familia de campos vectoriales o no.

2.3.2. Isometrias y campos vectoriales de Killing

Definicién 2.3.6 (Ver [5]). Sean (M, gn) y (N,gn) dos variedades semi-
riemannianas. Un difeomorfismo f : M — N se dice es una tsometria

Si:

Gp(u,v) = gpp (df (w),df (v)) Para todop e M yu,v e T,M. (2.15)

Se puede ver que las isometrias de una variedad forman un grupo.

Proposicién 2.3.7 (Ver [5]). Las isometrias de una variedad semirieman-

niana forman el grupo de las isometrias de (M, g) que serd denotado como
(Z(M), o).

Demostracion. Veamos primero que la composiciéon es una ley interna, es
decir, que dadas dos isometrias su composicion es una isometria. Sean dos

isometrias f,g € Z(M) veamos que fog € Z(M):

9oy (df (dg(v)), df (dg(u))) =gp@) (df (v), df (u))

2.16
=g,(v,u). ( )

Por lo tanto la composicion de isometrias es una isometria. Ahora veamos

que cumplen los tres axiomas de los grupos:

1. Asociatividad respecto de la composicion, para toda f, g, h € Z(M) se
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cumple que:

folgoh)=(fog)oh.
Esto se cumple debido a que la composicion de funciones es asociativa.
. Existencia de elemento neutro, es decir, la identidad es una isometria,
id € Z(M).
Veamos que g,(u, v) = Giq(p) (id(u), id(v))

Giaep) (d(id) (w), d(id)(v)) = gp(u,v). (2.17)
Por lo tanto id € Z(M).

. Existencia de elemento inverso, es decir, para todo f € Z(M) existe
un tnico f~!' € Z(M). La existencia de f~! es debido a que f es
biyectiva, queda demostrar que f~* es un isomorfismo. Sean u, v € T,M
entonces por ser f biyectiva existe v’ = f(u) y v' = f(v) por lo tanto

g, v") = g(f(u), f(v')) = g(u,v) por lo tanto es una isometria.

Por lo tanto queda probado que (Z(M), o) forman un grupo. O

Un objeto que es preservado por todas las isometrias tenemos se dira

que es un invariante isométrico. Existe una fuerte relacion entre el grupo

de isometrias y los campos vectoriales de Killing, este vinculo puede ser

observado en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.8 ( Ver [5]). Diremos que K € X(M) un campo vectorial

de Killing si y solo si su flujo local estd formado por isometrias locales.

Demostracion. Partamos de que el flujo ¢(t,p) de K. Si cada flujo es una

isometria, se tiene que ¢*g(v,v) = g(v,v). Por la definicién de la derivada de

Lie del tensor métrico obtenemos que:

. 0'g—g
Lig = lim—

= 0. (2.18)
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por lo tanto X es un campo vectorial de Killing.
A la inversa, si Lgg = 0, tomando un vector tangente a un punto de la
imagen del flujo, w = d¢4(v). Por la definicién de derivada de Lie del tensor

métrico obtenemos que:

g(d¢t(w)7 d¢t(w)> — g(w’ w)

t—0 t
Utilizando la aditividad de flujos, ¢s¢; = ¢ss.

(dr(dbs(v)), ddi(ds(v))) — g(ds(v), dos(v)) (2.19)

_ %g% 9(dprys(v), d§25t+s(v)1)f — g(dps(v), dps(v)) o

Si se toma la funcién f : R — R definida como s — g(ds(v), des(v)), por
el lema 2.1.3 tenemos la derivada de f que es nula. Se puede concluir que

g(v,v) = g(dps(v), dps(v)), es decir, ¢ es una isometria. ]

Proposicién 2.3.9 (Ver [5]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y
sean X,Y € X(M) dos campos vectoriales de Killing. Entonces el campo

vectorial [X,Y] es un campo vectorial de Killing.

Demostracion. Para ello tomemos dos campos vectoriales de Killing X,Y €

X(M) y veamos que [X,Y] es un campo vectorial de Killing:

Lixv1ig=Lxy-vyxg =LxLyg— LyLxyg
=Lx0—Ly0=0.

Por lo tanto [X, Y] es un campo vectorial de Killing. O

Como consecuencia de las proposiciones anteriores podemos decir que el
conjunto de los campos vectoriales de Killing de una variedad forman un

algebra de Lie y serd denotada por J.

Teorema 2.3.10 (Ver [5]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana en-

tonces la dimension de J como dlgebra de Lie es a lo sumo dimension %
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Demostracion. Debido a que el espacio euclideo es el espacio més simétrico
posible, como se demuestra en Transformation Groups in Differential Geo-
metry [6]. Se toma el espacio euclideo R™ en coordenadas cartesianas todos

los simbolos de Christoffel son nulos, por lo tanto la ecuacién de Killing se

) o\ .
<gjk%+gik@)l{ =0.

Entonces la solucién general para esta ecuacion es:

reduce a:

! 0z
Con a;,b;; € R. Entonces si observamos la ecuacién de Killing los coeficien-
tes b;; son antisimétricos, es decir, que b;; = —bj; por lo tanto el nimero

de combinaciones linealmente independientes de las soluciones se reduce a

n(n+1)
n(ntl) O

Las isometrias sirven para clasificar las variedades semiriemannianas. Da-
da una variedad (M, g), se dice que es homogénea en un punto p € M si el
grupo de isometrias (Z(M), o) actia transitivamente sobre p. El significado

es que si dados dos punto p,q € M existe una isometria, ¢ € Z(M) tal que
o(p),q

Existe otra propiedad ligada a las isometrias de una variedad semirieman-
niana: el concepto de isotropia. Se dird que una variedad (M, g) es isotropica
si dados dos vectores u,v € T,M tales que g(u,u) = g(v,v) entonces exis-
te una isometria, ¢ € M, tal que dp(u) = v. Se dird que una variedad es

isotrépica si todo punto es isotrépico.

Proposicién 2.3.11. [5] Sea (M, g) una variedad isotrdpica entonces tam-

bién es homogénea.
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2.4. Ejemplos de campos vectoriales de Ki-

lling

2.4.1. Esfera bidimensional

Usando las cartas dadas por las coordenadas {6, ¢} geogréficas de la esfera
la expresion del tensor métrico de la esfera puede ser escrito de la siguiente
forma:

g=df@df+sinf’dep @ dp (2.20)

Entonces, los simbolos de Christoffel no nulos que tenemos son:
Iy, = cot(9), Fgw = —sin(f)cos(0).

Por lo tanto tenemos que las ecuaciones de Killing (2.27) seré:

.« Sii—j—0
VoKg+ VeKyg =0

Entonces, viendo los simbolos de Christoffel tenemos que %Kg = 0 por

lo tanto tenemos que una solucion puede ser K = %.
» Sit =0y j=p tenemos que:
VoK, +V,Ky=0
= Sii=j = p tenemos que:
VoK, +V,K,=0— a;;” = —cosfsinOKy
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Entonces obtenemos que las soluciones a este sistema de ecuaciones diferen-

ciales es: 3
Ky =—
=00

Ky =cos gp% — cot #sin gp% (2.22)

K3 =sin gp% — cot 6 cos w%

Puede ser observado que dim(({ K1, K», K3})) = 3 que es la dimensién maxi-
ma del éigebra de Lie para una variedad de dimension 2 @ = 3. La
representacion de estos 3 campos vectoriales puede observarse en la imagen
2.1. En ella se puede apreciar como la primera figura representan las rota-
ciones entorno a los paralelos. Mientras que las otras dos presentan ciertas

singuralirades en algunos puntos del ecuador.

Figura 2.1: Representacion de los campos de Killing en la esfera. De izquierda
a derecha se corresponden con K1, K2 y K3 calculado previamente.
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2.4.2. Espacio-tiempo de Minkowski

La teoria de la relatividad general, postulada por Albert Einstein en sus
articulos de 1915 y 1916, presento la idea de la teoria de la relatividad espe-
cial. Esta teoria tiene una base puramente geométrica. Estas bases se rigen
por unas ecuaciones que describen el espacio, estas son las ecuaciones de

campo de Einstein

1 81G

2Rg,ul/ + Ag,u,l/ = C4 T;u/ (223)

R, —

En estas ecuaciones se presentan las siguientes variables:

1. R, es el tensor de Ricci.

2. g = g(a%, agy) la componente pv de la métrica.

3. T}, tensor energia momento.

Ademaés de la constante cosmoldgica, A, y la curvatura de Ricci, R. Exis-
ten multiples soluciones para estas ecuaciones segin cémo sea el espacio.
Por ejemplo, la métrica de Minkowski seria la solucién mas simple para es-
tas ecuaciones. Una de las primeras soluciones seria la presentada por Karl
Schwarzschild en 1916, unos pocos meses después de la presentaciéon de los
trabajos de Einstein. Esta solucion presenta una distribucién del universo
con una masa esférica y constante. Esta métrica nos ayuda a teorizar cémo
de extremas son las condiciones de un cuerpo en las cercanias de pulsares o

de un agujeros negros.
El espacio-tiempo de Minkowski es (R*, g):

g=-CCdt@dt+drdr+dy®dy+dz® dz. (2.24)

En el espacio de Minkowski podemos caracterizar los campos de Killing
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de la siguiente forma

Teorema 2.4.1. Sea (R*, g) el espacio tiempo de Minkowski la expresién del

tensor métrico respecto de las coordenadas cartesianas es

0
K=K%—.
oz

Es un campo vectorial de Killing, si y solo si, K puede ser escrito como

K° o t
K! B ct n T
K? C? 1 Y
K3 3 z

Siendo C°,C*,C?,C? constantes y 1 cualquier matriz tal que

gng = —n", (2.25)
con
~100 0
o 100
9= 010
00 1

Observemos que en la ecuacién (2.25) implica que 1 es una matriz del

algebra de Lie 0o(1,3). En [7] pagina 235 tenemos caracterizadas las matrices

de o(1,3) como
0(1,3) = { (AOT ?) :beo(3), Ae R3} (2.26)

Demostracion. Debido a que todos los simbolos de Christoffel son nulos se

obtiene que la ecuacién de Killing se reduce a lo siguiente:

0 0
(gkj% + g;ﬂ%> Kk =0 (2.27)
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Por lo que

OK° oK _ OK' _ 9K' 9K’  _ OK>
— 25 — 25y —— i e ' '
0= I 50] O C (501 O + 51] Oz + 511 O + 52] ot + (522 Oxi
25 O
3j aIZ 1i axj '

Esto da en principio tantas ecuaciones como parejas podemos formar de i-j.

Por ejemplo para ¢ = j = 0 tenemos
OK°
—— = 0.
ot

Anélogamente,
OK' 0K?* O0K3
ox oy 0z

Esto implica que K solo depende de 27 para j # i. En los términos cruzados

tenemos, por ejemplosii =0y j =1

| LOK°  OK'

08x+8t 0

Es facil ver que para 7 = 0 y ¢ = 1 tenemos las mismas ecuaciones. Similar-

mente,
oy ot
0OK° OK3
J— 2 =
¢ 0z + ot 0

para el resto de parejas i, j podemos escribir

OK? n OK*! g
ox oy
OK3 n OK*! 0
ox 0z
oK 0K
oy 0z

Tenemos 8 EDPs de primer orden para determinar 4 componentes de K.
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Derivando cualquiera de las ecuaciones con términos cruzados obtenemos

que
O?K“
02

Esto implica que K* solo puede depender linealmente de 27 con j # k, o sea,

=0 si a#/p.

K = c* 4 st
con 7} = 0.

Aplicando de nuevo la ecuacién (2.27) obtenemos que

0 9
0= (gkj% + gki%) (c"“ + 77;’“93’) = g0, + gran) 0}

:gkjﬁf + gkmf
Zgjlmf + giknf = [g-nlji + g nlij-

Lo que significa que

gn+ (gn)" = 0.
Por lo que
gng =-n"
O
2.4.3. Espacio-tiempo de Schwarzschild
La métrica de Schwarzschild es:
2GM 1
g=—2¢ (1—GT> dt @ dt + ——gz dr @ dr
cir (1-227) (2.28)

+ 7% ( df ® df + sin® 0d¢ ® do)

Las constantes que aparecen en esta métrica son:
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= ¢, velocidad de la luz en el vacio, 3 X 1087
s

Nm?
= G, constante de gravitacién universal, 6,67 X 10’11—]{; 5
9

= M, masa del objeto que perturba el espacio tiempo.
Las variables que hay en esta métrica:

= 1, distancia a la que se encuentra el objeto del origen.
= 0, es la colatitud

= ¢, es el angulo azimutal

Los simbolos de Christoffel son:

2
r __ C Ts(T—Ts) t Ts T __ Ts
Ftt - 2r3 ) FtT T 2r(r—rs)? FT?“ — 2r(r—rs)
6 _ 1 ¢ _ 1 oo :
[Ty =17, s =1 I}y = —sinfcosd

F(f(ﬁ =cotf, Tf,=— (r —7s)sin? 0, FZW = —sinfcosf.
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La ecuacién de Killing en la métrica de Schwarzschild serd la siguiente:

4 r 0 0 %) %)
14 ) 42 2 sin? K3 —K K34+ —K3
(1_% ( +r>+ r* 4 8r”sin (9)><8¢ + +8t 50 >+

2 i2 _
K?’(%LW—élﬁsin(%)—f—Srsiﬁ (9)+8( T—ITS)T_SIH (9))—|—
an — Is
4 2 2 .2 _ Ts O 0, 0.0 0 5 0
(1_% (9)+4( 1+r>)<8¢K+ K K K )+
5 8(—r+1rs) 8r?sin®(0)
K <8r—i— = + tan (6)

9 1 d 1 0 1 0 2 . 9 9 B T 8
((%K + K +aK +80K)(4r sin® (0) + 4r +4( 1+r>+1—’“—s +

4,,,3( 1+_S) 4r
K'( 8rsin® o S
<8rsm (0) + 8r + r(r— 1) r(1—t) (T—Ts))+

(4r2sin2 (9)+4r2+8<—1+%) +1:LT_S> (3K0+§K L Oy 9 K0)+

1)) ot 00
of s (14 %) rs(r—rs))_
K( r(r—rs) +r3(1—ﬁ) =0

r

T

En esta ecuacion unicamente se ven dos soluciones claras:

0 0

ot
Los espacios con campos de Killing de la forma 2 5; se dice que son espacios-
tiempo estacionarios. Localmente se pueden tomar unas coordenadas
(t,zt,...,2") tal que K = 8t’ cada —Z- es espacial y los componentes de
la métrica son independientes de la coordenada t. Esta clase de campos vec-
toriales de Killing se utilizan para clasificar las variedades Lorentzcianas de

curvatura seccional constante.
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2.5. Campos vectoriales conformes

Definicién 2.5.1. Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y sea ® : M —
M una funcion suave. Diremos que ® es una transformacion conforme o
conformal si cumple que existe una funcion A : M — R, a la que llamaremos

factor conforme, que cumple que ®*g = Ag.

Esta definicién es una generalizacion de la definicion de isometria. El
caso de estas ultimas el factor conforme seria la funcién constante 1. Al igual
que las isometrias estan asociadas a los campos vectoriales de Killing las

aplicaciones conformes tienen asociados los campos vectoriales conformes.

Definicién 2.5.2. Sea (M, g) una variedad diferenciable y sea A : M — R*
una funcion positiva y ademds sea X € X(M) un campo vectorial. Dire-
mos que X es un campo vectorial de Killing conformal si cumple la

siguiente iqualdad:
EXg = 2)\9

Cuando X es la funcion nula, X es un campo vectorial de Killing usual.

Nota 2.5.3. Estos campos vectoriales lo que representan son deformaciones
continuas que pueden ser medidas mediante una funcion. En el caso de la
funcion X sea una constante no nula representaria una homotecias. Cuando

A es la funcion nula X es un campo vectorial de Killing usual.

Esta familia de campos vectoriales también forma un algebra de Lie de
la misma manera que lo generaban los campos vectoriales de Killing pero
w. La prueba completa

se puede ver en el libro Transformation groups in differential geometry de

en este caso la dimension estara acotada por

Kobayashi el teorema 6.1 en la pagina 143.

Proposicién 2.5.4 (Ver [4]). Sea (M,g) una variedad semiriemanniana
equipada con la conexion de Levi-Civita y sea C € X(M) un campo vectorial

conformal entonces:

ViC; + V;Ci = f(p)gis-
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Teorema 2.5.5. Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y sea f: M —
R. Sea C € X(M) un campo vectorial conformal para la variedad (M, g)

si y solo si C' es un campo vectorial conformal para la variedad conformal
(M, f?g).

Demostracion. Sea C' € X(M) un campo vectorial conformal para la variedad

(M, g). Entonces se tiene que:
Log =2)\g
Por lo tanto la derivada de Lie del tensor métrico conformal f2g seré:

Lcof?g=fLcg+C(f)g

(2.29)
=f*Ag+C(f*)g = (P A+ C(f*))g.

Entonces se tendrd que C' es un campo vectorial conformal de f2g.
Sea C' € X(M) un campo vectorial conformal para la variedad (M, f2g).Entonces

se tiene que:
Lof?g=2)g

Lcof?g= f"Leg+C(f)g
2 g =f*Lcg + C(f*)g

2\ — C(f?
7 ( )9 =Ly
Por lo tanto tenemos que C' serd un campo conformal de (M, g). O

2.5.1. Ejemplo de campos vectoriales conformes

Ejemplo 2.5.6 (Campos vectoriales conformes de la esfera S?). Como se ha

mostrado anteriormente la métrica de S* en coordenadas geogrdficas:

ds* = df ® df + sin 0*dy @ dep.
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Con 0 € [0r] y ¢ € [0,27|. El cdlculo de los campos vectoriales conformes en

la esfera es muy complejo, para ello se tomardn las coordenadas cartesianas:

x =sinf cos p
y =sinfsinp

z =cosb.
Donde tenemos que:

dx = cos 0 cos pdf — sin 0 sin pdyp
dy = cos 0 sin pdf + sin 6 cos pdp
dz = — sin fd#.

Entonces obtenemos la expresion de los campos vectoriales % Y % en funcion

de las cartas cartesianas:

. . 0
20 = cos 0 cos QD% + COSQSIII(,Da—y — SIHQ&,
0 . .
% =— cos@smgoa—$ + sin 6 cos goa—y,

. 0 .0 0
n :smﬁcosgo% + sm@smgpa—y + COSQ&.

Se debe de cumplir la siguiente igualdad:

0 0 0 0 0
a1%+a28—y+(l3& —A%—FB%—FCT]

Es decir:
ay =Acosfcosp — Bsinfsinp + C'sinf cos ¢

as =Acosfsing + Bsinfcos g + Csinfsin g (2.30)
az = — Asinf + C cos 6
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Entonces tenemos que los campos conformales de la esfera son:

0 sinp 0
Ch —COSQCOS@% — sinG%
.0 cosp O
Cs —COSQSIH(,D% + e %
Cy :sine%
5 (2.31)
K, ——
1 g

Ky =cos go% — cot @ sin cp%

0 0
K3 =sinyp— — cot 6 cos p—
3 ¥ 90 ¥ 90
La cantidad de los campos vectoriales conformes de la esfera es 6 que es
el mdzimo numero de campos vectoriales de conformales de dimension 2.
Con el codigo en Maple del apéndice B se puede comprobar que los campos
que hemos calculado son campos vectoriales de Killing. Obtenemos que las

derivadas de Lie de cada uno de los campos vectoriales es:

Lo, g = — 2sinf cos pg
Le,g = — 2sinpsinfg (2.32)
Ley,g =2coslyg
Similar al caso de los campos vectoriales de Killing estos campos conformes
se pueden representar en la esfera. Se puede apreciar como el campo C3 re-

presenta flujos que se mueven a lo largo de los meridianos. Esta deformacion

es constante y claramente depende del dngulo 0
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Figura 2.2: Representacién de los campos vectoriales de conformales con fun-
cién conformal no nula. De izquierda a derecha y de arriba a bajo representan
los campos C3, C2 y C1.
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Capitulo 3

Campos vectoriales de Killing,
geodésicas y tensor de

curvatura.

En este capitulo se mostrardn algunos resultados de la relacién de los
campos vectoriales de Killing con diferentes objetos matematicos. Comenza-
remos mostrando la relacién existente entre los campos vectoriales de Killing
y las curvas geodésicas mediante una magnitud conservada. Para ver dicha
magnitud conservada se expondran algunos ejemplos en los espacios-tiempo

previamente mostrados.

Posteriormente mostraremos la relacién de los campos vectoriales de Ki-
lling y los tensores de curvatura para poder simplificar el calculo de los cam-
pos vectoriales de Killing en algunas variedades. Se finalizara la secciéon mos-
trando una relacién entre los campos vectoriales de Killing y los campos

electromagnéticos en el espacio tiempo de Minkowsky.

37



3.1. Relacién de los campos vectoriales de Ki-

lling y las curvas geodésicas

La relacion de los campos vectoriales de Killing y las curvas geodésicas
es debido a que el movimiento a lo largo de una curva geodésica el producto
escalar del vector tangente de dicha curva por el campo vectorial de Killing

se mantiene constante.

Teorema 3.1.1 (Ver [4]). Sea (M,g) una variedad semiriemannian, sea
K € X(M) un campo vectorial de Killing y v :] — e,e[— M wuna curva
geodésica. Entonces existe una magnitud conservada al actuar K sobre la

curva geodésica. Es decir:

(K, A(r) =1€R VYrel—eel. (3.1)

Demostracion. Por ser v una curva geodésica existe un campo vectorial X &€

X (M) tal que para todo 7 €] — ¢, ¢[ tal que (1) = X, (). Vamos a ver que:
d
—g(X,K) =0.
dr

Si se desarrolla la ecuacion anterior se tiene que:

d

Por ser X un campo vectorial geodésico tenemos

que VxX = 0:

=9(VxK, X)
Por ser K un campo vectorial de Killing tenemos que
Lrg(X,X)=0:

=0.
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Se puede concluir que g(X, K) es constante. O]

Este teorema tiene una consecuencia fisica muy usada en relatividad ge-
neral. Una particula con masa la cantidad conservada, [, se dice que es la
componente del momento angular por unidad de masa asociada al campo
vectorial K .[4]

El hecho de la existencia de una magnitud conservada implica la existencia
de una simetria y por lo tanto una simplificacion de la métrica. Esto se puede
observar en la métrica de Schwarzschild conde la coordenada ¢ tiene asociada
una magnitud conservada lo cual permite una simplificacion de la métrica,

como serd mostrado en la siguiente seccién.

3.1.1. Magnitudes conservadas en diferentes espacio-

tiempo
Espacio-tiempo de Minkowski

Sea ahora v : (—¢, ¢) — R* una curva geodésica en el espacio de Minkowski

dada por
s = 7(s) = (t(s), z(s), y(s), 2(s)).

Aplicando el Teorema 3.1.1 tenemos que para cualquier campo de Killing K
ocurre que
— K %(s) + K'a(s) + K*j(s) + K*2(s)

tiene que ser constante a lo largo de la geodésica 7. Por el Teorema 2.4.1,tenemos

esta familia de magnitudes conservadas

—A(C% + nial)i(s) + (C" + nlal)i(s) + (C* + nia")y(s) + (C° + nia’)i(s)
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Que por (2.26) deducimos que

C =~ (0" + Avx(s) + Agy(s) + Azz(s))t(s)
+ (C" + Agt(s) + biy(s) + biz(s))i(s)
+(C% + Ast(s) + byx ()+b‘°’ (s))9(s)

+ (C® + Ast(s) + byz(s) + b3y(s))z(s)

nos describe la familia completa de magnitudes conservadas.

Observemos que el caso particular A = 0, b = 0 nos conduce a que

cualquier combinacion lineal de la forma
C%(s) + C'a(s) + C*y(s) + C4(s)

es constante lo que nos permite obtener las curvas geodésicas del espacio de

Minkowski como las rectas
s — y(s) = (ao, a1, az, as) + (bo, by, ba, bs)s

Por otra parte la eleccién C' = 0, A = 0 en (3.2), teniendo en cuenta que la

matriz b es antisimétrica, nos conduce a

C' =(biy(s) + biz(s)a(s) + (bya(s) + byz(s))i(s)
+ (by(s) + biy(s))2(s)
=bi(y(s)i(s) — 2(s)y(s)) + bi(2(s)2(s) — x(s)2(s))
+b3(2(s)g(s) — y(s)(s))

(3.3)

Lo que implica que las cantidades

z(s) 2(s)

9

y(s) z(s) ‘

#(s) 2(s) | | 9(s) 2(s)

son cantidades conservadas a lo largo de la curva geodésica. Por lo que tene-
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mos la conservacion del momento angular

L=7x 7= (a(s), y(s), 2(5)) x (i(5),5(5), 2(5))
Por dltimo el caso C' =0, b =0 en (3.2), nos conduce a

C =Ai(=Ca(s)i(s) + t(s)i(s)) + As(—y(s)E(s) + t(s)y(s))
+ As(—cPy(s)t(s) + t(s)y(s))

Que implica la conservacién de las cantidades

—x(s)t(s) +t(s)a(s), —c?y(s)t(s) +t(s)y(s), —c*z(s)(s) +t(s)z(s)

Espacio tiempo de Schwarzschild

Supongamos que tenemos una particula que describe una trayectoria
geodésica, v(7), veamos cuales son las cantidades conservadas en dicha tra-
yectoria siguiendo la idea del teorema 3.1.1. Tomando el campo vectorial de

71 . a .
Killing K = 36"

Ky’ = K'gii¥ = K9y’ = K'gui". (3.4)

Observamos que la componente del momento angular asociada al campo

vectorial de Killing K es 72 sin(d)¢. Tomando que la cantidad conservada es

nula:

2 sin(0)¢ = 0

Nos indica que ¢ = 0, es decir, que la velocidad angular es nula, w(r,¥) = 0.

Por lo tanto se puede hacer la simplificacion:

2GM
g:—c2(1— G >dt®dt+

c2r

—(1 mpaTy dr @ dr +r?sin® fd¢ @ de. (3.5)

c2r
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3.2. Relacién de los campos vectoriales de Ki-

lling y los tensores curvatura

La curvatura de una variedad es una propiedad intrinseca de esta y esta
relacionada a su vez con diferentes propiedades, como pueden ser las curvas

geodésicas o la suma de los angulos de un tridangulo geodésicos.

En esta seccion se va a mostrar la relacién que existe entre los campos
vectoriales de Killing y los tensores de curvatura. Para ello introduciremos los
conceptos de tensores de curvatura de Riemann y de Ricci para definir pos-
teriormente la curvatura escalar o escalar de Ricci y la curvatura seccional.
Ademas, se presentara el teorema de Killing-Hopf, que clasifica las variedades
de curvatura seccional constante y que sera utilizado posteriormente. Fina-
lizaremos mostraremos las relaciones entre los campos vectoriales de Killing

y los tensores de curvatura.

Definicién 3.2.1 (Ver [3]). Sea M una variedad semi-Riemanniana y sea
V la conexion de Levi-Civita. La curvatura, R, de la conexion V es una
aplicacion que para cada terna de campos vectoriales , X,Y,Z € X (M), les

asocia otro campo vectorial de la forma:

R:X (M) x X (M) x X (M) — X (M)
(X, Y, Z) — R(X, Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ7Z — V[X7y]Z

Es un campo tensorial (1,3), y se le llama Tensor Curvatura Riemann
de M.

4

El tensor de curvatura de Riemann tiene n* componente y en relatividad

general contiene mucha informacién redundante. Entonces se define el tensor

curvatura de Ricci como la contraccion del tensor de curvatura de Riemann.

Definicién 3.2.2 (Ver [3]). El Tensor de curvatura de Ricci es un
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tensor (0,2) localmente definido como:

Rice(X,Y) = da* (R (i X) Y) (3.6)

oxk’

Localmente lo podemos escribir el tensor de la siguiente forma:

Ric = Ri;dz" @ da’ (3.7)
Donde:
00 o8 0.0 i
- I =) = g 3.8
R’LJ RZCC(aIi’ ax]) dx (R(axk’ 8LL’Z>8IJ) Rkl] ( )

En [8] se demuestra que en variedades con dimensién menor o igual que 3

el tensor curvatura de Ricci y de Riemann contienen la misma informacién.

El tensor de curvatura de Riemann nos permite también calcular la cur-

vatura seccional de una variedad.

Definicién 3.2.3 (Ver [3]). Sea II un subespacio vectorial de dimension 2
del plano tangente a M en el punto p. Se define la curvatura seccional

de Il en p, y se denotard por K(I1), como:

R(u,v,u,v)
g(u7 u)g(va U) - g(u7 U)Z

K(u,v) = — (3.9)

Para toda base {u,v} de IL.

Ahora enunciaremos el teorema de Killing-Hopf que clasifica las varieda-
des Riemannianas de curvatura seccional constante entres clases, segin las
enuncié Riemann existen tres clases que fromas que son el espacio hiperboli-

co, el espacio euclideo y la esfera. [9]

Teorema 3.2.4 (Ver [3]). Sea M una variedad riemanniana completa y sim-
plemente conexa con curvatura seccional constante K. Entonces es isométrico

a una de las siquientes variedades:
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= 51 K = —1 entonces es isométrico al espacio hiperbolico H".
= 51 K =0 entonces es isometrico al espacio euclideo E™.

s 51 K =1 entonces es isometrico a la esfera S™.

3.2.1. Relacion de los campos vectoriales de Killing y

el tensor de curvatura

Como se ha visto la definicion de de los tensores de curvatura estan rela-

cionadas con los campos vectoriales de tal forma que

Teorema 3.2.5 (Ver [10]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y sea
K = K'2 € X(M) un campo vectorial de Killing,

VaVa(KazR%Kk

! ozt

Demostracion. Por ser K un campo vectorial de Killing se cumple que:
VaVa(Kj)—l-VaVa(Ki):O
ozl Bat ozl Bad

También seran verdaderas las siguientes igualdades:

VaV@(m)+VaVa<W)=O
ox? oxJ ox? ozl

vava(w)+vava<w)_o
oz ozl 9xJ Azt
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Por lo tanto la suma y resta de las ecuaciones anteriores también sera nula:

Vs ( )+ valvw( )

rasa () ana(o
L ot 4] BTZ [ ]
—VaV ( )JrVaVa_(Ki) =0
ozl ! oxJ

Si reagrupamos los términos usando conmutadores:

VaV@,( ) V.oV o ( ) [Va,Va]( )
ozt Bzt oal Bz] 2]
_[va.7va.]( ) [vaav ]( >:0
oxJ ozt ozt

Si reinterpretamos los conmutadores como el tensor curvatura:

VoV ( ) ~VaoV.a (K) + R, K'— R, K'+ Rl K =0
Ozd

ozl 9zt ox!

Utilizando la ecuacién de Killing:

2V o V o (Kﬂ’) = ( RY,K'+ R, K' — jo.jKj)

ozl oz

2V o V o (Kj) (RfﬂK’“ + Rf’]lKk>

ozl oz

Utilizando las antisimetrias del tensor curvatura

2ol a5l

2V o V. o (KJ) = 2RM K*
azl

Podemos concluir que V o V (K J ) = R}, K* O
dat

!
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Si contraemos el resultado de la proposicion anterior obtenemos que:

dzl ozt

VoV (K’) = R; K!

Esta relacion simplifica bastante el calculo de las componentes del campo
vectorial de Killing en variedades planas o que los tensores de curvatura se
anulen entre si. Por ejemplo en el espacio de Minkowski tendremos que el
sistema de ecuaciones se reduce a:

OPK*

81’2‘81‘]‘ =0

Por lo tanto la solucién general del esta ecuacién serd K* = ¢, + ', donde

Nk €S una matriz antisimétrica.

3.3. Campos vectoriales de Killing en el
espacio-tiempo de Minkowski y campo

electromagnético

Por la ecuacién (2.27) sabemos que K es un campo de Killing si

0

0
9rj 5 K"+ g K = 0. (3.10)

oxi

Como los coeficientes del tensor métrico en las coordenadas dadas para des-

cribir el espacio-tiempo de Minkowski son constantes tenemos que

0 0
— (g K*) + == (g K*) = 0.

ox? oxJ
Que puede ser re-escrito como
0 0
— K, + —K;=0. 3.11
ozt + oxd (3:.11)
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En relatividad especial y en electrodinamica clésica el campo eléctrico viene

descrito por una 1-forma conocida como el cuadripotencial electromagnético
A= A,dz".

A partir de esta 1-forma el tensor electromagnético puede ser construido
como la 2—forma

F = dA.

Que en coordenadas locales viene descrito como

b _0A, 04,

B Qe Oz

Por lo que podemos enunciar el siguiente teorema

Teorema 3.3.1. Sean A, y EH dos cuadripotenciales electromagnéticos del
espacio de Minkowski. Entonces A y A generan el mismo tensor electro-
magnético, si y solos st,

Ay — A, = guwK",

siendo K un campo vectorial de Killing.
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Capitulo 4

Variedades producto warped

En este capitulo se presentaran las variedades warped o en castellano,
alabeadas. Esta familia de variedades nace como el producto de dos varieda-
des, llamadas base y fibra, y cuyo tensor métrico serd una composicién de los
tensores métricos de la base mas el de la base multiplicado por una funcién,

llamada funcién warped.

La importancia de esta clase de variedades se debe a que una gran parte
de las soluciones para las ecuaciones de Einstein, como pueden ser la métrica
de Schwarzschild, previamente usada, o los espacios tiempos de
Robertson-Walker generalizados son variedades warped. Por lo tanto el estu-
dio de los campos vectoriales de Killing tiene una gran importancia, debido a
que, como se ha mencionado, estos campos representan las simetrias de una

variedad y pueden ayudar a simplificar ciertas ecuaciones o simulaciones.

Una vez presentadas la variedades producto warped se estudiara como son
las derivadas de Lie en las variedades warped y sucesionalmente warped. Estos
resultados seran aplicados para el estudio de los campos vectoriales de Killing
concluyendo que los campos vectoriales de Killing, pueden ser escritos como

una combinacion de los campos conformes de la fibra y campos vectoriales
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de Killing de la base.

A partir de este resultado se presentara una idea para la busqueda de los
campos vectoriales de Killing en variedades warped. Esta idea sera aplicada a
variedades riemannianas simplemente conexas donde se calcularan todos los
campos vectoriales de Killing. Esto se ejemplificard en la esfera, el plano eu-
clidiano y el espacio hiperbdlico. Se finalizara dando los campos vectoriales de
Killing en el espacio-tiempo de Schwarzschild utilizando la idea previamente

mencionada.

Definicién 4.0.1 (Ver [7]). Sean (B,gp) y (F,gr) dos variedades semi-
riemannianas y sea f € C*(B) definida positiva. El producto warped

M = B x F es la variedad producto dotada del siguiente tensor métrico:

g=mg(g98) + (f o)’ 75 (gr).

Donde las proyecciones tg y g en B X F' van a B y a F respectivamente.
A la variedad (B, gg) se le denotard como base y a la variedad (F, gr) como

fibrado, y a la funcion f se la denotard como funcion warped.

Como convenio para todo v € X(M) las proyeccion serdn denotadas por
mp(v) =vp € X(F) y mp(v) = vg € X(B).

Definicién 4.0.2 (Ver [7]). Una variedad lorentzciana es una variedad
semiriemannianas que cumple que la signatura del tensor métrico es n — 1,

donde n es la dimension de la variedad.

Proposicién 4.0.3 (Ver [7]). Sean (B, gp) una variedad riemanniana y
(I,g9r) una variedad semiriemannianas y [ € C®(B) la funcidn warped.
El producto warped M = B x I con § = 7(gp) + (f o 75)*7i(gr) es una

métrica lorentzciana.

Demostracion. Se va a demostrar que g es un tensor métrico lorentzciano.

Con el fin de probar la afirmacion es tomado un punto del espacio producto,
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(p,q) € B x Fy dos vectores del espacio tangente u,v € T}, 4 x B en dicho

punto, entonces la expresion de la métrica con dichos parametros es:

9(u,v) = gp(drp(u), drp(v)) + f(@)g1(dmi(u), dri(v)).

s Claramente es un tensor simétrico ya que es la suma de dos tensores

simétricos.

» Para demostrar que es no degenerada, supongamos que g(u,v) = 0
para todo u € T(, I x M. En particular se tiene que para todo w €
Tp,9)0 x M se tiene que: g(dmyv, dmpyw) = 0 como drp(w) = 0. Pero
como drr(w) llena todo T,,M por lo tanto tenemos que drr(v) = 0. Se

harfa de forma similar para ver que dmy(v) = 0, por ende, v = 0.

= Para ver que la signatura de g es n— 1, se tiene que si se toma una base
ortonormal de T,/ y de T, B combinadas generan una base ortonormal

de T 41 x M. Por lo tanto el indice de M serd Ind(M) + Ind(I) es

decir n-1.

Por lo tanto se ha probado que g es una métrica lorentzciana y por ende

(M, g) es un espacio lorentzciano. O

Los espacios-tiempos se pueden clasificar de multiples formas segin el
comportamiento con los campos vectoriales de Killing temporales. A aquellos
espacios-tiempos que admiten campos vectoriales de Killing temporales se les

llama espacios-tiempos estacionarios.

Definicién 4.0.4. Sea (M, g) un espacio tiempo y sea 3. € X(M) un campo
vectorial de M. Si se cumple que Eagg = 0 entonces se dird que es un espacto

tiempo estacionario.

Ademas, cuando el campo vectorial de Killing temporal cumple que pa-

ra todo par de elementos de la distribucién ortogonal de K, Dy = {X €
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X(M) : g(X,K) = 0}, son envolventes, es decir, que dados X,Y € Dg

entonces [X, Y] € Dk, se dice que el espacio-tiempo es estético.

Para comenzar a hablar de los espacios-tiempos productos warped vamos
a introducir la nocion mas basica en dicha clase de espacios-tiempo. Un
espacio-tiempo standard estatico es un espacio tiempo producto de la
forma: M = I x M con una variedad riemanniana base , (M, g5/), un fibrado,
(I,g9r = —dt?) y una funcién warped, h € C*°(M), definida positiva. De esta
forma se puede definir el la métrica lorentzciana sobre M de la siguiente

forma:

§:=mhgu + (homu)’migr.

Donde las proyecciones 7y y mps en I X M van a I y a M respectivamente. Si se
anadieran términos no dependientes del tiempo al tltimo sumando el espacio-
tiempo obtenido se dird que es estacionario. El espacio tiempo estacionario
mas simple que hay es el generado por el producto Lorentzciano de la recta
real negativa, (R, —dt?), y una variedad semiriemanniana, (M, g). Existen
otros ejemplos clasicos como veremos que ocurre en el espacio tiempo de
Minkowski o el de Schwartzchild.

Ejemplo 4.0.5 (S* como producto warped). El tensor métrico de la es-
fera S? en coordenadas esféricas se puede expresar como el producto warped
([0, 7], dO@dO) Xsinp ([0, 27], dp@dp). Porlo tanto la expresion de la métrica
serd:

g =df ®df + sin*dy @ dp

Ejemplo 4.0.6 (R? — 0 como producto warped). El tensor métrico euclideo

del espacio R® — 0 en coordenadas esféricas se expresa de la siguiente forma:
g=dr@dr+1*df ®df + sin0dp @ dip).

Claramente se puede ver que R?® — 0 es difeomorfo a RT x $? mediante la
aplicacion (t,p) <> tp. De esta forma el espacio R*—0 con la métrica previa-
mente mencionada se puede ver como el producto de R* x $? con la funcién

warped r donde la base serd R y el fibrado serd la esfera con la métrica
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usual.

Existe una generalizacion de los productos warped, son las variedades
sucesionalmente warped. Esta clase de variedades warped cumplen que cuya
base o fibra o bien ambos pueden ser escritos como productos warped. La
importancia de esta clase de espacios radica en que muchas de la soluciones
a las ecuaciones de campo de Einstein pueden expresarse como una variedad
sucesionalmente warped. Un ejemplo de esto es la solucion de Schwarzschild

que puede ser escrita de dicha forma.

Definicién 4.0.7. Sean (M, g1), (Ma, g2) y (Ms,gs3) tres variedades semi-
riemannianas y sean fi : My —]0,00[ y fo : My x My —]0, 00[. Definimos la

variedad sucesitonalmente warped de estas tres variedades como:

M = (Ml X f1 MQ) X f2 M;
G=(n® fi92) ® f395

Por consecuente los resultados vistos en para variedades producto wapred

tenemos que se pueden generalizar a productos sucesionalmente warped.

Ejemplo 4.0.8. La métrica de Schwarzschild vista en el ejemplo (2.28) puede
ser escrita como espacios sucesionalmente warped. Observando la métrica de

Schwarzschild se puede ver que es de la forma:
g = (Rng) X2 (827dQ)

Donde dS) es la métrica usual de la esfera. Por lo tanto tenemos que ver como
escribir la base, (R?,g) como producto warped. Podemos tomar la base como
la métrica conformal (R, Zedr @ dr) y la fibra (R,dt ® dt) con la funcidn
warped c\/@ por lo tantro obtenemos que:

1
(R27§) = (R, ]-_—T_gd']"@d?n) XC\/@ (R7dt ® dt)

T

Finalmente la expresion de la métrica de Schwarzschild como un producto
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sucestonalmente warped es la siguiente:

1
g = (1 —dr ®dr — (11— %)dt@dt) +72(df ® d + sin 0*dp @ d).

r

4.1. Derivadas de Lie en espacios producto

warped

Todo campo vectorial en el espacio tiempo warped, X € X(M), puede
ser escrito de la siguiente forma X = Xp + X donde Xp = (75(X),0) y
Xr = (0,7p(X)).

Teorema 4.1.1 (Ver [2]). Sea X € X(M). La derivada de Lie del tensor

métrico g puede ser escrita de la siguiente forma:

Lxg=Lx,(73(98)) + Xs(f omp)’mr(9r) + (f 0 75)* Lx, (T5(9F))

Demostracion.

Lxg = Lxpixp(m5(g8) + (f o 76)*7r(gr)).
Aprovechando la linealidad de la derivada de Lie:

Lxg=Lx,(75(98)) + Lxs ((f o 75)*7p(9r))
+ L, (75(98)) + Lxp ((f o 75)* 75 (gr)).-

Debido a que Ly, (75(9r)) = Lx.(75(98)) = Xr(f) = 0 se obtiene la

siguiente expresion:

Lxg=Lx,(75(98)) + Xp(f omp)’m(9r) + (f o 75)*Lx, (75 (gr))
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[]

Corolario 4.1.2 (Ver [2]). Si nos restringimos a un campo vectorial en M,
es decir, X € X(M) puede descomponerse como la suma de sus proyeccio-
nes, X = Xpg + Xg.Entonces se obtienen las siguientes expresiones de las

deriwadas de Lie en la fibra y en la base:

Lxp95(.) = LX,98(,) + g5, [dnr(-), X)) + gp([drr (), X5], ")
‘CXFgF('a ) = ‘Cf(FgF('v ) + gF('7 [dﬁB(')v XF]) + QF([dﬁB(')vXF]v )

Corolario 4.1.3. Sea (M,§) una variedad sucesionalmente warped de la

forma definida anteriormente, entonces la derivada de Lie de un campo vec-

torial X € X(M) puede ser escrito como X = X; + Xy + X3 donde cada

X; = 2 (X) entonces la derivada de Lie serd:
ox'q

Lx§=Lx,q1+ f[TLx,92 + [3Lx,95 + 2X1(f1)g2 + 2(Xo + X1)(f2) g5

Esto puede ser demostrado de forma andloga con la realizada en el caso de

un espacio resultante del producto warped de mas variedades.

Lema 4.1.4 (Ver [2]). Sea (M,§) un espacio producto warped y sea K €

X(M) un campo vectorial de Killing entonces cumplird que:

» Sea Kp = mp(K) entonces se cumplird que Lx,gp = 0.

» Sea Kp =mp(K) entonces se cumplird que L, gr = fgr.

Demostracion.
Para demostrar que si K es un campo vectorial de Killing en M entonces
Kp = mp(K) es un campo vectorial de Killing en la base. Para ello tomamos

dos vectores u,v € X(M) tales que mp(u) = Tp(v) = 0 obtenemos que:

Lig(u,v) =Li, (75(98)) (ma(u), 18(0)) + Ke(f o 75)*15:(9r)(0,0)
+ (fomp)’ L, (77(9r))(0,0) = 0.

95



Se simplifica en:

Lrg(u,v) = Ly (75(98)) (ta(u), 75(v)) =0

Por lo tanto ocurre que Lk,gp = 0 para todo par de vectores y por ende
sera un campo vectorial de Killing en la base.

Ahora veamos que K cumple que es un campo vectorial conforme en la fibra.

Tomando dos vectores u,v € X(M) tales que up = vg = 0 por lo tanto la

derivada de Lie del tensor métrico en estos dos vectores sera:

Lxg(u,v) =L, (73(98))(0,0) + Kp(f o 75)* 75 (g9r) (ur, ur)
+ (f omB)* L, (75 (gr)) (ur, 0) = 0.

Debido a que ambos vectores yacen unicamente en la fibra tenemos que:

Kp(f omp)*mi(gr) (up,ur) + (f o 75)*Li, (75 (gr)) (ur, 0) = 0.

Es decir,
\ Krp(fomp)*ny(gr)(ur, ur)
L, (75(9r)) (up,vp) = — (Forp)? :
Por lo tanto tenemos que Kr es un campo conformal en la fibra. O

Proposicién 4.1.5. Sea (M, §) una variedad producto warped construida
a partir de (B,gg) y (F,g9r) y una funcién warped f € C(B). Sea K €
X(M) un campo vectorial de Killing que yace en la base entonces se tiene

que Xp(f omp)*ny(gr) =0

Demostracion.

Lxg=Lx,(75(g8)) + Xp(f o mp)*71(9r) + (f o m5)*Lo (7% (9r))
=Xp(f omp)*mp(gr)

Por ser K un campo vectorial de Killing se tiene que Lxg = 0 entonces se

puede concluir que Xg(f o m5)*m5(gr) = 0. O
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De esta forma se puede reescribir la derivada de Lie de cualquier campo
vectorial de Killing en la variedad M respecto de la base escogida de la

siguiente forma:

Lixg =(dd'(-) @ gp(Ki,-) + 95(Ki,-) @ da’(-)) + Kp(f*)gr
da'() @ gr(Cs, ) + gp(Cy, ) ® da' (-) + 2f%a’o"gp

4.2. Espacios-tiempos de Robertson-Walker

generalizados

Definicién 4.2.1. Sea (M, g) una variedad lorentzciana (n-+1)—dimensional
y sea K € X(M) un campo vectorial temporal. Se dird que K es un campo
vectorial temporal conformal si existe una funcion p € C°(M) tal que
Lrg=2pg.

A la variedad (M, g) serd clasificada como espacio-tiempo estacionario
conformal, serd denotard como espacios-tiempos CS, debido a que admite

campos vectoriales conformales temporales.

El concepto de espacio-tiempo CS viene motivado de la generalizacion de
los campos vectoriales de Killing. Si g admite un campo vectorial temporal
conformal, K, entonces K es un campo vectorial de Killing para la nueva

métrica lorentzciana relacionada puntualmente con g, de la siguiente forma

-3
9(K.K)"

Una subclase de los espacios-tiempos CS son la familia de los
espacios-tiempos generalizados de Robertson-Walker, se suele deno-
tar por espacios-tiempos GRW. Los espacios-tiempos GRW tienen la siguiente

forma: M = I x M con una métrica lorentzciana:

g=—my(dt*) + (fomr)* miyg

s (4.1)
g=—dt"+ f"-g.
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donde (M, g) es una variedad riemanniana. Por lo tanto (M, g) serd un pro-

ducto warped con base (R, —dt?) y fibrado (M, g), y una funcién warped,
fec>(M).

4.3. Idea para el calculo de campos vecto-
riales de Killing en variedades producto

warped

El célculo de los campos vectoriales de Killing en variedades producto
warped se puede simplificar, ya que todo campo vectorial de Killing de dicha
variedad puede ser escrito como combinacién de { K*}?_, campos vectoriales
de Killing de la base y {Cz}f.”f" campos vectoriales conformes de la fibra de

=N
la siguiente forma:
K= aiKi + CLZO;

cona’: F — Rya : B — R funciones dependientes de las coordenadas
en la fibra y en la base respectivamente. Por ser K un campo vectorial de

Killing sabemos que:

EaiKﬂra{ng - 0

Proposicién 4.3.1 (Ver [2]). Sean (B, gp) y (F, gr) la base y la fibra de una
variedad producto warped (M,g) y sean A € X(B) y B € X(F) dos campos

vectoriales y A y B los campos vectoriales en la variedad warped se tiene que:

» A es un campo vectorial de Killing en (M,g) si y solo si es un campo

vectorial de Killing en la base y cumple que A(f) = 0.
= B es un campo vectorial de Killing en (M, g) si y solo si es un campo
vectorial de Killing en la fibra.
Demostracion. Sea A un campo vectorial de Killing en la base que satisface
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que A(f?)gr = 0 por lo tanto tomando su extensién, A, en la variedad

producto warped se tiene que:

Lxg =Lags + A(f*)gr + Logr
=Lagp + A(f*)gr =0

Por lo tanto es un campo vectorial de Killing de la base.

Sea B un campo vectorial de Killing en la fibra tomando su extension, B,

en la variedad producto warped se tiene que:

L59 =Logs +0(f*)gr + Lrgr
=Lpgr =0

Por lo tanto es un campo vectorial de Killing de la fibra. O]

Gracias a esta proposicion se pueden buscar los campos vectoriales de
Killing en el producto warped en la fibra y en la base. Un ejemplo de es-
to es el cdlculo de los campos vectoriales de Killing en el espacio-tiempo
de Schwarzschild donde, utilizando las coordenadas cartesianas isotropicas,
la busqueda de los campos vectoriales de Killing es tinicamente buscar los

campos vectoriales de Killing de la fibra.

Una forma de buscar los campos vectoriales de Killing en variedades
producto warped de la forma (R x S? g) con tensor métrico de la forma
g = dr @ dr + f*(r)dQ) se genera una variedad riemanniana de dimensién
3. Esta variedad satisfacera las hipdtesis del teorema de Killing-Hopf y se
tendra que son espacios maximamente simétricos por lo tanto tendran 6

campos vectoriales de Killing.

La busqueda de los campos vectoriales de Killing se puede realizar utili-
zando la proposicion 4.3.1. Por lo tanto se tendran los campos vectoriales de
la fibra y ademas se tendran otros campos vectoriales de Killing que seréan

combinacién de conformes de la fibra, C' € X(F) cuya funcién conforme es o,
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y de Killing de la base, X € X(B), que viene dada por la siguiente ecuacién

df(r)
K=—-0oX+-%C (4.2)

f
La demostracién de este enunciado se ha relaizado utilizando el softwa-
re matematico Maple y puede consultar en la siguiente direccién https:

//github.com/FernanGI/TFM

El calculo de los campos vectoriales de Killing en estas variedades se
muestra en la siguiente subseccién. Con este calculo se obtienen los 6 campos
vectoriales de Killing para todas las variedades riemannianas simplemen-
te conexas de curvatura seccional constante 3 dimensionales. Esto se puede
generalizar para cualquier variedad riemannianas simplemente conexas de
curvatura seccional constante uinicamente hay que calcular los campos vec-

toriales de Killing de la esfera como se ha mostrado anteriormente.

Un problema abierto es la bisqueda de una férmula como la ecuacion (4.2)
para los campos vectoriales de Killing en otras variedades semiriemannianas

producto warped.

4.3.1. Calculo de los campos vectoriales de Killing en

variedades producto warped.
Espacio euclideo R3

La métrica del espacio euclideo de R? en coordenadas polares es:
g =dr @ dr+r*(df @ df + sin 0*dp @ dyp)

Que es el producto warped de la variedad base (R,dr ® dr) por la esfera
(R%,df @ df + sin 6?dp @ dp) con la funcién warped f(r) = r.
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Por lo tanto para el célculo de los campos vectoriales de Killing nece-
sitamos los campos de Killing de la base, que sera W = % y los campos

conformes de la fibra:

0 singpi

C) =cosfcos p— — — con funcién conforme o7 = —sin f cos
00  sinf dp
.0 cosp O ., . .
Cy =cosfsinp— + ———  con funcién conforme o5 = —sin @ sin ¢
00  sinf dp

.0 .
(5 =sinfl—  con funcién conforme oz = cos 6

06
0

Ky =—
1 g

0 .0
Ky =cos Ya5 cot # sin QO%

0 0
K3 =sin p— — cot 6 cos p—
s Bl A

Entonces, todo campo vectorial de Killing de R? puede ser escrito de la

siguiente forma:

0 Singoa
96 sing "

K :Alﬁ + )\1(0059003 o— —
or

0 0 0
+ )\Q(COSQSiHQD% + ZTZ?%) + A3 sinﬁ%

0 0 .0
+ )\4% + )\5<cos Yo5 ~ cot 0 sin (p%>

.0 0
+ g smgO%—cotHcosgp% :

Con Ai, Az, A3, Az, A5, A\g € C(r) y A1 € C(R). Algunos ejemplos de los campos

vectoriales de Killing en el espacio R? son:

= \; = 1 entonces K = % tenemos que es un campo vectorial de Killing
ya que es un campo vectorial de Killing de la fibra. Lo miso ocurriria

con Ky v K.

= Si A\ =cosf y A3 = —% tenemos el campo vectorial K = cos 9% —
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—Si‘;e%. Si se realiza la derivada de Lie de K se tiene que

Lrg=2L (dr@dr)—EM%dﬂzo

s}
cos 05

= Si A\ = cospsinf y A\ = % se tiene que el campo vectorial K =

sin 0

cosgosin@% + % (cos@cos cp% — Sm‘pagp).

» Si A\ =sinfsingy A\; = % se tiene el campo vectorial

9 1 0 cosp O
K =sinfsinp—— ++- g
smesmgpar ++T<C05951ng089 + 00 3g0)

Por lo tanto los 6 campos vectoriales de Killing del espacio euclideo 3-

dimensional seran:

0

Ky =—
1 g

Ky =cos @% — cot #sin gp%

.0 0
K3 =sin Yo5 cot 0 cos 30%

0 sinf 0
K4:c056’§— T
o0 1 0 singp
K —cos<ps1n65+;<cosecos¢% — sin@aw)

. . 0 1 . 0 cosp O
Ks = Tt 0 dp
6 sm@smwar++T(005951n9089+ sin 6 a¢>

Espacio hiperbdlico H?

El espacio n— dimensional viene dado con el tensor métrico

g = dr ® dr + sinhr*((df ® df + sin *dyp ® dyp))
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Esta variedad puede ser expresada como el producto warped de la variedad

base (R, dr ® dr) por la fibra que serd la esfera dos-dimensional con la fun-

cién warped f(x,) = sinhz,. En esta variedad se tendran que los campos

vectoriales de Killing seréan de la forma:

0 0 singp
K—)\la—l—)\l(cosﬁcosgo% ~ g %¢
.0 cosp O . .0
—i—)\g(cos@sm@%%— sin&%) +)\351n9%

0 0 .0
+A—+ Ag(cos gO% — cot fsin <p%>

dyp

.0 0
+ g smgz)%—cotecosgp% :

Con A1, A3, A3, A1, A5, A5 € C(r) y A1 € C(RT). Por lo tanto los campos vec-

toriales de Killing serén los siguientes:

K = Cosgo% — cot@singp%

K = sincp(% — cothosgo%

» K = —sin@cosgb%%— S%(cos@cosgp% —

sinh r

» K = —ﬁn@singb%%— cos (Cosesinap% 4 890

_ a9 COST 3 K2
K_cosear—i- sm@ae

sinhr

Esfera S3

sing 9
sin 6 dp

sin 6 %

)

El espacio n— dimensional viene dado con el tensor métrico

g =dr ®dr +sinr*(df ® d + sin 0*dp @ dy)
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Esta variedad puede ser expresada como el producto warped de la variedad
base (R, dr ® dr) por la fibra que serd la esfera dos-dimensional con la fun-
cién warped f(x,) = sinz,. En esta variedad se tendran que los campos

vectoriales de Killing serdn de la forma:

K:)\lg—i-)\l(cosecosgp 0 smgpap)

or 00  sinf
.0 cosp O . .0
+)\2(COS€SIHQ@%+ sin&%) —1—)\381119%

0 0 .0
+ )\4% + )\5(008 90% — cot fsin (p%>

.0 0
+ g smgz)%—co‘wcosgp% :

Con A, A3, A3, A1, A5, Ag € C(1) v A1 € C(R). Por lo tanto los campos vecto-

riales de Killing seran los siguientes:

K = cos w% — cot@singp%

K = Singp% — CotQCOSQO%

sinr sin 6

— o a9 cosr 9 sing 9§
K = —sinflcos oy + (cos&cosgpae &p)

- ; 0 cosT : Kl cosp 9
K = —sinfsingy + (cos@smgoae—i——“@ )

sinr sin @ Oy

_ 0 COST 0
K =cosf5: + sin 055

sinr

Espacio-tiempo de Schwarzschild

Para expresar el espacio-tiempo de Schwarzschild utilizaremos las coor-

denadas cartesianas isotropicas calculadas por H. A. Buchdahl en su articulo
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Isotropic coordinates and Schwarzschild metric[l]. La expresiéon del tensor

métrico en dichas coordenadas es la siguiente

1+2

]\
g:—02< p)dt®dt+(1+Ef(da;@dx—l—dy@dy—l—dz@dz)
)

Donde r, = M y p = /22 + y? + 22. En estas coordenadas se observa
claramente coémo el espacio-tiempo de Schwarzschild es el producto de una

variedad conformal de R?® con un factor (1 + ——Z2——)* multiplicado por
12+y2+22

(R, dt ® dt) con una funcién warped

1— =t
12+y2+22

f(:I;7 y7 Z) = 1 + Ts
Va2t 422

Por lo tanto se tienen que calcular los campos de Killing de (R?, (1 +
L )*(dz ® dx + dy @ dy + dz ® dz)). Debido al teorema 2.5.5 se

V2 4 y? + 22

tiene que todo campo vectorial conforme de (R, dz®@dz+dy®@dy+dz®dz) seré

también conforme para la variedad conforme. Entonces los campos vectoriales

de Killing para la variedad conformal seran:

0 0
Kr=vg. =5,
0 0
K =vgr 73y
0 0
Ko=ag "

Debido a que se ha roto la simetria de los desplazamientos al multiplicar por
1+ \/ﬁ{ los campos conformales de (R, dt ® dt) seran t% y %. Por lo

tanto todo vector de Killing del espacio de Schwarzschild puede ser escrito
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COo1mao:

0 0 0
K —)\15 + )\1 (ya — Za—y>

SISV PR I A
2\Yor w@y \For Yoz

Con A1, A1, A3, A\3 € C(M). Por ser un espacio tiempo estético se tiene que el

(4.3)

campo vectorial generado por \; = 1 y el resto de elementos nulos el campo
resultante K = % sera un campo vectorial de Killing. Debido a que todos
los campos vectorial de Killing de la base cumplen que K;(f) = 0 se tiene
por la proposicion 4.3.1 que son campos vectoriales de Killing. Entonces los

cuatro campos vectoriales de Killing en el espacio de Schwarzschild son:

" _%8 0
K, =Yg~ za—y
K, :yag — :E(%
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Capitulo 5

Conclusiones

Los campos vectoriales de Killing en el estudio una variedad diferencia-
ble son de suma importancia debido a que representan las simetrias de una
variedad. Ademsds, tienen relacion con las curvas geodésicas y los tensores de

curvatura, como se ha visto a lo largo del trabajo.

Un gran problema a la hora de buscar los campos vectoriales de Killing es
la resolucién de la ecuacién de Killing. Por ello es muy importante seleccionar
bien las cartas si se quiere resolver dicha ecuacién. Aunque, gracias a la
relacion previamente mencionada con el tensor de curvatura de Ricci y el
sistema de ecuaciones en derivadas parciales visto en la seccién 3.2, se observa
que la importancia de estas es relativa porque los tensores no varian con el

cambio de cartas.

Gracias a la expresién de variedades complejas como producto warped,
como puede ser el espacio tiempo de Schwarzschild, el espacio de bisqueda de
los campos vectoriales de Killing se ve reducido. Ademas, la idea presentada
en la tdltima seccion del trabajo la bisqueda de los campos vectoriales de
Killing se ve reducida a buscar campos vectoriales de Killing tanto de la base

como de la fibra que satisfagan una serie de propiedades y combinaciones de
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estos.

En la ultima seccién se han presentado todos los campos de los cam-
pos vectoriales de Killing en las variedades riemannianas producto warped
simplemente conexas de curvatura seccional constante. Estos son los campos
vectoriales de Killing de la fibra y una combinacion de los campos vectoriales

conformes de la base y killing de la fibra, como se puede ver en la ecuacion
(4.2).

A partir de esta idea se platean dos cuestiones. La primera es la busqueda
de una proposicién sobre los campos vectoriales conformes en variedades
producto warped similar a la enunciada en la secciéon 4.3. La segunda, es la
busqueda de una caracterizaciéon méas general para los campos vectoriales de

Killing en variedades semiriemannianas como la dada en la ecuacién (4.2).
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Apéndice A
Ejemplo para la ecuacion (2.14)

Proposiciéon A.0.1. Ezisten campos vectoriales que no son de Killing, X €

X(M) que satisfacen la siguiente ecuacion:

g(X,VyX)=0 (A.1)

Demostracion. Si tomamos como variedad semiriemanniana el

espacio-tiempo de Schwarzschild y como campos vectoriales

9, 0

X:% e Y:E

Veamos primero que no cumple la ecuacion de Killing:

o J o 0
5%9(57 E) =2- g(V%%, 5)
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obtenemos que:

o _ o\ [0 ., 0
g(%’v;@a> —9(§7F9,r%>

o 0
f— l . — —
= Lo, g(@r’ (%Ul)

_ i
- FG,T “Gir

Como g es diagonal tenemos que tinicamente
sera igual cuando l=r

I nld

- +0,r * Grr

Pero como I'y,, =0

=0

Por lo tanto hemos encontrado dos campos vectoriales que no cumplen la

ecuaciéon de Killing pero si la ecuacién A.1. O]
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Apéndice B

Cddigo en Maple para el

calculo de las derivadas de Lie

with(Dif ferentialGeometry); with(Tensor); with(LieAlgebras);

DGsetup([theta, phi], S2)

g := eval DG((dtheta&t dtheta) + sin(theta)? * (dphi&t dphi))

C1 := eval DG(cos(theta) * cos(phi) x D _theta — sin(theta)sin(phi) x D _phi)

C2 := eval DG(cos(theta) x sin(phi) * D_theta + sin(theta)cos(phi) x D _phi)

C3 := eval DG(sin(theta) x D _theta)

LieDerivative(C1, g)

LieDerivative(C1, g)
(Cl,g

)

LieDerivative(C

71



72



Bibliografia

1]

H. A. Buchdahl. «Isotropic coordinates and Schwarzschild metric». En:
International Journal of Theoretical Physics (jul. de 1985).

Miguel Sanchez Caja. «On the geometry of generalized Robertson-
Walker spacetimes: curvature and Killing fields». En: Journal Geometry
and physics 27 (1999), pags. 1-15.

Manfredo P. do Carmo. Riemannian Geometry: Theory & Applications.
Birkhauser, 2011.

Kip S. Thorne y John Archibald Wheeler Charles W. Misner. Gravita-

tion. Princeton University Press, 2017.

M O Katanaev. «Killing vector fields and a homogeneous isotropic uni-
verse». En: Physics-Uspekhi 59.7 (jul. de 2016), pags. 689-700.

Shoshichi Kobayashi. Transformation Groups in Differential Geometry.
Springer, 1995.

Barrett O’Neill. Semi-Riemannian Geometry With Applications to Re-
lativity. Academic Press, 1983.

P. Petersen. Riemannian geometry. Springer., 2016.

Roberto Torretti. Philosophy of Geometry from Riemann to Poincaré.

Springer, 1978.
Robert M. Wald. General Relativity. University of Chicago Press, 1984.

73



