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Resumen

En esta memoria se recoge fundamentalmente el estudio, bajo el
punto de vista del modelo hiperbdlico de transmision del calor, de un
problema de transmisién del calor basado en el procesado de materiales
mediante pulsos de laser de alta intensidad y tiempos de aplicacion muy
cortos.

Este tipo de problemas lleva asociado el desarrollo de un riguroso
estudio matematico para la ecuacion hiperboélica de transmision del
calor que nos permita establecer los fundamentos tedricos para el calculo
de temperaturas desde el punto de vista del modelo hiperbdlico en
diversos problemas de transmision del calor, incluyendo aquellos en
los que las condiciones iniciales y de contorno o las fuentes internas de
calor estén dadas por distribuciones irregulares. La base del tratamiento
matemaéatico que vamos a desarrollar se encuentra fundamentalmente
en el estudio y determinacion de la funcion de Green del problema de
Neumann para la ecuaciéon hiperbélica de transmision del calor.

A continuacién se recoge también en esta memoria el estudio de
la respuesta térmica de dos cuerpos que inicialmente se encuentran a
temperaturas diferentes y que a partir del instante inicial se ponen si-
bitamente en contacto, nuevamente bajo el punto de vista del modelo
hiperbélico de transmision del calor. El problema se resuelve suponien-
do dos tipos de contacto entre los cuerpos: contacto directo y contacto
con resistencia.






Resum

En aquesta memoria apleguem fonamentalment 'estudi, des del
punt de vista del model hiperbolic de transmissié del calor, d’un pro-
blema de transmissié del calor basat en el processament de materials
mitjangant polsos de laser de forta intensitat i temps d’aplicacié molt
curts.

Aquest tipus de problemes porta associat el desenvolupament d’un
rigor6s estudi matematic per a I’equacié hiperbolica de transmissié del
calor que ens permet establir els fonaments teorics pel calcul de tempe-
ratures des del punt de vista del model hiperbolic en diversos proble-
mes de transmissié de calor, incloent aquells en els quals les condicions
inicials i de contorn o les fonts internes de calor esten donades per dis-
tribucions irregulars. La base del tractament matematic que anem a
desenvolupar es troba fonamentalment en 'estudi i determinaci6 de la
funcié de Green del problema de Neumann per a I’equaci6é hiperbolica
de transmissio del calor.

A continuaci6 s’aplega també en aquesta memoria l'estudi de la res-
posta térmica de dos cossos que inicialment es troben a diferent tempe-
ratura i de sobte es posen en contacte, de nou baix el punt de vista del
model hiperbolic de transmissié del calor. El problema es resolt supo-
sant dos tipus de contacte entre els cossos: contacte directe i contacte
amb resisténcia.






Abstract

In this work we mainly study, from the point of view of the hy-
perbolic heat conduction model, a heat conduction problem based on
the processing of materials by irradiation with a laser beam of high
intensity and very short application times.

This kind of problems carry the development of a rigorous mathe-
matical study of the hyperbolic heat conduction equation in order to
provide the theoretical foundations for temperatures computation, from
the point of view of hyperbolic model, in different heat conduction prob-
lems, including those whose initial and boundary conditions or internal
heat forces are given by non regular distributions. The base of the
mathematical treatment that we are going to develop is mainly found
in the study and computation of the Green’s function of the Neumann
problem for the heat conduction equation.

Below, we also include the study of a problem based on the heat con-
duction between two bodies that initially are at different temperatures
and suddenly are placed together in contact, again from the point of
view of the hyperbolic model. The problem is solved supposing perfect
contact between bodies and contact with resistance.
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Introduccion

El modelo parabélico de transmision de calor esta basado en la ley
de Fourier

q(x,t) = —k VT(x,t) , (1)

donde q es el flujo de calor, k la conductividad térmica del material, T’
la temperatura, x el vector de posicion y t el tiempo. Esta ecuacion da
lugar a una ecuacién diferencial de tipo parabdlico que se conoce como
ecuacion clasica o parabdlica de transmision del calor (ver [26])

0T (x,t)
ot
k

donde o = o s la difusividad del material y suponemos k, ¢ (calor

=a AT(x,t), (2)

especifico) y p (densidad) constantes.

Desde principios del siglo XX era conocido que el modelo parabdlico
conduce a dos conclusiones fisicamente inaceptables como son la trans-
mision del calor con velocidad infinita y la existencia de flujos de valor
infinito. Sin embargo, a pesar de estos inconvenientes el modelo para-
bolico se siguié utilizando dado que en las aplicaciones ordinarias a la
Ingenieria los resultados previstos por la teoria concordaban muy bien
con la experiencia, de modo que la necesidad de mejorar la formulacion
de la ecuacion del calor s6lo fue sentida por los fisicos tedricos.

Sin embargo, a partir del desarrollo de nuevas tecnologias en las que
a los materiales se les aplican grandes cantidades de calor en pequenos
intervalos de tiempo (como por ejemplo el uso cada vez mas frecuente
de pulsos de laser en el procesado de materiales a partir de la década
de los 60) se ha dado lugar a nuevas situaciones fisicas en las que exis-
ten disparidades graves entre los resultados obtenidos tedricamente y
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la experiencia. Este hecho ha promovido la necesidad de un nuevo mo-
delo alternativo de transmision del calor llamado modelo hiperbélico
que predice una velocidad finita de transmisiéon del calor asi como la
existencia de flujos de valor finito.

Podemos poner el punto de partida del modelo hiperbdlico en los
antiguos trabajos de 1867 de Maxwell 22| sobre la teorfa cinética de
los gases. Estos trabajos tuvieron gran influencia en las ideas iniciales,
ya que la transferencia del momento cinético a través de las colisiones
entre moléculas sugeria un posible mecanismo para la transmision del
calor con velocidad finita mediante ondas. Estas conjeturas recibieron
un fuerte impulso tras los espectaculares trabajos experimentales de
Peshkov [29] en 1944, que prob6 que el calor se transmitia en el helio
liquido a 1.4 K con una velocidad de 19 .

A partir de este momento diferentes tedricos (Morse y Feshbach
[24], Vernotte [35], [36] y Cattaneo [6]) postularon con més o menos
fundamento intuitivo una ecuaciéon del calor basada en una modifica-
cion de la ley de Fourier que eliminaba las paradojas del modelo clésico
pero introducia un aspecto repelente a primera vista cual es el caracter
ondulatorio de la propagacion del calor. A pesar de todo, el fenémeno
de la existencia de ondas térmicas quedo fundamentado fisicamente de
manera firme por primera vez con los estudios sobre el estado so6lido
de Chester [8] en 1963 y Weymann [39] en 1967, que demostraron la
velocidad finita de transmision del calor desde un punto de vista mi-

croscopico, y con otras aportaciones tedricas procedentes de la teoria
de la relatividad (Kelley [15], 1968 y Van Kampen [34], 1970).

Llegados a este punto podemos decir que el modelo hiperbélico de
transmision del calor esta basado en una ecuaciéon en derivadas parciales
de tipo hiperbdlico (ver [27])

a_T( t)_|_ az_T
ot YT

(x,t) = a AT(x,t) , (3)
donde a 7 se le llama parametro de relajacion. 7 es una caracteristica del
material, que suponemos constante, que expresa el tiempo que tarda el
calor en transmitirse y producir el flujo (ver [27]). Esta nueva ecuacion
de transmision del calor no parte de la ley de Fourier como ya hemos
anticipado, sino de la ley de Forier modificada
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Jdq
q(x,t)+ 7 E(X’ t)=—k VT (x,1), (4)

en la que se entiende que el flujo de calor no se produce en el instante
t en el que se calcula el gradiente de temperaturas, sino en un instante
posterior t + 7.

Nuestra andadura en el estudio del modelo hiperbélico de transmi-
sion del calor comenzo6 con el trabajo final de carrera titulado Teoria
hiperbélica de transmision del calor (realizado por Macarena Trujillo
Guillén) dirigido por el Dr. D. Juan Antonio Lopez Molina. Este trabajo
tenfa como objetivo recopilar cierta informacion sobre el nuevo modelo
de transmision del calor. Una vez finalizado este trabajo comenzamos a
trabajar en el desarrollo de nuestra Tesis doctoral. Empezamos con el
problema de la determinacién del perfil hiperboélico de temperaturas de
dos cuerpos que se encuentran a diferentes temperaturas y subitamente
se ponen en contacto. El estudio se realizé primero suponiendo que el
contacto entre los dos cuerpos era perfecto y en segundo lugar calcula-
mos el perfil de temperaturas de ambos cuerpos suponiendo que existia
cierta resistencia al contacto. En los capitulos 9 y 10 de esta memoria
se recoge el planteamiento, resolucion y resultados de este estudio.

A continuaciéon nos propusimos estudiar, desde el punto de vista
del modelo hiperbélico de transmisién del calor, la respuesta térmica
que se produce en los materiales a los que se aplican pulsos de laser
de alta intensidad y tiempos de aplicacion muy cortos. Normalmente la
formulacion de este tipo de problemas implica el estudio de un proble-
ma de Neumann con condiciones de contorno dadas por distribuciones
irregulares como la funcién de Heaviside o la 0 de Dirac. Sin embargo,
a pesar de ser problemas tan “complejos” en la mayoria de los casos los
célculos de temperaturas se llevan a cabo de modo puramente formal
sin realizar razonamientos teéricos ni justificar la validez de los pasos
realizados en el calculo. Completar rigurosamente estos detalles teoricos
resulto ser mucho mas largo y dificil de lo pensado inicialmente, ya que
nos enfrentdbamos a una nueva ecuaciéon diferencial en derivadas par-
ciales poco estudiada tedricamente y con datos irregulares. Cuanto mas
nos acercabamos a los aspectos esenciales del problema més recursos
necesitabamos del Analisis Funcional.

De hecho, las dificultades surgidas fueron tan grandes que nos con-
vencimos de que la Tesis habia cambiado radicalmente su enfoque. Ha-
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biamos empezado pensando en hacer calculos bien fundamen-
tados con la ecuacién hiperbdlica del calor, pero el problema
se habia convertido en una cuestién de Analisis Funcional pu-
ro, aunque aplicado a teoremas de existencia, unicidad y regularidad
de las soluciones de ciertas ecuaciones en derivadas parciales.

Globalmente, el primer objetivo que nos hemos propuesto en es-
ta memoria es el desarrollo de un tratamiento matematico ri-
guroso para la ecuacion hiperbdlica de transmisiéon del calor
que nos permita establecer los fundamentos tedricos para la
manipulaciéon formal en el calculo de temperaturas desde el
punto de vista del modelo hiperbélico en diversos problemas
de transmision del calor, incluyendo aquellos en los que las
condiciones de contorno estén dadas por distribuciones irre-
gulares.

El segundo objetivo global se centra fundamentalmente en el
estudio de la funcién de Green del problema de Neumann
para la ecuacion hiperbélica de transmisién del calor. Estos
objetivos generales se concretarédn a través de los siguientes objetivos
particulares:

= Encontrar teoremas de existencia, unicidad y regularidad para
las soluciones del problema adjunto de Neumann para la ecua-
cion hiperbolica del calor no isétropa ni homogénea en el caso de
coeficientes infinitamente diferenciables hasta la clausura Q del
dominio espacial en (1.4) con datos regulares. (capitulo 2).

= Demostrar algunos resultados de regularidad de las soluciones
complementarios a los probados en el capitulo 2 (capitulo 3).

» Estudiar las trazas de los elementos de D;‘(z Tﬁl)(Qx]O,T[) SO-
bre la frontera 0Q2x]0,T[ y sobre las secciones transversales de
2x]0,T[ y su comportamiento cuando 7' — oo (capitulo 4).

= Encontrar teoremas de existencia, unicidad y regularidad para las
soluciones del problema de Neumann de la ecuacién hiperbodlica
de transmision del calor en cuerpos anisétropos y con fuentes
internas de calor o condiciones iniciales y de contorno irregulares
(capitulo 5).
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= Probar la existencia y unicidad de la funcién de Green para el
problema de Neumann asociado a los operadores A definidos en
el capitulo 1 (capitulo 6).

= Mostrar la existencia y unicidad de la funciéon de Green del pro-
blema de Neumann para la ecuaciéon hiperbdlica de transmision
del calor para cuerpos isétropos y homogéneos con simetria axial
en el caso de una banda no acotada 7, := R?*x]0, L[ en R? 0 <
L < oo, proporcionando ademés un completo calculo analitico de
la misma (capitulo 7).

= Resolver, desde el punto de vista del modelo hiperbdlico, el pro-
blema de transmisién del calor en una banda irradiada por un haz
de laser con un perfil espacial y temporal concreto (capitulo 8).






Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo presentamos la motivacién fisica que nos conduce
a considerar el tipo general de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales que estudiaremos en la memoria. A continuacion establecemos
la notacion utilizada y definimos los espacios funcionales que usaremos,
asi como algunos resultados generales sobre los mismos.

1.1. Ecuacién hiperbélica de transmisiéon del

calor

La ecuacion hiperboélica de transmision del calor es cada vez méas
importante en algunas aplicaciones industriales que implican la aplica-
cion de grandes cantidades de calor en pequenos intervalos de tiempo,
como por ejemplo en el procesado de materiales por irradiacién con
laser de alta intensidad y tiempos de aplicacién muy cortos.

Normalmente la formulacién de este tipo de problemas es complica-
da. Por un lado, dicha formulacion implica el estudio de un problema
mixto de Neumann con condiciones de contorno dadas por distribucio-
nes irregulares como pueden ser por ejemplo la funciéon de Heaviside
H(u) o la delta de Dirac 6(u). Por otro lado, los materiales industriales
reales frecuentemente no son ni homogéneos ni isétropos (ver por ejem-
plo [37] para algunos ejemplos concretos), lo que supone el manejo de
una ecuacion hiperboélica de transmision del calor muy complicada tal
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y como detallamos a continuacion.
Si el material es homogéneo e is6tropo y existen fuentes de calor
internas S(x,t), la ecuacion hiperbolica de transmision del calor es

i (S(X, £ + T%—f(x, t)) |
(1)

Por otra parte, en muchos problemas practicos se sabe de antemano que
las soluciones deben tener simetria axial. Si queremos que la solucién
del problema tenga simetria axial y existen fuentes internas de calor
que también son simétricas, la ecuaciéon que tenemos que resolver no es
tan simple como (1.1) sino que seria la siguiente

CAT(x, 1)+ & (%f(x £+ %g(x t))

st =2 (Gre0+ 155 n) - - (S0 + 75 x)).

(1.2)
donde S es el operador diferencial

x2 82 N y2 82
22 +y? 022 a2+ y? Oy?

2y 02 0? x 0 Y 0
+ fomt o et
224y 0x dy 022  a?+4y? 0x 2?2+ y? Oy

en la que aparte de la complejidad de la ecuacion aparece el problema
del punto singular (0,0) en los coeficientes de la ecuacion y lo que es
més grave, la pérdida de la elipticidad en todo plano y =a x, a € R.
Por otra parte, si el material es homogéneo pero no isétropo la
ecuacion (1.1) no es valida ya que en este caso hay que suponer que la
conductividad del material k depende de la direccion considerada. Asi,
teniendo en cuenta la relacion entre o y k (a la que hacemos referencia
en la introduccion) y suponiendo p y ¢ constantes para evitar maés
complicaciones, la ecuacion (1.1) tiene que reemplazarse por

3
O*T oT 0*T
— Z kij M(X,t) +pc (E(X, t) +7 @tQ (X t))

,j=1

= (S(x,t) b %(X,t)> , (1.3)
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siendo (k;;), 4, j = 1,2, 3, el tensor de la conductividad térmica del cuer-
po. Fisicamente no esta muy claro si (k;;) = (kj;) (ver por ejemplo [25]).
Sin embargo, desde el punto de vista matemético se puede suponer que
los coeficientes k;; que aparecen en la ecuacion (1.3) siempre verifican
la condicién de simetria k;; = kj; para cualquier subindice 7, j = 1,2, 3.
De hecho es suficiente con senalar que

Vi,j:1,2,3 kij: 2 2 5

y si sustituimos este valor de k;; en la ecuacion (1.3), los términos que

kij— k
contienen a los factores == desaparecen. De manera que definiendo

ki +k
ki; = =5~ obtenemos una ecuacién del tipo (1.3) pero en este caso en
fun(non de ki;, que obviamente verifica kj; = k7;.
Finalmente si el material no es ni homogeneo ni isétropo tenemos

que reemplazar la ecuacion (1.1) por una todavia mucho mas compli-

cada (ver [7])

-2 aaxi (Z kij (%) g—z(x t)) +pe (%—r‘:(x, t)+7 @;g(x t))

_ (s(x, t)+7 %—f(x, t)) , (14)

en la que como puede observarse la conductividad ya no depende sélo
de la direccion considerada sino también de la posicion. Al igual que en
la ecuacion (1.3) también supondremos que k;;j(x) = kj;(x).

En el caso de las ecuaciones (1.3) y (1.4) la conservaciéon de la se-
gunda ley de la termodinamica implica que

VXGQ V(7hﬂ727773 7&0 ka 77277]>0

i,7=1

lo que significa que el operador diferencial “espacial” de cada una de
estas ecuaciones sea fuertemente eliptico en el dominio €2 del material
del cuerpo.

Después de las explicaciones dadas esta claro que el marco natural
para estudiar estas cuestiones es considerar un operador general que
cubra simultdneamente las ecuaciones (1.1), (1.3) y (1.4) de manera
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que los resultados se prueben una séla vez y sean aplicables para todos
los casos. Asi consideraremos en general, el operador A (que incluye
todos estos casos)

1 /0 0?

donde oled o8
- _yled 9
X : E (—1) 5 xa (aaﬁ(x) 8xﬁ>

laf,|B|<1

es un operador fuertemente eliptico en € con coeficientes reales aap(Xx) €
C>=(Q) que cumplen la condicién de simetria ang = aga. Debido a la
verificacion de esta condicion es facil comprobar que X’ es autoadjunto.
El operador adjunto formal de A es

El caso del operador (1.2) no esta cubierto por el anterior operador
A vy sera estudiado especificamente en el capitulo 7.

1.2. Notacion

En general nuestra notacion es estandar. x denota el vector posicion
de un punto (z,y,2) € R? o (71,23, ..., 7,) € R" y e; seré el vector uni-
tario canoénico del eje ¢. Trabajaremos con conjuntos cilindricos abier-
tos 2x]0, T[C R™", donde T > 0 determina el intervalo temporal del
problema. En ocasiones también trabajaremos con intervalos tempora-
les del tipo | — T, T, teniendo en cuenta que los resultados obtenidos
suponiendo uno de los dos intervalos temporales pueden aplicarse di-
rectamente al otro mediante un sencillo cambio de variable temporal.
En relacién a los dominios espaciales, a menos que se especifique lo
contrario, todos los dominios o conjuntos abiertos 2 C R, con n > 2
considerados serdn acotados y su frontera 0S) serd una variedad de clase
C*>® de dimension n—1, de modo que los puntos interiores de 2 estardn
localmente en un solo lado de dicha frontera Of). Denotaremos por n

al vector unitario exterior normal a 9Q y por 9%(x) = VU(x) - n a la
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derivada direccional de U(x) en la direccion de n en el punto x. Para
las derivadas emplearemos la notaciéon usual de multi-indices.

Sobre la frontera 02x]0, T'[ consideraremos el operador

O H'Q) — L209)  (16)

R:= f(x)+ Zgi(x) cos (n, e;) o

con coeficientes f, g1, 92, ..., g, en C(2).

Como estamos interesados en las soluciones reales de los operadores
diferenciales utilizados, la variable compleja s6lo se utilizard como una
herramienta técnica. Por ello, todas las funciones y espacios vectoriales
se suponen reales excepto cuando el contexto determine explicitamente
lo contrario.

Si tenemos un espacio de Hilbert Y y un espacio de Banach reflexivo
X tal que verifican las inclusiones continuas X C Y C X', siendo X
denso en Y, se dice que (X, Y, X’) es un triple de Guelfand. La conse-
cuencia mas importante de esta definicién es que Y también es denso en
X' (ver por ejemplo [41], seccion §17.1). Los triples de Guelfand apare-
cen frecuentemente en el estudio tedrico de las ecuaciones en derivadas
parciales. A lo largo de este capitulo vamos a definir algunos triples de
Guelfand adecuados para investigar las propiedades de las soluciones
de la ecuacién hiperboélica de transmision del calor. Algunos de ellos
son conocidos y otros son especificos para nuestros propoésitos.

Respecto a los espacios ponderados usaremos las notaciones siguien-
tes. Dada una funcion real medible g : @ —]0,00[ y un espacio de
Banach E definimos

L3(Q, ) = {f;Q—>]R ’ f es medible y Hfg‘

< o)
L2(9)

y su version vectorial

L3(Q, g, E) := {f Q—E ’ f es medible y H Kl g(

<ol
L2(Q)

1.3. Espacios de Sobolev

Trabajaremos con espacios de Sobolev. Toda la informaciéon nece-
saria sobre los espacios de Sobolev H"(2), H{(Q2) y el espacio dual
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de este ultimo, denotado por H"(2), para cualquier indice r €]0, 00|
puede encontrarse en [19]. Creemos oportuno destacar que r es un pa-
rametro positivo arbitrario, ya que tendremos necesidad de utilizar
espacios de Sobolev de tales érdenes. Estos espacios se definen de for-
ma usual mediante interpolacion por el método complejo entre espacios
de Sobolev de orden entero. Como es sabido, esta técnica de construc-
cion es muy complicada. Queremos destacar que en nuestro trabajo no
podemos prescindir de ellos por un motivo principal:

Como estamos interesados en problemas de contorno con distribu-
ciones “irregulares” o “extranas”’ (una forma de decir que no se reducen
a funciones ordinarias), necesitaremos controlar de algiin modo
los espacios que contienen las trazas de nuestras soluciones
para delimitar el conjunto de condiciones de contorno que es razona-
ble utilizar en el planteamiento de nuestros problemas. De este modo
caemos inevitablemente en el uso de espacios de interpolacion.

Citamos la siguiente caracterizacion de Hj(£2) (ver [19]) que nos
sera necesaria

Proposicion 1.1. Sea r > 3. Siu € H"(Q) entonces u € H(Q) si y

sdlo si ngZ(x) =0 en 0Q para cada 0 < k <1 — 3.

Para distinguir los papeles de la variable espacial x € € y de la
variable temporal ¢ € ]0,T[, T > 0 utilizamos el espacio de Sobolev
anisotropo H™*(€2x]0,T[) definido de la siguiente forma

Vr,se N H™(Qx]0,T[) := H*(]0,T[,L*(Q)) N L*(]0, T[, H"(2)) ,
(1.7)

dotado con la norma

D=

|l s cxjo,rp) = <||f||2HS(]0,T[,L2(Q)) + ||f||%2(]0,T[,H7"(Q))>

(que es equivalente a la norma estandar de la interseccion de dos espa-
cios de Banach). Necesitaremos también el subespacio Hyg(€2x]0,T'[) de
H™*(2x ]0,T7) formado por la clausura de D(£2x]0,7[) en H™*(Q2x]0,
T|) vy los espacios

Hy* (Qx]0,T[) := H*(]0, T[, L*(2)) N L*(]0, T, H; (%)),

H'3(2x]0,T) := Hg(J0, T[, L*(2)) n L*(]0, T[, H"(%)).
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El dual topologico de Hyo(€2x]0,T[) se denota por H™"7*(2x]0,T7).
Hay que darse cuenta que las definiciones anteriores también tienen
sentido en el caso limite T = oc.

Un hecho importante a resaltar aqui es que si U € H™"~*(Q2x]0,T)
donde T' €]0, o], entonces, para cada 0 < 7" < T tenemos Ry (U) €
H—"75(0x]0,T') v

e <1 i

H-7=5(Qx]0,T"[) H-—3(2x]0,T])

denotando por Ry (f) la restriccion a 2x]0,7”[ de una funcién f defi-
nida en un conjunto mas grande.

Se verifica la siguiente caracterizacion de los elementos de Hylg(€2x
10, T[) (ver por ejemplo la nota del lema 10.1, del capitulo 4 de [19]):

Proposicion 1.2. Dados r > 0,s > 0y 0 < T < oo, una funcion
U(x,t) € H™(Q2x]0,T|) pertenece a Hyg(2x]0,T[) si y sdlo si

1 U U

VXEQVOSJ<S—§ W(X,O):W@(,T):O
Y k
1 o"U

Es evidente que las inclusiones
Hy(Q) CL*(Q) CcHTQ), r>0
forman un triple de Guelfand. En particular se verifica H"(Q) C H~"(12).

Lema 1.1. Sea U € L?(Q2x] — T, T|). Sean py € H-Cr=D=27(Qx] —
T.T)) y Py € (H>™127(Qx] — T,T[)) las formas lineales y continuas
definidas por

Vi € B2 (@x) - 1) (o fo) = / U(x, 1) folx, £)dx dt

Qx]|-T,T[
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Vfe BT (Qx] — T, T]) <<1>U,f> - / U(x, t) f(x, t)dx dt

Qx|-T,7]
respectivamente. Entonces ||yl = [|Pu]|-

Demostracion. Sea
Q: (H*127(Qx] = T,T)) — H @727 (Qx] - T,T))
la aplicacion cociente canénica. Claramente ¢y = Q(®y) y por tanto
leull < 12u]l. (1.9)
Dado € > 0 y argumentando como en la demostracion del teorema
2, seccion 1.1.14 en [23], existe ¥ € (H?"127(Qx] — T,T[))" tal que

Q(V) = ¢y, dos familias finitas {gao(x,t), 0 < |a| < 2 1r — 1} y
{gox(x,1), 0 <k <2r} en L3(Qx] — T, T]) tales que

W] < [leull +e, (1.10)
> o], i

2r 9
L2(Qx])-T.T)) L2(Qx])-T.,T))
0<|x|<2r—1 k=0

y para cada f € H2""127(Qx] — T, T[) tenemos

(o0 = (2.7) -

olel
— Z /Q Je0(X, 1) 8xf(x t) dx dt+

0<af<2 r—1 Y XI=T T

2r k

0
+ X, t) —-(x,t) dx dt . 1.11
Z/] L doal ) G G (111)

De (1.11), obtenemos

VfeH " T2(Qx] - T,T|)

/ U(x,t)f(x,t) dx dt| =
Qx]-T,T[
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olel
SCEIIEND DU T N -~ :
0<|o<2 r—1 LHx]-TTD X7 2 @x)-11)
2r
oFf
S O - I
kZ:O 0 L2(Qx]-1,1) || Otk L2(9x]-T.T))

y por la desigualdad de Holder y (1.10)

H2 =127 (Qx]=T,T])

< (11+2) )

< (lleul+2 ) |7]
H2r=127(Qx]|-TT[) (HQOUH—F e )|l

Entonces por la arbitrariedad de € > 0 obtenemos ||®y|| < ||¢v]| v por
(1.9) obtenemos || Py || = ||¢r|. M

Proposicion 1.3. (Férmula de Green cldsica para los operadores
Ay A en Qx]0,T[.) Sea T € [0,00]. Eziste un operador diferencial
R4 como en (1.6) y una funcion f4(x) € C*(0N), fa(x) # 0 six € 09,

tal que para cada v(x,t) € C3([0,T],C(Q)) y u(x,t) € D(QAx]0,T[) se

verifica la formula de Green

/OT (/Q (v A(u) — u A*(v)) dx) dt = é (/Q [o(x, tu(x, )]~ dx) +
+§ ( /Q {v(x, t)g—?(x, 1) — u(x, t)%(x,t)} :T dx> +

+/0T (/m (u Ra(v) =fav %) da> dt (1.12)

(los corchetes tienen el sentido usual de la regla de integracion de Ba-

rrow).

Demostracion. La prueba de esta demostracion se obtiene facil-
mente por el teorema de Fubini, la segunda féormula de Green para el
operador autoadjunto X (ver observaciones 2.3 y 2.4 en el capitulo 2
de [19]) y dos integraciones consecutivas por partes respecto a t. W

Nota 1. Por supuesto, por la densidad de C*°(£2x]0, T'[) en H**(2x]0,
T[), s > 2 (observacion 2.2 en el capitulo 4 en [19]) y por los teoremas
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de trazas en H**(Q2x]0,T) (ver capitulo 1 de [19]) la formula de Green
(1.12) también es cierta para v € C*(Qx]0,T[) y v € H>*(Q2x]0,TY),

s> 2y parau € C®(Qx]0,T]) y ve H>*(Qx]0,T]), s > 2.

Nota 2. La condicion fa(x) # 0 si x € 0f), aparentemente irre-
levante visto su papel en la féormula de Green, sera decisiva en los
teoremas de trazas del capitulo 4.

En referencia a la formula de Green, la siguiente observacion sera
de utilidad. Si t = —t' y definimos v/(x,t) = v(x,—t') y v/(x,t') =
u(x, —t'), escribiendo Ay ; y Aj ; o similares para enfatizar las variables

utilizadas en la derivacion, obtenemos Aj ,(v')(x,t') = Ax:(v)(x,1)
y una foérmula similar para u'(x,t’). Entonces haciendo el cambio de
variable temporal ¢ = —t’ en (1.12) obtenemos

/T ( /Q (0 (3, ) ALy (0 (x, 1)) — 1/ (%, ) A (v (x, 1)) dx) o —

!/

—fa(x) v'(x,t) 0u

on (x,t) da) dt'+

#1 ([ ot e )7 ax) +

b ( [ e Gronn - ux 05 t)}) BNRE)

Sin embargo, la formula de Green previa también es cierta para

/T’ ( /Q (v’(x, t) ALy (W (x, 1)) — ' (x,t') Axp (V'(x, t’))) dx) g —

- _ /_j/ (/m (v'(x, ") Ralu'(x,1))

!/

ov , ,
on (x,t )) da) dt'+

—fa(x) u'(x,t)
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i (— J AR it dx) +

i <_ /Q lu'(x,t') g—g(x,t’)—v’(x,t’) aa—:fll(x,t’)}t/:T dx>. (1.14)

a =T
Una comparacion de la férmula resultante con (1.14) nos da

o' ov

9{AU(X7 _t) = mA(U/(X7 t,)) = fA<X> a_n<xﬂ t/) - ](A(X) a_n(xa _t)

un resultado que sera de gran utilidad en el capitulo 6.

1.4. Espacios 9"°(Qx]0,T]) y DE(QT_I)(Q X
|0, 7)

Para precisar los espacios de las soluciones del problema de Neu-
mann asociado a la ecuacion (1.4) en el caso de fuentes internas de
calor o condiciones iniciales y de contorno irregulares necesitamos in-
troducir algunos nuevos espacios de definiciéon larga y laboriosa. El mo-
tivo de usar estos espacios es soslayar el principal problema de
H™$(2x]0,T[) (que es la falta de densidad de D(Q2x]0,T|) en él) aun-
que esto supondra en capitulos posteriores tomar los datos del segundo
miembro de la ecuacion A(U) = F en un espacio méas pequeno que
H="75(Q2x]0,T[). Sin embargo esto no supondréa pérdida de informa-
cién en lo concerniente a los problemas fisicos esenciales que consi-
deraremos.

Comenzaremos por nuevos espacios respecto a la variable espacial
x. Sea p :  — [0,00] la funcién continua definida por p(x) :=
d(x,00) = infyepn||x — y| para cada x € €. Dado r € N U {0}
definimos

Jeid

P (Q) = {f c L*(Q) | e € L*(Q), 0 < |al < r}
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dotado con la norma

2

s
oxe

I fllerey = [ D

| <r

L2(Q)

®"(Q2) resulta un espacio de Banach.

Extendemos la definicion anterior al caso r €]0, co[ por interpolacion
compleja poniendo para r = E[r]+6 en ]0,00[y 0 < 6 < 1 (siendo E|[r]
la parte entera de )

@T(Q) _ [q)E[r]Jrl(Q)’ (I)E[r] (Q)} -
dotado con cualquier norma canénica del espacio de Banach interpola-

do. Claramente la inclusion continua H"(2) C ®7(Q2),r > 0 es cierta.
Finalmente definimos ®~"(Q2) si r € [0, oo[ por dualidad:

Vrel0,oof &77(Q):=(2"(Q))". (1.16)
Puede mostrarse que D(2) es denso en ®"(2) para r > 0y que
P(Q) C L*(Q) C &"(Q)

(ver [19], capitulo 2 por ejemplo). ®"(Q2), L*(Q) y ®7"(Q2) es un triple
de Guelfand y en consecuencia D(2) es denso en &7 (€2).

Senalemos que las definiciones anteriores tienen sentido incluso si €2
no es acotado, lo que nos sera ttil méas adelante en los capitulos en los
que manejamos un intervalo espacial no acotado.

Para distinguir el comportamiento de las variables temporal y es-
pacial vamos a introducir un nuevo espacio. Dada 0 < T fijamos un
namero Ty < £ y consideramos la funcion ¢g, 7(t) € C*°(R) con sopor-
te compacto en [0, T] definida por

( T02
e TH-(-To? si 0<t<T,
1 .
= si Ty <t<T-T,
SOT(),T(t) = ¢ T -
e To-(t-T+Tp)? siT—-Ty<t<T
w si t €] —o00,00U[T, 00|
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Claramente [|¢o7, 7||r®) = % es independiente de T. Para cada r, s €
N U {0} definimos ®"*(2x]0, T, pz,r) (0 simplemente ®"*(2x]0,T)
si no hay riesgo de confusion) como

O (Qx]0, TT) = {f e L2()0,TT, ®" () ‘

onr ) TL e 120,71, 979(@), 0 < j < }

d t
provisto con la norma
1
2
Wlosnom = (3 )
0 2(10,7,@77(Q))
®™#(Q2x]0, T[) resulta ser un espacio de Banach.
Como en el caso anterior, la definicion se extiende a los nimeros rea-
les no negativos r = E[r] +60 y s € NU{0}, s < E[r] por interpolacion
compleja

enrp 2L
eror(OF Z

" (Qx]0,T) := [@FITF1s(Qx]0, 7)), 2P (x]0, T)],_,
ypara0<ry0<s=F[s]+¢
O™ (Qx]0,T]) == [@"PEF(Qx]o, 7)), @7 (Qx]0,T)],_,

dotado con cualquier norma estdndar del espacio interpolado. Obte-
nemos facilmente la inclusién continua

Vr>s>0 Ipe: HS(Qx]0,T)) C @ *(Qx]0,T)  (L.17)

y la desigualdad

H]q)r,s

< <1 + %) (14 diam(Q2))" . (1.18)

Para finalizar, definimos ®~"~%(2x]0, T'[) para r, s € [0, 00| toman-
do duales topologicos:

Vs €000 ®H(Qx]0,T]) = (@7 (2x]0, T])).
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Como .
t
h/m SDTO’T( ) — h/m SDTO’T( )
t—0 t t—T T —1¢

=0,

de la proposicion 9.1, capitulo 4 de [19], obtenemos que D(£2x]0,T)
también es denso en ®"*(Q2x]0,T) si r,s > 0. Ademas se verifican las
inclusiones

o (Qx]0, T[) © L2(Qx]0, T]) € (20, T[) € D'(2x]0, 00]) ,

con lo que obtenemos el nuevo triple de Guelfand ®"*(Q2x]0, T[), L*(Qx
10.7]) y ®"*(9x]0, TY).

Si Rp(U) denota la restriccion a Qx]0,7[, 0 < T < oo de un
clemento de ®~"7"(Q2x]0, 00[), facilmente deducimos que para cada
Ued " (2x]0,00[) y cada 0 < T tenemos Rr(U) € &~""(Q2x]0, 1)
y

R N
== (Qx]0,TT) =77 (Q2x]0,00[)

Nota. Es importante destacar que dado el operador A y una funcién
f e °(Qx]0,T]), r > s > 2, en general no se verifica A(f) €
Pr—25=2(Q1x]0, T[), porque ni siquiera esta garantizado que A(f) €

L2(Q2x]0,T). Si f € C*(2x]0,T]), es evidente que
A(f) € ®*°(Qx]0,T|) = L*(2x]0, TY)
pero la aplicacion
A C2(Qx]0,T]) — @*°(Qx]0, T)

no es continua con la topologia inducida por ®*°(2x]0, T'[) en C*(Qx
10, T'[). Basta pensar que

2

dt) dx =

9 T
$0.0(Qx]0,T7) - /Q </0
) Ty ar N\

_/Q (/O a0 (%,T(t) ‘ED dt) dx

no puede mayorarse por un multiplo de || f{|o1.1(axjo,rp debido a que
lim;_.g w"’;(t) = oo. Esta circunstancia es la causa de que ciertas demos-
Ty, T

of

5]
ot ot

traciones posteriores sean tan complicadas como aparecen. Por supuesto
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lo anterior no es una demostraciéon, daremos un contraejemplo al final
del capitulo 3.

Es interesante destacar otra particularidad desagradable de los es-
pacios ®7(Q2) y ®"*(Q2x]0,T), cual es que, en general, dada f € ®7(Q2)
y dado Q¢ C Q, la funcion xq,f ¢ ®"(£2) porque en las derivadas g :ZZ
aparecen ¢ de Dirac, que no son funciones. Esta situaciéon influird por
ejemplo, en la proposiciéon 1.6, haciendo més complicada su demostra-

cion.

Nota. En algunas ocasiones necesitaremos espacios del tipo ®™°
pero definidos en conjuntos Qx| — T,T[, T > 0. La definiciéon en es-
tos conjuntos es analoga a la anterior pero considerando una funciéon

auxiliar g, 7(t) = @nor(t +T).

El siguiente espacio de distribuciones sera importante en nuestro es-
tudio porque, como se vera en el capitulo 5, contendra las soluciones del
problema mixto de contorno para el operador A con datos irregulares.
Comenzamos considerando el espacio definido para r > %

D2V (Qx]0,T]) :=

- {u e H-@rD27(Qx0,T]) | A(u) € = @r+D- T*”(QX]O,T[)}
dotado con la norma

Il D%V (@x]o,1])

= HUHH—<2r—l%—zr(nx]o,T[) + | A(W) |- r+1).-c2 1) (Q2x]0,T) (1.20)

y a continuacioén su subespacio

:D;‘(Q Tﬁl)(QX]O,T[)

D"V (Qx]0, T]) := C=(Qx]0, T)

Puede demostrarse que D;l(z ril)(Qx]O, T)) (y por tanto D;t@ rfl)(QX
10,7)) es un espacio de Banach.

Teniendo en cuenta la nota anterior los espacios D;l(z ril)(Qx] —
T,T)) y D;‘(Q Tﬁl)(Qx] — T,T[) también estan definidos a partir de la
funcion @, 7 (t).
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1.5. Espacios J*(902x]0,T)

Respecto a los espacios sobre la frontera 92x]0, T, si k € NU {0}
definimos el espacio de Banach

THOQX]0, T[) :=

—{o]lenatol 57 € 0.7L o), 02 < £

dotado con la norma

HU Jk(9x]0,TT) (Z H'SOTO W

Su espacio dual se denotara por J¥(9Qx]0,T). Estas definiciones se
pueden extender por interpolacion al caso de r €]0, 0o[\N poniendo

2 2
L2(]0,T7, H’“(@Q))) '

T (0210, T]) 1= | HEIH (0], TT), L2(00x]0, 7)) |

17E['r’i+1

Se verifica (ver capitulo 5 en [19])
Vr>0 H>"t22rta(90x]0,T[) C J2 2 (00x]0,T)).  (1.21)

Como en el caso anterior, su espacio dual se denotara por J~"(9§2x
10, T[). Es conocido (ver la seccion 10.3 en el capitulo 5 de [19]) que
D(02x]0,T) es denso en J"(0Q2x]0,T[) para cada r >0y

J"(092x]0,T]) C L*(992x]0,T]) € J"(992x]0,T]) , (1.22)

lo que da lugar a un nuevo triple de Guelfand J"(92x]0, T'[), L*(9Qx]0,
T)) y J7(002x]0,T]).

Como en la seccion anterior los espacios del tipo J” en un conjunto
OQx] —T.,T se definen de forma analoga pero teniendo en cuenta la
funcion @, 7.
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1.6. Espacios funcionales con dominios tem-
porales no acotados

En el capitulo 6, en el que se estudia la funciéon de Green asocia-
da a la ecuacion (1.4) es necesario el manejo de un intervalo temporal
no acotado ]0,00[. De manera que hay que definir también los espa-
cios adecuados D;(Q Tﬁl)(Qx]O, oo[) ya que las definiciones anteriores
no pueden aplicarse directamente a los espacios ®™*(2x]0, 0o]).

Para nuestras aplicaciones futuras sera suficiente con utilizar el con-
cepto de espacio de Banach definido como el limite mondétono de una
sucesion de espacios de Banach (ver por ejemplo [9]), eliminando de
esta forma el uso de los limites inductivos de espacios de Banach que
son mucho mas complicados.

Consideramos una sucesion estrictamente creciente y no acotada
{T7,}35_, tal que 0 < Ty < Z. Fijamos 0 < r, s. Entonces con la ayuda
de las funciones g, 7, definidas anteriormente, podemos definir los
espacios

(I)KS(QX]O’ Tm[’ QDT07Tm)7

(que se denotaran en lo sucesivo por ®"*(Q2x]0,T,,[) para simplificar
la notacion) para cada m € N. Sea R, la aplicacion que envia cada
funcion medible de ©2x]0, 0o a su restriccion 2x]0, T;,,[. Definimos

O™ (Qx]0, 00]) = {f - x]0, 00]— R ‘

oo = 500 1)ty < 00
Por supuesto, en este caso también definimos para r, s > 0
O~ (Qx]0, 00[) 1= (@"*(02%]0, 00[))".
Ahora podemos definir para r > %
D;l@ "(Qx]0, 00[) 1=

- {@ e H-2mD27(Qx]0, 00[)| A(O) € &=+ =@+ (0x]o, oo[)}
(1.23)
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dotado con la topologia derivada de la norma

||@HD;\(2 Tﬁl)(QX]O,OOD =
= 18]l g- r—1—2r(@x)0,00p) T MA(O)[o-2 r+1.-2rt1(0xj0.00p  (1.24)

y su subespacio

— D" Y(x]0,00])
D %" V(0x]0, 00[) := €=(Qx]0, 00[)
1.7. Algunos resultados previos

A continuacién enunciamos una serie de resultados que nos seran de
utilidad a lo largo de los siguientes capitulos.

Proposicién 1.4. Sea xg € Q y =T <ty < T. Sir >

|3
<
»
V
N |+

tenemos

5(x — Xo) @ 8(t — ty) € D5 (Qx] — T, T).

Demostracién. Definimos
1
VkeN sz{xeg| a&mn>g}

y escogemos kg € N tal que xq € Q, y min{|to|, T — [to|} > k—lo Fijamos
dos funciones pi(x) € D(Q) y pa(t) € D(] — T, T]) tal que

p(x)=1 si x€Q,,

p1(x) =0 si x€OQ\ Qg

1 1
t)=1 it T+ —-T—-—
O =1 s te|-Tep T

1 1
t) = it -1 T+ — T—-——7—"T].
pa(t) =0 si e} ) +2%{% 2%7[

A partir de la definicién de estas dos funciones podemos encontrar
M > 0 tal que YV u € &™*(Qx] —T,T)

. (1.25)

or5(QOx]~T,T)

< [

1 P2 u‘ Hs(]-T,T[,H"(Q)
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Para llegar a (1.25) partimos de

2

X t) u(x,t
R R I

T ,
Ok py(t)u(x,t) gt =

p1(x)

o=y

k & py
05205

dt =

Hr ()

»

30 ((5)tor

>

|| <r

<
L

& py, Oy
: (t)m(xa t)>

- /(=1

1
_T_|_m

2 ()5

]:

alﬁlp1
8 Z( ) o8 ) axpai

B<a
y por la desigualdad de Minkowski

S (s Ex

2
(x,1) d:x) dt <

()

gL 7=0 B<Lx
2Ic
1\ 2
By, le=Bltk—iy, 2 2
X5 X) 5o (x,t)| dx dt <
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e (s (Smen 11020

la|<r \ j=0 B<a

_T+ﬁ Q2k0
1 2
9By, pla—Bli—iy 2 2
B 1
xd(x, 9Q) P! T ) GnBar (x,t)| dx dt <
T o8 PN
Y 2 TP u
<(3) [ e (/ a0 |50 d") o<
“T+575 ’

_2k0

< 2P 72 1P Ky / [2(D) [0 (8)]*

1
2kg

o8y P

donde 3,7 € N" verifican 8 < 7, |y| < ry K,3 es cierta constante
independiente de u. Analogamente ||p; p2 ul|Z, es una suma finita de
términos del tipo

dx) dt < Magllullgrs o)1) -

__1
2k

() [ ([ e

1
7T+m

ot

* I py
O ts—i

(x,1)

<t>'2

2
dx) dt <

__1
2 kg

<Ay KK, / </ d(x,992)* |00 (t)|*? | pr () [ x
Qagg

1
7T+m

du
gt

X

* I py 2
0 ts—J

2
dx) dt < Ny ullgrs@x-r1p) »

donde 0 < j < s < r y N,; es cierta constante independiente de wu.
Ahora, por definicion de la norma en H™*(Qx] — T, TY), se obtiene la
desigualdad (1.25).
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Finalmente, utilizando (1.25), como r > %, por el teorema 9.8, ca-
pitulo 1 en [19] tenemos

H"(Q) cC(Q)
y existe K7 > 0 tal que

. (1.26)

V_T<t<T ‘
HMQ)

pr(x) u(x, 1)

jH <K
p1(x) u(x )C@_ 1

Analogamente, como s > %, por la version vectorial del teorema 9.8,
capitulo 1 en [19] (la demostracion es exactamente la misma que en el

caso escalar) tenemos
Hs(] - T7 T[v HT<Q)) - C({_Ta T]7 HT(Q))
y existe Ky > 0 tal que para cada f € H*(] —T,T[, H"(2))

< K, (1.27)

Flx.t)

| £t

HC([T,T},Hr(Q)) Hs(|-T,T[,H"(Q))
Por tanto, por (1.26), (1.27) y (1.25)

VueDOQx]=T,T[) [u,0(x —x0) @ (t = to))| = |u(x0,t0)| <

1 K
< 1p1(x) w(x, o)l < l1p1(x) w(x, to)||lar @) <
() @ = ) @
<Ky o <
p1(X0) p2(to) Pz C([-T,T],H"(Q))

ol Ak <

~ p1(x0) p2(to) prpzt Hs(|~T,T[H"(Q)) ~
<u

p1(%0) pa(to) o7 (x| -T,T[) |

de manera que observando el principio y el final de la desigualdad
||5(X — XQ) X 5(t — tO)HCI)*Tv*S(QX}—T,TD S K(XO, to, Q) (128)

donde K (xo,to,$2) es independiente de T' y creciente con el didmetro

de Q. N
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Proposicion 1.5. Sea s < r. La inclusion
O (x| =T,T[) C &*(Qx] =T,T])

es compacta.

Demostraciéon. Suponemos primero que s € NU{0},7 € Ny s < r.
Dada una sucesion acotada { f,,}°°_; en ®"(£2), para cada multi-indice
a tal que |a| = r — 1 se tiene que

a|a‘f oo
d(x, 99 la‘—m} LX()
{deeom=TE 2}, 2@
y para cada i = 1,2, ...,n se verifica la inclusion

{d(x,aﬂ)"’“ a% (alafm> }::1 CI2(Q) .

oxo

Entonces, por el teorema 2.7 en [12| hay una subsucesion

8‘a|fkm 00
{ 8Xa }mzl
convergente en el espacio ponderado L?(€2, d(x, 992)1%!). Después de un
proceso inductivo finito analogo para |a| = r —k,1 < k < r —1
concluimos que la inclusion ®7(Q2) C ®"1(2) es compacta.
Consideremos ahora para cada 0 < j < r el espacio de Banach

Wy = {f € L3 =TT @ () |

) R
G € P~ T Fhyr 00

provisto con la norma

1 llwy o=

2

o f 2
L2(-TTLer-i-1(Q) )

Como la aplicacion f — E%O’T f es una isometria de L*(]—T, T/, @%O’T,
O79(Q)) en L*(] — T,T[, ®7(Q)), por el teorema 5.1, del capitulo 1
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en [18] la inclusion W7 C L*(] =T, T [,@{}mT, ®"7(Q)) es compacta para
cada 0 < j < s. Como ®""(Q2x]-T,T[) C W} para cada j, la demostra-
cion se termina después de un proceso inductivo finito controlado por
j =0,1,..., s, seleccionando en cada paso j una subsucesion adecuada
de las previas que converja en L*(] — T, T[,E%O’T, P (0)).

La demostracion para niimeros reales arbitrarios 0 < s < r se obtie-
ne por los teoremas de compacidad clasicos de operadores interpolados

debidos a Calderon (ver [4]). W

Proposicion 1.6. Si s < r la inclusion
O (Q x R) C *%(2 x R)

es compacta.

Demostracion. Como en la proposicion anterior es suficiente hacer
la prueba para sy r € N U {0} y entonces proceder por interpolacion.
Por tanto, suponemos 0 < s <r € N U {0}.

Sea,

{fi}ia C O™(Q2 xR)

una sucesion acotada. Sea Rqx 4(f) la restriccion a 2x A; A C R de una
funcion f definida en €2 x R. Por la proposicién 1.5 hay una subsucesion

{fis}22, de {fe}2, tal que existe

g1 = lm Rox-7,1y( (f15) en @°(Qx]—T3, Th]).

S§—0Q

Nuevamente, por la proposicion 1.5, podemos elegir inductivamente
una subsucesion { fi.n}r, de {fr—1.}52, tal que existe

gi — }}LIEO RQX]ka,Tk[ (fk,h) en CDS’S(QX] — Tk7TkD (129)

Esta claro que Rox)-7, 1, [ (9%) = gr—1 para cada k > 2y por
tanto la funcion g tal que g(x,t) = gx(x,t) si (x,t) € Qx| — Tk, Ti| esta
bien definida.

Vamos a ver que

g= hh'm fon en (xR,
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ya que si lo probamos terminaremos la demostraciéon por la propia
definiciéon de inclusion compacta. Para hacer esto, senalar que, como
{fnn}s2, es una subsucesion de { fx,}oo_, para cada k € N, tenemos

VkeN gr = }1111130 RQX]—Tkka[ (fh,h) en CI)S’S(QX]—Tk,Tk[) . (130)
Definimos para cada m € N

<

S, = su
b 55 (Qx]—Tm, Tom[)

heN

‘RQX}—Tm,Tm[ (fh,h)’

< 00

< S < su
= Pmt1 = SUD 55 (QxR)

keN

n

Como consecuencia existe S := lim,, .o, S;, en R. Nuevamente por un
procedimiento diagonal podemos seleccionar una subsucesion todavia
denotada por {f,,}7>, de forma que

2 1
VEeN Vh>k 2—H . <. (131
< 2k Sp= || Roxiorml (fan) @55 (Qx]-T3,, Tx[) ~ K (131)
Dado 1 > € > 0, escogemos ng € N tal que
1
Vm>n, S2-82<— y — <. (1.32)

m =192 ne 12

Como {fnn}i,, es una subsucesion de { fn,m}m—; ¥ la restriccion a
Qx| — Ty, T, | de g coincide con gy, por (1.29) hay hy € N tal que

g
<z,
és’S(QX}_Tn0+1’Tn0+1[) 3

(1.33)
De la misma forma, para cada k € N, existe hy > hg + ko tal que

Vh2ho ||Raxgyamgat (0= )

£
<

—. 1.34
55 (Qx]|—-T,T[) ~ 6 ( )

HRQX]—Tk,Tk[<gk - fhk,hk)

Para simplificar la notacion, escribimos Jy :=] — Ty, =T}, [U] Thy, Tk|
para cada k > ng y

elll = { [, 32 o0

*Jk ol <s

2

o
0% dx di+

Oxe (%)
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_j X,t)

2 3
dx dt)

para cada v € ®*%(Qx| — Ty, Ti[. Observamos que por la desigualdad

de Minkowski tenemos

vumew 1m0 [l el el
QXJk QXJk QXJk
(1.35)
A partir de (1.32) y (1.31) obtenemos
Yk > ng, ¥ h > g {%>53—$@3
" 2
> o —
- H 2] T’“’Tk[fh’h‘ ®55 (x|~ Ty Ti )
2 1
-—2

RQX —Tnn T, fhh
H J=Thng,Tng [, O5:5(QAx]=Tny, Tng) Mo

y por definicién de las normas involucradas y las funciones ¢z, 1,,7 € N,

i ° 1.36
> - — .
>, ~ 12 (136)
Anélogamente, por (1.35)
ll =Wl <= Al # el <
QXJk QXJk QXJk QXJk
y como hy > ko, por (1.34) y (1.36)
e € €
< || Ry - H’ <ty g
< H x)-To, e[ ( Gk — Thy i) @SvS(QX]_TvakD‘F Thie b s = 6+6 3
(1.37)
Finalmente tenemos
2
Vh2n0+k0 Hg_fh’h‘ =
D5 (QxR)
. 2
= Fost-rns = ).y =
2
= Roo — <
sup Qx] Tk,Tk[(g fh,h) o8 (x| T T —

k>ng
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2
+

(I)S’S(QX}_TnoleanoJﬁl D

S “RQX]—TnO+1,TnO+1[(g - fh,h)

N

‘g_fh,hH

y por (1.33), (1.35), (1.36) y (1.37)

+ sup

k>n0 QXJk -

QXJk)

con lo que se termina la demostracion. W

4]

IA
Wl m
Wl m
+
| ™

- u
=3 p 9

k>n0 QXJk

Con un argumento completamente analogo se puede también probar
la siguiente proposicion:

Proposicion 1.7. 5i 0 < s < 7 la inclusion
H"(Q x R) C H**(2 x R)

es compacta.



Capitulo 2

Teoremas de existencia,
unicidad y regularidad para el
problema adjunto con datos

regulares

Como punto de partida para conseguir la meta que nos hemos pro-
puesto en esta memoria, este capitulo tiene como objeto encontrar
teoremas de existencia, unicidad y regularidad para las solucio-
nes del problema adjunto de Neumann para la ecuaciéon hiperbdlica del
calor no isétropa ni homogénea en el caso de coeficientes infinitamente
diferenciables hasta la clausura € del dominio espacial en (1.4) con da-
tos regulares. Esta es la primera fase de una aproximacion tradicional
al estudio de problemas de contorno mixtos para (1.4) cuando los datos
sean irregulares.

Para ello dividiremos el capitulo en dos apartados. El apartado 2.1
es una seccion de caracter técnico realizada para encontrar informacion
cuantitativa sobre la norma de algunos operadores importantes para
nuestro estudio. En el apartado 2.2 se presentan los principales resul-
tados obtenidos de existencia, unicidad y regularidad sobre la solucién
del problema adjunto de la ecuacion hiperbolica del calor con datos
regulares.
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2.1. Resultados auxiliares

La transformada de Schwartz-Laplace sera una herramienta esencial
a tener en cuenta en las siguientes discusiones. Si tomamos formalmente
la transformada de Schwartz-Laplace £ con respecto a t de una distri-
bucién A*(U) obtenemos

(X + é (—p+7p2)>2[U](p) =

:g (g;V—%Tz +( —%)2)2[U](p),

que da lugar de forma natural a la introduccion de los siguientes ope-
radores

1 1\?

Consideremos la familia auxiliar de operadores
2

{Ag ;:A+ei9% ‘ 0 c [—gg]} .

Sea r > 0 tal que 2 r € N. Dado R un operador frontera del tipo consi-
derado en la formula clasica de Green, definimos también el subespacio
topoldgico de H*"1(Qx 10,1])

Y2 (@0, 1]) =

{f e H21(Qx]0,1]) N H2"(Qx]0, 1)) ’Ag e H2"Y(Qx] 0,1[)}
(2.1)

Lema 2.1. Para cada 0 € [—%, %} existe una C' > 0 tal que para cada
feY T (Qx 10,1]) tenemos

Hf‘ v "t (Qx]0,1]) =¢ (HAQ(f)’

. (2.2)

S 1 .
HF" 7 (2x]0,1]) H?27(0x]0,1])
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Demostracion. Como Ay : H2"(Qx]0,1[) — H2"1(Qx]0, 1[)
es continua y

H2 T+1<QX]O, 1{) C H2 r+1,2 r+1<QX]O, 1{)

continuamente, por la continuidad de las aplicaciones traza sobre el con-
torno lateral 9Qx]0, 1] (teorema 2.1, capitulo 4 en [19]), Y "™ (2 x]0, 1])
es un subespacio cerrado de H?"+1(2x]0,1[). Sea Y7 *'(€2x]0,1[) la
clausura de D(2x]0, 1[) en Y "™ (©2x]0, 1[). Por la densidad de D(€2x
10, 1]) se verifica la inclusion continua

HETH(0x]0,1) € L2(9x]0,1]) < (Y2 (9]0, 1[))' .

Ademés, por la hipotesis hecha sobre X', Ay es fuertemente eliptico
sobre Qx]0,1[ y por tanto H](£2x]0, 1[)-coercivo (ver ejemplo 19.1 en
[41]). Entonces existe K € R tal que para cada f € Hy"'(Q2x]0,1[),
por el teorema 9.1, capitulo 2 en [19], hay una Uy € Hy " '(2x]0, 1])
que verifica

(Ao + K)(Uy) = f.
Por el lema global de Weyl (corolario 13.1 en [41]) tenemos que de hecho

Uy € H*"1(Qx]0,1]) € H*"1(2x]0, 1]).

Ahora, por el teorema 5.4, capitulo 2 en [19] hay una V; € Y7 " (Qx
10,1[) tal que Ag(Vy) = K Uy. En consecuencia

U+ Vy € YOQT—H(QX]O, 1))

Ag : Y72 HH(Qx]0,1]) — HF " 1(02x]0,1])

es exhaustiva.

Por otro lado, por el teorema 13.1 en [41], el nicleo de Ay es de
dimensién finita. Por el teorema de compacidad de Rellich-Kondrasov
la inclusion

I Y7 ™(Qx]0,1]) € H*"(2x]0,1])

es compacta. Entonces el lema se demuestra por un conocido resultado
de Peetre (ver por ejemplo el capitulo 2, lema 5.1 en [19]). W
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La funcion real C : [—%, g} — R obtenida definiendo C(#) para

cada 0 € [—%, %} como el maximo de las cotas inferiores de aquellos

nameros C' > 0 tales que verifican (2.2) esta bien definida. Por supuesto
C(#) también verifica la desigualdad (2.2).

Lema 2.2. C(0) es continua en [—g, g}

Demostraciéon. Fijamos 6, € [—%, %} Para cada f € Y2 (Qx

10, 1]) tenemos

. vz
o = aan)| = e e | 5 <
H2 7=1(2x]0,1])
< et — e 1f1ly2 1 @uiop-
Dada Tl(eo) > ¢ > 0 escogemos o > 0 tal que
100 — 0] <5 = ||Ag, — Ng|| < e. (2.3)

Si |0 — 6| < 0 basandonos en la desigualdad triangular obtenemos para
cada f € Y/ "1 (Q2x]0,1])

I llyz =1 @egoap < C00) (110ha = B)NI+ 1A0(A) | + NI <

< C(00) (<l llyz 1oy + 1Aa (A + (A1)

por tanto

C(00)
17157 @00 < 7= gy (IR CHIl+ 1))

y como consecuencia de la definicion

c(h) < C(6o)

< TC(%) < 2C(6y). (2.4)

Un célculo similar nos da

C(9)
0 — 0| <6 = C(QO)STC(Q)
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y por (2.4) obtenemos
60— 0| <0 = |C(6) —CO)| <eCBy) CO) <2eC(6)*,
con lo que finaliza la prueba ya que € > 0 es arbitrario. W

Por el lema 2.2 y el teorema de Weierstrass obtenemos que el nimero
real

esté bien definido.
Déndonos cuenta que la norma canénica || f|| gx(x)o,17) en los espa-
cios H*(2x]0,1[), k € N es equivalente a la norma

4 a , 25
H*(J0,1[,L2()) L2(J0,1[,H*())
obtenemos una constante K;(2) > 1 tal que para cada 6 € [—g, g} Y

cada f € Y7 TH(2x]0,1])

|14

|4

<@ (Jaar)

<
vy "th@ex]on) H2r(Qx]0, 1[)>

H27-1(Qx]0,1])

+ HA9<JC)’

< (9 ([Jants)

.y o)

El siguiente lema es el principal resultado de este apartado porque
sus estimaciones cuantitativas seran fundamentales en nuestro estudio.

H2 r=1(J0,1[,L2(Q) L2(Jo,1[.H2 7= 1(Q)

(2.6)

+ |4
H27(]0,1[,L*(92))

Lema 2.3. Sea r > 0 tal que 2 r € N. Existen los nimeros reales
Ko(2) > 0 y po > 0 tal que para cada > po en R, cada 0 € [—g, %]
y cada v € HZ"(Q) N H2™(Q) se tiene

(4 )e] :

+ (1 +p*"h -

H2r-1 (Q)

(v e

2r+1

> KO(Q)( v

2 Q)). (2.7)

H2 ’I‘(Q) + M
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Demostracion. Para la demostracion de este lema seguimos el mé-
todo de Agmon y Nirenberg. En primer lugar fijamos ¢ > 1 en R y una
funcion z(t) € D(]0, 1]) tal que ||z 2qo,1p = K1(€2). Entonces para cada
v e HZ™(Q) N H2™(Q) consideramos

w(x,t) = z(t) e "' v(x) € Y7 (Qx]0,1]).

De la definicion de Ay y el caracter auxiliar fijado de z obtenemos
directamente haciendo calculos

Ao(w)| < (At ey
H 0(w> L2(]0,1[,H2 "—1(Q)) =% L2(]o,1]) ( te M)U H27=1(Q)
o (CERTE ] T P
d t2 t LQ(}O,lD H? T‘_I(Q)
< K, (Q H(A i0 2) K, (1 2.8
< ) [[ (A e o] B ) o] @9

para algunos Ky > 0. Anédlogamente, por la regla de derivacion de
Leibnitz de un producto de funciones obtenemos facilmente

(4400l gyt

L2(Q)

[0

<o
H27=1(]0,1[,L*(2))

dz B
H(dt? 21 dt) et

<Ky (P (A e )| EG P o

para dos constantes adecuadas K3 > 0y K, > 0. Por otro lado

H27=1(]0,1])

v

IN

H2 rfl(](]’l[) LQ(Q)

2.9
Ly 29

VkeN Hw‘

k)

L200,1LH*©Q)) H ’LQ]Ol[“ ‘HkGD H*(Q)

(2.10)
y para cada k € N, 2 r+1 > k > 1 nuevamente por la regla de Leibnitz
> |pl*

tenemos
|« v
H*(]0,1[,L2(Q2)) L3(Q)
) [l
L2(Jo,1])

( ()|
— + .
(o1 = N

dF=3 2
d th—J

dF

d t*

L2(Q)
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y como j > 1 escogiendo ademés p suficientemente grande obtenemos
de hecho que para una constante adecuada K5 > 0

> (1uf = Ks (14 | ) >0, (211

Hw‘ HEO,1[,L2(Q)) (\,u] > ( + lul ) v L2(Q) ( )
De la misma forma obtenemos

< K (1 k) H ’ 2.12

Hw‘ HF(0,1[,L2(Q)) s( 1+ 1u v L2(Q) ( )

Utilizando (2.5) y (2.6) obtenemos para cada 6 € [—g, g]

1
_ <
K1(Q) (Hw‘ L2(]0,1[,H2 ™+1(Q)) + Hw’ H?2 r+1(]o,1[,L2(Q))) -
< zal < [[aote)
w w
= Ky I vz oy = 17 M2 1 goagrae))

+HA0(U})‘

[l e |
L2(J0,1[,H? "= 1()) H27(]0,1[,L?(%)) L2(J0,1[,H? (%))

De este modo utilizando (2.11) en el caso k = 2 r+1, (2.12) tomando
k=2ry(2.8),(2.9)y (2.10) tenemos

1 27141 2

= (10 ) ol ) e <
Ki(Q) (<M s\ lu i) TNz =

< K (Q H(A i0 2) ‘

= 1( ) e v H27m=1(Q)

i w15
L2(Q)
) () ol (501 050 .-
—i—( 4+ e + [u v L2(9)+ 1)+ Ko ) (L Jul) o H27(Q)

Entonces

k@ 4+ )

H2r-1 (Q)
>

At ei? 2) ’
‘( tep ULQ(Q)_

—K7(Q)<1+ WT) Hv‘

_|_K3 (1+ ’/L|2r71>

|Iu|2 r+1

1
>
— K(Q) L2(Q)+

L2(2)
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e

(2.13)

— (K@) + Ka) (14 Ju)

H2 m+1(Q) H27(Q)
donde

K:(Q) = K4+ Kg +

Kl(Q)

Ahora aplicamos una propiedad de interpolacion de los espacios de
Sobolev. Si r = % tomamos Cy (= 1. Si r = % con k € N por

las propiedades de interpolacion de los espacios de Sobolev existe una
constante Cy > 0 tal que

27r41 7‘+1

YV f e H2HY(Q) <G |ly *+ Hf (2.14)
H27‘ 1
Ademés, utilizando la conocida desigualdad elemental
Vo<u, 0<v, 0<n<1 uvg(l—n)uﬁ%—nv%

y definiendo

Ko(2) := Cp (K1 () + K2) (1 + |M|> Kro(€) = K1 ()

podemos continuar la estimacion (2.13) de la forma

1 1
> 2r+1_K (1 2ry) _ K. QZrJrl
> (g W™ = @ (1 1) = 5 K@)
2r
o (Y C ) |
L2(Q) 2r+1 H2 r+1(Q)

= Ko (1 - K7(Q) 1+ |p)?” 1 Ko(Q)27+!
Kio(2) |pf>rt 27+ 1 Kio(Q)|pl2r+?

I

y por tanto existe o > 1 tal que si |u| > po podemos continuar de la
siguiente forma

> Klg( )| 2r+1

L@ 2r+1H’UHH2r+1(Q) >

+ 2r+ 1HU‘ H27(Q)
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H?2 T(Q)) ’

donde Ki{(2) := min{ Klg(m, 2T1+1}. De modo que obtenemos (2.7)

(%

= 0 (577 o+

escogiendo por ejemplo
K11(Q)

<K1(Q) + K3> -

KQ(Q) =

Ahora podemos estimar la norma del operador (X,)~'.

Lema 2.4. Sea r > % en R. Sea R2"TH(Q) el subespacio topoldgico de
H2™(Q) definido por

W) = {f € HET(Q) N H2HQ) | A(f) € HE N}

Entonces R2™(Q) es un espacio de Banach y existe ui(Q) > 1y
C(r) > 0 tales que, sip:=v¢ +iveC yp— 3= > i (Q) el operador

X, es un isomorfismo de R2"+1(Q) sobre Hy"'(Q) que verifica

w(o-5)] <5 = 1@ ls g o @
Y
‘Arg (p— %) > % = [|(x,) 7| < - %’12 - HAH (2.16)

Demostraciéon. Por las propiedades elementales de los espacios de
interpolacion es suficiente con hacer (y asi haremos) la demostracion
s6lo en los casos 2 r € N.

Como HZ"(Q) N H2™ Q) C Hi " 1(9) es sencillo ver que para
cada p € C el espacio R?"T1(Q) coincide con el conjunto de aquellas
funciones f € HZ"(Q) N H2™(Q) tales que

(/) = (A ¥ ( - QL)) (/) € HET(9).
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Como A es un operador eliptico autoadjunto, por el teorema 19.5 en
[41] el espectro de A esta formado por infinitos autovalores discretos y
reales con limite +o0o. Como la inclusion Hj(Q2) € L*(2) es compacta
(por el teorema de Rellich-Kondrasov) y A es H}(Q2)-coercivo (ver el
ejemplo 19.1 en [41]), teniendo en cuenta el teorema 17.11 de [41] el

operador
1\2
X, =A - —
S D)

es un isomorfismo de HZ"(Q) en H=27(Q) para cada niimero complejo

p tal que — (p — %) no es un autovalor de A. Entonces, para tales nu-

meros p, dada f € HZ"'(Q) € H2"(Q) hay una tnica U; € H2" ()
tal que A, (Uy) = f. Por el lema global de Weyl para operadores elip-
ticos (ver el corolario 13.1 en [41] por ejemplo) tenemos de hecho que
Ur € H2™1(Q), es decir, Uy € R27H(Q). Por tanto, la aplicacion

\IJIQ)TJrl . H02 rfl(Q) _ 9{2 7“+1<Q)

tal que \1112) "H1(f) = U, esta bien definida y es la inversa de la aplicacion
exhaustiva

X, R2T(Q) — H2TH(Q).

Por el teorema del homomorfismo, X, es un isomorfismo de R?"1(Q)
sobre HZ"1(Q).

Ahora vamos a estimar [|(X,)7!].

Sean o > 1y Ko(€2) > 0 los ntimeros reales definidos en el lema 2.3.
Definimos p1(2) := max{po, ||A||} v consideramos p = ¢ + i v tal que
P — % > 11(€2). Vamos a comenzar probando el caso ‘Arg (p — %) ‘ >
7. Como

VEHTHQ) f=X(T"1(f) =

_ (,4+ (p— })) (A,)7 ().

) o

tenemos

1
HfHHgT_l(Q) = <’p_ 27 H2r+1(Q)
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y por tanto, si p verifica ademés ‘Arg (p — %)‘ > 7 tendremos

‘p—%‘ 2\/5(@/)—%) > V2 11 (),

(%)

Por otro lado, para cada multi-indice a tal que |a| <2 r+1y cada
f € H3"1(Q), tenemos

b (o) = o (i) = 5o

1 1
< . < |
=2 = a] 2meer - 4]

(2.17)

oxe P T oxe  Ox©

y por tanto, por la propiedad del isomorfismo

0 x° - oxe

\I/ir_|a|+1 (8|a|f) a|a\ (\I}ir+1(f)> c Hg r—|a\+1(Q) (218)

Entonces si p verifica Arg (p — %) € [—%, ﬂ , escogiendo 6 = Arg (p—

2
L ) € [—%,ﬂ V= ‘p— %‘ en el lema 2.3, como X, = A—l—(p—%)

27

obtemos las siguientes desigualdades

1 |27 led olel £
2 - — >
( i 'p 2T ) H OX¥ | g2 rtat-1(q)
a|a‘ 1 2r—|a 8'04
NSy b L
aX 2 r7|a\71(Q) 2 T aX LQ(Q)
oled £
_ X \1127"4—1
H( p( g (83{0‘ >)) HQT'*la\*l(Q)+
sl 1 27—|af v (g2 w .
P 2T PP oxe Q)

segun el lema 2.3 directamente

o (e (52D,

H?2 r—|a\+1(Q)
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olelf
2r+1
Y (axa)

2 r—|a|+2

2 r—|o|+2

_'_ [
‘p 2T

1

) > (2.19)
12(9)
> Ko(2) méx{'p -5 ;

ol f
2r+1
5 (Gee)
L2(Q)

. (2.20)
H2 r—|a\+1(Q)

2T

. 3|a\f
()

Entonces despejando

1+%

H(X )—1 (a|af) |p—% a|a|f <
P 0 x° L2(9) o K()(Q) ‘p — %’2 0 xo Hg r—\a\—l(Q) -
3
< e [
Ko() |p— 5| Hy "N (@)

y suponiendo todos los multi-indices || < 2 r + 1 obtenemos otra
constante C'(r) tal que

H(XP)_1<f)HH2T+1(Q) = ;?0((2) I _1%|2 Hf‘

Hg r—1 (Q)

con lo que el lema se demuestra facilmente. W

Lema 2.5. Sea S,, el semiespacio Re(p) > p1 en C. La aplicacion
p— (X))t deS,, en LIH;" (), H*"T(Q)) es holomorfa.

Demostraciéon. Sea p; € S, y 6 > 0 tales que si [p —p1| < ¢

entonces p € S,,. Como
1\2 1\2
X, — X, || = ——] - - —
1, ol ( 9 7_) (pl 5 T)

y por (2.15) y (2.17)
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= H(Xp)il (Xp - Xm) (Xpl)il X

<]

Xp - Xm

[

i ! Cr) 1
o g . (221
2 Hl(Q)2 _ HAH lp—p1|<d <K0(Q) ‘p . L‘2> ( )

lo que muestra que la aplicacion p — (X,)~! es continua en p; € S,,.
Ahora, como consecuencia de la identidad del resolvente y la regla de la
cadena (ver teorema 3.1, capitulo 4 en [19] para los detalles) obtenemos
la holomorfia de la aplicaciéon estudiada. [

Como consecuencia de los lemas 2.4 y 2.5, la aplicacién dual
(Xp)/ . H—(2 r—l)(g) N (%2 r+1(Q))/

también es un isomorfismo. Ademas, el espacio dual (R?"1())’ es un
cociente del dual (H27(Q)). Como X es autoadjunto es facil ver que
&, es formalmente autoadjunto. Por tanto

X! H-Cr=0(Q) — (R27(Q))
es una extension de la aplicacion
Xy Hy™HQ) — Hy Q)
y ademas,

[(EA0

L(HET7H(9) 92 7+1(0)
(2.22)

L2 (Q)), H-Cr=1D(Q))

Lema 2.6. Sea J,(Q) el subespacio de H-2"=Y(Q) definido por
F() = {U e HQ) | ) € (RHHQ) N H- (@)}

Sea 'H, la restriccion a J,(Q2) de X). Entonces H, es un isomorfismo

de J(Q) sobre (R2™1(Q))' N H-C=(Q) y existe K(Q) > 0 tal que

1(H)~HI < K(Q) 11() 7.
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Demostracién. Por los lemas 2.4 y 2.5, H,, es continuo de J,(12)
en su imagen

(Mp(Tp())) C© (R2FH(Q)) N HETD(Q).

Como X, es Hj(Q)-coercivo (ver el ejemplo 19.1 en [41]), existe K €
R tal que el operador X, + K es un isomorfismo de Hg "~ '(Q) sobre
H=27=Y(Q). Por tanto, dada

f c (m2 r+l(Q))/ N H—(2 r—l)(Q) C H—(Z 7"+1)(Q)

existe U; € H3 " 1() tal que (X, + K)(U;) = f. Ahora, por el teorema
5.4 del capitulo 2 de [19] existe Uy € H2"(Q) tal que X,(Us) = K Uj.
Entonces

X,(Ur +Us) = f

y claramente
U+ Uy, € H* 7 1Q) c H@mD(Q)
con lo que Uy + Us € J,(€?). Entonces
X, 1 J(Q) — (REH(Q) 0 H2(Q)
es biyectiva y claramente continua. Sabemos también que
(H,)": (R2 Q) N H-ETD(Q) — F(0)

tiene grafica cerrada, lo que puede verse claramente a partir de los lemas
2.4y 2.5 y la continuidad de la inclusion

(m2 r+1<Q))/ N H—(2 r—l)(Q) C (%2 r+1(Q))/'

Como (R2"1(Q)) N H-27=1(Q) es un espacio de Banach cuando esta
provisto con la norma de la interseccion, H,, es un isomorfismo (teorema
del homomorfismo). Con lo que se obtiene que J,(2) es un subespacio
de Banach de H~Z7=1((Q).

Una vez tenemos demostrada la primera parte del lema pasamos
a la segunda. Para estimar la norma de H, ! tenemos que observar la
cadena de inclusiones continuas

Hg rfl(Q) C H72 T'(Q) C (9%2 r+1(Q))/ N H7(2 7?1)(9) C (%2 r+1(Q>>/
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y €cOmo consecuencia
HE(Q) € J,(9) ¢ B2 0(Q)
de forma continua. Como &), es formalmente autoadjunto tenemos
X(HE(Q) € HE Q)

y la conclusion de la demostracion del lema se obtiene facilmente a
partir de (2.22). W

2.2. Teoremas de existencia, unicidad y re-
gularidad

Los resultados de la seccion anterior se utilizaran de forma esencial
en el capitulo 5 para estudiar la existencia y regularidad de las solu-
ciones fundamentales del operador A (y en particular de su funcion de
Green que se estudia en el capitulo 6). Tal y como se ha mencionado
en la introduccién vamos a ver la aplicaciéon de los resultados anterio-
res para obtener teoremas de existencia, unicidad y regularidad de las
soluciones para el problema adjunto y suponiendo que los datos son
regulares. Destacamos que los resultados del resto de este capitulo se
podrian haber suprimido porque de hecho, en el capitulo siguiente se
mejoraran notablemente mediante otros métodos. Sin embargo los he-
mos mantenido como muestra de la aplicacion de los resultados de la
seccion 2.1.

Teorema 2.1. Sea r tal que 2 v € N, R un operador frontera como
en (1.6) y F € Hég_l’zr(Qx]O,T[). Entonces existe una tnica U €
H2mHL2mH(Q)x)0, T) tal que

A (U)=F en Qx]|0,T7, (2.23)

Y (x,t) € 90x]0,T] R(U) =0,

Ux,T)= %—[t](x,T) =0 en Q.
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Demostracion. Para denotar la composicion de dos operadores A 'y
B utilizaremos la notaciéon Ao B 6 A B indistintamente segtn ofrezcan
en cada caso mayor claridad. Denotamos por £ la transformada de
Schwartz-Laplace con respecto a t. Consideramos el nimero p;(£2) del
lema 2.4. Por este lema H(Xp)_lH es una funcion de crecimiento lento
de |p — %| cuando Re (p — %) > 111(€2). Ademés, la aplicacion
p— 2@ e L@ B @), Re(p- ) > @)
es holomorfa (lema 2.5). Por ello, por un conocido resultado sobre so-
portes de transformadas de Laplace debido a Lions (ver [17] 6 §3, pro-
posicion 22 en [32]), existe la inversa de la transformada de Laplace

G2 £ [(%)7'] € D'l (©), ool L(HE™ (), HE ().
(2.24)
Por otro lado, dada F' € H&gil’w(Qx]O,T[), consideramos la ex-
tension candnica F' € H2""527(Q x R) de F definida por el método de
reflexion como

F(x,t) si (x,t) € Q@ x[0,T]
F(x,t)=¢ 0 si (x,t) € Q x [T, 00]
T F(x,—kt)  si (xt) € Qx] — o0, 0]
donde los ntimeros A\, 1 < k < 2 r se eligen de forma tal que

27
(1Y =1 V1i<k<2r
j=1
asegurando de esta forma las igualdades
»F O F

Claramente F tiene soporte compacto con respecto a la variable t
contenido en [T, T]. Por la desigualdad de Hélder, la funcién F define
canénicamente una distribucion vectorial (denotada nuevamente con el
mismo sfmbolo) F € D'(R, H2"~1(Q)) mediante la regla

voeD®) (Flxt).o(t) = /R F(x,t) 6(t) dt € H™1(Q).
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Entonces existe la transformada de Laplace £[F|(p) € H?"1(Q) y
podemos hallar py > 11(€2) > 0 tal que para cada p € C que verifica
Re(p) > po, usando el operador diferencial X, obtenemos

A () xp) = = &, (LFE,0)0)) (x) € HTH(Q). (2:25)

Ahora, denotando la convoluciéon con respecto a la variable ¢ con
el simbolo *, por (2.25) la convolucion de las distribuciones vectoriales
G * F esta bien definida y por el teorema de convoluciéon (ver teorema
43, §7, capitulo II en [32]) tenemos

LIA@+P)] () == X (¢ [(6+F)]) () =

= = 2(20)w) 0 £F)0) = 7 X, (6] () o LIFI() = £FI(p)

y por la unicidad de la inversa de la transformada de Laplace

A G+ F)=TF, (2.26)

lo que significa que la distribucion vectorial U := G F verifica A*(U) =
F y tiene su soporte contenido en [T, 7).

Vamos a denotar por F la transformada de Fourier con respecto a t.
Claramente, como F' € H?>"~127(Q) x R), para cada 1 > jo(T) tenemos

e " F e H*"HT(Q x R) (2.27)

también y, como consecuencia, Fle™"! F|(v) € H?"~}(Q) para cada
v € R. De nuevo por el teorema de convolucién obtenemos

Vn>pu(T), YvreR f[e”” (g*Fﬂ(y):E[Q*F](n%—iz/) =

= 2G)tn+iv) (SFIm +iv)) = 2 (Xpea) " (Fle Fl(w)) (2:28)
y escribiendo p :=n+1 v

<
H2r+1 (Q)

|7l o))

=2 || (FleFIw))|

H2r+1(Q) T

y por (2.20)

1
Ko(9)

S (Hf[e‘" F(w)]

H2r—-1 (Q)
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- (1 + ‘ p—

2r
271 > L2(Q))’

lo que significa que F(e "t U)(v) € H?™(Q). Por el teorema de
Plancherel sobre las transformadas de Fourier vectoriales (ver pagina 73,
capitulo I en [32]), a partir de (2.27) obtenemos e "*U € L?(R, H?"*!
(Q)) y por la compacidad del soporte de U

1

Fle FIw)|

U= e"f<e—“ U) e L2(R, H2™1(Q)). (2.29)

Un argumento similar pero estimando H}" [e’” t U] (v) H a partir

£2()
de (2.20), lleva a -
Ue H*" "R, L*(Q)) (2.30)

y por tanto U € H2"1271(Q) x R). En particular 2% € L*(R, H?"*!
Q) y X(U) € LR, H?"~1(Q)). De la igualdad A*(U) = F € L*(R,
H?™1(Q)) deducimos

TPV 5 10U @y e 2w ()

y por integracién sobre intervalos temporales finitos y aplicaciéon de la
desigualdad de Hélder vemos que 2 € C(R, H*>"~'()). De la misma

forma U € C(R,H*"~'(2)) y por tanto U(x,T) = 2%(x,T) = 0 para

cada x € , ya que U tiene soporte con respecto a t contenido en
[—T,T].

Finalmente, si U € H2"T127+1(()x]0, T[) denota la restriccion de U
a x]0,T| es obvio que U es una solucion de nuestro problema.

En lo concerniente a la unicidad de la solucién, supongamos que
existe otra solucién U; con extension estandar U; a  x R como en
el caso de U. Entonces £((G x A*)(U — U;)) = 0 y por el teorema de
convolucién

0=2[(¢+A4)(T - T1)] = 2l0] (LT - 7)) =

~ ) () T) =2 T

-
obteniendo U =U;. M
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Corolario 2.1. Sea ¢ € D(2x]0,T). Entonces existe una unica fun-

cion U € C*(Qx]0,T]) tal que

A*(U)=¢ en Qx]0,T]
ou
ot
y RU)(x,t) =0 en 00x]0,T].

Ux,T)=—(xT)=0 en Q

Demostracion. Por el teorema 2.1 para cada r que verifica 2r €
N existe una tnica funciéon U, € H?™127T1(Qx]0,T[) verificando las
condiciones
A" (U,)=¢ en Qx]0,T]
ou,
Ur 7T - -
1) =%

Y (x,1) € 90x]0,T[ R(U,) = 0.

(x,7)=0 en ,

La unicidad implica que U := U, = U, cualesquiera que sean 2r &€
N, 27" € N. Entonces

U e ﬂ H2r+1’2r+1(QX]O,TD.

2reN

Escojamos ahora una bola abierta Br en R™*!, un conjunto abierto
Q2 en R" y 77 > 0 tal que

QX]O,T[ C BR C le] — leTl[-

Por la observacion 2.2 en el capitulo 4 de [19] existe V (x, t) € H?> 12+
(R"xR) tal que U(x, t) coincide con la restriccion de V' (x, t) a (€2x]0, T'[).
Como

V(x,t) € H*™H2m(Q x| — Ty, Th),

por la proposicion 2.3, capitulo 4 en [19] existen las derivadas parciales
mixtas y verifican

a|a\+j
0x0t

<V(x, t)) e H2rHi-lal=i2zrai-lal=iq u] — Ty, Ti[) ©

C L*(yx] — Ty, Ty])
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para cada multi-indice espacial a 'y cada j € NU{0} tal que |a|+j <
2 r + 1. Esto quiere decir que V(x,t) € H"(yx] — T, Ti|) para cada
h € N tal que 0 < h <27+ 1. Como consecuencia, x g, (x,t) V(x,t) €
H"(BpR) y, como la frontera 9By es de clase C* y los puntos interiores
de Bp estan en un solo lado de dicha frontera 0 Bg, por el corolario 9.1,
capitulo 1 en [19] tenemos que de hecho V(x,t) € C>°(Bg). Por tanto

Ulx,t) € C*(Qx]0,T]). ™

Nota. El corolario 9.1 del capitulo 1 de [19] no se puede aplicar
directamente porque (092x]0,7T[) no es de clase C* en (052 x {0}) U
(092 x {T'}).

Corolario 2.2. Sean r tal que 2 r € N y F € H§7571’QT(QX]O,T[).

Entonces existe una unica U € H*"1271(Qx]0,T|) tal que

AU)=F en Qx]0,T7, (2.31)
V (x,t) € 002x]0, T g_[i =0,
ou
U(x,0) = E(x, 0)=0 en K.

Demostracion. Para demostrar este corolario es suficiente con ha-
cer el cambio de variable t = T'—t' y aplicar el teorema 2.1 al problema
resultante para el operador A*. W

Corolario 2.3. Suponemos Fy € D(Qx]0,T[), Fi € D(02x]0,T),
F, € D(Q) y F5 € D(Y). Entonces existe una unica funcion U(x,t) €

C>(Q2x]0,T) tal que

AU)=Fy, en Qx]0,T], Z—Z(X,t) =F en 00x]0,T],
(2.32)
oU

Demostracion. Sea 2 r € N. Por el teorema 2.3 del capitulo 4 de
[19] existe una funcion W, € H2™1272(Qx]0,T]) tal que

ow,
Jon

Y (x,t) € 002x]0, T = Fi(x,1),
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Vx e W.(x,0) = Fy(x), %(X, 0) = F3(x).

Consideremos ahora el problema

A(®,)(x,t) = Fy — A(W,)(z,t) € Hy ™" (2x]0, T)

0P
V(x,t) € 00x]0,T[ ——(x,t)=0
(1) € 00x0.T[ 27 (x.1)

0P,
ot
Por el corolario 2.2 el problema anterior tiene una solucion tnica ®,.(x, t)
€ H2r 1210, T[). Entonces

VxeN &.(x,0)=0, (x,0) =0.

U(x,t) = ®,(x,t) + W,(x,t) € H*"12"1(Qx]0,T)

es la dnica solucion de (2.32) y (2.33). Como 2 r era arbitrario en N

o0

Ue m H2r+1,2r+1(QX]07TD

2r=1

con lo que se llega a la conclusion procediendo de la misma forma que
en el corolario 2.1. [ |

La siguiente definicién tiene sentido por el teorema 2.1.

Definiciéon 2.1. Sea r tal que 2 r € N. Definimos X" (Qx ]0,T[) como
el subespacio formado por las funciones v € H* ™ 127H1(Qx]0,T]) tales
que
Ralv) =0 V(x,t) €00x]0,T],
Jv

v, T) = () =0 ¥x€Q y A'(v) e Ho g™ 27 (Qx]0,TY).

Ademas, denotamos por
Who Hyly M7 (Q%]0, T[) — X7(2x]0,T7)

la aplicacion tal que A*(V1.(f)) = f para cada f € H%z_l’Qr(Qx]QT[).

Obsérvese que por definicion, X" (2x]0,T[) esta dotado con la nor-
ma inducida por H2"127+1(Qx 10, T7).
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Teorema 2.2. Sea 2r € N. Entonces U7, es un isomorfismo de H&g_l’Q "
(Q2x]0,T[) sobre X"(Qx]0,T]).

Demostraciéon. En este caso esta claro que la inversa de la apli-
cacion V1. es continua, es decir, A* es continuo de X" (2x]0,T[) en
Hg’g_l’Qr(Qx]O,T[). De manera que lo que hay que probar es que la
aplicacion V7, también es continua.

Sea {v,, }5°_; € X" (Q2x]0,T[) una sucesion tal que

lm v, =v en H*""H2"1((0x]0,T)

’ WILLIEOA*(U’”) =7 en Hag_l’QT(Qx]O,T[).
Entonces,

ry—I»%oA*(Um) = A*(v) en Hiy " (Qx]0,TY)
y por tanto

Jim A" () = A*(v) en H?>" 1277100, T).

Por otro lado esta claro que también se verifica

lim A*(v,) =7 en H?*"'?71(Qx]0,T[).

m—0o0

Por tanto A*(v) =7 € HZOT,O_I’2 "(2x]0,T[). Entonces W’ tiene grafica
cerrada y por el teorema de la grafica cerrada es continuo y por tanto
un isomorfismo. M

Corolario 2.4. El teorema 2.1 y el corolario 2.1 también son ciertos
para cada r € [1, 00|,

Demostracion. Por el teorema 2.2 y para cada r tal que 2 r € N
la aplicacion

UL Hog 27 (2%]0,T]) — H*"TH277(Qx]0, TY),

que resuelve el problema de contorno mixto dado, es continua. Enton-

ces el resultado para un r > I arbitrario se obtiene facilmente por

2
interpolacion compleja. W
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Nota. Hemos realizado todos los calculos anteriores con el opera-
dor A* no por su estructura particular sino pensando en las aplicaciones
posteriores al operador A que se estudiaran en el capitulo 5. Pero en
realidad, todos los desarrollos de este capitulo se podrian haber
efectuado también y con las mismas técnicas sobre el operador
A. En este sentido, destacamos los siguientes resultados que utilizare-
mos mas adelante.

Teorema 2.3. Dado un operador frontera R, para cada ¢ € D(2x]0,T)
existe una unica funcion U € C*(Q2x]0,T]) tal que

AU)=¢ en Qx]0,T],

U(X,T)Z%—[Z(X,T):O en ()

RWU)(x,t) =0 en 00x]0,T].

A partir del teorema 2.3 y mediante el cambio de variable t =T — ¢’
se obtiene

Teorema 2.4. Dado un operador frontera R, para cada ¢ € D(Q2x]0,T])
existe una unica funcion U € C*(Q2x]0,T]) tal que

A*(U)=¢ en Qx]0,T7,

U(X,O):%—Z(X,()):O en

RU)(x,t) =0 en 00Qx]0,T7].






Capitulo 3

Resultados complementarios
sobre la regularidad de las
soluciones del problema de

Neumann con datos regulares

Este capitulo tiene como objeto demostrar algunos resultados de
regularidad de las soluciones complementarios a los probados en el ca-
pitulo 2. De hecho vamos a considerar una situaciéon no comprendida
en los resultados anteriores.

En este capitulo utilizaremos el siguiente resultado clasico

Proposicion 3.1. (Segunda formula de Green para el operador
X ). Dado el operador X definido en el capitulo 1 y un operador frontera
R definido como en (1.6), existe un operador frontera Ry tal que si u

y v son funciones en H?*() tenemos

<u, X(v)>Q = A(u,v) + , Ry (u) R(v) do

donde

olel 4 ol
A(u,v) = Z /Qaaﬁ 87 aXIB dx

laf,|B|<1
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es la forma canonica bilineal asociada con X y do es la superficie dife-

rencial sobre 0f).

3.1. Un teorema de regularidad

A continuacién vamos a estudiar el grado de regularidad de la solu-
cion del problema mixto A(u) = g en el conjunto abierto 2x]0, T con
0 < T < oo fijado cuando las condiciones iniciales y de contorno son
del tipo R(u). Definimos H~1(Qx]0,T]) := L*(2x]0, T).

Para cada conjunto |a,b[C]0, T denotamos por Rjq((f) la restric-
cion a Qx]a, b[ de una funcion definida en 2x]0, 77

Lema 3.1. (Una estimacion a priori). Sea r € NU{0} y tomemos
g € H*>™127(Qx]0,T]). Supongamos que existe U(x,t) € H?>mT12r+1

(2x]0,T]) que verifica el siguiente problema mizto de contorno

AQT(U) =
aZr U 1 02 r+1U 82 r+2U a2r g
:X<8t2r)+a<at2r+l+Tat2r+2):at2r en x]0,T7,
(3.1)
. U
Vo<j<2r+1 W(X,O):O en (3.2)
Yy
. U
V1i<j<2r+1 %(ﬁ) (x,t) =0 en 002x]0,T]. (3.3)

Entonces existe C := C(, 3,n) > 0 (jindependiente de t!) tal que para
cada t €]0, T y cada ]a,b[C]0,T|

‘ 82 rU( t) N ‘ 827"—1—1(]( t) -
X, EYT TG <
8 t2 r I @ a t? +1 LZ(Q)
t 27
0 2
SCeCt/ 2 (x,7) dy < C et g‘
0 ot L2(Q) H27r-127(Qx]0,T[)
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2 2

§2(b—a)CerHg

o?rU

Riap | 557
ot2r H27r=1.27(Qx]0,T])
Demostracion. Comenzamos la demostracion dandonos cuenta que
X es H'(Q)-coercivo ya que es fuertemente eliptico (ver por ejemplo el

ejemplo 19.1 en [41]) y de este modo existen C; > 0,Cy > 0 tales que

HL(Qx]a,b])

Vue H(Q) Auu)+ Cyllullfag) > Co llullfq - (3.4)

Realizando el cambio de variables u = e~ * se puede suponer que X

es H'(Q)-eliptico, es decir, que existe Cs > 0 tal que
Vue H'(Q) Aluu)>Cy flulipg (3.5)

(ver capitulo 2 en [19] si se necesitan mas detalles sobre este hecho).
A partir de la proposicion 3.1 y la condiciéon (3.3) obtenemos

t a2r+1U 82rU t a2r+1U aQrU
| G (50)), 1= [ A (G ) -
o \O?rt ") /g o \dPTHoNT
(3.6)
por el teorema de Fubini e integrando por partes con respecto a v

utilizando la condicion (3.2)

t a|a\ aQr—l—lU a\ﬁ\ aQrU i d
-2 (/Qaaﬁ/() oxe (072”1) 0xP (87”) ! X) -

laef,|BI<1

aQTU aQTU
=A <W(X, t), W(X’ t)) —

ta|a\ 82rU a\ﬂ\ 82r+1U i
2 (/Q%‘ﬁ/o Ox> (37”) 0xP (3727’“) ! X)

laf,|BI<1

y a partir de la simetria aog(x) = agq(x) deducimos

t 82 r+1U 82 U 1 82 T 82 T
A —-A A G
/0 (672T+17872T> d’)/ 2 (atQT(X7t)’at2r(X’t)) (3 7)
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Analogamente obtenemos
t 82 r+1U aQr—f—QU 1
/0 <3,y2r+1’ 8,}/2r+2> dy = B ‘
Entonces, tenemos para cada t €]0, 7|
t 82r+1U 0,
/O <W<X’ ), (A (U))(X7 7)>Q dy =
t 82T+1U 02 U
- [t (% (55 ) ) o), ot

1 [ty o2rtiy 2 92Ty
+E /0 0 2r+l (x,7) ot2r+l (1)

2

9217
W(Xa t)

(3.8)

L2(Q)

. 2
dry - ——

L2(Q)

L*(Q)

t aQrg 82r+1U
:/0 <672r(x’7)’m(x’7)> dly <

827" 82 r+1U
W(X’ )

dr. (3.9)
L2(Q)

2 (x,7)
0 L2()

Ahora, reuniendo los resultados previos, a partir de (3.5), (3.7) y
(3.6) existe Cy > 0 tal que

2r 2 2T 2T
CoaU 0°ruU 0°ruU )

z - <AlZZ -

07 ||y (aw(x’t)’ o %)
t 82r+1U 82rU

= 2/0 A (—a S (97 5y Vgr(x,7)> dy =

[ (s (ED) e oo

y por (3.9) y la desigualdad elemental

/0 Ay + / )Py > 2 / A ()] dy

(3.10) puede continuarse de la forma
2
dy—
12(9)

82r 827’+1U
o (e
[ (|52 . ( o (xy)
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2

82 7"+1U
a t2 r+1

L2(Q) ‘

Por tanto
921y 2
o 2+l

92U ||?
8t2r

Co +
HY(Q)

827’ 2
[ e+ (- 2)] ¢
9y L2(Q) L2(Q)

y por ello existe una constante C; > 0 independiente de T tal que

L2(Q)

L1

82 T’+1U
m( )

2 2

62 r+1U

U
W(X’ t)

a tQT (X7 t)

821"
Ha,YQT X7

y trivialmente

<
L2(Q)

2
dy <
()

2

‘ !

HY(Q)

62 r+1U
W(Xﬁ)

L2(Q) ‘

2

32 r+1U
W(X’ 7)

2
dry.
HY(9)

82 r-l-lU
W(X’ t)

_'_
L2(2)

i

L*(Q)

82r

+H3’V”(X’7)

Ahora, a partir del lema de Gronwall

2 2

0*rU

W(Xa t) <

L2(Q)

i

HY(Q)

T
S Cl eclT/
0

o*rU
W(X’ t)

2

aQ'rg
0727"

(x,7) dy (3.11)

L2(Q)

y por tanto
82U ||

at2r S

HL.1(Qx]0,T))

2 T 2 r41
0°TtU
dt+/ O Uty
Hl(Q) 0 8t2r+1

2
dt <
L2(Q)

T
<2 [
0
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2

T/ T
<20 €CIT/ / dy | dt <
o \Jo L2(@)

T
<20, eclT/O 91172 12 (@xgo,rp A <

<2C, T HgH%{QT—LQT(QX]O,T[)

827‘9
aygr(x,v)

lo que da el resultado deseado. Obsérvese que la constante final sblo
depende de la H'(Q)-elipticidad constante de X, los parametros fisicos
a, 7 y la longitud del intervalo temporal |0, 7. W

Teorema 3.1. Sear € NU{0} y g € H*"127(Qx]0,T) tal que

VO<k<2r-1 a—kg(XO)—O en €
- = otk '

Dado un operador frontera R consideremos el siguiente problema

AU)=g en Qx]0,T] (3.12)

RU)=0 en I0x]0,T] (3.13)
ou

U(x,0) = E(X’ 0)=0 en Q. (3.14)

Entonces existe una unica solucion U(x,t) de este problema en
H2 r+1,2 7’—‘,—1(&'2><]07 T[)

Demostracion. En lo concerniente a la unicidad de la solucion
sefialar que si U(x,t) € H2™127T1(Qx]0,T|) verifica A(U) = 0 en
Qx]0,T[, R(U) = 0 en 90x]0,T], y U(x,0) = 2¥(x,0) = 0 en €
podemos aplicar el corolario 2.3 obteniendo que U(x,t) = 0 en 2x]0, T7.

Para mostrar la existencia de la soluciéon utilizaremos el método
de Galerkin. Como D(2) es denso en L?({2), también lo es por tanto
el subespacio normado V de L?(2) de aquellas v € L?*() tales que
(B(v))(x) = 0 para cada x € 092. Por la separabilidad de V escogemos
una sucesion total {W,,(x)}>°_, en V. Por el procedimiento de Gram-
Schmidt suponemos de hecho que {W;}22, es un sistema ortonormal en
L2(2). Como g € L%()0,T[, L*(2)) = L*(]0, T[)®a L*(2), es el producto
tensorial natural completado de Levin-Chaney de L2(]0,T[) y L*(Q),
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para cada m € N existe k,, € N y una sucesion finita de funciones
{Bim ()Y, tal que

km
lim Zﬁzm(t) W;—yg = 0. (3.15)
N L200.T(L2()
Fijamos m € N. Buscamos ahora funciones
{gim(t)}izy < C*7H([0, 7))
para que
Zgzm ) € H*27(Qx]0,T])
verifique el problema mixto de contorno
0*r A,
atgr Zﬁzm i €n QX]O,T[, (316)
(R(Um))(x,t) =0 en 002x]0,T], (3.17)
88
VO<s<2r+1 54 “(x,0) =0 en Q. (3.18)

Para alcanzar este proposito, por la linearidad y el hecho que cada
W, €V, n € N es suficiente con encontrar {g;,(t)}™ tal que

. d2 " Gim d2 i Gim d2 s 9im
V1§Z§km dt2r <X(M/Z)>+Wla( dt2r+1 +7 dt2r+2 >_
— Ginlt) W, (3.19)
ds m
V1<i<h, VO<s<2r+1 dzs (0) = 0. (3.20)

Por la densidad de V en L(Q2) y la ortonormalidad del conjunto total
{W;}2, en V, las condiciones (3.19) y (3.20) son equivalentes a que
{gim(t) Yo, sea la solucion del sistema

d? Tgim

(W), w;) =0 (b)+
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_ <gm(t) m,Wj>, 1< <k, (3.21)

y verifique las condiciones (3.20).

Como (3.21) y (3.20) es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias con coeficientes constantes respecto a la variable ¢. Entonces
existe un tnico conjunto de soluciones { g, (t)}5 C C®(R) tal que U,
se encuentra en L*([0, 7], L*(Q2)) e incluso en H2"1(]0, T[, L*(2)).

Por el lema 3.1, obtenemos que

a?rUm
8t27"

sup

S K HgHHz r—1,2 T‘(QX]O’TD
meN

HL1(Qx]0,T))

y por la reflexividad de H'!(€2x]0, T[) hay funciones
UeL*(o,T[H'(Q) y VeL*0,T[,L*(%)

— 82 Um
tales que U = h;lZHoo %2 en la topologia débil de L*(]0, T[, H'(£2))

y V = 1m0 Z5wEm en la topologfa débil de L2(]0, T[, L*(2)). Una
aplicacion directa de la definicién de derivada de una distribucién mues-
tra que realmente V' = %—g.

Por tanto hemos encontrado una funciéon U(x,t) € H'(Qx]0,T])
que resuelve (3.12), (3.13) y (3.14). En el caso r = 0 esta solucion U (x, t)
tiene ya las propiedades de regularidad anunciadas. Para mostrar las
propiedades de regularidad mayores de U(x,t) en los casos r > 1 apli-

camos el mismo método inductivo que se aplica en el teorema 7.1 en

19, =

Dado 2 r € NU {0}, sea N27"127(Q2x]0, T]) el subespacio de las
funciones g € H?"127(Qx |0, T]) tales que

o g .
VO<k<2r-—1 W(X,O):O en Q si r>0.
(Por tanto si 7 = 0 no exigimos ninguna condicién sobre g, que en ese ca-
so es una funcion de L*(Qx]0, T'[) cualquiera, es decir N =10(Q2x]0, T[) =
L*(©x]0,T[)). Dado el operador A y un operador frontera R denotamos
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por Hp 2™ (Qx]0, TY) al conjunto de funciones f € H2"+1:27+1(Qx
10, T7) tales que

A(f) € N2™127(Qx]0,T]) en Qx]0,T],

f(x,0) = aa—{(x, 0)=0 en Q

’ R(f)(x,t) =0 en 90x]0,T7.

Si M = 2 escribiremos simplemente H5" " (Qx]0, T).

Teorema 3.2. Sear € N U {0}. Sea Ay la restriccion a Hagy 2" (Qx
10,T[) del operador A. Entonces

Ay o Hagm P2 (Qx]0,T]) — N2 127(Qx]0, T)

es un isomorfismo. Ademds si |a,b[C|0,T[ y Rjap((f) denota la restric-

cion a Qx]a,b| de una funcion definida en Qx|0,T[, tenemos
v g€ N2 T_LQT(QX]Ov TD HR}a,b[ ((AN)il (g)) HHLI(QX]@J’D <

V2Ci (b—a) et 190l 2 (@10t
donde Cy es independiente de t €]0,T7.

Demostracién. Por la continuidad de las aplicaciones traza N2 7127
(22x]0,T[) es un subespacio cerrado de H*"~127(Q2x]0, T'[). Por el teo-
rema 3.1 deducimos que la aplicaciéon continua

A HA2 T (Qx]0, T)) — N27127(Qx]0, )

es exhaustiva. Entonces la aplicacién inversa de N27~127(Qx]0,T[) en
Hi;;“l’? TH(QX]O, T|) tiene grafica cerrada por lo que es continua.

Para obtener la estimacién sobre la norma de la restriccion de la
antiimagen de g € N27"127(Qx]0,T[), obsérvese que U := (Ay) (9)
verifica las condiciones del lema 3.1 (con 7 = 0) y por tanto se pueden
aplicar todos los razonamientos de ese lema. En particular, usando la
formula (3.11) se tiene

2

ou
VD] U Ol + | 55050

<

L2(Q)
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T
<0y T / 196, 2y -

Entonces

2
U 1)

b b
HU@JNHM&WMDS%/HU@jM%wnﬁ+/‘ -

L(Q)

2

b T
<26 [ ([N latxn)li ) dr<

<20, b(b - a)”gH%Q(Qx]O,T[)’

lo que demuestra nuestra afirmacion. W

Corolario 3.1. Bajo la misma hipotesis del teorema 3.1, si 2 r+1 > h+

2t h € N, entonces tenemos U(x,t) € Ch(Q2x]0,T[). En particular,

2

sig € C®(2x]0,T]) y

g

VkeNU{0} =%

(x,T)=0 en Q,

entonces U(x,t) € C*(2x]0,T7).

Demostracién. Por la proposicion 2.3, capitulo 4 en [19], para cada
multi-indice o y cada k > 0 tal que || +k < 2 r+1, existe la derivada
St
olthy
Ox*Otk

parcial mixta y ademas,

e H2rHi-lel=k2ri-lal-k ()0, T7). (3.22)

Por tanto U(x,t) € H*™(Q2x]0,T|) y razonando como en el corola-

rio 2.1 concluimos que U(x,t) € C"(Qx]0,T|). La otra afirmacion se
obtiene directamente. W

Observacion. En lo referente a la funcién g en la hipotesis del
teorema 3.1 tenemos en general que g ¢ H207:0_1’2T(Q><]0, T|). Entonces
el resultado de existencia y regularidad que hemos probado para las
soluciones es mas fuerte que los que se pueden obtener aplicando el
cambio de variable t =T — ¢’ en los resultados del capitulo 2.
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Nota. Es facil comprobar que todos los resultados de este ca-
pitulo son validos también para el operador A* ya que pueden
duplicarse para éste todos los razonamientos efectuados.

Contraejemplo. Presentamos ahora el contracjemplo anunciado
en la seccion 1.4. Supongamos que

A C=(Qx]0,T]) — C*(2x]0, T))

fuera continua con la topologia inducida por ®"(£2x]0,T[),r > 2 en el
espacio de salida y la inducida por ®"~2(2x]0,T) en el de llegada.
Sea (xq, tg) € 2x]0,T[. Tomemos una bola de radio r > 0 B, (xo, to)
C Ox]0,T[ y una funcién regularizante p(x,t) € C>*(R"*!) con sopor-
te compacto contenido en B,.(xg,t). Por el teorema 3.1 existe V €

C>(22x]0,T) tal que A(V) = p(x,t). Sea g(x,t) € C*(2x]0,T]) la
funcion constante g(x,t) = 1 para todo (x,t) € 2x]0,T[. Entonces

(V, A%(g(x,1))) = 0

(A(V), g(x,1)) = (p(x,1), g(x, 1)) # 0.

Pero como evidentemente se tiene V' € ®"(2x]0,T), por densidad
existe una sucesion {¢,}>°_, C D(Qx]0,T]) tal que V = lim,, .00 ©m
en la topologia de ®"(Q2x]0, T[) y entonces p = A(V) = lim,, o0 A(om)
en ®"2(2x]0, T'[). Entonces por continuidad

0= (V. A"(g(x,1))) = lm (o, A*(9(x,1))) =

m—00

y por definicién de densidad de una distribucién

= lim (A(pm), 9(x,1)) = (p(x,1),9(x,1)) # 0,

m—00

lo cual nos lleva a una contradicion.






Capitulo 4

Trazas de las soluciones de la
ecuacion hiperboélica de

transmision del calor

En el capitulo 2 hemos visto que
A* 2 XT(Q%]0,T]) — Hy g7 (Q2x]0,T7)
es un isomorfismo. Por tanto su adjunto
A H-Cr=D=27(Qx]0, T]) — (X"(Q2x]0,T]))
seria el candidato natural para resolver el problema
AU)=F (4.1)

tomando datos “irregulares” F' en el espacio (X"(£2x]0,77))" y bus-
cando sus soluciones (en principio también “irregulares”) en el espacio
H=Cr=1:=27((x]0, T[). Esto seria suficiente si s6lo pretendiéramos re-
solver la ecuacion (4.1), pero en realidad para el estudio de la funcion
de Green necesitamos soluciones con mas propiedades, porque se trata-
ré de resolver un problema de contorno determinado. Esto nos obligara
a tomar los “datos” en espacios mas pequenos que (X" (2x]0,77))" y
a precisar en qué espacios se toman las condiciones de contorno. La
consecuencia sera que las soluciones estaran en espacios mas pequenos
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que H=C7=D:=27()x]0,T[) y que habra que estudiar las trazas sobre
la frontera de los elementos de esos espacios.

La aplicaciéon de los métodos que utilizaremos nos llevara a probar
en el capitulo 5 que, bajo ciertas condiciones, las soluciones deseadas
estaran en el espacio D;l(Q "D(€1x]0, TY), definido en el capitulo 1.

Ya que la definicién de D;(z T_l)(QX]O, T|) es independiente de las
condiciones de contorno, este capitulo tiene inicamente como objetivo
estudiar las trazas de sus elementos sobre la frontera 9€2x]0, T'[ y sobre
las secciones transversales de 2x]0,7[ y su comportamiento cuando
T — oo.

Con este propodsito vamos a dividir el capitulo en dos apartados.
En el apartado 4.1 estudiaremos las trazas transversales y laterales
sobre el contorno de un cilindro finito 2x]0,7[. Y en el apartado 4.2
estudiaremos las trazas transversales y laterales pero en este caso sobre
el contorno de un cilindro infinito 2x]0, co.

En todos los teoremas de este capitulo (y como consecuencia en
todos los resultados posteriores que utilicen éstos) aparecen unas “ex-
tranas” hipotesis numéricas sobre los pardmetros de los indices de los
espacios de Sobolev ((4.2) y (4.24)). La justificacion de adoptar tales
hipotesis es de caracter técnico y en aras de una mayor simplicidad
(j aunque esto parezca contradictorio a simple vista!). En efecto, en ca-
so contrario, los teoremas de ascension que usaremos posteriormente
no seran validos con la generalidad con la que los expresamos nosotros,
ya que el dominio de la definiciéon de tales ascensiones deberia estar
sometido a nuevas condiciones restrictivas, de expresion complicada, y
por otra parte innecesarias a efectos de nuestras principales aplicaciones
fisicas.

4.1. Trazas sobre la frontera de un cilindro
finito (2x]0,T]

Antes de comenzar a estudiar las trazas necesitamos algunos resul-
tados previos. Hay que recordar que es bien conocido (ver por ejemplo
la proposicion 2.2, del capitulo 4 en [19]) que las trazas de los elemen-
tos en H™*(Q2x]0,T[),0 < T < oo verifican las siguientes relaciones de
compatibilidad:
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Proposicion 4.1. Seanr > 0,s > 0 tal que 1—% (% + %) > 0. Entonces
para cada U(x,t) € H*(2x]0,T[), cada j > 0 y cada k > 0 tal que

% + % <1- % (% + %) se verifican las igualdades

oF [(0IU o [OFU

Para a empezar a estudiar las trazas sobre secciones transversales
de ©x]0,T[ necesitamos un lema previo de ascension:

Lema 4.1. Sea r > % tal que

1 fit1\ (27 +1
2r+§—(“; )( T )e}éZ, i=0,1. (4.2)

2r+2

y sean jo, ko los elementos mds grandes de N U {0} tales que

1 3
O§j0<27“+§, O§k0<27"+§

respectivamente. Dada

2r41-L2rtl 2r41-32r+l

g=(90(x),(x)) € Hy Q) x Hy o PETE(Q) 0 (43)

definimos
LI +1—(k+3) 22
G(g) = (g0(x), 91(x), - gk, (x)) € [ [ Ho Q) (44)
k=0
stendo

« 1
gr(x) = = (X(ng(x)) - gkl(x)) k=2,.. k. (4.5)
Entonces existe una ascension

2pry1—L12rtl 2T+1_%27‘+1

R:Hy, — >777(Q)x H, 22 (Q) — HJT T (Qx]0,T)

tal que para cada G(g) como en (4.3), (4.4) y (4.5) tenemos

A*(R(g)) € Hyg 7 (2x]0,T7), (4.6)
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3 0"R(g) 9"R(g)
Vx e V0§k<2r+§ e (x,0) =0, W(X,T):gk(x)
(4.7)
Y
1 9lR
V(X, t) € aQX]O,T[ Y0 < |Oé| <2r+ 5 TQ@ (X, t) = 0. (48)
Demostraciéon. Empezaremos comprobando que
VO<k<ko gi(x)eHTI-HE)ER Q) (4.9)

procediendo por induccion. (4.9) es cierta para k = 0,1 por (4.3). Su-
ponemos que (4.9) se verifica para algunos 0 < k < ky— 1. Obviamente,
si2 <k <ky— 1 tenemos

2r—1—(k-2+3) 5305 2 41— (k—141) 20+l
X(gkz—2) c HO ( ) + (Q) YV Qh-1 c HO ( ) + (Q)

y como r > % obtenemos

1\2r+1 1\2r+1
2r—1—(k—1+- 20 4+1— (k+1+2
" ( +2>2r+2 o ( * +2>2r+2

de manera que (4.9) también se verifica para k + 1. Por (4.3) se com-
prueba facilmente que de hecho

2r+1-(k+3) 305

VO<k<ho gi(x)e M, F (4.10)

Como consecuencia de (4.9), por el teorema 2.3 del capitulo 4 y el
teorema de las trazas 3.2 del capitulo 1 de [19], existe una ascension
continua

ko ] 1\2r41
L[ (355 oy L, gzrizeez (w0, 7)) (411)

k=0

tal que la ascension

2T+1_12r+1 2T‘+1—32T+1

R . HO 227142 (Q) % HO §m(Q) _ H2 r+1,2 r+2(QX]O,T[)
definida por R(g)(x,t) := (RrL(G(g)))(x,T —t) verifica

9"R(g)

VXEQ V0§k§k0 W

(x,T) = gu(x) , (4.12)
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V(x,t) € 02 x 0, T[ V1<|a|<jo R(g)(x,t)= ax—a(x,t) =0.
(4.13)

Senialamos que la norma || R|| verifica
VT >0 |R| <L (4.14)

y no depende de T.

Escogiendo una funcion ¢(t) € C*([0,7]) tal que ¢(t) = 1 en al-
gunos entornos de t = T'y ¢(t) = 0 en algunos entornos de t = 0 y
cambiando a una nueva ascension ¢(t) R(g)(x,t), se puede suponer que
la ascension R inicial verifica ademaés

O"R(g)

VXGQ \V/Oék’gk'o W

(x,0)=0. (4.15)

Por otro lado, por (4.13) tenemos que R(g)(x,t) = 0 si (x,t) €
002x]0,T[ y por tanto

OR(g)
ot

JO’R(g)

(x,t) = (x,t) = 0. (4.16)
Este hecho junto con la proposicion 1.1y (4.13) implican que A*(R(g)) €
H§f‘1’” (Q x ]0,T[) . Ademas utilizando el teorema 2.1 del capitulo 4
en [19] y las propiedades de las trazas en el espacio H? "~ 1272(Q)x 0, T'[)

obtenemos inductivamente para cada 0 < k < kg — 2

(M) (x,0) = lim (w) (x,1) =

otk t—0 otk
) 0" R(g) 9" R(g)
= 12%/%' ( I ) (x,t) =X ( ok (X,O)) = X(g1)(x)
en el espacio
2r—1—(k+1) 22 2r—1—(k+3) 3553

2 r42 (Q) D HO 2742 (Q)

Por tanto por (4.5) y (4.12) obtenemos

9" A*(R(g)) . (9" R(g)
T(X, T)= X( ok (x, T)) —
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1 ak'HR(g) ak—f—?R(g)
a ( Otk+1 (X7 T) -7 Otk+2 (X’ T)) =0.

De (4.13) también tenemos para cada 0 < j < jo — 2

V(x,t) €00 x]0,T[ X (a;Rrif)) (x,¢) =0

y de la proposicion 4.1 y (4.16) obtenemos V (x,t) € 9Q x |0, T[

0 O*R(g) B 0> 0"R(g) _
91 o D=0 G (k=0
Por tanto
& A*(R(g))

Y (x,t) € 02 x ]0,T] Y0 <j<jo—2 (x,8) =0

onJ

y ahora, por la proposicion 1.2
A*(R(g)) € Hyg ""(Q x 10, T).

Entonces, a partir de (4.12) se demuestra el lema. W

Teorema 4.1. Trazas sobre secciones transversales.

SeanT >0 yr > % tales que verifican (42) La aplicacion

Z : C®(Qx]0,T[) — H
definida por

Ve @x0.T) Z() = (5

puede extenderse a una aplicacion lineal y continua

r+1

Sor DTV (Ox]0, T() — H- @i () x H- @i

= (Q).
2r+1-12rtl

Demostraciéon. Dada h = (ho(x),hi(x)) € H, 22 Q) x

21— 32r+1

H, 2272 (Q)), definimos

9o(x) = == ho(x),  g1(x) =

ae

<—h1(x) + % ho(x)) (4.17)
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v {gr(x)}¥, por (4.5). Escribiendo g := g(h) = (go(x), g1(x)) como en
el lema previo, por los argumentos dados en el lema 4.1 y utilizando los
mismos nimeros jo, kg existen ascensiones

9 p4l_l2ril 9 pg1_B2rtl

R: H() 227r+2 (Q) % HO 22742 (Q) SN H207:+1,2 r+2 (Q > ]O,TD

tal que se verifican las igualdades (4.7) y (4.8).
Definimos una aplicaciéon

2r+1 2 r+1

7 COO(QX]O,TD g T+1)+%(2r+2)(9) x H™® T+1)+%(2r+2)(9)
(4.18)
estableciendo por definicion para cada U € C*(2x]0,T) y cada

h = (ho(x), hi(x)) € D(Q) x D(Q) C

1(2r+1

C H2 T+1_§(2r+2)(Q) X H2 T+1_§(2 r+2)(Q) (419)

que
(2V).h) = (V. A" (R())) + (AW), R(g) ).

Veamos que Z es independiente de la ascension elegida R. Si utilizamos
otra ascension Ry que verifique (4.12), (4.13) y (4.15) tendriamos para

V(g) = R(g) — Ri(g)
ov(g)

YV (x,t) € 00x]0,T[ Y(g)(x,t) = o (x,t) =0, (4.20)
VxeQ VO0<k<k @(g)(x,O)—%(x,O)—
=V¥(g)(x,T) = 58‘I/—t§:g)(X’ T)=0 (4.21)

A (U(g)) € Hog *"(2x]0, 7).

Por la nota del lema 10.1, capitulo 4 en [19] tenemos para cada (x,t) €
90x]0,T[ v ¥ 0 < |a < jo

|| 92
gx—a (X(\If(g)) N éaxl(;ig) N aa (;Iftgg)) (1) =0 (4.22)
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Y de (4.20) tenemos

0¥ (g) _ 0*V(g) B
5t (x,t) = W(X’ t)=0

V (x,t) € 002x]0, T
por tanto, utilizando (4.22) en el caso |a| = 0 llegamos a
V(x,t) € 00x]0,T[ X(V¥(g))(x,t) =0.
De (4.20), como X es eliptico en €, deducimos necesariamente

>’V (g)
0x?

1

YV (x,t) € 00x]0,T[ Vi=12,...n (x,t) =0

y procediendo por induccion de la misma forma obtenemos V(x,t) €
o0 x]0, T

A
\V/Z:LZ,,'R v0§j<j0 aa (g)<X,t):0

J
€T

Nuevamente por la citada nota en [19], de (4.21) obtenemos
U(g) € Hy"(2x]0, T7).
Entonces la formula de Green cléasica da

(U, A" (w(g))) = (AU). ¥(g)) =0

lo que muestra la anunciada independencia de R.
Por otro lado, cuando U € D"~V (2x]0, T) tenemos

(z().n)| < |4 re))

H HH@TU»?T(QX]O,T[) He =127 (Qx]0,TT)

<
Hg ot2 2 @Qxo,T]) T

Hlaw]

o] [[7ee)

o—(27+1),=(2+1)(Qx]0,TY) ’

< (ol T

e

(4.23)

27+1*%(§;i%)(9)'

_1l(2r+1
H2r+1 2(2T+2)(Q)XH
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Lo que significa que Z(U) esta bien definida y por densidad Z puede
extenderse de forma continua a una aplicacion lineal y continua (nue-

vamente denotada por Z) de D;‘(Z 1) (2x]0,77) en

2 r41
+

H—(2r+1)+%(%)(9> w g-@rru+3(57 2)(Q)

Finalmente, dada U € C*(Q2x]0,T[), podemos escribir

2 r+1

Z(U) = (@O(X)gSol(X)) c H‘(? r+1)+%(m)(9) % H—(2 r+1)+%(2T+2)(Q)

para ciertos ¢o(x) y ¢1(x). Escogiendo h := (hy(x), h1(x)) € D(2) x
D(2) por dualidad tenemos

(7018) = () ()

y por la formula de Green clasica y la definicion de Z

<Z(U),h> _ l<U(x, T), R(g)(x, T)> +

(67 Q

+g <<%_[Z(X’ T), R(g)(x, T)>Q — <U(X,T), 3f;(tg) (x, T)>Q> =

= <U(x, T), hl(x)> + <88_(t](x’ 1), ho(x)>

y por tanto Z(U) = (%—(tj(x, T),U(x, T)), siendo h arbitrario en D(2) x

D(Q), con lo que finaliza la demostracion. W

Observacion. Con un argumento similar utilizando la ascension
Ro(g)(x,t) := L(G(g))(x,t) en el lema 4.1 en lugar de R(g) y esco-
giendo una funcion n(t) € C*°([0, 7)) tal que n(t) = 1 en un entorno de
t =0y n(t) =0 en un entorno de t = 7" en lugar de ¢(x,t), se mues-
tra que también existe la aplicacion traza S de D;t(Q " (Qx]0,T])
sobre la seccion ¢ = 0.

Para estudiar las trazas sobre el contorno lateral 02x]0, T'[ necesi-
tamos otro teorema de ascension, para el cual a su vez necesitamos el
siguiente lema previo:
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Lema 4.2. Sea T €]0,00[. Sea r > % tal que

3 2r+2 1
<k<2 2 - — k+ = Z. 4.24
voskszr 2red- (22) (ke ) (124

Entonces existe una ascension R de

27-12 r+27( 3r43

w =) (9ax)0,T]) x B 1) (90x]0, T)

2r+3,2 r+2— (=H

en H%JH’Q 7"JFZ(QX]O,T[) tal que para cada g(x,t) = (go(x,1),91(x,1))
en

2732 r+2—( 3r+3

H =) (9ax)0,T]) x B 1) (90x10, )

2 r+1,2 r2—(Z=H

se verifica
A*(R(g)) € Hyg " (2x]0,T) , (4.25)

v (Xv t) S aQX]()? T[ R(g)(X, t) = gO(X’ t) SRA(R(g))(X7 t) =01 (Xv t)
(4.26)

k k
Vx el v0§k<2r+§ 0"R(g) _aR(g)

(4.27)
Demostraciéon. Sean jg, ky como en el lema 4.1. Dada g(x,t) :=
(90(X7 t)a qn <X7 t)) en

2r—12ro— (52t 2 r+1,2 r2— (2t

H, m)(GQX]O, T[) x H m)(é?Qx]O,T[)
definimos para (x,t) € 0Q2x|0,T'[

gj(x,t) = -2 (X(gj—2(x7 t) — é gj-1(x, t)) J=2,.,J0- (4.28)

T

Ahora, por el teorema 3.2 y la observacion 3.3 del capitulo 1y por el
teorema 2.3 del capitulo 4 de [19], existe una aplicacion lineal y continua
Ry del producto cartesiano

27-12 r+2—( 3r43

Y m)(GQX]O,T[) x Hoy TR TH)(an]O,T[)
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en H212712(Qx]0, T']) tal que para cada g(x,t) se verifican las igual-

dades

k
VxeQ VO0<k<k ag—tl;@(x,()):(),

YV (x,t) € 00x]0,T] V0 <3 <o R (8jR1(g)) (x,t) = g;(x,1).

onJ
(4.30)
Analogamente, después de hacer el cambio de variable temporal
t' =T — t existe otra aplicacion lineal y continua Ry de

2r—12r42- (353 2r+1.2 r2— (5L

H =) (9ax)0,T]) x B 31 (90x]0, T)

en H?>"12712(Q)x]0, T]) tal que para cada g(x,t) tenemos

0" Ry(g) 0" R (g)
VXEQ V0§k§k0 W(X’ ):W< ,T),
J
V(x,t) € 00x]0,T[ YO<j<jo R (0 gflgg)) (x,1) = 0.

(4.31)
A continuacién escogemos una funcion ¢ € C*(Q2x]0, 7)) tal que ¢(x, t)
= 0 en un entorno de la seccion {(x,0), x € Q} y ¢(x,t) = 1 en un
entorno de la seccion {(x,7T), x € Q}. Entonces R(x,t) := Ri(x,t) —
o(x,t) Ry(x,t) verifica

9"R(g) O"R(g)
VXEQ VOSI{?SI{?O W(X,O):W(X,T):O, (432)
j
V(x,t) € 00x]0,T[ VO<j<jo Rua (a;fjg)) (x,t) = g;(x,1).

(4.33)
Las demas propiedades de R se comprueban de la misma forma que
se hizo en el lema 4.1, finalizando de este modo la prueba. M

Teorema 4.2. Trazas sobre la frontera lateral 002x]0,T.

Sea r > % como en (4.24). La aplicacion

) [
= U € C¥(Qx]0,T) — 5 € D(02x]0. 7))
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puede extenderse de forma continua a una aplicacion (que de nuevo de-
r+1

notamos por 2 ) de D;l(z "(Qx]0,T]) en H r3) =22+ (82x
10, 7).

Demostraciéon. La demostracion es analoga a la del teorema 4.1
empezando en este caso a partir de una

h := (0, hy(x,t)) € D(002x]0,T]) x D(0€2x]0,T7)
dada, utilizando los resultados del lema 4.2 y definiendo en 0§2x]0, T’

hy(x,t)
fa(x)

v {gr(x, 1)}, segtn (4.28). Obsérvese que se esta utilizando la condi-
cion f4 # 0 si x € J€) contenida en la formula de Green. W

QO(X, t) = 07 gl(Xv t) - =

4.2. Trazas sobre la frontera de un cilindro
infinito 2x]0, co|

Nuestro objetivo en este apartado es obtener las versiones correspon-
dientes de los teoremas 4.1 y 4.2 pero en este caso para un dominio
temporal no acotado 2x]0, co[, que como ya hemos citado se manejara
en el estudio de la funcion de Green de la ecuacion (1.4).

Para obtener tales teoremas necesitamos algunos resultados previos.

Como consecuencia de los teoremas 4.1 y 4.2 podemos definir
2,070(x10,7) = {v e D¢V (@x]0, 7)) |

—z(x,t) =0 en an]O,T[} .

Lema 4.3. Si ¢ € Z;t(Q T_l)(Qx]O,T[) y f € D(2x]0,00[) entonces

(6. A (Re(£))) = (A(@). Ba(F) )
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Demostracion. La demostracién es una consecuencia directa de
la densidad de C*(2x]0,7) en D @r=1) (QX]O T[), los teoremas de

continuidad de las trazas en D;‘(z = '(©2x]0,T]) y la formula de Green
clasica. W

Lema 4.4. La aplicacion

Y 2,2770(0x)0, 7)) — D,V (Qx]0, 00])
definida por

Ve z P Ox])0,T]) VfeDEx]0,00])

(v(9).£) = (0. Rr(f))

es continua.

Demostracion. La definicién anterior tiene sentido. De hecho, co-
mo Ry(f) € N2 127(Qx]0,T]), si U1 denota la aplicacion inversa del
isomorfismo del lema 3.2, por el lema 4.3 tenemos

(Y(@).£)| = (0,4 @r(Rr(1))| = |(A@), (wr(Br (1) )| <

< | wr(rr()

ol s

®2 r+1.2 7+1(Qx]0,TY) -2+, =2+ (Qx]0,T7)

<
D, * " Y (@x]o,1)

< o] ] 14

HY'5 127 (92x]0,00]) H(b‘

y por la densidad de D(2x]0, oo[) en H%;{LZT(QX]O, oo[) obtenemos
Y(¢) € H-C=D=27(Qx]0, 00]) y

v (4.34)

< o] el s

H—(2r=1),-2 7(Qx]0,00[) D,V @x]o,T])’

Por otro lado, por el lema 4.3, para cada f € D(2x]0, co[) tenemos

(A o). 1)| = (Vo). 4 (1) =
= |6, —e(a(0))] = | (&4 (Rr(1))| =
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= |(A@). B2 ()] <

<
H2r+1,2 7‘+1(Q><}07TD

< |4 | R

(1)—(2 r+1),—(2 T+1)(Q><]07TD

¢ 4

D, ® "M (@x]o,1]) ®2 r+1,2 7+1(Qx]0,00()

y por tanto, por la densidad de D(£2x]0, co[) en &7 1271 x]0, ool)
obenemos Y (¢) € @~ D)= r+1)(0)x]0, 00]) y

HA(Y

<14 439

=2 r+1),=(2 7+1) (Qx]0,00() D, @x]0,7])

A partir de (4.34) y (4.35) existe una Cr > 0 tal que

@ cr o] -

D" (Qx]0,00]) D2 Vax]o,r)

Para obtener un teorema sobre las trazas trasversales “en oco” nece-
sitamos un subespacio de D;l(Q 7"_1)(Q><]0, oo[) adecuado que nos per-
mita la aplicacion de la féormula de Green clasica cuando t — oo. Para
ello, dado 0 < 1 < T, sean Qpu,ri(f) ¥ Qrc((f) las restricciones a
Qxn, Ty a Qx]T, oo[ respectivamente, de una funcion f definida en
Q1x]0, 0o, entonces definimos W~27=1(Q1x]0, co[) como el subespa-
cio de D;l(Q "(Qx]0, 00[) de aquellas funciones U € L2(02x]0, 0o[) N
C'(Q2x]0, 00[) tales que Q) 1, [(U) € CHOUX|nw, Tu]) v Quryo((U) €
C?(Qx|Ty, o0[) para un 0 < 1, < Ty y ademas existe

Z(U)(x) = lim (aa—[;(x T),U(x, T)) (4.36)

en el espacio

32r+1

(Q) x H- @m0 ().

H (2 T+1)

Claramente D(02x]0,00[) € W~ D(Qx]0,00[) y por tanto W(2x
]0,00[) # (. Ahora, definimos W;(z "D (Qx]0, 00[) como la clausura
de W=D (Qx 10, 00]) en el espacio D;‘(Q 71_1)(Q><]0, o0l).
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Teorema 4.3. Dada r > 1 como en (4.2), la aplicacion

12r4+1 2r+1

7 - W7(2 7‘71)(Q><]07 OOD N H—(2 r+l)+§2T+2 (Q) % H—(2 r+1)+%2r+2 (Q)

definida por (4.36) puede extenderse a una aplicacion lineal y continua
+l 2r+1 32r+1

de W;(Z 7ul)(Qx 10, 00[) en H~Gr+D 222 () x H @ T+1)+52r+2(Q).

Demostraciéon. Por el teorema 2.3, capitulo 4 en [19] existe una
ascension continua

2r+1-12rtl 2r+1-22rtl

I - H() 22742 (Q) % HO 22742 (Q) _ HQ()j“Jrl,Q r+2 (Q > ]O, OOD

que verifica la propiedad (4.7) y ademas

1 |al
V (x,t) € 00x]0,00] VO < |a] < 27"—1—5 aa—fo(lg)(x,t) =0.
(4.37)
Consideramos la siguiente familia de aplicaciones lineales
Zp - WD (Qx]0, 00]) —
H—(2 r+1)+%<§:ié)<9> x H—(2 r+1)+%(§:i%)(9) (438)
definida por
(2e0).8),, = —(Re(0)x0), Br(A"(L(@)) (1))

+(Re(AW)) (e, Br(Lig)(x,8))  =((Tao(Br,(0))) (%), 8())

para cada U € W2""1(Qx]0,0|) y cada g como en (4.3). Por (1.23),
(1.8), (1.19) y el lema 1.1 la definicién anterior tiene sentido. Como

Qx]0,T[

(ool 0)60.800)| <

< [[zasll|v]pse -

2 r41 2T+1_%(27-+1

(©2x]0,00]) Hg‘ Hj T+1‘%(2r+2)(9)xH0 2”2)(9)’

de (1.24) argumentamos como en (4.23) y obtenemos que Zr(U) esta
bien definida y que Z7 es continua de W=7~V (Qx]0, co[) en

2r+1

HCr () () x e+ (),
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De modo que Zr puede extenderse de forma continua a una aplicacion
lineal (nuevamente denotada por Z7) de W;l(Q Tﬁl)(Qx]O, oo[) en

H-Cra(552) () x g-@r+a(EEe) ().
Como L(g) € H&TH’Q "2(Qx]0,T[) tenemos

H2 22T T )

)

liy || (Re — Be)(L())

T—o00,T"

lo que nos lleva a

(20(0) - Z0(V).8)

|
= [(v.4 (B - Rr)L(®)) )

Qx|T,1T'[

HAW), (R~ Ro)Lig), <

Qx]T,7'

< (1+]4])) | Re—Br @)

o
A2 TR QT TY) ’ w2 Y ax]o,1))

puede ser tan pequeno como queramos cuando 7' y 7’ aumentan, lo
que muestra que existe (Z(U),g) := limr_o(Z7(U),g). Del teorema
de Banach-Steinhaus obtenemos que existe Z(U) = limr_.o Zr(U) en
H @ ”1)*%(3:5)(9) x H-@rn+s(3 :E)(Q). El teorema se puede ter-

minar de demostrar dandonos cuenta que si U € W=7 (Qx]0, oo[) y
2 r4+1 2r+1

Z(U) = (¢o(x), p1(x)) € H 2 ’”+1)+%(2r+2)(9) x H@ T+1)+%(2r+2)(9),
dada h = (ho(x), h1(x)) € D(Q2) x D(2), con los mismos argumentos
del teorema 4.1 y la misma definiciéon para g y {gk}iozo, por dualidad
y por la formula de Green, utilizando (4.36) y la observacion (4.14)

tenemos
<Z(U), h> -

OQxQ

= (poho) + (o) = im (U T), Lg)xT)) +
~(Ux.T), 8%(?) (x, T)>Q) _

_ < lim U(x, T),hl(x)> n < lfm a—U(x, T),ho(x)>. m

T—o00 T—o0 at

i = ({5 0. L@ D)),
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Para terminar vamos a considerar las trazas sobre un contorno del
tipo 0€2x]0,00[. Como en el caso anterior necesitamos un subespa-

cio adecuado de D;‘(Q Tﬁl)(Qx]O, oo[). Ahora, escogemos el subespacio
V-2r(Qx]0, 00]) de D;*"(2x]0, 00[) de aquellas funciones U €
L2(Qx]0, 0o[)NC (£2%]0, oo|) tales que para algtin Ty; > 0 se verifican las
relaciones Q.1 [(U) € C*(2x]0,Ty]) v Qry,0((U) € C*HQX]Ty, 00).
A continuaciéon definimos también V;\(Z Tﬁl)(Qx]O, oo[) como la clau-
sura de V=21 (Qx 10, 00[) en D"V (2x]0, 00[). A partir de estas
definiciones obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.4. Trazas sobre 9Qx]0,00[. Sea r > 3 como en (4.24).
La aplicacion

9.
On

U e v 2=Y(Qx]0,00[) — g—z € D(99x]0, o0

puede extenderse de forma continua (nuevamente denotada por %) de
r+1

V2(Qx]0,00]) en H- @+ @455 (90%)0, 00f).
Demostracion. La demostracion de este teorema es similar a la

del teorema 4.2. Nuevamente por el teorema 2.3 en el capitulo 4 de [19]
existe una ascension L de

2r—12r42- 3143 2r+12r42- L

H 2TH(02x]0, 00[) x H' 2T (09%]0, 00])
en H%OTHQ "2(Qx]0, 00|) tal que

V (x,t) € 90x]0,00[ L(g)(x,t) = go(x,1) Ra(R(8))(x,t) = g1(x,1)
(4.39)
para cada

2r—12ry2- 2043

g=(90(x),5(x) € H (0920, 00[) %

2r+12r42-tL

xH') 275 (901%]0, 0ol).

Si comenzamos con una funcién

h = (0, hy(x, 1)) € D(92x]0, 00[) x D(9Nx]0, 00[)
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y definimos g := g(h) = (go(x), g1(x))

h1 (X, t)
fa(x)

v {gx(x, 1)}, segtin (4.28) y la aplicacion Z de V=71 (Qx]0, 0o[) en

V (x,t) € 00x]0,00[  go(x,t) =0, ¢1(x,t) =— (4.40)

r

H2m 5 @45 (90x0, 00]) x H- 272~ G2+ (5555 (900, o)

<Z(U)’h>9x}o,oo[ B
= (U (x1), A (L)) (x,0) ) + (AU) (x,1)  L(g) (x.1) )

para cada U(x,t) € W21 (Qx]0,00[) y cada g como en el teorema
4.2, después de utilizar argumentos anélogos a los utilizados en dicho
teorema, comprobamos que esta bien definida y es continua como con-
secuencia de la definicion del espacio D;‘(Q T (©2x]0, o0o[). Como antes,
Z puede extenderse de forma continua a W;\(Q 7ul)(Qx]O, oo[). La de-
mostracion termina de forma analoga a la del teorema 4.2 ya que dada
U(x,t) € W=2r=1(Qx]0, 0o), por la formula de Green clasica y utili-
zando (4.40) y (4.39) tenemos

<Z(U),h> - <Z(U),h>

Qx]0,00[ 2x]0,Ty[

+<Z(U), h>m]TU,oo[ _ <h1(x, 1), aa—g(x, t)>am]0m[. m



Capitulo 5

Teoremas de existencia,
unicidad y regularidad de las
soluciones en el caso de datos

irregulares

Este capitulo tiene como objeto encontrar teoremas de existencia,
unicidad y regularidad para las soluciones del problema de Neumann de
la ecuacion hiperbolica de transmision del calor en cuerpos anisétropos
y con fuentes internas de calor o condiciones iniciales y de
contorno irregulares.

Vamos a dividir el capitulo en tres apartados. En el apartado 2.1
encontramos ciertas generalizaciones de la formula de Green clasica que
nos seran utiles en el apartado 5.2 para encontrar resultados acerca de la
existencia y unicidad para las soluciones en el caso de datos irregulares.
Finalmente en el apartado 5.3 encontramos propiedades de regularidad
de las soluciones fundamentales del operador A.
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5.1. Generalizaciones de la formula de Green
clasica

Lema 5.1. Sea r > L verificando las condiciones (4.2) y (4.24). Sea
uwe D, ax]o, T[)

1. Las trazas u(x,0) y u(x,T) pueden ser extendidas candnicamente

a una forma lineal continua en (H*(QY)) para cada s > 2r+1—
12741

2 2r42°

2. Las trazas $%(x,0) y %(x,T) pueden ser extendidas candnica-

mente a una forma lineal continua en (H*(SY)) para cada s >

3 2741
2r+1—-35 5%

ou
on

a una forma lineal continua en (H*>Y(2x]0,T[))" para cada s >

2r+%yw22r+2—;ﬁ1.

3. La traza §*(x,t) en 0Q2x]0, T[ puede ser extendida candnicamente

Demostracion. Sélo vamos a mostrar la prueba para el apartado 1.
en el caso de u(x,0), ya que los otros casos se demuestran de forma com-
pletamente analoga utilizando los teoremas de trazas correspondientes
en D, (Qx]0, 7).

Por el teorema 4.1 existe la traza u(x,0) € H~? T+ 5 (). Por
la definicion de D;l(Q 7ul)(Qx]O, T[) podemos elegir una sucesion

{ue}izy € €*(Qx]0,T]) tal que u = lim uy en D *" Y (Qx]o, T]).
B (5.1)
Como u(x,0) € C*(£2), por el lema 1.1 tenemos

- /
VikmeN @0 —unx0 = Pupx0) — Pun(x0) € (H 2rHl=s i (Q))
y
Hq)uk(X,O) - (I)um(X,U)H = [Jur(x,0) — un(x,0)|.

r /
Por tanto {®., (x,0) } 12 s una sucesion de Cauchy en <H2 s 5 (Q))

y existe

lim ®,, x0) en (H*(Q))".

iy = lim.
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Como H~*(2) es un cociente de (H*(£2))’, sea @ la aplicacion co-
ciente canodnica continua, entonces

Qpy) = lim Q(gl,) = lim ur(x,0) en H*(Q)  (5.2)

y por el teorema 4.1

h’m Uk(x, O) = u(X7 0) en H 2 T+1 + 2 r+2 (Q)

k—o0

De modo que, a partir de (5.2) deducimos que Q(?) = u(x,0). Como
cada ug(x,0) € C*(€), por la definicion de ¢9 tenemos

Ve H(Q) (v,g)) = khi{.lo@, Qo) = kh;rglo@,uk(x, 0)) .
Por supuesto, si v € H§(Q2) tenemos también
(0. 68) = Him (o, 005,0)) = (o, u(x,0))

y por tanto ¢? € (H*(€2))’ es una extension de u(x, 0). Esta claro que ¢°
es independiente de la sucesion elegida {uy}32,; en (5.1) convergente en
(H*(€2))" (porque una repeticion del argumento aplicado a la diferencia
{ug — v}, de dos sucesiones implicaria que

lim (uk — ’Uk) =0

n (H*(Q))Y. m

A partir de ahora denotaremos la extension ©% con el mismo sim-
bolo u(x,0) de su restricciéon (y lo mismo con 2%(x,0) y 2%(x,¢) sobre
o0 x]0,T7).

El lema 5.1 nos permite dar significado a dos extensiones substan-
ciales de la férmula de Green clésica.

Proposicién 5.1. Primera generalizacion de la formula de
Green. Sea v > 3 wverificando las condiciones (4.2) y (4.24). Sea
v € C®(Qx]0,T]) tal que A*(v) € H§7g*1’” (2x]0,T[). Sea u €
DA @r=1) (QX]O T[). Eziste un operador en la frontera R4 y una fun-

cion f4 tales que

<U(X, t), (.Au)(x, t)>Q><]0,T[ - <U(X7 t), (A*U) (X7 t)>Q><]0,T[ =
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= <U(X7 t), (Rav))(x, t)>an]0,T[ - <]CV4(X)U(X7 t), g_z<X’ t>>BQX]O,T[+

_|_é [<U(X, t), u(X, t)>Q} ZOT -

+£ <u(x,t),%(x,t)>g—<u(x,t)%(x,t)>g . (5.3)

(los corchetes tienen el sentido usual de la regla de integracion de Ba-

rrow).

Observacion. Démonos cuenta que en la formula anterior u(x,0),
u(x,T), 24(x,0), 24(x,T) y 3“(x,t) son las correspondientes extensio-
nes canonicas definidas en el lema 5.1 y por tanto, las correspondientes

formas bilineales de dualidad se toman en los diferentes pares duales

12r+41

(H*(Q), (H*(Q))) s>2r+1- 55,0 (5.4)
(H>"(0Qx]0,T)), (H*"“(002x]0,T]))) s>2r+ %
w22r+2—%§;i; (5.5)

Demostraciéon. Como en el lema 5.1, escogemos

{ug e, € C*(02x]0,T) tal que u= ]}erolo uj en D;@ T_l)(Qx]O,T[).
(5.6)
Como A*(v) € Hyg " (2x]0,T]),

HQ r+1,2 7"—1—1(£2><]07 TD C @2 r+1,2 T+1(QX]07 TD

C>(Qx]0,T[) € L*(2x]0,T[) c -+l x]o, T),
las formas bilineales de dualidad

(00, 0), (A(we)) (5,1) g oz ¥ (ur(x,8), (A" () (%,8)) g0 K EN
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estan bien definidas. Entonces por la formula de Green clésica (propo-
sicion 1.3) tenemos

Vi eN (o), (Auk) (% 8) g q07p = (%), (AT0) (% 8) 077 =

= <uk(x, t), (Ralv))(x, t)>aﬂ><]0,T[ - <fA(X)'U(x t Ouy

1), on ——(x, t)>8§2><}0,T[+

é [<v X, t)ug(x, t)> ]t Ty

+§ <v(x,t),agt’“(x t)>Q—<uk(x,t),%(x,t)>Q :0. (5.7)

Como v € C>®(Q2x]0,T|), a partir de los teoremas de las trazas 4.1 y
4.2, el lema 5.1 y utilizando los pares duales (5.4) y (5.5) las formas
bilineales duales

X0>Q, <fAvx0) Ou

(v(x,0), u(x,0) >Q’ (v(x,0), on ’t)>89><]0,T[

ou
"ot
estan bien definidas. A partir de (5.6), la definiciéon de la topologia en

D N @r=1) (QX]O T|) y la continuidad de las aplicaciones traza (teoremas

4.1 y 4.2) la demostracion termina tomando limites cuando k — oo en
(5.7). N

Proposicion 5.2. Seqgunda generalizacion de la férmula de Green
Sea r > % verificando las condiciones (4.2) y (4.24).

1) Existe una funcion real f4 € C*(2) tal que siv € X" (Q2x]0,T)
yueE D @r=1) (QX]O T|) se verifica la igualdad

(v(x,1), (Au)(x >Q><]0T (u(x,1), (A")(x, t)>QX}O,T[ -
= —<fA(x)v(X, t), g—z(x, t)>8Q><]O,T[ — é@(x, 0), u(x, 0)>Q_

2 (<v(x, 0), %( > — (u(x,0) g (x,0) >Q) (5.8)
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2) Eriste una funcion real f4 € C*(Q) tal que siv € Hagy 2"

(2x]0,T]) yu e D Cr=(Qx10,T) se verifica la igualdad

<U(X7 t), (Au)(x, t>>Q><]O,T[ - <u(x, t), (A*v>>Q><]0,T[ -
{fa)v(x, ), g—z(x, O é(v(x, T),u(x,T)) +

(<’U (x, 1)), — (u(x,T), %(x, T)>Q) : (5.9)

Nota. La misma observacion que hemos hecho en la proposiciéon
anterior es valida ahora para los pares duales involucrados.

Demostraciéon. S6lamente haremos la prueba de 1) porque el apar-
tado 2) se demuestra exactamente igual pero utilizando el teorema 3.2.

Por la definicion de X" (2x]0,7[) y (1.17) tenemos las inclusiones
continuas

X"(Q2x]0,T[) ¢ H>"TH271(Qx]0, T[) € ®*" 2 "+1(Qx]0, T) .
(5.10)
Por el teorema 2.1 del capitulo 4 de [19] y utilizando el cambio de
variable temporal ¢ = T' — t existen las trazas

v(x, 1) ]mxm € H2+527+5(Qx)0, TT),

fa(x)v(x, 1) ‘6Q><]O,T[ e H2"+227+3(Qx0, T))

ov
ot
Démomos cuenta que Ry(v)(x,t) = 0 en 00x|0, T y v(x,T) =
D(x,T) =0 ya que v(x,t) € X"(Q2x]0,T[). Por las definiciones de
DA @r=1) (QX]O T[) y X" (2x]0,T[) existen sucesiones

{v(x,0),0(x,T)} € H*"™*3(Q) y {%(X,O), (x,T)} C H>""3(Q)).

{ug}pe, C C=(2x]0,T7) (5.11)

(o}, © C=(Qx]0, TT) N X" (Qx]0, TT)
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tales que
u = khm up en D @r=1) (QX]O T)) (5.12)
lfm A*(vy,) = A*(v) en Hyg 2" (Q2x]0,T]). (5.13)

Por el teorema 2.2 v = lim,, .o v, en X" (Q2x]0,T[) y por tanto en
H2m 12710 x]0, T[) por (5.10).
Entonces por la primera generalizacion de la féormula de Green

VmeéeN <vm(x, t), (Au)(x, t)>Q><]O,T[ - <u(x, t), (A v,)(x, t)>QX}07T[ =

0
= —<fA X) U (X, 1), ai;(x, t)>6Q><]O,T[ — l<vm(x, 0),u(x,0)>ﬂ—

T ou aUm
- (<vm(x, 0)75(& O)>Q - <U(Xv0 at (x,0) >Q) (5.14)

entendiendo las formas bilineales de dualidad como en la observacion de
la proposicion 5.3. Como a partir del teorema de la traza en D;(Q v (Qx
10, T[) deducimos

12r+1 1

m v,,(x,0) = v(x,0) en H(Q) si s >27r+1—= 2 rg -,
lim v (x,0) =v(x,0) en (Q) si s r+ 227”+2> r+3

por lo que tenemos por el lema 5.1 y la definiciéon de gogm

(u(x,0),v(x,0)) = lim (u(x,0),¢) )= lm (u(x,0),v,,(x,0)) .
(5.15)
Con una argumentacion analoga utilizando los correspondientes teo-
remas de trazas en D @r=1) (QX]O T|) v los pares duales del lema 5.1
se prueban las igualdades

0
Daosgozt = (A1), 5061 g0

ou
ot ®0)q

Im (fa(x)vm(x, 1), Ou —(x,t

m— o0 8n

lim (v, (x,0), g?(x()> = (v(x,0),

m—0o0

WIL1_120< (X())a@t( 0)), = (u(x,0), g(XO)>

Para finalizar la demostracion es suficiente con tomar limites en (5.14)
cuando m — oo. W
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Podemos aplicar el lema 5.1 y la segunda generalizacion de la for-
mula de Green para obtener una mejora de los teoremas de las trazas
del capitulo 4. En este capitulo usamos la forma clésica de Green para
probar que las trazas sobre la frontera de Qx]0, T de las funciones de

clase C*(2x]0, T'[) coinciden con las restricciones habituales como fun-
ciones continuas. Ahora podemos extender el rango de validez de esta
conclusion a ciertas funciones continuas solamente.

Corolario 5.1. Sea r > 3 verificando las condiciones (4.2) y (4.24).
Sea U(x,t) € C'(W)OD;‘(2 r_l)(QX]O, T[). Entonces las trazas so-
bre las secciones transversalest =0 yt =T y las trazas sobre la fronte-
ra lateral coinciden con las restricciones ordinarias U(x,0), U(x,T) y
U(x,t),(x,t) € 002x]0,T], respectivamente. La misma conclusion sirve
para todos los teoremas de las trazas vistos en el capitulo 4.
Demostracion. Basta observar que por el lema 5.1, por la féormula
de Green clésica y por la segunda generalizacion de la formula de Green,

caso 2) podemos repetir los razonamientos efectuados en el teorema 4.1
asi como en los demés teoremas de trazas de aquél capitulo. W

5.2. Teoremas de existencia y unicidad para
las soluciones en el caso de datos irre-

gulares

Teorema 5.1. Existencia y unicidad de las soluciones en el ca-

so de datos irregulares Sear € N, r > % verificando las condiciones
(4.2) y (4.24). Suponemos que

Fy € @~ CrD-Crbudo, 7)), F e J-@72)(90x]0, TT),
FRed Q) y Fyed @)

Entonces existe una unica distribucion U(x,t) tal que

AU)=Fy, en Qx]0,T], a—U(x,zf) =F en 00x]0,T],

on (5.16)
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ou
U(X, 0) = FQ, W(X, 0) = F3 en € (517)
y ademds, U(x,t) € D;‘(2 "(Qx]0, TY).

Observacion. Es importante recalcar que las trazas utilizadas en
este teorema se sobreentienden como extensiones de las trazas naturales
de las funciones de C*(Q2x]0,T[) en el sentido de los teoremas 4.1 y
4.2, por lo que al utilizar estas trazas se esta utilizando la convergencia

en los espacios

2r+1

- @riD+s 30 (Q) x F@r)+E 3 (Q)

en el caso de (5.17) y en el espacio
23,2 T+2)+%(QX]O, 7))

en el caso de (5.16), que es una convergenca mas débil que la de los
espacios

O~2r=2)(Q) x d~Cr+2)(Q)
y J~@2)(90x]0, TY), respectivamente.

Demostracién. Por el teorema de las trazas en H?"1271(Q)x]0,
T|) (ver teorema 2.1 en el capitulo 4 de [19], por ejemplo) las relaciones

YxeQ ux0)e @), Tx0)e HHQ)
VY (x,t) € 90x]0,T[ w(x,t) € H>"t227+3(90x]0, T|) C
J273 (Qx]0, T)

son ciertas para cada v € X" (Q2x]0,T[) y las aplicaciones

0
v (x0), v 0) ¥ v () ()
de X7(Qx]0,T[) en H2"+3(Q), H2"2(Q) y H2"T22m+3(90x]0,T])
respectivamente, son continuas. Entonces, por (1.21) y (1.17), la for-
ma lineal L definida para v € X" (€2x]0,T[) por

L(v) = {Fy,v) — (R, fa(x)v(x, 1))~
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<F2,é (U(x, 0) + T%(x, 0))> - {Fy0(x,0)

es continua.

Como A* es un isomorfismo de X" (£2x]0,77) en H201:0—1,2 "(Q2x]0,T),
existe U := ((A*))"Y(L) € H=C7=1):=27(Q1x]0, T[) tal que es cierta la
igualdad

Vove X (Qx]0,T]) (U A (v))=(L,v). (5.18)

Obsérvese que como D(Q2x]0,T[) C X" (2x]0,T[) y las trazas sobre la
frontera 9(2x]0,T[) de las funciones en D(2x]0,T[) y sus derivadas
son 0 tenemos

Vo eDQx]0,T]) (L,v)= (U A @)= (AU),v) = (Fy,v)
(5.19)
es decir

AU) = F, (5.20)

y U es solucion de la ecuacion dada.

A continuacion vamos a ver que U € D;‘@ r_l)(Qx]O,T[). Por las
propiedades de los triples de Guelfand se obtiene la densidad de D(Q2x
10, 7)), D(02x]0,T[) y D(R2) en los espacios correspondientes por lo
que podemos encontrar sucesiones {f;}72; C D(2x]0,7T[), {gx}2; C
D(0x 10, T), {Ua}2y CD(Q) y {Usk }32, C D(Q) tales que

khm fro=F en & CGrh=Crtl(Qx]o, 7)), (5.21)
lim g, =F en J~Cr+3)(90%]0, ), (5.22)

lim Uy, = 15 en o-CrD(Q) y Jim Usp = F3 en o-@r)(Q).
(5.23)

Ahora definimos para cada k € N la forma lineal L; que envia cada
ve X"(Qx]0,T]) a

Li(w) = (fiw) ~ (grvtet)) - <U2k,é (v(x, 0) + T%(x, 0))>

—2 (Usg, v(x,0)) .
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Argumentando como antes L € (X"(2x]0,77)), y existe una unica
Uy = ((A)) Y (Ly) € H-@m=1D=27(Qx]0, T) tal que

Voe X (2x[0,T) Li(v) = (U, A*(v)). (5.24)

Por otro lado, por el corolario 2.3, el problema de contorno mixto,
keN
— oUy,
A(Ug) = fr en Qx]0,T7, a—n(x, t)y=gr en 00x]0,T],
(5.25)
— oU
Up(x,0) = Us(x), 8_tk(x’ 0) = Use(x) Vx€Q

tiene una solucion U, € C=(2x]0,TY).
Por la continuidad de las aplicaciones traza involucradas y por
(5.21), (5.22), (5.23) y (5.24) vemos que

lim L, =U en (X"(2x]0, 7)),

k—o0

y siendo ((A*))~! un isomorfismo obtenemos

lim Uy =U en H-@mD:727(Qx]0, T). (5.26)

k—oo

Por la formula de Green clasica (1.12) obtenemos V v € D(£2x]0,T[) C
X"(2x]0,T7)

<Uk,.A*(U)> = <A(Uk),v> = Li(v),
lo que, por la unicidad en (5.24) implica

y por tanto, de (5.25) obtenemos A(Uy) = A*(U.) = fr para cada
k € N. Por (5.21) tenemos

AU) = lim A(Uy) en &~ CrD=Cr+1(Qx0, T)

k—oo

lo que junto con (5.26) da lugar a que

lim Uy =U en D,®"(Qx]0,T]),

k—oo
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es decir, a que U € D,®""(Qx]0, TY).

A continuaciéon vamos a ver la unicidad de U. Supongamos que
hubiesen dos soluciones U; y Uy y tomemos P = U; — Us. Entonces P
verificaria

oP

A(p) =0 en QX]O,T[, 8_11

=0 en 00x]0,T7,

or
ot

Argumentando de la misma forma que antes

P(x,0) =0, (x,0) =0 en €.

L(v) = (P, A*(v)) = 0
y dado que
P = ((A"Y) (L) € H-®rD=27(0x]0,7)

entonces P = 0, por lo que la soluciéon es tinica. W

Corolario 5.2. Sea (xq,ty) € 2x]0,T[. Eziste G € NesoD 4 %%)(Qx
10, T[) tal que
A(G) =6(x —x0) ®(t —tg) V (x,t) € Qx]0, T,
G(x,0) = ﬁ(x,O) =0 VxeQ
ot
! oG
%(X, t)y=0 V(x,t) € 00x]0,T].
Ademds, para cada € > 0 existe una sucesion
{eortiz, € C(Q2x]0,T7)
tal que
_ 9%k gy =
VEkeN Vxe() @k(x,O)—W(X,O)—O, (5.28)
Doy .
VEeN V(x,t) € 00x]0, T[] ——(x,t) =0, (5.29)

on
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lim ¢, =G en D;‘(%_HE)(QX]O,TD

k—o0
Y

n+4

ka A(pr) = 0(x —x0) @ 0(t —tg) en Q*(TJFE)’*(”TH“)(QX]O,TD .
Demostracion. Por la proposicion 1.4
5(x — x0) @ 6(t — t) € & (3+)=(3+2)(Qx]0, T])

c o~ (3420~ (3+209) (0, 7).

La demostracion del corolario se obtiene directamente a partir del teo-
rema 5.1 y la observacion que, en este caso, las sucesiones {gx}%2,
{Uar}321 v {Usk}32, utilizadas en la demostracion del teorema 5.1 se
pueden tomar igual a 0 para todos los £ € N. Por tanto, cada funcion
U}, verifica

%(X, t)=0 en 00x]0,T]
y —
Ui(x,0) = %(X, 0)=0 en Q. N

5.3. Propiedades de regularidad de las so-
luciones fundamentales del operador A

En el apartado 5.2 hemos probado la existencia y unicidad de las
soluciones del problema de Neumann asociado a (1.5) cuando los datos
son irregulares (hasta cierto punto). En esta seccion estudiamos las
propiedades de regularidad de tales soluciones. Los resultados obtenidos
en el apartado 2.1 para el operador A* se obtienen facilmente también
para A realizando tan s6lo algiin pequeno cambio. De manera que, como
a continuacion trabajaremos con el operador A se haré referencia a los
resultados obtenidos en el apartado 2.1 para A* teniendo en cuenta que
también son validos para A.
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Si tomamos formalmente transformada de Schwartz-Laplace £ con
respecto a t de una distribucion A(U) obtenemos

(X + é (p+ TpQ))ﬂ[U](p) =

lo que da lugar de forma natural a la introducciéon de los operadores

« 1 T 1\?
(5.30)

Como podemos observar el operador A es el mismo que definimos a
comienzos del apartado 2.1, sin embargo el operador X, no es exac-
tamente el mismo que el definido en el apartado 2.1 para el operador
A*. A partir de ahora cuando utlicemos &), lo haremos refiriéndonos al
operador definido en (5.30).

Para estudiar las propiedades de regularidad de las soluciones obte-
nidas suponemos que Z es una distribuciéon que verifica en 2 x R la
ecuacion

A(Z) = W. (5.31)

Respecto a W necesitaremos hacer ciertas hipotesis. Comenzamos con
una observacion. Dado un multi-indice a, como para cada

g€ R2 r+1+\a|<Q) c R? r+1(Q>

oledlg oled
* (axa) = oxn 0l9):

por una conocida propiedad de los elementos en los espacios de tipo
H(Q) (ver por ejemplo el teorema 11.5, capitulo 1 en [19]) obtenemos

%‘:Lg € R?"1(Q). Supongamos que ¥ € D'(Q2x]0, 00[) es una distribu-
cion tal que existen r > % y po € R de modo que la transformada de
Schwartz-Laplace £[¥](x, p), considerada como una distribucion vecto-

rial de variable compleja p verifica

VpeC, Re(p)>po L[¥](x,p) € (R Q) NH CD(Q).
(5.32)

tenemos
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Como consecuencia de la observacién anterior también tendremos

a [aaqu ol g[w]

(x,p) € (RPTHH(Q)) N H-E =1l (),
(5.33)

Ahora estamos en condiciones de establecer la hipotesis principal sobre
. Supondremos que ¥ verifica ademas que para todo e € (NU {0})",
se cumple

o } bor) = "a

ool e[w]

oxe

(x,p) € L=(S,,, (B2 HH(Q)) 0 = Heb(q)),

Por supuesto, la adopciéon de tan extrana propiedad es una mera ne-
cesidad técnica. Sin embargo, hay muchas distribuciones importantes
y concretas que cumplen dicha condicion. Por ejemplo, (5.32) es cier-
ta para todas las medidas de Radon de tipo (C(R))’ @ ((R*"1(Q)) N
H~27=1(Q)) de soporte compacto y para otras importantes distribucio-
nes como veremos al final de este apartado. Para simplificar notaciones
definimos

5=

« = a
8X a,2r—1 H 8x

Loo(Sp()’(mQ r+1+\a|(Q))/mH—(2 r—1+\a|)(Q))

De ahora en adelante, dado € > 0, consideraremos el nimero 11(€2)
establecido en el lema 2.4 correspondiente a 2 r —1 = 3 + ¢y el
semiespacio S, definido en el lema 2.5.

Teorema 5.2. Sea U € D'(Q2xR) tal que su transformada de Schwartz-
Laplace £[¥] con respecto a t verifica (5.32). Sea Z una distribucion

que verifica en £ X R la ecuacion
A(Z)(x,t) = . (5.34)

Entonces
ze () (H(-T,T[ H*(Q)) c (] - T, T[,C*(Q)).

Demostraciéon. La prueba de este teorema es larga y vamos a
necesitar algunos resultados intermedios a lo largo del cuerpo de la
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misma. Comenzamos dandonos cuenta que dado un multi-indice a

y k € N U {0}, derivando en (5.31), obtenemos que la distribucion

.__ Qlaltky
Dok

= Sxagr verifica la ecuacion

1/072 27 ek
0 Zak 9 "’“)—a (5.35)

X(Z“’“HE( ot Toe )T oxeor

en {2 x R. Tomando transformada de Schwartz-Laplace £ respecto a t
en (5.35) y poniendo

g(x,p) = Q[Z](X,p) gak(X,p> = S[Zak](x,p), (536)
existe py € R tal que para cadap € C, Re (p) > py se verifica la igualdad
1 1 2
(%) (Gaa)0x.2) = ( (X + = (p+77°) ) Gaur ) (x.0) =
L 0l g[W]

oxo

Entonces, por (5.33), (2.18) y el lema 2.6 tenemos necesariamente

=p (x,p) - (5.37)

L 0122w

L Zot) = Gar = (X)) (p o ) e g2y, (5.38)

Lema 5.2. Dado 0 < e < % y k €N, la funcion Gox(X,p) es continua
en Q0 x S,, y para cada p € S, tenemos Gax(x,p) € H2TI2+(Q).

Demostraciéon. Por (5.38) y por las propiedades de regularidad de
los elementos de los espacios de Sobolev (teorema 9.8, capitulo 1 in
[19]) se verifica la inclusion continua J : H2™+*led(Q) ¢ Cl*(Q). En
particular, para cada p € S, la distribucion Gax(x,p) es una funcion
continua de x en (). Por otro lado, segtin el lema 2.5 la aplicacion
p — (&)t de S, en L((R2HQ)), H-2"D(Q)) es continua en
p1 € SMI.

Ahora, fijamos (x1,p1) € Q x S,,,. Escogemos p > 0 tal que la bola
B,(x1) de radio p y centro en x; verifica B,(x;) C €. Entonces, para
cada (x,p) € B,(x1) x S, tenemos

1Gak(X,0) — Gak (%1, 01)| < |Gak(X,P) — Gak (X, p1) |+
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+’gak’(x>pl) - gak(xlap1)| S

< Hgak(X,p) - gak(X,Pl) ’gak X pl) gak(X1,p1) =

LOO(BP X1

< (- <<xpl>’>—1) x

(o (2 )

i (- ) e om)
+{Gan (. 1) - gak<xl,p1>] <

< 11 (@ = ) (o (S~
+

e
%(x, pl)) ) H2 r+1+1al (B, (x1))
| (- ot) T ) )

+‘gak(X;p1) - gak(xlapl)

Bp X1)

LOO(Bp X1

+

H2 71 (B, (x1))

lo que es arbitrariamente pequeno escogiendo p y x suficientemente
cerca de p; y x; como consecuencia de la citada continuidad de p —
((X,)")7!, la acotacién en H 3 *1%+< del conjunto de funciones p* %
cuando la variable p pertenece a la bola B, (p;) C S, con centro en p;

y radio n > 0 y la continuidad local con repecto a x de Gor(x,p1). M

Lema 5.3. Para cada ¢ > p1(Q2), cadat € R y cada x € § el limite

1" :
2(x,t) := lim , / WG (x4 i v) dy (5.39)

h—oo 21 J

existe en C y define una funcion continua en €.
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Demostracion. Ponemos p = ¢+ v. Dado x; € 2, escogemos p >
0 tal que la bola B,(x;) de radio p y centro en x; verifica B,(x;) C €.
Denotamos por R,(f) la restriccion a B,(x;) de una funcién f definida
en unconjunto mas grande. Por la continuidad de Goo en Q2 (lema 5.2)
y por el corolario 9.1, capitulo 1 en [19], existe M; > 0 tal que si L > 0
es suficientemente grande tenemos

‘/ WG (%1, i v) dv
|h|>L

< / ewt
|h|>L

= /|h|>L ¢ ‘RP(QQO(X’¢ e V))‘

y de (5.38) y (5.33)

< / €¢t’ga0(xl,w+iy) dVS
|h|=L

dv <

R, (an(x, b+ i ,,)>

HC(BP(xl))

G

‘ dv <

(Bp(x1))

H2 r+1+|a

0!~ £[v] -
pt I 1
= Mie ‘ x> a2r—1 /IhlzL ‘(XTHW) H v
y por (2.17)
fe1
< M, et Ha 2[‘1’]‘ / L dv
x> a2r—1Jh>L |¢+iy+%|2— HAH

que es arbitrariamente pequeno cuando L tiende a co. Esto muestra la
existencia del limite (5.39) para cada x; € ). La ultima desigualdad
también muestra la convergencia uniforme en B,(x;) del limite (5.39)
y por tanto z(xi,t) es continua en x;. W

Proposicion 5.3. La distribucion Zog es una funcion real y para cada

x €N yteR tenemos

Zao(X,1) = hll—{go 271

h
/ WL G (X, +iv) dy (5.40)
—h

I .
(x,t) = lim : / (Y +iv)eWHIEG o(x, b+ v) d.
—h
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Demostraciéon Por el lema 5.2 la funcion Guo(x, 1 + 7 ) no tiene
ningtn polo en el semiespacio ¢ > u1(€2). Por (5.36) y la formula de
inversion de la transformada de Schwartz-Laplace (ver por ejemplo el
teorema 4.4.1 en |28]) tenemos que para cada x € Q2 y cada t € R

1 h . ,
V> () Zaalxit) = lim oo [ Gl ) d

—h
(5.41)
en la topologia de D'(R). El lema 5.3 asegura que el lado derecho de
la igualdad de (5.41) es una funcién numérica bien definida z(x,t).
Entonces, (5.41) implica que Zuo(x, ) es una distribucion definida por
una funcion real z(x,¢). W

Fin de la demostracion del teorema 5.2. Sea 0 < s < 3 y F(p)
denota la transformada de Fourier respecto a t. De (5.38) obtenemos

para ¢ > f11(€2)

2

/000(1 + Y +i 1/’2>8 H]-“[e—wtzao(x, t)] (V)H dy =

2

- /000(1 + g+ 1/]2>8 H):[Zao(x,t)} (W+iv)| dv=

2

> s olelg[]
_ © 12 I\l . <
[T wriok) e (Tmtwr )| avs
y por el lema 2.4
75 (v+3%) NS L2 oelew NG
§/0 <1+|¢+z V|2> [ (Xpin) | ‘W(w‘fﬂu) dv+
o0 s 1
e S S
L5(v+s) (|¢+w+% —||A||)
x|
H‘a 85"‘ dv < o0 (5.42)
a,2r—1

ya que 2 s < 3. Por la version vectorial del teorema de Plancherel
obtenemos e ¥ Z, o € L*(]0, 00[,Cl*(Q)). Por tanto, para T' > 0

Zao = T (7T Zoy) € HX(|~T.T1,CI¥ () € H*(|~T. T, H (@)
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de donde se deduce el enunciado en virtud del teorema de inmersion de
Sobolev. R

Proposicion 5.4. Sea (x¢,ty) € Q@ x R. Cada solucion G en 2 x R de

la ecuacion

A(G) = 6(x — xo) ® (t — to) (5.43)

es una funcion real que verifica

Gx,t)ye () (H(-T,T[C*()).

T>|t0| e>0

Demostracion. Dado ¢ > 0, por el teorema de inmersion de Sobo-
lev tenemos H27¢(Q) C C(Q). Por tanto, 6(x — ) € Hf(%JrE)(Q) y la
restriccion a M2 +22(Q) € H2+22(Q) es continua. Como

VpeC £[6(x—x0)®@d(t—ty)](p) =e " §(x —xp) (5.44)

el resultado se obtiene directamente del teorema 5.2. W

Corolario 5.3. Para cada (Xo,t9) € Qx| —=T,T[, T > 0 cada distribu-

cion G que verifica la ecuacion
AG)=0(x—x0)®0(t —tg) en Qx]—T,T]

es una funcion real tal que

Ge((H=(-T.T[H"Q) cC(-T,T[,C*()).

e>0k=0

Demostracion. Fijamos h € Ny r tal que 2 r+1 > 2. Después de
aplicar el teorema 2.3 y el corolario 5.2 en el intervalo |0,2 7' y realizar
el cambio de variable temporal ¢ = t — T obtenemos una sucesion
{pr}2, € D(Qx] —T,T[) y una sucesion {U;}32, C C=°(Qx] —T,T])
tal que

oU},

(x,T) =0, (5.45)
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oUj,
VEeN V(x,t)€e00x|—T,T] on —(x,t) =0, (5.46)

lim gy = 0(x — Xo) @ d(t —to) en H-ETHE(Qx] - 7, TY)

lim Uy =G en H-Cr=0=27(Qx] = T,T]). (5.48)
Extendemos cada Uy(x,t),k € N a una funcion E(Uy)(x,t) € CY(R, H"
(€2)) definida por

E(Uk)(x,t) =
Uk(x,1) si (x,t) € Qx [T, T
0 si (x,t) € Q x [T, 00]

3 E(Ug)(x,—t —2T)—
2E(Ug)(x, —2t — 3T si (x,t) € Qx] — o0, —T]

(el método de reflexion sobre t = —T7). Observemos que
8j E(Uk) 8] Uk
gu D=5

k)

Claramente FE(Uy,) € CH(R, H"(Q)) y E(pz) tiene soporte compacto
contenido en [—37,T] para cada k € N. De (5.48) obtenemos K > 0
tal que

VkeN, Vj=0,1 (x,=T) Vxeq.

sup

‘UkH <K (5.49)
keN

H—(2r-1),-2 m(Qx]-T,T) -

Denotando por Rp(f) la restriccion a Qx| — T, 7] de una funcién f
definida en un conjunto mas grande y después de los cambios naturales
de variable tenemos

YV g € D(Q x R) ’<

xtkat)dxdt‘

(/ g(x,t) Ug(x 2T)dt) dx| +

ka—Qt—BT)dxdt‘

// xtkat)dth‘
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(/T g(x,—2T — 1) Uk(X,t)dt) il 4
. ( _3T )Uk(xyt)dxdt’

y como Rr(g) € C>( Qx] T,T[) Cc H*" 127 (Qx]|—T,T|), por el lema
1.1

+3

< || Jote )
>~ H k H_(Qr—1)7—2T(QX}_T1T[)( g(X )

+3 Hg(x, —2T—t)‘

. N 37—t

g Ty
K (Hg(x,t)‘
+H x 37—t ‘

g Ty

H2 =127 (Qx]-T,T7)

H2 =127 (Qx]-T,T7)

<

H27r—1,2 T(QX]T7TD>

+3 Hg(x, —2T—t)‘

Hi 5™ T (QxR) H2J7V? T (QxR)

Hg,g_l’Q’”(QxR)>

= (o627 = 0.0x0)] < o . o [95]
’<9<X ) k(x ) = |9 H(})L‘bl(Qx]R H-h=1(QxR)
y por tanto
E(U H <5 K.
ilelg’ (Uh) H-@r=1).=27(QxR) ~

Entonces {E(Uy)}52, esta acotada en H~(27D:=27(() x R). Por re-
flexividad hay una subsucesion (nuevamente denotada por { E(Uy)}22,)
débilmente convergente a alguna distribucion Z € H~27D=27(() x R).

Por otro lado,

Vg € D(Q x R) <E(A(Uk)),g> -

= /Q (/—:“ Ur(x,t) A*(g(x,1)) dt) dx+
+3/Q (/_;Uk(x, t-2T) A(g(x.1)) dt> dx
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—2/Q (/_T Us(x,—2t — 3 T) A*(g(x,1)) dt) dx =

= (E(U, A(9)) = (AEWUL). g).
es decir, E(A(Uy)) = A(E(Uy)). Entonces

VgeDQxR)  (A(Z).g) = (Z,A(9)) = lim ( E(U), A'(g) ) =

— lim <A(E(Uk)),9> = lim <E(A(U’“>>’g> -

k—oo k—oo

= Jim (Blo).g) = Jim (20.) = (86 =) © 8(t ~ta). )

o de forma equivalente A(Z) = §(x —x¢) ® d(t — to). Por la proposicion
5.4 tenemos que Z € H25(R, H"()) C C(R,C"(2)). Como

Vg eDQx] —T,T]) <Z,g> - kirgo<E(Uk),g> _
- i {t15) = ()

y G(x,t) es la restriccion a Qx| — T, T[ de Z, obtenemos el resultado,
siendo h € N arbitrario. H






Capitulo 6

Funcién de Green del problema
de Neumann para la ecuacion
anisotropa hiperbodlica de

transmision del calor

El conocimiento de la funciéon de Green asociada a una ecuaciéon
en derivadas parciales es una herramienta teérica de fundamental im-
portancia ya que proporciona féormulas explicitas para la solucion de
problemas de contorno mixtos. Ademas, su caracter de solucion fun-
damental de las ecuaciones diferenciales hace que la funcion de Green
sea también 1util bajo el punto de vista préactico del célculo numérico
en la aplicacion del método de los elementos finitos de frontera (ver
por ejemplo [33] y [3]). En el excelente libro [10] podemos encontrar
muchas aplicaciones actualizadas de estas ideas a diversos problemas
fisicos. Sin embargo, en él no se estudia ninguna aplicaciéon a la ecua-
cion hiperboélica de transmision del calor en dominios espaciales cuya
dimension sea mayor o igual a 2.

El objetivo de este capitulo es probar la existencia y unici-
dad de la funcién de Green para el problema de Neumann asociado
a los operadores A definidos en el capitulo 1.

El contenido de este capitulo se organiza como sigue. El apartado
6.1 contiene la formulaciéon matematica de los problemas que se van a
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considerar (los problemas llamados P(€2) y P (2)). En el apartado 6.2
se obtienen resultados de existencia y unicidad de la funciéon de Green.
Y Finalmente, en el apartado 6.3 obtenemos la férmula de reciprocidad
de la funcion de Green y después aplicamos dicha funcion de Green
para obtener una férmula explicita para las soluciones del problema de
Neumann para el operador A.

6.1. Definiciones

El objetivo principal de este capitulo es resolver el problema mixto
siguiente:

Problema P(12).
Encontrar una distribucion U(x,t) € D'(£2x]0, 00[) con las trazas
U(x,0)y %—(tj(x, 0) tal que

AU)(x,t) = Fo(x,t) en Qx]0,00] (6.1)
g—g(x, t)=Fi(x,t) en 002x]0,00] (6.2)
U(x,0) = F5(x) en Q (6.3)

oUu
E(X, 0)=F5(x) en (6.4)

donde Fy(x,t) € D'(2x]0,00[), Fi(x,t) € D'(002x]0,00]) vy F;(x) €
D'(R2), j = 2,3 son distribuciones dadas en espacios lo suficientemen-
te generales para cubrir las situaciones fisicas que tienen lugar en la
practica.

Por razones técnicas necesitamos considerar también el problema
analogo sobre un intervalo temporal finito |0, 7'[,7 > 0 :

Problema P (Q).
Dada T > 0, encontrar una distribucion U(x,t) € D'(Q2x]0,T[) con
trazas U(x,0), ZY(x,0) tal que

’ ot
AU)(x,t) = Fo(x,t) en Qx]0,T[ (6.5)
ou (x,t) = Fi(x,t) en 00Qx]0,T] (6.6)

don
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U(x,0) = Fy(x) en (6.7)
ou
E(X’ 0) = F3(x) en Q, (6.8)

donde Fy(x,t) € D'(Qx]0,T[), Fi(x,t) € D'(002x]0,T]) v Fj(x) €
D'(R2), j = 2,3 son distribuciones dadas en los espacios adecuados como
en el problema anterior.

6.2. Existencia y unicidad de la funcién de
Green

En este apartado se demuestra la existencia y unicidad de la funciéon
de Green para los problemas Pr(2) y P(2).

Definicién 6.1. La funcion de Green para el problema Pr(Q2) es la
funcion con valores distribucionales Gr = G (X, t|xo,t0) € D'(Q2x] —
T,T]) definida para cada variable paramétrica (Xo,to) € Qx| — T,T]

con trazas Gr(x,T), 2£2(x, T) y tal que

A(Gr(x,t|x0,t0)) = d(x —x0) @I(t —tg) en Qx|—=T,T[, (6.9)

Gt (x,t) =0 en 00x]|—T,T], (6.10)
on
Gr(x,T|x,t) =0 y a;T (x,7)=0 en Q, (6.11)

Proposicion 6.1. Eriste una unica funcion de Green Gp(X,t|xo, o)

para el problema Pr () que verifica

Gr e (DL x] - 1,17 (6.12)

e>0

Gre() ﬁ H2 (=T, T[,H*(Q)) c C(| - T,T[,c>(Q)). (6.13)

e>0 k=0
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Demostraciéon. Dado (xg,ty) € Qx| —T,T| tenemos 0 < to+ 71 <
2T y por la proposicion 1.4

5(x —X0) ®6(t —tg — T) € d~Cr+D=Cr+(Qx]0,2 TY)

para cada 7 tal que 2 7 — 1 > Z. Por el teorema 5.1 hay una tnica

U e D" V(Qx]0,2 T]) tal que
AU) =6(x—x9) @t —to—T) en Qx]0,2T],

ouU

%(X,t)—o en aQX]O,QT[
Y ouU

U(X,O):O W(X’O):O en (.

Después del cambio de variable temporal ¢’ = ¢ — T (y posterior cambio
de nombre de la variable t' por t) obtenemos para cada r que veri-
fica 2 7 — 1 > % la existencia de una tnica distribucion Gr(x,t) €

D"V (Qx] = T, T[) que verifica
V(1) € Ox] — T.T[  A(Gr)(x,) = 6(x — x0) @6t — t), (6.14)

YV (x,t) € 00| —T,T] &(X,t):O
on
Y oG
VxeQ Gpx,T)= atT(x,T):O,

es decir, Gr es la funcién de Green para el problema P (). Como
D, (Qx] = T,T) ¢ D;*" M (Qx] - T.7])

si r < 1/, por la unicidad de Gr para cada r, obtenemos (6.12). La
ultima relacion (6.13) es una aplicacion del corolario 5.3. W

Pasemos a estudiar ahora el problema P(2).

Definiciéon 6.2. La funcion de Green para el problema P(2) es la fun-
cion con valores distribucionales G(x,t|xg,t9) € D'(Q x R) definida

para (Xo,t9) € Q x R que satisface el problema de contorno

A(G(x,t | x0,t0)) =0(x —x0) 0(t —tg) en QxR
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lim G(x,t| x0,t0) =0 en Q (6.15)
0
8§(X t| x0,t0) =0 en O xXR. (6.16)

Hay que darse cuenta que en contraste con la ecuacion del calor
clasica, debido a la forma (1.4) de la ecuacion hiperbdlica de transmsion
del calor con fuentes de calor interna, la funcion de Green no representa
ahora el campo de temperaturas en ) debido a una fuente unitaria e
instantdnea de calor en el punto xXq e instante ty. Sin embargo, vamos
a ver que G(x,t|xq, to) juega para la ecuacion (1.4) el mismo papel que
su anédloga para la ecuaciéon parabolica de transmision del calor.

Probar la existencia de la funcién de Green para el problema P(€2)
es mucho méas complicado.

Teorema 6.1. Ezriste una unica funcion de Green G para el problema
P(Q) tal que

G(x.t | xo.t0) € (DL (Q x R)

e>0

G(x,txo,t0) € () [) ﬂH"e —T,T[, H*(Q)) c C(R,C®(Q)) .
e>0T>|tg| k=0

(6.17)

Demostracion. Fijemos (xg,%y) € €2 x R y una bola abierta Qg :=
Br,(x9) C . Definamos py := p(x0,2) := d(Bgr,(X0),0) > 0. Sea
{T,,}5°_, una sucesion creciente no acotada tal que |to] < Tpy 2 Ty <
T;. Escogemos un mo € N fijo tal que tog €] — Thy, Tiny[- Consideremos
la sucesion {Gr,, }io_,,, de las funciones de Green correspondientes a
los problemas Pr, (£2), m > myq de la proposicion 6.1.

Para finalizar la prueba de este teorema se necesitara algunos resul-
tados intermedios.

Lema 6.1. Sea Ro,m,(f) la restriccion a Qox| — Ty, T de una
funcion f definida en un conjunto que contenga a éste. Existe una cons-
tante R(xo,to,2,7) tal que para cada V € C®(Qx] — T,,, Tnl)), m €
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<
H2 r—1,2 T‘(QO X}meomiO D

[

S R(XOa th QOv T) HRQOJnO(V)’

@2 r—1,2 T(QO X]*Tm,Tm D ’

Demostracion. Claramente

<
H2r—12 T‘(QO X}*Tmomio D

[

Tm ja 2
S/ 0 |a/ x)l* |‘6 V(X | dx | dt+
~Tmg |a\<2r 1Po Y
TnLO 2r 1 aJV 2
+/ —/ OTo T, (T x,t)| dx | dt <
—Tmyg <Jz:; SDTonO (Tmo)j Qo ToTs 0( ) at] ( )

y por la definiciéon de las normas involucradas y mayoraciones directas

1 1
< 2 sup sup , SUp —————— HV‘ .
{|a<2 r—1 p' - 1<2r QOTonO (Tmo )J P2 r-1,2 T(Qox]—TmmeO D

[ |
Proposicién 6.2. Sea 27 — 1> 7. Existe M(xo,to,€2,7) > 0 tal que

sup
m>mg

G, | < M(xq, o, 2,7).
Tm H=2r=1),=27(Qx]|=Tm,Tm|) —= ( 0, L0 T’)

Demostraciéon. Por la proposicion 1.4 y (1.17) tenemos
3(x = X0) @ 8(t — to) € @~ FTCTEN(QX] — T, T, [) C

c H=Cr0=Cr Q] — oy Tons -

Para simplificar escribimos

K<X07 tO) = Hé(x — XO) ® 5(t - tO) H‘i)_(g r+1),—(2 T+1)(QX}*TmO,TmO D
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Dado m > mg y ¢ € D(Qx] — T, Tn]), por el teorema 2.4 existe V
c COO(QX] _ TmaTmD C H2r+1,2 r-l—l(QX] _ Tm>TmD C (I)2 r+1,27~+1(QX
| = Ton, Trn|) tal que

A (V)y=¢ en Qx|—T,,T.[,
RAV)(x,8) =0 en I0X] — T, T

V(x,—Tm) = =(x,—T,) =0 en .

ot

Entonces por la primera generalizacion de la formula de Green
(00)| = (om0 = A1) -

- ’<5(x ~x0) @ 8(t — o), V>‘ -
:)V(xo,to)‘ — ‘<5(x — Xo) ® 8(t — to),Rmo(V)>

< K (xo, to) HRmO(V)‘

IN

<

@2 r+1,2 T+1(QX}_TmO 7Tm0 D

< K (xo, o) C(x0,to, 2,7) || By (V)

H27+1,2 7‘+1(Q><]_Tm0 Tmg D
y por la desigualdad del teorema 3.2

S C(X07 th Q? T)K(X(]? tO) X

X \/2 Tmo Cl eC1 Tmo

wl
H2 r—1,2 T(Qx}meO 7Tm0 D

para una constante C'; > 0 independiente de T,,. Por la densidad de
D(OQX] — T, Tra[) en H>""127(Qx] — Ty, Thn]) obtenemos

HGTmH < M K(xq,1)

H-(2r-1),-2 (X =Tm,Tin[)
para una constante M := M (£, X, ty, r) independiente de T,,,. W

Sea 2r —1 > 4. Para cada m > mg definimos

Y (Gr

m

) c H—(2 r—1),—2 T’(Q x R)

por

VIEH TP @xR) (Y(Gr,) f) = (G, Bulf)).



Funcién de Green del problema de Neumann para la
118 ecuacién anisétropa hiperboélica de transmisiéon del calor

Lema 6.2. Cada Y(Gr, ), m > mg estd bien definida y la sucesion
{Y(Gr,)},, estd acotada en H-"=1D=27(Q x R) para cada r tal
que2r —1> 3.

Demostracion. Sean f € H§7g‘1727“(9 X R) y M := M(Q,xq,to,r)
la constante de la proposicion 6.2. Dado m > my tenemos R,,(f) €
H2 r—1,2 T(QX] _ Tm; Tm[) y

(4G 1) = (G Aot

y aplicando el lema 1.1

< [o-.

B

H—(2r-1),-2 T(QX]_TmyTnz H2r—12 T(QX}_Tmmi,D

y por la proposiciéon 6.2

x|

Hg {127 (QxR)
y la demostracion del lema se obtiene directamente. W

Lema 6.3. Sea2r —1 > g La sucesion

{A(Y<GTm)> 0 C @7(2 r+1),—(2 r+1)(Q « R)

m=mg

estd acotada en &~ D= x R).

Demostracion. Sean ¢ € D(2 x R) y m > my. Como ¢ € D(Q x
R) tenemos R,,(A*(p)) € @272 (Qx]| — T,,, T)n[). Como D(2x] —
T, Tr]) es denso en ®@*7127F1(QOx] — T;, . T,,[) existe una sucesion
(o221 € DIOX] — Ty, T tal que

hh'm Omh = Rn(A*(p)) en  ®*" 2O — T, T,,)).  (6.18)

Por el teorema 2.4 existe V,,;, € C*°(Qx]| — T, T,,[) tal que

A*(th) = ©Omh en QX] — Tm, Tm[,

OV

th(X, _Tm) 8t

(x,—T,)=0 en



6.2 Existencia y unicidad de la funciéon de Green 119

RAVin)(x,8) =0 en  OOX] — Ty, T

A partir de ahora para simplificar C;(xg, to, Q0,7), ¢ = 1,2,3,4,5 de-
notara constantes adecuadas independientes de ¢ y escribiremos

KQO’mO(XO’ to) = H5<X B XO) ®© 5<t B to)HcIr(z 1, = 2 ) (Qo x|~ Ting 1) D.
mqyLmg

Por la proposicion 6.1
G, € L(Qx] = T, T[) € @~ D= H0(Qx] — T, T

Por tanto por la definicién de derivada de una distribucién, por el lema
1.1 y por la proposicién 6.2 tenemos

(A (@20 0)| = [(Gr B4 (0)))| = (G A (Bn)))

= I [(Gr,,, o )| = Tim (G, A (Vi) )| =

h—o0 h—o00

y por la primera generalizaciéon de la féormula de Green

= 1 [(A(Gr, ), Vi Y| = Jim | (60x = x0) @ 8(¢ — to), Vun(x,1) )] =

h—o0 h—o00

= lim ‘th(Xo,to)‘ =

h—o0
= Tim | (5(x = x0) @ (¢ — o), Ragumo (Veun(x,0)) )| <
< I}EEO KQo,mo (X0> tO) HRQo,mo(th)’ 2 7412 71 (@ X]~Tong Timg ] <
por (1.18)
<

< lm 01(X0,t07QO,T)HRQO,mO(th)’

H2 12 7‘+1(QO X]meo :Tmo D -

y, como A*(Ragme(Vinn)) = Ragmo(Pmn), por el teorema 3.2

<

< lim Cy(xo, Q,7) HRQO,mo(SDmh)’HQT_LN(QOX}T T [
mqrdmg

h—o0
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and by lemma 6.1

< lim Cy(xo, to, Q0,7) HRQWO(@M)‘ < (6.19)

~ h—oo $2 712 7(Qg x|~ Trmg Ty )

a partir de (6.18) podemos obtener facilemente

hlirgo RQo,mo (meh) = Rﬂmmo (A*((,O)) en @?77h2 T<QO X] — Ting Ting D
Entonces podemos continuar (6.19) como

<
H27m=127(Q X]~Tmg ,Timg )

< Cy(x0, o, Q0,7) HRQQ,mo (A*(SO))‘

<
H2 r—1,2 T(QO X]*Tmo ’TmO D

< Cy(x0, 10,20, 7) HA*H HRQo,mo(@)’

y nuevamente por el lema 6.1

IN

< Cs(x0, to, o, 7) HA*H HRQo,mo(@)‘

(I)2 r—1,2 T(QO X]*Tmo ’TmO D

< C5(xo, to, Q0,7) HA*H HRQo,mo(SO)‘

H2r—1,2 T(QOXR)
por tanto

sup
meN

A (Gr,)| < sup

d—(27r+1),—(2 r+1)(QXR meN

AV (G| <

p—(2r-1),-2 "”(QXR) -

< Cs(xo, to, Qo,7) HA* . n

Escojamos r > 1, tal que 2r' —1 > Z. Por aplicacion de los resulta-
dos previos obtenidos para H~G7+D:=27 (QxR) y =2 r+D-2r+1)(Qx
R), por el teorema de Schauder y las proposiciones (1.6) y (1.7), toman-
do una sucesion adecuada si fuera preciso, se puede suponer que existe

Ge H Cr-D=2r(Q x R)

tal que
lim Y (Gp,)=G en H CmD72r(Q x R)

m—0o0

lim A(Y(Gz,)) = A(G) en &~ CrD-Crib( » R),

m—00
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o de forma equivalente

G = lim Y(Gr,) en D*"V(QxR). (6.20)

Como el soporte de cada ¢ € D(2 x R) esta contenido en cada 2x

| = Ton, T [ excepto para un conjunto finito de indices m, por definicion

de la derivada de una distribucién, por la definiciéon de la aplicaciéon Y
y por (6.14) tenemos

¥ 6 € D(Q x R) <A(G),¢> — lfm <A(Y(GTm)), > _

m—00

¢
= lim <Y(GTm),A*(¢)> = lim <GTm,Rm(A*<¢)>> =

= nll’f;@<v4(GTm),Rm(¢)> = <5(x — Xg) ® (t — to),¢>,

es decir
Vi(x,t) e QxR A(G)(x,t) = 0(x — %) ® I(t — 1) (6.21)
y G es solucion de (6.14) y

Ge( DL @xR). (6.22)

e>0
A continuacién vamos a estudiar las propiedades de contorno de G.

Lema 6.4. Dado m < k en N denotamos por G?m la restriccion a 2
| =T, Tin| de G, Sir < 71" y G?, es la restriccion a Qx] — T, T,,] de
G, para cada m € N tal que (Xo,ty) € Qx| — Ty, Ty, hay una sucesion
{kn}?2, tal que

Gr,= lm_ G en DLPTTV(Qx] = T, Tol).

h—o0, kp>m

Demostraciéon. Sea r < 1’. Denotemos por Ry (f) la restriccion a
Qx] = Ti, Ti[ de una funcion f definida sobre un conjunto mas grande
y sea f la extension canoénica a 2 x R de cada funcién f definida en
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Qx] — T, Tin[, m € N, de modo que f(x,t) = 0 si (x,t) ¢ Qx| —
Tony Ton-
Sea f € Hg’gfl’w(Qx] — Ton, Trn[). Como f € Hg’gfl’w(Q x R)

obtenemos
(162~ (67) -

- klirilo<GT’“’ Rk(7)> = jim <G£}m’ f>Q><]—Tm,Tm[

QX]_Tk)Tk[ k—oo

y por tanto
x . k
G, = kﬂgmkzm Gr. (6.23)

en J(H*@ D20 — Ty, T), B M2 (0] — Tm,Tm[)>. Por el
teorema de Rellich-Kondrasov y por el teorema de Schauder hay una
subsucesion (de nuevo denotada por {G% }7°,) tal que el limite de
(6.23) se verifica también en la topologia de H~C™~1):=2"(Qx] — T,,,,
Tl

Entonces, para cada ¢ € D(Qx]—T,,,T,,[) por la definicion de deri-
vada de una distribucion, como A*(¢) € D(2x]| — Ty, T1]), denotando
por Yi(A*(¢)) v Yi(p) las extensiones canoénicas a Qx| — Ty, Ty[ de
A*(¢) v ¢ respectivamente, de (6.23) obtenemos

(G 0) = (G A(9))= im_ (Gh A(2)) -

k—o0,k>m QX] =T, Ton |

- k—>£§%2m<GTk’ Yk(A* ((’0))>Q><]Tk,Tk[ - k—>g>r§€l2m <GTk’A*(Yk<¢))> -
y como Yi(p) € D(Qx] — T, Ti[) v (%0, t0) € QX] = T, Ta
= lim (A(Gr)Yilp)) =

k—oo,k>m

— kﬂgﬁzm@(}( —Xq) ® (t — to), Yk(¢)>§zx}—Tk,Tk[ = ¢(xq, to)-
Por tanto
(G #)| = ol to)| =
_ ‘<5(x —x0) ® Ot — 1), ¢>QX]_Tmmi[ <
< Hé(x—xo)@)é(t—to)u X

&= 2 r+1), =2 741 (x|~ Ty, Tin[)
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X . 6.24
Htp‘ ®2 T 1.2 1 (Qx ]~ Ty, T ]) (6:24)
Como D(Qx] — Ty, Tru|) es denso en &2 Qx| — T, T;.]), la
expresion (6.24) quiere decir que A(G?,) puede extenderse de forma
continua a una forma lineal sobre ®2" 127 1(QOx] — T, T,,,[) (nueva-

mente denotada por el mismo simbolo) y que la sucesion
{AGE ), C @ CTHmCr (O] — T, T,)

es equicontinua. Por el teorema de Eberlein hay una subsucesion (nueva-

mente denotada por el mismo simbolo) débilmente convergente a algin
U € o-Crel)=Cr)(Ox] — T, Th).
Sin embargo, por construcciéon de G tenemos

Y EDOX] = T Tul)  (A(G;),f) = (Grn A (1) =

= (G APy = lim (Y(Gr) A(f)) =

k—o0,k>

= lim (G Yi(A()) =

k—o00,k>m

—  lm <Gl}m,A*(f)>: lfm <A(G1}m),f>

k—oo,k>m k—oo,k>m

y por tanto

VFEDOX] =T Tul)  (AGL). £) = (V. F).

es decir, la distribucion A(G},) coincide con la distribuciéon ¥ y por
tanto
o) =1
AGw) =, lm,  ACE,)
débilmente en ®~Cr+D=Cr+)(Qx] — T, T,.[).

Finalmente, por la proposicion 1.5 y por el teorema de Schauder
obtenemos otra subsucesion convergente en &~ +D.~(2r"+1) (Qx | —
Tn, Tin]), 1o que junto con el resultado previo en H~7'=1:=27"(Qx
| = Ton, T1n]) prueba nuestro lema. W

)
Lema 6.5. Para cada m > h tenemos “ih — 0 en 00X — Ty, Th[.
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Demostracién. Tomemos r > 1 verificando (4.24) tal que 2 r—1 >
5. 8ea {pmr}ie, C D(Qx] =T, T,,]) tal que

lim ¢ = Gr,, en D"V (Qx] = T, Th). (6.25)

Sea ﬁk la restriccion a Qx| — Ty, T, de ¢y para cada k € N. Por
definicién de G?h tenemos

Vg€ D(Qx] — Ty, Th)) ’<G% N ¢%k’g>ﬁx]—T; Tnl

) <
QX]—Tm, T |

= (G, = Gmi Yl )

<
HG 512 " (QX] =T, T )

- Dt

H-@r=1),=27(Qx|~Tpn,Tm

<[6r o

g‘
H=@r=1).=27(Qx]| T, Tin[) H H2 57V T Q) =T )

lo que por (6.25) junto con la densidad implican la igualdad

Jim opk =GR en H-CTD72T(Qx] — T, Th).
Anélogamente, como A(¢FF) es la restriccion a Qx| — Tj,, T[ de la

funcion A(¢mi) € D(QX]| =T, Tin[) y Yin(A"(9)) = A*(Yin(g)) para
cada g € D(Qx]| — T}, Th[), por continuidad de la aplicacion

A* - CI)Q r+1,2 7‘+1(QX] . Th, ThD N (1)2 r—1,2 T—I(QX] o Th, Th[))
utilizando (6.25) obtenemos

lim A(¢7") = AGF) en &-CH-Cr(Qx] — T, 7))

k—oo

si 7' > r. Por tanto

lim ¢k = a1 en D7 V(Qx] - Ty, Th) (6.26)

k—o0
y por el teorema de la traza 4.2 tenemos

OCH, _ gy O98

Jon k—oco O n =0 en 8QX] _ThaTh[- | (627)
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En virtud de (6.22), tomando r que cumpla (4.24) y 2 r —1 > ,

por los teoremas de las trazas 4.2 y 4.4 las trazas ac;im y 8Y(8GnTm) sobre

00X | — Ty, T v 092 X R respectivamente, existen en los espacios
determinados en esos teoremas.

Lema 6.6. Sea m > h en N. Entonces

Y (Gr,)
on
Demostracion. Sea ¢ € D(0Q2 x R). Hay m; € N tal que ¢ €

D(OOX] — Ty, Tiny) v mp > mg. Fijamos m > my y sea S,(v) la
restriccion a 0Q2x] — 15, T,,[ de . Sea Wy € C(Qx| =T, T,,,[) tal que

=0.

\I’()(X, t) =1 si (X, t) S QX] — ThaTh[

Ty — T
Uo(x,t) =0 si (x,1) € Qx|T, — 271

(existen tales funciones porque Q x [~T},,T;] € R™ x R es compacto).
Sea {Pmr}ie, C C®(Qx] — Tj, Th[) tal que

lim Gy = G, en D2V (Qx] = T, Th).

Claramente

1im W ¢ = Wo G, en D27 (Qx] = T, T

y por el lema 4.4
m Y (¥g ¢mi) = Y (¥ Gr,) en D7 (QxR),

k—o0

ya que Wg ¢, € Z;(Z T,

Como Y (¥ ¢x) € C*(€2 x R) por el teorema de la traza 4.4 tenemos

P on "/ saxr

— lfm <M,5m1(¢)> —

k—oo on 0K =Ty Tomy |
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— i (0 5, (0)) -

ko0 00X~ Ty Ty |
~ lim <%,sm<w>> - <8GT’“,Sm<w>> ~0.
koo \ On O] =T T on O]~ T, T
Por tanto V(G
NCn) _y
on

Final de la demostracion del teorema 6.1

Claramente Y (¢,,,) € W7D (Q x R) y por tanto, por el lema 4.4
y (6.25) obtenemos Y (Gr,,) € W;(zr “Y(Q x R). Finalmente de (6.20)
obtenemos G € W;‘(Z 7“_1)(9 x R). Entonces por el teorema 4.3 tenemos

lim G(x,T) = lim lfm (Y(Gzp,))(x,Th) =0

T—oo m—oo T—o00

y andlogamente

o 0G
g oy (6 T) = 0.

De esta forma, G verifica las condiciones de contorno (6.16) y de hecho
GeV, 2V xR).
Entonces por el teorema 4.4 y por (6.20)

0G _ . Y(Gr,)

o= 5 -(2r)-e r+2)+%(89 x R) = 0.
n m—oo n

(6.28)
De modo que G es la funcion de Green del problema Pg,. La propie-

dad de regularidad (6.17) se obtiene a partir del teorema 5.2. En par-
ticular G es una funcién real definida sobre R. W

6.3. Foérmula de reciprocidad y aplicaciones

En este apartado para enfatizar sobre las variables respecto a las
que se deriva escribiremos algunas veces Ay, o algin simbolo similar
en lugar de A. De esta forma, por ejemplo

Ao toG (X0, to| X, —t) = 0(x9 — %) 0(tg+t) en QxR. (6.29)
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Por otra parte, se puede comprobar facilmente que, para cada conjunto
abierto D tal que (xo,tp) € D C © x R tenemos

A*(Rp(G(x, —t[x0, t0))) = d(x — %0) © 8(t + to). (6.30)

Realizando el cambio de variable ¢, = —t; en (6.29) y volviendo a
llamar ¢y a la nueva variable ¢, teniendo en cuenta que d(u) = 6(—u),
obtenemos la siguiente relacion de gran utilidad

Al G(xo, —to| x,—t) = d(x0 — %) 6(tg —t) en Q@ xR. (6.31)

X0,%0

El siguiente lema es la clave para la demostracion de larelacion de
reciprocidad:

Lema 6.7. Para cada (xo,t0) y (x§,t,) en Qx| =T, T[ y cada m € N
tal que (to,ty) €] — T, Tm| son ciertas las igualdades

(Gr(x, 1 | X0, ~to), A(Gr(x,1 | X4, 1)) ) =
— (A (Gr(x, —t | X0, ~to), Gr(x,t | X5, 1))
(Rn(Gx, —t | %0, —t0), AR (G(x.t | %,14))) ) =

= (A (B (Glx, —t | %0, 1)), Bon(G x| %6, )) ).

Demostracion. Sélo vamos a mostrar la primera desigualdad, la
segunda es completamente anéloga pero utilizando el teorema 6.1 y
(6.30).

Por la proposicion 6.1, para cada 0 < € < % tenemos

Gr(x, —t] %0, —to) € HE=375(0x] = T, TY)
y por tanto existe una sucesion {Vs} C C>*(Qx| —T,T]) tal que

Gr(x,—t| X0, —to) = m V, en H:t25(Qx]—T,T]).

§—00

La inclusion continua H 2525 (Qx]—T, T[) C g (rate)~(5-) (Qx]—
T,T[) implica

Gr(x, —t] X0, —to) = lim V, en H-(2t5+)-(5+)(Qx] — 7, TY).
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Denotando de nuevo por f la extension canénica @ € (H“%*s’%*e((l x]—

/ n
T,T[)) de cada f € L2(Qx] — T,T[) ¢ H-(2+5+2)=3-2(Qx] — T, TY),
por el lema 1.1 obtenemos de hecho la igualdad
!/
Gr(x, —t| X9, —tp) = lim Vi en <H2+5+€’%+5(Qx] - T,T[))
y por tanto
n !/
A (Gr(x, —t| X0, —to)) = lim A*(V,) en <H5+€’%+5(Q><] —T,T[)) .
(6.32)
Por otro lado, como
Gr(x, 1] xp, 1) € H*37(Qx] = T,T)) € H +5+)735(Qx] - T, T7),
existe una sucesion {W,,} C D(Qx]| —T,T]) tal que

3_

Gr(x,t] xp,t5) = lim W, en H(rate) 3 (x| —=1T,T[)
Nuevamente por el lema 1.1, tenemos de hecho que

n /
Gr(x,t| x,,t) = lim W,, en (H%f*e’%*s(ﬂx]—T,T[)) (6.33)

m—00

y por tanto

AlGr(x,t] %, 1)) = Tim A(W,) en (HE=5=(@Qx] -7, 7))’

(6.34)
Entonces por (6.31)

Gr(x, —t) | %0, —to) = <GT(X, —t] xo, —to), 6(x — x}) @ 8(t — tg)> -

= i (V2,6 = x5) @ 3(¢ — 1)) = I (Voo A(Gr(x 1| %6,10))) ) =

S— 00

y por (6.34), cada W,,,,m € N con soporte compacto en Qx| — T, T7,
— lfim lim <v A(Wm)> — lfim lim <A*(V;), Wm>

S§—00 M—00 S§—00 M—00

y de (6.33) y (6.32)
= lim <A*(‘/;),GT(X:t | X67t6)> =

S§—00

= (A (Grlx,—t | %0, 1), Gr (.t | x5, 1) ). B
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Proposicion 6.3. (Formula de reciprocidad). Sean G(x,t| xo,10)
y Gr(x,t| xo,t0) las funciones de Green para los problemas P(2) y
P (Q), respectivamente. Entonces
a) Para cada (x,%9) € Q x Q y cada (t,tg) €] — T, T[x] = T, T
tenemos
Gr(x,t] xo,t0) = Gr(x0, —to| x, —1).

b) Andlogamente
Y (x,%0) € QxQ, V(t,to) € R*  G(x,t| x0,t0) = G(x0, —to| X, —1).

Demostracion. a) Fijamos un punto auxiliar (x{, ;) € Qx|—T,T|
y los nimeros 0 < ¢ < 3,0 < r tales que r verifica (4.2) y (4.24)
y2r—1= 3 +c¢e. Por la proposicion 1.4 y las propiedades de los
triples de Guelfand, hay una sucesion {vg }32, C D(Qx]—T,T) tal que
d(x—x()®(t—1)) = limy_.o vy en ®_<%+e>’_<%+5)(9x]—T, T[). Por el
lema 3.2 y el corolario 3.1, para cada k € N existe V;, € C°(Qx] =T, T7)
tal que

Vi(x,T) = %(X, T)=0 en Q, (6.35)
Ra(Vi) =0 en 0Ox]—T,T] (6.36)

y
vy =A(Vk) en Qx]-—T,T]. (6.37)

Ahora, consideremos las funciones
VEeN, V(x,t)eQx]-T,T[ wv,(x,t)=uvr(x,—t)
Vi(x,t) = Vi(x, —t).
Claramente, si t = —t’ tenemos

VEeN AL, (ViI)(xt) = A (Vi)(x,t) = v(x,t) € D(Qx] = T,T]).
(6.38)
A partir del teorema 6.1 obtenemos

Gr(x, —t] X0, —tg) € H*275(Qx] — T, T[) € ®3+275(Qx] — T, T7)
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y por tanto

Gy ~th | X0, ~to) = (Grr(x, —t] %0, ~t0), 8 (x — x5) @ (¢ — 1) ) =

= lim <GT(X, —t| xq, —to), vk> = klirglo<GT(x, —t| xq, —to), A(Vk)>,

k—o0

haciendo el cambio de variable temporal ¢ = —t' y aplicando (6.38)
— lim <GT(x,t’| X0, —to), AL (V])(x, t’)> -
por la primera generalizacion de la formula de Green y (6.35), (6.36)

= lim <Ax,t/(GT(x,t'| X0, —t0)), Vi(x, t’)> -

k—o0

y nuevamente haciendo el cambio ¢t = —t/, por (6.38)

— lim <A*(GT(X, —t] %0, —to)), vk> -

k—oo

lim <5(x —x0) @ 8(t — to), vk> = lim Vi(xo, to). (6.39)

k—o0

De la misma forma, de (6.30) obtenemos

Gr(Xo, to | X, 1)) = <GT(X, # x5, 1), 8(x — xo) ® (¢ — t0)> -

= (Gl ] x4, 1), A (Gr(x, —tIx0, ~10)) ) =

por el lema 6.7

= (A(Gr(x. 1] X6, t)), Gr(x, ~txo, ~t0) ) =

_ <(5(x —xp) ®(t — ty), Gr(x, —t|xo, —t0)> =

y por (6.37)

= l}fm <Uk, Gr(x, —t|xo, —t0)> =

~ lfm <Ax7t(Vk(x, 1)), G(x, —t|xo, —to)> -

k—oo
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y con el cambio devariable temporal ¢t = —t/, por la primera genera-
lizacion de la formula de Green

— lim (AL (VI(x, ), Gr(x, ¢ [xo, ~to) ) =

k—oo

= klil{.lo<V]€/(X7 t,)7 Ax,t’(GT(Xa tllx()a —to))> =

nuevamente con el cambio ' = —t y utilizando (6.39)

= lim (Vi(x, £), A, (Gr(x, ~t[x0, ~to)) ) = 1im Vi (xo, o)
y por la arbitrariedad de (xj, ) se completa la demostracion. W

b) La prueba es similar a la anterior después de la aplicacion del lema
6.4. Ahora escogemos hy € N de forma tal que (to,t) €] —Thy, Tho [ X] —
The, Th| y una sucesion {vy} C D(Qx] — Th,, Th,| tal que 0(x — x{) ®
o(t —ty) = limy0o vg €n CID*(%JFE)’*(%*E)(QX] — Thyy The[). Entonces,
para cada k € N y cada m > hg, por el lema 3.2 y el corolario 3.1,
encontramos Vi, € C*(Qx] —T,T) tal que

Vim (X, Tp) = a‘a/‘;m (x,T,,) =0 en (6.40)
RaA(Vim) =0 en QU] — Ty, T (6.41)

y
Yin(vg) = AVim) en Qx| =T, T, (6.42)

Entonces, como en la parte a)

Gy, ~t | %0, ~to) = ( Ral(Glox, —t] 30, —10)), 6(x — x4) 08(t — 1) ) =

= lim ( Ry, (G(x, 1] %0, ~10)), Vi) =

y por el lema 6.4 (obsérvese que, si 2 7 —1 =  +¢, entonces 2 r—% ¢ 7Z
vaque 0 <& < 1)

— lim lim <G;’;(x, ] xo,—to),vk)> -

k—o00 m—oo

= lim lim <GTm(x, —t| X0, —to),Ym(vk)> =

k— 00 m—o00 QX =T, Tm|
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y por una repeticion de los argumentos empleados en la parte a)

k—o00 m—o00

Anéalogamente

G0, to | X, 14) = { Rng(G(x, 8] X5, 14)), 6(x — X0) @ 6(t — o) ) =

= (Bia (G, ] X0 4)), A” (B (Gx, ~tx0, ~t0)) ) =
por el lema 6.7 y (6.30)

(AR (GOt X0, 10))), Big (Gx, ~tx0, ~10)) ) =

— (B0 = x6) @ (¢ — 1), Rno (G, ~tx0, 1)) ) =

= lim <vk, Ry, (G(x, —t|xo, —tg))>

k—o0

y por el lema 6.4 y (6.43)

k—o00 m—o00

— lim lfm <Ggo (x, —1] Xo,—to),vk)> _

— lim lim <GTm(x, ] xo,—to),Ym(vk)> -

k—oco m—oo QX]_TnuTm[

= lim lim Vi, (X0, o)

k—o00 m—o0o

con lo que termina la demostracion. W

Como una aplicaciéon de la funcién de Green, y més concretamente,
como una aplicaciéon de la relaciéon de reciprocidad, vamos a mostrar
como calcular la solucion del problema Pr(§2) mediante su funcion de
Green. Las limitadas propiedades de regularidad de la funcién de Green
con respecto a la variable temporal, hace que su uso para resolver el
problema P7(£2) no sea tan amplio como afirman los teoremas de exis-
tencia de las soluciones de Pr(£2). En los siguientes teoremas, en cada
corchete de dualidad, la dualidad se entiende con respecto a las repeti-
das variables que aparecen.
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Teorema 6.2. Solucion del problema Pr(Q2) para la ecuacion
hiperbolica de transmision del calor mediante la funcion de
Green.

Suponemos que los datos del problema Pr(§2) son tales que
Fp € @ CrtD-@rilQx]o, T)), F € J @2 (00x]0,T]),

Fed Q) Fed @)

stendo 0 < 2 7+ 1 < 3 werificando las condiciones (4.2) y (4.24).

Entonces la solucion de Pp(Q) es la distribucion

l'](x7 t) = <GT(X, t| X0, t0)7 FO(X07 t0)>Q><]O,T[

—|—<GT(X,t| Xo, to), fa(xo) Fl(xo’t0>>

80x10,T|

1

0GT
_E<GT(X7t| X0,0) +7 a—to(x,ﬂxo,O), Fz(X0)>Q+
T

+- (Gr(x,t| x0,0), F5(x0))q

donde f4(x) es la funcion que aparece en la formula de Green cldsica
para A y A*.

Observacion Obsérvese que el teorema no dice nada acerca de la
regularidad de la solucion U(x,t), la cual depende de las propiedades
especificas de los datos Fj,i = 0,..., 3. La igualdad afirmada debe ser
entendida como una igualdad en el sentido de las distribuciones.

Demostraciéon. Por la proposiciéon 6.1 existe una tnica solucion
U(x,t) € D" "D(Qx]0,T[) para el problema Pr(Q)

Por la densidad de D(2x]0,T[), D(92x]0,T[) y D(2) en los espa-
cios correspondientes, encontramos sucesiones { fy}72, C D(2x]0,T7),
[gke, © DOX]0, T, {Unie, © D(Q) ¥ {Ushi, © D(Q) tales
que

lim f, = Fy en & G- (Qx)0, T (6.44)
im g, =F, en J ®772)(00x]0,T]) (6.45)

m—00
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m Uy = Fy en @ @72(Q) y Iim Us, = F3 en & @7+3)(Q).
(6.46)
Por otro lado, por el corolario 2.3, el problema de contorno mixto,

m €N

AWUp) = fmn en  Qx]0,T7, % =gn en 00x]0,T],
(6.47)
U,
Unn(x,0) = Uy (x), W(x, 0) =Usp(x) VxeQ (6.48)

tiene una solucion U,, € C>*(Q2x]0,T|). Ademas de la demostracion del
teorema 5.1 se obtiene que

lim U, =U en D,V (Qx]0,T]). (6.49)

m—00

De (6.31) y larelacion de reciprocidad, para cada (x,t) € Qx|=T, T
obtenemos las igualdades

\V/(X[),to) c QxR A

X0,%0

GT(X, t| X, to) = 5(X0 - X) 5(t0 - t) (650)
La relacion de reciprocidad y la proposicion 6.1 implican que

Gr(x, —t| X0, —to) € C(Qx] — T, T|)

Gr(x,t| xo, —t}) = Gr(xo, t)] x, —t) € D,*"V(Qx]0,T[)  (6.51)

cunado se consideran como funciones de (xg, ty) € Qx| —T,T[. Por otro

lado, como U,,(xo,tg) € C>*(2x]0,T]), por (6.50) tenemos

Y (x,t) € 0x]0,T] <Um(x0,t0),Aj{o,tOGT(x,ﬂ xo,t0)> = U, (x,1)
(6.52)
y por (6.59)

<GT(x,ty xo,t0>,AxO,t0(Um(x0,to>)> — (Gr(x, | xo, 1), fm(xo,t0)>.
(6.53)
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Por tanto, de (6.53), (6.52) y (6.51) obtenemos

Un(x,t) — <G(X,t| X0, to), fm(XO,t0)> =

Qx]0,T[ N

X0,%0

- <Um(xo,to)~4* Gr(x, 1] %o, 20) Qx]0,T]

- G t 7t ) X Um at > )
< T(X> |X0 0) A07t0 (Xo 0) axjo.T

haciendo el cambio de variable temporal t;, = —t,

— (Un(Xo, ~th), Ay, Gr(%, 8] %0, ~17))

Qx]0,T[

/ * ! =
—<GT(X> t] xo, —t5), Axy 41 Um (%0, _t0)>9x}0,T[ a

y aplicando la primera generalizacion de la formula de Green y desha-

ciendo el cambio t{, = —t(, de la formula (1.15), las condiciones (6.47)
y (6.48)
= <GT(X>t’ Xo, to), f.4(x%0) gm(X0>to)>BQX]07T[
1 oG
—— (Gt x0,0) + 7 i (611 %0, 0), Usn(x0) )+
T
+a <GT(X,t| X(),O),Ugm(Xo))Q. (654)

Sea ¢(x,t) € D(Qx] —T,T]). Es facil comprobar, (por el teorema
de Fubini, la acotacion de €2 y las propiedades de regularidad de Gr,
proposicion 6.1) que

Vp(Xo, to) 1= <GT(X,ﬂXoat0)790(Xa t)> € H*m 2 (Qx] — T, 7))
(6.55)
y de hecho

{GT<X, %0, o), %(xo,to)} c C([-T,T],C%(Q)). (6.56)

Por tanto si ¢(x,t) € D(2x]0,T[) (y denotamos nuevamente por ¢ y
fm>m € N sus extensiones candnicas a las funciones en D(Qx]—T,T]))
obtenemos de (6.44) y (6.55)

nlllnoo <<GT(X7 t| %o, t0), fm (X0, t0)>

 o(x, t)> =

QX}O,T[ QX]O,T[
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= 1im (X0, o), fm(%o,t0) )

m—00

- <%(x0,to>,Fo(xo,t0)> —

Qx]0,T[ Qx]0,7(

= ((Grixtlxato) Folx ) otxt) (65D
Qx]0,T[ Qx]0,T]
Como consecuencia de (6.56), tenemos

{GT(x,t|x0, o>,v¢(x0,0)} C (@) C D23 (Q)

dGr vy (0 2r+i
{ i Getheo,0). 52 (00, 0) | € €(@) € 2274 (@)

y por el teorema 2.1, capitulo 4 en [19] y (6.55), las restricciones 092 x| —
T,T[ de Gr(x,t[x0,t0) ¥ v,(Xo,to) pertenecen a H27+227+2(9Qx] —
T, T[) C J2™+2(8Qx] — T, T]). Entonces podemos argumentar con los
términos restantes en (6.54) de la misma forma que en (6.57). Por la

definicién de una distribucion, obtenemos nuestro resultado de (6.49),
tomando limites en (6.54). W

Teorema 6.3. Solucion del problema P(2) para la ecuacion
hiperbolica de transmision del calor mediante la funcion de
Green.

Supongamos que los datos del problema P(Q2) son tales que
Fy € @ Cr0-Crbu]o, o), B € J7272(90x]0, o0),
Fed @r2(Q), Fyed Q)

donde 0 < 2 r +1 < 2 werificando las condiciones (4.2) y (4-24).

Entonces la solucion de P () es la distribucion

Ux,t) = <G(x,t\ X0, 1), Fo(xo,to)>

Qx]0,00[

+<G(X,t| X, to), fa(%o) Fl(x“’t°)>

| oG
_E<G(x,t| x0,0) + 7 a—to(x,t|x0,0),F2(x0)>Q+

F{Gx 0,00, By()),

siendo f4 la funcion que aparece en la proposicion 1.3.

80x]0,00[
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Demostraciéon. Segin el teorema 6.1 y (6.20), escogemos una su-
cesion no acotada estrictamente creciente {7},,}7°_; en |0, oo tal que la
funcion de Green G(x,t|xg,to) del problema P(£2) verifique

G(x,t|x0, o) = lim Y(Gr, (x,tx0,%0)) en D" (QxR),
(6.58)

donde cada G, (x,t|xg, %), m € N es la funcion de Green para el pro-

blema Pr (£2).

Sea R,,(g) la restriccion a 2x]0,T,,[ (resp. a 0Q2x]0,T,,[) de una
distribucion g definida en 2x]0, 0o (resp. 92x]0, 00]). Por el teorema
4.2 existe una tnica distribucion Uy, (x,t) € D %"V (Qx]0,T,,[) tal
que

AU, D) = Bu(Fo(x,8)  en Ox|0.Tnl,  (6.59)
8% C R (F) en  99x]0,T], (6.60)
W

Un(x,0) = Fy(x), (x,0) = F3(x) VxeO. (6.61)

ot

De la unicidad para cada U,,, m € Ny los argumentos dados en el lema
6.6, obtenemos que cada distribucion U, es la restriccion a Q2x]0, T,,,[ de
la distribucion U, 41 € D;‘(Q Tﬁl)(Qx]O, Tin+1]). Entonces la distribucion
U(x,t) € D(Q2x]0, 00[) cuya restriccion a cada conjunto Q2x]0,T,,,[,m €
N es U (x,t), esta bien definida y es facil comprobar que es la tnica
solucion del problema P(£2).

Dada ¢(x,t) € D(Q2x ]0,00]) existe m, € N tal que R, (p) €
D(2x]0,T5,,[). Por el teorema 6.2 y el teorema de Fubini para distri-
buciones tenemos

Ymzm, (Ulkt).e) =~ =

Ox)0,00[

— <Um(x, t), R ((x, t)>> B

Qx]0,Tom |

,FO(XOato))> +

Qx]0,00(

<<y<aTm<x,t| X0, o)), ¢ (%, 1))

Qx]0,00(

_|_

S

(¥ Gt xat)plx.0) o) Filxoto))

8Q><]0,00[ QX]0,00[
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“ <<Y(GTM(XJ\ Xo,0)) + 7

(%

0Y(Gr,)

3150 (X7t| X070)790(X7 t)>

Qx]0,00[

Qx]0,00[

F3(X0)> (6.62)

Fasa)a + © (Y (6,011 0.0) 10,1)) Q

/
y, como ¢(x,t) € H§7g*1’2’“ C (D;l(2 " x R)) , el resultado se

obtiene de (6.58) y el teorema de Fubini para distribuciones tomando
limites en (6.62) para m — oco. M



Capitulo 7

Funcion de Green en una

banda tridimensional

El problema de irradiaciéon de una fina pelicula mediante una fuente
de laser es cada vez méas importante en muchas aplicaciones tecnolo-
gicas (ver por ejemplo [13] y [31] para explicaciones mas detalladas).
Actualmente, es bien conocido que el estudio exacto de este tipo de
problemas necesita del uso de la ecuacion hiperbolica de transmision
del calor y que debido al entorno fisico del problema las soluciones mas
interesantes son las que presentan simetria axial con respecto al eje
vertical z.

Una poderosa herramienta para poder obtener la solucién de dicho
problema es la funcién de Green asociada al problema homogéneo. De
manera que este capitulo tiene como objeto mostrar la existencia y
unicidad de la funcién de Green del problema de Neumann pa-
ra la ecuaciéon hiperbdlica de transmision del calor para cuer-
pos is6tropos y homogéneos con simetria axial en el caso de
una banda no acotada Q, := R?x]0, L[ en R?, 0 < L < oo, propor-
cionando ademas un completo calculo analitico de la misma, asi
como también un riguroso fundamento de los procedimientos formales
utilizados. Posteriormente, en el capitulo 8, utilizaremos esta funcion
de Green para obtener el perfil de temperaturas de una fina pelicula
irradiada mediante laser. Obsérvese que la demostracion de existencia
y unicidad no esta contenida en capitulos anteriores porque ahora es-
tamos tratando con dominios espaciales no acotados y porque ademés,
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la ecuacion resultante tiene una parte espacial que no es eliptica en
su dominio natural de definicion.

Una vez fijado el objetivo de este capitulo dividiremos el mismo en
tres apartados. En el apartado 7.1 se recogen ciertos preliminares nece-
sarios para los dos siguientes apartados. En el apratado 7.2 aplicamos
los resultados obtenidos en el capitulo 6 para mostrar la existencia y
unicidad de la funciéon de Green del problema planteado. Finalmente en
el apartado 7.3 calculamos exactamente dicha funcién. Normalmente,
en trabajos aplicados de ingenierfa este tipo de céalculos se desarrollan
de una forma puramente formal. Sin embargo, nosotros presentamos
un riguroso tratamiento de nuestro problema basado en los resultados
tedricos del apartado 7.2.

7.1. Preliminares

Dada una banda Qp := R?*x]0, L[ en R3 0 < L < oo, tomamos
00 = QL\{(O, 0,2) | 2 E]O,L[} y en referencia a la frontera 0§
definimos

08, = {(:my,O) ‘(:E,y) € RQ}, Q= {(:B,y,L) ’(az,y) € RQ}.

Entonces 092, = 0y€2, U 0182y

La ecuacién hiperbodlica de transmision del calor para la distribucion
de temperaturas en un medio homogéneo e isétropo € C R3 vendria
dada por la ecuacion (1.1). En el caso de una banda Qj y ausencia
de fuentes internas de calor las soluciones de (1.1) con simetria axial
respecto al eje vertical x = 0, y = 0 verifican en coordenadas cilindricas
en R?

10T 71 0°T
F(T):=-P(T)+ TS + 2 0 (r,z1t) €]0,00[x]0, L[x]0, 00|
(7.1)
donde P es el operador diferencial
0? 10 0?
P = +- =+

Tor2 Ly or 0227
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Por tanto, en coordenadas cartesianas, son las soluciones de

L (a_T(x, t)+T az—T(Xa t)) =0 (72)

AT) = =S O)(T) + —{ 5 ot

a
donde S es el operador diferencial que aparece en la ecuacion (1.2). La
falta de elipticidad de S tanto en el segmento

7, = {(0, 0,2) | 2 e]o,L[}

como en cada plano y = a x, a € R y la no diferenciabilidad de sus coe-
ficientes en 7, tendré una influencia decisiva en los resultados globales
que encontraremos. Es facil ver que § es formalmente autoadjunto.

Sea O un conjunto abierto no acotado en R"™ y sea {O,,}5°_, una
sucesion expansia de conjuntos acotados en R™ tal que O = Ugy_ O,,.
Tomamos 2 r # k + % cualquiera que sea k € N. Entonces la aplicacion
natural

VmeN I,:Hos "(On x R) — Hig 7 (O x R)

que envia cada f € H&gil’Q "(O xR) a su extension I,,(f) € H&gil’2 "
(O x R) tal que I,,(f)(x,t) = 0 si x € O\O,, es continua (ver [19],
teorema 11.4 en el capitulo 1). Claramente

VmeN I, (H&g‘l’”(@m x R)) C I <1L1§7;;—1’2T((9m+1 x R)).

Sea R,,(f) la restriccion a O,, x| — T,,,, T),| de una funcion f definida
en un conjunto mas grande que O,,, m € N. Esté claro que la funcion
definida para

felin (Hg,g‘lv”(om X R)) C HE 7270 x R)
m=1

mediante

111 = i || (5)|

es una norma en el primer espacio y la inclusiéon anterior es una isome-
tria. Entonces definimos H2" 127 (0O x R) como la compleccion de

2r—1,2
Hy o "(Om xR)

e}

U In (Hgyg—“’”(om x R))

m=1
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bajo la norma anterior. Realmente, H?>"~127(O x R) es la clausura
de UX_ I, <H§76_1’2r((9m X R)) en HS’S_I’QT(O x R). El espacio dual

<H2 LIt (O x R)) se denota por H~27"1)=27(0 x R).

7.2. Existencia y unicidad de la funcién de
Green en una banda
Introducimos la siguiente definicion:

Definicion 7.1. La funcion de Green para el problema de Neumann de
la ecuacion hiperbolica de transmision del calor isotropa y con simetria
azial (7.2) en Qp correspondiente al punto (xg,ty) € Q% x R es la
distribucion G(x,t|xXg,t9) € D'(2 x R) (o simplemente G(x,t) si no

hay riesgo de confusion) tal que

AG) =6(x —x0) @6(t —ty) en Q) xR (7.3)
oG oG

Y (z,y) # (0,0) g(x,y,o,t) = E(:ﬁ,y,[j,t) =0 (7.4)

Vxey H 1‘1"m VG(x,t) =0 VteR (7.5)

Vxe) th G(x,t) = th %(x, t) =0. (7.6)

Observacién. Puede ser un poco sorprendente trabajar con Q2 en
lugar de con §2, en la definicién anterior. La razon para hacer esto radica
en el hecho que, como veremos en el apartado 7.3, no existe ninguna
funcion que verifique todas las condiciones previas en la banda entera
Q2. Por supuesto, este comportamiento es consecuencia de la falta de
diferenciabilidad de los coeficientes de S en el eje vertical de la banda.
Por otro lado, el segmento Z;, C 99Q¢ es una subvariedad de dimension
1 de R3 mientras que las porciones de la frontera 2 = 0 y 2 = L son
variedades de dimension 2 en R®. Por tanto el comportamiento en QY
de una distribucion que verifica (7.3), (7.4), (7.5) y (7.6) determina su
comportamiento en 2.
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Para aplicar algunos resultados previos obtenidos en el capitulo 6
necesitaremos algunos subconjuntos especiales abiertos y acotados de
09 Fijamos una sucesién no acotada estrictamente creciente {T;,}%_,
en |0, 0o| tal que 2 Ty < T3. Para cadam € Ntalquem > 2y L > ﬁ

tomamos I';, como la curva reqular cerrada en R? obtenida por unién
de los segmentos

) W T )
Ko :{(ﬁz) *€ [\/ﬁlm’L_ \/51771} }
A by )

y los arcos de circunferencia Vim, Y2m; ¥3m, Yam con amplitud 7, con cen-

2 1 1 1 2 1
tos en (G 3) - (m ) (m 2= 5) v (G b= )

respectivamente, y radio ﬁ

En lo sucesivo tomaremos D :=]0, 00[x]|0, L[C R? y para cada m
como antes, D,, es el conjunto abierto en R? tal que 0%, = I',,,. En-

tonces { D, } s L se convierte en una sucesiéon expansiva de dominios
2L

acotados que estan situados en el mismo lado que su frontera de clase
C*> y talque D = Um>% D,, y P es fuertemente eliptico en cada uno
2L

de ellos. Finalmente, tomamos €2,,, como el conjunto abierto en §2;, obte-
nido por rotacion del conjunto D,, sobre el eje vertical z. Comenzamos
con un resultado auxiliar:

Proposicion 7.1. Dado (rg, z0,t0) € D x R existe una distribucion
G(r, z,t|ro, 20, to) = G(r, z,t) € D]__-(2 T_l)(D x R) para cada 2 r—1>0
verificando las condiciones (4.2) y (4.24), que verifica el problema mizxto

de contorno
(@) = % S(r—1o) @ 0(2 — 20) ®5(t—1ty) si (rzt) €D xR (7.7)

oG oG .
5(7’,0,1&) = a(r,l},t) =0 s (rt)€]0,00[xR (7.8)

lim %—G(r,z,t) = lim Z—G(r7z,t) =0 V(z1t) €]0,L[xR (7.9)
2

T—00 r T—00
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%—f (0.2,) =0 ¥ (21) €]0, L[xR (7.10)
) . 0G
thm G(r,z,t) = thm m(r,z,t) =0 V(r,z) €]0,00[x]0, L[ (7.11)
%(O,z,t):(), 0<z<L teR. (7.12)

Ademds, G(r, z,t) € C(R,C>(]0, co[x]0, L]).

Demostracion. Dado 7’ tal que 2 ' — 1 > 0, escojamos r < 1’
tal que 2 r — 1 > 0. Es facil ver que, para cada m € N, la restricciéon
a Dy x| — T, Ty de la distibucion 26(r — o) ® 6(z — z9) ® 0(t — to)
pertenece al espacio @~ T)—Cr+0(D x| —T,,, T,,[) y ademas verifica
las hipoétesis del teorema 5.2. Como P es fuertemente eliptico en D,,
por los teoremas 5.1 y 5.2 existe una funcion G,, := G,,(x, t|xg,to) €

C(| = T, Trn],C®(Dyy,)) tal que

F(G,) = % S(r—r0) @ 3(2 — 20) @ 6(t—ty) en Dy xR, (7.13)

V(x,t) € 9D, x R Rg(x,t) =0 (7.14)

y
VxeD, lm G T)= 1l %( T)=0 (7.15
X - m(X, )—TET;O 57 % ) =0. .15)

Por el lema 4.4 se verifica incluso que Y(G,,) € D;°"" V(D x R),
donde Y (G,,) denota la extension a D x R de G,, obtenida definiendo
(Y(Gn))(x,t) =0si (x,t) ¢ Dy, xR
Fijamos ko € N tal que (x¢,t0) € Dy, %X]—Tko, Tk, | v, para simplificar,
definimos
K(ro, 20, to) :=

_ Hl 5(r —10) ®8(2 — 20) @ 3t — to)

H < 00.
, d—(27+1),—(2 T+1)(DkOX]—Tk07TkO D

Sea R,, la aplicacion restriccion a D,, x| — T}, Tp,| de una funcion defi-
nida en un conjunto mas grande. Dada ¢ € D(D x R), existe m,, > k
tal que R,,,(v) € D(Dy, x| — T, T,,[) para cada m > m,,. Claramente,
(7.13) se verifica también en D,, x|—T,,, T;,[. Ahora, para cada m > m,,
haciendo el cambio de variable temporal ¢ = 2 t — T,,, en el corolario
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2.4 obtenemos una unica funcion U,,(x,t) € C®(D,, x| — T, Trn|) tal
que

F*(Un) = Rn(p) en Dyx|—T,, Tyl (7.16)
W (5,8) € ODwx] — Ty, Tl Rp(Un)(x,1) = 0 (7.17)
Vx €D, Upn(x,—Ty) = 88—U£"(x, T =0 (T.18)

Entonces por la primera generalizaciéon de la formula de Green y

(7.16), (7.17) y (7.18)

<Y(Gm)u 90> <Gmu Rm(90>>

sup
m>me

= sup

DxR m>me,

D X|=Tm, T |

<Gm,]-“*(Um)>

m>me D X|=Tm, T
= sup <.7:(Gm),Um> =
m>mg D X|=Tm, T
<15( ) @ 6(z — 20) ® 8(t t)U>
= su —o0(r — Z—Z — m =
mZE@)@ r 0 0 07 Do X] =T, Tim |

= Ssup
m>me

1 R
— — - - <
<7~ o(r — 1) ® (2 — 20) ®I(t — o), kO(Um)>Dko X]=Tko Tipl|

<
2 rtl2 T+1(Dk0 X]iTkO 7Tk0 D -

< K(XO7 tU) sup

m>me

y por la continuidad de la inclusion H?" 12" ( Dy x| — Ty, Th,[) C

Q2 L2 (D X)) — Thy, Tio ) existe K1(Q4,) > 0 tal que continuamos
de la siguiente forma

Rko(Um)‘

<
H2 7412 741 (D x] =Ty Tig )~

< K(ro, 20, to) K1(Dy,) sup

m>me

Rko(Um)‘

y por el lema 3.2 existe otra constante Ky(Dy,) > 0 que verifica

S K(T07Z07t0) Kl(Dk’o) KQ(D]‘CO) X

H2r=12 T(Dko X]kaoka() D

X SUPJ)F* (Rko(Um)) ‘

m>m
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— K(ro, 20,to) K1(Dy,) Ka(D Ry ()| <
(ro, 20, to) K1 (D) K2(Di,) r:;ﬂlf; ko () H2 712 7(Dy x]~Thg T
< K(ro, 20,t0) K1(Dgy) Ka(Diy) sup || Bl <

m2m¢ H2r-12 7)(Dm><}7TmmiD

< K<T07207t0) K1<Dko) KQ(DkO) H2 r=1.27(DxR)

g
Por otro lado, por las propiedades de regularidad de G,

sup
m<m

= Ssup
m<my

<Y(Gm)a 90>

<Gma Rm(@)>

DxR D X =T, T |

R W
e (G B, ))) =

y aplicando la primera generalizacion de la formula de Green, utilizan-
do (7.14),(7.15) y (7.18) y la definicion de Y (G,,), como R,,(U,,) €
C®(Dpmx]| — T, T[) por (7.13)

1
< _‘Um¢(r0720at0)‘ =
To

(F(Go). Ru(Un))

= sup

m<m, D X|=Tm, T

r

— ‘<l r —ro) ®0(z— 20) ®I(t — to),Rko(Um¢)>

Dy X] =T, Tho |

y podemos argumentar como antes.

Por la densidad de D(D x R) en Hg,g“’Q "t1(D x R) obtenemos que
la sucesion {Y (G, )}°_; es débilmente acotada en H~Z7+1):~Cr+1 (D x
R). De forma similar se puede mostrar que {Y(G,,)}>°_; es débil-
mente acotada en D" V(D x R). Como H~-2rD):-@r+1)(D x R)
y ®~Cr+1).=Cr+)(D x R) son claramente reflexivos, por el teorema de
Eberlein se puede suponer que hay G € H~- )=Cr+1(D x R) tal
que {Y(G,,)}5o_, es débilmente convergente a G en D;(Q r_l)(D X R).
Sea @, (f) la restriccion a D,, x R de una funciéon f definida en un
conjunto mas grande. Como 7’ > r, después de la aplicacion de los
teoremas de Rellich-Kondrasov y Schauder y eligiendo una subsuce-
sion diagonal adecuada si fuese necesario, se puede suponer ademas
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que 1y, o Qu(Y (G,y,)) existe en D, "D (D x R) para cada k € N.
Como cada Y (G,,) es realmente una funcion medible en D x R, después
de un argumento anélogo al utilizado en las proposiciones 1.6 y 1.7, se
puede suponer de hecho que lim,, .« Y (G,,) = G en D;(Q T/_l)(D X R).
Tenemos ademés que G € D}(Q Tl*l)(D x R) ya que cada Y (G,,) €
D" (D x R).

Como para cada ¢ € D(D x R) tenemos sop(¢) C D,,, x R para
cada m > my, por (7.13) obtenemos que

F(@)(x,t) = % S(r—10) ®6(2 — 20) @ 6(t—t3) en D xR. (7.19)

A posteriori la restriccion S,,(G) a D, x R de la distribucion G
verifica

F(Sn(G))(x,t) = % 0r—rog)®d(z—2) ®(t—ty) en D, xR

y por tanto, por la proposicién 5.4 S, (G) € C(] — Ty, Ti[,C>*(Dy))

para cada k € N. Por tanto, tenemos S,,(G) € C(R,C*>(D,,)) y por los
teoremas de las trazas del capitulo 4

05,,(G)
on

(x,t) =0 en 0D, xR (7.20)

9Sm(G)

lim S,,(G)(x,T) = lim

T—o0 T—o0

(x,7)=0 en D,. (7.21)

Como m es arbitrario, obtenemos que (7.20) y (7.21) son ciertas en 9D x
R y en D, respectivamente. Entonces G es la funcion de Green para el
conjunto abierto Dy G € C(R,C*>(D)). Como el ntimero 7’ verificando
21" — 1 > 0 es arbitrario, con esto finaliza la demostracion. W

Teorema 7.1. Suponemos (zo, Yo, 20) € QY. Existe una tinica funcion
de Green G(x,t|xo,to) para el problema de Neumann de la ecuacion
hiperbolica de transmision del calor isotropa y con simetria axial en
cada banda Q. Ademds, G (X, t|xqo,to) € D;t(z Tﬁl)(Q% x R) para cada r
tal que 2 r — 1 > 0 wverificando las condiciones (4.2) y (4.24).
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Demostracion. Existencia. Necesitamos una prueba especifica
dado que no podemos aplicar los teoremas de existencia y unicidad
del capitulo 4 debido a que 2% es no acotado, los coeficientes del ope-
rador S no son de clase C* en los puntos (0,0, z), z €]0, L[ y S no es
eliptico en ningin plano y = a x para cada a € R.

Cambiando a coordenadas cilindricas en R la ecuacion (7.3) se con-
vierte en la ecuacion

F(T) = 2 6(r — ro) 6(w — wo) (= — 20) 6(t — %) en E xR (7.22)

r

donde E :=]0,00[x]0,2 7[x]0, L[ y 10 = \/23+ Y2 y wo = Arg(xo +
i o). Como la parte derecha de (7.22) no depende de w, es facil com-
probar que la existencia de nuestra funciéon de Green se obtendra a
partir de la existencia de la solucién del problema mixto de contorno
considerado en la proposiciéon 7.1 tomando

T = G(r, z,t|ro, 20, to) ® 6(w — wp), (7.23)

donde la distribucion G(r, z, t|rg, 20, to) es una solucién de aquel pro-
blema, y deshaciendo el cambio a coordenadas cilindricas. Entonces la
demostracion se obtiene a partir de la proposicion 7.1. Es facil com-
probar que 17" € D;l(z Tﬁl)(QOL X R) como consecuencia del cambio a
coordenadas cilindricas y del hecho que G € D}(Q Tﬁl)(D x R). Es im-
portante sefialar que 7' no estd definida globalmente en Q9 x R
por una funcién medible.

Unicidad. Supongamos que hubiera dos funciones de Green G; y

(G5 para nuestro problema. Entonces la distribucion Gy := G; — Go
verificaria
A(Gy) =0 en Q% xR (7.24)
3830 (x,t) =0 en (0oL UOL) xR (7.25)
| llll’rn VGo(z,y,2,t) =0 Vze€]0,L[ VteR (7.26)
) . 0Gy B
tli)rz)lo Go(x,t) = t1i>r£3 W(X’t) =0. (7.27)
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Cambiando a coordenadas cilindricas, para cada r’ > 0, G seria solu-
cion del problema

_82G0 _1 8G0 . 82G0 +l 8G0 +Z 82G0
or2 r Or 022 o Ot «o Ot?

0 Gy 0 Gy
0z 0z
0 Gy 0 Gy
Tlljglo W(r,z,t) = TILIEO P (r,z,t) =0 V¥ (z,t) €0, L[xR. (7.30)
Tomando transformada de Schwartz-Laplace £(p) := L][Go](p) ha-
bra pyg € C tal que para cada p € C, Re(p) > Re(py) v cada k € N
tendremos
0?L 1 0L 09°L

1 T oo
_W_; E—w‘F(a p—l-a p2) ’8:0 en ]T,T—F/{[X]O,L[ (731)

0L 0L ,
%(T,O,p):E(T,L,p):O Vorelr v+ k[ (7.32)

=0 en ], 00[x]0,L[xR
(7.28)
——(r,L,t) =0 V (r,t) €r’,oo[xR (7.29)

(r,0,t) =

Como el operador

o2 1 or 022
es Wy p-coercivo, donde W,/ es el conjunto de todas las funciones
v e Hi(Jr',r" + k[x]0, L]) tal que

%(7‘70) 8U(T L) = hm@— hm@—OVr>r vz €]0, L]
z

0z r—oo 1 1m0 0z

(ver por ejemplo [41], ejemplo 19.1), para cada p € C tal que Re(p) >
Re(po) el problema (7.31)-(7.32) tiene una tnica soluciéon en |’ 7’ +
k[x]0, L[. Por tanto £ = 0 en |r’, 7' +k[x]0, L[ para cadap € C, Re(p) >
Re(po). Entonces Go = 0 en |r/,r" + k[x]0, L[ y por la arbitrariedad de
" >0y k €N obtenemos Gy =0 en |0,00[x]0,L[. W

Por una argumento anélogo al dado en el teorema 7.1 obtenemos
también:

Teorema 7.2. El problema mixto

%0 100 00 9’0 1
_(9p2 0 (9,0 +AO+ 23_5 T ;5(/0_/00)5(5—50)7 (7.33)
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00

9o,

Jim 6(s.) = Jim 525, =0, (7.35)

donde A es una constante real, tiene una unica solucion © tal que
O € C(R,C>®(Z)) para cada conjunto abierto y acotado I CJ0,00].

7.3. CAlculo de la funciéon de Green

En el apartado 7.2 hemos alcanzado la primera parte del objetivo
de este capitulo: probar la existencia y unicidad de la funcién de Green
para el problema de Neumann de la ecuaciéon hiperboélica de transmision
del calor en una banda. A continuacién en este apartado completaremos
el objetivo del capitulo determinando dicha funciéon de Green.

Si x¢ = (0, Yo, 20) € 2% teniendo en cuenta la existencia y unicidad
de las soluciones dadas en el teorema 7.1 para el problema (7.3), (7.4),
(7.5) y (7.6) cambiando a coordenadas cilindricas resulta que existe
una tnica distribucion U tal que, escribiendo ro = /22 + 93 y wo =
Arg(xo +1i yo), se verifica

U 10U QU 10U 71 0°U

2 v or 92 a0t a or

1
= d(r — 1) d(w — wp) d(z — 20) (t — to) (7.36)
para cada (r,w, z,t) €]0, 00[x]0, 2 7[x]0, L[xR,
ou ou :
5(7‘,@0,1&) = a(r,w,L,t) =0 si (r,w,t)€]0,00[x]0,2 7[xR,
(7.37)
Tlirgo %—(;(r,w, z,t) = Tlinélo g—g(r,w,z,t) = Tlirgo g(r,w,z,t) =0
(7.38)
si (w, z,t) €]0,2 w[x]0, L[xR,
lim U(r,w, z,t) = lim a—U(r,w,z,t) =0 (7.39)

t—o0 t—oo Ot

si (r,w, z) €]0,00[x]0,2 7[x]0, L.
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Queda establecer una condiciéon de contorno en r = 0 del nuevo
dominio. Como consecuencia de la unicidad mostrada en el teorema
7.1 y la construccion de la existencia dada en el mismo teorema y en
la proposicion 7.1 tenemos necesariamente

ou
o (0,2,t) =0, V(z,t)€]0,L[xR. (7.40)
r
Después de los argumentos dados en el teorema 7.1, existe una inica
funcion G(r, z,t|ro, 20, t0) que verifica el problema de contorno mixto
considerado en la proposicion 7.1 y tal que la deseada funcion de Green
es

U= G(r,z,t|ro, 20, t0) @ §(w — wp).

Por conveniencia trabajaremos con las siguientes variables adimensio-
nales:

T z
S v
=07 Opn =drVarGlrzn;  (T41)

Teniendo en cuenta estas nuevas variables y definiendo

LO . L To 20 to

e M T MTaa Y hTay

existe una unica solucion del nuevo problema adimensional

9’60 100 0%6 00 0’0 1
g = 6(p — po)d(n —n0)d(& — &o)

90~ 42 =
op*  p Op 0772+ 0£+8$2

(7.42)
para (p,1,§) €]0,00[x]0, Lo[XR,
00 00
8_77 (p707€) = 0_77 (p7 LOaf) =0 sl (P> 5) G]OaOO[XR ) (743)
00 00
lm a—p(p,n,f) = lim a—n(p,n,f) =0 {€R (7.44)

) .00 :
glir&@(pﬂ%f) = 511{200_5 (Pﬂ%f) =0 si (p7 77) E]0,00[X]O,L()[,
(7.45)
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00 .

o (0,7,8) =0 si (n,¢) €]0, Lo[xR . (7.46)
Ademaés, como consecuencia del teorema 7.1 y los cambios de variables
realizados, necesariamente

© € C(R,C>(]0, 00\ {po} x]0, Lo[)) N C(R, C(]0, 00[x]0, Lo[))-

En tal caso O(p,n, &) vy %(p, n, &) verifican las condiciones de Dirichlet
en |0, Lo[ para cada (p, &) € ]0, 0o[xR. Para asegurar la verificacion de
la condicion (7.43) expandimos ©(p,n, &) en |0, Ly como una serie de
Fourier en cosenos respecto a 7. Esto nos lleva (ver por ejemplo [30]) a
que O(p,n, &) sea la suma de las series convergentes

0

1 2 &
n=1

donde

Lo
V>0 Fulp €)= / O(p,n.€) cos(“7) d. (7.48)

0

Por (7.48) y la unicidad de la solucion de nuestro problema (7.42),
(7.43), (7.44), (7.45) y (7.46), las condiciones (7.42) y (7.45) se satisfa-
ran si cada §,(p, &), n > 0 verifica la ecuacion

0*%, 10§, n*n OFn  Fn
9 5 o +—L3 Sn +2 o + o
B 1 n Mo
= 3o = p)oe - o) cos ("), (7.49)
las condiciones de contorno
d Sn B . 0%, B
3, (0,6)=0, lim 3, (p,&) =0 (7.50)

y las condiciones finales

) o 98 _
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Por el teorema 7.2, el problema (7.49), (7.50), (7.51) tiene una tnica
soluciéon

S0, €) € D10, 00[xR) ¢ H-3+9-(+9(10, 00[xR) C

C S;(R,€(]0,00]))

cualquiera que sea € > (. Por tanto para cada p > 0 la transformada
de Schwartz-Laplace £, (p) := £[§,](p) respecto a & existe y verifica

_82£n_18£n+ n27r2+2 L) e o
> p Op Lg P ) e

1 nTw
= 5 §(p—po) e P cos( Lon()) (7.52)

y la condiciéon de contorno deducida a partir de (7.50)

0L,
dp

(0,p) =0 (7.53)

para cada Re(p) > po, para algunos py > 0. Como la ecuacion (7.52) es
eliptica, por el lema de Weyl y la condicion (7.50) vemos que

Ealp,p) € H-+)=(4) (jo,00]) € S (J0,00)  (7.54)

debe ser extensible a una funcién continua de p en en el punto p = 0.
Entonces

lim p £,(p, p) = 0 (7.55)
p—

para cada p y la transformada de Laplace ordinaria £,[£,](s) respecto
a p existe y debe verificar

h’r% sVs L,[L](s) =0

y por el teorema final de las transformadas de Laplace (ver por ejemplo
el teorema 4.12.2 en [28])

lim /p £,(p,p) =0. (7.56)
p—00
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A partir de (7.55) y (7.56) vemos que la transformada de Hankel de
orden 0 respecto a p existe y, poniendo 9, (k) := H[£,](k) de £,(p, p),
la ecuacion

’70) Jolk po) e, (7.57)

nTw
+k2) $,, = cos
7 ("%

(2 pipt e T
se verifica. Por tanto

Jo(kpo) cos <”—7Lro772> o—P &
T 2p+pP ARy -

(7.58)

Ahora invertiremos las transformadas utilizadas. El teorema de in-
version de las transformadas de Hankel da

Jo(kpo) cos ("2"0> e P&

5 e Ak (759)
p+p + L(Q)

Lnlp,p) = /OOO k Jo(k p)

Para encontrar la inversa de Laplace de (7.59) es suficiente con conocer
la inversa de Laplace de

e_p 50

2p+p* + k2 + 25
0

W&, k) == (&, k) (7.60)

y aplicar el teorema de Fubini. Por la propiedad de traslacion de las
transformadas de Laplace

1
2p+p*+ k2 + o
0

= H(£ — &) Gn(§ — o, )
donde H(u) es la funcion de Heaviside y ¥V n € {0} UN

Wi(& k) == H(E — &) £ (& —¢&0,k) =

) -
Sh(f\/ <k2+" x ))
e~¢ si k24 igz <1
=
sen k2+"
e ¢ (¢ ) s K24+ > 1
\/k2+ 0
\ Ly
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y por tanto
Sn(ﬂﬂ?af) = £_1[£n] =

" ke ok p) Jo(kpo) cos ("2 ”0) Wa(,k) db =

0

0

-y s (“E2) e [ (1227

H
X /0\/M2L(%T2kjo(kp)Jo(kpo <§ \/&] \/<1 >”2”2)> dk+

o0 Sen<(§ &o) ”2”2 - 1)
+/ s k J()(k p) Jo(k’po) — dk | +
S R mE

n2 7T2 o0
0

(6~ &) P+ 2E 1) ]

2.2
k2 mrt
O

X

Finalmente, haciendo la inversa de Fourier obtenemos

@(p> 7, 5‘1007 o, 50) =

L H(E ~ &) e Ulwo@p) Juthpn) LEZIVIZHD

0 0 V1 — k2

sen((§ — &o)Vk? — 1)
k2 —1

2,2
nmn NN n-mw
+§ cos—co T (H(l— L%)X

X [/¢ "2k Jo(kp)Jo(kpo) %
0

dk+

; / "k dolkp) Jo(keo)
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si (- a1 - (124 52 )
dk+
o=

+/j 2 & Jo(hp) Jo(kpo) (€ sy + 5 1) di| +

2 12 2.2
1_n-m 2 n-m=

X

n2 71.2 o)
+H 5 1 / 2k Jo(kp) J[)(kp(]) X
LO 0

sen ((5 — &)\ /K2 + ";7(2:2 - 1> "

K2+t — 1

X

(7.61)

Observacion. La ecuacion (7.61) implica que G no se pueda exten-
der a €27 x R como una funcién continua, ni incluso como una funciéon
acotada. De hecho las integrales impropias de (7.61) en puntos de Z (es
decir p = 0) tienen el mismo tipo de convergencia de

W(po,§ — &) = / Jo(kpo) sen ((§ — &) k) dk,
0
los llamados factores discontinuos de Weber, con valores

Wi(po,§ —&) =0 si &—E& < po,

W(po, po) = o0
Y 1
Wi(po, & — &) = N si & —& > po

(ver [38], pagina 405).



Capitulo 8

Perfil hiperboélico de

temperaturas en una banda

irradiada por un laser

Una de las principales ventajas que tiene el conocimiento de la fun-
cion de Green para un tipo especifico de problema de contorno mixto
es la reducciéon en el calculo del perfil de temperaturas a més o me-
nos operaciones mecanicas. Para ilustrar este hecho este capitulo tiene
como objeto el resolver, desde el punto de vista del modelo hi-
perbdlico, el problema de transmisiéon del calor en una banda
irradiada por un haz de laser con un perfil espacial y temporal
concreto. Ademas una vez obtenida la soluciéon de dicho problema la
compararemos con la que se obtiene si el problema se resuelve desde el
punto de vista del modelo parabdélico de transmision del calor.

De este modo dividimos el capitulo en cuatro apartados. En el apar-
tado 8.1 planteamos el problema. En el apartado 8.2 aplicamos la fun-
cién de Green obtenida en el capitulo 6 para calcular el perfil de tem-
peraturas del problema planteado. En el apartado 8.3 realizamos una
serie de representaciones gréaficas del perfil de temperaturas obtenido.
Y finalmente en el apartado 8.4 comparamos la soluciéon hiperbolica
obtenida con la solucién que se obtiene si el problema se resuelve desde
el punto de vista del modelo parabdlico.
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8.1. Planteamiento del problema

Queremos obtener el perfil de temperaturas de una banda que es
irradiada en z = 0 por un haz de laser con un concreto perfil temporal
y espacial, desde el punto de vista del modelo hiperbdlico. La ecuacion
de gobierno del problema en coordenadas cilindicas es

T 10T T 10T 2T
0 0 o°r 0 a 0 _0 (8.1)

or2 r or 022 +E§+F ot?
para (1, z,t) €]0, 00[x]0, L[x]0, o[, y las condiciones iniciales y de con-
torno son

T(T,Z,O):%—f(r,z,m:o en )0, 00[x]0, L[, (8.2)
g—f(r,L,t):O en 0, 00[x]0, 00 , (8.3)
%(o,z,t):o en 0, L[x]0, 0] . (8.4)

Im T(r, 2,t) = lim %(r,z,t} —0 en ]0,00[x]0,L[  (8.5)
o=@ (f(t) 7 %—{(t)) «

x (A0+(1—A0);—z> e en |0,00[x]0,00[,  (8:6)

donde k es la conductividad, ()y es un factor correspondiente al maximo
flujo incidente por una fuente Gaussiana y contiene importante infor-
macién sobre las caractericas fisicas de la superficie como puede ser por
ejemplo la reflectividad, el parametro d es una caracteristica del radio
del haz de laser que representa el contorno dentro del cual esta conte-
nido un 63 % de la energia total del laser de una fuente Gaussiana que
incide sobre una superficie, la funcion f(t) es el perfil temporal del laser
y el parametro Ag es la fraccion del flujo total que contiene el modo
Gaussiano y que puede ser representada por
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T E My

Ay =
" TEMy + TEMy,

donde A, varia entre 0 y 1. La figura (a) muestra el perfil espacial dado
por la ecuacion (8.6) para 0 < Ay < 1. La figura (b) muestra la fuente
de tipo Gaussiano que corresponde al caso Ag = 1. La maxima irradia-
cion en el caso de una fuente Gaussiana se produce en el centro y esta
es generalmente la razén por la cual se emplea en la mayoria de las apli-
caciones de procesado de materiales que implican superficies metélicas
con un alto grado de reflectividad. La fuente tipo donut corresponde al
caso Ag = 0 y representa una situacion donde la maxima irradiacion
no se concentra en el centro, ya que aqui vale cero, sino en un anillo
alrededor de éste. La fuente tipo donut se utiliza generalmente en varios
procesos de corte de materiales.

(a}
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b)

La resoluciéon del problema sigue el mismo esquema sea cual sea el
valor de Ag y f(t). Para nuestro problema vamos a suponer el ejemplo
més representativo que es un flujo de laser de tipo Gaussiano y continuo
con lo que Ag = 1y f(t) = H(t). Introduciendo estos valores en (8.6)
la condicién queda como

or Qo 22 Qo 2 en 10. 00 ~
00,0 = L (H() + 75(0) e F = CH()eE en ] [X]O,(S 7[).

Por comodidad el problema lo resolvemos en funcién de variables
adimensionales. Teniendo en cuenta las ya definidas en (7.41) y estas

nuevas
T(r,z,t) k _ 2y/ar

N

= : 8.8
el problema que queremos resolver es
2 2 2
_8_‘/_18_‘/_6‘/ Qav 8‘/:0 (8.9)

97 pop op o o
para (p,n,&) €]0, 00[x]0, Ly[x]0, 0o|, verificando las condiciones inicia-
les y de contorno

V(p,n,O)Ig—‘g(/},n,O)ZO en J0,00xJ0, Lo, (8.10)

ov (p,0,€) = (2H(E) + 6(€)) e ”* = 2H(€)e """ en 0, 00[x]0, 00| ,

on
(8.11)
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ov

8_,0 (0,m,p) =0 en 0, Lo[x]0,00[, (8.12)
%_Z(p, Lo,€) =0 en ]0,00[x]0,00] . (8.13)

Jim V(p,1,) = Jim Z—‘gmn,s):o en 10,00[x]0, Lo . (8.14)

Este problema ya ha sido estudiado previamente en [26] por un mé-
todo diferente. En nuestro caso el problema lo resolveremos aplicando
la funcion de Green obtenida en el capitulo 6.

8.2. Aplicaciéon de la funcién de Green

Aunque disponemos de la funcién de Green dada por (7.23) para el
operador A en la banda €1, la distribuciéon de temperatura no puede
calcularse por aplicacion directa del teorema 6.3 por dos motivos, el
primero por no ser )5 acotado y el segundo y mas decisivo, porque
el teorema 6.3 se apoya en la existencia previa de solucion, la cual a
su vez depende de la elipticidad del operador A, que como ya hemos
comentado no existe en nuestro caso.

Hay que dar un rodeo. En primer lugar, la existencia de soluciones
con simetria axial en la banda es equivalente (mediante cambio a coor-
denadas cilindricas y posterior trabajo en variables adimensionales) a la
existencia de soluciones para el problema (8.9)-(8.14). Por otra parte,
tampoco se puede aplicar directamente al nuevo operador diferencial
la teoria general desarrollada en capitulos anteriores porque el dominio
espacial ni es acotado ni tiene frontera de clase C*.

Sin embargo, apoyandonos en los dominios D,, x R del capitulo 7
y razonando de forma analoga a la utilizada en (6.59)-(6.61), se
demuestra que nuestro problema actual tiene solucién tinica.
A patir de este dato y de la funcion de Green (7.61) se pueden repetir
los razonamientos efectuados en el teorema 6.3 (porque éstos no
dependen de la geometria del dominio), llegdndose en definitiva, aunque
por un camino diferente al mismo resultado formal de dicho teorema

6.3.
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Entonces, teniendo cuenta que, como es facil de comprobar, F; :=
H(¢) e"’2“2 e J-@m2)(50x]0, 00[x]0, 00[) para cada r tal que 0 <
2r+1 < 2 ylas condiciones (8.10)-(8.14) obtendremos

Vip,n,¢) :/o /0 po ©(p, 1, €10, 0, &) 2 H(&) e 78 dpodéy =

= / / 2 po ©(p,n,€|po,0,&) e dpodey
o Jo

e introduciendo el valor de la funcién de Green adimensional, ©(p, 7, |
Po, Mo, €o), obtenida en el capitulo 7

Vip,n,€) = / / 7. P e H (€ — &) e~ € 80) x

[ /0 k Jo(kp) Jo(kpo) Sh((¢ \_/% /; —F) dk+

. — VR — 1 -
+ /1 k Jo(kp) Jo(kpo) sen((€ — &) L ar +_cos ?X

k2 —1 = 0
TL27T2 00
(T / 2 ke Jo(kp) Jollkepo) x
Lg 0
sen((f — &)\ /K2 + ”2 : 1>
X i dk+
K242 ]

l_n 7r

H(l— LQ) /¢ S0k Jo(kp) Jo(kpo) x

Sh((g )1 — k2 — ”2”2)
X — dk—+
1— k2%

+/°O 2k Jo(kp) Jo(kpo) x

2,2

n

\/1_72
0
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sen((f — &)y [+ 2 — 1) .

K2+ 22 ]

X

dpo d&o.

Simplificando la funcién de Heaviside y teniendo en cuenta la for-
mula 4 seccion 6.631 de [11] obtenemos el perfil de temperaturas adi-
mensional

1
Lop?

3
Vip,n, &) = M e 78 Fy(p,m, € — &) déo (8.15)

donde

Sh(&vV1—k?) _
Vi—ke ¢

o0 VEZ=T1) _a2
+ / k Jo(kp) sen(¢ ) e dft
1 VE -1

o 2,2 %) 2
-I—Zcos ikl (H (n 7; — 1) / 2k Jo(kp) ¢ W
vt Ly Lg 0
sem(f1 k2 4 n2x2 1> 2 2
X i dk+ H (1 _nr ) X
L

2+ 22— ]

Fy(p,n.€) = / k Jo(kp)

00 42 sen(f’ k2 + ”222 1)
+ 2k Jo(kp) e 2 dk . (8.16)
2 22
\/1in 72r k2 n 7'(' 1

L3

8.3. Representaciones graficas

Para poder visualizar claramente cuél es el comportamiento del per-
fil de temperaturas obtenido hemos utilizado el software Mathematica
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version 5.0 mediante el cual hemos realizado representaciones graficas
de dicho perfil.

La primera cuestion que se nos plantea a la hora de obtener las
graficas de temperaturas es el valor de las variables que debemos tomar.
Hay que tener en cuenta que las variables que aparecen en el perfil
de temperaturas obtenido son adimensionales, de modo que hay que
transformar los valores de las variables con dimensiones entre los que
queremos representar la temperatura a valores adimensionales mediante
las relaciones (7.41) y (8.8).

La banda estéa realizada con un material refractario cuyas propieda-
des térmicas son @ = 8.1 107 2 y 7 = 2.9 10" s (ver [21]). Ademés
suponemos d = 2.45 1075 m (ver [1]) y L =3 107® m, con lo que segin
estos valores = 0.0125 y Ly = 1. El ntimero de términos utilizados en
el sumatorio depende de los valores de & y 7.

En primer lugar vamos a estudiar la distribucion de la temperatura
en funcion de p. La Figura 8.1 esta realizada en la superficie n = 0 a
diferentes tiempos £ = 0.3 (azul), £ = 0.7 (rojo) y £ = 1.4 (verde),
equivalentes a t = 1.75 1071,4 10~ y 8.12 10! s, respectivamente,
cuando p varia en el intervalo [0,120] (equivalente a r € [0,3.7 107]).

1.2}
1,
o 0.8
=
20.6|
>
0.4}
0.2}
O,‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ R
0 20 40 60 80 100 120
p

Figura 8.1: Distribucion de la temperatura hiperbdlica en funcion de p para

1n = 0 a diferentes tiempos.

Como puede observarse en la figura 8.1 la distribucién de tempe-
raturas sigue un perfil Gaussiano ya que la maxima temperatura se
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encuentra en el centro p = 0 y gradualmente va decreciendo a medida
que se aleja del mismo. Por otro lado también podemos apreciar que
cuanto mayor es el tiempo, mayor es la temperatura que se alcanza en
cada punto, de manera que en £ = 0.3 se aprecia para cada valor de p
una temperatura menor que para los otros tiempos.

En segundo lugar vamos a estudiar la distribucion de la temperatura
en funcion de €. La Figura 8.2 muestra la variacion de la temperatura
en el centro de la banda p = 0 en tres puntos diferentes a lo largo del
eje n como son 1 = 0 (azul), n = 0.5 (rojo) y n = 1 (verde), equivalentes
az=0,153107%y 3 10°® m, respectivamente, cuando ¢ varfa en el
intervalo temporal [0, 4] (equivalente a ¢ € [0,2.32 10717]).

al

V(p.,n.&)
N

Figura 8.2: Distribucién de la temperatura hiperbolica en funcion de £ para

p = 0 en diferentes puntos a lo largo del eje 7.

En la figura 8.2 se pueden observar dos fenémenos. Para n = 0.5
y 1 = 1 existe un intervalo temporal en el que la temperatura es cero
porque no ha llegado calor, ademés en el caso de n = 1 es necesario mas
tiempo para que en este punto se alcance una temperatura superior a
cero. Esto es debido a que el modelo hiperbélico de transmision del calor
predice una velocidad finita de trasmision del calor, segin este modelo
es necesario que transcurra cierto tiempo para que el calor llegue a cada
punto del cuerpo, de modo que cuanto més alejado se encuentre el pun-
to del lugar donde se aplica la fuente de calor, mas tiempo es necesario
para que llegue al mismo la perturbaciéon provocada por el aumento de
temperaturas. Por otro lado, también se puede observar para n = 0 que
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la temperatura en la superficie va aumentando gradualmente hasta que
aproximadamente en £ = 2 se observa una discontinuidad. Este feno-
meno es debido a la superposicion de la onda térmica que viaja hacia
la superficie aislada y que es reflejada. En n = 0.5 también se observa
este fenémeno pero con menor intensidad y en n = 1 practicamente no
se observa.

Finalmente vamos a estudiar la distribucién de la temperatura en
funciéon de 7. La figura 8.3 muestra la evoluciéon de la temperatura en
el centro de la banda p = 0 para dos tiempos diferentes £ = 0.4 (azul)
y € = 0.6 (rojo), equivalentes a t = 2.32 107 y 3.48 107! s, respec-
tivamente, cuando 7 varia en el intervalo temporal [0, 1] (equivalente a
2z €10,3107%)).

0. 8¢

0.6

Figura 8.3: Distribucién de la temperatura hiperbélica en funciéon de n para

p = 0 en diferentes tiempos.

En la figura 8.3 se puede observar nuevamente que el modelo hiper-
bolico predice una velocidad finita de transmision del calor ya que en
cada una de las curvas realizadas existen dos zonas una en la que no ha
llegado el calor y su temperatura es cero y otra a la que ha llegado ya la
perturbacion provocada por el aumento de temperaturas. Como puede
observarse las zonas donde la temperatura es cero corresponden a las
més alejadas del lugar donde se aplica la fuente de calor y en el caso
de £ = 0.6, como el tiempo es mayor, se puede ver como ha aumentado
la temperatura de puntos que en la curva correspondiente a & = 0.4
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tenian temperatura cero.

8.4. Comparacion con el modelo parabélico

Para concluir este capitulo vamos a realizar una comparacion entre
la solucién del problema obtenida desde el punto de vista del modelo
hiperbodlico de transmision del calor y la solucién que se obtiene si el
problema se resuelve siguiendo el modelo parabélico.

El perfil de temperaturas que se obtiene cuando se resuelve el pro-
blema desde el punto de vista del modelo parabdélico se puede encontrar
por ejemplo en [13] y es

e 3
V(panvg) = \/g 2:0/0 (R(p> fl(nvm)agl) + R(p7 f2(777m)»§,)) X

1
§'(1+2p%¢)

X

siendo

ff(nm) ;L2p2 )

R(P, fi(ﬁ,m)’g) — €_< 2¢ T12,%¢

filmym) =2m Lo+n  fa(n,m) =2 Lo(m +1) — 7.

De manera analoga a como hemos hecho con la solucién hiperbdlica
vamos a realizar representaciones graficas con el perfil paraboélico de
temperaturas.

La figura 8.4 obtenida a partir de la soluciéon parabdlica es analo-
ga a la figura 8.1. Como puede observarse en esta figura realizada con
el perfil parabdlico la distribuciéon de temperaturas también sigue un
perfil Gaussiano alcanzando la mayor temperatura para cada tiempo
en el centro de la banda (p = 0). Las mayores diferencias entre ambos
modelos se encuentran en los tiempos mas pequenos £ = 0.3y £ = 0.7
y en el centro de la banda. En estos tiempos las temperaturas prede-
cidas por el modelo parabolicos son inferiores a las estimadas por el
hiperbdlico, es decir son inferiores a las temperaturas que se producen
en la practica, por tanto este hecho pone de manifiesto los errores que
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Figura 8.4: Distribucion de la temperatura parabolica en funcién de p para

1n = 0 en diferentes tiempos.

se producen con el modelo parabélico. Para & = 1.4 el comportamiento
de los dos modelos es idéntico y por tanto la naturaleza ondulatoria del
modelo hiperbdlico no es significante.

La figura 8.5 que hemos realizado es analoga a la figura 8.2 del
apartado anterior.

V(p.n&)
N

o
P
N
w
IN

Figura 8.5: Distribucion de la temperatura parabdlica en funcion de £ para

p = 0 en diferentes puntos a lo largo del eje 7.

Entre las figuras 8.5 y 8.2 se pueden observar grandes diferencias ya
que en la figura 8.5 no existen zonas en las que la temperatura sea cero
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incluso para tiempos muy pequenos o puntos alejados. Este fenémeno
se produce porque el modelo parabélico predice una velocidad infinita
de transmision del calor, de manera que desde el instante en el que se
aplica el laser se supone que esté llegando calor a todos los puntos de
la banda.

La figura 8.6 realizada con el perfil parabélico es anédloga a la figu-
ra 8.3 del apartado anterior. Entre estas dos figuras también pueden
observarse grandes diferencias. De la misma forma que en la figura 8.5
la ausencia de una zona donde no ha llegado la perturbaciéon provo-
cada por el aumento de temperaturas delata que el modelo parabélico
predice una velocidad infinita de transmision del calor.

Figura 8.6: Distribucion de la temperatura parabolica en funcion de n para

p = 0 en diferentes tiempos.

En las figuras 8.4, 8.5 y 8.6 puede observarse que las diferencias
entre ambos modelos disminuyen a medida que aumenta el tiempo, o
lo que es lo mismo los errores del modelo parabélico se producen a
tiempos muy cortos. En procesos en los que estos tiempos pequenos no
sean importantes el modelo paraboélico no conlleva a errores y se ajusta
perfectamente a la experiencia. Sin embargo, en procesos en los que se
aplican grandes cantidades de calor en pequenos intervalos de tiempo
es muy importante lo que ocurre a tiempos cortos y por tanto el modelo
parabolico conduce a graves errores por lo que se hace necesario el uso
del modelo hiperbélico.
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Finalmente, las figuras tridimensionales 8.7 y 8.8 correspondientes
a los modelos hiperbolico y parabolico, respectivamente, muestran una
clara vision del aspecto mas destacado de cada uno de los modelos. Las
dos figuras estén realizadas para los mismos valores de las variables. En
la figura 8.7 que corresponde al modelo hiperboélico podemos observar
claramente las dos zonas a las que hemos hecho referencia: una zona
que se encuentra a la temperatura inicial donde el calor no ha llegado
todavia y otra zona en la que si que ha llegado el calor y la temperatura
ha aumentado. En la figura 8.8 sin embargo la temperatura en todos
los puntos es siempre superior a la inicial porque se supone que el calor
se transmite con velocidad infinita.

R

QOO
SRR
R

2
N

S

Figura 8.7: Distribuciéon de la temperatura hiperbolica en funcion de £ y 7
para p = 0.

Con esto concluiria el estudio que hasta ahora hemos realizado den-
tro del ambicioso proyecto del desarrollo de un riguroso tratamiento
matemaéatico que nos permita establecer los fundamentos tedricos para
el calculo de temperaturas, desde el punto de vista del modelo hiperbo-
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Distribucion de la temperatura parabolica en funcion de £ y n

Figura 8.8

para p = 0.
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Capitulo 9

Perfil hiperboélico de
temperatura de dos cuerpos en

contacto perfecto

El objetivo de este estudio es encontrar la solucién analiti-
ca completa, desde el punto de vista del modelo hiperbélico
de transmision del calor, para el problema de transmisiéon del
calor entre dos cuerpos semiinfinitos que inicialmente se en-
cuentran a temperaturas diferentes pero uniformes 7 y 77,
respectivamente, y que en el instante ¢ = 0 se ponen subita-
mente en contacto.

En este capitulo vamos a resolver el problema suponiendo que el
contacto entre los dos cuerpos es perfecto, lo que también llama-
remos contacto directo. En principio se puede pensar que este tipo de
contacto se aleja mucho de la realidad por la dificultad de lograr poner
los dos cuerpos en contacto perfecto. Sin embargo, su soluciéon analitica
se emplea en numerosas ocasiones para medir las propiedades termo-
fisicas de los materiales o en aquellos casos en los que la resistencia
térmica es practicamente despreciable.

En el capitulo 10 resolveremos este mismo problema pero suponien-
do que entre los cuerpos existe cierta resistencia al contacto.

Los resultados de este estudio tienen gran aplicaciéon préactica en el
campo de la ingenieria nuclear, ya que escogiendo los materiales ade-
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cuados se pueden estudiar las circunstancias de un hipotético accidente
en reactores nucleares (ver [40]). De manera que el interés que nos ha
llevado a realizar este estudio estd basado en que a pesar de que el
problema que se va a resolver tiene gran aplicacion préactica, no hemos
encontrado ningun trabajo que muestre su soluciéon analitica completa
desde el punto de vista del modelo hiperboélico de transmision del calor.
Por ejemplo, este problema ha sido considerado con algunas variantes
bajo el punto de vista del modelo clésico en [42] y resuelto bajo el punto
de vista del modelo hiperbdlico para determinados tiempos y sé6lo en el
caso de contacto directo en [14].

9.1. Planteamiento y solucién del problema

Consideremos dos cuerpos isotrépos semiinfinitos con propiedades
fisicas diferentes pero constantes p;, ¢;, k; y 7;, donde el subindice ¢
hace referencia a cada uno de los cuerpos. Inicialmente los cuerpos se
encuentran a temperaturas uniformes pero diferentes Ty y T2, respecti-
vamente, y en el instante inicial £ = 0 los cuerpos se ponen stibitamente
en contacto perfecto. Las ecuaciones de gobierno para cada uno de los
dos cuerpos son

PTL_ 0T,

iy = T
022 o T ot

(i=1,2), (9.1)

y las condiciones iniciales y de contorno son
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Vo <0 Ti(z,0) =Ty, (9.2)
Vo >0 Ty(z,0)=TZ, (9.3)
oT
Vo <0 8—;(95,0) =0, (9.4)
T
Ve >0 %(z,O) =0, (9.5)
Vt>0 Ti(0,t) = T5(0, 1), (9.6)
Vvt >0 q(0,t) = ¢(0,1), (9.7)
Vt>0 Ti(—oo,t)= lim Ty(z,t)="T,, (98)

La resolucion del problema esta basada en el uso de las transforma-
das de Laplace. Segtn las condiciones (9.2)-(9.5), la transformada de
Laplace de la ecuacion (9.1) es

0°T,

Y

la cual es una ecuacion diferencial de segundo orden con respecto a la
variable espacial x con solucién

(x,s) — (TZ'SQ + s)ﬁ(x, s)=—(1+ TZ'S)Té ,

~ T 52
Ti(z,s) = A; ity Be P4 % donde 3 = S+ 7 . (9.10)
s

)

Por la condicion (9.8):

R 0o 0o Tl
lim Ti(z,s) = / et lim Ty(z,t) dt = / et T =22
T——00 0 0 §

r——00

y de (9.10)

—~ Tl Tl
lim Ty(z,s) = lim A, 4+ B e oy 2 =20

Tr——00 T——00 S S
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Como ; > 0 entonces By = 0. Analogamente, utilizando la condicién
(9.9) obtenemos Ay = 0.

Para utilizar la condicion (9.7), tenemos que expresar el flujo en
funcion de la temperatura. Es conocido (ver por ejemplo [27]) que

ki —t ¢ N Gﬂ
e i e
Ti 0 ox

¢:(0,t) = (0,7) dn (9.11)

y tomando transformada de Laplace

=t t ﬂaﬂ Ti aj—\;
£|:€l/0'€zax<0,n)dn:|—Ti8+1%(078>.

Ahora por la condicion (9.7)

—k‘l 1 (‘HA} (0 S) . _kQ T2 8@(
n (ms+1) 0r 7 1w (ms+1) Ox

0,s) .

Calculando %—f;((), s)y %—%(0, s) a partir de la ecuacion (9.10) obtenemos

—ky A 1 ks B 1
\/ 1 ! \/7’18—|—1 \/ Q9 2 \/7’28—{—1 ‘

Finalmente, tomando transformada de Laplace en la condicion (9.6)

(9.12)

T1(0,s) = T5(0, s) (9.13)
llegamos a
S (-1 Jite T
Tl(x, S) N S <—k1\/@\/7'23+1 — 1) ‘ * ? ’ (914)
kay/a1v/mis 1

~ T2 v/ 1 [ 5tT2s?
o) = B 4 1y -7 e S
s s(\/723+1+]£T£ \/7134—1)

(9.15)

El duro trabajo que se nos plantea ahora es el de encontrar las trans-

formadas inversas de estas dos expresiones. Comenzaremos primero con
la inversa de Ty(z, s). Expresamos
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T2
Tyle,s) = =0 + (13 = T3) g(s)

y tomamos

VTos +1
(\/TQS—l— +k2r \/7’18‘1‘ )

s+T79 52

g2(s) == eiz\/T,

entonces, por el teorema de convoluciéon

HIA(%@—MGAMM%

donde G (u) y G2(u) son las inversas de Laplace de g1(s) y ga(s), respec-
tivamente. Empezaremos primero por buscar £ ![gs(s)]. Por una bien
conocida propiedad de las inversas de Laplce (ver por ejemplo pagina
507 en [16])

£ o) = g ¢ |20 (9.16)

dt S

La inversa de QQT(S) ha sido calculada en 2]

S

w2 o _a?
x =z T U2 t ,le( (272) 4a2T2>
—H(t— =) |evmm 4+ —2 [ ¢ du |,

V2 40[2’7'2

donde H(u) es la funcién de Heaviside y

es la velocidad de transmision del calor en cada cuerpo. De este modo

por (9.16) Gl d (£_1 [92_(5)} (t)) —
dt °
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Z t *UII< (7)2_ (ji‘)
—5(15—3) ¢ e 4 2 /e el ) qu |+
Vo daoTy J 2 ( u )2 a2
v2 279 4oaTo
x vy x -t I ( <272)2 - 452272)
+H(t—— €22 ,
V2 4oy (L)Q 2
279 daoTo

donde §(u) es la distribucion 6 de Dirac.

Para obtener £7![g;(s)] utilizamos la formula de Bromwich. Para te-
ner una integral convergente necesaria para poder utilizar esta féormula
consideramos

g1(s) VTos+ 1

S e (Ve T4 2 ynsTI)

Entonces, nuevamente utilizamos (9.16) reemplazando go(s) por gi(s).
Por la férmula de Bromwich

ds

)i g2 (Vs 1 R VA )

(9.17)

donde tomamos cualquier v > 0. A partir de ahora supondremos siem-

pre que 71 < Ty. Teniendo en cuenta que s = ;—11 y s = ;—21 son puntos
de ramificacion utilizamos el contorno de la figura 9.1.

Senalar que hay so6lo un polo (doble) en s = 0 dentro del contorno.

Si 71 # 7T no hay mas polos. Por otra parte si 71 = 75 quedaria

g1(s) _ 1
S kav/an
52 (1 -+ kn/@)

con lo que nuevamente tenemos el polo s = 0.
Para simplificar, definimos

koy/
B = 2vaan (9.18)
k1\/0427'2
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Figura 9.1: Contorno de Bromwich necesario para calcular £7! [glés)].

Entonces el residuo en s = 0 es

d vV 1
R(0) = lim — | s* e** 28 ¥ =

5=0 ds (Vs + 1+ 20t /ris + 1)
B \F‘\F
t T T
= + ( : 2>2. (9.19)
1+B,/7 2( L_|_B\/I>
T1 T2

De modo que por (9.17)

] B(ya-v3)
’ ”Bf (f*Bf)

mla oy By By

Segtin (9.16), L7[g1(s)] se obtiene por dlferenmaClon
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Finalmente £7![g(s)] se obtiene por el teorema de convolucion y asf,
tras realizar algunas simplificaciones, obtenemos el perfil de tempera-
turas del cuerpo 2

Vo >0, Vt>0 Ty(v,t)=Ty+ (T, —T5) [H (t — 1) ¢ TerTE X

U2

/—72@ o) B\/—ZJ— \/y+
1+B[ Yy By+Z& oy 1

t L 0 (6 - )
+H(t—£>/ TV g 212 loom)

X

(%) = 4Ty (L)Z a2
v2 279 4aoTo
= eult—q) B\/—y - \/y + 5
X / s dy | dq
1+ B, / y By+Z oy
(9.20)

Un anélisis similar se aplica al cuerpo 1 para obtener el perfil de
temperaturas. Finalmente llegamos a

Vo <0, ¥t >0 Ti(x,t) =Ty + (17 —Ty) [H (t + f) TV X
U1

= [ E (05) Byt n
FRRVCREY SR

X

(9.21)
lo que resuelve completamente nuestro problema. Las integrales que se
encuentran en las ecuaciones (9.20) y (9.21) no se pueden expresar en
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términos de funciones tabuladas y por ello deben evaluarse numérica-
mente.

9.2. Solucién del problema suponiendo 7 =
T2

El problema se ha resuelto suponiendo que los tiempos de relajacion
de ambos cuerpos son diferentes (71 # 7). Sin embargo pensamos que
también podia resolverse suponiendo igualdad de tiempos de relajacion.
De este modo, por un lado, se puede estudiar como influye el valor de 7;
en los perfiles de temperaturas y por otro lado, si las diferencias entre
ambos casos no son significativas, se puede trabajar con expresiones mas
sencillas, ya que considerar 7, = 75 supone una gran simplificaciéon de
los célculos y de las expresiones finales de los perfiles de temperaturas.

Bajo la suposicion de igualdad de tiempos de relajacion los perfiles
de temperatura de los cuerpos segtun (9.21) y (9.20), respectivamente,
son

T2 — T} kov/ay
Ve <0, V>0 Tiot)=T) 4+ G0 —To) ke O”H(Hf)x
kiy/ag + kay/ay U1

) ‘ L ( (L)2 — 22 )
w | ezvarr _/ TU 32 i for (9.22)
_x 40417' (1)2 a2
Y1 27 4o T

TY — T2) ky\/as
Vo >0, Vt>0 Tg(:z,t):T2+(0 0) k1 O‘2H<t_£>><

0 /{1\/052+k2\/a1 V2
_x t T Vg —q [1 ( (%)2 o 4227)
X | e 2vaar +/ er . (9.23)
= donT (1)2 _x2
v2 27 4ooT

De nuevo las integrales que encontramos en las ecuaciones (9.22) y
(9.23) tienen que ser evaluadas numéricamente.
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9.3. Discusion de la solucion

Para poder obtener valores numéricos de temperaturas y graficas
que muestren su evoluciéon temporal y espacial hemos utilizado el soft-
ware Mathematica version 5.0.

Los perfiles obtenidos (9.20), (9.21), (9.22) y (9.23) tienen que ser
aplicados a materiales concretos para poder obtener representaciones
y valores numéricos. Elegimos en este caso concreto didxido de uranio
UQO, para el cuerpo 1 y sodio liquido Na para el cuerpo 2. La razoén
de la elecciéon de estos dos materiales es porque son un buen modelo
para estudiar las circunstancias de un hipotético accidente en reactores
nucleares (ver [40]). Los valores de los parametros fisicos para el UO;
y el Na han sido obtenidos también de este trabajo:

Parametro U0, Na
a; (™) | 4891077 | 3.55107°

ki (-54) 0.5 9.15

Ti (°C) 3000 800
7i (s) 1.69 1071 | 6.72 10712

A través de las representaciones graficas y los valores numeéricos
vamos a estudiar las principales caracteristicas de los perfiles obtenidos
en los diferentes casos.

Uno de los puntos donde es mas interesante observar el comporta-
miento de la temperatura es en la interfase. Para estudiar la tempera-
tura en £ = 0 podemos hacerlo con el perfil de temperaturas del cuerpo
1 o del cuerpo 2 indistintamente ya que la condiciéon que se estable-
ce en este punto (condicion (9.6)) indica igualdad de temperaturas en
la interfase para ambos cuerpos. De este modo vamos a utilizar por
ejemplo el perfil de temperaturas del cuerpo 2, teniendo en cuenta que
obtendriamos los mismos resultados si utilizasemos el del cuerpo 1. Sus-
tituyendo x = 0 en (9.20) obtenemos el valor exacto de la temperatura
en la interfase en el caso general:

Vt>0 T(t)=T+ (T, —T3)x
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X

1 1 1
et By Lyt

— 1 Dy | (9.24)
voBYy+ Ty

1
1

1 1/
1+B,/z2 ™)

Por los teoremas inicial y final de las transformadas de Laplace y (9.15)
obtenemos

T} — T2)ky\/as 72
mmnw:hmsoﬂnm¢mgzzg+<0 0)h1y/02 72 (9.25)
t—0 500 kiy/ag To + koy/aq T

para la temperatura inicial en la interfase y

Tl—TQ)/{ £/ 9
lim T(¢) — lim s £-T5(0, 8)](s) = T2 + o —To)ks
Hm T() = lims £7020.0(s) = To + 3 e

para la temperatura limite o final en la interfase. Como puede obser-
varse la temperatura final es independiente de los pardmetros de re-
lajacion 71 y 2. Podemos admitir segtin (9.24), (9.25) y (9.26) que la
temperatura en la interfase no es constante. En nuestro ejemplo hemos
calculado con Mathematica el valor de la temperatura inicial y final de
la temperatura en la interfase a partir de las expresiones (9.25) y (9.26)
obteniendo 2441 °C' para la inicial y 1498 °C' para la final.

Para obtener la temperatura en la interfase en el caso concreto en
el que los parametros de relajacion son iguales hacemos x = 0 en (9.23)
obteniendo

(9.26)

]{?1 (0]
T@:ﬁ+%_ﬁ%ﬂﬁgQE' (9.27)

Podemos ver que en el caso 71 = 7y la temperatura de la interfase es
stempre constante desde el instante en el que comienza el proceso de
transmision del calor. En nuestro ejemplo el valor de la temperatura en
la interfase es siempre 1498°C'. La figura 9.2 compara la temperatura en
la interfase en los casos 71 = 7o y 71 # To. En ella se puede observar una
linea que marca el valor de la temperatura constante correspondinte al
caso 71 = Ty y otra linea que marca una temperatura variable correspon-
diente al caso 7, # 7.

Por otro lado, tal y como se ha indicado al comienzo de este capitu-
lo, en el trabajo [14] se muestra una aproximacion para tiempos cortos
de la soluciéon del problema considerado. Es interesante ver cuél es el
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Figura 9.2: Temperatura en la interfase en los casos 71 = 79 (constante) y

T1 # T2 (variable).

comportamiento de las diferentes soluciones en la interfase. En la figura
9.3 se comparan la solucion general que hemos obtenido, la tempera-
tura aproximada de Kazimi y Erdmann y la temperatura constante de
la interfase tomando 7 = 7. Esta claro a partir de esta figura que
para nuestro ejemplo en el intervalo temporal [0,107!] las diferentes
aproximaciones producen errores considerables.

T

2400
2200
2000
1800
1600
1400} \

1200

10000 s ¢
5.10*4 .10 5.10 %10 % 5.10°

Figura 9.3: Comparacion en la interfase de la solucion general (linea con-
tinua), la solucién de Kazimi y Erdman (linea discontinua) y la solucion

suponiendo 71 = 73 (temperatura constante).

La otra principal diferencia encontrada entre las soluciones supo-
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niendo igualdad y diferencia entre tiempos de relajaciéon se encuentra
precisamente en el tipo de funciéon que constituye la expresion analitica
de los perfiles de temperaturas. En el caso en que 74 = 7 la tempe-
ratura de los cuerpos es una funciéon de x decreciente para cada valor
fijo de tiempo t como se muestra en la figura 9.4. En esta figura hemos

T
1500

1400
1300
1200
1100
1000

900

8

5.10°°%1-10F.5-107-102. 5-103-10°

Figura 9.4: Temperatura del cuerpo 2 en tres tiempos fijos suponiendo 71 =

792.

dibujado la temperatura Ty(z,t) en el intervalo espacial [0,3 107%] en
los tiempos fijos t = 0.2 1072 5, t = 051072 syt = 0.9 1072 s.
Mientras que si 7y # T se puede observar por ejemplo, que la tempe-
ratura del cuerpo 2 no es monoétona decreciente en el intervalo espacial
[0, v2t], como se muestra en la figura 9.5 en la que hemos dibujado la
temperatura Ty(x,t) en el intervalo espacial [0,5 107®] en tiempos fijos
t=05st=10"syt=1510"s.

Dadas las grandes diferencias existentes entre las soluciones su-
poniendo igualdad y diferencia de tiempos de relajacion concluimos
que cuando los cuerpos estan realizados con diferentes materiales la
aproximacion 7; & 7y es inaceptable ya que conduce a graves errores de
calculo.

Lo que si que tienen en comin lo dos casos es el efecto de la funcién
de Heaviside. En las figuras 9.4 y 9.5 puede observarse como se encuen-
tran divididas en dos zonas, una zona se encuentra a la temperatura
inicial porque el calor para el tiempo considerado ain no ha llegado
(corresponde a la zona t < %) y otra zona en la que la temperatura ha
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Figura 9.5: Temperatura del cuerpo 2 en tres tiempos fijos suponiendo 71 #

T2.

cambiado siendo diferente a la inicial porque para el tiempo considera-
do el calor si que ha llegado (corresponde a la zona t > ) El efecto de
la funcién de Heaviside muestra que el modelo hlperbohco predice una

velocidad finita de transmision del calor porque desde que comienza el
proceso de transmision del calor no esta llegando calor a todo el cuerpo
instantaneamente, sino es necesario que transcurra cierto tiempo. La
figura 9.6 realizada para el cuerpo 1 en el caso general que representa
la temperatura frente a la variable espacial y el tiempo muestra de una
forma clara el efecto de la funcion de Heaviside.

Figura 9.6: Temperatura del cuerpo 1 en funcion de las variables espacial y

temporal.
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9.4. Comparacion con el modelo parabélico

La solucion del problema desde el punto de vista del modelo pa-
rabolico de transmision del calor puede encontrarse en [42|. En este
caso los perfiles de temperaturas estan determinados por las siguientes
expresiones:

(T()Z—Tol)kg v/ 1 ( —X )
Ve <0, Vt>0 Ti(x,t)=Ts +
v 20 D@t =Ty ki /03 + kay/a; Jeer\ S e
(9.28)

(Tol —T()Q)kl \/ Qo ( x >
Ve >0, Vt>0 Ty(z,t)=T2+ ,
T - 2(2: ) 0 kl \/@2"‘]{2\/041 fcer 2\/t062

(9.29)
donde fcer(u) es la funcién complementaria de error.
La temperatura parabolica en la interfase es constante y tiene el

mismo valor que la temperatura limite en la interfase en el caso hiper-
bolico (9.26)

Tolk'ly/Oég + T02k2«/061
kly/OéQ—i_kQ\/Oél ’

es decir, en el caso parabélico desde que comienza el proceso de trans-
mision del calor la interfase se encuentra a la temperatura de equilibrio
1498 °C'. Hemos visto en este ejemplo concreto que el tiempo necesa-
rio, desde el punto de vista del modelo hiperbolico, para alcanzar en la
interfase la temperatura de equilibrio es aproximadamente 1.5 107! s,
De modo que en los procesos en los que tiempos cortos (del orden de
nano o picosegundos) son importantes, como son los procesos en los
que se aplican grandes cantidades de calor a los materiales en pequenos
intervalos de tiempo, el modelo parabdlico produce errores debido a
la gran diferencia en temperaturas que existen con respecto al modelo
hiperbélico en estos tiempos. La figura 9.7 muestra estas diferencias en
la interfase entre el modelo parabolico (linea discontinua) y el modelo
hiperbolico (linea continua).

Las soluciones parabolicas (9.28) y (9.29) muestran que para todo
t > 0ytodox <0enelcuerpo 1y todox > 0 en el cuerpo 2 la tempe-
ratura es siempre diferente a la inicial, ya que la funcién complementaria
de error es siempre mayor que cero. Si inicialmente todos los puntos se
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Figura 9.7: Diferencias en la interfase entre los modelos parabolico (linea

discontinua) e hiperbolico (linea continua).

encuentran a la temperatura inicial y un aumento de temperatura es
debido a la contribucion del calor, entonces podemos concluir que la
velocidad con la que se transmite el calor es infinita.

El efecto de suposicion de una velocidad infinita de transmision del
calor en el modelo parabélico no s6lo puede observarse en la interfase
sino también en otros puntos de los cuerpos, ya que sea cual sea el
punto que tomemos su temperatura sera siempre superior a la inicial,
aunque tan solo sea de algunos grados. En la figura 9.8 se puede observar
el comportamiento de la temperatura parabolica (linea discontinua) e
hiperboélica (linea continua) para el cuerpo 2 en el instante t = 2 107* s.

Como puede observarse en esta figura en la soluciéon hiperboélica el
efecto de la funcion de Heaviside (dividiendo la figura en dos zonas)
muestra una velocidad finita de transmision del calor, mientras que la
solucion paraboélica muestra que la temperatura del cuerpo es diferente
de la inicial desde el principio del proceso.

Podemos concluir diciendo que existen grandes diferencias entre la
soluciéon parabolica e hiperbolica. Estas diferencias entre los dos mode-
los las encontramos a tiempos cortos, es decir que seran significativas en
los procesos en los que estos tiempos sean importantes, como lo son los
procesos en los que se aplican grandes cantidades de calor en pequenos
intervalos de tiempo.
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Figura 9.8: Comparacion de las temperaturas parabolica (linea discontinua)

e hiperbolica (linea continua) en el cuerpo 2 en un determinado instante.

Los resultados de este capitulo han sido aceptados para su publica-
cion en la revista Applications of Mathematics.






Capitulo 10

Temperatura hiperboélica de
dos cuerpos en contacto con

resistencia

En este capitulo vamos a resolver el mismo problema del capitulo
anterior pero suponiendo que existe resistencia al contacto entre
los dos cuerpos.

En este caso el problema tiene mayor relevancia practica ya que esta
mas proximo a la realidad, de manera que su solucién analitica ademés
de utilizarse en el campo de la ingenieria nuclear puede emplearse tam-
bién en la ingenieria de modernos materiales, enfriamiento de equipos
electronicos, ingenieria biomédica y en el desarrollo de técnicas de me-
dida.

Vamos a dividir el capitulo en cuatro apartados. En el apartado 10.1
plantearemos el problema tal y como hicimos en el capitulo 9 pero su-
poniendo ahora que existe resistencia al contacto entre los cuerpos. En
el apartado 10.2 discutiremos la solucién obtenida. En el apartado 10.3
compararemos la solucio6n obtenida en este capitulo suponiendo que
existe resistencia de contacto con la obtenida en el capitulo 9 suponien-
do contacto perfecto. Finalmente, en el apartado 10.4 compararemos la
solucién obtenida con la que se obtiene si el problema se resuelve bajo
el punto de vista del modelo parabdlico.
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10.1. Planteamiento y soluciéon del proble-
ma

En este caso el planteamiento del problema es practicamente el mis-
mo que en el caso de contacto perfecto. La tinica condiciéon que cambia-
mos es la condicion (9.6) que establecemos en la interfase. En el caso de
contacto con resistencia la condiciéon que establecemos en la interfase
es

Yt >0 W(Ty(0,8) — T5(0,1)) = ¢:(0, 1), (10.1)

donde h es el reciproco de la resistencia de contacto (h =
como conductancia de contacto.

El problema nuevamente se resuelve tomando transformada de La-
place en la ecuacion (9.1) respecto a t. Procediendo de la misma forma
que en el caso de contacto directo obtenemos las ecuaciones (9.10) y
(9.12). A partir de este punto es donde comienzan los cambios con
respecto a la resolucion del caso de contacto directo.

Teniendo en cuenta la relaciéon hiperbodlica entre flujo y temperatura
dada por (9.11) y su transformada (mostrada en el capitulo 9), toma-
mos transformada de Laplace en la condicion (10.1). A partir de esta
transformada y las ecuaciones (9.10) y (9.12) llegamos a

+) conocido

—k 0T - - 75 — 18
0,5) =T1(0,s) —T5(0,8) = Ay — By + —
h(mis+1) &v( :8) 1(0,5) = T2(0, 9) ! 2 s ’
expresion que nos permite calcular A; y By. Con lo que finalmente
obtenemos

-
Ti(x,s) = " + W o (10.2)
5 Favarvmstl | h/mistlyar

s+T79 52

~ _ Ik N (Tg —T32) k1y/aay/Tas + 1 e_x\/ a2
k1/aay/Tas+1 k1+/s '
s sy/aq ke /115 + 1 (1 + k;\/‘/a:f\/;sﬂ + h\/n;—\&-[l\/a>
(10.3)
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Nuevamente, el duro problema matematico es hacer la inversion
de Laplace de las expresiones (10.2) y (10.3). Comenzaremos primero
calculando la inversa de Ty(z, s). Consideramos nuevamente

T3 12
Tr(z, s) = < T (Ty = 15) 9(s)
siendo ¢(s) = g1(s) g2(s) donde
ki /Ga/as + 1

= k1/a2v/T2s+1 ki+v/s
3\/a’1k2\/ 718+ 1 (1 + k;\/\/;\/fferl + h\/n;\r[l\/aﬁ>

g1(s) :

s+T79 52

g2(s) == eix\/ 32

Al igual que en el caso de contacto perfecto la idea es encontrar Ty(z, t)
aplicando el teorema de convolucion.

La inversa de g2(s) ha sido obtenida ya en el capitulo anterior, de
manera que

2 _ _a?
Vo ¢ —u [1 < (27'2) 40&27‘2)
X e 2,/aoTo + €2T2 d +
40&27’2 z (L)2 a2
279 4o To

+H (t - — (10.4)

V2

Para encontrar la inversa de Laplace de ¢i(s), que es mucho més
complicada, utilizamos de nuevo el teorema de convolucién, para ello
tomamos

Vs + =

S

pi(s) =

1
By /s + £+ /7 3+%+A\/§’

pa(s) :
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o k2ya _
donde en este caso B : T W y A= W Una vez mas vamos a
utilizar la féormula de inversion de Bromwich para obtener las inversas
de p1(s) y pa(s). Para obtener una integral convergente necesaria para

poder aplicar esta formula y calcular £7*[p;(s)] tenemos que considerar

pi(s) \/772\/3_‘_% .

S 52

Aplicando la férmula de Bromwich

= p1(s) _ 1 /’Y+iOO \/_ s+ = 2
s 21 ) oo e
v > 0). Podemos ver que hay un punto de ramificaciéon en s = =% y
T2
un polo doble en s = 0. De modo que elegimos el contorno de la figura
10.1.

s

pl(s)}

Figura 10.1: Contorno de Bromwich necesario para calcular £1 [

El residuo en s =0 es
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y asi, por la formula de Bromwich

S

dy .

1 gy 1
£_1 |:p1(8):| T2 1 /_‘fz eyt \/772 Y T2

—t4+ = - =
Y2

2 0w
Utilizando la propiedad de las inversas (9.16) citada en el capitulo 9,
obtenemos la inversa de p;(s)

1
L v
Pi(t) = __/ * et = dy .
T J—o0 Y
Anélogamente para encontrar la inversa de ps(s) por la formula de

p2§8)‘ En este caso hay tres puntos
de ramificacion s = ——

—, 8 = —# y s = 0. Puede existir algiin polo
segun los valores de 71, 75, A y B. Como para los materiales utilizados
en los calculos numeéricos se da la circunstancia que los polos esta en
el semiplano Re(z) > 0 podemos por simplicidad suponer que siempre
se da esta situacion. Asi que siempre supondremos que las constantes
fisicas del problema son tales que no hay polos en el interior del circuito.
El contorno de Bromwich adecuado en este caso se muestra en la figura
10.2.

Bromwich es necesario considerar
1

Figura 10.2: Contorno de Bromwich necesario para calcular £~! [m(s)} .

s

Aplicando la férmula de Bromwich obtenemos

£ {pf)} - B_+1 1
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eyt
T é v (BYA-y -+ VA -y - L + 4y=7)
B Lo (ymy—y - L + Ay

o/ I
kA B2Tl(y—|—T—1)—Tg(y—|—T2) A2y +2A/To\/—Y —y—T—2

1

dy +

dy

/0 LAy
Ty + )+ maly+ %)+ 2B\/7172\/y+ - \/y + =

y de nuevo utilizando la propiedad (9.16) obtenemos por diferenciacion

1

T1

1oyt
ri = | : dy+
BT Y Ty Y — o AVY
1

e Levt (\/T_z\/T—% + A\/—_y>

+ / dy+
By + &) —ny+ o) — A2y 4 24Ty -y — =
0 l 6yt A\/__y
+ / L dy.
B*ri(y+ =)+ 7y + %)+ 23\/7172\/y + T—ll\/y + o — A%y
7'2
(10.5)
Finalmente, por el teorema de convolucion
t
G1(t) = / Py(u) Pi(t —u) du (10.6)
0

Ty(x,t) = T2 + (T) — )[Gﬁ—@%md—
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Vo T ¢ —q I <%)2_4§;2
2 / Gyt —q) ( ) dg| . (10.7)

e
40427'2

v2

1 = \/7_1 Y-
Ql(t)—l——/ eyt dy
T J - Y
y
_1
r 1 eyt
Q2(t) / T dy+
R Y R N Y R A N

e Lot (Dymy /-y — L +Cv=)
+f
Ti(y+ 5) = D2ra(y + ;) — C%y + 2CD\/To/=y [~y — =

1

dy+

donde D = % y C = h\’?ch. Por convoluciéon
t
Ri(t) = / Qa(u) Qu(t — ) du (10.8)
0

con lo que llegamos a

Ty(x,t) =T, + (T — T, H <t + f) {ewfm R, (t + f) —
(%1

¢ A ( ( q )2 _z2 )

V1 T —aq 211 4o

— Ri(t —q) e dq| . 10.9
lorr /Zf 1t —q) () = q ( )
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10.2. Discusion de la solucion

Para estudiar los perfiles de temperaturas obtenidos nuevamente
utilizamos el software Mathematica version 5.0. Los materiales de los
cuerpos 1 y 2 son los mismos que utilizamos en el caso de contacto
directo. Para el caso de contacto con resistencia necesitamos ademas
el valor de h. El valor de la resistencia de contacto, por tanto también
el valor de h, dependen de varios factores como por ejemplo puede
ser la rugosidad superficial de los cuerpos o la presion de contacto.
Inicialmente tomaremos h = 107 —%= (ver [26]).

Empezaremos también en este caso por estudiar la distribucion de
la temperatura en la interfase. Con los teoremas de valor final e ini-
cial de las transformadas de Laplace podemos calcular facilmente la
temperatura inicial y final en la interfase, obteniendo

ltm s T5(0, s) = T2 (10.10)

S§—0O0
para la temperatura inicial en la interfase del cuerpo 2 y

-~ /{1\/052
lim s T5(0,5) = T2 + (T} — T2 =
SE}OS 2( S) 0 ( 0 0>k1\/06_2+ kQ\/Oé_l

_ ,16l kl £/ 02 ‘|—T02 k2\/0[1 (10 11)
kiy/ag + kay/o '

para la temperatura de equilibrio o final en la interfase del cuerpo 2.
En la interfase del cuerpo 1 obtenemos

Itm s Ty(0,s) = T} (10.12)

§——00

para la temperatura inicial y

-~ ]{ng/Oél
lim s 71(0,5) = T} + (T2 — T} =
S50 1( ) 0 (0 O)kl\/a—2+k2\/a—l
_ TOI ]{?1 v/ O +T()2 k’Q\/Ozl (10 13)
kl«/a2+k‘2\/@1 ’
para la temperatura de equilibrio.

Para nuestro ejemplo concreto segin (10.11) y (10.13) la tempe-
ratura de equilibrio es 1498°C'. Podemos observar que el valor de la
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temperatura de equilibrio es independiente del valor de la resistencia
térmica.

La temperatura inicial de la interfase es 3000°C' para el cuerpo 1
y 800°C' para el cuerpo 2 segin (10.12) y (10.10), respectivamente. Se
observa, por tanto, que la temperatura inicial de la interfase es diferen-
te para cada cuerpo. Este hecho no es sorprendente ya que la ecuacion
(10.1) supone que T7(0,t) # T5(0,t) hasta que el flujo de calor desapa-
rezca. Por otro lado, bajo un punto de vista fisico, en el caso de contacto
con resistencia la interfase es una mezcla de aire y zonas de contacto
entre los dos cuerpos, por ello, la evoluciéon de la temperatura de cada
uno de los cuerpos en la interfase no es la misma. Las figuras 10.3 y
10.4 muestran la evolucion de la temperatura en la interfase del cuerpo
1 y 2, respectivamente, en el intervalo temporal [0, 107!3].

3000

2900

2800

2700

14 -14 -14 -14 -13

2-10°774-10 "76-10 7'8-10 1-10

Figura 10.3: Temperatura del cuerpo 1 en la interfase.

De nuevo en los perfiles de temperaturas (10.7) y (10.9) podemos
encontrar la presencia de la funcion de Heaviside, lo que proporciona a
estos perfiles un caracter ondulatorio ya que determina en cada instante
t una zona del cuerpo en la que permanece la situacion inicial (T'(x,t) =
Ti) porque atn no ha llegado el calor (esta es la zona correspondiente
at< % para el cuerpo 2 y la zona t < —ﬁ para el cuerpo 1), y otra
zona en la que la temperatura es diferente a la inicial porque el calor ha
llegado ya (esta es la zona correspondiente a ¢t > % para el cuerpo 2 y
la zona ¢t > —- bara el cuerpo 1). El cuadro 10.1 muestra la evolucion
de la temperatura en un punto del cuerpo 2. En él podemos ver que en
este punto hasta que no ha transcurrido un tiempo de aproximadamente
5107'2 s no se produce el cambio de temperatura.
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Figura 10.4: Temperatura del cuerpo 2 en la interfase.

x(m) | t(s) | Cuerpo 2 (°C)
10~8 10713 800
10-8 10712 800
107 | 510712 1209
10-8 10711 1301
10-8 10710 1414
10~8 108 1489

Cuadro 10.1: Temperatura del cuerpo 2 en el punto 1078 m a diferentes

tiempos.

10.3. Comparacién con el caso de contacto
perfecto

En ambos casos la temperatura de equilibrio en la interfase a la
que se llega es la misma, 1498°C, ya que el valor de esta temperatu-
ra es independiente de la resistencia. Y en ambos casos también, la
temperatura de la interfase no es constante. Sin embargo la principal
diferencia entre las dos suposiciones se encuentra en los valores iniciales
de temperaturas obtenidos precisamente en la interfase.

Como ya se ha citado el el capitulo 9 en el caso de contacto directo la
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temperatura inicial a la que se encuentra la interfase es de 2441°C' y la
temperatura final o de equilibrio es de 1498°C'. Estos valores se obtienen
al sustituir x = 0 en cualquiera de los dos perfiles de temperatura (del
cuerpo 1 o 2), es decir, como en este caso la interfase es el punto de
unioén entre los dos cuerpos y por tanto un punto comin a ambos, los
calculos en este punto se pueden hacer realizar con cualquiera de los
dos perfiles de temperaturas pues el resultado va a ser el mismo. Por el
contrario, cuando existe resistencia al contacto entre los dos cuerpos, los
valores iniciales de temperaturas obtenidos en la interfase son diferentes
segun el perfil de temperaturas utilizado para calcularlo sea del cuerpo
1 0 2, ya que en este caso la interfase es una mezcla de aire y zonas de
contacto entre los dos cuerpos.

En puntos diferentes a la interfase también podemos encontrar dife-
rencias entre los valores de temperaturas obtenidos en el caso de con-
tacto con resistencia y contacto directo. En el caso de contacto directo
en un determinado punto se alcanza antes la temperatura de equilibrio
que en el caso de contacto con resistencia, debido a que precisamente
en la interfase no existe resistencia ninguna al paso del flujo de calor.
Sin embargo, hemos podido observar que al aumentar el valor de h dis-
minuyen las diferencias. Este hecho es debido a que cuando aumenta
h disminuye la resistencia y como precisamente es la resistencia lo que
diferencia a los dos casos, cuando ésta disminuye, disminuyen también
las diferencias. En el cuadro 10.2 se recogen temperaturas en un punto
determinado y a diferentes tiempos para los casos de contacto directo
y contacto con resistencia.

Como podemos observar para el valor de h que hemos supuesto
(h = 109%) las diferencias entre ambos casos son despreciables.
Sin embargo a medida que disminuye h (aumenta la resistencia) las
diferencias entre ambos casos son mucho mayores. El cuadro 10.3 esta
realizado suponiendo h = 10° mQWO 5-

El valor de h para el cual no se observan diferencias entre los casos
de contacto directo y contacto con resistencia depende del punto con-
siderado. Cuanto mas cerca esté el punto considerado de la interfase
mayor tiene que ser h para que no hayan diferencias. Asi por ejemplo,

como hemos visto para h = 109%00 no hay diferencias entre los ca-
sos de contacto directo y contacto con resistencia para x = —1077, sin
embargo para el punto x = —10~% situado mas cerca de la interfase

W

existen diferencias entre ambos casos para h = 109W

pero ya no
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’ x(m) ‘ t(s) ‘ Resistencia (°C) ‘ Directo (°C) ‘

—1077| 1075 1537 1539
—1077| 107 1620 1622
—1077 | 1077 1876 1879
—1077| 1078 2532 2535
—1077 | 107° 2998 3000
—10"7 | 1071 3000 3000

Cuadro 10.2: Temperaturas en los casos de contacto directo y contacto con

W

resistencia cuando h = 109W'

x(m) | t(s) | Resistencia (°C') | Directo (°C)
—10"7 | 107 1989 1539
—1077 | 107 2052 1622
—1077 | 1077 2538 1879
—1077 | 1078 2937 2535
—1077 | 107° 3000 3000
—1077 | 10710 3000 3000

Cuadro 10.3: Temperaturas en los casos de contacto directo y contacto con

resistencia cuando h = 106
m? °C

w
m2 °

existen para h = 10'° ol

Con todo esto podemos concluir que utilizar los perfiles de tempe-
raturas obtenidos suponiendo contacto directo cuando la resistencia es
considerable (su valor dependera del punto considerado) produce graves
errores, siendo necesario utilizar los perfiles de temperaturas obtenidos
suponiendo que existe resistencia al contacto aunque su expresion sea
mucho méas complicada.
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10.4. Comparacion con el modelo parabéli-

CO

La distribucion de temperaturas de los cuerpos 1 y 2 para el caso de
contacto con resistencia desde el punto de vista del modelo parabélico
de transmision del calor puede encontrarse en [42]. En este caso los
perfiles de temperaturas son

Ti(z,t) =Ty + (T, — Ty)x

% (ET‘fC(_—x)—@(kl R )Erfc( —xt+h1 a1t>)
1

2/ aqt 2/«

To(x,t) =Ty + (T, — T3) X

— —hge | hjast
x(Erfc( ’ )—e< k2+’“§)E7"fc(

2V/ast

—T h2\/@
N )
(10.15)
siendo h; el coeficiente de conveccion para cada cuerpo, donde hil + ,%2 =

%, T, es la temperatura de equilibrio que en el caso parabolico viene
determinada (segin [42]) por

Tol 1{31 4/ Olg +T02 k?g \/ O . (10]_6)
kiy/ag + kay/on

Como podemos observar en (10.16) la temperatura de de equilibrio
es la misma que hemos obtenido con el modelo hiperbdlico.

Como en el caso parabdlico de contacto directo, las expresiones
(10.14) y (10.15) suponen una velocidad infinita de transmision del
calor, ya que aunque consideremos un punto muy alejado de la inter-
fase o un tiempo muy corto, la temperatura en ambos cuerpos desde
que comienza el proceso de transmision de calor es diferente a la ini-
cial. Sin embargo, en el modelo hiperbdlico la presencia de la funciéon
de Heaviside en los perfiles de temperaturas muestra la suposicion de
una velocidad finita de transmision del calor.
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Hemos encontrado diferencias en temperaturas entre ambos modelos
en la interfase. El cuadro 10.4 muestra la evolucion de la temperatura
en la interfase del cuerpo 2 de los modelos parabodlico e hiperbélico.

x(m) | t(s) | Parabdlico (°C') | hiperbélico (°C)
0 1075 1498 1498
0 108 1497 1496
0 10710 1480 1479
0 10712 1324 1416
0 10713 1117 1082
0 1071 848 829

Cuadro 10.4: Temperatura en la interfase del cuerpo 2 con los modelos

parabolico e hiperbélico.

A la vista de este cuadro podemos decir que las diferencias en la
interfase entre ambos modelos se observan a tiempos cortos. En es-
te ejemplo concreto, para el coeficiente de conveccién considerado, las
diferencias se observan en la interfase para t < 10719 s.

Podemos observar también en el cuadro anterior que las diferen-
cias son irregulares, es decir, que en los tiempos en los que se observan
diferencias podemos encontrar instantes en los que la temperatura pa-
rabolica es mayor que la hiperbdlica y otros instantes de tiempo en
los que ocurre justamente lo contrario. Este hecho se explica porque
la evoluciéon de la temperatura en los cuerpos es diferente en ambos
modelos. En la figura 10.5 se puede observar el comportamiento de
la temperatura del cuerpo 2 en la interfase en los modelos parabélico
(linea discontinua) e hiperbolico (linea continua).



10.4 Comparacién con el modelo parabdlico 205

’ x(m) ‘ t(s) ‘ Parabolico (°C) ‘ hiperbélico (°C) ‘

1078 107° 1498 1498
1078 1078 1490 1489
1078 | 10710 1413 1414
1078 | 1074 1240 1301
1078 | 8 10712 1213 1281
1078 | 510712 1148 1209
1078 | 1072 900 800
1078 | 10713 800 800

Cuadro 10.5: Temperatura parabolica e hiperbolica en un punto diferente a

la interfase.

1400
1300
1200
1100
1000},

900

f,

2.10%.10%% 1081011 .10

Figura 10.5: Temperatura en la interfase del cuerpo 2 con los modelos pa-

rabolico (linea discontinua) e hiperbolico (linea continua).

También se observan diferencias en puntos diferentes a la interfase.
El cuadro 10.5 esta realizado en un punto determinado y a diferentes
tiempos. Como puede observarse los valores de temperaturas obtenidos
con los dos modelos son diferentes. Nuevamente, las diferencias entre
los dos modelos las encontramos a tiempos cortos.

Hemos observado que las diferencias entre ambos modelos desapare-
cen a medida que disminuye el valor de h, o lo que es lo mismo, aumenta
el valor de la resistencia. En el punto considerado en la tabla anterior

(107®), concretamente para h = 10—~ ya no se observan diferencias
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entre los dos modelos. La explicacion de este hecho es sencilla ya que
cuando la resistencia es muy elevada el efecto de los tiempos de rela-
jacion es despreciable frente al efecto que supone la resistencia. Como
precisamente la diferencia entre los dos modelos estriba precisamente
en la existencia de los tiempos de relajacion en el modelo hiperbdlico y
la no existencia de los mismos en el modelo parabélico, entonces si se
consideran despreciables, los resultados que se obtienen son los mismos
con ambos modelos.

Podemos concluir diciendo, al igual que en el caso de contacto di-
recto, que existen diferencias entre los valores de temperaturas obteni-
dos con ambos modelos y que nuevamente estas diferencias aparecen a
tiempos cortos. De manera que en aquellos procesos en los que estos
tiempos sean significativos (procesos en los que se transmiten grandes
cantidades de calor en pequenos intervalos de tiempo) el uso del mode-
lo parabdlico conducird a graves errores. Sin embargo, en este caso hay
que tener en cuenta que cuando el valor de la resistencia sea elevado
(dependera de los materiales empleados y las temperaturas iniciales de
los mismos) las diferencias entre ambos modelos seran despreciables.
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