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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo introduciremos los conceptos bésicos y definiciones que sientan la
base para el desarrollo de la asignatura.

1.1. Ecuaciones diferenciales en Fisica

Las ecuaciones diferenciales son fundamentales a la hora de describir y estudiar la
dinamica de sistemas fisicos. Existen diversos tipos de ecuaciones diferenciales, algunas
de ellas pueden ser resueltas andliticamente de forma que conducen a una solucién
general (o particular) del problema planteado mientras que otras requieren la aplicacién
de métodos numéricos.

Sin entrar en la definicién formal por el momento, podemos decir que una ecuaciéon
diferencial es aquella que describe como es la variacién de una (o varias variables) con
respecto a otra (u otras) de forma que dicha ecuacién presenta derivadas de al menos
una de las variables. Un ejemplo sencillo del empleo de ecuaciones diferenciales en un
sistema fisico serian las ecuaciones de cinematica. Como sabemos, la velocidad de un
cierto objeto se puede describir como la variacion de la posicion con respecto al tiempo.
Del mismo modo, la aceleracién es la variacion de la velocidad con respecto al tiempo,
esto es

_dw
YT

 dv  dx
“CT w T ae

siento x, v, a y t la posiciéon, la velocidad, la aceleracion y el tiempo, respectivamente.
Como vemos, la aceleracion puede expresarse en términos de la derivada de la velocidad
con respecto al tiempo (ecuacién diferencial de primer orden) o de la derivada segunda
de la posicién con respecto al tiempo (ecuacién diferencial de segundo orden). Resolver
el problema implica conocer a(t), x(t) y a(t). En este caso concreto, la solucién es
trivial ya que basta con integrar ambas ecuaciones para encontrar dicha dependencia.
Obviamente, al resolver cada una de las integrales apareceran constantes de integracion
que solo podran conocerse si se tienen las condiciones iniciales del sistema, es decir, la
aceleracion (ag), la velocidad (vg) y la posicién iniciales (xg), en el instante (¢ = 0) o
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en un determinado instante (¢ = ¢y). Sin embargo, si suponemos que la aceleracién es
constante y que, por tanto, no depende de la variable temporal, podemos escribir una
solucion general del problema:

a(t) = ag
v(t) = wy+ apt
x(t) = x0+ vot + 902

2

que llevara a distintas soluciones dependiendo las condiciones que se impongan.

Si bien el ejemplo anterior es un caso sencillo, nos sirve para ilustrar la importancia
de las ecuaciones diferenciales en Fisica. Existen ejemplos més complejos como por
ejemplo las ecuaciones de Maxwell, que son un conjunto de ecuaciones diferenciales
acopladas que permiten describir como es la variacién de los campos eléctrico (E) y
magnético (é) tanto en el tiempo como en el espacio, asi como su interaccién con la
materia dentro del marco de la Fisica clasica. Estas pueden ser escritas de la siguiente
forma

vV.E = L
€0

V-B = 0

L OB
VxE = -2

% ot

- - - oFr
VX B = po+ poco

E.

donde el operador nabla (V) incluye derivadas parciales con respecto a las coordenadas
espaciales.

Las ecuaciones diferenciales apareceran de manera recurrente en las distintas mate-
rias del grado en Fisica y, por tanto, es fundamental conocer sus tipos, sus propiedades
asi como la forma de resolverlas en los distintos casos. Este curso pretende dotar de las
herramientas y métodos de resolucién de la gran mayoria de las ecuaciones diferenciales
que se puedan presentar.

1.2. Derivadas

Como hemos comentado, una ecuacién diferencial no es mas que una ecuaciéon en
la que una de las variables aparece diferenciada (una o multiples veces) con respecto a
otra (variable independiente) u otras. Para este curso, por tanto, se deberan conocer las
propiedades y caracteristicas fundamentales de las derivadas. Recordemos la definicion
de derivada de una cierta funcién f(z)

o) — i LE ) = 1)

h—0 h

(1.1)
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Como sabemos, conocer la funcién f/(z) implica conocer como es la variacién de la
funcién primitiva f(x) en cualquier posicién x de la misma. Para ello, la funcién f(x)
ha de ser derivable en todo el espacio. Si esta condicién se cumple, podemos asegurar
que la funcién es continua en todo el espacio. Sin embargo, una funciéon continua puede
ser no derivable en todo el espacio (por ejemplo, una funcién a trozos). En este caso,
la funcion puede ser derivable en una cierta region y, por tanto, deberiamos definir su
dominio de derivabilidad.

Veamos la definicion formal de derivada parcial:

Sea f(x,y,...) una funcién continua es una cierta regién del espacio coordenado de
variables (z,v,...). La derivada parcial de dicha funcién con respecto a la variable x
puede escribirse de distintas maneras. En este curso, emplearemos indistintamente la
notacion a ambos lados de la siguiente igualdad para la derivada parcial de n-ésimo
orden

Iflxy, )
ozn =/

donde los primeros érdenes de la derivada parcial, en la notacién simplificada f™, los
escribiremos como f’, f”, f”" . A partir de la derivada cuarta usaremos, por ejemplo
para ese caso, la notacién f®.

1.3. Definiciones fundamentales

Se denomina ecuacion diferencial de n-ésimo orden a toda ecuacién que cumpla la
siguiente condicién:
F(z,y,y,¢", .., y™) =0, (1.2)

donde F’ es una funcion conocida y definida en una cierta region D del espacio coordena-
do de variables z,y, v, v, ...,y™. En este caso, z es la variable independiente definida
dentro de dicha regién D del espacio z € (xg,x1). Por otro lado, y(x) es la funcién
incégnita e v, v, ...,y"™ las respectivas derivadas de dicha funcién hasta n-ésimo or-
den.

La solucién de la ecuacién (1.2) implica encontrar la dependencia y = f(x), para lo
cual se deben cumplir las siguientes condiciones:

i) f(x) es derivable en el intervalo (xg, z1), cumpliéndose que:

V€ (xg,z1) (z,f(z), f(z),....f™(z)) e D

ii) f(z) safisface la ecuacién (1.2), es decir, la transforma en una identidad:

F(z, f(z), f'(@), f'(x), .. f™(2)) =0V @ € (20, 21)

Para poder resolver la ecuacién (1.2), es decir, hallar todas sus soluciones, ésta se
debe integrar. Por otro lado, se dice que la ecuacion diferencial esta escrita de forma
canénica o explicita si la escribimos con respecto su derivada de orden superior ™, es
decir,

y™ = oz, y,y, 9",y ). (1.3)
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1.4. Problema de Cauchy

El problema de Cauchy, también llamado problema de valor inicial en ocasiones,
consiste en resolver una ecuacion diferencial sujeta a unas ciertas condiciones de frontera
o valores iniciales sobre la solucién cuando una de las variables que la definen toma un
valor determinado. Veamos su definicion estricta:

Supongamos que ¢(z,y, v, y", ...,y™ ) es una funcién continua en una regién D del
espacio coordenado de variables z,v,v',y", ...,y™ Y. El problema de Cauchy consiste
en hallar una funcién n veces diferenciable y continua, y = f(x), y un intervalo X que
contenga cierto punto g, de modo que (z, f(x), f'(z),..., f®*V(z)) € D paraz € D y
que se cumplan las siguientes condiciones:

DVaeeX f(2)=d(z f(z), f(2), ... "V ())

11) f(xO) = Yo, f/($0) = y’o? [EES) f(n—l) = y(()nil)a donde (xai) » Yo, yll)a L) y(()nil)> € D
Para la ecuacién (1.3) el problema de Cauchy se puede escribir de manera formal
como sigue:

y(n) - ¢<x7 y/7 y//7 M y(n71)>
(1.4)

(n—1) __ _(n—1) ‘

y(xo) = yo, ¥'(xo) =), -,y =Y

siendo Yo, Y, .-+ y(()nfl) valores conocidos.

A toda solucién del problema descrito en (1.4) se le denomina solucién particular
del problema de Cauchy. El conjunto de soluciones particulares representa la solucion
general del problema de Cauchy.

1.5. Familias de curvas y ecuaciones diferenciales

Una familia de curvas es un conjunto de curvas, cada una de las cuales esta dada
por una funcién o parametrizacién en la que uno o méas de los pardmetros (constantes
arbitrarias) son variables. Dicho de otra forma, una familia de curvas es la ecuacién que
representa todas las posibles curvas que vienen dadas por la misma funcién fundamental.
Por ejemplo, cualquier recta en el espacio de variables (z, y) puede ser escrita en la forma
y = Ciz + Oy, donde los distintos valores que pueda tomar C se corresponderan con
distintas pendientes de la recta mientras que los valores de C5 indican los posibles cortes
de la funcién con el eje y.

En general, cualquier curva puede escribirse como la funcién f(z,y) = 0. Al con-
siderar que los parametros de las curvas pueden tomar cualquier valor, escribimos la
familia de curvas de la siguiente manera:

O(x,y,Cy,...,C) =0, (1.5)

donde Cj, con i = 1,..,n son las constantes arbitrarias.
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Si y es funcién de x y es n veces derivable, entonces es posible encontrar una ecua-
cién diferencial que describa a dicha familia de curvas. Para encontrar dicha ecuacién
diferencial se deben seguir los siguientes pasos:

i) Diferenciar la igualdad (1.5) n veces, esto es

f@_(I) 6_(1) "=
ox Oyy
0?P 0?P 0?P od
2 / 12 - 1 —
0x? + 6x8yy + 8y2y * 8yy 0

ii) Hallar las constantes arbitrarias. Al diferenciar n veces podremos realizar un
sistema de ecuaciones (la ecuacién original y sus derivadas) de n ecuaciones de manera
que podamos hallar las n incognitas, es decir, cada una de las constantes arbitrarias.

Para asentar estos conceptos, veamos algunos ejemplos practicos en los cuales quere-
mos encontrar las ecuaciones diferenciales que describen a distintas familias de curvas.

Ejemplos:

1. 224+ Cy? -2y = 0.

Sea y = y(z) una solucién diferenciable con continuidad de la ecuacién dada, donde
C es un parametro que no depende de x. Entonces, se debe cumplir

®(z,C) = 2> + Oy*(z) — 2y(z) = 0,

donde x € X C R, siendo X cierto conjunto. La funcién & es diferenciable con
respecto a x, su derivada serda

00(x,C)
or

Simplificando y obviando la dependencia en x llegamos a

= 22 + 2y (2)y(z)C — 2y (z) = 0.

r+yyC—y = 0
/
C =

Yy —x

vy

que podemos sustituir en la ecuacién dada y simplificar
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/

Yy —x

2 2
'+ (—)y" -2y = 0,
( o )
Cyy + (Y — )yt - 2% = 0,
Y 4+ (Y —x)y—2yy = 0,

Yy —zy—yy = 0,

que finalmente queda como
(z* —y)y —2y =0
que es la ecuacion diferencial buscada.
2. (93' - 01)2 + 02y2 =1.

En primer lugar escribimos la ecuacion en forma candnica:

(z— C1)2 + Coyla)? = 1= 0

Dado que el niimero de parametros es n = 2, derivamos dos veces con respecto a .
La primera derivada sera

OF(x,Ch, C: /
% = 2(x — C1) 4+ 2Cyy(x)y'(z) = 0.

y la segunda:

82F(95, Cl, Cg)
0x?

= 2 + 20, (y/ (2))? + 20yy(x)y" (z) = 0

A continuacién, despejamos sucesivamente cada una de las constantes arbitrarias.
Obviando nuevamente la dependencia de y con respecto a x y empezando por la
segunda derivada, obtenemos:

(1.6)

Sustituimos en la primera derivada

vy’
(l’ — Cl) — —y/2 + yy” 0

de forma que obtenemos la constante C}

/

__ Y%
- y/2+yy//

Sustituyendo ambas constantes en la ecuacion candnica de la curva, obtenemos la
ecuacion diferencial de la familia de curvas
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oy 2 L
(ZE y/2+yy//

la cual simplificamos en varios pasos

! 2

y/2 + yy” B y/2 + yy” -
W) =y (W +uy") = (W +uy")? = 0
yBy//+(y/2+yy//>2 — O.

3.y =e’".

Encontrar la ecuacion diferencial de esta familia de curvas representa un caso parti-
cularmente sencillo. Si realizamos la primera derivada obtenemos

Y (x) = Ce® = Cy(x). (1.7)

Por tanto, la constante podréd expresarse como C' = y'/y y la ecuacién diferencial
sera

y = W /y)x (1.8)

1.5.1. Equivalencia

Como hemos visto, es equivalente expresar una cierta familia de curvas a partir
de su ecuacién general o de la ecuacién diferencial que la representa. Por tanto, si se
presentase el problema inverso, esto es, una cierta ecuacién diferencial de dos variables
que queremos resolver, la solucion general serd una familia de curvas.

Si pensamos nuevamente en el caso de una recta, la familia de curvas viene dada por
la ecuacién y = Cix + Cy. Su primera derivada es y' = C7 que, obviamente, muestra
la relacién entre la derivada primera y la pendiente. Por otro lado, la derivada segunda
sera 3y = 0. Podemos decir que esta tltima es la ecuacion diferencial que presenta cual-
quier recta . Légicamente, si integramos dos veces llegamos a la ecuacién de partida.
Intuitivamente podriamos llegar a la misma conclusion: si la derivada segunda es la
primera derivada nula, necesariamente la dependencia con la variable independiente ha
de ser lineal.

A lo largo de la asignatura plantearemos el problema inverso, esto es, tendremos una
cierta ecuacién diferencial de la cual queremos conocer su solucién general (en funcién
de las constantes de integracién) y, en algunos casos, su solucién particular (determinar
el valor de las constantes para unas ciertas condiciones dadas). Para ello no bastard con
integrar como en los ejemplos vistos hasta ahora, si no que habra que aplicar una serie
de métodos que dependeran del tipo de ecuacion diferencial que se presente.

IEstarfamos en este caso suponiendo que la primera derivada no nula es y’.
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1.6. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Definamos un primer tipo de ecuaciones diferenciales que, por otra parte, serd el
tipo de ecuaciones que trataremos de manera mayoritaria a lo largo del curso, salvo en
contadas excepciones. Una ecuacion diferencial se dice ordinaria si existe inicamente
una variable independiente. En algunos textos se suele usar el acrénimo EDO para re-
ferirse a este tipo de ecuacion. Podemos de manera equivalente decir que, por lo tanto,
una ecuacién diferencial es ordinaria si no presenta derivadas parciales. De hecho, si la
ecuacion diferencial no es ordinaria se le llama ecuacién diferencial en derivadas parcia-
les. Este otro tipo de ecuacion diferencial se vera en el tltimo capitulo y simplemente
representa una generalizacién de los métodos empleados en las EDOs. Manténgase en
mente que, a partir de ahora, aunque no se mencione explicitamente estaremos tratando
ecuaciones diferenciales ordinarias salvo en el caso de la excepciéon mencionada.

10



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales de primer
orden

En general, llamaremos ecuacion diferencial de n-ésimo orden a la ecuacion diferen-
cial en la cual el mayor orden de derivacién es n. Por tanto, las ecuaciones diferenciales
de primer orden seran aquellas que presenten exclusivamente derivadas de primer or-
den. En este capitulo, veremos distintos casos particulares de este tipo de ecuaciones
diferenciales.

2.1. Ecuaciones diferenciales de variables separables

Toda ecuacién que presente la siguiente forma

v = f(y)g(x), (2.1)

siendo f y g, dos funciones continuas en = € (a,b) e y € (¢,d), se denomina ecuacién
diferencial de variables separables. Bajo la condicién de que f(y) # 0 en el dominio
en el que hemos definido al funcién, es posible escribir la ecuacién (2.1) de la siguiente
manera:

/

y = xr
W g9(z),

es decir, hemos separado la ecuacién de tal forma que cada una de variables aparece a
un lado de la igualdad. Con ello, es posible encontrar la solucién a la ecuacion diferencial
sin mas que integrar a ambos lados de la igualdad (recordando la dependencia de y con
la variable independiente x, esto es

/%dl‘: /g(:c)dx.

Veamos algunos ejemplos sencillos de este tipo de ecuaciones diferenciales.

Ejemplos:

1.y =uxy

11
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En este caso es directo realizar la separacién de variables ya que f(y) =y y g(x) = .
Aplicando el procedimiento anterior, tendriamos que

/

y—:x, con y # 0.

Y

Integrando a ambos lados de la igualdad, se obtiene

/%dl‘z /xdx.
Iny(z) = 2%/2+ ¢

siendo ¢y una constante de integracién. Como vemos, la condicién y(z) # 0 sigue
siendo consistente. Por ltimo, despejamos para obtener la dependencia explicita de
y con la variable z,

y(z) = e*’/>+e0

que podemos escribir como .
y(z) = Ce/?

donde C' = e®. La anterior es la solucién general de la ecuacién diferencial.

2.y =zycony(0)=1

Este caso es igual al ejemplo anterior, con la salvedad que se nos plantea la condicion
inicial y(0) = 1. Si imponemos dicha condicién tenemos que

y(0) = Ce® =1,
y, por tanto, encontramos la solucién unica para la cual C' = 1.
3.y =xy cony(0)=0

En este caso, la solucién que obtenemos es una soluciéon singular ya que para que
y(0) = 0, necesariamente y(x) = 0 y, por tanto, C' = 0.

2.2. Ecuaciones homogéneas y ecuaciones reduci-
bles a homogéneas

En primer lugar, recordemos la definicién de funcion homogénea. Se dice que una
funcién f(x,y) es homogénea de grado k, con k € R, si Vt € (a,b) se cumple que

flta,ty) =t* f(z,y)

con (z,y) € D C R2
Teniendo en mente esta definicion, diremos que toda ecuacién diferencial que pre-

sente la forma
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0, (2.2)

12
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es una ecuacién diferencial homogénea si las funciones M y N son continuas en un
cierto dominio D C R? y homogéneas de un mismo grado. Es decir, debe cumplirse que

M(tx, ty) = t*M(x,y), (2.3)

y que

N(rz,ry) = r'N(z,y), (2.4)

Vr € (a,b) y con I € R. Ademds, se debe dar que k = r, es decir, ambas funciones
deben ser homogéneas y del mismo grado.

Toda ecuacién homogénea se puede transformar en una ecuacion de variables sepa-

rables tras aplicar un cambio de variable. Reformulemos la ecuacién 2.2 de la siguiente

forma

dy _ ,_ G(z,y)

dr 77 N(z,y)’
donde una de las funciones homogéneas se ha renombrado como G(z,y) = —M (z,y). Es
posible introducir la nueva variable independiente v = y/z que transforma la ecuacién
en una ecuacién de variables separables (ver los ejemplos de esta seccién).

Ademas, se dice que la ecuacién 2.2 es una ecuaciéon diferencial homogénea generali-

zada si existe una constante « que, tras hacer el cambio de variable y = 2, la ecuacion
se reduce a una homogénea.

Ejemplos:

1. (y—l— \/ 2 —y2> dr — xdy =0
Comprobemos si la ecuacién anterior es homogénea. Siguiendo la notacién em-

pleada en esta seccién, tenemos que M(z,y) = (y + /22 —y?) y N(z,y) = —=,
ambas funciones continuas. Aplicamos la condicién de homogeneidad a M (z,y)

M (tx,ty) = (ty + V12 (2% — y2)) =ty +Va? —y?) = tM(z,y),

que se cumple siempre que t > 0, es decir, Vt € (a = 0,b = 00). Por otro lado,
para la funcién N(z,y) tenemos que

N(tz,ty) = —tx = tN(z,y),
que se cumple para todo valor de t.

Por tanto, ambas cumplen la condicién y son funciones homogéneas. Ademas, otra
de las condiciones para que la ecuacién diferencial sea homogénea es que deben
tener el mismo grado y, en este caso, ambas son de primer grado.

Podemos, por tanto, realizar el cambio de variable v = y/x para obtener una
ecuacién de variables separables. Comprobémoslo

SHES

dy = xdu-+udx
0 = (ux—l— x2—(ux)2>dx—x(x du+u dx)

13
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que, tras simplificar, se puede escribir como

|z|V1 —uldr — 2° du = 0,
x (sgn(a:)\/ 1 — u2dw — 2° du) = 0, (2.5)

donde sgn es la funcion signo definida como

1 st x>0

sgn(z) =
-1 s1 x<0.

De la ecuacion 2.5 obtenemos una de las soluciones trivial x = 0. Por otro lado,
para x # 0, podemos comprobar que hemos obtenido una ecuaciéon de variables
separables tras realizar el cambio de variable, esto es

dx du

m_ V1—u?

donde hemos aplicado la propiedad de la funcién signo que permite escribir cual-
quier nimero real como z = sgn(z) - |z|. Como tenemos una ecuacién de variables
separables, podemos resolver la ecuacién sin mas que integrar a ambos lados de
la igualdad, es decir:

dx B / du
W) Vi
de donde obtenemos la solucion

sgn(z) In |z| = arcsin(u) + C.

Si deshacemos el cambio de variable y, considerando que los valores particulares
u = £1 conducen a las soluciones triviales y = +x, podemos escribir todas las
soluciones como

sgn(z) In |z| = arcsin(y/x) + C, y = +z, x = 0.

2.2y =y(1+Iny—Inx)

La homogeneidad de las funciones no siempre resulta trivial como en el caso ante-
rior. A primera vista, podriamos pensar que en este caso no existe homogeneidad
debido a la presencia de logaritmos neperianos. Reescribamos la funcién dada de
la siguiente forma
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que, si la expresamos en la forma de la ecuacién 2.2 queda como

xdy—y(l—l—lng)d:v:().
x

Identificamos ambas funciones y comprobamos su homogeneidad

t
M(tz, ty) = —ty (1 +In %) = tM(z.y) para (z > 0,y > o)

N(tx,ty) = tx=1tN(x,y),

es decir, ambas funciones son homogéneas de primer grado y, por tanto, la ecuacién
diferencial se podré escribir como una ecuacién de variables separables. Para ello,
realizamos nuevamente el cambio de variable

_ ¥
u = =
i

dy = xdu+udx
0 = z(zdu+udr) —ux(l+Inu)de

que, despues de simplificar, queda de la siguiente manera

2?du — zulnudr = 0,

de donde obtenemos la solucién trivial x = 0. Para x # 0, separamos las variables
a cada lado de la igualdad:

udu_@

Inu T

Obtenemos la solucién integrando a ambos lados

In(lnu) + ¢; = Inz + co.

Agrupamos las constantes (c3 = ¢y — ¢1), deshacemos el cambio de variable y
operamos a ambos lados de la igualdad

In(lny —Inz) = Inz+cs,

(lny —lnz) = xe,

y = exp(lnz+Cz) (con C =e%)
que simplificamos finalmente en la forma

Yy = xe

15



UPV Ecuaciones Diferenciales en la Fisica

Recordemos que, al hacer el cambio de variable en las ecuaciones diferenciales
homogéneas, obtenemos otra solucion trivial para u = 1, esto es, y = x. En este
caso, es facil ver que dicha solucién trivial estd incluida en el caso anterior y se
da para C' = 0.

2.3. Ecuaciones lineales y reducibles a lineales

2.3.1. Ecuaciones lineales de primer orden

De manera general, una ecuacion lineal de primer orden tendra la forma

a (a:);l—z + as(z)y + az(z) =0, (2.6)

donde a;(z), con i = 1,2,3, son funciones conocidas. Como vemos, el término lineal
hace referencia a que no existen potencias sobre la variable y ni su derivada. Es facil
ver que se puede reescribir la ecuacién anterior de manera que digamos que una ecuacion
diferencial lineal de primer orden es toda ecuacion que pueda escribirse de la siguiente
forma

Y s Py = Q). (27)

El método mas comunmente empleado para resolver este tipo de ecuaciones es el
conocido como método de variacion de constantes.

Nota: Este método se suele emplear para resolver ecuaciones diferenciales que no
son homogéneas, en el caso de que sean homogéneas aplicaremos la transformacién a
una ecuacion de variables separables que vimos en la seccion anterior.

Veamos como proceder para emplear el método de variacion de constantes. Una vez
escrita la ecuacién diferencial en la forma mostrada en la Ec.(2.7), se iguala a cero la
parte izquierda de la ecuacidn, es decir, se considera que Q(x) = 0,

dy
. + P(z)y =0, (2.8)

de forma que se tiene una ecuaciéon homogénea y, por tanto, se puede resolver una vez

separadas las variables
d
LA / P(z)dx.

Y
que resulta en

lny = G(z)+C,
y = Ke%@,

donde G(z) = — [ P(z)dx y C es la constante de integracién. Esta es la solucién general
de la Ec.(2.8) o, dicho de otro modo, de la Ec.(2.7) cuando Q(z) = 0. Como el propio

16
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nombre del método indica, el procedimiento se basa en considerar que la constante de
integracién obtenida es funcién de la variable independiente, es decir, que C' = C(x)
0, lo que es lo mismo, que K = K(z). Con esto, suponemos que las soluciones de la
ecuacion no homogénea son del tipo

y = K(:z:)eG(m),

y que, ademds, K (x) es una funcién derivable. Bajo estas condiciones, el método se
basa simplemente en suponer la forma de la solucién, hallar su derivada y sustituirla
en la ecuacion inicial. Es decir, derivamos la solucion supuesta

y = K'(2)ef® + K(2)G' (2)ef®),

donde recordemos que G’(x) = —P(z). De esta forma, podemos sustuir la solucién
supuesta, y = K(2)e“®@ | y su derivada , 3/, en la ecuacién de partida, es decir, en la
Ec. (2.7). Llevemos a cabo dicho procedimiento

y'+ Pla)y = Q(z),
K'(2)ef™ — P(2)K (2)ef™ + P(z)K ()™ = Q(x),
( () _—

)
K’ )eG

X

T x

De esta forma, podemos obtener la forma de la constante de integracion'. que supusimos
dependiente de la variable z, K(z), y su dependencia con la funcién original Q(z):

K(z) = /Q(a:)eG(‘”)da:,

o, lo que es lo mismo

K(x) = /Q(m)efp(x)dxdx = H(z)+ L.

donde, ahora si, L es una constante de integracién indeterminada. Con esto, el método
de variacion de constantes nos dice que la solucién a la ecuacién lineal de primer orden
(no homogénea) de la forma

dy

e P(r)y = Q(x),

tendrd la forma

y(z) = Le®® + H(x)e%®.
donde las funciones de la soluciones se relaciones con P(z) y Q(z) de la siguiente forma

G(z) = / P(z)dzx, H(zx)= / Q(x)el P@dz gy,

1Obviamente, deja de ser constante una vez supongamos que existe dependencia con la variable
independiente. Permitan la imprecisién en el lenguaje para que el procedimiento sea mas claro
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Veamos algin ejemplo del empleo de este método en la obtencion de soluciones de
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

Ejemplo:

1. xy/ 4+ 2y =sinx
En primer lugar, tratamos de escribir la ecuacién en la forma de la Ec. (2.7):
2y sinx

yl+__ 5
Xz X

donde, en este caso, las funciones que componen la ecuacion lineal de primer orden
son P(x) =2/x y Q(z) = sinz/z. Buscamos la solucién para Q(x) = 0, es decir,
para la ecuacién homogénea

2
y+2 =0,
x
que podemos reescribir como
dy 2dx
y z

de forma que

Iny=—-2Inzx+c.

donde, aplicando la propiedad del logaritmo n - In A = In A™, se obtiene

Iny=Inz"%+ec.
Por tanto, la solucién a la parte homogénea de la ecuacion diferencial es

K

y(.fC) = P7
con K = e°.

Aplicamos ahora el método de variacion de constantes para resolver la ecuacién li-
neal, es decir, consideramos que K = K (x) y que, ademés, es derivable. Derivando
la ecuacién de la soluciéon homogénea obtenemos

_K() K@)

2 3

y'(z)

Y

que introducimos en la ecuacién original junto con la solucién a la ecuacion ho-
mogénea

18



UPV Ecuaciones Diferenciales en la Fisica

K'(2)

2

K(x)

-2
3 3 x

T

que, simplificando, queda como

K'(z) = zsinx.

Con esto, podemos obtener la funcién desconocida que supusimos en la solucién
al aplicar la variacién de constantes sin mds que integrar por partes 2:

K(x) = /xsinxdx = —zcosx +sinz + C.

Por ultimo, podemos introducir esta funcion en la solucién obtenida anteriormente
)
para obtener la solucién a la ecuacién diferencial lineal propuesta

(sinx —xcosz + C)

y(z) = p

2.3.2. Ecuaciones reducibles a ecuaciones lineales

En general, las ecuaciones lineales de primer orden no se van a presentar directa-
mente en la forma dada por la Ec. (2.7) y habra que realizar algunas transformaciones
para lograr esa forma explicita. Las siguientes son ecuaciones que se pueden reducir a
ecuaciones lineales:

A)  fly)y + P(x)f(y) = Q(x)

Para reducir esta ecuacion a lineal basta con considerar que el primer término es
una cierta funcién derivada con respecto a z, es decir, que f'(y)y’ = 2/(z). Que po-
demos reescribir como [ f'(y)dy = [ Z/(x)dxz, con lo cual f(y) = z(x). Mediante esta
transformacién, la ecuacién quedaria en la forma deseada:

7+ P(r)z = Q(x)

B) v+ P(x) = Q(x)e™
Para identificar la transformacién necesaria, resulta 1til pasar la funcion exponencial
al otro lado de la igualdad, esto es:

(y' + P(x))e™ = Q).
Es facil identificar el siguiente cambio de variable z(x) = e™™ y, por tanto, 2/'(z) =
—ny'e”™. Es decir, iy = —%’e"y. Sustituyendo en la ecuaciéon nos queda

/

— % + P(x)z = Q(x).

2Recordemos que las integrales por partes se calculan empleando la férmula f udv = uv — f vdu.
En este caso, u = x,dv = sinx.
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que tendria la forma deseada (el factor —1/n se puede absorber redefiniendo las funcio-
nes P(z) y Q(z)). Se excluye el valor n = 0 que, por otro lado, simplificarfa la ecuacién
a una de variables separables.

C) v+ Plx)y=Q(x)y™ (Ecuacién de Bernoulli)
Para identificar este cambio, al igual que en el caso B, resulta 1til escribir la ecuacion
de la siguiente manera:

Yy + Pla)y' ™" = Q(a).
En este caso, para reducir la ecuacion a una lineal se emplea el cambio de variable
z(x) = y*~™. Por tanto, tendremos que z'(z) = (1 — m)y~™y'. Despejamos la primera
derivada de la variable y:

y, sustituyendo en la ecuacién original

!, m

zY
1—-m

y "+ Pr)z = Qx),
que quedaria como
2+ P(x)z = Q(x),
donde hemos introducido el factor constante en las funciones Q(z) = (1 — m)Q(x) y

P(z) = (1—m)P(x). Obviamente, de excluyen los valores m = 0 y m = 1 ya que, como
es facil ver, ambos conducen a ecuaciones lineales de manera directa.

2.4. Ecuaciones diferenciales exactas

Se dice que una ecuacién diferencial de primer orden es exacta si presenta la forma

M (z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.9)
y ademas
OM(z,y)  ON(z,y)
oy  Or
Fijémonos que esto es equivalente a decir que la ecuacién diferencial proviene del
diferencial de una cierta funcién F(x,y):

(2.10)

OF (z,y) OF (z,y)
ox do + dy

donde podemos identificar las funciones que definen a la ecuacién diferencial exacta

dF(ZE, y) = dya

M(%ﬂ)z%,
N(w,y):%zy).

20



UPV Ecuaciones Diferenciales en la Fisica

De esta forma, al realizar las derivadas parciales de la Ec. (2.10) implicitamente se
estarian calculando las derivadas parciales cruzadas de la funcién F(x,y), esto es

OM(z,y) O?F(z,y)

dy  Oxdy
ON(z,y)  0*F(z,y)
or  Oydor

El teorema de Clairaut (también conocido como teorema de Schwarz) garantiza
que, si una funcion definida en un cierto dominio tiene derivadas cruzadas y estas son
continuas, entonces las derivadas cruzadas son iguales.

Dicho de manera sencilla, la condicién de la Ec. (2.10) no es mas que la manera de
asegurar que las funciones M (x,y) y N(z,y) provienen de diferenciar la misma funcién y
que, por tanto, existird una solucién exacta de la ecuacién diferencial (la propia funcién

F(z,y)).
Veamos un ejemplo de este tipo de ecuaciones diferenciales
Ejemplo:
1. 32 + 4oy + (222 4+ 2y)y’' = 0

Reescribimos la funcién en la forma de la Ec. (2.9) e identificamos las funciones

(32% + dxy)dx + (22* + 2y)dy = 0 (2.11)
donde M(z,y) = 32® + 4wy y N(z,y) = 2z% + 2y. Calculamos sus derivades
parciales

OM(z,y) _ ON(z,y)
oy Y
por lo que la ecuacién diferencial es exacta. Esto implica que debe existir una
funcién F(x,y) tal que

= 4z, (2.12)

OF (z,y)

M(z,y) e 3a? + 4wy,
oF

Para obtener la solucién basta con integrar M (x,y) con respecto a z o N(x,y)
con respecto a la variable y. Ambas presentaran constantes de integracion que
seran distintas (y que podrian depender de la otra variable). Para que este caso
sea mas ilustrativo, calculemos ambas integrales

F(r,y) = /3$2+4xy dr = 2° + 22y + g(y),
F(z,y) = /2.752—1—23/ dy = 22y + y* + h(z).
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Como vemos, en ambos casos deberiamos hallar las posibles funciones dependien-
tes de la otra variable (bien (g(y) o h(x)). Nuevamente, aunque bastaria hacerlo
con una de ellas, resolvamos para ambos casos y comprobemos que, efectivamente,
llegamos a la misma solucién.

(a) Para hallar g(y) derivamos la funcién obtenida con respecto a y

oFr
_:2 2 /
oy~ 2 +4'(y)

que, obviamente, debe ser igual a N(z,y). Esto es

22 + ¢'(y) = 22* + 2y.

Por tanto, ¢'(y) = 2y y, tras integrar, se obtiene que g(y) = y* + C, siendo C una
constante de integracion que podriamos determinar si se dan condiciones iniciales.
La solucion a la ecuacion diferencial serd por tanto

F(x,y) = 2+ 2% + y* + C,

(b) Procedemos de la misma manera para hallar h(z), en este caso, derivamos
la funcién obtenida con respecto a x

oF ,
%—4xy+h(x)

que debe ser igual a M (x,y),

4oy + B (z) = 4oy + 322

Por tanto, h/(z) = 3z? y, tras integrar, se obtiene que h(z) = 2® + C, siendo
C una constante de integraciéon. Como vemos, llegamos exactamente a la misma
solucién que en el caso (a):

F(z,y) = 3 4 2%y + y* + C,

Cabe decir que este ejemplo es un caso particularmente sencillo de ecuacion dife-
rencial exacta y que la podriamos haber resuelto por simple comparacién de las
funciones M (x,y) y N(z,y). Sin embargo, este tipo de ecuaciones pueden tener
gran complejidad por lo que es aconsejable seguir todos los pasos a la hora de
resolverlas.
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2.5. Factores integrantes

En algunos casos, aunque las ecuaciones no sean exactas existe la posibilidad de
transformarlas en ecuaciones exactas. Para ello, introducimos el llamado factor inte-
grante. Dicho factor integrante es una cierta funcién u(z,y) que cumple la siguiente
condicion:

p(w,y) # 0 V(z,y) € R?

de forma que la ecuacién

p(z,y)M(z,y)dx + p(z,y)N(z,y)dy = 0, (2.13)

es exacta.

Dado que u(x,y) # 0, esta funcién no introduce ninguna solucién adicional a la
ecuacion diferencial original.

Ahora, teniendo en cuenta el factor integrante, planteamos la condicién para que la
ecuaciéon diferencial sea exacta, es decir

0 0
ay (p(, y)M(z,y)) = o (u(z, y)N(z,y)), (2.14)
que desarrollando las derivadas parciales nos lleva a
Op(z, y) OM (z,y) _ Oplz,y) ON(z,y)
9y M(z,y) + o waoy) = ——5 = N(z.y) + —5—n(z,y). (2.15)

Para simplificar el calculo del factor integrante se suelen hacer suposiciones adi-
cionales sobre éste como, por ejemplo, que depende exclusivamente de una de las dos
variables (z o y). De esta forma, se consigue eliminar uno de los términos de la ecuacién
anterior. Veamos un ejemplo.

Ejemplos:

dy
1. y+ (22 —ye¥) — =0
y+ (22 —ye') -
Es facil comprobar que la ecuacion diferencial anterior no es exacta. Identificamos
las funciones como M(x,y) =y y N(x,y) = 2x — ye?. Si escribimos la ecuacién

para el factor integrante tendremos que

ou(z,y) ou(x,y)
A I = I (90 — yeY) + 2 _
By Y+ p(r,y) o 2z —ye¥) + 2u(z,y)

Fijandonos en la ecuacion anterior, vemos que simplifica mucho si consideramos
que el factor integrante depende exclusivamente de y, es decir, que %g = 0. La
ecuaciéon en ese caso quedaria de la siguiente forma

du(y)
bt -4 = 2u(y).
2y Y+ p(z,y) = 2u(y)
es decir,
duly)
2 U w(y)
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que es una ecuacion de variables separadas, de forma que podemos obtener el
factor integrante:

W'y

/ duly) =~ dy
y, por tanto

Inu(y) +Cy =Iny + Cy

con lo que cualquier factor integrante de la forma

py) =y+C

donde C' = exp(Cy — (1) harfa que la ecuacién diferencial inicial fuera exacta. Por
simplicidad tomamos C' = 0 y, por tanto, u(y) = y. Si insertamos dicho factor
integrante en la ecuacién inicial obtenemos

dy
y? + (Qxy — y2ey) i 0

que es una ecuacién exacta. Ahora, para resolver la ecuacién, procedemos con el
método de resolucién de las ecuaciones diferenciales exactas, esto es, encontrar la
funcién F'(x,y) que satisface que

aF(‘Ta y) _ y2
2y — y2ev.
Por un lado, tenemos que

F(z,y) = /dew = zy* + g(y),

y, por otro, que

OF (x d
(z.y) _ 2wy + 9(y) _ Sy — g,
oy dy
donde idenficamos ¢'(y) = —y?e?. Para obtener g(y) simplemente integramos
9(y) = / —y?e¥ dy.
En esta integral debemos resolverla por partes. Llamamos u = —y? y dv = €Y.
Por tanto, du = —2ydy y v = e¥. Aplicamos la regla de integracién por partes y

obtenemos
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g(y) = —y’e! +2 / yeldy.

Resolviendo nuevamente la integral restante por partes (v = y, du = dy,v = dv =
e¥), obtenemos

9(y) = =y’ + 2 (ye¥ — €¢¥) + K.

siendo K una constante de integracion. La solucién a la ecuacion diferencial em-
pleando el método del factor integrante es, por tanto, la siguiente
zy? — eV +2(ye! —e¥) + K =0
1 2
2. (1+£)daz+ e ay=o0
x? x a2

Como siempre, procedemos identificando las funciones que componen la ecuacion
diferencial:

Y

M(z,y) = 1+_x2
1 2y

N =—+—=
(z,y) = —+

Aplicamos la Ec. (2.15) para obtener la condicién de ecuacién exacta, es decir

Supongamos ahora que el factor integrante depende exclusivamente de x. En tal
caso, se obtiene

(2= (22 (220

y, por tanto

(2 )42 (21 2).

Simplificamos la ecuacion anterior

(x ;2y> () = d;;f) (ny—;— x) .

de forma que llegamos a
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x dx

Esta ecuacion, al igual que en el caso anterior, es de variables separadas y, por
tanto, podemos obtener su solucién sin més que integrar. Tendriamos que

Ju-f 58

con lo que

Inp(z) =2Inx+C,

y se llega a que u(r) = 22, donde hemos anulado el término de la constante de
integracion.

Sustituimos el factor integrante en la ecuacién inicial para obtener una ecuacion
diferencial exacta

(* +y) do + (x +2y) dy = 0,

Por 1ltimo, aplicamos el método de resolucion de ecuaciones diferenciales exactas

OF (z,y)
ox

Por tanto, F(x,y) = 2%/3 + yx + g(y). Sustituyendo

::L'2+y.

OF (z,y)

9 =z+4'(y)=x+2y.

Por lo tanto, g(y) =. De esta forma, la solucién a la ecuacién diferencial empleando
el método del factor integrante quedaria como

2+ 3yxr +3y* + C = 0.

2.6. Ejemplos de ecuaciones diferenciales en Fisica

2.6.1. Descomposicién radiactiva

Supongamos que tenemos un isétopo radiactivo. Este se descompone progresiva-
mente y deseamos conocer como varia la cantidad de dicho isétopo con el tiempo. Si
llamamos y a dicha cantidad, entonces debemos suponer que sera funcién del tiempo,
es decir, y(t). Experimentalmente se comprueba que la velocidad de descomposicién es
directamente proporcional a la cantidad de dicha sustancia en cada instante. Por tan-
to, podremos expresar dicha velocidad de descomposicién como la siguiente ecuacion
diferencial
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y = Ky,

donde K es una cierta constante que se puede determinar experimentalmente y que
dependera del tipo de isétopo. Podemos escribir la ecuacién en forma de variables
separadas

d
Y _ Kka,
Y
que, tras integrar, queda como
Iny = Kt + Ch,

siendo (' la constante de integracion. Despejamos la cantidad de sustancia para obtener

y = CeX!

donde C' = €“'. De esta forma, obtenemos la ecuacién de la variacién temporal de
sustancia con el tiempo. Obviamente, la constante K tendra un valor negativo ya que,
en caso contrario supondriamos que la sustancia aumenta con el tiempo.

Una vez obtenida esta ecuacién, podemos, por ejemplo, calcular el tiempo de vida
medio de dicha sustancia. El tiempo de vida medio se define como el tiempo necesario
para que la cantidad de sustancia en un determinado instante se reduzca a la mitad.
Supongamos que en el instante ¢t = 0 la cantidad de sustancia es Ay, es decir

y(0) = Ay, y(t) = Age™".

Calculamos el tiempo de vida medio. tm, suponiendo que para dicho instante la
cantidad de sustancia se ha reducido a la mitad, es decir, y(tm) = Ay/2. Sustituyendo
en la ecuacién se obtiene

Ay
?J(tm) ~ 9

y, tras despejar, obtenemos la ecuacion para el tiempo de vida medio

— AOeKtm

In2
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2.7. Resumen

Recopilemos los distintos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden y méto-
dos de resolucién vistos en una tabla.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Tipo

Método de resolucion

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
con M(tx,ty) = t*M(x,y) y N(tx,ty) = t*N(x,y)

Variables separables Integrable
fO.y)=9(x) Jronay=[ g(x)ax
Homogéneas Cambio de variable (u = y/x) que transforma a variables separables y, por

tanto, hace que la ecuacién sea directamente integrable.

Lineales no homogéneas

¥+ P(x)y = Q(x)

Célculo de la solucion homogénea y = f(C,x) siendo C una constante de
integracién y aplicacién del método de la variacién de constantes suponiendo
C(x)

Exactas (y transformables a exactas)
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

oM dN
con (y) _ (x.y)_
ady ax

Encontrar la funcién primitiva que cumple

dF (x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
IF(xy) | _ OF(xy)
“ox N(x,y) = oy

Aplicar el método del factor integrante si fuese necesario:

con M(x,vy)

w(e,y)(M(x,y)dx + N(x,y)dy) = 0
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2.8. Problemas

Ecuaciones diferenciales homogéneas

C — 23\ V2
L 2zyy + 22 +y? = 0; Solucion: Y= ( 3 >
x
d
II. IQ% =xy — y% Solucion: Yy = ln(gm)
111 d—y(a: +y) =z —y; Solucion: 2?2 —2xy —y? +C = 0.
x

. (2*=y?)de+aydy = 0; Solucion: y=z2InC —n|z|)"*.
V. 2(z+2y)dz+(y—x)dy = 0; Solucion: (2z+y)?—8(z+y)2 = 0.

Ecuaciones diferenciales exactas y factor integrante
Determina si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas y, si es asi, obtén la
solucion. En caso de que no lo sean, encuentra el factor integrante que las transforma
en exactas y resuélvelas.

O — 30\ V2
L 22y + 3+ (22 — 1)y = 0; Solucion: Y= ( o f) .
II. cosy — (zsiny —e¥)y = 0; Solucion: xcosy+eV+C =0.
2 2 —a’
I11. 2zy) dr — x=dy; Solucion: = .
(y* + 2zy) de — z°dy olucidn Y G
. 2y (y—1)—y=0; Solucion: xye v+ C = 0.
0 Y 2 20T (). o o2 ¥ _
V. (2zy+ 2y + g)dx—F (x*+y*)dy = 0; Solucion: ye* | z* + ) +C =0.
Ecuaciones diferenciales lineales
632:
Ly —y—e¥=0; Solucidn.: y=5 Ce®.

23
Iy + 4y — 2%e 4 = 0; Solucion: y=e <§ + C’) .
1. 3y —axy — 3x = 0; Solucion: y=—3+Ce*/2.

1
V. 3y = cosz + by; Solucion: V=56 (sinz — bcosz) + Ce.
/ y 1 1 1 .
V. ¢y’ = tanz-y+cos z; Solucion: Yy = —xr+—-sin2z+C ).
cosx \ 2 4
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales de orden
superior

En el capitulo anterior hemos hecho un repaso de algunos de los métodos de reso-
lucién de ecuaciones diferenciales de primer orden. En este capitulo introduciremos las
ecuaciones diferenciales de orden superior y los métodos generales para su resolucion.
Como veremos, en este capitulo haremos una generalizacién de lo visto en el capitulo
anterior por lo que los tipos de ecuaciones y la forma de resolverlas serdn similares a
las vistas anteriormente.

En Fisica este tipo de ecuaciones diferenciales apareceran de manera recurrente, de
forma que tendremos una ecuacién que relaciona al menos dos derivadas de distinto
orden de la funcién incégnita.

3.1. Definicién

Una ecuacioén diferencial de orden superior puede escribirse de manera general de la
siguiente forma

F(x7 y’ y/’ y/,7"'7y(n)) = 07 (3'1)
donde F es una funcién conocida y definida en una cierta regiéon D del espacio coordena-
do de variables z,v, v, vy, ...,y"™. Encontrar la solucién de la ecuacién implica conocer

la funcién y(z) = f(z).

Si bien la Ec.(3.1) es la forma general, cualquier ecuacién diferencial que presente al
menos una derivada de orden distinto a uno sera de orden superior. En el caso de que
solo exista dependencia con una derivada de orden superior, de orden n, la soluciéon es
trivial ya que basta con integrar n veces para encontrar la solucion. Recordemos que
escribiremos en general la derivada de orden n de la variable y como y™ de manera
que

d™y
(n) %9
y dz™

Si solo existe dependencia con una derivada de orden superior, es decir, si
y™ = f(z), (3.2)
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la solucién se obtiene integrando n veces de manera que se obtiene la solucién del
tipo
Yy = g(xa Cn—l) + Cna (33)

donde g(x) serd resultado de integrar n veces la funcién inicial y C; con i = (1,n)
son las sucesivas constantes de integraciéon que se podran determinar si se tienen las
condiciones iniciales necesarias.

3.2. Clasificacion de las ecuaciones no lineales inte-
grables

A parte del caso trivial visto en el apartado anterior, existen una serie de ecuaciones
diferenciales de orden superior cuya forma permite resolverlas por integracion directa.
Veamos los distintos casos posibles segiin su forma:

= Ecuacién del tipo F(z,4™) = 0 con dependencia no lineal

En este caso, tenemos que la ecuacién diferencial depende tanto de la variable x
como de la derivada enésima de la variable y con respecto a x. Ademads, dicha
dependencia serd no lineal !, si no estariamos en el caso en el que la solucién se
obtiene por integracion directa.

Este tipo de ecuacion sera integrable siempre y cuando, tras aplicar un cambio
de variable hacemos el cambio y™ = t. De esta forma, x = 1(t), es decir, la
solucion la obtendremos en forma paramétrica. Podemos obtener la relacion entre
los diferenciales de cada variable

d(y™ V) = tdz =t/ ()dt.

donde hemos aplicado la relacién entre las derivadas tras parametrizar:
dx
pri W(t) = de =(t)dt

Podemos obtener de esta forma

y= = / ! (t)dt + C).

Aplicando este método, irifamos reduciendo el orden de la derivada de y, calculando
sucesivamente y™~2 (=3 4 En general, la solucién de la ecuacién diferencial
se podra expresar de forma paramétrica como

z = () (3-4)
Yy = g(t)+u)(t,01702,...70n)

!Por poner un ejemplo, podriamos tener una dependencia del tipo (y(”))2 +y™Mzr4+3=0
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Ecuacién del tipo F(y™ Y, y™) =0

Si haciendo el cambio F'(u,v) = 0, resulta que dicha ecuacién diferencial tiene
soluciones paramétricas del tipo u = «a(t) y v = f(t), entonces la ecuacién de
partida es integrable ya que

y D = a(t), y™ =B().
Tendriamos por tanto que
dy"' = B(t)dx
0, lo que es lo mismo

o (t)dt = [(t)dz.

De donde podemos obtener la relacién entre la variable x y las ecuaciones pa-
ramétricas sin mas que integrar

es decir,

_ [d®)
x—i—C’l—/ﬁ(t) dt (3.5)

Ahora podrfamos obtener la solucién y a partir de la ecuacién y™~ ) = a(t) de la
misma forma que hicimos en el caso anterior.

Ecuacién del tipo F(y™=2, y™) =0

En este caso, vemos que las derivadas estdn separadas por dos érdenes. Al igual
que en el caso anterior, hacemos el siguiente cambio para obtener ecuaciones pa-
ramétricas y™~2 = a(t) y y™ = B(t). Ahora bien, sabemos que ambas derivadas
seran funciones de la variable z y, como hemos dicho, una sera la derivada segunda
de la otra. Por tanto, podemos hacer el siguiente cambio adicional

2(z) =a(t), 2"(x)=p(). (3.6)

donde tenemos que tener en cuenta la parametrizacion, es decir

, d di
2Z(x) = %%a(t).

32



UPV Ecuaciones Diferenciales en la Fisica

dx

9> nos quedaria

Si llamamos z’ =

d dt
o) = ———2'(2)
dt dx
que quedaria como
//( )_i Oé_”_SC”Oé,
Z\T) = '\ o /2 ’
o0, agrupando términos,
2o — 2o
Z”(l‘) _ T

Ahora, como 2”"(z) = (t), simplemente igualamos términos para obtener

x/a// o .T//O/ — x/3/6
Si ahora hacemos un nuevo cambio de variable, de manera que g = x’, obtenemos
la ecuacién diferencial
" /3
g’ —go =g°f

que es una ecuacion diferencial de primer orden reducible a ecuacién lineal que
vimos en el capitulo anterior (se conoce como ecuacién de Bernoulli). De esta
forma se obtiene la solucién del tipo

= /¢(C, Bt + Oy (3.7)
de forma que obtenemos la dependencia de la variable x con respecto a t. Por
tiltimo, para hallar y = y(t) se integra n — 2 veces la ecuacién y™" 2 = a(t)

empleando los métodos explicados anteriormente.

3.2.1. Ejemplos de ecuaciones diferenciales no lineales integra-
bles

Aunque lo visto hasta ahora en este capitulo pueda parecer demasiado abstracto,
veamos que los métodos de resolucién son realmente sencillos una vez empleamos un
ejemplo practico.
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1. ¥y =x+cosz

Esta ecuacion diferencial es directamente integrable ya que las variables estan
separadas. Notese que la podriamos escribir como

d3y
};1(1,7 y///) — %

Este es el caso maés sencillo ya que, si la ecuacion es directamente integrable, basta
con integrar 3 veces consecutivas para obtener la solucién. Hagamos dicho proceso

— (z +cosx) = 0.

2
y" = /(:ercosm)dx = % +sinz + Cf.

Ahora integramos el resultado obtenido para calcular la derivada de primer orden

x? z
y/:/(?—i—sinx—i—Cl) dr = E—costrCl:vﬂLCz

Y, mediante una tultima integral, obtenemos la solucién general

x3 x? z?
y:/(g—cosm+01x+02) dr = ﬂ—sinx%—Cl?—i—CQx—i-Cg.

En este caso, al igual que en el anterior, se puede obtener la solucion general sin
mas que integrar tantas veces como el orden de la ecuacion diferencial. Por tanto

y" = /(6x—1)dx:ex—.ic+01,
22
y" = 636—?4—011‘-}-02
x3 x?
y, = €z—€+01?+02$+03
xt x3 x?
= il‘__ —_— —_—
Yy € 24+016+022+031’+C4.

Esta es la solucién general. Si ahora empleamos las condiciones iniciales, podemos
calcular las constantes una por una. Por ejemplo, en 3" sustituimos 3" (zy) = 1
y zo = 0 para obtener

y"(z0) = ef —xo+ Ch,
1 — 1 + Cl
C, = 0.
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Empleando el mismo procedimiento, obtenemos que C; = Cy = (3 = 0. Ahora
bien, en la solucién general tenemos que y(zq) = 2, por lo que se obtiene Cy = 1.
Por tanto, la solucion particular de la ecuacion diferencial es

1'4

=" — — + 1.
y=e 24—1-

'y//3_2y//_x:0

Este caso se corresponde con el tipo F(xz,y™) = 0, es decir, tenemos una cierta
funcién que depende de z y, en este caso, la derivada de la variable y con respecto
a x de orden n = 2. Es facil ver que no se puede obtener la solucién por integracién
directa y, por tanto, se debe buscar otro método.

Parece claro que la solucion para x es directa, es decir, tendriamos que

T = y//3 _ 2y/l.
Ahora, podemos entender de manera mas clara el método en el cual parametri-
zamos las ecuaciones. Tenemos directamente la solucién en x, pero necesitamos
conocer la solucién en y. Si cambiamos la derivada segunda por el parametro ¢,
es decir, iy = t, entonces

d(y')
dx

=1

de manera que obtenemos la relacién entre los diferenciales d(y') = tdz. Por otro
lado, tenemos que

r=t—2t,
de forma que

dx

— =31 -2,

dt

0, lo que es lo mismo,

do = (3t* — 2) dt.

Ahora, si sustituimos, obtenemos la relacién directa de y' con t, es decir

d(y') =t (3t* — 2) dt.

Por consiguiente, basta con integrar a ambos lados de la ecuacion anterior para
obtener y'(t)

3
Y :/(3t3 —2t) dt = Zzf4 — £+ (L.
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Para obtener la solucién general en forma paramétrica (x(t),y(t)) simplemente
volvemos a aplicar el mismo procedimiento. Tenemos por un lado que

dy 3, 9 3 4 9
T Sdy=|-t"—t*+ d
de 4 e y (4 Gy ) de

Sustituyendo nuevamente dz = (3t*> — t)dt e integrando, nos queda

yz/Gt‘*—tMCl) (3t —2) dt

que desarrollando y agrupando términos resulta en
96 9.4 2
Yy = Zt — Et + (301 — Q)t — 201) dt,

Resolvemos la integral

9 9 2
= 4T P+ (O] =)t —20,t + C
y=15gt — ot H (G —3) e

Y, por tanto, la solucién general en forma paramétrica se puede escribir como

r = t3—2t,
9 9 2
= T LB (O — S — 204t + C
Y st ~ 1ot TG —3) 1+ G2

4. y"+Iny" —x =0, para zg = 1,y(z9) = 1,9 (z9) = 2.

Nos encontramos en el mismo caso que el anterior, es decir, tenemos una depen-
dencia no lineal entre la derivada de la variable y con respecto a x. Realizamos el
mismo procedimiento para resolver la ecuacion, es decir, parametrizamos en la for-
ma x =t + Int, donde t = y”. Tenemos nuevamente que d(y’) = tdzx. Calculamos
el valor del diferencial de la variable x,

dx 1 1
at +t’ — dx ( +t)

De esta forma, obtenemos que

2

t

Repetimos el procedimiento para obtener y(t), esto es,

t? 12 1
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que, desarrollando el producto y agrupando términos queda como

2 3t 1
pr— — — 1 —
Y /(2+2+ +Cl+01t)dt,

que, calculando la integral, da lugar a

3 3t?

que seria la solucién general en forma paramétrica junto con x =t + Int.

Por 1ltimo, buscamos la solucién particular para las condiciones iniciales. Si zg =
1, podemos ver que ¢y = 1. Aplicamos la condicién y, = 2

EO—I—tO_’_Cl = 2a
3
—+C; = 2
2"’ 1 )
1
Cl — 5
Hacemos lo propio para yy = 1
3 3¢
1 3 1 1
—+-4+(1+=)+=Inl =1
6+4+(+2)+2n + Cy )
17
Co = ——
? 12
Por tanto, la solucion particular es
r = t+Int,
t3+3t2+3t+11t 17
= —4+—4+-t+=-Int— —.
YT T T 12

5. 9" —e V' =0

Esta ecuacion diferencial es un ejemplo del segundo caso de ecuaciones integrables
no lineales, es decir, F(y™~Y, y™) =0, con n = 3. Mediante la parametrizacién,
podemos relacionar ambas derivadas e integrar de manera similar a los ejemplos
3 y 4. En este caso, hacemos el siguiente cambio

y'=t, y"=e

De este modo, podemos relacionar los diferenciales
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e e, —dy') =edr.

Ahora bien, tal como hemos parametrizado, d(y”) = dt y, por tanto, se obtiene
que
dr = e'dt.
De esta forma encontramos la ecuacién paramétrica para x sin mas que integrar
la expresién anterior
r=c¢e +C).

Por otro lado, a partir de la ecuacién y” = t obtenemos que

d(y') = tdx = te'dt.

Por consiguiente, podemos obtener la ecuacion de la derivada de primer orden
integrando la expresién anterior, esto es 2

y = /tetdt = te' — /etdt =e'(t—1)+ Co.

A continuacién, aplicamos el mismo procedimiento con el fin de encontrar la
ecuacion paramétrica de y. Tenemos que

d(y) = (e"(t — 1) + Co.) dw = (e'(t — 1) + C) e'dt.

Integramos para obtener la solucién general

y= / (e (t = 1) + Cae')

y, por tanto, después de integrar podemos expresar la soluciéon general como

r = e+ O,
e?t 3
= —|t—= Cye' + Cs.
Y 2( 2)+ 2e + C3

6. y/l/ _ y// — 0

Si bien tenemos una ecuacion diferencial del mismo tipo que en el caso anterior,
dado que no existe dependencia explicita en x, la manera de resolverla se simpli-
fica. Si suponemos que la derivada de segundo orden es una cierta funcion de la
variable z, es decir, y” = z(z), entonces obtenemos la siguiente relaciéon

2Nétese que agrupamos todas las constantes de integracién en una constante final. Para ahorrar
notacién no incluimos dichas constantes en todos los pasos.
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Z = Z.

que podemos resolver como una ecuacion de variables separadas. Hagamoslo

dz dz

— =z — —=dx
dx z
que, tras integrar resulta
Inz=x2+C,
y, por tanto,
z = Che”.

De esta forma obtenemos una primera relacién explicita de las variables x e y, ya
que z =y’ = Cye”. Si ahora integramos directamente dos veces, obtendremos la
solucién y(x), esto es

y = Cre® + Cox + Ch.

7. y"? +y" —1 = 0 Este caso es similar al anterior, no existe relacién explicita entre
las derivadas y la variable x y, por tanto, lo inico que debemos hacer es encontrar
dicha relacion. Procedemos de igual modo, suponemos que la derivada de menor
orden es una cierta funcién z(x), de modo que la ecuacién queda en la forma

y=:2*+2-1=0.

Nuevamente, tenemos una ecuacién diferencial de variables separadas. Aplicamos
el método general para su resolucion:

dz?

— -1 =0

dz T ’
d

L

+v1— =z

Cabe recordar que, siempre que tomemos una raiz cuadrada, hay que preservar
los posibles signos para asi obtener la soluciéon general. Realizando la integral se
obtiene

t+arcsinz =z + (4

y, por tanto, la funcién z(z) y, por tanto, la derivada segunda de y viene dada
por

z=1y" = +sin(z + Cy).
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Integrando dos veces obtenemos

y = £sin(z + Cy) + Cox + Cs,

o, si queremos deshacernos del signo, podemos escribirla en la forma

(y — Cox — C3)* = sin®(z + CY).

8. y' —eV=0

Esta ecuacién presenta la forma del dltimo de los casos vistos, en el que las
derivadas estan separadas dos érdenes, F(y"=2), y(™) = 0. Por tanto, hay que
encontrar una parametrizacion y”’ = [(t),y = a(t) que simplifique la ecuacion.
Ademds, podemos suponer que y dependerd de x y, por tanto, llamamos z(z) =
a(t) 3. Tendremos que

Aplicamos el método general en el que derivamos dos veces la funcién z(z)
aft)  oft)dt o
dv — dt dv 2

../ "/
Z”(a:) —

#(x) =
od"v" — 2"

3
Para simplificar, podemos elegir «(t) = Int, (t) = t. Dado que ya tenemos la

solucion paramétrica de y, falta calcular la de la variable x. Empleamos la ecuacién
explicita de z”(z) para llevar a cabo esta tarea, que nos lleva a

0, lo que es lo mismo,

o bien

4t + 322 =0

que es, como cabia esperar, una ecuacién diferencial de Bernoulli *.

3Empleamos la funcién z ya que, en general, podria referirse a derivadas de orden superior del tipo
(n—2)
Y

4No nos detendremos en la resolucién de este tipo de ecuacién ya que resulta bastante tedioso.
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Aunque podriamos pensar que ésta es la unica forma de resolver este tipo de
ecuaciones diferenciales y que, por lo tanto, debemos resolver necesariamente una
ecuacion de Bernoulli, en algunos casos se puede simplificar el problema de manera
notable (eso si, se requiere de una idea feliz”). El caso anterior es uno de ellos.
Podemos ver que si multiplicamos a ambos lados de la ecuacién diferencial inicial
por la derivada primera con respecto a y, la ecuacion diferencial se simplifica
notoriamente. Hagamoslo:

y// y/ _ y/ 7
La idea feliz se encuentra en la aparicion, por un lado, de la derivada de la pro-

pia funcién de partida ((e¥)’ = y'e¥). Por otro, si derivamos el cuadrado de ¥/,
obtenemos la siguiente expresion

(y/2)/ — 2y”y'.

Por tanto, la ecuacién inicial se simplifica a

Integrando la expresién anterior se llega a la expresion

y? =2e¥ +C

Esta ecuacion es de variables separables

Z—y = :f:\/ 2€y+01
X

que lleva a

Si resolvemos lleva a °

1 VO + V2t 4+ C4

r = +———1

+Cy, siC; >0
Nt NN o B

2 2t
+——=arctany/—1— — + Cy,si C} <0
o c 2 1

2
r = _\/;+CQ,Si Clzo

5Aunque la solucién se puede obtener analiticamente, se recomienda el uso de un software de
integracién para este caso.
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3.3. Reduccion del orden de la ecuacion

En ocasiones, la ecuacion diferencial de orden superior tiene una forma tal que es
posible reducir su orden mediante un cambio de variable. En alguno de los ejemplos
anteriores ya hemos empleado uno de los métodos. Veamos los distintos casos generales.

1. Ecuacién de la forma F(x,y® y* ) y™) =0, con k # n

Notese que, en este caso, no hay dependencia explicita con la variable y, si no que
la dependencia es con sus derivadas. Si la ecuacion presenta esta forma, entonces es
posible reducir el orden de la ecuacién mediante el cambio de variable y*) = z(z),
cuyo orden sera k veces menor al de la ecuacién inicial:

Fx,2,2,2", ..., 270y =0 (3.8)
Una vez se tenga la funcién z(x) basta con integrar k veces para obtener y(z).

2. Ecuacién de la forma F(y,y/,...,y"™) =0

En este caso, se puede sustituir ¢ por una cierta funcién que dependa implici-
tamente de y, es decir, ¥ = p(y). Ahora p serd la nueva incégnita y se habra
reducido el orden en una unidad. Podemos ver que

" d, ,_dydy  dp
y' = —)=—— =p
dx dy dz dy
" d ( dp ddy ( dp
y = o \P | = o\ P | =
dx \" dy dydx \" dy

dp 2 d*p
P (p <@) +p%
3. Ecuacién diferencial homogénea

Cuando se trata de una ecuacién de orden superior, la definicién de ecuacién
homogénea no es exactamente igual a la del capitulo anterior, En este caso, para
que la ecuacion diferencial sea homogénea debe cumplir la identidad

F(x, ty, ty ty"..., ty(")) =t“F(z,y,y,y"..., y(”)). (3.9)

En este caso, es posible reducir el orden de la ecuacion diferencial mediante el cam-
bio ¥’ = yz(x), donde z(x) es la nueva incégnita. Esto es asi ya que, si realizamos
las sucesivas derivadas tenemos que

y' = (yz(2)) = y'z +y = y(2® + 7)),
y/// — y<Z2 +Z/) — y/(ZQ +Z/) —I'_y(QZZ/ +Z//> — y(Z3 +3ZZ/+Z//)

y asi sucesivamente. De esta forma, la derivada enésima se puede expresar como
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y(”) =y(z,72, ..., z(”_l)) (3.10)

donde 9 es una funcién conocida. Aplicando la homogeneidad de la funcién tene-
mos que

F(,z,y,yz,y(2+2), ..., y0(z, 2, ..., z("_l)) =y F(x, 1,2, 242, ..., (2,7, ..., z("_l)) = 0.

4. Ecuacién diferencial homogénea generalizada

Una ecuacion diferencial es homogénea generalizada si cumple la siguiente iden-
tidad

F(ta, t™y, "y ™2y Yy = 1 F (2, y, 0,y y ™) = O F (2,9, 4,y ™).

Aunque incluyamos este caso en reduccion del orden, lo que querremos sera reducir
la complejidad de la ecuacion eliminando la dependencia explicita con respecto
al pardmetro ¢ (y cualquiera de sus potencias). Para ello, empleamos el siguiente
cambio de variable

de donde obtenemos que dx = e'dt. Calculemos las derivadas de la variable y

, d(e™z) d dt

Yy = o = %%(emtz) —et (emtz/ + memtz’)) — 6t(m—l) (Z/ + mz)
d
Yy o= e_t%et(m_l) (2 +mz) =™ D+ (2m — 1) + (m—1)2).

Se puede demostrar que la derivada enésima se puede expresar de la siguiente
manera

YW =Mtz 2 ., 2™)

donde v es una cierta funcién conocida. Ahora bien, si aplicamos la condicién de
homogeneidad de la funcién F tras aplicar los cambios de variable, tenemos que

F(el, e™z, em Vmz 4 2'), ... em™™hy(z, 2 .. 2™)) =

=e“F(1,z,(mz+2),...,9(2, 2, ...,z(”)) =0

Como vemos, en la ecuacion resultante desaparece cualquier dependencia con el
parametro t dentro de la funcién F'.
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5. Ecuaciones del tipo F(z,y,v,...,y™) = (¢(z,y, v, y", ...,y V) =0

Este es, al menos en el concepto, el caso mas sencillo de reduccién de orden. Si la
ecuacién diferencial resulta ser la derivada de una ecuacién que es un orden (o,
en general, m érdenes menor), se podra reducir su orden sin mas que realizar la
integral con respecto a la variable x. Tras integrar, se tendrd la nueva ecuacién
diferencial

¢((x7 y? y/7 y”? A y(nil)) = Cl

siendo (' la constante de integracién.

3.3.1. Ejemplos de reduccion del orden de la ecuacién diferen-
cial

Resolvamos algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales cuyo orden puede ser re-
ducido.

1. nyH — y/2

Como vemos, en este caso la variable y(x) no aparece explicitamente y, por tan-
to, estamos ante el primer caso. Hagamos el cambio sugerido para este tipo de
ecuaciones, ¢y’ = z(z). La ecuacién diferencial queda como

De esta forma, se obtiene una ecuacién diferencial de primer orden que, ademas,
es de variables separadas:

,dz 9 dz dz
- =2, 2o =
dx z x

que podemos resolver integrando a ambos lados,
dz [ dx
)

1 1
—Z=-240C.
z i

y, por tanto,

Despejamos en la ecuacién anterior para obtener la funcién z(x), o, lo que es lo
mismo, y'(z)

’ X

- 1—C’1x

Para obtener la solucién, simplemente integramos la solucién de la ecuacién dife-
rencial de orden reducido:
x
= [ ———dux.
Y / 1-— Cll'
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Resolvamos la integral. Para ello, buscamos un cambio de variable que invierta el
numerado y el denominador, de forma que la integral resultante sea mas sencilla.
Por ejemplo, aplicamos el siguiente cambio

d
u:C'lx—l, —>—u:CI
dx

y, por tanto, dr = g—? Por otro lado, vemos que x = “C—tl, por lo que xdx = “C—Eldu.
1

En efecto, empleando este cambio hemos conseguido simplificar notablemente la

integral

1 u—+1 1 1 1

Deshagamos el cambio de variable para obtener la solucién general
1
y(z) = =75 (Crz = 14+ In(Cha — 1)) + C
1

para C; # 0,C} # oo. La soluciéon para estos valores particulares se obtienen
haciendo el limite de la expresion inicial, lo que nos lleva a

2
z + Cg si Cl =0;
— 2 ) )
y(@) { Cy si (] = .
2. y/// — y//2

Esta ecuacién diferencial es similar al caso anterior pero, en esta ocasion, la deri-
vada de menor orden es £k = 2. Por lo tanto, una vez tengamos la soluciéon para
nuestro cambio de variable, deberemos integrar dos veces para encontrar la solu-
cién general y(x). Empecemos por el cambio z(x) = y”. Con esto, la ecuacion se
simplifica a una ecuacion de primer grado

2 —22=0.

Nuevamente es posible separar las variables de manera que queda la siguiente
integral

que resulta en

B Cl—i—l"

Calculamos mediante dos integrales la solucién general

y/:—hl|01—l’|+02,
y=(C, —x)In|Cy — x| + Cox + Cs.
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3.y +2yy" =0

En esta ecuacién no aparece de manera explicita la variable x, por tanto, estaremos
ante una ecuacién diferencial reducible del segundo tipo. Por tanto, para poder
resolverla ecuacién, aplicamos el cambio de variable sugerido y' = p(y), de forma
que y" = pg—;’. Sustituimos estos cambios en la ecuacion diferencial

d
P* + 2yp =0,
dy
que podemos simplificar como
dp
2y—) =0
p(p+2y dy) ,

de manera que una de las soluciones es p = 0. Tras deshacer el cambio, se obtiene
una primera solucién y = C, siendo C una cierta constante. La otra solucion se
obtiene de resolver la ecuacion diferencial de primer orden:

d
p+2y 2 =0,
dy

Podemos ver que es una ecuacién diferencial de variables separadas que puede
resolverse integrando a ambos lados

2
/_dp:_ @7
p Yy

de forma que

Inp? = —Ilny +C,

que da lugar a

o _ G
Y

p

A continuacion, deshacemos el cambio de variable

C
Y =+ —,
y

de manera que podemos obtener la soluciéon integrando, ya que la ecuaciéon resul-
tante vuelve a ser de variables separadas

@:j: Gy
dx Y

Y

de donde
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Yy
+./=dy = d
/vcly /x

3/2

que resulta en
L2y

TG

Para obtener la solucion explicita despejamos la variable y

dy—iU+CQ

, (3(:5 + (2,*2)\/71)2/3

o bien, definiendo una nueva constante C' queda como

y=(z+C)"C.
La solucion general incluye también la solucién anterior y = C.

4. yy// _ y/2 _ y/3
Al igual que en el caso anterior, no existe dependencia explicita con la variable

x. Podemos por tanto, hacer de nuevo el cambio de variable iy = p(y), de forma
que i’ = p& dy Se obtiene la siguiente ecuacion

d

dy =p*—p’.

Nuevamente, tenemos la solucién para p = 0 que seria y = C. Por otro lado,
debemos resolver la ecuacién de primer orden

que, nuevamente, es de variables separadas. Integramos la ecuacién

dp dy

p—p> J y’

Para resolver la integral de la parte izquierda empleamos el siguiente cambio. Si
factorizamos el denominador de forma que (1 — 1/p)p?, podemos hacer el cambio
v =1—1/p. De esta manera du = 1/p*dx o, lo que es lo mismo, udu = dz. La
integral se simplifica a

/ldu:lnu—l—(}’:—ln(l—l)—i—a
u p

Teniendo esto en cuenta, nos queda que
1
In(l—-)=—-lny+C,
p
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y, por tanto,

Despejamos para obtener

Por 1ltimo, integramos para obtener la solucién general (donde = aparece de forma

explicita
C1
/ dr = / v+ dy.
Y

Esta ecuacién se puede resolver por integracién directa de donde se obtiene

z=Cilnlyl+y+ Cs.

T y/2

V1—a?

Comprobamos que la funcion es homogénea, es decir, se cumple que

5. xyy/l _ xyIQ _ yy/ _'_

F(tw, tmy, "y 1™ 2y "y ) = tF (2,9, 4,y y ™) = F (2,9, 4,y ™).
ya que

2 2

2(ty) (ty") — 2(ty')? — (ty) (ty') + —:C/% = t*(ayy" — 2y —yy + -/':f yt )

con lo que, efectivamente, la ecuacién diferencial es homogénea. Aplicamos el
cambio de variable y = yz(x), de forma que se obtiene la siguiente ecuacién

diferencial

2
, T2

Podemos reescribir la ecuacién en la siguiente forma

G) ==
2) 1 — a2

que, tras integrar, queda como

EZ—Vl—[IZQ—FCh
z

y, por tanto,
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Deshacemos el cambio de variable

Yy B Ch —\/1—1'2,
y, tras volver a integrar, se llega a
Injyl=v1l—-22+CIn|C; — V1 —2a%2+ Cs.

6. ylzy" +y') =ay*(1 —x)
Esta ecuacion diferencial nuevamente es homogénea. Hacemos por tanto el cambio
de variable ¢y = yz(z), con lo que se obtiene

(z2) + (x2)? = 0.

que podemos reescribir como

(z2)

=—1.
(22)?
Realizando la integral a ambos lados queda
1
— =+ Cl-
xz
Despejando la funcién z(x)
1
z = ,
z(x + Ch)

y deshaciendo le cambio de variable

()= swvey

Por 1ltimo, integramos para obtener la solucion general

A
-C 1/C1
y =Gl |
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3.4. Ecuaciones diferenciales lineales de orden su-
perior

La forma general de una ecuacién diferencial lineal de orden superior es

ao(x)y™ 4 ar(2)y" VY + L a1 (2)y + an(2)y = () (3.11)

donde los coeficientes a;(x) son valores conocidos. Si dichos coeficientes dependen de
la variable x, llamaremos a la ecuacién diferencial como lineal con coeficientes varia-
bles. Si no dependen de dicha variable, entonces la ecuacion diferencial serd lineal con
coeficientes constantes. Al igual que ocurria con las ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden, si la funcién ¢ (x) = 0, entonces diremos que la ecuacién es homogénea.

Antes de introducir los métodos de resolucion de los distintos casos haremos un inciso
sobre la independencia lineal de las posibles soluciones. Como veremos, una ecuacién
diferencial de n-ésimo orden dara lugar a un conjunto de n soluciones particulares. Si
dichas soluciones son linealmente independientes, la soluciéon general serd la suma de
las soluciones particulares. ©

3.5. Independencia lineal de las soluciones

Consideremos que tenemos un conjunto de soluciones particulares de una ecuacion
diferencial de n-ésimo orden (cuyos coeficientes pueden ser constantes o variables), y;
con i = 1,n. Considerando a; un conjunto de constantes arbitrarias, se dice que dichas
soluciones (o en general cualquier conjunto de funciones) son linealmente independientes
si se cumple que

a1y + oy + ...+ any, =0 (3.12)

si y solo si a; = 0. Si la Ec.(3.12 se cumple para cualquier valor de las constantes
distinto de cero, entonces el conjunto de funciones (o soluciones particulares [y,] es
linealmente dependiente. Esta forma de determinar la dependencia lineal o no de un
conjunto de funciones parte de la propia definiciéon de funcién linealmente independien-
te. Existen otras formas especialmente utiles si el conjunto de funciones tiene un valor
de n relativamente grande:

Una herramienta matematica tutil para determinar de forma més sencilla la de-
pendencia lineal o no de las soluciones, es el denominado determinante de Wronski o
Wronskiano.

Determinante de Wronski y criterio de independencia lineal

Si se tiene el conjunto de soluciones y1,¥a, ..., yn y éstas son (n — 1) veces diferen-
ciables, entonces podemos construir el llamado determinante de Wronski como

6Este procedimiento lo hemos venido aplicando asumiendo la independencia lineal de las soluciones.
Sin embargo, en el caso de las ecuaciones lineales y, como veremos en el siguiente capitulo, los sistemas
de ecuaciones diferenciales, resulta 1til emplear un criterio sencillo para determinar si las soluciones
obtenidas son o no linealmente independientes.
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n Y2 Yn
Y A y
W)= " 2o
n—1 n—1 n—1
N S

Se cumple que:
= Si W =0, entonces las funciones y1, 4o, ..., ¥, son linealmente dependientes.
= Si W # 0, las funciones y1, ys, ..., Yy, son linealmente independientes.

El criterio anterior es vélido para cualquier conjunto de funciones. Ahora bien, si
las funciones son soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea, es decir, del
tipo

y™ + Py (z)y™ Y + ..+ Py(z)y =0,

entonces la solucion general de dicha ecuacion sera la suma de cada una de las soluciones
linealmente independientes

y=>_ Ciyi).
i=1
Ejemplos Determina si las funciones dadas son o no linealmente independientes

l.y1=24+2, yo=20—2

En primer lugar, hagamoslo mediante la multiplicaciéon por constantes. Para que
sean linealmente independientes se debe cumplir que

a1y1 + agys = 0.
Sustituyendo las funciones obtenemos

ai(x +2) + as(x — 2) = 0.

que podemos reescribir como

13(041 + 062) + 2(0&1 - 042) = 0.

Como vemos, obtenemos que se debe cumplir que a3 = —as y que a1 = an
simultaneamente y, por tanto, solo se cumplira dicha condicién si a; = as = 0.
Podemos deducir que las funciones son linealmente independientes.

Apliquemos ahora el Wronskiano. Para ello, dado que n = 2, debemos calcular
unicamente la primera derivada. Tenemos que y; = y, = 1. Construyamos el
determinante de Wronski

rT+2 x—2
1 1

Yy Y2
Yi Vs

W(z) =

‘:x+2—x—|—2—:4
Como vemos, W # 0 y, por tanto, las funciones son linealmente independientes.
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2. =649, yo =8z + 12

Apliquemos en primer lugar el método estandar para saber si son linealmente

independientes

que podemos reescribir en la forma

22(3ay + 4as) + 3(30n + 4ap) = 0.

Como vemos, obtenemos una tinica condicion

4
a1 = _§a27
la cual se cumple para valores «; # 0 y, por tanto, las funciones son linealmente
dependientes. De hecho, es facil ver que, en este caso, LA % Como una se puede

obtener a partir de la otra, las soluciones no son linealmente independientes.

Hagamos ahora el calculo del Wronskiano y comprobemos si, como debe ser, es
igual a cero

6x+9 8x—+12

Wz =" 8

‘:8(6x+9)—6(8:c+12):483:4—72—48:13—72:()

como vemos se cumple que, si las funciones son linealmente dependientes,

3.6. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficien-
tes constantes

Si se tiene una ecuacién diferencial que presenta la forma

apy™ + ary" TV + a1y +any = f(x) (3.13)

siendo a;, con ¢ = (1,n), valores constantes, se dice que la ecuacién diferencial de
enésimo orden es lineal con coeficientes constantes. Ademads, se dice que

» Sif(z)=0
La ecuacién diferencial es lineal homogénea

- Sif(x) #0

La ecuacién diferencial es lineal no homogénea (o completa).

En general, si f(z) es una funcién continua en un cierto intervalo I € R, entonces
la solucién general de la Ec. (3.13) se puede expresar como la suma de la solucién
general de la ecuacion homogénea asociada y una solucion particular de la ecuaciéon no
homogénea.
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Para hallar la solucién de la ecuacion homogénea escribimos la llamada ecuacion
caracteristica de la ecuacién diferencial lineal

ao\" + a A"+ L+ a, A+ a, =0. (3.14)

Si Aj, con i = (1,n) son raices de la ecuacién anterior, entonces a cada lambda; le
corresponde una solucién particular de la ecuacién homogénea (Ec.(3.13) con f(z) = 0)
de la forma y; = e**. Nétese que la tnica forma de relacionar una funcién y sus
derivadas de forma lineal y con coeficientes constantes es mediante una funciéon de
partida que sea una combinacion lineal de exponenciales. Por tanto, la combinacion
lineal de las soluciones particulares es la solucién general de la ecuacién homogénea, es
decir

y(x) = ZCiyi- (3.15)

Ademas, si las raices se repiten, es decir, si existe un raiz multiple A\, que se repite [
veces, entonces a cada raiz multiple le corresponde una solucion del tipo

Arx o AT -1 N
Y =" Y1 =€, Y1 =T €7

Estas soluciones se sumaran a la soluciéon general de la ecuaciéon homogénea.

Pongamos un ejemplo sencillo. Si se se diese el caso en que las raices son \; = Ay =
A3 = 1, entonces [ = 3. La suma de las soluciones particulares de la ecuaciéon homogénea
quedaria como

y(x) = Cre” + xCye” + 22Cse”.

Veamos un ejemplo sencillo para ilustrar este caso.
Ejemplo:
Sea la ecuacién diferencial lineal de segundo orden

' +y —2y=0.
Como vemos, la ecuacién es homogénea ya que f(x) = 0y, ademds, los coeficientes

son constantes (ag = 1,a; = 1,a3 = —2). La ecuacién caracteristica es la siguiente
N +A—2=0.

Podemos encontrar las raices sin mas que resolver una ecuacion cuadratica. Las
raices seran

 —-1£49
B

de donde obtenemos las raices Ay = 1 y Ay = —2. Como hemos visto, a cada raiz le
corresponde una solucién particular, es decir,

A

Yy =¢e", yg=¢e .

y, por tanto, la solucién general serd
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y(l‘) = C’lem + 026_290.

Si introducimos esta ecuacion en la ecuacion diferencial vemos que, efectivamente,
es solucién de la misma.

3.6.1. Meétodo de los coeficientes indeterminados

Para encontrar la soluciéon particular cuando la ecuacién diferencial lineal es no
homogénea, es decir, cuando f(x) # 0, existen distintos métodos. Por un lado, tenemos
el método conocido como método de los coeficientes indeterminados. Este método se
emplea si la funcién presenta la forma

f(z) = Pu(z)e™,
siendo P, (z) un polinomio de grado m. En tal caso, la solucién particular de la ecuacién
no homogénea vendra dada por

§=2°Qm(z)e’, (3.16)

donde Q,,(z) es un polinomio de grado m y se cumplen las siguientes condiciones

= s = 0 si v no coincide con ninguna de las raices de la soluciéon de la ecuacién
homogénea.

= Si alguna raiz se repite, entonces s es igual a la multiplicidad de la raiz si v es
igual a dicha raiz.

Es decir, si algunas de las raices de la ecuacion caracteristica son iguales, por
ejemplo, si \; = \j con @ # j y, ademds, \; = 7, entonces el pardmetro s sera
igual a la multiplicidad de la raiz correspondiente.

Sabiendo esto, la primera condicion estaria incluida en ésta ya que, si ninguna
raiz se repite, entonces la multiplicidad es cero y, consecuentemente, s = 0.

= Si P,,(z) es una cierta constante, @Q,,(x) también serd constante.

» Siy =0y P,(z) es un polinomio del tipo P,, = apx™ +ap_12™ 4. . . +a1x+ay,
entonces @, (z) serd también un polinomio en la forma Q,, = A,2™+A,, 2™ 1+
...+ Az + Ag, donde a; y A; son ciertas constantes que no tienen por qué ser
iguales.

Ademds, si f(x) es una combinacién de funciones del tipo anterior, (f(x) = > ., fi(x)),
entonces la solucién particular de la ecuacién no homogénea es igual a la suma de las
soluciones particulares ;.

Veamos un ejemplo para ilustrar este método.

Ejemplo:

y" =3y 4+ 2y =sinzx

Tenemos una ecuacion diferencial lineal no homogénea de segundo orden. En pri-
mer lugar, debemos encontrar la solucién general de la ecuaciéon homogénea, es decir,
hacemos f(x) = 0, escribimos la ecuacién caracteristica y buscamos las raices:
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A —30+2=0

cuyas raices son Ay = 1y Ay = 2. Por tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial
homogénea se puede escribir como

y = Cre® 4 Cye®”

Sin embargo, la ecuacion diferencial es completa y, por tanto, debemos encontrar la
solucién particular para f(z) = sinx. Para poder emplear el método de los coeficientes
indeterminados, recordemos que la funcién debe presentar la forma f(x) = P,,(z)e". En
primera instancia podria parecer que la funcién no cumple este requisito, sin embargo,
si empleamos la féormula de Euler © podemos escribir la funcién seno de la siguiente
manera

: 1 T —iT
SINT = o (e e )
Es decir, f(z) = fi(x) + fa(x),y, por tanto, se pueden encontrar las soluciones
particulares por separado ya que ademés presentan la forma deseada, con P, (z) = %
Yy =1t 72 = —i. Como vemos, y; # A, es decir, los factores 7; no coinciden con las

raices de la ecuacion homogénea. Por lo tanto, s = 0. La soluciéon particular sera la
suma de las soluciones particulares por separado

U = U1 + Yo
donde

Ui = 2°Qum(7)e7™.

Sustituyendo s = 0 y teniendo em cuenta que P,(z) es constante y, por tanto,
Qm(z) también lo serd, nos queda

N iz
Y; = q;e’".

De esta forma obtenemos las soluciones particulares §; = a1 y §; = ase™® de

manera que la solucion particular de la ecuacién no homogénea es
y=aie” +ase

Los coeficientes a; se pueden calcular sustituyendo la solucién particular en la ecua-
ciéon homogénea, esto es

d2 T —iT d T —iT 1T —ix 1 T —ix

— (016" + aze™™) = 3= (a1€” + aze™™) + 2 (a1 + aze™™) = — (e — ™)

dx dx

En realidad, este proceso se podria realizar por separado, es decir, primero obtener
el coeficiente sustituyendo la solucién g; y hacer el mismo proceso para 7. Querremos
sacar factor comin tanto e como e~ y, para obtener los coeficientes, simplemente
igualaremos las partes que multipliquen a dichas exponenciales a ambos lados de la
ecuacién. Si realizamos las derivadas pertinentes y factorizamos se obtiene

"Férmula de Euler: e = cosz + isinx
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: : 1
((1,1 — 3’iCL1> e’ + (CLQ + 3iCL2) e = Z (

Como vemos, para que las soluciones particulares cumplan la ecuacién diferencial,
los factores constantes deben cumplir que

eim o e*l’l‘)

1
a1(1 — 32) = —
]

(1+ 39) !
a 1) = —
? 2

En este punto, despejando los coeficientes, podriamos obtener directamente la so-
luciéon de la ecuacién no homogénea. Para presentar la soluciéon de manera elegante
haremos alguna operacién extra. Por un lado, separamos la parte real y la parte ima-
ginaria

1 6 — 2 3 1

_ _ - 3.17
2 +6 (6+2i)(6—2) 20 20 (3.17)

ai

3 i
El mismo proceso lleva a ay = 20 + 20" Y ahora sustituimos en la solucién particular

U = a1e” 4+ ase” " = (a1 + ag) cosx +i(a; — az)sinx = 1—0(3 cosx + sin ).
Por 1ltimo, la solucién general de la ecuacion diferencial completa serd la suma de la
solucién general de la parte homogénea junto con la suma de las soluciones particulares,

es decir

1
y = Cie” + Coe** + E(ZS cosx + sinx).

3.6.2. Meétodo de la variacion de las constantes

Los primeros pasos de este método son exactamente los mismos que en el caso
anterior, a saber, hallar la solucién general de la ecuaciéon homogénea construyendo la
ecuacion caracteristica de manera que se obtienen las raices correspondientes. Hecho
esto, para obtener la solucién particular dada por la existencia de la funcién f(x)
(continua en un cierto intervalo de x), el método de variacion de constantes es similar
al visto en el capitulo anterior para ecuaciones de primer orden. Los pasos son los
siguientes:

= Suponemos que la solucién particular de la ecuacién homogénea presenta la forma

yle) = Z Ci(2)ys. (3.18)

es decir, que los coeficientes de la solucién no son constantes si no que dependen
de la variable z.
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» Las derivadas de las funciones C;(x), es decir, las funciones C/(z) se pueden de-
terminar a partir del sistema de ecuaciones

> Cila)y™ = —f@énfl,m? conm=0,n— L (3.19)
- ao
=1
donde § es la delta de Kronecker.
‘ 0 si i#£7j

Noétese que el resultado de la Ec.(3.19) es un sistema de ecuaciones con tantas
ecuaciones como incognitas C!(z) a determinar. Por ejemplo, si n = 2, entonces
tendremos una primera ecuacion para m = 0 y otra para m = 1. En la primera,
n —1%# my, por tanto, d; o = 0. En la segunda ecuacién los indices coinciden vy,
consecuentemente, 5171 =1

» Se integran las ecuaciones anteriores para obtener los coeficientes C;(z)

Ciz) = / Cl(x)dz + a;
donde a; son las constantes de integracion.

= Por ultimo, sustituimos los coeficientes en la solucién particular dada por la Ec.
(3.18), es decir

y(x) = ; Yi (/ C!(z)dx + ai) .

Nuevamente, es méas facil comprender el método a través de un ejemplo.

Ejemplo:

63)
vty = —
En primer lugar hallamos la solucién general de la ecuacion homogénea, calculando

las raices de la ecuacion caracteristica

A2 —2\+1=0,

que da lugar a Ay = Ay = 1, es decir, la raiz tiene multiplicidad uno. Ademas, la raiz
coincide con el factor que multiplica a la variable x en la exponencial de f(x) y, por
tanto, emplearemos [ = 2 para obtener las soluciones de la ecuacién homogénea dada
por la suma de la Ec.(3.16). Por lo tanto, la solucién general serd

y(z) = Che® + Coxe®.

Ahora, suponemos que los coeficientes dependen de la variable x de forma que nos
queda
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y(z) = Ci(x)e® 4+ Co(x)xe”.

Para obtener los coeficientes aplicamos la Ec.(3.19), que nos dard un sistema de
tantas ecuaciones como incognitas tengamos. En este caso, las incégnitas son dos, Cy(x)
y Ca(x). En la primera ecuacién, para m = 0, la delta de Kronecker es nula y, por tanto,
obtenemos

Ci(x)e” + Cy(x)ze® = 0.
La segunda, es decir, para m = 1, tenemos que
Cl@)yy + Co(x)yy = f(=).

que da como resultado

T

Cl(x)e® + Ch(x)(z + 1)e® = %

Resolvemos el sistema, por ejemplo, por substitucion. De la primera ecuaciéon se
obtiene

Ci(x)+ = —zC%(x)

Sustituimos en la segunda

1
—2Cy(x) + Cy(x)(x + 1) = —
de donde obtenemos la derivada del segundo coeficiente

, 1
02(x) = .

Se obtiene por tanto que

Cy(x) = In|x| 4+ Cs.

donde ahora 02 es una constante de integracién. Por otro lado, calculamos Cf(z) a
9 1
partir de la primera ecuacion

que. tras integrar, nos lleva a

Ci(x) = —x 4+ Ch.

Finalmente, sustituimos las constantes obtenidas en la solucién general donde supu-
simos que éstas podian depender de x para obtener la solucién particular de la ecuacion
no homogénea.

y(x) = (—x 4+ C1)e® + (In|z| + Cy)xe”.
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3.7. Ejemplos de ecuaciones diferenciales de orden
superior en Fisica

En esta seccion emplearemos alguno de los métodos introducidos en esta seccién
para resolver el caso general del movimiento armoénico. Para ello, empecemos por el
caso sencillo de un movimiento armonico libre no amortiguado.

3.7.1. Movimiento armoénico libre no amortiguado

Supongamos una cierta masa m esta ligada a un muelle colocado en vertical de tal
forma que, si la masa se deja caer, ésta oscila generando un movimiento arménico en
la coordenada y. Si suponemos que no existe ningin tipo de amortiguacién ni fuerza
externa, entonces la ecuacién diferencial que describe este sistema es

my" (t) + ky(t) = 0.

Como vemos, tenemos una ecuacion diferencial lineal de segundo orden homogénea.
En ocasiones esta ecuacién se resuelve de manera textitintuitiva. Sin embargo, veamos
que podemos aplicar el método general. Podemos resolver hallando las raices de la
ecuacién homogénea

k
AN — =0.
m

[ k

que resulta en las raices Ay = +24/ —. Podemos escribir la ecuacion de movimiento
m

como

y(t) — Cleiwt + 026_7;“”:.

0, lo que es lo mismo

y(t) = Cleth + Cze_iwt,

siendo w = \/% .

Supongamos que en el instante t, = 0 la masa se encuentra en la y = 0 (esto
lo podemos hacer ya que tanto la eleccion del instante inicial como del sistema de
coordenadas son arbitrarias), entonces tenemos que necesariamente C; = —C5. De esta

forma obtenemos que

y(t) = C(e™t — e "),

y, por tanto,

y(t) = 2iC'sin(wt).

Como vemos, tenemos un movimiento arménico pero podria parece que la amplitud
es compleja. Si suponemos que en un determinado instante ¢,, la amplitud es maxima,
es decir, sinwt = 1, podemos calcular el valor de la constante en funcién de dicha
amplitud méaxima A,,, esto es
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Y(tm) = A = 2iC,

de donde se obtiene C = é—m Si sustituimos el valor de la constante obtenemos la

i

formula bien conocida del oscilador armoénico simple no amortiguado

Y(tm) = Ap sin(wt).

3.7.2. Movimiento armodnico libre amortiguado

En este caso se supone que existe una cierta fuerza externa que hace que la velocidad
del movimiento varie con el tiempo. Podemos escribir la ecuacion diferencial de este tipo
de movimiento como

my"(t) + ey (t) + ky(t) = 0.
Nuevamente tenemos una ecuacién homogénea y, por tanto, la ecuacién caracteristi-
ca sera
mA2 + e\ +k = 0.
de donde se obtienen las raices

—cEt v —4km

2m

Ay =

Se pueden, por tanto, distinguir tres casos

1. Si ¢ — 4km > 0: En ese caso se tienen dos raices reales y la solucién general
vendria dada por

y(t) = Cret! + Cyet!

Este caso se conoce como sistema sobre sobreamortiguado ya que el sistema se
amortigua antes de realizar ninguna oscilacion.

2. Sic?—4km < 0:

Entonces las raices tienen una parte compleja y se pueden expresar en la forma

—ctiv4dm — 2

2m

Ay =

) 1 c2 — km

Si llamamos K = - a la parte real y llamamos w = I w— a la parte
m m

imaginaria, la solucién general puede expresarse como

y<t> — ClefKteiwt 4 C2€7Kt€7iwt
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Realizando el mismo procedimiento que en el caso no amortiguado, determinamos
que C7; = —Cy = (. De esta forma, la ecuaciéon queda como

y(t) — C’eKt (eiwt o e—iwt) )

Al igual que en el caso no amortiguado, tenemos una funciéon seno. Se puede de-
terminar la maxima amplitud independiente de la amortiguacién para determinar
la constante C' de manera que se llega a la ecuacién

y(t) = Ape T sinwt.

Este caso se conoce como subamortiguado ya que permite un cierto niimero de
oscilacién antes de detenerse por completo.

3. Si ¢ — 4km > 0: Este caso se conoce como criticamente amortiguado. En este
caso tenemos una rafz doble ya que A+ = 5. Aplicamos la solucién general de
este tipo de una ecuaciéon diferencial lineal homogénea con raices multiples para
obtener

y(t) = (Cl + Cgt) e*Kt

siendo K la misma del caso subamortiguado.

3.8. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficien-
tes variables

En esta seccion veremos algunos casos que permiten simplificar una ecuacién di-
ferencial de orden superior en que los coeficientes que multiplican a cada una de las
derivadas en la ecuacién diferencial lineal dependen también de la variable z. Es decir,
ecuaciones del tipo

ao(x)y™ 4 ar(x)y™ TV + L a1 (1) + an(2)y = b(z) (3.21)

donde tanto a;, con i = (1,n), como v son funciones conocidas.

Sea una ecuacién diferencial lineal con coeficientes variables, tal como expresa la
Ec.(3.21). Si consideramos que y;(z) es una cierta solucién particular de la ecuacién
diferencial para 1) = 0, entonces es posible reducir el orden de la ecuacién diferencial
mediante un simple cambio de variable. Si hacemos

y=wz(x), 2(r)=u(z),

entonces se puede reducir el orden de la ecuacién diferencial.
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3.8.1. Ecuaciones de Euler y de Euler-Cauchy

La llamada ecuacién de Euler es un caso particular de una ecuacion diferencial de
orden superior con coeficientes variables que presenta la siguiente forma:

(az 4+ b)"y™ + a1 (ax +0)" Ly Y + .+ an_1(ax + )y + any =0 (3.22)

donde tanto los coeficientes a;, con i = 1,n como a y b son constantes. Ademas, ¥(x) = 0
por lo que la ecuacién lineal es homogénea.

Es posible transformar la ecuacion de Euler en una ecuaciones lineal de coeficientes
constantes. Dada la forma de la ecuacion diferencial, suponemos que la solucion es de
la forma

y = (ax +b)"

con m una constante a determinar y calculamos sus correspondientes derivadas

y = m(ax +b)™?
y' = m(m—1)(azx +b)™?
y™ = (/. ) (ax + )" (3.23)

Es facil ver que, al sustituir los valores de las derivadas todos los coeficientes que-
daran en la forma c;(ax + b)™, donde los coeficientes ¢; son funciones polindémicas de la
constante m. Por tanto, podremos sacar factor comun el término (az + b)™ de manera
que la ecuacién queda como

n

(az + b)™ Z ci(m) =0. (3.24)

i
Finalmente, si se encuentran las raices de ) ¢;(m) tendremos la solucién general
y(x). Dependiendo del tipo de raices (al igual que pasaba en el caso de coeficientes
constantes) la solucién presenta distintas formas:
I. Raices reales y distintas
Si los valores obtenidos para m;, con ¢ = 1,7n son reales y distintos, entonces la

solucion de la ecuacién diferencial presenta la forma

y(x) = Ci(ax + b)™ + Cylax + )™ + ... + Cp(ax + b)™"

11. Raices reales e iguales

Si los valores obtenidos para m;, con i = 1,n son reales y, todos ellos repetidos,
entonces la solucién de la ecuacién diferencial presenta la forma

y(z) = Ci(az +b)™ + Cy(az + b)™ In(az + b) + Cs(ax + b)"*(In(azx + b))* +
+ Cu(az +b)™ (In(az + b))" "
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111. Raices complejo conjugadas

Es bastante corriente tener soluciones complejo conjugadas. Por ejemplo, si la
ecuacién auxiliar para determinar las raices m; es cuadratica, es comin que los
factores de la raiz cuadrada sean negativos. . En ese caso las raices serfa de la
forma m; = a+ iy my = a —if5. En este caso, las soluciones se pueden escribir
en términos de funciones reales (empleando la férmula de Euler) de tal manera que
queda

y(x) = 2*(Cycos(fInz) + Cysin(SInx))

Un caso particular de este tipo de ecuaciones es la llamada ecuacién de Euler-
Cauchy, en la que las constantes toman los valores a = 1 y b = 0. Por tanto, la ecuacién
diferencial de partida toma la siguiente forma

2"y ™ 4 a2y Y 4, gz gy =0 (3.25)

y cuya solucién se obtiene aplicando el mismo método anteriormente descrito. Veamos
algin ejemplo de este tipo de ecuacion diferencial:
Ejemplos:

1. 2% —ay +y =0

En este caso, tenemos una ecuaciéon de Euler-Cauchy. Si empleamos la misma
notacion usada en la secciéon, identificariamos los coeficientes a; = —1,a, = 1.
Empleamos el método de resolucion que sugiere que la solucion ha de ser del tipo

y(x) =a™ (3.26)
cuyas derivadas hasta orden 2 son
y@) = mant
"(z) = m(m—1)a™?

Ahora insertamos tanto la solucién sugerida como sus derivadas en la ecuacién
diferencial de partida

2*(m(m — 1)2™?) — z(ma™ ) + 2™ = 0,
que, sacando factor comuin ™ queda en la forma

™ (m(m—1)—m+1) =0,

De esta forma, para que y = ™ sea solucién, debe necesariamente de anularse el
) )
polinomio en m. Es decir, calculamos las raices a partir de la ecuacién

—b+Vb2% —dac
8 Al aplicar la férmula tipica S FE— si 4ac > b%, entonces las raices son complejo conju-
a

gadas
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m(m—1)—m+1=0,

que podemos reescribir como m? — 2m + 1 = 0. Vemos que las raices en este caso
son m; = my = 1, es decir, son reales e iguales. La solucién general de la ecuacién
diferencial es

y(x) = Ciz + CoxInz.

2. (z+ 1%y =3z + 1% +4(z+ 1)y —4y =0

Esta ecuacion presenta la forma de la ecuacién de Euler con a =1y b= 1. En
este caso, los coeficientes son a; = —3,a2 = 4,a3 = —4. Teniendo en cuenta la
forma de la ecuacion diferencial, probamos la solucion

y(x) = (z+1)" (3.27)

cuyas derivadas hasta tercer orden son

y(2) = mlxt 1)
y'(2) = mm—1)a+1)"
y'(@) = m(m—1)(m—2)(e+1)""

Insertamos tanto las derivadas como la propia solucién en la ecuacién de partida

(z+1)3(m(m—1)(m—=2)(z+1)""3)=3(x+1)2(m(m—1)(x+1)"2+4m(z+1)" "' —4(z+1)" = 0
que, tras factorizar, queda como
(x4+1)"(mm—-1)(m—-2)—=3(m(m—1)+4m —4) =0
Desarrollamos la expresion para obtener
m? —6m? +9m — 4 = 0.
Tenemos una ecuaciéon cibica. Las posibles raices se pueden obtener mediante

el teorema del factor y la regla de Ruffini. En este caso, la ecuacion se puede
factorizar de la siguiente forma

(m —4)(m —1)*>=0.

De esta forma, obtenemos tres raices reales, dos de ellas repetidas, es decir, m; =
mo = 1 y m3. En este caso la soluciéon general queda como

y(x) = Cy(x + 1)+ Co(z + 1) In(x + 1) + Cs(z + 1)*
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3.9. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de
segundo orden con coeficientes variables

Un caso particular de las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior con
coeficientes variables es el de las de segundo orden homogéneas. Como vamos a ver,
mediante un cambio de variable es posible transformar la ecuacién en una que podemos
resolver de manera analitica. Sea una ecuacion diferencial de segundo orden, lineal, con
coeficientes variables y homogénea del tipo

y"' + Pi(x)y + Pa(x)y =0,

siendo P; y P, funciones conocidas y continuas en una cierta region del espacio de
coordenadas (x,y). Si aplicamos el cambio de variable

y = e(%fpl(”)dx)z(w) (3.28)

entonces la ecuacién diferencial se reduce a
d*z

que es de variables separables y, por tanto, bastaria con integrar dos veces a ambos lados
para obtener la solucién. La funcién J(z) se conoce como el invariante de la ecuacién
diferencial y viene dado por

J(x) = Pola) — 5Pi(w) — 1 P2().

» Ejemplo: (22 + 1)y” + 5ay’ + 4y =0

Aplicamos el cambio sugerido en este tipo de ecuaciones, dado por la Ec. (3.28):

De esta forma, se obtiene

d*z
@ + J(.T)Z = O,

con

22 +6
T@) = ey
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Problemas
31 yW 44y =0
Solucidn:

3.2

Tenemos una ecuacién lineal homogénea de cuarto orden. Buscamos las raices de
la ecuacion caracteristica

AM4+4=0

Por tanto, las raices vendrdn dadas por A\, = v/—4

Recordemos como hallar este tipo de raices a partir empleando una exponencial
compleja

i(m+2km)

vV—a=+ae + , con k=0,1,2,3.

Particularizamos a nuestro caso

e = V2 ei(ﬂfm, con k=0,1,2,3.

de donde obtenemos las siguentes raices \g = 1 +4, \y = 1 — 4, Ay = —1 + 1,
A3 = —1 — 4. Como vemos, la ecuacion caracteristica tiene cuatro raices distintas.
Por tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial es

y = (Cleix + CQG—ix) et + (Cgeix + C4e—iac) e %

y© 4+ 64y =0
Solucion:

Esta ecuacion es similar a la anterior. Escribamos en primer lugar la ecuacion
caracteristica

A +64=0

de donde las raices deben ser A\, = v/—64. Aplicando la féormula para el célculo de
la raiz tenemos que

M= V64 e con k=0,1,2,3,4,5.
donde se puede simplificar v/64 = 2. Sustituyendo los valores de k se obtiene cada

una de las raices siguientes: \g = VB340, A =20, Ao = V3414, \g = —V/3 — 14,
M= =20, A\s = V3 — 1.

Por tanto, la solucion general se puede expresar como

y = C1*" + Coe " + (Cse™ + Cye™™) eV 4 4 (Cue™ + Coe™™) eV3e
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3.3 y' +2iy —y =8cosxw

3.4

La ecuacion diferencial anterior es lineal, de segundo orden, con coeficientes constan-
tes y completa. Buscaremos, en primer lugar, la solucién de la ecuaciéon homogénea
a partir de la ecuacién caracteristica

A4+ 20 —1=0.

Resolviendo la ecuacién caracteristica da lugar a dos raices iguales e imaginarias,
A1 = Ay = —1i. Por tanto, la solucién general de ecuacion homogénea es

y = Cie” ™ + Cyze ™.

Por otro lado, la funcién que hace que la ecuacion sea completa es el coseno, que
podemmos escribir como

eiac + e—i:v

cosT =
2

Sustituyendo en la ecuacion diferencial completa se obtiene
y// + 2iy’ —y = 4(€im + e—iz)‘

Como vemos, la ecuacién reescrita en la forma anterior cumple las condiciones
para emplear el métodos de los coeficientes indeterminados. La raiz \; = —t, con
1 = 1,2, tiene multiplicidad 2 y, ademads, aparece su forma una vez mas en la
ecuacion completa. Por tanto, buscaremos soluciones particulares del tipo

§ = ae™ + bxe .

Introduciendo la solucién anterior en la ecuacion diferencial completa e igualando
los coeficientes se obtiene a = —1 y b = 2. La solucién general de la ecuacion
completa sera, por tanto,

y= (01 + Csy + 2x2) e i et

y' + 10y +21y =0

La ecuacién anterior es lineal y homogénea de segundo orden. Podemos resolver
simplemente encontrando las raices de la ecuacién caracteristica

A2 4+ 10\ +21 = 0.

De donde se obtienen las raices A\ = —3 y Ay = —7. Por tanto, la solucién se puede
escribir como

y=Cle 3 4+ Che ™.
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3.5

3.6

y" + 4y + 5y = 0.
La ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial lineal y homogénea es
N +4AN+5=0.

Resolviendo mediante la férmula de una ecuacién cuadréatica se obtienen las raices
M = —2+4+1y Ay =—2—1. Por tanto, la solucién general serd

y = Cle—2w+i:c + 026—2:v—iz

En general, este tipo de solucién se puede escribir en términos de funciones trigo-
nométricas empleando la férmula de Euler. Es decir, tendremos que

y = e 2 (Cre™ + Che™™) = e 2*(Cy(cos x + isinx) + Cy(cosz — isinx)),

que, agrupando los términos comunes, queda como

y=e2((Cy + Cy) cosx + (Cy — Cy)isinz) = (Cy cosz 4+ Cysinz)e™*
donde hemos definido las constantes C;.
Py —y) =a® =2
Solucion:
En primer lugar, escribimos la ecuacion como

y,,_y:x2—2

23
Por tanto, la ecuacién caracteristica de la ecuacion homogénea es
N —1=0,

y, por tanto, las raices son A\; =1y Ay = —1. Construimos la solucién general de
la ecuacién diferencial homogénea

y(x) = Cre” + Cre™ ™.

Para obtener la solucion de la ecuacién no homogénea, aplicamos el método de la
variacién de constantes, es decir, empleamos la férmula 3.19 para obtener

Ci(x)e” + Co(x)e™ = 0,

Ci(x)e® — Cy(x)e™ =
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Podemos resolver el sistema de ecuaciones anterior, por ejemplo, por sustitucién.
De la primera ecuacién obtenemos

Ci(x) = =Cy(z)e ™,

y, sustituyendo en la segunda, nos queda que

2
—2
(~Chlw)e™)e” = Chla)e™ = ==,
x
que lleva a
o2t =2
—2C%(z)e™" = e
y, por tanto
2 — 2
! —
CQ(x) - 203 6$7

Sustituyendo en la primera ecuacién obtenemos la derivada del primer coeficiente

2
x°—2
Ci(x) = e .
El siguiente y tltimo paso serd integrar los valores obtenidos, para lo cual es con-
veniente escribirlos de la siguiente forma

[
Ci(l’) = %6 —;6

1 T 1 T
Cé(l’) = Pe —%6

Ambas integrales se resuelven igual (a excepcion del signo) empleando la integracién
por partes en los dos términos, lo que resulta en

donde C; y C, son dos constantes nuevas. ? Sustituyendo en la solucién general de
la ecuacién homogénea obtenemos la soluciéon completa

1
y=Cre" +Coe™* — —.
x

9Nétese que, si llamamos a dichas constantes de esta forma, cuando sustituyamos los coeficientes
en la solucién de la ecuacién homogénea se obtendra directamente la solucién completa de la ecuacion
diferencial
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3.7 ¥+ 2y +y = cos(ix)

3.8

Solucion:

Nuevamente, buscamos la raices de la ecuaciéon homogénea

AN 4+224+1=0

de donde se obtiene una raiz multiple, \; = Ay = —1. De forma que la solucién
general de la ecuacién homogénea es

y = Cie* 4+ Coxe™ .

Ahora bien, fijémonos la forma de la funcién a la derecha de la igualdad de la
ecuacion diferencial propuesta. Podemos aplicar la férmula de Euler para expresar
el coseno como

1
cos(iz) = §(e$ +e ).

Por tanto, la ecuacion diferencial presenta la forma necesaria para aplicar el método
de los coeficientes indeterminados, es decir, aplicamos la Ec.(3.16). Como una de
las raices es repetida y, ademas, se vuelve a repetir en la funcién de la ecuacion
completa (e~*) buscaremos la solucién particular de la forma

§ = ae® + bxle ",

Sustituimos esta solucién en la ecuacion diferencial de partida para hallar los valores
deayhb
T 2 —x\I T 2 _—x\/ T 2 —x ]'z —x
(ae® 4+ bx“e )" 4+ 2(ae” + bx"e™ ") 4 ae® + bxe :é(e +e7),

de donde, después de realizar algunas operaciones se infiere que a = 1/8 y b = 1/4.
Por tanto, la solucion general completa es

Yy = ge +Z€ + Cie ™ 4+ Cyxe™ ™.
y' + 2iy = 8e*sinx
Solucion:

En primer lugar, buscamos la solucién general de la ecuaciéon homogénea a través
de la ecuacion caracteristica

A2+ 2\ = 0.

Para obtener las raices, dado que tenemos un ntmero complejo, empleamos la
féormula

70



UPV Ecuaciones Diferenciales en la Fisica

3.9

i(—m/2 + 2km)
A= V—2i = 2¢ 2 = V26! 2T =0, 1.

que da lugar a

X = V2(cos(—m/4) +isin(—m/4) =1 —1,
A = V2(cos(—3m/4) +isin(—3m/4) = —1 +i.

Por tanto, la solucion general de la ecuaciéon homogénea sera

y = C«le(l—i)x + 026(—1+i):v

Para encontrar la solucién completa reescribimos en primer lugar la funcién f(x)
como

| W~

8e” sinx = (e(lﬂ')ﬂf _ e(lfz')a:) 7

~

que, como vemos, presenta la forma necesaria para aplicar el métodos de los co-
eficientes indeterminados. Como vemos, el argumento de una de las exponenciales
coincide con una de las raices (A\; = 1 — i) por lo que buscaremos la solucién
particular del tipo

§ = aeM* 4 prel—i7,

Sustituyendo esta solucién en la ecuacién diferencial de partida

g/l + 2@@ — % (e(1+i)x _ e(l*i)a?) ,
(4

y tras realizar algunas operaciones, se llega a que a = —1 y b = —1 + 7. Por tanto,
la solucion general de la ecuacion completa viene dada por

Y= (Ol + (Z — 1)x)e(1_i)z + 026(1'—1)33 . 6(14_1')93

Escribe el Wronskiano de los siguientes conjuntos de soluciones y comprueba si son
linealmente independientes:

a) (e, e ")

Escribimos el Wronskiano

Yyr Y2
Yy Vs

W(zx) =

que, como vemos, es distinto de cero y por tanto las soluciones son linealmente
independientes.
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b) (z,22 2%)
Y Y2 Y3 r oz 2
Wi(x) =y, vb vi|=1{1 22 32% =22°
yi v ys| |0 2 6

Dado que W # 0, las soluciones son linealmente independientes.
¢) (sinz,cosx)
Escribimos el Wronskiano

sinz coszx
cosxr —sinzx

vor-[y !

= —(sin? 2 + cos® z) = —1

d) (1—=z1+2,1-3x)

Yr Y2 Y3 l—z 14+2 1-3a
W)=y v wl=|-1 1 -3 | =0,
yi Yy s 0 0 0
por tanto, las soluciones son linealmente dependientes.

3.10 v — ¢/ — 2y = ¥
Solucion:

La ecuacion diferencial es lineal y completa. Por tanto, en primer lugar, hallaremos
las raices de la ecuaciéon caracteristica

A A—2=0,

que tiene como raices \y = —1 y Ay = 2. Por tanto, la solucién general de la
ecuacién homogénea es

y = Cre " + Coe*”

Podemos resolver la ecuacién completa aplicando el método de los coeficientes in-
determinados. La solucién particular de la ecuacién completa ha de ser del tipo

j = ae®”.
Insertando esta solucién en la ecuacién diferencial se obtiene

9ae®® — 3ae®® — 2ae3® = 3

1
de donde se deduce que a = T Por tanto, la solucién general de la ecuacién completa
es

1
y=Ce "+ Che®® + 163”.

72



UPV Ecuaciones Diferenciales en la Fisica

311 ¢ — ¢ — 2y =sinx

Como vemos, la ecuacién homogénea es igual a la del anterior ejercicio y, por tanto,
la solucion general de dicha ecuacion es

y = Cre ™ + Che™.
Escribimos la funcién de la ecuaciéon completa en la forma
2ix —2iz

. e — e
sin 2z = -
21

y aplicamos el método de los coeficientes indeterminados. Dado que las raices no
se repiten, la solucién particular tendra la forma

-~ 21 —2i
y:aezx+be zx)

que introducimos en la ecuacion de partida

d2 (aegix + be—Qm‘) _ i(ae%z + be—Zi:c) o 2<a€2ix n be_Qiz) _ 2ix __ ,—2uix
1
— yb=——.
120 — 4 120+ 4
¥, por tanto, la solucion general de la ecuacion completa quedarfa en la forma

de donde se obtiene que a =

1 X 1 .
:C —x C 2x 2ix —2ix
Y=o e Y T i

3.12 Resuelve la siguiente ecuacion diferencial empleando el método de la variacion de

constantes
X

Y-ty ==
T
Solucion:
Calculamos las raices de la ecuacién caracteristica
M2\ +y =0,

cuyas raices son \; = 1y Ay = 1, es decir, tenemos dos raices iguales. La soluciéon
general de la ecuacion homogénea sera

y = Ce® 4+ Coxe™.

Para aplicar el método de la variacion de constantes empleamos la formula que nos
da el siguiente sistema de ecuaciones
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Cie® 4+ Cyue® =
Cie® + Co(ze™ +¢e%) =

SR

Resolviendo el sistema se llega a
1
Cl=—1 Cy)=—,
1 2=
y, por tanto, tras integrar obtenemos los coeficientes

Cli—l"i‘Kl, ngln|x]+K2

Sustituyendo e incluyendo la solucién de la ecuacion homogénea nos queda la solu-
cion general de la ecuacién completa es

y = —ze® + ze®In|z| + C1e” + Coze”.
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Capitulo 4

Sistemas de ecuaciones diferenciales

En este capitulo estudiaremos los sistemas de ecuaciones diferenciales. Por conve-
niencia, haremos un cambio en la notacion general que hemos seguido hasta ahora.
Llamaremos t a la variable independiente y, en general, las variables z,y y z van a
depender de dicha variable independiente. Ademds, usaremos indistintamente la nota-
ciéon empleada hasta ahora para las derivadas o, en ocasiones, emplearemos la siguiente
forma

, dv ., dz

= E =T, T = W

En general, emplearemos la forma z cuando, como veremos, entendamos que x
representa una componente de un vector de variables.

Digamos que, en un sistema de ecuaciones diferenciales, se tienen en general n varia-
bles ligadas a través de sus derivadas con respecto a la misma variable independiente.
Como vemos, la notaciéon que emplearemos no es aleatoria ya que, cuando se estudian
sistemas dindamicos en un espacio tridimensional, es tipico obtener ecuaciones diferen-
ciales de las variables espaciales (x,y, z) y la variable tiempo, ¢t. Para referirnos a un
sistema general de n variables dependientes emplearemos la notacion x4, xs, ..., T,, don-
de cabe tener en mente que, volviendo al caso de un espacio tridimensional, podriamos
emplear la notacion estandar x; =z, 2o =y y x3 = 2.

Para comprender la importancia de los sistemas de ecuaciones diferenciales en Fisica
pongamos el siguiente ejemplo. La posicién de una particula moviéndose en un espacio
tridimensional vendré dada por un vector que cambia con el tiempo, es decir Z(t) =
(x(t),y(t), 2(t)). La velocidad de la particula serd otro vector que presentara la forma
U= (&,9, 2). En general, la velocidad serd funcién de todas las componentes del vector
de posicion y del tiempo de manera que representan un sistema de ecuaciones de la
forma 7 = f (Z,t). La solucién del sistema de ecuaciones permite, por tanto, predecir la
posicion de la particula en cada instante.

T

4.1. Sistemas lineales

En esta estudiaremos el caso general en el que tenemos un cierto sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales. Comenzaremos estudiando los sistemas no homogéneo con
coeficientes variables.
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4.1.1. Sistemas no homogéneos con coeficientes variables

Podemos escribir este tipo de sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la si-
guiente forma

n

=Y aye)e; + £i0), i=Tm (41)

i=1

dl’i
dx

donde ahora los coeficientes son una cierta matriz a;; y la variable dependiente y sus
derivadas se pueden representar como un cierto vector.

Al igual que vimos en el capitulo anterior, si f;(f) = 0, entonces el sistema de
ecuaciones sera homogéneo. En ese caso, el sistema de ecuaciones diferenciales quedara
en la forma

dl’i "
o= Zaij(q:):cj.
j=1

4.2. Notacion vectorial, matriz fundamental y de-
terminante de Wronski

Para aligerar la notacion y, ademds, encontrar de manera mas intuitiva la solucién
de los sistemas de ecuaciones, se suele emplear una notacion vectorial de manera que es
posible relacionar las soluciones y las variables mediante una cierta matriz. Comencemos
introduciendo un vector para la variable independiente

T = (x1(t), x2(t),, ..., xn (1))
y otro para las funciones del sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo

f = (fl(t)v f2(t)7 )ty fn(t))
De esta forma, las derivadas y las variables dependientes quedan ligadas a través de
una matriz de coeficientes

A = (a;;(z)), (4.2)

de manera que podemos expresar el sistema de ecuaciones diferenciales lineales no
homogéneas como
dr >
— = AT+ f
dt
y, si las ecuaciones fuesen homogéneas tendriamos
dr .
— = A7
dt
Las soluciones particulares linealmente independientes del sistema de ecuaciones
seran a su vez vectores que tendran n componentes. Por ejemplo, la solucion x; se
podra expresar como un vector de la forma ¥} = (z11, a1, ..., Tp1). De la misma forma,
existiran n soluciones de este tipo. En este caso, podemos construir una matriz, que
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contenga de manera ordenada cada una de las soluciones asi como sus componentes, es
decir

r11 L1220 ... T1in

To1 T929 Ce Ton
X(t) =

Tnl Tp2 oo Tpn

La matriz anterior se denomina matriz fundamental si se garantiza que cada una
de las soluciones particulares del sistema es linealmente independiente. Es por ello que,
para comprobar si son linealmente independientes, se hace el determinante de la matriz
de soluciones. A pesar de que su forma no es la misma a la vista en el capitulo anterior,
el determinante de la matriz de soluciones se le denomina igualmente wronskiano y, si
es distinto de cero, entonces las soluciones seran linealmente independientes. Es decir

11 L1220 ... Tin
W(z)=det|X(t)| = | 2 o
Tpl Tp2 .- Tpn

Si W(zx) # 0, entonces las soluciones son linealmente independientes y, por tanto,
X (t) es la matriz fundamental del sistema. En tal caso, la solucién general del sistema
de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneo se puede expresar como

Z(t) = X(£)G+ (1) (4.3)

donde ¢ = (Cy,C4,...,C,) son cada una de las constantes de integracién y & es un
vector que contiene las soluciones particulares de la ecuacién no homogénea. Por tanto,
en el caso de que la ecuacion sea homogénea, la solucién general viene dada por

#(t) = X(4)@ (4.4)

4.2.1. Método de la variacion del vector de coeficientes

Aligual que hicimos en la resolucion de una ecuacién diferencial de orden superior, se
puede realizar una aproximacién similar para obtener el vector de constantes de integra-
cién asi como el vector de soluciones particulares. Empleamos el mismo procedimiento,
suponiendo que el vector ¢(t) y que, ademés, satisface la ecuacién

i) -
= f)

Si X (t) es la matriz fundamental, su determinante es distinto de cero y, por tanto,
existe la matriz inversa X ~1(¢) 1. y es posible calcular

X (1)

dé(t)
— = X)) ().
o= X ()
'Recordar que solo es posible calcular la matriz inversa si es el determinante es distinto de cero ya
(X7
que X! = aj|A(X,|), donde adj() significa matriz adjunta y T matriz traspuesta.
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Por tanto, se hallara el vector de constantes a partir de la integracion del sistema
anterior

awz/xw*ﬂmwuh

Hecho esto, sustituimos el vector obtenido de la variaciéon de constantes en la ecua-
ci6én de la soluciéon homogénea del sistema, Ec.(4.4), es decir

aﬂzmm?X@%+X@/X*@mW
Si comparamos con la solucién no homogénea, Ec.(4.3), es facil ver que la solucién
particular viene dada por

2(t) = X(t)/Xl(t)f(t)dt.

4.2.2. Sistema lineal no homogéneo con coeficientes constan-
tes. El método de Euler

Si es sistema es lineal no homogéneo con coeficientes constantes, entonces la matriz
de coeficientes serd una matriz de constantes tal que A = (a;;) = constante, con
i,7 = 1,n. Para resolver este tipo de sistema se emplea el método de Euler que, en
el fondo, es exactamente igual que el método que introdujimos en capitulos anteriores
para la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes no
homogéneos. En primer lugar, debemos buscar la solucién del sistema homogéneo, es
decir, encontrar las soluciones del sistema

dl’i =
o= Z a;j(x)z;.
j=1

Es facil ver que, por analogia con lo visto anteriormente, las soluciones de este tipo
de ecuacion deben ser necesariamente exponenciales en el nimero e. Recuérdese que
esto es asi ya que tenemos que la variable y su derivada estan relacionadas linealmente
a través de una cierta constante y, en general, esto solo sucedera con funciones del tipo
eM. Por tanto, si empleamos este método teniendo en cuenta que ahora la relacién es
vectorial, las soluciones seran del tipo

T(t) = b Nt

donde b es un vector de constantes y A; una cierta constante. De manera analoga a lo
que ocurria en el capitulo anterior, si introducimos este tipo de soluciones en el sistema
de ecuaciones diferenciales nos quedara

F(A\)b=0

donde ahora F'(\) es una matriz que contiene las posibles raices del sistema de ecua-
ciones diferenciales. De esta forma, la ecuacion caracteristica queda como

detF(\) =0,
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de donde se obtienes las posibles raices A;, con ¢ = 1,n. Es posible, por tanto, expresar
las soluciones del sistema como

Por tanto, la solucién general del sistema se puede expresar como la combinacion
lineal de los vectores solucion del sistema, es decir

n
T = E Cibie)‘it.
i

Si existen raices repetidas, llamémosles A, el vector de solucién correspondiente serd

- 1 r—1 r—1= _Ast
Ts = mF ()\s)t g€

donde 7 es la multiplicidad de la raiz y @, un vector que satisface que F"(Ag)ds = 0.

4.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales resolubles
por el método de eliminacién

Si bien en este capitulo hemos presentado los conceptos generales que permiten la
resoluciéon de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales genéricos, en algunos casos
encontrar la solucion del sistema no requiere tanta complejidad. Como veremos en
esta seccion, en ocasiones ni siquiera es necesario emplear la notacién vectorial. Si,
por ejemplo, el vector de variables es ¥ = (x1,x2) = (x,y) y el sistema es lineal con
coeficientes constantes, podremos, en general, resolver el sistema por el método de
eliminacién. Veamos los siguientes ejemplos

l.z=2x+y, y=3xr+4y.

Para asentar conceptos, identifiquemos las variables z1 = x y o = y. Las deriva-
das seran, en este caso, con respecto a una variable independiente que llamaremos
t. Por tanto, si escribiésemos el sistema en forma vectorial tendriamos

d.fl:l dIQ

Car i

) = (221 + x9, 321 + 4x9).
0, identificando la matriz de coeficientes

dz (2 1Y\ ,
at \3 4)°

Resolvamos el sistema por el método de eliminacion, es decir, despejamos una de
las variables ecuacién y sustituimos en la otra. Por ejemplo, despejamos

y =z — 2,

y, sustituyendo, obtenemos
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%(x —2z) =3z + 4(¢ — 2z),

que resulta en

Z—6x+5r=0.

La ecuacién anterior es lineal, de segundo orden, con coeficientes constantes y
homogénea. Buscamos la solucion a partir de la ecuacion caracteristica

N —6A+5=0,

que da lugar a las raices A\; = 1 y Ay = 5. La solucién general para la variable x
sera por tanto

x(t) = Ore' + Cye™
Sustituimos para obtener la soluciéon de la otra variable
d t 5t t 5t t 5t
y = E(Cle + Cye”) — 2(Che’ + Che™) = —Che’ + 3Cye™.
Podriamos, por tanto, escribir la solucién general en forma vectorial
T = (Cre' + Oye®™, —Cre' + 3Cye™)
0, lo que es lo mismo, escribir la matriz fundamental del sistema

Ciet Coe™
X(t) - (—él€t 35265t>

Podemos escribir las soluciones en la forma

r\ (e € o
y)  \—e 3¢ ) \Cy
Si calculamos el determinante de dicha matriz da como resultado

detX(t) = 3010266t + Olcgeﬁt = 40102€6t

que, como vemos, es distinto de cero y, por lo tanto, la matriz es efectivamente
fundamental.
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2. i+ y=t2+6t+1, y—a=-3t2+3t+1
Como vemos, en este caso tenemos un sistema de ecuaciones lineales no ho-
mogéneo. Sin embargo, el sistema se puede resolver por el método de eliminacién.
Despejamos en la primera ecuacion
y=t"4+6t+1+1,

y sustituimos en la segunda

24+6t+1+i—ox=-3t2+3t+1

que se simplica a la siguiente forma

i+x=3t—t+5.
Resolvemos, por ejemplo, por el método de la variacion de constantes. Obtenemos

las raices de la ecuaciéon homogénea

NM+1=0

y, por tanto, las raices son Ay = ¢ y Ay = —i. La solucién general de la ecuacién
homogénea es, por tanto

= Chre’ + Che™™.
que, recordando los visto en el capitulo anterior, podemos simplificar si redefinimos
las constantes a

x=Ccost+ Cysint

La solucion particular de la ecuacién completa, aplicando el método de los coefi-
cientes indeterminados, es

& =-3t"+3t+1.

y, por tanto, la soluciéon general para la variable x se puede escribir como

z = Cysint+ Cycost + 3t% — 1.
Sustituyendo en la segunda ecuacion obtenemos la solucion completa del sistema
de ecuaciones diferenciales

y = Cysint — () cost + t2 + 2.

Nuevamente, el sistema que acabamos de resolver lo podiamos haber escrito en
notacion vectorial, teniendo en cuenta que r1 = x y 9 = y y que, ahora, la
funcién es no homogénea por lo que tendriamos que considerar la funcién vectorial
) = (246t +1,—3t2+ 3t + 1).
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. r=y—z,y=x+y, =2+ z.

Como vemos, en este caso, tenemos un sistema de tres ecuaciones donde las va-
riables son x1 = x, x5 = y, r3 = z. Podemos proceder de distintas formas para
resolver el sistema. Por ejemplo, hagamos la derivada de la primera ecuacion

=gz

Sustituimos en la ecuacién anterior la forma dada en el sistema de y y 2, es decir

P=(rty —(r+2)=y—=

Como vemos, el resultado de la sustitucion es igual a la primera ecuacion, es decir,
y— 2z = &. Por tanto, nos queda la siguiente ecuacién diferencial lineal homogénea

z—x=0.

La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial anterior es A(A—1) = 0y, por
tanto, las raices son \; = 0y Ay = 1. La solucién general de la primera ecuacién
del sistema es

ZL‘(t) = Cl + Cget.

Ahora podemos sustituir esta solucién en, por ejemplo, la tercera ecuacion dife-
rencial

i=x+2=C+ Chel + 2.

Reescribimos la ecuacién en la forma 1

3 —z=C, + Cye,

que podemos resolver, por ejemplo, por el método de los coeficientes indetermi-
nados. Las raices de la ecuacion homogénea son nuevamente \;y =0y A\, = 1, de
manera que la solucion debe ser del tipo

2 = a+ bte'.
Sustituyendo en la ecuacién inicial tenemos que
(bte! + be') —a — bte' = Cy + Cye’.
Ahora simplemente igualamos los términos que multiplican a e’ y los términos

independientes, de manera que podemos identificar que a = —C y b = Cs. Por
tanto, la solucién general de la ecuacién completa sera

z = (03 + CQt)et — Cl
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donde la constante C3 se corresponde con la solucién de la ecuacién homogénea.
Sustituyendo tanto z(¢) como z(t) en la segunda ecuacién obtenemos la dltima
solucién del sistema de ecuaciones

Yy = €t<03 -+ Cg(t -+ 1)) — Cl-

4.4. Solucion de sistemas de ecuaciones diferencia-
les lineales por el método de Euler

Teniendo en mente que algunos de los casos que veremos se pueden resolver de
manera directa empleando el método de eliminacion, apliquemos el método de Euler en
los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales. Como veremos, el método de Euler
nos permite generalizar el método de resoluciéon sin necesidad de tener que tratar de
hallar relaciones que simplifiquen el sistema.

l.z=2z—y, y=y—4x

Segtin el método de Euler, las soluciones al sistema de ecuaciones lineal de coefi-
cientes constantes deben ser del tipo

r = AeM, y = BeM

donde A, B y A son constantes. Si sustituimos la forma de las solucién propuestas
en el sistema de ecuaciones diferenciales, tenemos que

%(Ae”) = AeM — BeM

d
a(BeM) = BeM —4AeM

que queda como el siguiente sistema de ecuaciones

M = A-B (4.5)
AB = B-44

Podemos reescribir el sistema como

A-1)A+B =0
4A+(A-1)B = 0

que es precisamente la ecuacion caracteristica del sistema. Nétese que, en notacion
vectorial, tendriamos

F(A\)b =0,

33



UPV Ecuaciones Diferenciales en la Fisica

donde b = (A, B) y la matriz de la ecuacién caracteristica es

A—1 1
F()\)_( ) A_1>.
Las raices de la ecuacién caracteristica se obtienen igualando a cero el determi-
nante de F'(\), es decir,

detFF(\) = (A —1)> -4 =0.

que da lugar a las raices \y = 3 y A = —1. Por tanto, tenemos el siguiente
conjunto de soluciones

T, = A163t, To = Age_t,

y1 = Bie®, yo = Boe™".

El siguiente paso es hallar la relacién entre las constantes. Para ello, basta con
sustituir las soluciones equivalentes de cada raiz en las Ecs. (4.5). Por ejemplo,
empleando la primera ecuacion y sustituyendo la primera raiz tenemos

MAL =A - By

y, por tanto,

3A1 = Al — Bl — 2A1 = _Bl-

De la misma forma, para la segunda raiz tenemos

_A2 = A2 — B2 — 2142 = BQ.

Tenemos, por lo tanto, que By = —2A; vy By = 2A,. En realidad, los coeficientes
A; v B; son totalmente arbitrario y las constantes se pueden tener en cuenta mé&s
tarde. Dicho de otra forma, solo nos importa el peso relativo de las soluciones de
x e y por lo que, en general, podemos tomar los valores A; = Ay = 1 que da lugar
a By = =2y By = 2. Por tanto, la matriz fundamental del sistema vendra dada
por

o3t et
X(t) = <_263t 26—t)

Podemos expresar la solucién general en notaciéon vectorial como
z\ [ e et o
y)  \—=2e¥ 2e7t) \C,

r=Ce3 + Che™t, y=—20C€3 + 205"

0, lo que es lo mismo
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2. =x—y+z, 9y=c+y—=z, z=2x—1y.

Nuevamente, buscamos soluciones del tipo

r = AeMN, y= BeM, z=(CeM
Sustituimos estas soluciones en las tres ecuaciones diferenciales del sistema:

AA-1)+B—-C = 0,
—A+(A=1)B+C = 0,
—2A+B+AC = 0.

de manera que el determinante de la ecuacién caracteristica queda como

A—-1 1 -1
-1 A—1 1,[|=X-222 - +2=0.
-2 1 A

Factorizando el determinante se obtiene que

A= 1)(A—2)(A+1) =0,

y, por tanto, las raices del sistema de ecuaciones diferenciales son Ay = 1, Ay = 2
y A3 = —1. Por tanto, el conjunto de soluciones del sistema tendra la siguiente
forma

x1 = Ajel, 19 = Age?, x5 = Age”!,
_ t _ 2t _ —t
y1 = Bie', ys = Bye™, y3= Bze™',

21 = C’let, 21 = C2€2t7 Z3 = Cge_t.

Para obtener la relacién entre los coeficientes A;, B;, C;, con © = 1,2, 3, basta con
emplear el sistema de ecuaciones que lleva a la ecuacion caracteristica, sustitu-
yendo para cada una de las raices. Es decir

Sustituyendo para cada valor de i, se llega a las siguientes relaciones

A=D1 =C, Ay=05, By, =0, Bs=—3A3,C3 =—5A3.

Nuevamente, nos interesa el peso de cada una de las soluciones y, por tanto,
los valores de las constantes se pueden escoger de forma arbitraria siempre que
cumplan las relaciones anteriores. Podemos elegir, por ejemplo, A; = Ay = A3 =
1, de forma que B =1,B, =0,B3 = -3y C} = 1,0y = 1,3 = —5. Por tanto,
la matriz fundamental del sistema es
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€t €2t e—t

Xt =[e 0 —3et),
et e? —pet

y, por tanto, la solucién general del sistema en forma vectorial se puede escribir

como
x et et et o] Cret + Cye? 4 Cyet
yl=1[e 0 —3et Cy | = Ciet + —3Cse~t
z el e? —pet Cs Cret + Cye? — 5C5e~t

3. F—x42j—2y=0,i—ax+7+y=0

En este caso, tenemos un sistema de ecuaciones de orden superior, en concreto,
de segundo orden. Como veremos, la manera de proceder para hallar las solu-
ciones es exactamente la misma a la realizada para los casos de primer orden.
Consecuentemente, buscaremos soluciones del tipo

z = AeM, y = BeM

Sustituimos este tipo de soluciones en el sistema de ecuaciones

N —-DA+2\-1)B = 0,
A-—1DA+(AN+1)B

Con esto, podemos escribir el determinante de la ecuacién caracteristica

A1 2002 —1)]

det(F(\) ="y Nt =(N-1)B-XN)=0

de donde se obtienen las raices

r = Alet, Ty = Age_t, I3 = A3€3t,
_ t _ —t _ 3t
Y1 = Bie', y2 = Bae™", y3 = Bze™.

Procediendo de la misma manera que en los ejercicios anteriores, podemos hallar
la relacién entre los coeficientes A; y B;, con ¢ = 1,2,3. Se llega a que B; = 0
y, por tanto, A; puede tomar cualquier valor. De la misma forma As = 0y By
puede tomar cualquier valor. Tomaremos, por simplicidad, que A; = By = 1. Por
ultimo se obtiene que A3 = 2y B3 = —1 . Con esto, la matriz fundamental del
sistema viene dada por
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Por 1ltimo, escribimos la solucion general del sistema de ecuaciones en forma
vectorial como

T\ _ et 0 2e¥, gl _ Ciel + 2053
y 0 et —e3t 02 Che™t — Cye?
3

4 G450 +2)+y=0, 3&-+5x+7-+3y=0.

Tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Nuevamente,
ensayaremos soluciones del tipo

r = AeM, y = BeM,

que, al introducirlas en el sistema de ecuaciones, dan lugar a

(AN +B5NA+ 2 N+ 1B = 0,
(BN +5)A+(A+3)B = 0.

El determinante de la ecuacion caracteristica sera

A5 204 1] 3 5 B
det(F(A))—‘3A2+5 )\+3‘——5)\ +B5A+ 5N —=5=0,
de donde se obtienen las raices A\ = A = 1 y A3 = —1. Como vemos, una de las

raices es repetida. Para la raiz simple la solucién sera

—1 —t
x3 = Asze™", y3 = Bse
Sustituyendo estas soluciones en la ecuaciéon de los coeficientes tenemos que

(1> =5)A3+ (1—-2)B; = 0, (4.6)
(3(=1)*+5)A3+ (=1 +3)B; = 0.

que, simplificando queda como

—4A3—Bg — 0,
8454+ 2B; = 0.

de manera que, légicamente, ambas conducen a la misma condicion: Bs = —4As.
Podemos, por ejemplo, tomar A3 = —1 de manera que Bs = 4.

Ahora bien, nos faltan por determinar las soluciones correspondientes a las raices
repetidas. En este caso, dado que la ecuacion de los coeficientes se construye a
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partir del valor de la raiz (ver Ec.(4.6), deben tenerse en cuenta los dos términos
de la raiz repetida. Es decir, las soluciones de la raiz repetida son del tipo

T2 = (Al + Agt)et, Y12 = (Bl + th)et.

Tras introducir estas soluciones en el sistema de ecuaciones inicial y, tras realizar
algunas simplificaciones, se llega al siguiente conjunto de condiciones (se igualan
términos libres y términos en t)

6A; +T7Ay +3B1 +2By =0, 245+ B, =0, 84; + 645 +4B; +4 = 0.

de donde obtenemos las condiciones que deben cumplir los coeficientes

BQ = —AQ, Bl - _Al - AQ.

Si hacemos, por ejemplo, Ay, = 1, obtenemos que By, = —1. Si, ademads, tomamos
By = 1, nos queda que A; = 2. Podemos escribir la matriz fundamental del
sistema como

2et tet  —e7t,
X (t) = t t —t |
e —te' de
de manera que la solucién general del sistema en notacién vectorial serd

T\ (2" te! —e, gl (20 +tCy)et — Cse™?
y) e —tet 4de? C’2 (1 —tCy)et +4Cse™t )
3

4.5. Ejemplos del método de variacién del vector
constante

Veamos algunos ejemplos en los que el sistema de ecuaciones es no homogéneo. En
general, emplearemos el método de Euler en primer lugar para hallar la solucién del

sistema homogéneo y, posteriormente, se aplicard el método de variacién de constantes
para hallar la solucién completa.

1. 2= —4x — 2y +

2
) =6 3y — .
_173/ T+ oy o —1

Como vemos, el sistema de ecuaciones es no homogénea ya que presenta el si-
guiente vector de funciones

et

= 2 3
0=y a=y

)

Para resolver el sistema, procedemos hallando en primer lugar la solucion del
sistema homogéneo, es decir, cuando f(t) = 0. En ese caso, nos queda el siguiente
sistema
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T = —4xr—2y,
= 6z + 3y.

Suponemos soluciones del tipo x = AeM, y = Be* y las introducimos en el sistema

(A +4)A+2B = 0,
(A=3)B—64 = 0.

De donde obtenemos la ecuacién caracteristica

det(F())) = ‘Af64 A33' A S BA4 AN 12412 =22+ A =0,
Por tanto, las raices son Ay =0y Ay = —1, de donde se infiere que las soluciones

tendran la forma

T = Al + Age_t, Yy = Bl + Bge_t.

Sustituimos el valor de la primera raiz (A; = 0) para obtener

4A1 + 2B1 - 0,
-3B; - 64, = 0,

y, por tanto, B; = —2A;. Hacemos lo mismo con la segunda raiz

3A2+232 - 0,
—4B, — 645, = 0,

que da lugar a By = ——A,. Con esto, considerando A; = Ay = 1, nos queda la

solucion general de la ecuacién homogénea como

T\ 1 et 4 . Cy+ 02€7t
Yy =2 —3/267{/ CQ o —201 — 3/202672& '

Ahora, apliquemos el método de la variacion de constantes. Como se trata de
ecuaciones diferenciales de primer orden, podemos aplicar la versién simplificada
del método. Es decir, suponemos que el vector de constantes ahora depende de la
variable independiente de manera que Ci(t) y Cs(t). A continuacién, buscamos
hallar las soluciones particulares Z y ¢y en las que el vector de constantes ahora
depende de la variable ¢, es decir
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(3) = (ot Sk

en el sistema de ecuaciones diferenciales completo, de manera que

%(Cl(t) + Co(t)e™) +4(Ci(t) + Co(t)e™) +2(—-2C1(t) — 3/2Cs(t)e™) = o 2_ Ik
%(—2@1 (t) = 3/2Ca(t)e™") = 6(Cu(t) + Calt)e™") = 3(=2C1(t) = 3/2C(t)e™) = —— i -

Tras realizar algunos calculos el sistema se simplifica a la siguiente expresion

) ) 2
Ci+Cy=——
1+ 02 o1
. 3 . 3
—2C, — =Chet = — )
1T ¢ — 1
De manera que resulta sencillo obtener que
C, = 0.
: 2¢et
C, =
2 et — 17

Tras integrar ambas ecuaciones, se llega a

Ol = K17
Co = 2Inle' — 1] + Ky,

donde K7 y K5 son constantes arbitrarias que se pueden ser absorbidas por C
y C5 cuando expresemos la solucién general al sistema completo. Dicha solucién

sera por lo tanto
T\ Ci1+ (Cy+2Inle’ —1))e"
y)  \—2C, —(3/2C5+3Inle! — 1|)e" )"
1

2. x":x—y—@, y=2r—y

Como vemos, tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden en la que al menos una de ellas es no homogénea. Procederemos de igual
manera al caso anterior. En primer lugar, hallamos la solucién del sistema de
ecuaciones homogéneo
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r—xz+y = 0,

para lo que, nuevamente, suponemos soluciones del tipo z = AeM, y = Be*. Tras
sustituir en el sistema se obtiene

A-1)A+B = 0,
—2A+(A+1)B = 0.

Escribimos el determinante de la ecuacion caracteristica

! | -
det(F()\))—‘_2 )\+1'—()\ +1=0.
Por tanto, las raices del sistema de ecuaciones son \; = 7y Ay = —i. Las soluciones

seran del tipo

T =a1e” +aze”, y=>be" +be "

donde, por conveniencia, hemos llamados a; y b; a las constantes. Si recordamos
lo visto en capitulos anteriores, empleando la férmula de Euler para el nimero e
con argumento complejo, es posible reescribir las soluciones en la forma

x = A;sint + Ascost, y = B;sint + Bscost.

Sustituyendo en la primera ecuacién el sistema homogéneo se obtiene

(By — Ay — Ay)sint + (A — Ay + Bs) cost = 0,

de donde se deduce que By = Ay + Ay y By = Ay — Aq. De lo visto anteriormente
es facil ver que, por ejemplo, podemos directamente llamar A; = C y Ay = Cs
para obtener la solucion general del sistema homogéneo

T\ Cysint + Cycost
y) \(Cp+Cy)sint + (Cy — Cy)cost )’

A continuacién, buscamos la solucién completa aplicando el método de la variacién
del vector constante. Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema se obtiene?

) ) 1
Cl —CQSint = —
cost

?Dado que puede resultar tedioso se recomienda el uso de software, por ejemplo, Wolfram Mathe-

matica para simplificar este cdlculo. Se puede calcular mediante la siguientes lineas,
Simplify[D[A[t]*Sin[t]+B[t]*Cos]t],t]-A[t]*Sin[t]-B[t]*Cos[t]+ (A[t]+B[t]) *Sin[t]+(B[t]-A[t]) *Cos][t]]
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4.6. Sistemas de ecuaciones diferenciales resolubles
con cambio de variable

No siempre se van a presentar los sistemas de ecuaciones diferenciales de manera que
sea directamente resoluble. En ocasiones, es posible aplicar un cierto cambio de variable
que hace que el sistema se pueda resolver por los métodos vistos en este capitulo.
Pensemos por ejemplo en un sistema de ecuaciones diferenciales que tenga la siguiente
forma

;= f(t)AZ,
es decir, que presenta una cierta funcién de la variable independiente que multiplica
a todas las ecuaciones. En este caso, buscaremos un cambio de variable de forma que
dicha funcién quede dentro del cambio. Es decir, buscamos

f@t) dt — dr

donde r sera la nueva variable. De la ecuacién anterior es directo obtener

dr = f(t)dt

y, por tanto, la relaciéon entre ambas variables sera

r= / F(t)dt.

Notese que, en este caso, la constante de integracién es irrelevante y, por tanto, la omiti-
remos. Una vez hecho el cambio, resolveremos el sistema por los métodos convencionales
y, posteriormente, desharemos el cambio de la variable en la solucion.

Veamos algin ejemplo de resolucién mediante cambio de variable.

l.tz+6x—y—32=0;ty+23x -6y —92=0; tz+ax+y—22=0

Como vemos, en este caso la funcién que tenemos es f(t) = 1/t. Veamos el cambio
de variable

r= /f(t)dt = Inlt|.

Tras hacer el cambio, el sistema queda como

d
—x+6x—y—32 = 0,
dr
d
Y o 93p—6y—92 = 0,
dr

d
—Z—l—x+y—2a: = 0.
dr

Empleamos el método de Euler para obtener las siguientes ecuaciones
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(6+NA—B—-3C = 0, (4.7)
234+ (A—6)B—9C = 0, (4.8)
A+B+(A=2)C = 0. (4.9)

Escribimos el determinante de la matriz caracteristica

6+ —1 -3
det(F(\)=1] 23 AX—6 -9 |=0.
1 1 A—2
De la ecuacién anterior, obtenemos las raices Ay =2, Ay = —1, A3 = 1.

Las soluciones seran, por tanto

r = Aje® + A" + Ase’,
= B162T + BQ€_T + B3€r,
z = 0162T + OQG_T + O36T.

A partir de las raices y de la Ec.(4.7), obtenemos las relaciones entre constantes

A]. = —Bl, Cl == 3141, 2/42 = BQ,AQ == CQ Ag == Bg, Cg = 2A3

Por tanto, la solucion en forma matricial sera

x err e el Cy
y| =1 —€* 27 e Cs
z 3err e 2" Cs

Tras deshacer el cambio llegamos a

2t
T ’§| C,
y|=|-t o It
i [ c
32— 2t
]

. Resuelve el siguiente sistema

ti+2(x —y)=t;, ty—+ax+5y==t>.

93



UPV Ecuaciones Diferenciales en la Fisica

4.7. Sistemas de ecuaciones diferenciales escritos en
forma normal y en forma simétrica.

Se dice que un sistema de n variables y, por tanto, n ecuaciones diferenciales esta
escrito en forma normal si presenta la estructura

jfl = fl(t,flfl,l‘g,...l'n) (410)
:t‘Z - f2(t7 T1,T2,... xn)

donde f; con 7 = 1,n son una serie de funciones conocidas.
Cualquier sistema de ecuaciones diferenciales como el de la Ec.(4.10) se puede es-
cribir de forma simétrica haciendo lo siguiente

dl’z‘
dt

= fl<t, T1,T2,y ... ,il?n)
y, por tanto,
d.fl?i

fi(tazlax27 cee 73771)

Es decir, basta con escribir

= dt.

day - dz; — = da (4.11)

fl(t,lfl,x27...,l'n) fg(t,l’l,$27...,l'n) fn(t7l'1,$2,...,xn)

para entender que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales.

4.8. Sobre los sistemas de ecuaciones diferenciales
no lineales

Si bien algunos sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales se pueden resolver de
manera analitica, no existe un método generalizado para su resolucion. En general, su
resolucion depende del tipo de problema y de que presente una forma tal que pueda ser
reducido a un problema mads simple (recordemos las ecuaciones diferenciales de orden
superior no lineales integrables y aquellas reducibles a lineales).

En bastantes casos se recurre a métodos de linealizacion del sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales. Esto implica realizar algin tipo de aproximacién sobre las
variables que transforma el sistema de ecuaciones en un sistema lineal. En otros, se
recurre a métodos numéricos para explorar las soluciones del sistema.
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4.9. Sistemas de ecuaciones diferenciales en Fisica

Existen numerosos ejemplos de sistemas fisicos que se resuelven a través de un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales. Veamos algunos ejemplos

4.9.1. Ejemplos de sistemas de ecuaciones diferenciales en mecani-
ca y ondas.

Para familiarizarnos con la notacién, empecemos por un ejemplo sencillo y que no
requiere del método general de resolucion ya que las variables no estan acopladas.

1. Una particula de masa m se mueve en la superficie interior de un cilindro de radio
r cuyo eje esta alineado en direccién vertical. Teniendo en cuenta que sobre la
particula actia la fuerza de la gravedad, halla las ecuaciones que describen su
trayectoria.

Solucion:

Este es un problema tipico de mecanica y ondas. Para resolver este problema
debemos recurrir a las ecuaciones clésicas de la energia cinética (K) y la energia
potencial U, que quedan ligadas a través del lagrangiano

L=K-1L,
donde
K = 2+ 3 + ),
y, en este caso,
U =mgz.

Resulta evidente que, dada la simetria del problema, sera conveniente reescribir
la energia cinética en coordenadas cilindricas. Aplicamos los cambios pertinentes:

m , d(r cos ¢)
dt

d(rsin ¢)

2 52
)]

)+ (
que resulta en
K = %(((r cos ¢ — r¢sin)? + (7sin @ + ro cos ¢)? + 2).

Tras desarrollar los términos cuadraticos y agrupar, la energia potencial en coor-
denadas cilindricas se reduce a

K = Z((7 + (rd)* + 2).
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Ahora bien, en este problema particular, la distancia r es una constante ya que la
particula queda limitada en la superficie lateral del cilindro y, por tanto, » = 0.
La energia cinética queda finalmente como

K:%w&+ﬂ.

Para obtener las ecuaciones de movimiento se emplea la ecuacion de Lagrange,
que tiene en cuenta la presencia de posibles fuerzas externas Fj,

d9L 9L

donde z; son cada una de las variables de nuestro sistema. En este caso, dado que
r es constante, el sistema de ecuaciones diferenciales se reduce a dos variables,

T =@y T2 =z

Calculemos la ecuacién de Lagrange para la variable ¢, es decir

que da lugar a

%(mr%b) = mrp = 0.

Por otro lado, para la variable z tenemos

d, . .

E(mz) +mg =mZ+mg=0.

Por tanto, las ecuaciones se pueden hallar simplemente resolviendo el sistema de
ecuaciones

mr2g}5: 0, mz+mg=0.

Este sistema es muy sencillo ya que ambas ecuaciones son directamente integrables
ya que no hay ninguna ligadura entre las variables. De manera que la solucion es

2
¢@:Qﬂ{bz@:—%ﬁﬂﬁ+Q

Si se quiere determinar el valor de las constantes se deben aplicar condiciones

iniciales. Por ejemplo, si suponemos que ¢(0) = 0, entonces Cy = 0. Si suponemos

que en el instante inicial la particula esta localizada a una cierta altura z(0) = 2o,

entonces Cy = zy. Es facil ver que las otras dos constantes estan relacionadas con

la velocidad inicial de la particula.
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2. Considera dos péndulos de igual longitud [ y masa m unidos por un resorte a una
distancia a del punto de suspension. Considera que los péndulos son rigidos, es
decir, que estan sujetos por varillas solidas. Obtén las ecuaciones de movimiento.

Es facil ver que, si expresamos la posicion de cada péndulo con respecto al punto de
fijacion en coordenadas polares, la energia cinética de cada uno de ellos dependera
exclusivamente del angulo que formen con la vertical, teniendo en cuenta que el
radio es fijo (r = [). Si sustituimos en la ecuacién de la energfa cinética del
ejercicio anterior, considerando ¢ y ¢o los angulos de cada péndulo con respecto
a la vertical, se tiene que la energia cinética del sistema viene dada por

ml2
(

Ot + 93)-

En este caso, despreciamos la energia cinética del resorte.

Por otro lado, la energia potencial se puede expresar igualmente con respecto a
cada uno de los angulos. Si expresamos la posicién del péndulo con respecto al
eje z, para una posicién cualquiera tendrémos que z; = [cos¢;. Ahora bien, la
energia potencial la debemos medir con respecto a la posicion de reposo, que sera
cuando el péndulo esté alineado con la vertical, es decir, para ¢; = 0, y por tanto,
ziv=o = L. De esta forma, para un dngulo cualquiera la energia potencial de cada
péndulo serda mg(l — [ cos ¢;). Por tanto, la energia potencial de los péndulos sera

Uy = mgl(1 — cos ¢1) +mgl(1 — cos ¢2).

Por otro lado, el resorte que une ambos péndulos tendra una cierta energia po-
tencial elastica, que depende de la elongacién del muelle. Si consideramos z la
direccion en la cual el resorte puede ser deformado, dicha energia potencial es
Uy = 1/2kz?, donde k es la constante de elasticidad. Si expresamos la elonga-
cién de muelle en funcion de los angulos de cada péndulo tenemos que su energia
potencial es

2

k
Uy = %(sin ¢1 — sin ¢2)2,

donde, obviamente, la expresién anterior depende del criterio de signos empleado
Y )

para los angulos. Con esto, tenemos todas las expresiones que necesitamos para

escribir el lagrangiano:

2

i(sin 1 — sin ¢q).

m12
( 2

L=K-U G2 + ¢2) — mgl(2 — cos ¢y — cos py) —

Es facil ver que, si aplicamos la ecuacion de Lagrange para obtener las ecua-
ciones diferenciales de movimiento, estan seran no lineales y el problema sera
dificilmente resoluble analiticamente. Una forma bastante usual de convertir este
tipo de ecuaciones en resolubles es aplicar alguna forma de linealizacion. En este
caso, si aplicamos la aproximacion de angulos pequenios el sistema se simplifica
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enormemente. En dicho caso tenemos que sin ¢; = ¢; y que cos ¢; = 1. Ademas,
despreciamos las potencias ¢? y términos cruzados ¢;¢,. Obviamente, si consi-
deramos angulos progresivamente méas grandes, la aproximacion realizada llevara
a soluciones cada vez mas inexactas. Aplicando la aproximacién anterior se llega
facilmente al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

_§.251+p¢1—7“¢2=0
G2 + pPa — 11 = 0.

g ka? ka?
donde p = ] + " yr =
Como vemos, tenemos un sistema lineal de ecuaciones diferenciales homogéneas
de dos variables acopladas (x; = ¢1 y x2 = ¢2). Podemos resolverlo aplicando
el método de Euler. Dado que las EDOs del sistema son homogéneas, podemos

directamente suponer que las soluciones seran del tipo

¢1 = AN, ¢ = BeM,

Introducimos las soluciones en el sistema para obtener

(M +pA—-rB=0
—rA+ (AN +p)B = 0.

Escribimos el determinante que da lugar a la ecuacion caracteristica

A +p r

det(F(V) =" P LT

’:)\4—{—2]9)\2—7“2—172:0.
que da lugar a las raices

Mo =Fi/p+71,A3a =ET —p

Sustituyendo las constantes se tiene que

. lg  2ka? /g
)\172::&2 7+W’ )\374::l22\/;.

Como vemos, se tienen cuatro raices distintas y, por tanto, se tienen cuatro so-
luciones para cada variable angular, es decir, para cada péndulo. Si identificamos

las frecuencias
/ g 2ka2 \/7
l
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podemos escribir las soluciones como

jw1t w1t
O = A", oy = Bie™,

—iwit —twit
¢1,2 = Aje M ¢2,2 = Bye ™",

iwot iwot
¢1,3 — A3€zw2 , ¢273 — Bsezwz ,

P14 = Ase ™' g4 = Bye ™"

A continuacion, buscamos la relacion entre las constantes de las soluciones del
sistema. Tenemos que

(wf +p)A; —rB; =0
—rA; + (Wi +p)B; =0,

Que lleva a A; = —By. Notese que esta condicion es exactamente la misma para
todas las constantes, exceptuando el signo. Se obtiene que Ay = —By, A3 4 = Bs 4.
Podemos, por tanto, escribir la solucion en forma matricial como

Cy

(¢1) B ( e’iUJ1t 6—iwlt e’iOJQt e—iwzt) 02
¢2 - _eiwlt _efiwlt eiWQt e*int Cg
Cy

4.10. Oscilador armodnico electromagnético

Veamos un ejemplo en el cual se tiene una carga eléctrica g que oscila arménica-
mente bajo la accién de un campo magnético B = poH estacionario perpendicular
a la direccién de oscilacién (efecto Zeeman). Si aplicamos la ecuacion de la fuerza
de Lorentz a dicha carga, despreciando el campo eléctrico, tenemos que

F = upq(v x H).

Si consideramos que la particula oscila en direccion del eje = y suponiendo que el
campo magnético va en direccién del eje z, obtenemos

F = poHq(d x k).

que da lugar a

F = uoqy H.
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Ahora bien, debido a dicha fuerza, si consideramos que la particula no esta ligada
a una determinada direccion, ya no podemos considerar que la carga se mantiene
oscilando en una linea. En su lugar, la oscilacién se producira en el plano XY
Por tanto, tenemos que suponer que la particula llevara también una cierta velo-
cidad en el eje y y, por tanto, el campo magnético también actuara sobre dicha
componente. Es facil ver que se obtiene una ecuacion equivalente a la anterior
pero, en este caso, en la direccion x, es decir,

F = —poqzr H.

Si recordamos la ecuacion diferencial que define al oscilador arménico y anadiendo
la fuerza externa debida a la acciéon del campo magnético, tenemos que, para una
variable genérica r la ecuacién diferencial que define el movimiento es

mr+kr =F,

donde, como vimos en el capitulo anterior, el tipo de oscilacion depende del valor
de la constante £ y m es la masa de la particula.

Dado que hemos elegido el sistema de coordenadas cartesianas de forma que la
particula oscile en el plano XY, tenemos un sistema de dos ecuaciones diferenciales
lineales con variables acopladas

mi + kx = poqHy,
my + ky = —poqH,

Aplicamos el método de Euler para resolver el sistema, es decir, suponemos solu-
ciones del tipo z = Ae* e y = BeM para obtener

(mA? + k)A — quoHAB = 0
quoHMNA + (mA\? + k)B = 0.

Calculamos la ecuacién caracteristica del sistema

mA2 + k —quoHA
det(F(\) =" 7 qu’éo el = X (o H)? 4 2km)A? 4 1 = 0.

Resolviendo se obtienen las raices

)\172 = j:z'wl, )\3,4 = :EiuJQ,

donde
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/1 w
W12 = Zw% + Wo + TH,

siendo
Ik
Wo = 0
m
y
quo
W = .
m

La relacién entre las constantes se puede obtener de la ecuacion
Por tanto, se tiene que

NiWn

A= S
A2+ Wi

Podemos, por ultimo, expresar la solucion general del sistema, suponiendo que
B; =1, como

. WWWH e WIWH WRWH iyt W2WH o
- 2 2 2 2 2 2 2 2 ’
y — eiwlt _i_ef’iwlt + eiu.Jzt _i_efint
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Capitulo 5

Ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales

Durante todo el curso nos hemos centrado en las ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDOs) (y sistemas de dicho tipo de ecuaciones). Recordemos que eran aquellas en
las que una sola variable (o un vector de variables) depende de una unica variable
independiente. Por tanto, siempre que tengamos una ecuacién diferencial en la que
aparezcan derivadas parciales estaremos ante a una ecuacién diferencial no ordinaria. En
realidad, a este tipo de ecuaciones diferenciales se les denomina ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales (EDP). Veamos su definicién formal.

5.1. Definicion de ecuacion diferencial en derivadas
parciales

Sea u una cierta variable que depende de otras n variables, x1, xs, .., x,. Se dice que
una ecuacion diferencial es en derivadas parciales si presenta la forma

ou  Ou ou  0*u 0%u 0%u
Uy—=— —, ..., , , e -
0x1’ 0x9 0x, 0x10x1 0x10%9 0x10x,

donde, en general, la funcién F' puede depender de cualquier combinacién posible
de las derivadas parciales.

F(xy,z9,..., 2, )=0, (5.1)

5.2. Resumen de los tipos y métodos de resolucion

Al igual que ocurria en las EDOs, las EDPs pueden ser de distintos tipos segun la
forma que presenten.

= Segun el orden n de derivacién, las llamaremos EDPs de n-ésimo orden.

= Una EDP sera lineal en la variable u y sus derivadas si cumple que

F(au + 88;) = aF(u) + SF(8;)

donde 0; representa cada una de las derivadas parciales de u en la ecuacion.
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Para resolver este tipo de ecuaciones existen dos métodos: por integracién bésica y
por separacion de variables. Como veremos, no se debe confundir este segundo método
con lo que denominamos en capitulos anteriores EDO de variables separadas. En este
caso, casumiremos que la solucion de la EDP se puede escribir como el producto de
funciones de cada una de las variables. Veamos el primer método.

5.3. Resolucion por integraciéon basica

Este método sirve para conseguir soluciones generales y, ademas, no permite hallar
las soluciones completas. Como su propio nombre indica se basta en integrar la ecuacion
diferencial por ello su rango de aplicaciéon es muy limitado. Se aplicara normalmente
cuando aparezca exclusivamente una derivada parcial en la ecuacién. En el fondo, este
método ya lo aplicamos cuando vimos las EDOs exactas.

Por simplicidad, pensemos en una EDP de dos variables que se pueda resolver por
este método. Tenemos por ejemplo una ecuacion diferencial del tipo

ou(xy, xs)
8:151

donde f(z1) es una funcién conocida. ! En tal caso, podriamos hallar la solucién general
por simple integracién parcial

= f(z1). (5.2)

ou

u(wy, xe) = 8_1:18I1 = /f(xl)(‘?xl + g(x9).

La ecuacién anterior es la solucion general de la Ec.(5.2), donde g(x2) es una fun-
cién arbitraria en la variable x5. No deberia extranarnos este tipo de soluciéon ya que,
en el fondo, es similar a las obtenidas con las EDOs cuando aparecian constantes de
integracion. En este caso, cualquier funcién de x5, al ser derivada con respecto a x
resultara en un valor nulo. Solo se podra encontrar el valor de la funcién g(z) si se
tiene un sistema de EDPs que lo permita o si se dan las condiciones iniciales necesarias
para obtener dicha dependencia.

Si recordamos el método de resolucion de las ecuaciones diferenciales exactas, en ese
caso la funcién g(zs) podia ser hallada ya que, basicamente, disponiamos de un sistema
de dos ecuaciones.

Es decir, si se tiene un sistema de EDPs las funciones que resultan de la integracion
po

Obviamente, el rango de aplicacién del método es muy limitado. Veamos algun
ejemplo

Ejemplos:

1. 2uz8) — 9

Es facil ver que la solucion general es

u(z,y) = z* + g(y)

INétese que la ecuacién tiene dependencia implicita de dos variables, es decir, no es una EDO.
Ademas, podria ser parte de un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales por lo que
no podemos obviar la dependencia con la variable xs.
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2. Aplica la condicién inicial u(0,y) = siny.

Como vemos, al darnos la condicién inicial y ser esta una funcién de y, podemos
directamente hallar que

u(0,y) = 0% + g(y) = siny

y, por tanto, g(y) = siny. La solucién particular para dichas condiciones iniciales
sera

u(z,y) = 2* + siny.

5.4. Ecuaciones en derivadas parciales de primer or-
den

Veamos ahora algunos métodos de resolucion generales de EDPs de primer orden.

5.4.1. EDPs lineales y cuasilineales

Una ecuacion en derivadas parciales de primer orden se dice que es cuasilineal si
presenta la forma

" )

Y Xi(ar, s, ... ,xn)a“ = R(21,22, ..., Ty 10). (5.3)
T

=1

donde X; y R son funciones conocidas y la variable u, en general, depende de todas las
variables x;, es decir, u = u(xy, za, ..., x,).

Si la funcion R = 0, entonces las funciones X; no dependen explicitamente de la
variable u (solo de sus derivadas) y la Ec. (5.3) es una ecuacién lineal en derivadas
parciales homogénea. Es decir, se tendria que

- ou
Xz' 5 gy din - 0 54
; (21,22 T )8% (5.4)

5.4.2. Solucién de la ecuacion cuasilineal de primer orden

Si observamos la forma de la Ec.(5.3), es directo hacer una equivalencia con un
sistema de ecuaciones lineal. Recordando la forma simétrica de escribir un sistema de
ecuaciones, podemos expresar la ecuacién cuasilineal en la forma

dry  dxo dr, du

Si consideramos que las funciones X; y R son continuas y diferenciables y, ademas,

no se anulan simultdneamente, podriamos integrar cada una de las ecuaciones anteriores
para obtener, en general, una serie de funciones y constantes de integracion
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Se podra resolver la EDP encontrando la solucion del sistema de ecuaciones anterior.
En general, dicha solucién serd, en realidad, una integral genérica que contenga cada
una de las integrales anteriores. Es decir, la solucién general se expresara como

P (11,19, ..., 1) = 0.

Ademas, las constantes de integracién podran ser determinadas si se tiene un pro-
blema de Cauchy, es decir, si se dan las condiciones iniciales necesarias.

5.4.3. EDP cuasilineal en tres dimensiones

Para comprender mejor el proceso de resoluciéon de las EDPs cuasilineales, veamos
el caso en el que se tienen tres variables x1 = x, 19 = y y x3 = z. Llamemos ademés,
Xy = P(z,y,2),Xs = Q(z,y,2),X3 = R(z,y,2). En tal caso, se tiene que la Ec.(5.5)
queda en la forma

dz _ dy B dz
P(x,y,z) B Q(x,y,z) N R(m)y’z)' (56)

En el fondo, la ecuacién anterior puede tener como solucién cualquier familia de

%
axy

superficies que cumplan la dicha condicién. Es facil ver que, si llamamos p =

_ 0z

q oy la Ec.(5.6) lleva a

Si nos fijamos en la ecuacién diferencial anterior, dadas las funciones P, Q) y R,
cualquier superficie z = f(z,y) que la cumpla serd solucién. Ahora bien, si volvemos a
la Ec.(5.6), podemos aplicar el método general en el que realizamos dos integrales que
dan lugar a dos funciones constantes

f<x7yaz) = C’17
9(v,y,z) = Ca.

La solucion general serd cualquier funcién que presenta la dependencia explicita

o(f(x,y,2),9(x,y,2)) =0.

En algunas ocasiones habra que emplear la propiedad compuesta del sistema
caracteristico dado por la Ec.(5.6), que establece que dicho sistema se puede igualar a
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dv _dy dz alz,y, 2)dz + B(x,y, 2)dy +v(x,y, 2)dz (57)
P Q R ary2)P@y2)+ By 2)Q,y,2) +(z,y,2)R(x,y,2)
donde «, 8 y v son funciones arbitrarias que han de cumplir que
aP+ Q +~vR =0,
o, empleando la ecuacion simétrica de la EDP, que
adzr + fdy + vydz = 0. (5.8)

En la préctica, buscaremos una combinacion de «, 5y v que simplifique la resolucién
de la EDP. Con dichas funciones, sustituimos en la Ec.(5.8), de manera que obtendremos
una relacién diferencial entre las variables. De esta tultima relacién es posible obtener
una de las funciones f(x,y, z) = C; que resuelven la ecuacién.

5.5. Ejemplos de EDPs cuasilineales

dv dy  dz
T2 Y2 2 + /2
De la primera igualdad obtenemos la ecuacién

dr  dy

xr2 y2 ’

que es directamente integrable y da como resultado

1 1
——+—:Cl.
r oy

Por otro lado, podemos obtener una ecuacién con los tres diferenciales a partir de
la Ec.(5.7), escogiendo v = f =1y v = —1, es decir

dx +dy — dz
0

0, lo que es lo mismo, dx+dy—dz = 0. Es ecuacién se puede integrar directamente
y da lugar a

La solucién general de la EDP sera una cierta funcién arbitrario con dependencias
de la forma

T —y

P(C1, Ca) = o( xy o +y—z)=0.
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5.6. Ecuacion de Pfaff (ecuaciéon diferencial total)

Supongamos un cierto sistema en un espacio tridimensional. Consideremos que des-
cribimos dicho sistema en coordenadas cartesianas. Se denomina ecuacién de Pfaff (o
ecuacién diferencial total, EDT) a toda ecuacién con la forma

Pla,y, 2)dz + Q(x,y, =)dy + R(z,y, =)dz = 0. (5.9)

Podemos deducir que la ecuacion anterior proviene de diferenciar una cierta funcion
en tres dimensiones, es decir, du(z, y, 2) = dyu(x,y, 2)de+0yu(z, y, z)dy+0.u(z,y, z)dz,
donde 0; = a%' Dado que dicho diferencial aparece igualado a cero, resolver este proble-
ma es equivalente a encontrar una cierta familia de superficies, u(z,y,z) = C ortogo-
nales a las lineas de un cierto campo vectorial F = (P(x,y, ), Q(z,y, 2), R(x,y, 2)). Es
decir, tenemos las siguientes relaciones

ou ou ou

P = a Q = 4 R = a0

ox Jy 0z

siempre que el campo sea potencial (es decir, que se puede expresar como el gradiente
de un campo escalar). En tal caso, encontrar la superficie se reduce a resolver la integral

curvilinea siguiente

(5.10)

(z,9,2)

u(z,y,2) = / (Pdx 4+ Qdy + Rdz). (5.11)
(0,0,0)

Condicién de campo potencial

Se puede demostrar que para que el campo vectorial F = (P, @, R) sea potencial
es condicién necesaria y suficiente que F -V x F = 0. En tal caso, la ecuacién sera
integrable. Por otro lado, si V x F = 0, la ecuacion serd exacta y podremos resolver
empleando el mismo procedimiento que en el capitulo 2.

Noétese que a partir de la condicién anterior se obtiene el potencial escalar en elec-
tromagnetismo. Dado que en condiciones de campos estaticos, el campo eléctrico E
cumple que V x E = 0, se puede definir una cierta funcién potencial U(z,y, z) que sea
la diferencial exacta del campo. Por otro lado, el campo magnético no es un campo
potencial y, por tanto, no se puede definir de manera exacta un potencial escalar que
cuya diferencial total sea el propio campo magnético.

5.6.1. Factor integrante

En este punto resulta bastante obvio que las ecuaciones diferenciales exactas que
vimos en el capitulo 2 son el equivalente a la ecuacién de Pfaff en dos dimensiones. Al
igual que ocurria con dichas ecuaciones, una ecuacién de Pfaff serd integrable siempre
que exista un factor integrante p(z,y, z) de forma que

p(z.y.2)(P(z,y, 2)de + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, z)dz) = du(zx,y, 2). (5.12)

sea la forma diferencial exacta de una cierta funcién u(zx,y, z). Al igual que en el caso
en que la ecuacién de Pfaff es directamente integrable, la funcién u(z,y, z) ha de ser
una funcién potencial.
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5.6.2. Resolucién de la ecuacion de Pfaff por integraciéon se-
cuencial

La forma general de resolver una ecuacién de Pfaff se basa en realizar la integracién
de la ecuacién de manera secuencial. Para ello, en primer lugar se considera que una
de las variables es un cierto parametro constante. Es posible realizar esta consideracion
sobre cualquiera de las variables. Normalmente, haremos dicha suposicion de forma que
la ecuacion resultante sea la mas sencilla posible. Para estudiar el caso general supon-
gamos, por ejemplo, que z es una cierta constante en la ecuacién de Pfaff. Entonces,
dz = 0 y la ecuacion se reduce a

P(z,y,z)dr + Q(z,y, 2)dy = 0.

Esta ecuacién deberia resultar familiar ya que presenta la misma forma que la
Ec.(2.9), con la salvedad que ahora las funciones incluyen dependencia en z. Para re-
solver la ecuacién hemos de suponer que existe una cierta funcién potencial G(z,vy, 2)
que cumple que

dG(z,y,z) = P(x,y, z)dx + Q(z,y, z)dy,

donde, si fuese necesario, habria que encontrar un factor integrante u(x,y, z) tal que

oG (z,y, 2)
ox

., 0G(x,y,z
— e, AP 6 T ey Q0. 2),

Una vez encontrado el factor integrante, podemos plantear una ecuacién para obte-
ner la dependencia en z. Es facil ver que, en realidad, hemos obtenido la funciéon que
cumple que

0G(x,y, 2)
0z

de donde es posible obtener la dependencia en z y, por tanto, la funcién completa
G(z,y, z). Podemos reescribir la ecuaciéon anterior en la forma

dG([E,y,Z) + (/J(ZL’,y,Z)R(JI,y, Z) - )dZ =0

dG(z,y, z) + K(G, z)dz = 0,
de donde resulta la siguiente ecuacién diferencial de primer orden
dG(z,y, 2)

dz

Notese que en la ecuacién anterior hemos obviado que es una derivada parcial ya
que, en este caso, solo faltaria resolver la ecuacion para la variable z.

+ K(G,z) =0.

5.7. Casos particulares de la ecuacién de Pfaff

Veamos como, en algunos casos particulares, la resolucién de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales de tipo Pfaff se simplifica.
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= Ecuacion en variables separadas Si la ecuaciéon de Pfaff presenta la forma

P(z)dx + Q(y)dy + R(z)dz = 0,
la ecuacién se puede resolver por integracion directa.

= Ecuacién con una variable separada Si la ecuaciéon de Pfaff presenta la forma

P(z,y)dx + Q(x,y)dy + R(z)dz = 0,

se dice que la variable z estd separada. En tal caso, la ecuacién sera integrable si
P(z,y)dx + Q(x,y)dy es exacta. Consecuentemente, existird la funcién potencial
para las variables z e y a la que llamaremos U(z,y). Para obtener la solucién
general de la ecuacién de Pfaff bastara con anadir la solucién para z

Uz,y) + /R(z)dz =C.

Ecuacién diferencial exacta Si se cumple que V x F = 0, entonces la ecuacién
sera exacta y el método de resolucién es el mismo que el visto en el capitulo 2
(con una variable mas).

5.8. Ejercicios de la ecuacion de Pfaff
Veamos algunos ejemplos de la ecuacién de Pfaff.

1. Verifica si la siguiente funcién de Pfaff es integrable
(x +y)dz + (v — 2)dy + 2?yzdz = 0
Solucion:

Dada la ecuacion de Pfaff, podemos suponer que representa el siguiente campo
vectorial

F=(z+yz—z2%y2). (5.13)

Para que sea integrable el campo F ha de ser un campo potencial y, por tanto,
debe cumplir que

F-VxF=0.

Calculemos en primer lugar el rotacional

|Q’)N>
QS
| @ &

V xF= = (2*2 + 1, —22yz,0).

ox 8_y 0z

r+y xr—=z :r2yz

A continuacion realizamos el producto escalar con el propio campo
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F-VxF=z*2+42+y—2%yz+ 2zyz* # 0.

Como vemos, el resultado de la operacion es distinto de cero y, por tanto, la
ecuacién de Pfaff de partida no es integrable (no cumple la condicién de campo
potencial).

2. Verifica si la siguiente funciéon de Pfaff es integrable y, en caso afirmativo, re-
suélvela.
yzdr + (zz + y23)dy — 2xydz = 0
Solucion:

Escribimos el campo vectorial que representa la ecuacion

F = (yz, 22 + y2*, —2xy). (5.14)
y calculamos su rotacional
i j k
0 0 0 9
VXxF=|— — — | = (=372 — 3yz*, 3y, 0).
ox dy 0z ( Y y.0)

yz xz+yzd —2xy

El producto escalar con el propio campo da lugar a

F .V xF = —3ayz — 3y°2° + 3zyz + 3y%2° = 0.

Es decir, la ecuacién de Pfaff de partida es integrable.

Dado que la ecuacion es integrable, pasemos a resolverla. El primer paso es consi-
derar que una de las variables es un parametro constante. En este caso, fijaindonos
en la ecuacion de partida, suponemos que dy = 0 ya que, de esta forma, la ecuacién
resultante es la mas sencilla posible. Nos queda la siguiente ecuacién

yzdr — 2xydz =0

que, sacando factor comun la y resulta en

zdr — 2xdz = 0.
Como vemos, nos queda una ecuacion diferencial de primer orden de variables
separables
dx dz
— =92=
x z

que da lugar a
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In|z| = Inz* + C.

Agrupamos los términos para obtener

IH@ = Co.
z
0, lo que es lo mismo
bl _
22

donde C' = ¢%. En realidad, hemos obtenido una parte de la funcién G(x,y, )
que estamos buscando

&l

GIZ(‘Z'7 y? Z) = 22

Y

y, ademads, aparece una constante debido a que hemos considerado que y es un
parametro. Por tanto, cuando calculemos la solucion general en todas las variables,
C' no sera una constante si no una cierta funcién de y, es decir, C' = g(y).

Buscamos ahora el factor integrante

0G,,
— P .
. w(w,y, 2)P(x,y, 2)

Sustituyendo se obtiene

1
; = ILL(IE, Y, Z)yZ,

de donde despejamos el factor

1

(@, y, z) = ﬁ

Una vez hallado el factor integrante, podemos pasar a plantear la ecuacion dife-
rencial para la variable y, es decir

dG,, + K(G..,y)dy =0, (5.15)

donde la funcién K tiene la forma

aG:cz
K(Gzz7y) :M<x7y7Z>Q(xvya Z) - a .
Y
Sustituyendo los distintos valores hallamos
1 3 yx
K(Gy.,y) = E(wz—l—yz )= = + 1.
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En la ecuacién anterior podemos asociar el primer término con la funcion G, es
decir

ry  Go.(z,y,2)

22 y
Sustituimos en la Ec.(5.15) para obtener

GIZ
y

dGo. + ( +1)dy =0,

es decir, tenemos la siguiente ecuacion diferencial lineal completa de primer orden

dy y

=1,
Calculamos en primer lugar la solucion homogénea

dGCEZ + G:EZ
dy Yy

= 0’
de donde se obtiene una ecuacién diferencial de variables separables

dG.. _ dy

G.. y’

cuya solucién es InG = Iny~! + Cp, de donde obtenemos G(y)

G=—
Yy

Para hallar la solucion particular de la ecuacion completa aplicamos el método de
la variacién de constantes, es decir, suponemos que la solucién es del tipo

¢=W

Y

Hallamos la primera derivada de la solucién que posteriormente sustituiremos en
la ecuacién de partida

G C'y) Cly) _ C'yy—Cly)
dy —y v

Sustituimos la solucién particular

G G
— 42 =1,
dy —y

que resulta en
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C'(y)y —Cly)  Cy)®
2 - = -1
Yy Yy
de donde se obtiene
C@:—h
)

Por 1ltimo, hallamos el valor de C'

y2
mwz—/ww=3+a

Con esto, hemos obtenido la dependencia en y de la solucion de la ecuacién de
Pfaff, es decir

Cly) _C
y

Por 1ltimo, expresamos esta solucién junto con la solucién obtenida para x y z
para obtener la solucion general de la ecuacion Pfaff

3. Comprueba si las siguiente ecuaciones de Pfaff son integrables y resuélvelas en tal
caso.

» 3zydr + xzdy — 2zydz = 0

Solucion:

Podemos percatarnos de que, si sacamos factor comiin zyz se obtiene?

1 2
xyz(%d:c + gdy — ;dz) =0

con lo que obtenemos la siguiente ecuacién de Pfaff de variables separadas

3 1 2
—dr + —dy — —dz =0
x Y 2

La resolucién de este tipo de ecuacion es por integracion directa, de donde
obtenemos
Inz® +Iny+Inz?+Cy=0.

Agrupando términos y despejando se obtiene la solucién general

2Si no nos diésemos cuenta de esta simplificacién, podriamos aplicar el procedimiento general.
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» 2zydr + (2% — 2?)dy — 22ydz = 0

Solucion:
Aplicamos el rotacional al campo F = (2zy, 2? — 22, —22y), es decir

i j k
0 0 0
% ox dy 0z (0.0.0)

2y 12+ 22 22y

Dado que el rotacional es cero, la ecuacion es exacta. Este tipo de ecuacion
se resuelve exactamente igual que en el caso que vimos en el capitulo 2 pero,
en este caso, tenemos una variable mas. Tomemos, por ejemplo, la funciéon

P(z,y, 2)

Ulz,y,z) = /2xydx =2’y + g(y, 2).

Como vemos, al integrar tenemos que suponer que existe una funcién que
puede depender de las otras dos variables. Si ahora aplicamos la derivada
parcial en las otras dos variables, debe cumplirse que

oU(z,y,z) C oU(z,y,2)
ay - Q(:E7y7 Z), 82 - R(C(],y,Z).

En este caso, tomando la primera condicién, nos queda que

0
22+ g(y,z) ::1:2+y2.
dy

De donde se deduce que
9y, 2) = /szy =yz" + h(2),
y, por tanto

U(z,y,z) = 2y +yz° + h(z).

Por tultimo, aplicamos el mismo procedimiento para la variable z

one:) _,

2
Yz + Ep 2Y,

que da lugar a ag(z) =0, es decir, h(z) = C.
z

La solucion general de la ecuacién de Pfaff sera

2y +yt+C=0.
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» ydr + xdy+dz =0
En este caso es obvio que la ecuacion de Pfaff presenta una variable separada,
la variable z. La ecuacién serd integrable si la ecuacién es exacta para las
variables x e y. Es facil ver que, efectivamente, la ecuacién diferencial en x
e y es exacta. Resolvamos por el método convencional

Ulr,y) = /yd:v =xy +g(y),

que lleva a

oU(x,y) ,
oy +9'(y),

de donde se deduce que ¢'(y) = 0y, por tanto, g = C. La funcién potencial
en x e y es, por tanto, U(x,y) = xy + C. Para obtener la dependencia en z
basta con considerar

dU(z,y) +dz =0,
que podemos integrar directamente para obtener

Ulz,y,z) =ay+z+C=0.

5.9. Ecuaciones en derivadas parciales no lineales
de primer orden

Se dice que la ecuacién con la forma

F('Il;an"'7xnvzaplap27"'7pn) = 07

z . — ., . . . .
, con ¢ = 1,n, es una ecuacioén no lineal en derivadas parciales de primer

O,

con p; =

orden.

Su solucién, al igual que en las ecuaciones cuasilineles, serda una integral comple-
ta que represente una cierta familia de curvas, superficies o, en general, funciones n-
dimensionales.

Nuevamente, estudiaremos su resolucién en el caso particular de funciones tridimen-
sionales. Emplearemos el método conocido como método de Lagrange-Charpit.

5.9.1. Meétodo de Lagrange-Charpit

En el caso de una EDP no lineal de primer orden con tres variables, tendremos que

F(x,y,2,p,q) =0,
donde
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En este caso, la solucién serd una integral completa que represente una cierta familia
de curvas del tipo

o(x,y, z,C1,Co) = 0.

Para resolver por el método de Lagrange-Charpit procedemos de la siguiente manera:
Suponemos que la funcién F' que representa la ecuacién diferencial es derivable con
respecto a todas las variables incluyendo ¢ y p, de manera que llamamos

_OF

Ty T afCi7

El método se basa en encontrar una segunda funcién en las mismas variables y que
contenga una constante arbitraria, llamémosle a. Es decir, buscamos la funcion

con r; = (xaya Z,D, Q)

G(x,y,2,p,q,a) =0,

Para que ambas EDPs sean compatibles se debe cumplir la siguiente identidad *

p(F.G, — G.F,) — q(F,G. — G,F,) — (Fqu - Gqu) + (F2Gp — G, F,) = 0.

Podemos reescribir la ecuacién anterior como

F&G

oG 0G oG
p% (pr+qu)§—(F$+sz)——(Fy+sz)—:O.

oG
+ Iy ap 34

— +
dy

Si nos fijamos, podemos ver que la ecuacién anterior es una ecuacion de Lagrange en
la que x,y, z,p y q actiian como variables independientes. Podemos escribir la ecuacion
anterior en forma simétrica de manera que tenemos que

dv dy dz _—dp  —dq
Fp—Fq_pr“‘qu_cm‘i‘sz—Fy‘i‘sz7

que sera la ecuacién que emplearemos para resolver la EDP no lineal, es decir, para
encontrar la integral completa.

Hay que tener en cuenta la relacién implicita existente en p y ¢ con las variables
(x,y, z). Tipicamente, buscaremos encontrar la relacién z(p, ¢) combinando las ecuacio-
nes dadas en Ec.(5.16). Posteriormente, pasaremos la dependencia implicita con (z,y)
a dependencia explicita gracias a la relacién entre las derivadas parciales y el diferencial
de la variable z, esto es

(5.16)

dz(z,y) = %dx + g—;dy = pdx + qdy

Veamos un ejemplo:

3La demostracién de compatibilidad entre EDPs es compleja. Dejo un link en el que la podéis
encontrar http://www.nou.ac.in/Online’20Resourses/19-7/Maths2.pdf
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1.

2 = pg®
Solucion: Escribimos la ecuacion en la forma
F(:Evya’z’pu Q) = 23 _pq2 = 0

A continuacién, emplearemos el método de Lagrange-Charpit, para lo cual ne-
cesitamos conocer las derivadas parciales de la funcién con respecto a todas las
variables, es decir

F,=-2qp, F,=—¢, F,=F,=0, F,=32".

Aplicamos la férmula dada por la Ec.(5.16) para obtener el sistema de ecuaciones
diferenciales siguiente

de  dy dz —dp —dp
—-¢*  —2pqg  —pg?

— 2pg? - 322p - 322q

En la ecuacién correspondiente a dz, podemos identificar, fijindonos en la ecuacién
de partida, que 3pg? = 3z%. Empleando dicha ecuacién y la correspondiente a dp,
tenemos que

dz  dp
323 322p’
que da lugar a
dz dp
z  p’

es decir, una EDO de variables separadas cuya solucion es

Inp=1Inz+ Cy,

y, por tanto,

P = 012.

Si nos fijamos en la ecuacion de partida, depende exclusivamente de z,p y q.
Como hemos obtenido la relacién z(p), podemos directamente sustituir en dicha
ecuacién para obtener z(q). Hagdmoslo

22— Ci2¢° =0,

de donde obtenemos
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Por 1ultimo, empleamos la siguiente relacion

z
vien

que se transforma en una ecuacion de variables separadas

dz = pdx + qdy = Cizdzx + dy,

d
§:MWWWZQM+ dy.

1
VCi

Integrando la ecuacién anterior llegamos a la solucién

Inz=Cix+ + (.

)
e
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Problemas
0z 0z

Escribamos la ecuacion diferencial en forma simétrica de manera que nos quede
un sistema de ecuaciones

dx _@_dz

r4+2 -y 0

Por un lado, tenemos que dz = 0 y, por tanto, z = C}. Por otro, nos queda la
ecuacion

ydzr + (z + 2y)dy = 0.

Podemos darnos cuenta de que la ecuacién anterior es una ecuacion diferencial
exacta. Podemos usar directamente la ecuaciéon de Pfaff, es decir,

x Yy
/ ydx+/ 2udy = xy + y* = Cs.
0 0
La integral general de la ecuacién inicial queda como

®(z, 2y +y°) = 0.

Podemos reescribir la ecuacién anterior como

2= ¢(zy + y°),

siendo ¢ una funcion diferenciable.

5 6282 n ,0z o
Cor Y oy 4
Reescribimos la EDP como sistema de ecuaciones diferenciales en forma simétrica
de dy dz
ez - y2 - ye:r'

En la primera igualdad tenemos una ecuacién diferencial de variables separadas

dr dy
er - yQ’
que, tras integrar, da lugar a
1
— — € T = Cl.
)
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En la ecuacion anterior podemos despejar el factor e* que dependera exclusiva-
mente de y, es decir

z Y

e :—l—yC’{

De esta forma, si sustituimos en la segunda igualdad, obtenemos una ecuacién
que depende exclusivamente de y y z, esto es

dy dz dz(1—yCh)

y2

oyt oy oy

que, despejando, lleva a

dy

de = —~2
‘ 1—y017

Integramos a ambos lados para obtener

In|Ciy —1
Z:_—|1Cyl |+02,

Ahora sustituimos el valor de la constante C, es decir

Z = — 1 o CQ;

Yy

y, por tanto
In| —e™y|

Yy
0, lo que es lo mismo

In Jy| —

=T + Oy,

Con esto, obtenemos la solucion de la integral general de la EDP

H(C1, o) = o+ — e, LT

, +2z)=0.
Y y e )
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