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1. Introducciéon y motivacién

En este trabajo vamos a aplicar la transformada wavelet al andlisis de senales cardiacas. En concreto,
vamos a analizar senales de pacientes con fibrilaciéon auricular para mejorar la eficacia del tracamiento
v el bienestar del paciente durante el mismo.

1.1. Introduccion histérica

La historia de las wavelets empieza en 1909 cuando el mateméatico hingaro Alfred Haar obtiene
una base de funciones cumpliendo una serie de propiedades, que mas adelante seran conocidas como
las primeras wavelets. Sin embargo, no fue hasta finales del siglo XX (a partir de la década de los
80) cuando investigadores como Morlet, Deaubechies, Donoho, etc. empiezan a publicar articulos
profundizando en las propiedades y aplicaciones de estas nuevas familia de funciones.

Desde entonces se han encontrado multitud de aplicaciones para las wavelets, desde la reduccion de rui-
do y recuperacién de senales hasta la compresién de imagenes y archivos, pasando por la aproximacion
y suavizado de funciones, o la deteccién de fallos en procesos industriales.

No sélo es un tema de investigaciéon relativamente reciente, sino que también es un tema muy de actua-
lidad. En 2017 se le otorgé el premio Abel (considerado el equivalente al Nobel de matematicas) a Yves
Meyer por su papel clave en el desarrollo de la teoria matemaética de las wavelets. El Premio Princesa
de Asturias de Investigacion Cientifica y Técnica en 2020 fue otorgado a Meyer, Daubechies, Tao y
Candes por sus contribuciones pioneras y transcendentales a la teoria del procesamiento matematico
de datos y senales, en una gran parte de las cuales se utiliza la teoria de wavelets. La portada de la
edicién de La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espanola publicada en el tercer cuatrimestre
de 2021 muestra la descomposicién mediante wavelets bidimensionales de la catedral de Leén. Incluso
el FBI los usa actualmente como sistema de organizacién y compresién de su enorme base de datos
de huellas dactilares.

Las funciones wavelet son un tema tanto reciente como actual, con multiples aplicaciones en casi
cualquier campo posible. En concreto en este trabajo vamos a centrarnos en el contexto médico, con
un particular interés en el cdlculo de las frecuencias dominantes.

1.2. Motivacion

La Organizacién de Naciones Unidas ha establecido en 2015 un total de 17 Objetivos de Desarrollo
Sostenible (ODS) como un conjunto de objetivos globales para asegurar la prosperidad de todos como
parte de la nueva agenda de desarrollo sostenible. Cada objetivo tiene metas especificas que se deben
alcanzar hasta 2030.

En concreto nosotros vamos a contribuir a dos de ellos: El ODS 3 sobre salud y bienestar, cuyo
objetivo es garantizar una vida sana y promover el bienestar en todas las edades; y el ODS 9 sobre
industria, innovacién e infraestructura, cuyo objetivo es construir infraestructuras resilientes, promover
la industrializacion inclusiva y sostenible, y fomentar la innovacién.

El problema médico al que vamos a aplicar la teoria wavelet es el siguiente: Hoy en dia el tratamiento
para la fibrilacién auricular paroxistica consiste en la ablacion de las fuentes de frecuencias dominan-
tes. Sin embargo, para una mejor intervencion es necesario aproximar lo mejor posible la frecuencia
dominante, lo cual se consigue principalmente mediante métodos invasivos. El andlisis de las senales
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cardiacas obtenidas mediante un electrograma permite, si se obtiene con una precision suficientemen-
te alta, realizar el tratamiento sin la necesidad de operaciones invasivas, con una mayor precisién y
efectividad, y reduciendo los costes asociados.

Por este motivo vamos a investigar si la transformada wavelet es una buena herramienta para el
andlisis de estas senales cardiacas y la obtencién de su frecuencia dominante, con el fin de mejorar los
tratamientos actuales y promover el bienestar de los pacientes.

1.3. Objetivos

Asi pues, nuestros principales objetivos en este trabajo son los siguientes:

» Introducir y explicar la idea detras de la descomposicién wavelet, y explicar su conversion a
forma matricial para poder aplicarla computacionalmente a problemas reales.

= Desarrollar una herramienta que pueda contribuir y facilitar las labores médicas, ayudando a
comprobar la correccion de las senales utilizadas.

s Utilizar la descomposicion wavelet para desarrollar un método de calculo de la frecuencia domi-
nante de una senal cardiaca para contribuir al tratamiento de la fibrilacién auricular paroxistica.

= Mejorar la precisién de la frecuencia dominante obtenida respecto a los otros métodos no invasivos
ya existentes.

2. Marco teorico

En primer lugar vamos a realizar una introduccién a las ideas detras de la descomposicion wavelet.
Esto nos ayudard posteriormente a entender su funcionamiento al aplicarla al problema médico que
tenemos como motivacién, y a comprender mejor los resultados que se obtienen.

2.1. Filtros

Antes de presentar la base tedrica de las wavelets vamos a ver una breve introduccién a los filtros de
datos. Esto nos permitird entender la idea detras de las wavelets de una forma maés clara e intuitiva,
va que las wavelets se pueden considerar como una extensién algo més compleja de los filtros de
frecuencias.

Cabe destacar que los filtros de datos trabajan con seniales y conjuntos de datos discretos. Una vez
extendamos esta teoria a las wavelets ya podremos trabajar con senales tanto discretas como continuas.
Un filtro es un operador que, dada una senal, deja intactos o transforma los elementos de la senal que
cumplan una determinada caracteristica, y elimina los elementos que no cumplan esta caracteristica.
En lo que concierne a este trabajo vamos a trabajar de ahora en adelante con filtros de frecuencias.
Estos filtros nos van a permitir separar una senal en distintas bandas de frecuencias, y podremos
trabajar con ellas por separado para analizar varios aspectos de la senal original. Para ello usaremos
principalmente dos tipos de filtros: Un filtro de paso bajo y un filtro de paso alto.



Filtro de paso bajo

Un filtro de paso bajo (o filtro lowpass) es aquel que permite el paso a las frecuencias bajas y elimina
las frecuencias altas. El ejemplo mas sencillo de un filtro de paso bajo es el siguiente: Dada una serie
temporal x = (...,x(—1),2(0),z(1),...), el filtro media devuelve para ¢ = n la media entre z(n) y
xz(n—1):

z(n)+x(n—1)
2

Filtro media: y(n) =

Para poder trabajar méas comodamente con los filtros se puede definir un vector de coeficientes h que
viene univocamente determinado por el filtro. Por ejemplo, el filtro media tendria como vector de
coeficientes h = (...,0,0, 3, 3,0,...), i.e. h(0) = h(1) = 3 y h(n) =0 Vn € Z — {0,1}.

Asi, una vez dado un vector de coeficientes, el filtro asociado es el resultado de aplicar la convolucién
discreta del vector de coeficientes con el vector de datos:

x(n)+x(n—1)
2

y(n) = (hxa)(n) = 3 h(k)e(n - k) =

k=—o0

Notar que si tomamos como vector de datos el impulso unidad x = (...,0, 1,0, ...), el resultado coincide
con el vector de coeficientes y = (..., 0,0, %, %, 0,...).

Filtro de paso alto

Un filtro de paso alto (o filtro highpass) es aquel que permite el paso a las frecuencias altas y elimina
las frecuencias bajas. El ejemplo més sencillo de un filtro de paso alto es el siguiente: Usando la misma
notacién que en el ejemplo anterior, el filtro diferencia devuelve para ¢ = n la mitad de la diferencia
entre z(n) y z(n —1):

z(n) —x(n—1)

Filtro diferencia: y(n) =

2
Asi, el filtro diferencia tendria como vector de coeficientes h = (...,0,0, %,—%,0,...), ie. h(0) =
3.h(1) = —1 y h(n) =0 Vn € Z — {0,1}. Expresando el filtro en forma de convolucién tendrfamos:
> z(n)—xzn-—1
v = (hxa)(m) = Y hlk)a(n k) = 202D
k=—o00
Multiresolucién

Seguramente la propiedad mas importante de los filtros de datos y de las wavelets es la multiresolucion.
A diferencia de otros tipos de descomposiciones por frecuencias como puede ser el andlisis de Fourier,
la descomposicion mediante filtros de frecuencias permite deshacer el proceso para reconstruir la senial
original sin pérdida de informacién.



Los filtros se aplican a cada par de elementos del vector, obteniendo como resultado del filtro un vector
de mitad longitud que el original. Esto es lo que se conoce como un filtrado con downsampling, donde
tras el filtrado nos quedamos con las componentes impares del resultado. Estamos descomponiendo
la senal en dos subsenales mas cortas, cada una con un trozo de informacién de la senal original. El
resultado del filtro de paso bajo es, intuitivamente, una aproximacién de la senal original vista con
una menor resolucién. El resultado del filtro de paso alto son los detalles que se han perdido de la
senal original al hacer ese cambio de resolucién.

Veamos un ejemplo sencillo para ilustrar esta idea: Dado xo = (6 8 5 1 0 3 1 7) vamos a
aplicarle los dos filtros vistos en los apartados anteriores.

La forma de aplicar los filtros es la siguiente: Primero separamos el vector en pares de numeros, a
los cuales les aplicamos los filtros de paso bajo y alto. Cada par de nimeros del vector original nos
proporciona dos numeros nuevos tras aplicar ambos filtros, que reordenamos para formar el vector
resultante:

FILTRO PASO ,
BAS0O (MEDIA) ¢ ( y 7 3 15 —~ 4 )

x:( /5 0 3 7))
o \/WKMNL”\r‘/

FILTRO FASo

4 -2 - 15 3 )
ALTO (DiFERENCIA): (

v v VY |
(+ 3 15 4 1 -2 15 3)

S — — PR

(APROXIMACION) (DETA’ftLES)
xf“” X1*

Figura 1: Aplicacién de los filtros media y diferencia a cada par de elementos del vector de ejemplo
xg y reordenacién del resultado

A la hora de reordenar el vector resultante hay varias formas de hacerlo que estan aceptadas depen-
diendo de a qué se vayan a aplicar. En este trabajo colocaremos los elementos del filtro de paso bajo en
la primera mitad del vector y los del filtro de paso alto en la segunda, como se muestra en el ejemplo
anterior.

Asi, podemos descomponer la senal original xg en dos subsenales xlow y x}lHg Esto es lo que llamaremos
la descomposicién de la senal a nivel 1, y como se puede ver en la imagen se almacena en un vector
X = [ low high]

Ahora bien, hemos obtenido el vector x " que es una aproximacién de la senal original. Podemos
aplicar de nuevo ambos filtros a esta aproximacién de nivel uno de forma aniloga y obtener dos
nuevos vectores x5V y Xglg El primero es, intuitivamente, una aproximacién de la senal original a

un nivel ain menor de resolucién, mientras que el segundo son los detalles que se han perdido en este
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nuevo cambio de resolucién.

Como sélo hemos utilizado el vector de aproximaciones de nivel 1 al aplicar los filtros, los detalles de
ese nivel se quedan intactos. Tenemos que el nuevo vector de descomposicién de la senal a nivel 2 es

high _ high
xp = [xx" %% %),

~ o
gl 31 81
st Paso ST paso 97 pase
BAYO : 1 BATO 2

[ BATO — 5 ]

4 1 1
low
X=(6 8510313 Paco <1 =(+ 3 15 y) Exza xf’“"=(s z,75) PASO
ALTO ALTO ALTO
, [
4\ .1-.

d P e

X$=(4 -2 15 3)

-1

3

x¥shz (-15 o3s)

Figura 2: Descomposiciéon del ejemplo xg a dos niveles de profundidad usando los filtros media y
diferencia. Se puede observar la estructura de drbol que cominmente se asocia a la descomposicion
wavelet.

Notar que la longitud del vector de aproximaciones se reduce a la mitad con cada aumento de nivel
de descomposicién, por lo que el nimero de descomposiciones serd como mucho [logy(N)|, siendo N
el tamano de la senal original xg.

En resumen, el andlisis de multiresoluciéon nos permite dividir una senal original en varias componentes,
a partir de las cuales se puede obtener la senal original sin pérdida de informacién. En nuestro caso,
dividimos la senal en una componente de aproximacién y tantas componentes de detalles como el nivel
de descomposicién que estemos realizando.

2.2. Wavelets

Ahora que tenemos una idea del funcionamiento de los filtros de paso bajo y alto podemos extenderlos
para explicar la teorfa de las wavelets. Asi como la transformada de Fourier usa la base trigonométrica
y se aprovecha de sus propiedades, vamos a buscar otra familia de funciones que podamos usar como
base y cumpla una serie de propiedades. A estas familias de funciones es a lo que llamaremos familias
de wavelets.



Funcion de escalado

La funcién de escalado ¢ es el equivalente al filtro de paso bajo. Dado un vector de coeficientes ¢ viene
dada por la siguiente expresién:

Para normalizar la integral y que [p ¢(x)dx = 1 es facil ver que la suma de los coeficientes ha de ser
Yope (k) =2

2=2 /R P(x)dx = 2 /R kz_: c(k)p(2x — k)dx = kz_: (k) /R ¢(2x — k)d(2z — k) = Y c(k)

k=—o0

La suma fija de los coeficientes nos asegura la unicidad de ¢, pero nada sobre su continuidad o
derivabilidad.

La funciéon de escalado mas sencilla es la llamada funcién caja, que viene dada por los coeficientes
c(0) =c(1) =1:

\\

4)((2X) (P(Zx’*(?‘(z)uﬂ
:> “; :> 1/ /’ ,/

R A ¢(zx-) 1

¥ix)

N

NG
N

Figura 3: Funcién caja. Se puede ver la comprobaciéon de que cumple la ecuacién de dilatacién con los
coeficientes dados, i.e de que ¢(z) = ¢(2x) + ¢(22 — 1).

Otra funcién de escalado que tiene especial importancia para el andlisis de frecuencias es la funcién
de escalado de Daubechies de orden 2, denotado Ds. Viene dada por los coeficientes ¢(0) = (14 v/3),

c(1) = 33+ V3), ¢(2) = 13— V3), y ¢(38) = (1 — V3):
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Y N R T ———

A

(]
—
M
w

Figura 4: Funcién de escalado de Daubechies Ds.

Funcion wavelet

La funcién wavelet 1 es el equivalente al filtro de paso alto. Dado un vector de coeficientes ¢ viene
dado por la siguiente expresion:

[e.e]

Y(x)= ) (~1re(l—k)o(2z — k)

k=—o00

Notar que la funciéon wavelet no es una funcién de dilatacion como en el caso de la funcion de escalado,
sino que sélo depende del vector de coeficientes y de ¢. Asi, una vez se tiene la funcién de escalado, la
funciéon wavelet correspondiente se puede calcular sin mucha dificultad.

Veamos ahora las funciones wavelets asociadas a las funciones de escalado que hemos visto en el
apartado anterior.

En primer lugar tenemos la wavelet de Haar, que tiene los coeficientes ¢(0) = ¢(1) = 1 y tiene como
funcién de escalado la funcién caja:

L5 ———

05

0.0

-0.5

Figura 5: Wavelet de Haar asociada a la funcién caja con coeficientes ¢(0) = ¢(1) = 1.
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Ademas también tiene especial importancia para el andlisis de frecuencias la wavelet de Daubechies
de orden 2, que tiene los coeficientes ¢(0) = (1 +v3), c(1) = 1B+ V3), ¢(2) = 13— V3), ¥y
c(3) = 1(1 —V3):

1 |
\ |
-15 J scaling function
wave let function
-2 4
0 05 1 15 2 25 3

Figura 6: Wavelet de Daubechies de orden 2 (en rojo) asociada a la funcién de escalado Ds (en azul).

2.3. Transformada discreta

En el caso concreto del problema al que vamos a aplicar las wavelets, los datos de las senales vienen
en forma de un vector discreto de datos. Para poder trabajar con él tenemos que pasar la funcién de
escalado y la funcién wavelet a una forma matricial.

Para explicar el proceso usaremos como ejemplo la wavelet de Haar. Supongamos que queremos des-
componer la senal x = (4,8,5,3) en una combinacién de wavelets y una funcién de escalado de la
siguiente manera:

=

donde J es el nivel de descomposicién al que queremos llegar, x? es un multiplo de la funcién de

escalado, y X}Z) es una combinacién de las wavelets de escala 27%, V1 < j < J.

La idea intuitiva detras de esta descomposicién es la misma que la vista con los filtros de frecuencias:

x? es la aproximacién de la sefial original con un nivel menor de resolucion, y x¥ son los detalles que

J
se han perdido en cada cambio de nivel de resolucion.

Tomemos J = 2 para este ejemplo, queremos calcular los valores del vector b tales que
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4 1 1 1 0\ /b

sl (1 1 —1 0 |[b

50711 =1 0 1| |bs

3 1 -1 0 -1/ \b
R

La matriz R viene dada por una discretizacién de la funcién de escalado, la funcion wavelet, y las
funciones wavelets de escalas 27* para cada nivel correspondiente. En cada nivel j de descomposicién,
la funcién wavelet se dilata por 277 y se traslada por k277 V1 < k < j. Para construir la matriz se
toman los valores de cada funcion correspondiente al nivel de descomposicién en el que estemos y se

ponen en columnas:

) W
1-1[‘-999‘-%
Ve P

A

e ’

Aan ) A A
=

4 1 1
111
1 1 -1
4 1 1
1 -1 o
1 1
1 -1°
1 -1

Figura 7: Construccion de la matriz de reconstruccion R usando la wavelet de Haar a nivel 3.
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La matriz R se llama matriz de reconstruccién. Como queremos obtener los valores de b nos interesa
su inversa, la matriz de deconstruccion D = R™!. En el caso de la wavelet de Haar es la siguiente:

11 1 1

1 4 1 14

1 r 1 _1 _1
D=R1!= 411 41 04 04
22 1

0 0 5 -3

El célculo de la matriz inversa para una matriz cualquiera de un tamano grande puede suponer una
gran carga computacional. Sin embargo, en este caso se puede calcular de forma recursiva entendiendo
el proceso de descomposicion que siguen las wavelets.

En primer lugar aplicamos los coeficientes de la funcién de escalado (1, 1) y de la wavelet (1, -1) a
cada par de elementos de la senal x. Para que esté normalizado la suma de cada columna de la matriz
ha de sumar 1, por lo que multiplicamos los coeficientes por %

1 1

2 oz 0 0 /4 6

3 —5 0 o |[8]_|-2
o 0 % 3 ]1|>5 4

0 0 3 -3/ \3 1

El resultado es similar al ejemplo visto en el apartado de filtros: Las componentes impares del resultado
corresponden a las medias (las frecuencias bajas) entre cada par de elementos de la senal original, y
las componentes pares corresponen a la mitad de las diferencias (las frecuencias altas) de cada par de
elementos.

Ahora queremos reordenar el vector con las frecuencias bajas en las primera mitad y las frecuencias
altas en la segunda:

100 0\ /6 6
0010][-2] |4
0100 4] [-2
0001/ \1 1

Y finalmente podemos repetir este proceso de forma recursiva hasta llegar al nivel de descomposicién
que queramos. Notar que en el paso del nivel de descomposicién j aplicamos el proceso a los primeros
277 elementos del vector correspondientes a las frecuencias bajas. Asi, la transformacién para obtener
el segundo nivel seria:

1 1

53 00\ /6 5
T LToo||a]|_|[1
0 0 1 0f][=2 —2
0 0 0 1) \1 1

En este ejemplo al tener la senal original 4 = 22 elementos no podemos realizar una descomposicién a
un nivel mayor que 2. Si ahora multiplicamos las matrices utilizadas durante el algoritmo obtenemos
la matriz de descomposicién inicial:
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1 1 i 1 1 1
%%100 L 000y /3 5 00 R
z 2 0 000101y —3 001 13 31 -1 —1
0 0 3 3 0100/{0 0 10 5 -3 0 0
o 0 5 —-3/\0o0o01/\0 0 01 o o0 3 -3

Asi, la descomposicién por wavelets de una senal x se puede expresar como x = Rb, y podemos
calcular los coeficientes como b = Dx siendo D una matriz facil de computar recursivamente.

En este ejemplo se puede ver clara la idea detras de la descomposicién wavelet, y la estructura de
arbol que normalmente se le asocia.

Este proceso se puede generalizar para programar el algoritmo recursivo para realizar la transformada
wavelet discreta sobre un vector: Dado el vector de coeficientes ¢ = (¢(0),¢(1),...,c(k) con ¢(0) y
c(k) no nulos, y teniendo como sefial original un vector de 2V componentes, podemos obtener la
descomposicién de nivel ¢ + 1 a partir del vector x; con la siguiente transformacién:

A

l
V1 hl
l2i71
. . hl
T; | 0 M; | 0 vy | _( T; |0 i-r | | .
0 ‘ I 0 ‘ I U27,'+1 o 0 I hgifl o :
. U2i+1 hQifl
. Vgit1
VogN .
UQN
’U2N

Los valores vy, ..., v9: corresponden a las frecuencias bajas del nivel de resolucién anterior, l1,...,l5i-1 a
las frencuencias bajas resultantes del nivel de resoluciéon nuevo, y hq, ..., hgi—1 a las frencuencias altas
del nivel nuevo.

La matriz T; € R?*?" es la que realiza la reordenacién del vector tras la descomposicién, y viene dada
por:

1 0 00 0

0 1 0 0

0 00 1 0

Ti= 0 1 00 0
0 0 01 0

0O ... 00 0 1

La matriz M; € R2'%2" da como resultado la descomposicién del vector en frecuencias bajas y altas
intercaladas, con los elementos del filtro de paso bajo en las componentes impares y los elementos
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del filtro alto en las componentes pares. Tomando w(i) = (—1)’c(k — 4) los coeficientes de la funcién
wavelet, la matriz viene dada por:

c(0) (1) ¢(2) 0

w(0) w(l) w(2) 0

0 0 0 0

M; = 0 0 w(0) 0
0 0 ¢0) (1)
0 0  w(0) w(1)

La programacion de este algoritmo recursivo permite, proporcionando como entrada la senal original
Xq, los coeficientes de la funcién de escalado c, y el nivel de descomposiciéon deseado, realizar la
transformada wavelet discreta de una forma sencilla y eficaz.

2.4. Transformada continua

Trabajando con las definiciones de funciéon de escalado y funcién wavelet dadas en los apartados
anteriores, vamos ahora a indicar cémo se lleva a cabo la transformada wavelet continua.

Una vez tenemos las funciones ¢ y ¥ podemos calcular las conocidas como wavelets hijas mediante
dilataciones y traslaciones de la funcién . Una traslacién respecto a u© € R es una transformacién del
tipo ¥ (z) — ¥(x — u); una dilatacién de nivel s > 0 es una transformacién del tipo ¥(x) — ¥(%).
Asi, anadiendo un coeficiente para normalizar la funcién, definimos las wavelets hijas como

1 r—u

Una vez tenemos las wavelets hijas, la transformada wavelet continua de una sefial f se define como

Yus(w) =

Wi(us) = [ FObdt = £ 5,0
con la funcién ¢, definida como

— 1 —x
Ble) = 0()

El resultado de la transformada wavelet continua se puede ver en un espectrograma. Un espectrograma
muestra el valor absoluto de la transformada en relacién de la frecuencia y del tiempo.

Tomemos como ejemplo la siguiente funciéon y veamos el espectrograma asociado a ella para tener una
mejor idea de su funcionamiento:

f() = { 2 sin(200z) si0<z<0.5

3sin(100z) si0.5<z <1
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Figura 8: Funcién sinusoidal f(x) con amplitudes y frecuencias distintas antes y después de = = 0.5.
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Figura 9: Escalograma de la funcién ejemplo. Se observa el cambio de frecuencia de la funcién antes
y después del punto medio, asi como la mayor amplitud de la segunda mitad de la funcién.

El espectrograma nos permite llevar a cabo un andlisis de las frecuencias de la funcién original.
Podemos observar claramente el cambio de frecuencias en = 0.5, ademas del aumento de la amplitud
de la funcién a partir del cambio.

Notar que hay unas zonas del espectrogramas con un tono mas apagado, delimitadas por una linea
blanca, principalmente alrededor de ambas esquinas inferiores. Estas son las zonas en las que los efectos
frontera son demasiado altos, por lo que no es recomendable tratar con los resultados que se observen
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en esas areas del espectrograma.

3. Analisis de senales epicardicas con wavelets

En este trabajo vamos a llevar a cabo dos aplicaciones de la transformada wavelet para el tratamiento
de senales médicas, en concreto de senales epicardicas.

= La primera es la deteccién automatica de errores en la senal para complementar la labor de
buisqueda de problemas de los programas ya existentes. Hay ocasiones en las que, bien por un
fallo de las herramientas de medicién o por otro motivo, la senal obtenida tiene errores y no se
puede tratar con normalidad. La mayoria de veces este error se puede ver a simple vista, pero
no siempre. Es importante tener herramientas disponibles que detecten si una senal puede no
ser correcta.

= La segunda es el calculo de la frecuencia dominante de las senales intracardiacas. En muchos
procedimientos quirdrgicos es necesario conocer cudl es la frecuencia dominante para poder
realizar la operacién, pero los métodos existentes para su calculo son invasivos y costosos. Nuestro
objetivo va a ser obtener la frecuencia dominante mediante el andlisis de sefiales obtenidas con
un método no invasivo. Esto permitird reducir las intervenciones invasivas que hay que realizar
en el paciente, reducir el coste de estos procedimientos, y aumentar la precisién y efectividad al
hacer la operacion.

3.1. Contexto y datos

Veamos primero en qué contexto vamos a trabajar y cudles son las sefiales que vamos a analizar.

Contexto

Vamos a tratar en el contexto médico para el tratamiento de la fibrilacién auricular. Esta es una
enfermedad que causa un ritmo cardiaco muy rapido e irregular que puede incluso llegar a formar
coagulos en la zona del corazén, ademds de aumentar el riesgo de tener una insuficiencia cardiaca,
accidentes cerebrovasculares, u otras complicaciones cardiacas.

Se ha observado que la fibrilacién auricular viene causada por fuentes de altas frecuencias que se
encuentran entre la vena atria y las venas pulmonares del pulmén izquierdo. La ablacién de estas
fuentes ha demostrado ser un método eficaz de eliminar la fibrilacién auricular. Asi, la identificacién
de las frecuencias dominantes de una forma no invasiva con un nivel de precisién suficientemente alto
permite guiar los instrumentos de ablacién para obtener mejores resultados.

Los datos se han obtenido en el marco de Corify, un proyecto centrado en el desarrollo de dispositivos
médicos para la mejora del tratamiento clinico de las arritmias cardiacas, desde la diagnosis hasta
el tratamiento. Estdn trabajando para disenar el primer sistema de mapeo cardiaco para permitir
trabajar con la actividad eléctrica del corazén sin la necesidad de utilizar técnicas y herramientas
invasivas.

Las senales se han calculado mediante el andlisis de un electrocardiograma obtenido a través de
electrodos puestos en el torso del paciente. Se han realizado mediciones en 47 pacientes con fibrilacion
auricular con edades entre 50 y 76 anos.
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Figura 10: Disposicién de los electrodos en el torso de los pacientes y en relacién con la anatomia
atrial.

Senales

En total vamos a trabajar con 128 senales de 8276 puntos cada una. Las senales vienen procesadas tras
haberles aplicado un filtro de paso bajo a 30Hz, y se les ha eliminado los 0.5s iniciales para reducir el

efecto de linea de base. Son senales cardiacas en las que se pueden reconocer los latidos del corazén,
y tienen una forma similar a la siguiente:

8000 9000

Figura 11: Ejemplo de senal cardiaca.
Sin embargo, hay algunas sefales que estdn marcadas como errénas. Algunas de estas se pueden

reconocer facilmente a simple vista, pero hay otras que pueden dar lugar a duda sobre si se trata de
un error o si el paciente tiene una senal cardiaca algo mas irregular pero se ha leido correctamente.
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Esto nos lleva a la primera de las aplicaciones para las que vamos a aplicar la transformada wavelet:
Disenar una herramienta que pueda complementar a las existentes y ayudar a detectar las senales
erréneas.

o MM i
‘,mr\, I J\“ il

. q]ﬂ

il
Il “H‘J\‘m

(I o o

J“H\‘\‘J\‘\‘J‘J‘J;LJ‘,N ‘J\HHM\‘ N T v - |

°

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
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Figura 13: Ejemplo de senal errénea que puede dar lugar a dudas sobre si se debe a un error o a una
irregularidad del paciente.

Descomposicién wavelet

Para realizar la descomposicién usaremos la wavelet coiflet de orden 5, y realizaremos una descom-
posicion a nivel 7. Esta familia de wavelets es la que ha mostrado mejores resultados, y el nivel de
descomposicion da buenos resultados para la longitud de senales con la que estamos trabajando.

La aproximacion de la senal tiene una forma sinuidal que correspone a una versién muy suavizada
de la senal cardiaca original. Los detalles de niveles bajos toman valores altos en las zonas donde
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se detectan los latidos en la senal original, y valores casi nulos en los intervalos de tiempo entre los
latidos.

A continuacion se muestra la descomposicién de la senal vista como ejemplo al principio de este
apartado, y todas las descomposiciones de las demds senales tienen unas caracteristicas muy similares:

Signal 39 - Wavelet coif5 at level 7
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Figura 14: Descomposicién de una senal cardiaca con la wavelet coiflet de orden 5 a nivel 7. En la
primera fila se puede ver la senal original, en la segunda fila la aproximacién a nivel 7, y en las
subsecuentes filas los detalles de cada uno de los niveles de descomposicion.

3.2. Deteccion de senal errénea

La primera parte de la aplicacién de la DW'T al andlisis de las sefiales anteriores consiste en utilizar la
informacién que contiene cada subsenal de la descomposiciéon para crear una herramienta que ayude
a la deteccién de senales erréneas. Para ello vamos a comparar los latidos de cada subsenal de la
descomposicién.

Vamos a fijarnos especialmente en la senal de aproximacién de nivel 7 y en la senal de detalles de
nivel 1. Trataremos de obtener los latidos a partir de cada una y comprobar si ambas seniales dan
los mismos resultados. En el caso de las senales correctas suelen coincidir, mientras que las erréneas
muestran claras discordancias.

A lo largo de esta seccién usaremos como ejemplo la misma senal que hemos mostrado en los apartados
anteriores.
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Signal 39 - Wavelet coif5 at level 7
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Figura 15: En la fila superior la senial con la que vamos a trabajar
aproximacion de nivel 7. En la fila inferior los detalles de nivel 1.

Separacion de latidos

como ejemplo. En la fila central la

Con la senal de aproximacion vamos a tratar de delimitar los intervalos de tiempo en los que hay
un latido en la senal. Al ser una funcién suavizada de forma sinuidal de la senal cardiaca los picos
superiores se corresponden con las zonas donde esté el latido en la senal original, y los picos inferiores

con las zonas entre latidos, o viceversa.

Asi, una primera aproximacion de los puntos en los que empiezan y acaban los latidos se puede obtener

calculando los ceros de la funcién de aproximacién.
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Signal 39 - Wavelet coif5 at level 7 - Beats detection
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Figura 16: Separacién de los picos de los latidos mediante la aproximacién de nivel 7, y superposicién
de las separaciones en la senal original.

El analisis de la sefial de detalles es algo menos sencillo. A simple vista se puede observar que los
detalles en los latidos son mucho mayores que en los intervalos de tiempo entre dos latidos, por lo que
vamos a aprovechar esta caracteristica.

En primer lugar queremos hayar un delimitador para detectar las zonas con detalles altos y bajos de
la senal. Para esto utilizamos la desviacién tipica ¢ de la senal multiplicada por un parametro A. El
parametro se ha calibrado empiricamente y ha dado los mejores resultados con 1 < A < 1.2, por lo
que tomaremos A = 1.1 de ahora en adelante.

Ahora bien, en este caso no podemos buscar los puntos donde la senal de detalles vale lo mismo que
Ao igual que hemos hecho con la funcién de aproximacién, ya que esta es una funcién mucho menos
suave. Hay muchos puntos dentro de la zona correspondiente al latido donde, a pesar de tomar valores
mayoritariamente superiores a Ao, hay algunos puntos con valores inferiores. Asi pues, obtener los
puntos de corte como en el caso anterior no es una opcién viable.

Lo que hacemos es tomar una ventana de tamano fijo y moverla a lo largo de toda la senal. Las zonas
en las que todos los puntos de la ventana estén por debajo del limite fijado por Ao las podremos
marcar como las zonas de la sefial entre dos latidos. Al tomar una ventana continua y no evaluar cada
punto individualmente solucionamos el problema mencionado anteriormente.

Para fijar el tamano de la ventana podemos considerarlo como un porcentaje del espacio que ocupa
cada palpitacién del corazén. Ademés, usando las particiones que hemos obtenido a partir de la senal
de aproximacién sabemos cuantos latidos tiene la sefial. Asi, si tomamos como parametro a que sea
el porcentaje de cada periodo de la senial que ocupa la ventana, podemos fijar su tamano como
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- N
tamano ventana = fa

siendo N la longitud de la sefial (en este caso N = 8276) y L la cantidad de latidos de la senal calculada
como la mitad de los puntos de corte obtenidos en la funcién de aproximacién.

La zona correspondiente al latido del corazén ocupa entre un 30% y un 50 % de cada periodo de la
senal en la mayoria de los casos. Asi, podemos tomar o = 0.25 para asegurarnos de que la ventana sea
lo suficientemente pequena para caber en los intervalos entre latidos, pero lo suficientemente grande
para no detectar los puntos extranos que hemos mencionado anteriormente.

La idea del algoritmo para la implementacion de la ventana y la deteccién de los extremos de los
latidos es la siguiente: Desde el principio de la senal vamos moviendo la ventana punto por punto.
Cuando llega a un intervalo en el que todos los puntos dentro de la ventana estén por debajo del limite
dado por Ao, el primer punto de la ventana se marca como inicio del intervalo temporal entre dos
latidos. Cuando la ventana llega a un intervalo en el que hay algiin punto por encima del limite, se
marca ese punto como el fin del intervalo temporal entre dos latidos.

Usando este algoritmo somos capaces de marcar los puntos en los que empiezan y acaban los latidos
en la senal de detalles de una forma satisfactoria:

Signal 39 - Wavelet coif5 at level 7 - Beats detection
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Figura 17: Deteccién de los intervalos entre dos latidos en la senal de detalles de nivel 1.
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Comparacion

Una vez hemos obtenido las separaciones de los latidos en la aproximacion de nivel alto y los detalles
de nivel bajo podemos comparar ambos resultados para analizar la correccién de la senal.

En primer lugar, recordamos que usando una ventana en la senal de detalles hemos obtenido los
intervalos de tiempo entre dos latidos. Podemos marcar el punto medio de cada intervalo y usar estas
marcas como separadores entre latidos del corazén de la senal original:

Signal 39 - Wavelet coif5 at level 7 - Beats detection
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Figura 18: Separadores de latidos en la senal de detalles de nivel 1, y superposicién de los separadores
en la senal original.

Ahora bien, en la sefial de aproximacién hemos igualado a cero para separar los intervalos en los que la
sefial muestra un latido de los intervalos temporales entre dos latidos. Asi, por cémo hemos construido
los separadores a partir de la sefial de detalles, estos deberian estar dentro de los intervalos temporales
entre dos latidos. No deberia haber ningtun separador en los intervalos correspondientes a los latidos.
Podemos comprobar si este es el caso colocando los separadores en los intervalos de la funcién de apro-
ximacién. Si todo esta correcto, deberian estar intercalados los intervalos que contienen un separador
con los que no, ya que los que lo contienen corresponden a los intervalos entre dos latidos y los que
no los contienen corresponden a los latidos del corazén.

Notar hacer esta comprobacién es equivalente a comprobar que cada punto de corte con el cero de la
senal de aproximacién tiene adyacente exactamente un separador. Si tuviese dos adyacentes, uno de
los dos intervalos serd el correspondiente a un latido pero tendra un separador. Si no tuviese ninguno
adyacente, uno de los dos intervalos sera el correspondiente al espacio entre dos latidos pero no tendra

24



un separador.

Signal 22 - Wavelet coif5 at level 7 - Irregular check
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Figura 19: Comparacién de separadores de senal de detalles con intervalos de senal de aproximacién
en una senal cardiaca buena. Los intervalos se muestran verdes si cada extremo tiene exactamente un
separador adyacente, y rojos si no es el caso.
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Figura 20: Comparacién de separadores de senal de detalles con intervalos de senal de aproximacién
en una sefial cardiaca errénea. Se puede comprobar que no coinciden los intervalos ambas senales de
la descomposicién.
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A pesar de no ser una herramienta que pueda detectar senales correctas y erréneas con total precision
por si misma, si que se puede plantear su uso para complementar los programas ya existentes de
deteccién. Ademaés la herramienta ha mostrado unos resultados muy buenos en particular para evitar
los falsos positivos, por lo que se puede utilizar méas concretamente para verificar la correcciéon de una
senal antes de trabajar con ella. En total se ha obtenido un 0% de falsos positivos, a pesar de tener
un porcentaje de falsos negativos mas alto.

Senal correcta Senal errénea
Detectada como correcta 101 0 101
Detectada como errénea 24 3 27
125 3 128

Sin embargo, se ha observado que la mayor parte de los falsos negativos vienen de casos en los que
las particiones de los latidos del corazén de la senal estdn muy cerca de los limites obtenidos con la
descomposicién. En algunas ocasiones la particion se sale de los limites obtenidos por un 0.1 %, lo cual
no sucede con las senales erréneas. Asi pues, una posible mejora del algoritmo para reducir los falsos
negativos es anadir un ligero margen de error a los limites de los latidos de la senal.

3.3. Calculo de frecuencia dominante

La segunda aplicacién que vamos a hacer de las wavelets es su uso para el calculo de la frecuencia
dominante. Esta aplicacion es hacia la que se ha mostrado un mayor interés por parte del ambito
médico, ya que es de especial importancia para el desempeno de su labor. Poder calcularla mediante
el andlisis de estas sefiales no sélo reduce la necesidad de realizar mediciones intrusivas en el paciente,
sino que también reduce los costes asociados al tratamiento, y mejora la precision y efectividad a la
hora de llevar a cabo la ablacién.

Transformada wavelet continua

Para calcular la frecuencia dominante de la senal se obtienen mejores resultados utilizando la trans-
formada wavelet continua. En concreto, en esta seccién trabajaremos con la wavelet de Morse.

El resultado de aplicar la transformada continua a una sefial discreta viene representado por un
espectrograma. Kl espectrograma muestra la descomposicién en bandas de frecuencias de la senial
original. Cada una de las bandas horizontales representa una banda de frecuencias, indicada por la
escala del eje vertical. El eje horizontal muestra el desarrollo de la senial a lo largo del tiempo. El color
en cada punto muestra la magnitud de la frecuencia de esa longitud de onda en ese momento de la
senal, siendo mayor cuanto mas claro sea el color.

A continuacién se muestra el espectrograma de la senal cardiaca que hemos usado como ejemplo a
lo largo del trabajo. Se puede observar que las frecuencias entre 5Hz y 10Hz aumentan durante los
latidos del corazon.
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Figura 21: Espectrograma de una senal cardiaca.

Nuestro objetivo en este apartado es obtener la frecuencia dominante de la senal. Para ello vamos a
analizar cada banda de frecuencias que nos proporciona el espectrograma y establecer un estimador
para aplicar a cada banda y determinar cudl es la dominante.

Una primera idea es utilizar la norma infinito, i.e. tomar el maximo valor obtenido a lo largo de la
senal en cada banda de frecuencias. Después, la banda que tenga el mayor méaximo sera el valor que
tomaremos como frecuencia dominante.

A continuacion se presenta una grafica mostrando la frecuencia dominante calculada con este méto-
do. Se han superpuesto también los valores de las frecuencias dominantes que nos han indicado los
proveedores de datos son los resultados correctos, para comparar la exactitud de nuestro método:
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Figura 22: Comparacién de frecuencias dominantes calculadas (naranja) con frecuencias dominantes
esperadas (azul).

Observamos que los resultados obtenidos dejan mucho que desear. A pesar de que hay algunas senales
en las que se calcula la frecuencia dominante correcta, en la mayoria no es el caso. De hecho, hay

muchas sefiales en las que se obtiene una frecuencia dominante de 1Hz, y algunas otras en las que se
obtienen 2Hz o 5Hz.

Siguiendo este algoritmo obtenemos alrededor de un 20 % de senales en las que la frecuencia dominante
obtenida se aproxima a la frecuencia dominante real, lo cual es un resultado pésimo. A continuacién
veremos la causa de estos errores y como solucionarlo para obtener mejores resultados.

Acotacién de frecuencias

Analizando las senales que dan estos resultados observamos un fénomeno que se repite en la mayoria
de estas senales: En el espectrograma hay una banda de frecuencias cercana a 1Hz que tiene una
magnitud inusualmente grande. Esto impide que podamos detectar correctamente la frecuencia que
buscamos, y explica que la mayoria de las senales den como resultado una frecuencia dominante de

1Hz. Un efecto similar alrededor de 2Hz y 5Hz también se puede observar ocasionalmente en algunas
senales.
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Figura 23: espectrograma de una senal con banda de frecuencias extrafia de una magnitud mayor que
las demas.

Para solucionar este problema podemos limitarnos a una banda alrededor de la frecuencia esperada.
De esta forma podemos realizar el mismo andlisis evitando la frecuencia dominante inusual que hemos
mencionado, y asi obtener la frecuencia dominante real.

Esta idea puede no ser viable desde el punto de vista médico, por lo que nos hemos puesto en contacto
con los proveedores de datos del proyecto Corify para preguntar al respecto. Su respuesta ha sido
positiva, indicindonos que en realidad no tiene sentido no limitarse a una banda de frecuencias ya
que se sabe que la frecuencia dominante va a estar aproximadamente entre 4Hz y 5Hz. Ademads, nos
han comentado que la banda de frecuencias de magnitud extrafamente superior seguramente se deba
a una componente de la zona ventricular del corazon.

Cabe destacar que ya hay métodos existentes para aproximar la frecuencia dominante en este tipo
de senales, con una precisién de entre 0.1Hz y 0.5Hz de error. Asi pues, incluso si no supiésemos
inicialmente el valor aproximado de la frecuencia que buscamos, podriamos usar uno de estos métodos
existentes para establecer una franja de frecuencias sobre la que trabajar, y dentro de esa franja
mejorar la precision de esos métodos.

Asi pues, vamos a repetir el proceso sélo sobre una banda de frecuencias centrada en 4.5Hz y con una
anchura de 2Hz. Los resultados obtenidos acotando las frecuencias son los siguientes:
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Figura 24: espectrograma de una senal tras acotar las frecuencias utilizadas.
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Figura 25: Usando la norma infinito como estimador: Comparacién de frecuencias dominantes calcu-
ladas (naranja) con frecuencias dominantes esperadas (azul). En rojo punteado acotando la frecuencia

dominante calculada se muestra el rango de error mas pequeno cometido por los métodos existentes
(0.1Hz).

30



Tras hacer la acotacion de frecuencias se obtienen resultados muy positivos. En la grafica anterior
se ha marcado también los 0.1Hz de error que tienen los métodos existentes como se ha mencionado
anteriormente, y se puede observar que en los demds casos se tiene un error menor que 0.1Hz, en la
mayoria de casos con una precisién mucho mayor.

Notar que las cuatro sefiales que distan mas de 0.1Hz de la frecuencia esperada son las cuatro senales
que vienen marcadas como senales erréneas, por lo que no hay que tenerlas en cuenta a la hora de
analizar la precisién del método.

Estos célculos los hemos hecho usando la norma infinito como estimador para cada frecuencia que
obtenemos aplicando la transformada wavelet continua. Podemos realizar el mismo procedimiento
usando otros estimadores, como puede ser tomar la media en vez del maximo. A continuacién se
muestran los resultados utilizando la media:

Calculated DF
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Figura 26: Usando la media como estimador: Comparacién de frecuencias dominantes calculadas (na-
ranja) con frecuencias dominantes esperadas (azul). En rojo punteado acotando la frecuencia dominan-
te calculada se muestra el rango de error mas pequeno cometido por los métodos existentes (0.1Hz).

Podemos observar que los resultados utilizando la norma infinito y la media como estimadores son
muy similares, en muchos casos incluso idénticos. Asi pues, ambos parecen ser buenos estimadores
para el calculo de la frecuencia dominante de la senal cardiaca.

Estos resultados se han realizado con todas las sefiales. Analizando el error cometido entre la frecuencia
dominante calculada y la correcta (inicamente de las sefiales correctas, sin contar las senales marcadas
como malas) obtenemos los siguientes estadisticos:

= Media: 0.0219Hz

= Desviacion tipica: 0.0490Hz
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s Cuartiles (25 %, 50 %, 75 %): 0.0049Hz, 0.0049Hz, 0.0261Hz

En conclusion, el uso de la transformada wavelet continua nos permite realizar aproximaciones muy
precisas de la frecuencia dominante de una senal cardiaca. Esto supone una gran ayuda para la labor de
los profesionales médicos, reduciendo las intervenciones invasivas necesarias, aumentando la precision y
efectividad de las ablaciones, y reduciendo los costos asociados. Serd interesante ver su implementacion
futura para mejorar las herramientas ya existentes para mejorar las posibilidades médicas y ofrecer
una mejor calidad de vida a los pacientes de este tipo de problematica.

4. Conclusiones

En este trabajo hemos abordado un problema médico, el tratamiento de pacientes con fibrilacién
auricular, y hemos explorado un método no invasivo de mejorar la precisiéon y eficacia de la intervencién
y el bienestar del paciente durante el proceso. Para ello hemos utilizado las wavelets, una base de
funciones que permiten descomponer una senal en distintos niveles de resolucién. La transformada
wavelet nos ha permitido obtener varios resultados analizando senales cardiacas.

= Se ha dado una introduccién a los filtros de datos, y a través de ellos a la transformada wavelet.
Ademsds se han proporcionado las herramientas necesarias para llevar a cabo y programar los
analisis y las descomposiciones realizados en el trabajo.

= Utilizando la transformada wavelet discreta se ha desarrollado una herramienta que puede con-
tribuir a mejorar la precisién de los métodos ya existentes para identificar las senales correctas,
separarlas de las obtenidas con algun tipo de error, y proceder a su clasificacién previa al andlisis.

= Utilizando la transformada wavelet continua y acotando la biisqueda a una banda de frecuencias
se ha desarrollado un método para calcular la frecuencia dominante de una sefial cardiaca.

= Como resultado principal, se ha observado que la precisién de la frecuencia dominante obtenida
no sobrepasa el error cometido por los métodos ya existentes, teniendo en muchas ocasiones un
error mucho menor.

En conclusidn, el tema de estudio de este trabajo ha mostrado resultados prometedores. Si se continua
trabajando al respecto y perfeccionando las herramientas que se han desarrollado en el trabajo puede
ser posible implementarlas, y asi garantizar una mejor vida y mejorar el bienestar de muchas personas.
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