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Resumen

Esta Tesis se centra en el desarrollo de una metodologia para el modelado de
la dindmica de sélidos flexibles de revolucién que giran en torno a su eje principal.
La técnica propuesta es especialmente adecuada para ser aplicada en la simulacién
dindamica de este tipo de cuerpos cuando interaccionan con estructuras no rotatorias.
En la memoria se presentan diferentes modelados en grado creciente de complejidad,
que concluyen con la aplicacién a un eje flexible y rotatorio de un vehiculo ferroviario.

El primer caso que se presenta en la memoria corresponde al estudio de la dindmica
de una viga de Rayleigh biarticulada rotatoria. La respuesta, tanto libre como forzada,
tiene solucién analitica, y ha podido ser caracterizada a través de un tinico parametro
adimensional. Se ha identificado la trayectoria de los puntos de la viga en su respuesta
libre como una superposicién de curvas de tipo hipotrocoide.

En el nucleo central de la Tesis, se desarrolla una metodologia para sélidos de
revolucién basada en técnicas de sintesis modal mixta lagrangiana—euleriana. Se de-
muestra que, para sélidos de revolucion, es posible definir una transformacion de las
coordenadas modales clasicas de tipo lagrangianas a eulerianas, lo que conduce a una
formulaciéon computacionalmente eficiente. E1 método sélo puede ser aplicado analiti-
camente a vigas, por lo que para geometrias de revolucién generales, se ha desarrollado
un procedimiento numérico basado en elementos finitos.

La validacién del método propuesto se realiza a través del desarrollo de las ecuacio-
nes del movimiento para un cilindrico biarticulado rotatorio. Este caso es realizado a
través de la comparacién de resultados correspondientes a tres planteamientos diferen-
tes: el correspondiente a sintesis modal obtenida analiticamente, el andlogo numérico
basado en elementos finitos, y como un modelo de viga de Rayleigh rotatoria biar-
ticulada. Se obtienen también las ecuaciones del cilindro rotatorio libre, mediante el
planteamiento numérico, con el objeto de mostrar otra dindmica algo mas compleja.

En la parte final de la memoria se obtiene la ecuaciéon del movimiento de un
eje rotatorio de un vehiculo ferroviario, aislado, y se estudia su respuesta dinamica,
comparandola con la del eje no rotatorio. Por ltimo, el eje se integra en un modelo
para la simulacién dindmica de un vehiculo ferroviario con la via, obteniendo la fuerza
de contacto entre la rueda y el carril en dos casos: cuando el vehiculo circula con un
plano en la rueda, y cuando el vehiculo pasa sobre una via corrugada. Los resultados
se comparan con los obtenidos empleando ejes rigidos y ejes flexibles no rotatorios.

Palabras clave: dindmica, vibraciones, dinamica ferroviaria, sintesis modal, vi-
ga de Rayleigh, sélido de revolucion, rotacién, elementos finitos, modelos analiticos,
modelos numéricos, coordenadas lagrangianas, coordenadas eulerianas, coordenadas
mixtas.






Abstract

The present Thesis focuses on the development of a methodology for modelling
the dynamics of a solid of revolution rotating about its main axis. The proposed
technique is especially adequate to be applied in the dynamic simulation of this type
of bodies when they interact with non-rotating structures. In this document, different
increasingly complex models are presented which conclude with the application to a
flexible rotating railway wheelset.

The first case analysed corresponds to the study of the dynamics of a spinning
pinned-pinned Rayleigh beam. The free and forced responses have analytical solutions,
and they are characterized through an only adimensional parameter. The free response
trajectory of points of the beam is identified as the superposition of hypotrochoid
curves.

In the core of the document, a methodology for solids of revolution is presented
which is based on arbitrary lagrangian—eulerian modal synthesis. It is demonstra-
ted for solids of revolution that it is possible to define a transformation of the classic
lagrangian modal coordinates into the eulerian ones, which leads to an efficient compu-
tational formulation. This method only can be applied analytically to beams, therefore
a numerical procedure based on finite elements is developed for general geometries of
revolution.

The validation of the proposed method is performed through the development
of the equations for a spinning pinned-pinned cylinder. This case is benchmarked
by means of three different approaches: the corresponding one to modal synthesis
obtained analytically, the numerical analogue of the former, and a spinning pinned-
pinned Rayleigh beam. The equations of motion of the free-ends spinning cylinder are
also obtained, with the purpose of showing a more complex response.

In the final part of the document, the equation of motion of a rotating railway
wheelset and its dynamic response are studied and compared with the non-rotating
behaviour of this solid. Finally, the wheelset model is implemented in a global railway
vehicle-track model. Results of the complete system are obtained for two cases: the
impact due to a wheel flat, and a vehicle running on a corrugated track. The contact
forces derived from the proposed model are compared with those obtained by using
rigid wheelsets and non-rotating wheel.

Keywords: dynamics, vibrations, railway dynamics, modal synthesis, Rayleigh’s
beam, body of revolution, rotation, finite elements, analytical models, numerical mo-
dels, lagrangian coordinates, eulerian coordinates, mixed coordinates.
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Resum

Aquesta Tesi es centra en el desenvolupament d’una metodologia per al mode-
latge de la dinamica de solids flexibles de revolucié que giren entorn del seu eix
principal. La técnica proposada és especialment adequada per a ser aplicada en la
simulacié dinamica d’aquest tipus de cossos quan interaccionen amb estructures no
rotatories. A la memoria es presenten diferents modelatges en grau creixent de comple-
xitat, que conclouen amb I’aplicacié a un eix flexible i rotatori d’un vehicle ferroviari.

El primer cas que es presenta en la memoria correspon a l'estudi de la dinamica
d’una biga de Rayleigh biarticulada rotatoria. La resposta, tant lliure com forgada,
té solucié analitica, i ha pogut ser caracteritzada a través d’un unic parametre adi-
mensional. S’ha identificat la trajectoria dels punts de la biga en la seua resposta
lliure com una superposicié de corbes de tipus hipotrocoide.

En el nucli central de la Tesi, es presenta una metodologia per a solids de revo-
lucié basada en tecniques de sintesi modal mixta lagrangiana—euleriana. Es demostra
que, per a solids de revolucio, és possible definir una transformacié de les coordenades
modals classiques de tipus lagrangianes a eulerianes, el que conduix a una formu-
lacié computacionalment eficient. El métode només pot ser aplicat analiticament a
bigues, per la qual cosa i per a geometries de revolucié generals, s’ha desenrotllat un
procediment numeric basat en elements finits.

La validaci6 del metode proposat es realitza mitjancant 1’obtencié de les equacions
del moviment per a un cilindre biarticulat rotatori. Aquest cas és realitzat a través de
la comparacié de resultats relatius a tres plantejaments diferents: el corresponent a
sintesi modal obtinguda analiticament, ’analeg numeric basat en elements finits, i com
un model de biga de Rayleigh rotatoria biarticulada. S’obtenen també les equacions
del cilindre rotatori lliure, per mitja del plantejament numeric, amb la finalitat de
mostrar una altra dinamica més complexa.

En la part final de la memoria s’obté ’equacié del moviment d’un eix rotatori d’un
vehicle ferroviari, aillat, i s’estudia la seua resposta dinamica, comparant-la amb la
de I’eix no rotatori. Finalment, 1’eix s’integra en un model d’interaccié dinamica del
vehicle ferroviari amb la via, obtenint la forca de contacte entre la roda i el carril en
dos casos: quan el vehicle circula amb un pla de bloqueig en les rodes, i quan passa
per una via corrugada. Els resultats es comparen amb els obtinguts emprant models
d’eixos rigids i d’eixos flexibles no rotatoris.

Paraules clau: dinamica, vibracions, dinamica ferroviaria, sintesi modal, biga
de Rayleigh, solid de revolucié, rotacid, elements finits, models analitics, models
numerics, coordenades lagrangianes, coordenades eulerianes, coordenades mixtes.






Resum'!

Esta Tesis se centra en el desenroll d’'una metodologia per al modelage de la
dinamica de solits flexibles de revolucié que giren entorn del seu eix principal. La
tecnica proposta és especialment adequada per a ser aplicada en la simulacié dinamica
d’este tipo de cossos quan interaccionen en estructures no rotatories. En la memoria
es presenten diferents modelacions en grau creixent de complexitat, que conclouen en
I’aplicacié a un eix flexible i rotatori d’un vehicul ferroviari.

El primer cas que es presenta en la memoria correspon a l'estudi de la dinamica
d’una biga de Rayleigh biarticulada rotatoria. La resposta, tant lliure com forgada,
té solucié analitica, i ha pogut ser caracterisada a través d’un Unic parametro adimen-
sional. S’ha identificat la trayectoria dels punts de la biga en la seua resposta lliure
com una superposicié de corbes de tipo hipotrocoide.

En el nicleu central de la Tesis, es presenta una metodologia per a solits de revo-
lucié basada en tecniques de sintesis modal mixta lagrangiana—euleriana. Es demostra
que, per a solits de revolucid, és possible definir una transformacié de les coordenades
modals classiques de tipo lagrangianes a eulerianes, lo que conduix a una formu-
lacié computacionalment eficient. El meétodo només pot ser aplicat analiticament a
bigues, per la qual cosa i per a geometries de revolucié generals, s’ha desenrollat un
procediment numeric basat en elements finits.

La validacié del meétodo propost es realisa per mig de 'obtenci6 de les equacions
del moviment per a un cilindre biarticulat rotatori. Este cas és realisat a través de
la comparacié de resultats relatius a tres plantejaments diferents: el corresponent a
sintesis modal obtinguda analiticament, ’analec numeric basat en elements finits, i
com un model de biga de Rayleigh rotatoria biarticulada. S’obtenen també les equa-
cions del cilindre rotatori lliure, per mig del plantejament numeric, en la finalitat de
mostrar una atra dinamica més complexa.

En la part final de la memoria s’obté 'equacié del moviment d’un eix rotatori
d’un vehicul ferroviari, aillat, i s’estudia la seua resposta dinamica, comparant-la en
la de I’eix no rotatori. Finalment, I’eix s’integra en un model d’interaccié dinamica
del vehicul ferroviari en la via, obtenint la forga de contacte entre la roda i el carril
en dos casos: quan el vehicul circula en un pla de bloqueig en les rodes, i quan passa
per una via corrugada. Els resultats se comparen en els obtenguts utilisant models
d’eixos rigits i d’eixos flexibles no rotatoris.

Paraules clau: dinamica, vibracions, dinamica ferroviaria, sintesis modal, biga de
Rayleigh, solit de revolucid, rotacid, elements finits, models analitics, models numerics,
coordenades lagrangianes, coordenades eulerianes, coordenades mixtes.

1E] autor no reconoce como su lengua materna la reglada segin la Académia Valenciana de la
Llengua. Por ello, ha deseado incluir este resumen en Lengua Valenciana siguiendo las normas de la
Real Académia de Cultura Valenciana.
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Nomenclatura

Las convenciones utilizadas en el desarrollo de esta Tesis son las siguientes. Los
simbolos matemaéticos se expresan en letra itdlica para diferenciarlos claramente del
resto del texto. Como excepcién se encuentran las funciones matematicas, los ten-
sores, los vectores y las matrices. Estas tres tltimas se expresan, ademas, en letra
negrita. Las magnitudes tensoriales se distinguen mediante dos barras horizontales,
y las vectoriales mediante una flecha, ambas encima del nombre de la variable. Sus
componentes en un sistema de coordenadas dado son tratadas y expresadas como ma-
trices. En el caso de los vectores, como matrices columna. De esta forma, se denota,

por ejemplo:

H s g B R
=

()

Escalar (real o complejo)

Funcién matematica

Vector

Matriz (columna) con las componentes del vector d
Tensor

Matriz con las componentes del tensor I

En cada uno de los capitulos se explica el significado de las variables utilizadas.
También se emplean algunos simbolos especiales cuyo significado se recoge a conti-

nuacion.

Unidad imaginaria

Parte real del complejo z

Parte imaginaria del complejo z
Conjunto de los nimero reales
Conjunto de los niimero complejos
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Capitulo 1

Introduccion

Objeto del capitulo:

FEste capitulo presenta los antecedentes del problema, enmarcando la Tesis en el
contexto que justifica su desarrollo. Se definen y acotan los objetivos a conseguir y se
describe la estructura de la memoria.






1.1. MOTIVACION Y ANTECEDENTES 3

1.1. DMotivacion y antecedentes

Esta Tesis se enmarca en la linea de investigacion de dinamica ferroviaria desarro-
llada en el Departamento de Ingenieria Mecanica y de Materiales de la Universidad
Politécnica de Valencia. Dentro de esta linea se estudia la dindmica acoplada entre
un vehiculo ferroviario y la via, que afecta a problemas de corrugaciéon de los carriles,
ovalizacién y poligonalizacién de las ruedas, planos de bloqueo en ruedas (desgastes
producidos durante el bloqueo de un eje durante una frenada) y otros tipos de des-
gastes anormales que afectan a la emision actstica, a la conservacién de la via y a la
fiabilidad de los 6rganos de rodadura de los vehiculos. Estos fenémenos se asocian a
un rango de altas frecuencias y estan caracterizados por la dindmica estructural de
los elementos que conforman el sistema.

La importancia de este tema ha favorecido que diversos investigadores hayan pro-
puesto metodologias para la simulacién dinamica de la interaccién del vehiculo con
la via (ver revisiones en referencias [47] y [63]). Desde un punto de vista general, los
modelos del sistema completo pueden ser agrupados en dos familias. Por un lado, se
encuentran aquellos modelados que aplican técnicas a partir de las cuales los compo-
nentes de la via no son discretizados en el espacio, sino descritos por un sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que tienen solucién analitica al realizar
algtin tipo de simplificacién (véase [48, 49, 51, 84]). Este grupo tiene asociado costes
computacionales muy bajos y un ajuste a la realidad limitado, siendo la mayor parte
de ellos lineales. El modelado proporciona frecuentemente resultados a través de una
formulacion analitica y habitualmente se limita a considerar la via como una viga de
Winkler. En algunos de estos trabajos [27, 57, 62] se destaca las limitaciones de estos
modelos al ser incapaces de introducir la via apoyada sobre soportes discretos. Son
frecuentes los modelos basados en el calculo de la Funcion de Respuesta en Frecuencia
(FRF) de la via, si bien este procedimiento no pueden considerar las no linealidades
localizadas en el contacto, y en las propiedades mecanicas del balasto y de las placas
de asiento.

Por otro lado existen aquellos modelos basados en el Método de Elementos Finitos
(MEF) que se resuelven en el dominio del tiempo a través de la integracién de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver referencias [2, 17, 28, 41, 65]). Este
tipo de modelos pueden considerar el sistema con gran realismo (por ejemplo, no-
linealidades), pero el tiempo de célculo puede ser elevado. Tal como se sefiala en [59],
la principal desventaja del uso de estos modelos es el coste computacional al considerar
un numero muy elevado de coordenadas. El MEF también ha sido empleado para
obtener las FRF, tal como se propone en las referencias [57-59, 78].

Un método desarrollado en el Departamento de Ingenieria Mecanica y de Materia-
les de la Universidad Politécnica de Valencia [10, 66] tuvo como objetivo aprovechar
las ventajas de ambos procedimientos. Este modelo ha sido aplicado al cédlculo de
impactos producidos por planos de ruedas [9] y al de rotura de carriles [60]. El proce-
dimiento propone analizar de forma separada subestructuras del sistema completo: el
vehiculo, los carriles y las traviesas. Cada una de estas subestructuras tiene propieda-
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des que pueden considerarse lineales, mientras que las no linealidades se encuentran
en los elementos de conexién (placas de asiento, contacto rueda—carril y balasto). Los
elementos de conexion se modelan como fuerzas que dependen de los desplazamientos
y velocidades relativos de los puntos que unen. Estas fuerzas se incorporan a cada
modelo de cada subestructura, correspondiendo el de carriles y traviesas a sistemas
flexibles y el del vehiculo a un modelo de pardmetros concentrados. Por consiguiente,
este modelo, asi como la mayor parte de los modelos que se presentan en la biblio-
grafia, consideran el eje montado como un sélido rigido.

El eje se modela rigido por varias razones. En primer lugar, por la complejidad
inherente al modelado del eje flexible rotatorio. Por otro lado, los modelos previos en
dindmica ferroviaria consideran un rango en frecuencias mucho més bajo (hasta 20
Hz) y han sido desarrollados a través de modelos de masas y rigideces concentradas.
Por tultimo, la idea aceptada de que el comportamiento flexible es despreciable, basada
en la rigidez mucho maés elevada del eje y en que la velocidad angular del eje no es
elevada.

Uno de los trabajos que ha contribuido a través de un eje flexible corresponde a
la Tesis de Andersson [2] y a los articulos que de ella se han publicado [3, 42]. En su
modelo desprecia los efectos asociados a la rotacion. Entre sus conclusiones se destaca
la poca influencia del modelo elastico frente al rigido. Otro modelo del eje flexible no
rotatorio ha sido desarrollado por otra universidad sueca en [18].

Entre los primeros trabajos en los que se estudia la interaccién rueda—carril, con-
siderando aquélla como un cuerpo flexible en rotacién, se encuentra el presentado por
Thompson en [77]. Desprecia los términos inerciales asociados a la rotacién y sélo
tiene en cuenta el movimiento relativo de la fuerza de interaccién rueda—carril.

Los estudios realizados por Szolc [74-76], aunque modelan el eje como un cuerpo
flexible rotatorio, lo hacen mediante una idealizaciéon del mismo como una viga de
seccién variable (la barra central), continua, deformable a flexién y torsién y rotatoria,
unida a un conjunto de anillos rigidos que simulan las ruedas y discos de freno. La
unién entre estos elementos y la viga se realiza mediante membranas eldsticas sin
masa. De esta forma obtiene una formulacion analitica del eje.

Aplicando técnicas de dindmica de sistemas multicuerpo y de sintesis modal de
componentes, Meinders [53] modela un eje flexible rotatorio con desequilibrio estati-
co y dinamico. Tras realizar un estudio del eje aislado, concluye que los términos
giroscépicos no son en absoluto despreciables en vehiculos de alta velocidad. En un
trabajo posterior, Meinders y Mainke [54] emplean este modelo del eje para estudiar
fenémenos de desgaste. Para poder aplicar las fuerzas en el contacto rueda—carril so-
bre el eje de forma computacionalmente eficiente asumen un comportamiento rigido
de la banda de rodadura, de forma que pueden trasladar la accién de la fuerza al
centro de la seccion del eje, que es un punto no rotatorio.

En [21], Claus y Schiehlen emplean técnicas de sistemas multicuerpo para modelar
un eje flexible rotatorio, simplificindolo como un conjunto de cuerpos rigidos unidos
mediante elementos flexibles sin masa.
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Posiblemente el modelo més avanzado corresponde a presentado por Popp et al.
en [64], el cual incorpora, ademds de la flexibilidad del eje, los efectos inerciales y
giroscopicos asociados a la rotacion, sin necesidad de incorporar elementos rigidos
para la aplicacién de las fuerzas de contacto. En esta referencia se hacen explicitas
las hipdtesis adoptadas y el tipo de la formulacién desarrollada, pero no se explica el
desarrollo ni el detalle de la formulacién. No es posible, por tanto, reproducir el mode-
lo. La técnica se aplica a calculos que corresponden a baja frecuencia, estableciéndose
las condiciones para las que la dindmica estructural del eje puede contribuir en los
resultados. La influencia en problemas correspondientes a un rango en frecuencias
elevado no ha sido investigada. Los resultados se obtienen utilizando un modelo de
elementos finitos de barras y placas del eje. El mismo método vuelve a ser empleado
en [8] y en [43] utilizando modelos sélidos de elementos finitos del eje. En ningin caso
se muestra el proceso para obtener la ecuacién del movimiento del eje. Tampoco se
comparan los resultados de los modelos flexibles rotatorio y no rotatorio.

En [37] E. Gémez también estima los efectos giroscépicos asociados a la rotacién
como no despreciables en la deformacion del eje. Tales esfuerzos se calculan a partir
de un desplazamiento impuesto del eje. No existe aqui un verdadero modelo en el que
desplazamientos y fuerzas estdn mutuamente acoplados.

La presente Tesis estd motivada por la necesidad de salvar las dificultades que
surgen al incorporar una estructura flexible y rotatoria, el eje, en los modelos de
dindmica ferroviaria. Los métodos generales para modelar sélidos flexibles sometidos
a movimientos de sélido rigido no aprovechan las posibilidades de simplificacién que
ofrecen las estructuras con geometria de revolucién. Y por otro lado, tampoco se
encuentran estudios centrados en solidos de revolucién. Si es muy amplia, no obstante,
la bibliografia existente sobre vigas rotatorias, aunque gran parte de ella esta dedicada
a vigas que giran respecto de un eje transversal, modelando de forma simplificada
alabes de turboméaquinas, palas de hélices o el despliegue de brazos de satélites. Por
citar algunos significativos, véase [26, 50, 55, 73, 81, 83].

En cuanto a vigas que giran sobre su eje longitudinal, Dimentberg [23] fue de los
primeros en derivar la ecuacién caracteristica de un eje rotatorio simplemente apoyado
mediante un modelo cldsico (Euler-Bernoulli). Kane [44] analizé el movimiento de
giro de un eje eldstico sujeto a un disco rigido. Eshleman et al. [29] condujeron un
estudio analitico de la velocidad critica de un rotor con cojinetes largos y cortos. La
relacion entre la frecuencia natural de una viga clasica rotatoria y una no rotatoria
fue estudiada por Bauer [12].

Es conocido que el modelo Euler-Bernoulli de viga es adecuado para simular las
frecuencias naturales de los primeros modos de vigas relativamente largas y esbeltas.
En el caso de vigas rotatorias, el efecto de la inercia al giro de la seccién no es en
absoluto despreciable, por lo que se requieren modelos de Rayleigh o de Rayleigh—
Timoshenko. La dindmica de una viga rotatoria ante una carga axial mévil fue analiza-
da por Katz et al. [46] mediante un modelo de este tltimo tipo. Choi et al. [20] desarro-
llaron una metodologia para obtener de forma consistente la ecuaciéon del movimiento
que describe las vibraciones de flexién y torsién de una viga de Rayleigh—Timoshenko
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rotatoria con distinto momento de inercia en cada plano, y sometida a carga axial.
Recientemente, Sheu y Yang [72] han demostrado que una viga de Rayleigh rotatoria,
excitada por un desequilibrio, tiene s6lo un numero finito de frecuencias criticas.

También se han dirigido esfuerzos para modelar vigas rotatorias mediante el Méto-
do de los Elementos Finitos. El modelo desarrollado por Nelson y McVaugh [56] ha
sido implementado recientemente en el programa ANSYS [4] (a partir de la versién
10.0).

Como modelo més avanzado, se referird al presentado por Brown y Shabana en [16],
aunque sus posibilidades no han sido suficientemente desarrolladas. En ese estudio se
aplica el método de Shabana [68] de modelado de sistemas eldsticos multicuerpo a
una viga rotatoria y se demuestra que no presenta las inestabilidades que se predicen
si se modela como un sistema de un grado de libertad en rotacién. No obstante, se
aplica a una viga de Euler—Bernoulli, perdiendo los términos giroscépicos asociados a
la inercia al giro.

1.2. Objetivos

El fin dltimo de la Tesis es encontrar una formulacion eficiente para modelar el
eje ferroviario como un sdlido flexible rotatorio, que permita integrarlo en el sistema
desarrollado en el Departamento de Ingenieria Mecanica y de Materiales de la UPV
y descrito en [10, 66].

Ademaés de la dindmica ferroviaria, existen numerosas aplicaciones practicas en
las que es necesario obtener el modelo dindmico de un cuerpo flexible con geometria
de revolucién que se encuentra sometido a una rotacién sobre su eje principal y que,
ademads, interacciona con otros cuerpos no rotatorios. Por ejemplo, otros vehiculos,
ejes y arboles de rotores, generadores..., o ciertos procesos de fabricacién como el
torneado. Por ello, la metodologia desarrollada en esta Tesis tiene un amplio campo
de aplicacion.

En todos estos casos, es la superficie deformada del cuerpo rotatorio la que deter-
mina la interaccién con las otras estructuras no rotatorias del sistema, no siendo de
interés qué particulas materiales concretas son las que intervienen. Por ejemplo, los
modelos dinamicos de vehiculos ferroviarios consideran el punto de contacto rueda—
carril y la posicién de las cajas de grasa de los ejes. Estos puntos estan situados en
una superficie tedrica no rotatoria que envuelve al sélido.

Puesto que el interés se centra en una superficie no rotatoria, es facil encontrar
trabajos en los que se desprecia el movimiento de giro. Sin embargo, como se vera en
esta Tesis, la rotaciéon produce un acoplamiento dindmico entre dos planos ortogonales
que contengan al eje del sélido. Este acoplamiento es debido a efectos inerciales y
giroscopicos, y puede no ser despreciable en algunos casos, incluso cuando la velocidad
de rotacién es baja.

Es muy amplia la experiencia en la industria en la obtencién de propiedades
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dindmicas de sistemas no rotatorios, en el desarrollo de modelos de subestructuras y
en la simulacion de la respuesta del conjunto integrado. Es deseable aprovechar este
conocimiento en el estudio de sistemas rotatorios.

Por ello, en este trabajo se pretende conseguir los siguientes objetivos:

= Desarrollar y analizar modelos simplificados basados en vigas que puedan esta-
blecer las bases del comportamiento dindmico de sistemas rotatorios més com-
plejos.

= Desarrollar una formulacién para obtener el modelo dindmico de sélidos elasticos
lineales de revolucién en rotacién sobre su eje de simetria con velocidad angular
constante.!

= Aplicar el modelo desarrollado a un caso sencillo, un cilindro, cuyos parametros
son calculables a través de modelos simples (el cilindro modelado como una
viga) y mediante otros més generales (el cilindro modelado mediante elementos
finitos).

= Desarrollar un modelo del eje aislado de un vehiculo ferroviario como un sélido
flexible rotatorio.

= Caracterizar a través del anélisis de las ecuaciones del movimiento y de las fun-
ciones de respuesta en frecuencia correspondiente el comportamiento dindmico
del eje rotatorio.

= Implementar el modelo del eje rotatorio en el programa de cédlculo de la inter-
accién dindmica de un vehiculo ferroviario con la via desarrollado en [10, 66].

= Comparar las respuestas dindmicas asociadas a la circulacién de un vehiculo
sobre una via corrugada por un lado, y a un impacto producido por un plano
por otro, cuando son calculadas mediante un modelo del eje rigido, un modelo
del eje elastico que no gira y un modelo del eje elastico rotatorio.

Ademas, la metodologia obtenida deberd cumplir las condiciones siguientes:

= El modelo debera ser facilmente integrable en un método de subestructuracion,
sin agravar excesivamente la eficiencia computacional del mismo, por lo que se
propondra un modelo modal.

= También por motivos de eficiencia computacional, se plantearan los desarrollos
dentro del ambito de las vibraciones lineales.

1La ecuacién de Euler M = % (i ﬁ), donde M es el momento resultante aplicado sobre un

sistema que rota con velocidad angular ﬁ, siendo I su tensor de inercia, establece que si la velocidad
angular debe mantenerse constante, cualquier modificacion en el tensor de inercia obliga a la presencia
de un par externo neto. En el contexto de esta Tesis, en la que se van a tratar sistemas deformables
que, por tanto, modificardn su tensor de inercia, se asume que tales variaciones son suficientemente
pequenas como para aceptar que la velocidad angular se mantiene sustancialmente constate, sin
necesidad de un par externo (hipétesis de pequenios desplazamientos).
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= Deberd partir de las propiedades dindmicas (modos y frecuencias propias) del
sistema no rotatorio, obtenibles por métodos disponibles actualmente en la in-
dustria.

Debe tenerse muy presente que los resultados y conclusiones a los que se llegue a
partir de los modelos matematicos sélo son validos en la medida en que los modelos
analiticos asociados sean representativos de la realidad que se modela. En particu-
lar, a lo largo de toda la Tesis, sélo se consideraran sistemas ideales, con geometria
rigurosamente de revolucién, sin ningtn tipo de imperfeccién que conduzca a excentri-
cidades en la posicién del centro de masas y sin amortiguamiento interno ni externo.
Por tanto, los resultados pueden discrepar de los que se encuentran en la literatura
sobre rotores [19, 22, 38] donde, habitualmente, si se consideran todos esos efectos.
Especialmente cuando se refieren ensayos sobre sistemas reales, en los que dificilmente
no estaran presentes.

La exclusién de estos efectos se justifica porque el objetivo es obtener una me-
todologia para formular la ecuacién del movimiento. Incluirlos sélo complicaria la
formulacién matematica, oscureciéndola. Sin embargo, una vez desarrollado el méto-
do, puede ser ampliado en trabajos futuros para considerar éstos u otros fenémenos.

1.3. Organizacién de esta Tesis

En primer lugar, en el capitulo 2 se presenta un estudio analitico de la respuesta
dindmica de un sistema relativamente sencillo, una viga de Rayleigh rotatoria, lo que
ayudara a entender el tipo de comportamiento que es posible esperar de una estructura
en rotacién.

En la bibliografia existente es posible encontrar la formulaciéon de modelos dinami-
cos para cuerpos generales sometidos a cualesquiera movimientos de sélido rigido,
partiendo de las propiedades dindmicas del sistema no rotatorio. En el capitulo 3 se
sigue una de ellas, basada en sintesis modal, para obtener la ecuacién del movimiento
en el caso particular en que el movimiento de cuerpo rigido se limita a una rotacién
con velocidad angular constante y se discuten sus inconvenientes.

El capitulo 4 es el nicleo central de esta Tesis. En él se plantean ciertas propie-
dades de los cuerpos de revolucién y se explotan para transformar la ecuacién del
capitulo anterior, superando los inconvenientes. Para ello se introduce el concepto de
transformacion modal.

En el capitulo 5 se obtiene analiticamente la ecuacién del movimiento de un ci-
lindro (sélido tridimensional) con comportamiento de viga de Rayleigh mediante las
formulaciones obtenidas en los dos capitulos anteriores. Se comparan entre ellas, mos-
trando su equivalencia, y con la del capitulo 2.

Para poder aplicar el método desarrollado en el capitulo 4 a cuerpos de revolu-
cién cualesquiera, es necesario obtener los términos de la ecuacién mediante técnicas
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numeéricas. En el capitulo 6 se formulan dichos términos mediante el Método de los
Elementos Finitos. Se obtienen las ecuaciones del movimiento de un cilindro en dos
condiciones, biarticulado y libre, y se comparan con las obtenidas analiticamente.

En el capitulo 7 se emplean las ecuaciones del movimiento obtenidas en capitulos
anteriores, analiticamente y mediante el MEF, para estudiar la respuesta dindmica de
un cilindro rotatorio. Se obtienen funciones de respuesta en frecuencia de receptancia
y se comparan ambas formulaciones.

La formulacién desarrollada en esta Tesis se aplica en el capitulo 8 para hallar la
ecuacion del movimiento de un eje de vehiculo ferroviario libre. Los términos de esta
ecuacion se obtienen mediante el MEF. Se encuentra la respuesta dindmica del eje y
se muestran receptancias y érbitas de puntos de interés.

En el capitulo 9 se integra el eje en un modelo para el estudio de la interaccién
entre el vehiculo ferroviario y la via y se estudia la fuerza en el contacto rueda—carril
en dos casos: la presencia de un plano en la rueda, y la existencia de corrugacién en
el carril.

Las conclusiones que se extraen del trabajo realizado se recogen en el capitulo 10
y se resumen las aportaciones asociadas a la Tesis. Asi mismo, se indican posibles
desarrollos futuros.

Finalmente, en el apéndice A se recogen algunos conceptos de cinematica espacial
que han sido empleados en capitulos anteriores.

La memoria termina con la lista de referencias bibliograficas.






Capitulo 2

Modelo analitico de una viga
de Rayleigh rotatoria

Objeto del capitulo:

El objeto de este capitulo es clarificar el tipo de respuesta dindmica que puede
esperarse de un sistema rotatorio, dado que ésta mo es en absoluto intuitiva. Para
ello, se estudia un sistema suficientemente sencillo —una viga de Rayleigh— como para
permitir un tratamiento analitico.

11
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2.1. Introduccion

Antes de abordar una metodologia que permita el estudio de la dindmica de sélidos
complejos sometidos a movimientos de revolucion, es conveniente plantear una primera
aproximacion a través de un modelo sencillo, del que se pueda encontrar su solucién
de forma simbdlica. Esto facilita entender el comportamiento del sistema estudiado.

El objetivo de este capitulo es establecer unas bases tedricas que puedan deter-
minar la influencia de la rotacién en la dindmica vibratoria de un eje eldstico. La
investigacion se desarrolla a través de un planteamiento general de Teoria de Vigas.
Partiendo de las hipétesis de viga de Rayleigh, se obtienen las ecuaciones del movi-
miento para una viga rotatoria, mostrando la naturaleza de su respuesta. Las expre-
siones resultantes se escriben en una forma adimensional, lo que permite caracterizar
la respuesta general del sistema.

No se pretende aqui, evidentemente, realizar un estudio exhaustivo sobre vigas,
sino sélo entender cémo afecta la rotacién a la respuesta vibratoria. Se estudia el caso
de viga biarticulada que, por su relativa sencillez matematica, permite un tratamiento
analitico. Se obtiene tanto la respuesta en vibraciones libres como forzadas.

2.2. Modelos analiticos de vigas

Una viga es aquel elemento estructural en el que una de sus dimensiones es mucho
mayor que las otras. Esto permite hacer algunas simplificaciones sobre su compor-
tamiento, lo que da lugar a modelos matemaéticos relativamente sencillos. Se supone
que la masa estd distribuida a lo largo de la fibra neutra y se asume que las secciones
rectas de la viga se mantienen planas e indeformadas aunque la viga, en conjunto, se
deforme.

Segin qué efectos se consideren en la flexién, se tiene la siguiente clasificacién.

= Viga de Euler—Bernoulli. Es el modelo mas sencillo. En él, las secciones que
son normales a la fibra neutra en la no deformada continian siéndolo en la
flexién. Esto es asumir que el giro de la seccién es debido exclusivamente al
momento flector, despreciando el efecto de la fuerza cortante. En el movimiento
de flexién, sélo tiene en cuenta la inercia de las secciones a la traslacién lateral.

= Viga de Rayleigh. Junto con las hipdtesis anteriores, considera también que
las secciones no sélo se trasladan lateralmente durante la flexion, sino que giran
respecto de un eje normal a la fibra neutra y tiene en cuenta la inercia frente a
este giro.

= Viga de Timoshenko. No tiene en cuenta el efecto de inercia al giro de la
seccion, pero considera que el angulo girado por la seccién no es debido sélo al
momento flector, sino también al cortante, por lo que las secciones dejan de ser
normales a la fibra neutra durante la flexion.
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= Viga de Rayleigh—Timoshenko. Es el modelo méas completo. Tiene en cuenta
los dos efectos anteriores, la inercia al giro y la influencia del cortante en el
angulo girado.

Los modelos de Euler—Bernoulli y de Timoshenko no tienen en cuenta la inercia
al giro de la seccién. Como veremos posteriormente (apartado 2.3), es esta inercia la
responsable de los efectos que tratamos de estudiar, por lo que estos modelos no son
en absoluto adecuados para estudiar el caso de una viga en rotacién sobre si misma.

De los otros dos modelo, aunque el de Rayleigh-Timoshenko es, evidentemente,
méas general, también lleva asociado un desarrollo matemético mucho mas complejo
que, sin embargo, no aporta nada al fenémeno en estudio.

El modelo mas sencillo que permite estudiar el efecto de la rotacion de la viga en
torno a su eje longitudinal es el de Rayleigh y, por ello, es el que adoptaremos aqui.

2.3. Ecuaciones generales del movimiento

Sea una viga de Rayleigh de seccién circular! que pueda girar en torno a su propio
eje angulos no considerables como pequenos desplazamientos, siendo 2 la velocidad
angular de la seccién sobre su normal. En el caso mas general, esta velocidad podré ser
variable en el tiempo y distinta en cada secciéon, dando lugar a deformaciones de
torsion.

En el modelo analitico de Rayleigh, la seccion recta de la viga permanece indefor-
mada; se traslada y gira, pero no se alabea ni cambia la forma de su contorno. Esto
permite tratar a cada segmento de espesor diferencial de la viga como un sélido rigido.
Asi mismo, limita la aplicacién de los resultados obtenidos a sélidos mas complejos.
Ademas, al no considerar la deformacién por cortante, la seccién permanece en todo
momento perpendicular a la fibra neutra, por lo que los dngulos girados por la secciéon
se relacionan con el desplazamiento lateral de su centroide.

Se han considerado tres sistemas de referencia, situados todos ellos en el centro de
una de las secciones extremas de la viga en el instante inicial. La figura 2.1 muestra
estos tres sistemas. Para ilustrar la relaciéon entre ellos y la seccién a la que estan
asociados, se han representado con su origen en el centro de la seccién en la defor-
mada, aunque, como se ha dicho, su posicién corresponde a un extremo de la viga
no deformada. La siguiente enumeracién presenta una breve descripcion intuitiva de
los tres sistemas. Mas adelante, en este mismo apartado, se da una definicion mas
rigurosa al describir la transformacion entre ellos.

= Sistema fijo. Es un sistema inercial, situado en un extremo de la viga no
deformada y con su primer eje en la direccion longitudinal de la viga, es decir,
coincidente con la fibra neutra no deformada en el instante inicial. Dado un
vector U, representaremos sus coordenadas en el sistema fijo como u.

1M4s propiamente, de seccién tal que sus momentos principales centrales de inercia sean iguales.
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= Sistema intermedio. Para cada seccion de la viga, consideremos un sistema
que se mueva solidariamente con el plano de la seccion, sin seguir la rotacion de
ésta en torno a su normal, y orientado de tal forma que sus ejes sean paralelos
a los fijos cuando la viga no estd deformada, en el instante inicial. Definimos el
sistema intermedio (para esa seccién) de forma que sus ejes son en todo momento
paralelos a los del primero, pero con su origen coincidente con el del sistema fijo.
A las componentes de un vector i en este sistema, las representaremos como u’.
El sistema intermedio seré diferente para cada secciéon que se considere.

= Sistema del sélido. Por tltimo, consideremos, también para cada seccién, un
sistema que se mueva solidariamente con ella, y orientado de tal forma que sus
ejes sean paralelos a los fijos cuando la viga no estd deformada, en el instante
inicial. A partir de este sistema, definimos el sistema del sélido (para esa seccién)
como uno cuyos ejes son en todo momento paralelos a los del primero, pero con
su origen coincidente con el del sistema fijo. Representaremos las componentes
de un vector d en este sistema como u”. Como antes, el sistema del sélido
serd diferente para cada seccién que se considere.

>
I
1l
S

int isol

=7 =7

19) XQ -
'~

Linea neutra no deformada N

T T

ol Geometria no deformada

Linea neutra deformada

Figura 2.1. Sistemas de coordenadas: fijo (0), intermedio (int) y del sdlido (sol).
Cualquier punto material A se encuentra siempre en las mismas coordenadas en ejes
del solido.

La metodologia seguida para obtener las ecuaciones del movimiento consiste en
plantear las ecuaciones de Newton-Euler para uno de estos segmentos de espesor
diferencial y, posteriormente, integrarlas a lo largo de la longitud. Al tratar el segmento
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como sélido rigido, es suficiente dar la posicién del centro de la seccién de referencia
para situarlo, y la orientacién del sistema del sélido para orientarlo.

Una problematica intrinseca de la dindmica del sélido rigido, concretamente, de
la aplicacién de las ecuaciones de Euler, es que, en general, la matriz de inercia es
variable en ejes fijos al modificarse la orientacién del sélido con el tiempo. Por ello,
suele trabajarse en ejes del s6lido, en los que permanece constante.

En el caso de un segmento diferencial de una viga, los ejes del sélido sufren pe-
quenos desplazamientos en las tres direcciones del espacio, y pequenas rotaciones en
torno a direcciones contenidas en la seccién, lo que permite adoptar la hipdétesis de
pequenos desplazamientos, a partir de la cual pueden linealizarse algunas expresiones.
Sin embargo, también tienen un movimiento de rotacién en torno a la normal de la
seccién para la que estd definido (la rotacién de la viga) que de ningiin modo puede
considerarse pequeno.

Dado que la seccién de la viga en estudio es circular, los segmentos diferenciales
presentan simetria de revolucion; y la rotacién a la que se somete a la viga lleva la
direccién de ese eje de simetria. Tal y como se han definido los ejes intermedios, esto
hace que al escribir la ecuacién en ellos, los elementos de la matriz de inercia del
segmento sean constantes en el tiempo, y ademas, el sistema de referencia sélo tenga
pequenos desplazamientos y giros.

Si Fg v Mg son la resultante y el momento resultante en su centro de masas
de las fuerzas aplicadas sobre un sélido rigido de masa m y tensor de inercia mésico
central Iy, las leyes de Newton-Euler se escriben

- d?r
Mg = & (i 0 ) (2.2)
G — dt GM 8 &g .

siendo T el vector de posicién del centro de masas del sélido respecto del origen
de coordenadas (recuérdese que el origen de coordenadas es comun para todos los
sistemas empleados) y Q, la velocidad angular instantanea del sélido, que puede
ser expresada a través de la matriz de transformacion del sistema de coordenadas
del sélido en el fijo y de su derivada, como se muestra en el apéndice A (ecuacién
(A.36) y siguientes). Las derivadas temporales que aparecen en (2.1) y (2.2) son
derivadas absolutas. La masa es una constante, independiente del tiempo, mientras
que el tensor de inercia variard si cambia la orientacion del sélido. El resto de las
magnitudes depende del tiempo.

Para aplicar estas ecuaciones a un segmento diferencial de una viga hay que tener
en cuenta que también seran magnitudes diferenciales la resultante de las fuerzas, el
momento resultante, el tensor de inercia y la masa. Como antes, esta tltima es la tinica
independiente del tiempo. Pero en este caso, todas ellas seran funcién de a qué seg-
mento diferencial estén referidas. Por ello, las derivadas temporales serdan derivadas
parciales? respecto del tiempo (no obstante, seguirdn siendo derivadas absolutas, en

2Dada una funcién z(z,t), normalmente se denota por 2 (Newton) o i—f (Leibnitz) a la derivada
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el sentido definido en el apéndice A, apartado A.8). Asf, las ecuaciones (2.1) y (2.2),
aplicadas a un segmento diferencial de la viga, quedan
0t

dFg = dm — 2.
¢ =dm 53 (2.3)

AM = % (diGM ﬁs) (2.4)

La ecuacién (2.3) no presenta mayores complicaciones escrita en ejes fijos. En
cambio, escribirla en ejes intermedios supone arrastrar toda la formulacién de la ci-
nematica relativa, que conduce a ecuaciones no lineales. Por otro lado, como se ha
comentado, en la ecuacién (2.4) conviene describir el tensor de inercia mediante su
matriz asociada en el sistema intermedio, en el que serd constante. Por todo esto, la
ecuacion (2.3) la describiremos en ejes fijos, mientras que en la (2.4) emplearemos los
ejes intermedios.

Cada segmento diferencial de la viga podré ser identificado mediante alguna va-
riable asociada a la posicion de su centro de masas en la longitud de la viga. En
concreto, lo identificaremos mediante su primera coordenada () en el sistema fijo en
la no deformada.? El espesor del segmento diferencial serd dz.

Si p es la densidad volumétrica de masa, constante en todo el volumen diferencial,
y A el drea transversal de la seccién, la masa del segmento serd dm = p Adx. La
ecuacién (2.3) aplicada a un segmento diferencial queda, en ejes fijos, simplemente
como

OFq 0%r
que es equivalente a
OFq 0%r
o e (26)

Escribir (2.4) en los ejes intermedios requiere una manipulacién previa. El tensor
central de inercia mésico del sélido serd dIgyn = pIg dz, siendo I el tensor central
de inercia geométrico de la seccién transversal. Con esto, (2.4) se escribe

Mg ., D (=
- dx—pa@gﬂs) de (2.7)

lo que es equivalente a

OMg 0 (= =
=P = IG QS (28)
oz ot
total respecto del tiempo. Nétese que si z no depende del tiempo (es decir, ((il—f = 0) se tiene z =
% = % i—f + % % = %. Emplear el simbolo 0 es sélo una cuestiéon de formalismo matemadtico.

En lo sucesivo, se denotara la derivada parcial respecto del tiempo de una funcién z(z,t) como % o
Z indistintamente, empleando preferiblemente Z cuando, por cuestiones de espacio o legibilidad, sea
recomendable. Cuando aparezcan derivadas temporales de funciones cuyas variables puedan depender
del tiempo, se mencionara explicitamente para evitar ambigiiedades.

3Mi4s adelante, estas ecuaciones seran integradas en la longitud de la viga. Identificar el segmento
diferencial de esta manera permitird realizar la integracién en la geometria no deformada. Esto no

impide que los vectores y tensores puedan ser expresados en otro sistema de coordenadas.
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La derivada temporal absoluta que aparece en la ecuacién anterior puede ser sus-
tituida por la derivada relativa en el sistema intermedio (véase lo expresado en el
apéndice A sobre la derivacién de vectores en sistemas mdviles, apartado A.8). Sea

—

Q.,, la velocidad angular del sistema intermedio. (2.8) es equivalente a

oMg d (fG ﬁs)

L =r| = + oy x (Ta 63 (2.9)

rel

Ahora ya es fécil escribir (2.9) en el sistema intermedio.

OMg _ » o,
oz G ot

O X (I n;)) (2.10)

rel
donde se ha tenido en cuenta que I es constante en el sistema intermedio, por lo que

9 /

, 0K
G ot

=1 (2.11)

rel rel

Para conocer la velocidad angular del sélido, ﬁs, basta con conocer la matriz
de transformacién A del sistema del sélido en el fijo y su derivada. Esta matriz
también puede interpretarse como una aplicacién que rota los vectores sobre los que
actia (véase el apéndice A, apartado A.4). Asi, consideremos a A como la matriz
asociada a la aplicacién que transforma el sistema fijo, rotandolo hasta la orientacién
del sistema del sélido. Esta rotacién se puede reproducir mediante la sucesién de tres
rotaciones independientes, cada una de ellas en torno a un eje distinto y, en general, no
perpendiculares entre si. Estas tres rotaciones son conocidas como dngulos de Euler.*
De entre las infinitas posibilidades, por conveniencia seleccionamos las tres siguientes.

= Una primera rotaciéon, de un éngulo % en torno a la direcciéon del segundo eje
del sistema fijo, tal que lleve al eje Zy hasta la interseccion entre el plano Xy Zy
y uno paralelo al plano de la seccién y que pase por el origen (linea de nodos),
que transformard éste en otro sistema, cuyo tercer eje llamaremos Z; (véase la
figura 2.2 ®). La matriz correspondiente a esta transformacién es

cosyy 0 sing
A = 0 1 0 (2.12)
—siny 0 cosy

4 Algunos autores consideran que los dngulos de Euler corresponden exclusivamente a las rotaciones
en las direcciones Z, X y Z, en ese orden. Otros, en cambio, admiten como tales cualquier secuencia
de rotaciones con la misma filosoffa. Este tltimo es el criterio seguido en esta Tesis. En algunos
trabajos se los cita entonces como dngulos de Cardan.

5Para ilustrar la relacién entre la seccién y los ejes, éstos se han representado situados sobre la
misma, en esta figura y en las siguientes, aunque su origen corresponde a un extremo de la viga no
deformada.
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= Una segunda rotacién, de un dangulo ¢ en torno al anterior eje Z1, tal que lleve al
eje Y7 hasta la interseccion entre el plano X7Y7 y un plano paralelo a la seccion
y que pase por el origen, que transformara este sistema en el que llamamos
intermedio (figura 2.3). Su matriz de transformacién serd

cosp —singp 0
Ay, = singp cose O (2.13)
0 0 1

= Y una tercera rotacién, de un angulo 6 en torno al primer eje del sistema inter-
medio que transformard a éste en el sistema del sélido (figura 2.4). La corres-
pondiente matriz de transformacion sera

1 0 0
As=| 0 cosf —sinf (2.14)
0 sinf cosd

Il
-~

¥
v

-
-

Ty
0

Figura 2.2. La rotacion de los ejes inerciales en torno a Yy de un dngulo 1,
proporciona un sistema cuyo nuevo eje Zi estd contenido en un plano paralelo al de
la seccion deformada.

Como se muestra en el apéndice A (apartado A.6), la matriz de transformacién
del sistema fijo en el del sélido sera el producto de éstas tres, como sigue

A=A AA; (2.15)

Y la matriz antisimétrica que define la velocidad angular del sistema del sélido

(y por lo tanto, del sélido) respecto al sistema fijo, escrita en ejes del sélido, que
vendra dada por (A.46), serd

Q/=ATA=
0 ¥ sinf cosg — ¢ cosh 1 cosb cos g + ¢ sin b
= | —sinf cosp + ¢ cosb 0 — sinp — 0
—1) cosf cosp — p sind Y sinp 46 0

(2.16)
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ZIEZ.

nt

Figura 2.3. La rotacion de los nuevos ejes en torno a Zy de un dngulo ¢, proporciona
los ejes intermedios, cuyo plano YinZin: €s paralelo al de la seccion deformada.

=Y

Figura 2.4. La rotacion de los ejes intermedios en torno a X, de un dngulo 6,
proporciona los ejes del solido, solidarios con la seccion.

El correspondiente vector de velocidad angular, escrito en ejes del sélido, seré pues

QL sin ¢ + 0
Q= ¥ cosf cosp + ¢ sind (2.17)
—1) sinf cos p + ¢ cos

En la ecuacién (2.10) aparece la derivada relativa, en ejes intermedios, de la ve-
locidad angular. Por tanto, es conveniente escribir el vector anterior en esos ejes.
Noétese que (2.17) proporciona las componentes de la velocidad angular en unos ejes
obtenidos al girar los fijos unos dngulos (¢, ¢, 8) cualesquiera. Los ejes intermedios
corresponden a los fijos girados unos angulos (¢, ¢, 0), por lo que, particularizando
la expresién anterior para 6 = 0, se obtienen las componentes de la velocidad angular
en el sistema intermedio ) )

Y sing + 6
Q= ¥ cosp (2.18)
P
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Evidentemente, se llega a la misma expresién haciendo
Q, =A3;Q) (2.19)

va que Aj es la matriz de transformacién del sistema del sélido en el intermedio.

La primera componente del vector anterior en ejes intermedios es la velocidad
angular de la seccién en torno a su normal, a la que hemos llamado 2. Asi pues,
(2.18) puede escribirse como

N
Q = | +cose (2.20)
¢
con . .
=1 sinp+40 (2.21)

Las componentes en ejes intermedios de la derivada temporal relativa a estos ejes
del vector velocidad angular es simplemente la terna formada por las derivadas de las
componentes en (2.20)

0 «
oY, 0 . . C
En =5 Yecosp | =] Ycosp—Ypsing (2.22)
rel 90 90

en la que se ha llamado a = {2 a la aceleracién angular de la seccién en torno a su
normal.

La velocidad de rotacién del sistema intermedio ﬁarr también puede expresarse
en funcién de los tres dngulos de Euler y sus derivadas. Este vector serd la diferencia
entre la velocidad angular del sélido, y la velocidad de rotacién 6 de éste en torno al
eje X del sistema intermedio. Esto es, escrito en ejes intermedios

W sin g + 0 0 w sin
Qo = Y cos ¢ —| 0 ] =1 vcosp (2.23)
¢ 0 ¢

Sustituyendo (2.20), (2.22) y (2.23) en (2.10), y operando

oM . 2a
awG:pI heosp — 21 psing +202¢ (2.24)

G412 sing cosp — 221 cosp

Las tnicas hipétesis aplicadas hasta este momento son la indeformabilidad de la
seccién y la geometria de revolucién. Las ecuaciones (2.6) y (2.24) todavia son vélidas
para todos los modelos de viga presentados en el punto 2.2, con deformaciones gene-
rales. Por ello, (2.24) es altamente no lineal. Si nos centramos en el comportamiento
ante pequenos desplazamientos, es posible linealizarla. El tinico movimiento que no
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puede considerarse pequernio es la rotacion sobre el eje longitudinal. El dngulo girado
en este movimiento no aparece explicitamente en (2.24), sélo aparecen la velocidad
angular, {2, y la aceleracién angular, «, asociadas al giro. Asi, los términos donde no
aparecen estas dos variables, y en los que aparecen productos de las derivadas de los
demas giros, son despreciables frente al resto. Los deméds términos, que no son despre-
ciables, pueden simplificarse tomando cos ¢ = 1, dado que el dngulo ¢ girado si es un
desplazamiento pequeno. Con todas estas aproximaciones, la ecuacién anterior queda

2«
oM, .
a;}:pf b+202¢ (2.25)
$—209

donde, linealizando (2.21), también se puede aproximar

N=0 a=60 (2.26)

Hasta este punto, s6lo se han empleado las ecuaciones de la dindmica (Newton-
Euler). Ademads de éstas, el estado de la viga en cada instante debe satisfacer también
las leyes de la elasticidad lineal. Esta leyes relacionan las componentes de fuerzas y
momentos en ejes intermedios con las deformaciones. Por ejemplo, cuando se habla
de la fuerza axial, se alude a la componente segin la tangente a la fibra neutra. Sin
embargo, dada la hipétesis de pequenos desplazamientos que se aplica en elasticidad
lineal, a estos efectos los ejes intermedios se confunden con los fijos, dado que si se
escriben las componentes en el sistema fijo en funciéon de las mismas en el sistema
intermedio y de los angulos girados, y se linealizan las expresiones, se llega a las
mismas componentes para ambos sistemas, por lo que también podemos aproximar

@ =~ Mg, escribiendo finalmente

2«
8gb::p[ v +20¢ (2.27)
v G —204

Del mismo modo, serd posible aproximar F(, ~ Fq. De esta forma, las relaciones
entre la resultante y el momento resultante y los desplazamientos y giros se obtienen
como sigue. Sean E y G los médulos de elasticidad y de cortadura, respectivamente,
del material, y llamemos f = ( fi fo fs )T a la densidad de fuerza por unidad de
longitud aplicada sobre la viga, en ejes fijos, y m; al momento torsor (y, por tanto,
en la primera direccién del sistema fijo) aplicado sobre el elemento diferencial.® La
resultante, dFq, y el momento resultante, dMc, sobre la seccién, menos las fuer-
zas, £, y momentos, m;, directamente aplicados en ella, son las fuerzas y momentos
transmitidos a través de ésta, por lo que se debe cumplir que [82]

OM¢a 020

6Por lo comentado, también se puede aproximar f ~ f’ y m; ~ m/.
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PMgo  0? Pr3\  OFgs
0x2 022 ( Ox? > Y s (2:29)
P?Mgs  0? d%ry OF Gy
ox2 022 (EI 0x? ) or f2 (2:30)
OF 0?
Sl ——BA W’} +fi (2.31)

Sustituyendo (2.6), (2.27) y sus derivadas respecto de z en (2.28), (2.29), (2.30) y
(2.31) y teniendo en cuenta (2.26) se llega a

2pI§=—2G1%+mt (2.32)
%(;)1(12429@):*88—; (EI%Z;>pAfé+f3 (2.33)
;(pf(sbzw));;(EI%z;)mA@fz (2:31)

p Ay :—EA%+]”1 (2.35)

En estas cuatro ecuaciones hay todavia seis incgnitas, los tres giros (¢,0,0) y las

tres traslaciones dadas por r = ( rL To T3 )T. Las dos relaciones que faltan las
suministra la hipétesis hecha en el modelo de Rayleigh de que las secciones que son
normales a la fibra neutra en la no deformada siguen siéndolo en la deformada. Por
tanto, la normal de la seccién es la tangente a la fibra neutra. De esta forma, apro-
ximando la tangente por el dngulo (dada la hipdtesis de pequenos desplazamientos),

debe cumplirse que
87‘3 o 87"2

1/}:_7

R (2:36)

Finalmente, las relaciones (2.36) pueden introducirse en (2.32), (2.33), (2.34) y
(2.35), que, reordenadas, se escriben como

, &y
\ 920

. 0 87.;2 87;'3 82 827"2 -
"A“ax(’”(m””ax»*am?(maﬂ = /F (2:39)
.0 O's O 02 g\
"A’“S_ax ("I<ax_2”ax>>+am2(max2>_f3 (240)

Estas expresiones, (2.37), (2.38), (2.39) y (2.40), constituyen las ecuaciones del
movimiento de una viga de Rayleigh con capacidad de girar sobre si misma. Son
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un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que, con unas
condiciones iniciales y de contorno adecuadas, puede ser integrado para obtener los
desplazamientos del centro de cada seccién, r = ( rL T9 T3 )T, y la posicién angu-
lar de la misma en torno a su normal, #, en cada instante.

Vibraciones axiales

En la ecuacién (2.37) unicamente aparecen las derivadas de la variable r; (des-
plazamiento del centro de la seccién en direccién axial), que no se encuentran en las
otras tres ecuaciones. Por ello estd totalmente desacoplada de ellas. Asi, las vibra-
ciones axiales son completamente independientes del resto de la dindmica de la viga.
Ademais, es la misma expresion que se encuentra en la teoria clasica para vigas sin
capacidad de rotacion sobre si mismas.

Vibraciones de torsion

Andlogamente, en la ecuacién (2.38), que corresponde a las vibraciones de tor-
sion, unicamente aparecen las derivadas de la variable 6. Esto hace que, conocido el
momento torsor aplicado en cada seccién, my, las condiciones de contorno y las ini-
ciales, esté definida totalmente la posicién angular 6 de cada seccién en la rotacion
sobre si misma en cada instante, y por lo tanto, su velocidad angular, 2 = 0, y su
aceleraciéon angular, a = 2 = 6. En este sentido, las vibraciones de torsién no se
ven influidas por el resto de la dindmica. En cambio, si afectan a las vibraciones de
flexién, dado que {2 aparece en las dos ultimas ecuaciones, (2.39) y (2.40).

Ademds, la velocidad angular no aparece explicitamente en la ecuacién (2.38),
por lo que ésta se satisface también si se superpone una velocidad angular igual en
todas las secciones. Es decir, una rotacién de sélido rigido no altera las vibraciones
de torsién.

Vibraciones de flexion

Las ecuaciones que gobiernan la flexién, (2.39) en el plano 1-2 y (2.40) en el plano
1-3, presentan un acoplamiento, materializado por el segundo término del primer
miembro. Esto lleva a que, si 2 # 0, se induzcan vibraciones de flexién en ambos
planos aunque tnicamente haya fuerzas excitadoras en uno de ellos. Si se remonta el
desarrollo matemético buscando el origen de estos términos, se encuentra facilmente
que provienen de la segunda y tercera componente de la ecuacién (2.27) que, cla-
ramente, corresponden a la inercia de la seccién a realizar los giros asociados a los
angulos v y (¢, respectivamente, como se adelanté en el apartado 2.2. Por ello, los
modelos de viga de Euler—Bernoulli y de Timoshenko no presentan este acoplamiento.

Es mads, es interesante notar que si en las ecuaciones (2.39) y (2.40) se desprecia
la inercia a la rotacién de la seccién (pI = 0), pero sin despreciar la rigidez a flexién
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(ET # 0) ni la inercia a la traslacién (pA # 0), las cuatro ecuaciones (2.37), (2.38),
(2.39) y (2.40) resultan idénticas a las ecuaciones del movimiento de la viga de Euler
no rotatoria. Esta conclusién concuerda con los resultados de Katz et al. [46].

2.4. Ecuaciones del movimiento de flexion de una
viga cilindrica

Consideremos ahora una viga de revolucién de seccién constante y material ho-
mogéneo,” y por lo tanto cilindrica, que gira sobre su eje a velocidad 2, igual en todas

las secciones es decir, 88—2 = 0 en todo instante. Por tanto, serd también % =0,
M =0 y = 0. Esto supone, en virtud de la ecuacién (2.38), que no se dan vibra-

ciones de t0r51(')n y que el par torsor es el mismo en todas las secciones.®

Puesto que las vibraciones axiales estan desacopladas de las de flexion y de las
de torsion y no dependen de la velocidad de rotacién, no aportan nada respecto
del comportamiento, bien conocido, de la viga no rotatoria. Por ello, no vamos a
considerarlas tampoco en este estudio, centrdndonos en las vibraciones de flexion.
Asf pues, el sistema viene caracterizado por las ecuaciones (2.39) y (2.40), que para
el caso supuesto quedan:

0% 0?7 o*r
pATy — 92 922 pae = fo (2.41)
.. a 82 84T3

Estas ecuaciones coinciden formalmente con las obtenidas por Brown y Shabana
en [16] y por Sheu y Yang en [72]. Los primeros la deducen empleando la formulacién
descrita en [15] y los segundos a través del principio de Hamilton, a diferencia del
método aqui seguido.

Las expresiones anteriores pueden escribirse de forma mas compacta empleando
una notacion matricial. Definamos las siguientes matrices:

_ (7 | [ _ (0 -1
u=(2) (1) e=(V ) (2.43)
Ahora, (2.41) y (2.42) se expresan como
04

.. 0% .. 0% .
AU - pl —U+2pI2G-—U+FEI]—U= 2.44
p p 0x? tep Ox? + ozt 7 ( )

Los desplazamientos r; (j = 2, 3) son funcién de la coordenada x del centro de la
seccién en la no deformada y del tiempo ¢, r;(x,t), por lo que (2.44) es una ecuacién

"Lo que es tanto como decir que A, I, E y p no dependen de z.
8La ecuacién (2.38) queda 2 pIO = —m¢. Como el primer miembro no depende de z, el segundo,
m¢, tampoco.
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diferencial en derivadas parciales en la que la funcién incégnita, U(z,t) aparece de-
rivada simultaneamente respecto de sus dos variables. Para facilitar su integracion,
realizaremos la transformacién que a continuacién se detalla.

Cada uno de los desplazamientos r; podemos describirlo mediante una serie infi-
nita cuyos términos sean productos de unas funciones de forma que sélo dependan
de la coordenada espacial, si(z) (k = 1,...,00), multiplicadas por unas funciones
temporales, qi (t), en la forma siguiente’

ri(z,t) = Z sk(x) qi(t) (2.45)
k=1

donde las qi (t) son un conjunto de coordenadas generalizadas. Al indice k lo llamare-
mos indice del modo.

Es interesante resaltar que pueden emplearse las mismas funciones si(z) para
describir tanto a 7o como a r3 dada la simetria de revolucién de la viga.

La serie infinita puede truncarse en /N términos para aproximar r; como
N .
iz, t) = su(x) gl (t) (2.46)
k=1

Y definiendo las siguiente matrices

_ si(z) 0 so(w) O - sn(x) 0
S(x)_( 10 s1(zx) 20 so(z) - NO SN(JZ)) (2.47)

at) = (gt 1) @B @@ - GO @) (2.48)

puede ponerse
U(z,t) = S(z) q(t) (2.49)

Podemos proceder de la misma manera con el término independiente, F, que
también es funcién de x y t, F(z,t), describiéndolo a través de Ny funciones F} () y
x5 (t) (k=1,...,Ny) de forma que

Fila,t) =) Fl(@) g (0) (2.50)

k=1

En este caso puede ser necesario emplear diferentes funciones F} (z) para describir fo
v f3, dado que las cargas aplicadas no tienen por qué guardar ningin tipo de simetria.
Definiendo las matrices siguientes

Fi(z) 0 Fi(z) 0 sz(a:) 0
Fw( 0 F@ 0 F - 0 F]%fm) 251

9La descomposicién en serie de Taylor para funciones de varias variables [7] garantiza la existencia
de tales funciones bajo algunas hipétesis de regularidad no muy restrictivas. Esta descomposicién
no es la unica posible ni, generalmente, la mas adecuada. Sélo se cita aqui por dar generalidad a la
formulacién.
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T
x(t) = ( Xit) xi@) x5 x3() - xR, () Xk, (@) ) (2.52)
podemos escribir
Flx,t) = F(x) x(t) (2.53)
Sustituyendo (2.49) y (2.53) en (2.44)
d2 d2 d*
p<ASIS) a+2p10G 584+ EI—Sq=Fx (2.54)

dz? dz?

Noétese que, ahora, tanto las derivadas temporales como las espaciales son derivadas
totales, no parciales. No obstante, se emplea el mismo simbolo (*) para la derivacién
temporal por las razones que anteriormente se han indicado.

Las coordenadas generalizadas q(t) son funcién del tiempo exclusivamente. La
separacion de variables realizada mediante la introduccién de éstas y de las funciones
de forma permite integrar (2.54) en la longitud L de la viga, independientemente del
tiempo. Asi, premultiplicindola por ST e integrando

2 2
p A/STSd:ch/STd—de q+2pI0 /STGd—de q-+
L L dl‘Q L dl‘Z

4
+E1 </ s” d48dx> q= </ STFdx> X (2.55)
L dz L

Para simplificar la notacion, definamos las siguientes matrices

—~ d2
M:pA/sTde—pI/sT—Qde (2.56)
L L de'
~ T d2
G=pI [ STG—Sd 2.
p1 [ 876 o8 (2:57)
~ T d4
K=FEI — 2.
/Ls s (2.58)
ﬁ:/STFdx (2.59)
L

Sustituyendo (2.56), (2.57), (2.58) y (2.59) en (2.55), ésta queda

Mg+20Gg+Kq=Fx (2.60)

La expresion (2.60) es una ecuacién diferencial ordinaria que, con unas condiciones
iniciales adecuadas, puede ser integrada para obtener (t) y, a través de (2.49), U(x, t)
y por tanto, ro(x,t) v ra(z,t).

Es importante destacar que M, CN-}, K y F no dependen del tiempo, por lo que
pueden ser evaluadas a priori, una sola vez al principio de una simulacién, antes de
realizar la integracion en el tiempo.
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La matriz M es la matriz de masa. Su primer término, p A fL ST Sdx, corres-
ponde a la inercia generalizada de la viga a la traslacién de sus secciones durante la
flexién, mientras que el segundo, —pI || L ST (;‘—;S dz, es debido a la inercia al giro
de las mismas. El término 2 2 G recoge los términos giroscépicos, responsables del
acoplamiento del movimiento en ambos planos. Es la tnica diferencia respecto a la
ecuaciéon del movimiento de la viga de Rayleigh no rotatoria, que se reproduce ha-
ciendo {2 = 0 en la ecuacién (2.60). K es la matriz de rigidez y representa las fuerzas
elasticas.

Sise hace I =0 en (2.56) y (2.57), la ecuacién (2.60) se transforma en la ecuacién
del movimiento de una viga de Euler—Bernoulli. Se observa que en este caso desaparece
el término giroscopico, resultando una ecuacion independiente de la velocidad angular,
2, idéntica a la de la viga no rotatoria. Una vez mds, se encuentra que los modelos
sin inercia al giro no son adecuados para estudiar la flexién de vigas en rotacion.

Debe tenerse en cuenta que, habitualmente, en los estudios sobre maquinas rotato-
rias, suele incluirse una excentricidad en el centro de masas [22, 38]. Esta excentricidad
no se ha considerado en el modelo analitico aqui desarrollado, lo que conduce a al-
gunas conclusiones diferentes. En particular, si se incluye, la respuesta de la viga de
Euler-Bernoulli rotatoria difiere de la de la no rotatoria.

2.5. Particularizacién para una viga biarticulada

El problema a resolver viene dado por la ecuacién (2.44), estando U(z, t) sujeta a
las condiciones iniciales siguientes

U(z,0) = Ug(z)  U(z,0) = Ug(x) (2.61)

y a las condiciones de contorno correspondientes a articulaciones en ambos extremos.
Estas se traducen en desplazamientos y momentos nulos en z = 0 y x = L. Puesto que
el momento es proporcional a 92U /dx2, las condiciones de contorno estardn dadas
por

92U 9°U
> 0.0)=0 ULH=0

U(0,t) =0 (L,t)=0 (2.62)

Buscamos ahora unas funciones S(z) que permitan la descomposicién dada en
(2.49). Veremos que los modos propios de la viga no rotatoria nos facilitan tal des-
composicion. De entre todas las descomposiciones posibles, ésta converge rapidamente
y presenta importantes ventajas. Supongamos que la solucién de (2.44) es de la forma

o0
U(l‘,t) = Zeﬁkt (Ck e’ % + Dy e 7k L) B,k € C Ci,Dy € C? (263)
k=1
Esto no supone pérdida de generalidad. Dada la unicidad de la solucién ante unas
condiciones de contorno e iniciales dadas, si encontramos una funcién con la forma de
(2.63) que satisfaga éstas y la ecuacién diferencial, serd la solucién buscada.
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Apliquemos a (2.63) las condiciones de contorno dadas por (2.62).

U(0,t) =Y e’ (Cr+Dy) =0 (2.64)
k=1
0?U >
Sz (0:) =D ¢ 9} (Cp + Dy) = 0 (2.65)
k=1
U(L,t)=> e (Cre™ bl +Dype ™) =0 (2.66)
k=1
U SR o L —n L
W(L,t):Ze 7 (Cre™t 4+ Dye ™) =0 (2.67)
k=1

Comparando término a término las series en (2.64) y (2.65), se llega a la conclusién
de que
Ci + Dy =77 (Ci +Dy) (2.68)

Para que esta igualdad sea cierta debe cumplirse una de estas dos premisas: o bien
72 =1, 0 Cx + Dy = 0. Supongamos 77 = 1. En este caso, comparando término a
término (2.64) y (2.66) se llega a que no es posible encontrar unas constantes Cy y
Dy, que las satisfagan simultdneamente. Asf pues, debe ser 77 # 1, por lo que se sigue
que

D, = -Cy (2.69)

Sustituyendo (2.69) en (2.66) y (2.67) se tiene

Zeﬁktck (e’YkL — ek L) =0 (2.70)
k=1
o0
Zeﬁkt %3 C, (e'”“' L _ o= L) -0 (2.71)
k=1

Procediendo como antes y recordando que v # 1 se llega a que
el el — (2.72)

cuyas Unicas soluciones posibles son

k
fyk:i% k=1,...,00 (2.73)

siendo ¢ la unidad imaginaria.

Sustituyendo (2.73) en (2.63), ésta queda

e}
U(z,t) = ZCk Pt (etkm L o7tk L) (2.74)
k=1
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Teniendo en cuenta la identidad

sin(z) = € ;ie
puede ponerse
U(z,t) = ZQiCk et sin (k:w%) (2.75)
k=1
Y llamando ¥, = 2i Cy, (¥}, € C?), queda
0o ' z
U(z,t) = Z\Ilk et sin (kzﬂ' Z) (2.76)

k=1

Truncando la serie infinita y limitdndola a los N primeros términos, puede escri-
birse en la forma (2.49) si definimos

si(x) = sin (k:w %) (2.77)

() = (Pr); ™" gi(t) = (Pi)y ™ (2.78)
donde (¥r); (j=1,2; k=1,...,N) es la componente j-ésima de ¥y.

En este punto, las funciones q(t) atin no estdn determinadas por no estarlo las
constantes Cy y 0. Es mds, no esta probado todavia que, para los 5 encontrados,
existan unas tales constantes que hagan que (2.63) sea solucién de (2.44). No obstante,
serd probado més adelante, halldindolas. As{ pues, aceptado este hecho, la matriz S(z)
si estd completamente definida, y es

S(x)_<sm(10 f) sin(lt)ﬂ%) Sin(ZO L) sin(QOﬂ%) Sin(]\(; f) sin(]\(f)w%)
(2.79)

Es interesante observar que ha sido posible encontrarla sin emplear més informa-
cién de la ecuacién diferencial que el hecho de que su solucién es de la forma (2.63),
e imponiendo las condiciones de contorno. De esto se concluye que es la misma para
todos los modelos de vigas que admitan una solucién como (2.63), como el caso de la
viga no rotatoria, ante las mismas condiciones de contorno.

Cada columna de la matriz S(x) coincide con un modo propio de la viga no
rotatoria, y cada fila a los desplazamientos de ése modo en cada plano de flexién. Se
aprecia que las deformadas son curvas planas (solo tienen desplazamiento en una de
las dos direcciones). La simetria de revolucién de la viga conduce a que aparezcan las
mismas deformadas en los dos planos. La figura 2.5 muestra las deformadas en uno
de ellos para k =1,--- ,4.

Una vez determinada esta matriz, es posible evaluar las matrices M, G vy K,
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k=1
kz/z\_/
W\
=4
Figura 2.5. Primeras cuatro deformadas de la viga de Rayleigh biarticulada.
definidas por (2.56), (2.57) y (2.58) respectivamente, resultando
1+ (1m)? 4L 0 0 0
) 0 1+ (1m)? 0 0
M= pAL z z ; z
0 0 1+ (N7m)? = 0
0 0 0 1+ (N7)? 5
(2.80)
0 —(17)? 0 0 0 0 0 0
(17)? 0 0 0 0 0 0 0
LT 0 0 0 —(27)?2 0 0 0 0
G=_"-,= 0 0 (2m)? 0 0 0 0 0
2 PT . . _ S . .
0 0 0 0 0 0 0 —(N )2
0 0 0 0 0 0 (N )2 0
(2.81)
(1) 0 0 0
0 (1m)* 0 0
K- E1 : ; : (2.82)
973 : : : : :
0 0 (N m)* 0
0 0 0 (N )

Con esto queda completamente definida la ecuacién del movimiento (2.60).

Las matrices M y K son diagonales, mientras que G es una matriz antisimétrica.
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Una vez méas se aprecia que, en las vibraciones de flexién, el acoplamiento de las
respuestas en ambos planos es debido a esta tltima matriz, que representa los términos
giroscopicos. Pero no sélo es antisimétrica, sino que en cada columna hay un tnico
elemento no nulo, situado en la fila correspondiente al modo con el mismo indice k
(la misma deformada) en el otro plano de flexién. Esto significa que el acoplamiento
se produce exclusivamente entre modos propios con el mismo indice &k (con la misma
deformada) en diferentes planos. En capitulos posteriores veremos que esto es un caso
particular, debido a la simplicidad del modelo, de un acoplamiento mas general que
ocurre incluso entre modos con diferente indice (distinta deformada).

Definamos la siguiente constante

—~ 1 I

Podemos normalizar los modos propios a la matriz de masa dividiendo cada funciéon
sk(x) (expresién (2.77)) por \/my. Es inmediato comprobar que, en ese caso, se obtiene

M = Ly yon (2.84)

Si definimos también las constantes siguientes

pl (km)?
= 2.
9k 2 my L ( 85)
_EI(k )4
Ky,
=,/ = 2.87
W - (2.87)
las matrices G y K correspondientes a los modos normalizados resultan
0 -1 0 0 0 O 0 O
1 0 0 0 0O 0 O
0 0 0 -1 0 O 0 0
G- gk o 0o 1.0 0O -- 0 O (2.88)
0 O 0 0 0 0 -1
0O 0 0 0 0 O 1 0
w? 0 0 0
0 w? 0 0
K=| ¢ & (2.89)
0 0 w3 0
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A las constantes g las denominaremos constantes giroscopicas. Obsérvese también
que, tal y como se han definido, las constantes wy corresponden a las pulsaciones
propias de la viga no rotatoria ({2 = 0).

Puesto que sélo estdn acopladas las respuestas del par de modos con el mismo
indice k, la ecuacién (2.60), que es un sistema de 2 N ecuaciones, es equivalente a N
sistemas independientes de dos ecuaciones cada uno. Definamos

(- e

(Fx),.
QF = 2h—1 (2.91)
(7).,

La ecuacién (2.60) se reescribe como

" -20¢g.Gq" +wid"=QF k=1,...,N (2.92)

En este punto, es importante resaltar que, a una velocidad angular dada, la res-
puesta de cada par de modos con el mismo indice ante un conjunto de cargas concretas
viene gobernada, exclusivamente, por dos pardmetros: la frecuencia propia de la viga
no rotatoria correspondiente a esos modos, wg, y la constante giroscépica gi. Veamos
que esta ultima constante es ain més sencilla de lo que aparenta en su definicién
(2.85). Si tenemos en cuenta que el radio de giro, v, de una seccién se define como

1

y que la esbeltez de la viga, A, viene dada por

2
oL L _ AL (2.94)
g \ﬁ 1

la constante g puede ponerse como

hS

pl(km)? pl (km)?
Ik = 2my, L 72%pAL (14 (km)?24) L
(km)? (km)?

(2.95)

AL (km? N (k)

es decir, g solo depende de la esbeltez de la viga y del indice del modo.

2.6. Vibraciones libres

Consideremos el caso de vibraciones libres, es decir, aquél en el que no existen
fuerzas externas aplicadas, sino que sélo se imponen unas condiciones iniciales de
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posicién y velocidad de cada punto de la viga (de su fibra neutra, que es quien la
representa en este modelo) y se deja evolucionar el sistema libremente en el tiempo.
La ecuacién del movimiento correspondiente serd la (2.92) con Q* = 0, es decir,

& -200.Gq" +wid"=0 k=1,....N (2.96)

A partir de (2.90) y (2.78), g* es de la forma
q“(t) =¥t W eC?  [reC (2.97)

donde ¥ y B atin no han sido determinados.

Puesto que g debe cumplir la ecuacién diferencial, sustituyendo (2.97) en (2.96)
se tiene

dz d
@(\Ilkeﬁkt)fZngG&(\Ilkeﬁ’“t)er,%\Ilkeﬁ’“t:O (2.98)
y, como ¥ no depende del tiempo,
d? Brt d Br t 2 Bt
@(e )12X2_QngGE(€ )+ wie o | ¥, =0 (2.99)

donde Isys es la matriz identidad 2 x 2. De la anterior se sigue
(87 e Iyyo — 202 g1, G By et 4 wi vt Ixo) ¥, =0 (2.100)
et (BiTaxa — 20291 B G +wilaxo) ¥ =0 (2.101)

Dado que la funcién exponencial no se anula para ningun valor de su argumento,
debe ser

(Brlax2 — 20291 B G + wip Iax2) ¥) =0 (2.102)

La tnica solucién distinta de la trivial (¥, = 0) de (2.102) requiere que el deter-
minante de la expresion entre paréntesis sea nulo. Esto es

det (63 Taxz — 2 2 g4 B G + wilax2) =0 (2.103)

Bi+wi 200k Bx
200916 Br 4w}
(B2 +w?)’ +4022g2 32 =0 (2.105)

que es la ecuacién caracteristica de (2.96), cuyas cuatro soluciones, que seran conju-
gadas dos a dos, son los valores de 31, que hacen posible que g* sea solucién de (2.96),
y son

=0 (2.104)

B = iwk1 (2.106)
Bro = twg2 (2.107)
Brs = Br1 = —iWk1 (2.108)
Bra = Bro=—iwk2 (2.109)
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donde (*) representa el complejo conjugado, y siendo

Wit = —gK 2 +1/g7 2% + W} wr2 = gk 2+ 1/ g7 2% + w} (2.110)

Las constantes w1 y w2 (k=1,... N) representan las pulsaciones propias de la
viga sometida a rotacién, y son funcién de la velocidad angular de la misma, {2. De
nuevo se observa que para {2 = 0 se tiene wy,1 = wg,2 = wy, la pulsacién propia de la
viga no rotatoria.

Sustituyendo sucesivamente las expresiones (2.106), (2.107), (2.108) y (2.109) en
(2.102) se obtienen las siguientes soluciones para ¥y, respectivamente

1
Wi = ( ; ) para i1 (2.111)
1
W2 = ( w ) para [y (2.112)
N 1
Wi =W, = ( i ) para (3 (2.113)
" 1
‘I’k:,4 = \I’ka = ( i ) para ﬁk’4 (2114)

Puesto que, dadas dos soluciones de una ecuacion lineal (y (2.96) lo es), cualquier
combinacién lineal de ellas también lo es, la solucién més general de (2.96) es de la
forma

4
1
q"(t) = 3 Z Zyo Wy et 7y, eC (2.115)
=1
siendo Z, (¢ = 1,...,4) cuatro constantes arbitrarias. El factor 1/2 aparece por

conveniencia sin restar generalidad. Como los elementos en g*(¢) deben ser reales, se
tiene que cumplir que
Zys=12p,  Zra=Zp (2.116)

quedando

1 " .
q"(t) = 5 (Zk,l Wy q et 2y, g it 4 Zp1 ¥ et 4 Zo o eli2 t)
(2.117)

Finalmente, sustituyendo las expresiones para k¢, wi,1 y Wi, dadas por las
ecuaciones de (2.106) hasta (2.109), en (2.117), ésta dltima queda

ot (t) = ( | Zk1| cos (wi1t+ arg(Ze,1)) + | Zk,2| cos (w2t + arg(Zi,2)) ) (2.118)
—|Zk 1] sin (wi1t + arg(Zi,1)) + | Zk,2| sin (wg 2t + arg(Zg,2)) ’

La respuesta qF del sistema estard totalmente definida una vez determinemos
el valor de las constantes Zj 1 y Zj2, que dependeran de las condiciones iniciales.
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Para ello, previamente, serd necesario escribir estas condiciones, dadas por (2.61), en
términos de los valores iniciales de las coordenadas generalizadas, como se muestra mas
adelante, en el apartado 2.6.1. Supongamos, de momento, que ya estidn determinadas
éstas ultimas, qo = q(0) y qo = q(0). Las constantes Zj 1 y Zi 2 se obtienen haciendo
t =0en (2.117) y en su derivada respecto del tiempo

q"? =q"(0) = % (Zkg Opn + Z2 Who + 255 W5y + Zgs 5 o) (2.119)
q"° = ¢*(0) = % (Bra Zet Wia + Bz Zea Wro + Bia Zia Wit + Bio Zrio Pho)
(2.120)
O bien, operando
Q" =R(Zk1 Or1) + R(Zko i) (2.121)
Q0 =SBk Zra Ora) + S(Br.2 Zro o) (2.122)

en las que R(z) y $(z) representan la parte real y la imaginaria del complejo z,
respectivamente. Estas dos ecuaciones pueden ser escritas més convenientemente en
forma matricial si definimos las matrices siguientes

Wk.1 0
v=(Ww A\ Q= ’ 2.12
(W1 Wiy ) ( 0 whs ) (2.123)
de forma que se tiene
v Q = ( wk71 \I’]%l wk72 ‘Ifkg ) (2.124)
De esta forma, (2.121) y (2.122) pueden ponerse como
R(Zk1)
q"? _ R(P) —S(P) R(Zk,2) (2.125)
qk0 -3(TQ) —-R(TQ) S(Zk,1) ’
S(Zk.2)
O bien, desarrollandola
i 1 1 0 0 R(Zr1)
3
G o 0 0 -1 -1 R(Zk.2)
.9 = ’ 2.126
dr o 0 0 —wr1 —wk2 S(Zk,1) ( )
(j}?,o —Wg,1 Wk2 0 0 $(Zk2)
Y, por lo tanto,
Wi, 2 —1
R(Zk.1) Wk, 1+ Wk 2 0 0 W1 k2 (IZ70
WEk,1
%(Zkﬂ) _ Wi, 1F+Wk,2 0 01 Wi, 1+Wk,2 qg,O
(@3 —Wk,2 — J
\Y(Zk’l) 0 Wk,1tWk,2 Wk, 1TWk,2 0 ?g’o
%(Zkﬂ) 0 Wkt = 0 )

Wk,1tWwk,2

Wk, 1TWk,2

(2.127)
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Es decir,

WE,2 2 1 .3
Zyy = ’ Qio — -
, k,0 dk.0
Wk,1 + Wk,2 Wk,1 + Wk 2

. Wi P 1 .
—1 ( .2 qz,o + qi,o) (2.128)

Wg,1 + Wk, 2 Wg,1 + Wk, 2

Wk,1 2 1 -3
i = ko + dro +
Wk,1 + Wk, 2 Wg,1 + Wk, 2

. Wk,1 3 1 ) )
+1 Qi o — qr 2.129
(wk,1 + Wk 2 k.0 W1+ Wk 2 k,0 ( )

Con lo que ya estd definida totalmente la respuesta q*(t) (k = 1,...,N), simple-
mente sustituyendo en (2.118) las expresiones dadas para wy 1, Wk2, Z1 Yy Z2 por
(2.110), (2.128) y (2.129), respectivamente. Una vez conocida la respuesta temporal
en términos de las coordenadas generalizadas, sustituyendo éstas en (2.49) se obtiene
U(z,t), y, por lo tanto, ro(x,t) y r3(z,t).

2.6.1. Condiciones iniciales en coordenadas generalizadas

A partir de una deformada inicial dada, r;(z,0), y la velocidad de cada pun-
to, 7;(z,0), pueden obtenerse las condiciones iniciales en términos de coordenadas
generalizadas, qi’o y q",z’o (j =2,3; k=1,...,N). La expresién (2.49), que ahora
reproducimos para t = 0,

U(z,0) = S(z) q(0) (2.130)

relaciona las 2 N incégnitas q(0) con las dos funciones U(zx,0). Premultiplicando la
anterior por S(x)7 en integrando en la longitud de la viga se tiene

/LS(:E)T U(z,0)dz = </L S(z)T S(x) dx) q(0) (2.131)

La integral del segundo miembro es una matiz cuadrada 2N x 2N. Si las funciones
en S(z) son modos propios, esa matriz es no-singular, por lo que puede ser invertida
para proporcionar q(0).

q(0) = </L S(z)T S(x) dx) - /L S(z)? U(z,0) dx (2.132)

Ademsds, es diagonal, por lo que el coste computacional de (2.132) no es elevado.

Derivando (2.49) respecto del tiempo se obtiene la relacién entre la velocidad en
cada punto y las derivadas temporales de las coordenadas generalizadas, que en t = (
queda

U(z,0) = S(z) G(0) (2.133)
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Procediendo de forma andloga se llega a

q(0) = ( /L S(z)T S(x) dx) - /L S(z)T U(z,0) dz (2.134)

siendo la matriz a invertir la misma que en el caso de q(0).

En algunos modelos de viga (por ejemplo, Euler—Bernoulli), la matriz de masa
modal viene dada por

M:/pAS(x)TS(a:) da (2.135)
L

por lo que si se emplean los modos normalizados a la matriz de masa y se multiplica
ambos miembros de (2.130) por la densidad y por el drea, la matriz a invertir resulta
ser la identidad. No es el caso de la viga de Rayleigh, cuya matriz de masa viene dada
por (2.56). No obstante, si interesara, podria usarse una normalizacién que convirtiera
J; S(2)T S(z) da en la identidad.

2.6.2. Orbitas modales

Dado que el objeto de este capitulo es llegar a entender como afecta la rotacion a
la respuesta, encontrar la solucién analitica de ésta es, en cierto modo, insuficiente.
Es dificil imaginar, a partir de las expresiones anteriores, qué aspecto tendra la érbita
que describe cada punto de la viga, incluso en las maés sencillas condiciones.

La orbita que describa un punto, serd la superposicion de las érbitas debidas a
cada pareja de modos con el mismo indice, ponderadas por el valor de las funciones
de forma en el punto. Asi, para cumplir nuestro objetivo, basta centrarse en la érbita
que describiria el punto si sélo respondiera una de tales parejas modales. Y dado que
las funciones s (z) en ese punto serdn un simple factor de escala, podemos prescindir
de ellas (o tomarlas como unitarias, si se prefiere). Es decir, podemos asumir que
ro(z,t) = ¢2(t) y r3(z,t) = qp(t) y representar ¢;(t) frente a ¢?(t) como una imagen
de la érbita a diferente escala. Esto es lo que hemos llamado drbita modal.

Orbitas modales de rotacién hacia adelante y hacia atras

En la bibliograffa sobre rotores [22, 30, 38] se describen con frecuencia modos
de rotacién hacia adelante y hacia atrds (en la nomenclatura anglosajona, forward
and backward whirl respectivamente). Estos pueden ser reconocidos facilmente en la
respuesta libre del sistema dada por 2.118, y que puede ser reescrita como

& cos (wg ot + arg(Zx.2))
t) =12 . ' '
a(t) = |Zk.| (sm (w2t +arg(Z2)) +
)
1

cos (wi 1t +arg(Zi1))
. ’ ’ 2.136
—sin (w1 t + arg(Ze.1)) ( )

+ | Zg 1| <
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Ahora resulta evidente que si las condiciones iniciales son tales que sélo una de
las Zi ¢ (¢ = 1,2) es no nula, el movimiento resultante es una circunferencia de radio
| Zy ¢|, descrito con velocidad angular wy ¢. En el caso de £ = 2 (primer término, pul-
sacién propia mayor), la circunferencia se describe en el mismo sentido de la rotacién
de la viga (forward whirl), y en el caso de £ = 1 (segundo término, pulsacién propia
menor), en el sentido contrario (backward whirl), como se deduce del signo negativo
que acompana al seno.

No obstante, la respuesta general serd la superposicién de ambos, y la forma de la
orbita depende fuertemente de las condiciones iniciales, como se verd a continuacién.

Orbitas modales generales adimensionales

Como se ha visto, la respuesta de cada par de modos (y, por tanto, la 6rbita
modal) depende de la esbeltez de la viga, de la frecuencia propia no rotatoria y de la
velocidad de rotacién. Y, por supuesto, de las correspondientes condiciones iniciales
modales. Para abarcar todas las posibilidades, habria que seleccionar un conjunto
de valores representativos para cada parametro, y para cada posible combinacion de
ellos, representar la érbita modal.

Un enfoque méas adecuado consiste en adimensionalizar la respuesta, reducien-
do asi el nimero de parametros de los que depende. Para ello, dada una velocidad
de rotacién de la viga, para la pareja de modos de indice k definimos la constante
caracteristica del sistema, Gy, como

def 0 (]f 7T)2 f

Gr = gk o~ Nt (k2 o (2.137)

Transformemos la condicién inicial de velocidad ¢*°, dividiéndola por la frecuencia
propia no rotatoria, wy, definiendo asi la condicion inicial de velocidad adimensional

<k
def 4 0
Vio = w
k

(2.138)
Obsérvese que vy, o representa los desplazamientos (modales) méximos que alcanzaria
el sistema, en el caso no rotatorio, a partir de la condicién de velocidad dada.

Y finalmente, definamos el pardmetro adimensional que representard al tiempo,
Tk, COMO

7 & ot (2.139)

Con estas transformaciones, las constantes Z; y Zy y la respuesta q¥, dadas por
(2.128), (2.129) y (2.118) respectivamente, se escriben como

— 1 2 2 3
Zk,l = W {(Gk + \/ Gk + 1) Qk,o - Vk,O_
—i <(Gk +4/G? + 1> Gro+ u,ioﬂ (2.140)
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_ 1 /2 2 3
Zko = W {<—Gk +4/Gj + 1) Qic,0o + Vot
+i ((—Gk +4/G? + 1> Qo — u,’joﬂ (2.141)

—Gr+4/G2+1
| Zy 1] cos <G:+\/G27’“+1 T + arg(Zk,1)> + | Zg 2| cos (T, + arg(Zy2))
k

. —Gr+4/G2+1 .
—|Zj 1| sin (G;::-\/CT:J T + arg(Zk’1)> + | Zy 2| sin (1, + arg(Zy 2))
g k
(2.142)

q"(t) =

Asi, dadas unas condiciones iniciales modales de posicién, q*° y de velocidad
adimensional, vy o, la respuesta, q”(t), depende exclusivamente de la constante ca-
racteristica del sistema, G. A su vez, esta constante, definida por (2.137), es funcién
de la esbeltez de la viga y de la relacion entre la velocidad de giro y la frecuencia
propia no rotatoria. Cualesquiera dos sistemas, por dispares que sean, para los que
la constante caracteristica sea la misma, tendran la misma respuesta antes las mis-
ma condiciones iniciales modales de posicién y de velocidad adimensional. De este
modo, sélo es necesario estudiar la dependencia de la érbita modal con la constante
caracteristica.

La expresién (2.142) puede ser escrita de forma més conveniente si definimos las
siguientes variables, que dependen de las condiciones iniciales y la constante carac-

teristica.
G ++/G? +1
ar = Zpa [ 14+ =75 (2.143)
-G+ +/ Gk +1

_ Gy + \/Gi +1
b = |22 > (2.144)
_Gk) + V Gk + 1

ek = |Zy 1l (2.145)
br,0 = — arg(Zx,1) (2.146)
Th,o = —arg(Zy,2) (2.147)

Con estas variables, (2.142) puede escribirse como

a — by) cos (1 — Tk,0) + Ck COS (MTIC — ¢k,0>
q*(me) = ( ) cos ) bk (2.148)

(ak — bk) sin (’Tk - Tk,O) — Ck sin (%Tk - ¢k,0)

que puede reconocerse como la ecuacion paramétrica de una hipotrocoide. Esta curva
matematica es la trayectoria que describe un punto P solidario con un circulo mévil
de radio bg, situado a una distancia c; de su centro, que rueda sin deslizar por el
interior de una circunferencia fija de radio aj (con ay > by), siendo ¢y, o el dngulo que
forma el radio del circulo mévil que pasa por el punto P con el eje horizontal cuando
el pardmetro 7, = 73,0 (véase la figura 2.6).
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En la expresién 2.148 ain pueden identificarse los modos de rotacién hacia adelante
y hacia atrds (forward and backward whirl). El primero sucede cuando |Zx 1| =0 (y,
por tanto, ¢ = 0), y el segundo en el limite cuando |Z 2| tiende a cero. Nétese que
en este Ultimo caso, ambos aj v by tienden a cero, pero la razén %=t que es igual

br
a _Gcilfi\/i éiﬂl, se mantiene constante por ser funcién exclusivamente de Gy.

Se concluye, pues, que las 6rbitas modales generales son hipotrocoides. Esta curva
presenta una geometria ciclica, es decir, puede encontrarse una longitud de la curva, a
la que llamaremos longitud bdsica, que repetida y girada en torno al origen reconstruye
la orbita. Definamos como periodo bdsico adimensional, Ty, al tiempo adimensionali-
zado que tarda en ser descrita dos veces la longitud basica, que vendra dado por la
expresién

bk) Gy,
T, =227 — ) =271 —— 2.149
: ( ak VGE+1 ( )

Figura 2.6. Generacion de la hipotrocoide. En trazo continuo se resalta la longitud
basica, recorrida en la mitad del periodo bdsico adimensional. El tiempo total
representado corresponde a tres veces el periodo bdsico adimensional.

Fijadas unas condiciones iniciales modales en una viga dada, la érbita de los
modos de indice k£ serd la hipotrocoide correspondiente a esas condiciones iniciales
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y a la constante del sistema Gj. Si sélo una condicién inicial es no nula, su valor
concreto sélo afectard a la amplitud de la érbita, que serd proporcional al mismo,
pero no a la forma. Ademas, dada la simetria del problema, la 6rbita correspondiente
a las condiciones iniciales de un plano es la misma que la que corresponde a las
mismas condiciones en el otro plano, pero girada 90 grados en torno al origen. De
esta manera, para entender el efecto de la rotacién sobre la dindmica de la viga, basta
estudiar la evolucién del sistema ante una condicién inicial de posicién modal unitaria
en un modo y nula en todos los demés, por un lado, y por otro, la respuesta ante una
condicién de velocidad modal unitaria en un modo y nula en todos los demas.

Para una viga dada, su constante caracteristica G sélo depende de la velocidad
angular, y es proporcional a ella, por lo que puede interpretarse como una representa-
cién adimensional de ésta. La adimensionalizacién realizada hace que la respuesta de
todos los modos ante las mismas condiciones iniciales (adimensionalizada la condicién
de velocidad) sea idéntica para un mismo valor de la constante caracteristica.

En cada una de las figuras 2.7, 2.8 y 2.9 se muestran érbitas modales ante diferentes
condiciones iniciales, para seis valores de Gy, (0, 0.05, 0.75, 1.5, 3 y 30). En todas ellas,
la gréfica (a) muestra la respuesta para un valor de la constante caracteristica Gy, = 0,
que corresponde a velocidad de rotacién nula. Es por tanto, la respuesta de la misma
viga en ausencia de rotacién. Dada la definicién de Gy, (por (2.137)), también es el
limite al que tiende la érbita cuando la esbeltez o la frecuencia propia de la viga
no rotatoria tienden a infinito. En las graficas se ha representado la érbita descrita
durante un tiempo equivalente a cinco veces el periodo basico adimensional.

La figura 2.7 (pdgina 43) corresponde a la condicién de posicién modal inicial
q,%)o = 1 y todas las demds nulas. En la gréfica (b) puede apreciarse que, para ve-
locidades de rotacién bajas, todo ocurre como si el plano de vibracién girara con
determinada velocidad angular en torno al origen. Conforme se eleva la velocidad an-
gular (o se reduce la esbeltez o la frecuencia propia), la 6rbita va tomando una forma
estrellada, cada vez mas abierta. La longitud recorrida se va reduciendo, tendiendo a
un punto en el limite (para velocidad infinita), situado en la condicién inicial. Se apre-
cia, asi mismo, que para velocidades de rotacién no nulas, la érbita nunca pasa por
el origen. Una consecuencia de esto es que, a diferencia del caso de viga no rotatoria,
no existe una condicién inicial de velocidad equivalente a la condicién de posicion. Es
mas, como veremos a continuacién, las érbitas correspondientes en ese otro caso son
completamente diferentes.

Las condiciones iniciales de la figura 2.8 (pdgina 44), corresponden a la condicién
de velocidad modal adimensional vy o = q,%’o Jwi, = 3 y todas las demads nulas. En la
grafica (a) puede verse, graficamente, la interpretaciéon que se ha dado de vy ¢ como
el maximo desplazamiento que alcanza el sistema (en este caso igual a 3). Como en
el caso anterior, en la gréfica (b) se aprecia que, para velocidades angulares bajas, la
respuesta es similar a una rotacién del plano de vibracién. Al aumentar la velocidad,
la érbita forma unos l6bulos que se van plegando sobre si mismos, formando una
espiral con los anillos cada vez mas pequenos. También en este caso, la respuesta en
el limite tiende a un punto, esta vez situado en el origen (que es la posicién inicial),
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Figura 2.7. Orbitas modales durante cinco periodos bdsicos adimensionales ante
condiciones iniciales de posicion q,% 0o =1, qi o = 0, para diferentes valores de G,:

(a) Gy = 0, (b) G = 0.05, (C) Gy = 0.75, (d) Gy = 1.5, (e) Gy = 3, (f) G = 30.
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Figura 2.8. Orbitas modales durante cinco periodos bdsicos adimensionales ante
condiciones iniciales de velocidad q,%’o/wk =0, quo/wk, = 3, para diferentes valores
de Gi: (a) G, =0, (b) G =0.05, (¢) G, =0.75, (d) Gk = 1.5, (e) G, = 3, (f)
G = 30.
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Figura 2.9. Orbitas modales durante cinco periodos bdsicos adimensionales ante
condiciones iniciales de posicion y velocidad qi’o =1, quo =0, q',%o/wk =0,
qy o/w = 3, para diferentes valores de Gy.: (a) Gy =0, (b) Gy, =0.05, (c)

Gy = 0.75, (d) Gy = 1.5, (e) Gy = 3, (f) G = 30.
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por el que pasan todas las drbitas.

Finalmente, en la figura 2.9 (pagina 45) se muestra la érbita ante la combinacién de
las condiciones iniciales anteriores. También en este caso, para velocidades angulares
bajas —gréfica (b)— la respuesta es equivalente a una rotacién del plano de vibracién.
Un aumento de la velocidad lleva a que la 6rbita se cierre sobre si misma, formando una
espiral curva, sucesivamente mas curvada y con espiras de menor radio, colapsando,
en el limite, en un punto en la posicién inicial.

2.7. Vibraciones forzadas

Consideremos ahora el caso en el que existan unas fuerzas externas aplicadas
fi(z,t) (j = 2,3), que dan lugar a unas fuerzas generalizadas modales Q¥ (t) (2.91)
como se ha visto. Supongamos que todas éstas ultimas son arménicas y de la misma
frecuencia. Por el teorema de Fourier, esto no supone pérdida de generalidad porque,
de no ser asi, siempre podriamos aplicar un desarrollo en serie de Fourier, o su trans-
formada (segin el caso) a cada una, lo que llevarfa, por la linealidad de la ecuacién
(2.92), a una superposicién de casos arménicos. 10

Asi, podemos escribir las fuerzas generalizadas en la forma
QF(t) =R (Qf e« ") Qk cC? (2.150)

siendo w, la pulsacién de la excitacion, y Q’;I un vector que recoge las diferentes
amplitudes y fases de cada fuerza generalizada de los modos de indice k. Con esto, la
ecuacion (2.92) queda

" —2029,Gq" +wid" =R (Qfelvet) k=1,...,N (2.151)

La solucién general de (2.151) serd la solucién general de la ecuacién homogénea
(2.96) (dada por (2.118)) més una solucién particular de la ecuacién completa. Como
soluciéon particular puede tomarse la de régimen permanente, en la que todos los
modos responden armonicamente y con la frecuencia de la excitacion. Esta tendra la
forma

a"(t) =R (qfy e’ ") qf e C? (2.152)

donde, como antes, q%; recoge las diferentes amplitudes y fases de la respuesta de cada
modo de {ndice k. Derivando (2.152) sucesivamente respecto del tiempo y sustituyendo
en (2.151) se llega a

R [(—wz oo —2iwe 29 G+ w% ngg) q}}{ elwe t] =R (Q’I“_I ei“’et) (2.153)

10Evidentemente, no toda funcién matemdtica permite el tratamiento de Fourier. No obstante,
puesto que las funciones sobre las que necesitamos aplicarlo representan fuerzas fisicas existentes y,
por tanto, acotadas, las condiciones matematicas que es necesario exigirles no son restrictivas. En
el caso de las funciones no periddicas, el uso de ventanas temporales extendidas al tiempo de la
simulacién permite cumplir la condicién de Dirichlet.
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La ecuacién anterior es lineal, por lo que se cumple con todo vector q’}{ que
satisfaga la siguiente

(—w2Toxo — 2iwe 2 gr G + wilaxo) gy et = Qf el et (2.154)

Y, puesto que la exponencial nunca se anula, es equivalente a
(~w?Ioys — 2iwe 2 gx G +wiIoxa) dfy = Qf; (2.155)
lo que permite obtener q’ﬁl como

, -1
Qi = (—wiIoxz — 20w 2 g: G+ wilao)  Qf (2.156)

Ahora, desarrollando la matriz entre paréntesis
ko wi—w? 2iw.N gy ! Qt (2.157)
n = —2iw. gy wi—w? H '
y, por lo tanto,

1 w2 —w? —2iw. 0
ko k e ess Gk k 2.158
du (Wi —w2)? = (2we 2 gy)? (ine!?gk Wiy — w? > Qi (2:15%)

Con esto, la respuesta en régimen permanente es

_ 1 wE—w? —20wel2 gk Ak iw.t
ax(t) = (Wi —w2)? — (2w gi)? R [(2iweﬁgk wi — w? Qire (2.159)

En (2.159) es posible observar que, como era previsible, la respuesta de cada modo
de indice k depende no sélo de su fuerza generalizada, sino también de la del otro
modo del mismo indice, debido a la presencia de los términos +2 14 w2 gi.

2.7.1. Inertancias modales

Al trabajar en régimen armoénico permanente todas la magnitudes evolucionan
senoidalmente, con la misma frecuencia, aunque diferente amplitud y fase. Por ello,
es conveniente la representacién de estas magnitudes como funciones complejas, en-
globando en una sola variable la amplitud y la fase.

Recordemos que se define la inertancia entre dos puntos como la magnitud com-
pleja que relaciona la aceleraciéon de la respuesta en uno de ellos y la fuerza excitadora
en el otro, teniendo en cuenta sus fases. Cuando el punto y direccién de la excitacion
coincide con la de respuesta, la inertancia se llama de punto. En caso contrario, cru-
zada. Analogamente, siguiendo lo que se ha razonando en el apartado 2.6.2 sobre las
orbitas, podemos definir una inertancia modal como la relacién entre la derivada se-
gunda de la coordenada generalizada correspondiente a un modo (aceleracién modal)
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v la fuerza generalizada en otro, ambas representadas como complejos. Asi, hablare-
mos de inertancia modal directa'! cuando ambos modos sean el mismo, y inertancia
modal cruzada cuando no.

Como en el caso de la respuesta libre, es conveniente reducir el nimero de parame-
tros de los que depende la respuesta forzada (y, por tanto, la inertancia) adimensio-
nalizandolos, de forma que puedan extraerse conclusiones generales.

Teniendo en cuenta la definicién de Gy, dada por (2.137), se tiene que £2g; =
wi Gk, luego, sustituyendo en (2.159)

1 {< wi—w? —2iwewy Gy

B k Jiwet
qi(t) = (W2 — w2)? — (2wews, Gr)? 2iwew, G Wi —wp > Qe }
(2.160)

Y si llamamos ¢ a la relacién entre la pulsacion de la excitacion, we, y la pulsacion
propia de la viga no rotatoria, wg, es decir

We
= =< 2.161
(= (2.161)
la respuesta queda

_ 1 1-¢* —2iCGg i Cwk
au(t) = P T e &e[(%wk o > Qk, ¢i¢ t} (2.162)

La aceleraciéon modal serd la derivada segunda de esta expresion respecto del
tiempo

. —¢? 1-¢% —2i(G iCunt
q’“(t):<1—<2)2—<2<Gk>2%{<2i<ék 1Z—C<2k) Qi e’ ] (2.163)

Si denotamos por 6'1’}1 al vector que contiene la representacién compleja de cada
componente de q(t), se tiene

—(2 1_¢2 _2ica )
qlﬁ:(l—@)?—@ch (2i(ék 1Z_C<2k> Qy  dpeC  (2.164)

El vector (':'1’[“{ toma los valores de las inertancias de ambos modos respecto a la

. .y . . T .. .
excitacién en el primero de ellos haciendo Q¥ = (1 O) en la expresién anterior.
De la misma manera, se obtienen las inertancias respecto a la excitacién del segundo

. T . .. .
modo si se hace QF, = (O 1) . Por ello, sustituyendo Q¥ por la matriz identidad
2 x 2, el resultado es una matriz con todas las inertancias, estando las directas en la
diagonal, y las cruzadas fuera de ella. Esta matriz es la siguiente:

fcz 1742 2icGy
(1—-¢2)2 = (2¢G)? <2¢gak 1—¢2 > (2.165)

HNo la llamamos de punto porque en este caso no hace referencia a la respuesta en un punto fisico.
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Asi, la inertancia directa tiene por médulo
¢C1-¢)
(1—-¢%)? = (2¢Gg)?

estando la respuesta en fase o en contra fase con la excitaciéon. El médulo de la
inertancia cruzada es

Agp = (2.166)

2¢° Gy,
(1—¢?)? = (2¢Gk)?

y la respuesta estd adelantada o retrasada 7/2 con respecto a la excitacién.

Apc = (2.167)

La figura 2.10 muestran las graficas de la amplitud de las inertancias directas y
cruzadas para ¢ € [0,7] y para valores de Gy, de 0.05, 0.75, 1.5 y 3. La inertancia
directa se muestra también para el caso G = 0 (viga no rotatoria). En este caso, la
inertancia cruzada es nula.

En la citada figura, puede verse en las graficas de inertancia directa que, para la
viga no rotatoria (G = 0), aparece la esperada resonancia en ¢ = 1, es decir, cuando
se excita a su frecuencia propia wy.

Para G}, > 0, este pico se desdobla en dos, en los valores de ( = /Gz +1—1y
¢ =+/G% +1+1, tanto més separados, por tanto, cuanto mayor es Gy, (es decir, para
una viga dada, cuanto mayor es su velocidad angular). Estos valores de ¢ corresponden
a las frecuencias propias de la viga giratoria, que también se desdoblan. Es un efecto
tipico de los términos giroscdpicos, tal como se muestra en [30] y en [64]. En este caso,
existe también respuesta cruzada, presentando picos a las mismas frecuencias que la
directa. En ¢ = 1, la inertancia directa presenta una antirresonancia, cosa que no
sucede con la cruzada. Como consecuencia de esto, la respuesta cruzada es mayor que
la directa si \/Gﬁ +1-1<(< \/G% + 141, es decir, si la frecuencia de excitaciéon
se encuentra entre las dos frecuencias propias asociadas a los modos de indice k.

2.8. Estabilidad del sistema

Desde un punto de vista general, se dice que un sistema lineal es estable si ante
toda entrada acotada, la salida estd también acotada.

Segun el teorema de Routh-Hurwitz, un sistema lineal continuo es estable si todos
sus autovalores tienen la parte real estrictamente menor que cero [14, 67).

Si la parte real de algin autovalor es estrictamente positiva, entonces el sistema
es inestable.

Un sistema con algin autovalor con parte real nula (imaginario puro) y ninguno
con parte real positiva, recibe el nombre de sistema marginalmente estable. Tal sistema
sélo responde de forma no acotada ante determinadas entradas.

También se puede identificar la estabilidad de un sistema a partir de la respuesta
forzada o de la respuesta libre. En el primer caso, un sistema es estable si alcanza
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Figura 2.10. Inertancias modales.
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el régimen permanente ante cualquier entrada acotada periédica. En el segundo, un
sistema es estable si tiende al punto de equilibrio ante cualquier condicién inicial.

El sistema aqui estudiado es marginalmente estable, dado que todos sus autovalo-
res son imaginarios puros. Es decir, tiene comportamiento estable ante determinadas
entradas, e inestable ante otras.

Este sistema vine representado por la ecuacién (2.92) que a continuacién repro-
ducimos

& -20¢g.Gq"+viqd"=Q" k=1,...,N (2.168)

Evidentemente, la entrada del sistema es la fuerza externa aplicada, dada por
QF, y la salida es el movimiento producido, representado por g*. Pero de ninguna
manera puede considerarse la velocidad de rotacién, {2, como una variable de entrada
en si misma, sino como un parametro mas que caracteriza el sistema, tal como lo es
la pulsacién propia de la viga no rotatoria wg. Lo que si cabe preguntarse es para
qué valores de la velocidad de rotacién el sistema se vuelve inestable.

Por lo dicho anteriormente, la respuesta libre manifiesta un comportamiento ines-
table, dado que no tiende al punto de equilibrio sino que se mantiene en una érbita
entorno a éste (que es qF = 0, evidentemente). Por otro lado, la respuesta forzada
es estable (acotada) para cualquier entrada excepto para excitaciones arménicas de
determinadas pulsaciones (las coincidentes con las pulsaciones propias).

Ahora bien, las expresiones que definen la solucion de la ecuaciéon del movimiento
libre, (2.110), (2.118), (2.128) y (2.129), no presentan singularidades para ningin
valor de 2. Es decir, que este modelo no predice velocidad critica alguna. Esto es
consistente con los autovalores obtenidos de la ecuacién del movimiento (expresiones
de la 2.106 a la 2.109), todos ellos imaginarios puros, coincidiendo con los resultados
de otros autores [16, 45, 46, 72].

No obstante, puede parecer en contradiccién con resultados habituales de dinamica
de rotores [19, 22, 38], donde se hallan velocidades criticas. Debe tenerse en cuenta,
como se indicé en el capitulo 1, que el modelo desarrollado asume que los centros de
masa de todas las secciones se encuentran perfectamente alineados en una recta (la
fibra neutra), sin ningun tipo de excentricidad. Para incluir ésta deberia modelarse la
geometria real de la linea neutra. En ese caso no se cumplirian las hipétesis de partida
de este trabajo, en particular la de geometria de revolucién, y no serian aplicables las
conclusiones aqui obtenidas.

Si se asume que la excentricidad es suficientemente pequenia como para no afectar

a los modos y frecuencias de la viga no rotatoria, todavia es posible aprovechar el

desarrollo aqui mostrado y modelar la excentricidad a través de la fuerza centrifuga

que produce, como una excitacion que, ahora si, es funcién de la velocidad de rotacién.

En este caso, son aplicables los resultados obtenidos en el apartado 2.7, teniendo en

cuenta una excitacion sincrona con la velocidad de rotacién, en los dos planos de
s

vibracién y con un desfase entre ellos de 7. De esta forma, aparecen las esperadas

velocidades criticas, en forma de resonancias, cuando la velocidad de rotacién (y, por
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tanto, la pulsacién de la excitacién) coincide con alguna de las pulsaciones propias de
la viga rotatoria.

Procediendo de esta forma, Sheu y Yang [72] demostraron que una viga de Rayleigh
rotatoria (sistema continuo con infinitas frecuencias propias) tiene sélo un numero
finito de velocidades criticas, como consecuencia de que las pulsaciones propias de la
viga rotatoria son funcién de la velocidad de rotacion.

En [38] puede encontrarse un razonamiento que justifica también la aparicién
de inestabilidades cuando la velocidad de rotacion es igual a la mitad de la primera
pulsacién propia de la viga no rotatoria, atin con el eje equilibrado. Esta inestabilidad,
que sélo ha sido puesta de manifiesto en ejes en posicién horizontal, seria debida
a la deflexién provocada por la gravedad juntamente con una desigualdad entre los
momentos de inercia transversales en alguna de las secciones. Ninguno de estos efectos,
ni la gravedad ni desigualdades en los momentos de inercia, han sido considerados en
este desarrollo, por lo que el modelo no puede ser capaz de predecir tal inestabilidad.

2.9. Conclusiones

Se ha desarrollado un modelo dindmico de un sistema rotatorio sencillo, una vi-
ga. El modelo parte de las hipotesis de viga de Rayleigh para seccién de revolucion
constante, biarticulada y sometida a rotacién segiin su eje principal.

Se ha demostrado que la rotaciéon no influye en las vibraciones axiales y torsiona-
les, y se han estudiado las vibraciones de flexién cuando la velocidad de rotaciéon es
constante.

Debido al modelado unidimensional de la viga, la geometria de la seccién se reduce
a un punto, por lo que no puede definirse una rotacién de la misma en el sentido
geométrico. 12 Por ello, es posible expresar la deformada de la viga rotatoria en cada
instante mediante la superposicién de los modos propios de la viga no rotatoria. Estos
corresponden a deformadas fijas en el espacio que tienen una descripcién constante
en ejes fijos. De esta forma, la deformada de la viga rotatoria se describe facilmente
en ejes fijos.

Se ha obtenido la expresién analitica del movimiento de flexién, tanto para vibra-
ciones libres como para vibraciones forzadas bajo excitacion armonica. Las expresio-
nes resultantes han sido escritas en una forma adimensional més general que permite
caracterizar la respuesta del sistema a partir de un ntimero reducido de parametros.

En este sentido, se ha identificado como unico parametro asociado a la viga que
determina la respuesta un valor que depende de la esbeltez de la viga y de la razéon
entre la velocidad de rotacion y su frecuencia propia. Este parametro determina la tra-
yectoria del centro de la viga para la respuesta libre no amortiguada, que corresponde

12Una rotacién, en el plano por simplicidad, viene definida por el &ngulo que forma un determinado
segmento consigo mismo antes y después de la rotacién. Para definir un segmento es necesario
disponer de, al menos, dos puntos. Es por ello que decimos que un punto no puede rotar.
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a una hipotrocoide. Esta curva se define matematicamente mediante cinco pardmetros
que dependen univocamente de las condiciones iniciales (desplazamiento y velocidad
en cada plano de vibracién) y de la constante caracteristica.

Se ha encontrado que este modelo no predice velocidades criticas. Se ha justificado
que este hecho es debido a que no se considera excentricidad alguna en la posicion del
centro de masas de cada seccion, ni la accién gravitatoria, ni la existencia de ninguna
seccién con diferentes momentos de inercia transversales.

Con respecto a la respuesta forzada se ha demostrado que la respuesta se produce
en ambos planos de vibracién, aunque sélo se excite uno de ellos, lo cual inducird reac-
ciones también en ambos planos.

Estos resultados han sido publicados en Proceedings of the Thirteenth International
Congress on Sound and Vibration [31].






Capitulo 3

Método general para cuerpos
elasticos en rotacién

Objeto del capitulo:

Siguiendo una metodologia consolidada, en este capitulo se obtiene una formula-
cion modal de la ecuacion del movimiento de un cuerpo eldstico en rotacion, partiendo
de los modos y frecuencias propias del sistema no rotatorio. Se muestran sus limita-
ciones para resolver el problema objeto de esta Tesis.
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3.1. Introduccion

En este capitulo se presenta un método que permite modelar la dinadmica de un
sélido elastico tridimensional general con movimiento de rotacion respecto de un eje de
orientacién constante, con velocidad angular también constante. Estd fundamentado
en la técnica de sistemas dinamicos multicuerpo para sélidos flexibles mostrada por
Shabana en [68], particularizada para velocidad angular constante y traslacién nula.
Ademaés, no se aplica sobre un sistema multicuerpo propiamente, sino sobre un tinico
solido.

El método se basa en descomponer el movimiento del cuerpo en uno de sélido rigido
mas unas deformaciones superpuestas a éste. El planteamiento consiste en describir
la deformada del sélido en unos ejes solidarios con él mediante una combinacién de
funciones de forma, para después transformarla a un sistema fijo teniendo en cuenta
el movimiento de sélido rigido seguido. Dada la doble interpretacién que permite
la matriz de transformacién entre sistemas de coordenadas (apéndice A, apartado
A.4), también puede decirse que se buscan unas coordenadas generalizadas que, en
cada instante, definan una deformada del sélido antes de rotarlo tal que, al girarla,
describa la configuracién actual. En la figura 3.1 se muestra como se puede llegar a
una configuracion determinada mediante una deformacion seguida de una rotacion de
cuerpo rigido.

Figura 3.1. Rotacion de solido rigido tras la deformacion.

Como funciones de forma se toman los modos propios del sistema no rotatorio, su-
puesto lineal, consecuentemente con los objetivos de esta Tesis. Asi mismo, se suponen
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conocidas las pulsaciones propias correspondientes. Ambas, deformadas y pulsaciones,
pueden ser obtenidas mediante métodos numéricos como, por ejemplo, el Método de
los Elementos Finitos.

En el problema planteado en la introduccién de esta Tesis (capitulo 1), las fuerzas
de interaccién con el entorno no son rotatorias por no serlo las estructuras adyacentes.
Ademés, resultan aplicadas sobre puntos materiales distintos en cada instante, de
forma que las coordenadas en ejes del sélido de los puntos de aplicacién son variables
en el tiempo.

Veremos que, a consecuencia de ello, aunque este método permite obtener la ecua-
ciéon del movimiento, requiere realizar una integracién en el volumen del cuerpo para
evaluar la fuerza generalizada a cada paso de integracion, lo que no resulta compu-
tacionalmente eficiente.

3.2. Modelo cinematico

Sea un cuerpo eldstico sometido a una rotacion de sélido rigido con velocidad
angular constante, tanto en médulo, {2, como en direccién. Consideremos dos sistemas
de referencia, uno con el mismo movimiento de sélido rigido que el cuerpo y otro fijo,
ambos coincidentes en el instante inicial y con su primer eje en la direccién de la
revolucién.

El dngulo girado en el instante ¢ por el cuerpo serd 0(t) = ¢, y la matriz de
transformacién del sistema mévil en el fijo, A (0(t)), estard dada, en ese instante, por

1 0 0
A= 0cosf —sinf (3.1)
0 sin@ cos@

La derivada temporal de esta matriz se podra expresar como

. dA dA df
siendo
0 O 0
Ag:%: 0 —sinf —cosf (3.3)

0 cosf —sinb

Como se muestra en el apéndice A (apartado A.7), la matriz antisimétrica de velocidad
angular estard dada, en ejes fijos, por

Q=AAT=0A AT =03J (3.4)
donde
00 0
J=ApAT=(00-1 (3.5)

010
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Es inmediato comprobar que, en este caso particular en que la rotacién se da en torno
a un eje comun de ambos sistemas, se cumple

J=A)AT = AT Ay (3.6)
por lo que la matriz de velocidad angular en ejes méviles es también 2 J.

Q=ATA=0ATA)=02J] (3.7)

Dado que tanto {2 como J son constantes, se tiene Q2 =0.Sin embargo, la derivada
segunda de A respecto del tiempo sera

. d2A d2A /dO\? dA d%0 :
A="E = <dt) T g ae = P Ae T QA =2 Ay (38)
siendo
0 0 0
d2A
Ay = T 0 —cosf sinf (3.9)

0 —sinf —cos@

Definamos, por conveniencia, la siguiente matriz

000
E=-ApAT=[010 (3.10)
001
También, en este caso, se cumple
E=—-Ap AT = —AT Ay (3.11)
Noétese que
J=-J" E=ET (3.12)

Por otro lado, siguiendo la metodologia propuesta por Shabana en [68], la particula
que en la no deformada se encuentra en las coordenadas u’ del sistema mévil, en el
instante ¢ habra sufrido una deformacion definida en el mismo sistema por un vector
u’f7 de forma que la posicién final, en estos ejes, estard dada por (véase la figura 3.2)

r' =u’ +u (3.13)
y sus coordenadas en el sistema fijo seran

r=Ar' =A(u +u}) (3.14)

La deformacién u’f podemos describirla mediante el uso de unas funciones de
forma, como se ha visto en el capitulo 2, de manera que se escribe
) )

u(u',t) = S(u') p(t) (3.15)
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Figura 3.2. Descripcion cinemdtica. Se muestran en rojo los ejes fijos, y en azul los
del solido.

quedando entonces
r=A(u+Sp) (3.16)

En lo que sigue, supondremos que las funciones de forma en S son las correspon-
dientes a los modos propios normalizados respecto a la matriz de masa, por lo que
denotaremos a esta matriz de funciones de forma como ®. Asi, la expresion anterior

se escribe
r=A (u+®p) (3.17)

Derivando (3.17) de forma sucesiva respecto del tiempo se obtienen la velocidad y
la aceleracién, respectivamente, de la particula u’.

F=02Ap (u+Pp)+APD (3.18)

F=0%Ap (W +®p)+20A;Pp+A®D (3.19)

3.3. Ecuacién del movimiento

La energia cinética del sistema estard dada por

T:—/ pi! i dv (3.20)
2 Jvs
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estando la integral extendida a todo el volumen ocupado por el sélido (VS) y siendo
p la densidad del material, mientras que la energia elastica vendra dada por

V= % (pr{p> (3.21)

siendo K la matriz de rigidez generalizada asociada a las coordenadas p. Puesto que
estas coordenadas son las correspondientes a los modos propios, la rigidez asociada
es la modal. Y dado que se asume que los modos estan normalizados a la matriz de
masa, K es una matriz diagonal cuyos elementos son los cuadrados de las pulsaciones
propias.

SifY(u’,t) son las fuerzas externas aplicadas de volumen, £*(u’, t) las de superficie
y fP(u’, t) las puntuales, llamemos Qp(t) a las fuerzas generalizadas que producen, es
decir

NT
Qi) = [ v+

o)’ or(u)”
+ /Squ Tf (Ll 7t) dS+§p:Tf (Llp7t) (322)

O, sustituyendo en ésta (3.17)
Q) = / ()T AT £ (W, 1) dv +
Vs

NnNT T es(4/ INT T ep u/ .
i /Surf B Al (“’t)d”zp:@(up) A(t)" £P(u,t) (3.23)

La expresion de las ecuaciones de Lagrange formuladas para coordenadas inde-
pendientes es

d (or\ or av\"
(=) =42 ) = .24
(dt <8p> o 8p) Q (324
donde todas las derivadas temporales son totales y absolutas. Aplicado a (3.20) queda!
d [orT orT v\’
/vsp{dt<3p r) op r} U+(8p> D (325)
lo que puede ser transformado convenientemente como
re d oiT  oiT av\"
el - _ )yl d — ) = 2
for 5ot (G %)t o (5) =@ oo
De (3.18) y (3.19)
orT T AT /H2 / . ..
gr:@ A (Q Agy (u +‘I’p)+2!ZA9<I>p+A<Pp) (3.27)

o N\NT .7 AN\T
1 ; o1 ol _ ( ok or- _ [ or
En las expresiones siguientes debe entenderse o5 = (8p) Y Bp = (8p) .
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d o7 9iT d 9T 9iT
Qo N geTAl s (S T )i 2
a3 op  op 6= (dt op ap> r (3:28)

Y de (3.21) .
(g‘;) —Kp (3.29)

Sustituyendo (3.27), (3.28) y (3.29) en (3.26)

/ p (22T AT Agou' + 22 BT AT Agy ®p +
VS

+208TATA®p+@"ATA®pP) dv+Kp=Qp (3.30)

Teniendo en cuenta (3.6), (3.11) y la normalizacién de los modos a la matriz de
masa, (3.30) queda

p+29/ p@TI®dvp + <R02/ p<I>TE<I>dU> p=
VS VS

=Qp + 92/ p®T Eu’ dv (3.31)
VS
Definamos

5:/ p®TJ®dv (3.32)
VS

E:/ p®TE®dv (3.33)
VS

i:/ p®T Eu’ dv (3.34)
VS

Por su definicién, J es una matriz antisimétrica, mientras que E es simétrica (por
serlo J y E respectivamente), es decir

J=-J" E=E" (3.35)
Con esto, la ecuacién (3.31) se puede escribir como

1‘5+293p+(f<—92ﬁ)p:Qp+92i (3.36)

La ecuacién (3.36) es una ecuacién diferencial ordinaria con coeficientes constantes
que, con unas condiciones iniciales adecuadas, puede ser resuelta para obtener p(¢).
Sustituyendo éstas en (3.17) se obtiene la trayectoria de cada punto material del
solido.

Debe notarse que las coordenadas generalizadas p estan asociadas a formas mo-
dales definidas en ejes del sélido (méviles) y, por lo tanto, rotatorias, a diferencia de
las coordenadas q empleadas en el capitulo 2, que estaban referidas a unas formas
modales fijas en el espacio.
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3.4. Limitacion del método

El término Qy, (dado por (3.23)) depende del tiempo, y las integrales que lo definen
deben evaluarse en cada instante. A pesar de que la integracién es en el volumen, y no
en el tiempo, una separacién de variables no resuelve el problema. Aunque describamos
los campos de fuerzas mediante unas funciones en la forma

fU(u',t) = F'(u’) x"(t) (3.37)
f*(u',t) = F*(u') x*(t) (3.38)
fp(u;,t) = F“’(u;) xP (¢) (3.39)

las fuerzas generalizadas respecto de las coordenadas generalizadas p se calculardn
como

Qp(?)

(/VS ()T AW F”(u’)du) )+

+

+

(Z ®(u,)" A(1)" F”(HL)) X" (t) (3.40)

La presencia de la matriz A(t) en los integrandos y en los términos del sumatorio
obliga a realizar las integrales y la suma en cada instante de tiempo, lo que requiere
un mayor esfuerzo computacional, haciendo inviable la aplicacién de este método para
resolver el tipo de problema descrito en la introduccién de esta Tesis (capitulo 1). Para
sélidos generales, la matriz ®(u’) sélo serd conocida numéricamente. Si se ha obtenido
aplicando el Método de los Elementos Finitos, aiin podria plantearse una integracion
simbolica, aunque no sin dificultad, empleando la interpolacién de elementos finitos.
Una alternativa es el método mostrado en el siguiente capitulo.

3.5. Conclusiones

Se ha obtenido la ecuacién del movimiento de un sélido general girando sobre un eje
fijo con velocidad angular constante. El método parte de las propiedades modales del
sistema no rotatorio (deformadas modales y frecuencias propias), cumpliendo parte
de los objetivos de esta Tesis. Sin embargo, aunque las matrices involucradas en esta
ecuacién son constantes y sélo es necesario calcularlas una vez, el término de fuerza
generalizada debe ser evaluado en cada instante de tiempo por medio de una costosa
integracién en el volumen del cuerpo, lo que limita la aplicabilidad del método.
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Las coordenadas generalizadas estdn asociadas a formas modales definidas en unos
ejes modviles, que siguen la rotacion de sélido rigido. Esto hace que, en general, no sea
intuitiva la interpretaciéon de los resultados modales.

En el proximo capitulo se propone una transformacion de esta ecuacion, aplicable
a cuerpos de revolucion en rotacién sobre su direccion longitudinal, que elimina estas
limitaciones.



Capitulo 4

Cuerpos elasticos de
revolucion en rotaciéon sobre
su propio eje

Objeto del capitulo:

Este capitulo forma el nicleo central de esta Tesis. En €l se explotan ciertas pro-
piedades de los cuerpos de revolucion para transformar las ecuaciones obtenidas en el
capitulo anterior. De esta forma, se obtiene una formulacion equivalente a la primera
que supera sus limitaciones.






4.1. INTRODUCCION 67

4.1. Introduccién

El método presentado en el capitulo anterior permite obtener la ecuacién del movi-
miento de un cuerpo eldstico general, proporcionando la historia temporal de cualquier
particula del mismo. Como se ha visto, aunque los coeficientes matriciales de la ecua-
cién son constantes, el término de fuerzas generalizadas debe obtenerse mediante una
integracién en el volumen del cuerpo en cada instate.

Sin embargo, si se cumple que el cuerpo presenta geometria de revolucién, la rota-
cién se produce en torno a este eje de simetria y las fuerzas externas estan aplicadas
en puntos espaciales que no siguen la rotacion del sélido, entonces es posible apro-
vechar ciertas propiedades del sistema para encontrar una ecuacion del movimiento
que proporcione la historia temporal, no de cada particula material, sino de un sélido
tedrico que ocupa el mismo espacio que el cuerpo en todo instante, pero sin seguir la
rotacién de éste.

El concepto fundamental en el que se basa el método es el hecho de que si una
geometria de revolucion se gira sobre su propio eje de simetria, la configuracién resul-
tante es indistinguible de la primera. La figura 4.1 ilustra cémo tras una rotacién de
cuerpo rigido de la estructura no deformada es posible emplear la misma descripciéon
modal de la deformada (compérese con la figura 3.1, en la pagina 57).

Figura 4.1. Deformacion tras la rotacion de sélido rigido.

Cuando se calculan los modos propios de vibracién de un sélido elastico general
(no necesariamente de revolucién) y se normalizan con algtn criterio, cada uno de ellos
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queda asociado a una deformada particular del sélido. Es decir, estard definido por
un campo vectorial que a cada punto del sélido le asocia un desplazamiento. Ambas
variables, el punto donde se evaltia el modo y el desplazamiento que le corresponde, son
magnitudes vectoriales. Como tales, tendran, en general, una representacién diferente
en cada sistema de coordenadas en que los escribamos.

Si cambiamos la orientacién del sélido, sus modos propios, entendidos como con-
figuraciones deformadas de la materia, estaran girados, por lo que los vectores de
desplazamiento que definen las deformadas también lo estardn, ademads de estar apli-
cados en puntos espaciales con coordenadas diferentes (la nueva posicién del punto
material). Sin embargo, si estas deformadas las describimos en un sistema de coor-
denadas que haya girado de la misma manera, esta descripcién, evidentemente, no
variara.

En cambio, si escribimos las deformadas en el sistema no rotado, sera diferente
la representacién de las mismas. Esto lleva a que, si quieren aplicarse técnicas de
sintesis modal, sea necesario recalcular los modos para cada orientacion del sélido
(reescribirlos), o bien, trabajar en un sistema que se mueva con el mismo. Esta tltima
opcién es la empleada en el método descrito en el capitulo 3.

Los cuerpo de revolucién presentan modos propios elasticos de dos tipos, unos
asociados a autovalores (frecuencias propias) de multiplicidad uno y cuya deformada
mantiene geometria de revolucién (los modos de torsién, algunos de respiracién!, los
de paraguas?,... véase la figura 4.2); y otros que, aunque no tienen esta simetrfa,
corresponden a autovalores de multiplicidad mayor que uno, por lo que describen un
espacio multidimensional de deformadas. Dentro de este espacio, es posible encontrar
infinitas bases compuestas por deformadas ortogonales, y cualquier combinacion lineal
de ellas es también un modo propio. Y también es posible encontrar una base tal que
la configuraciéon que define cada modo de la base o mantiene simetria de revolucién
o existe otro que, junto con el primero, define un subespacio de dos dimensiones
que s{ tiene tal simetria (véase la figura 4.3). De esta forma, los espacios asociados
a autovalores de multiplicidad mayor de dos pueden descomponerse en subespacios
de dimensiones uno y/o dos. En lo que sigue, supondremos que los modos estdn
representados por una base con esas caracteristicas.

En el caso de los modos de sélido rigido, corresponden todos a un autovalor nulo
de multiplicidad seis, por lo que forman un espacio de seis dimensiones y cualquier

1Los modos de respiracién suceden en sélidos de revolucién como consecuencia de la deformacién
de la seccién, mientras se mantiene ésta en su plano y sin rotar en torno al eje de revolucién. Es
decir, todos los desplazamientos son radiales. Su nombre proviene del movimiento que describe el
sélido cuando responde este modo: se hincha y deshincha como si respirara. En algunos de estos
modos, todos los puntos situados en la misma coordenada radial de una seccién determinada tienen
el mismo desplazamiento (aunque diferente entre secciones), lo que conduce a mantener la simetria
de revolucién. Véase la figura 4.2 (a)

2Los modos de paraguas son la extensién a sélidos de revolucién de los modos axiales de las vigas.
La diferencia fundamental con éstos es que la seccién recta no se mantiene plana. Sin embargo,
carecen de desplazamiento circunferencial y mantienen la geometria de revolucién (a diferencia de
los modos de flexién). Reciben su nombre de la forma que adquiere un disco montado en un eje
cuando responde con este modo: semejante a un paraguas. Véase la figura 4.2 (b)
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(a) 1" modo de respiracién de un cilindro (b) 1¢" modo de paraguas del eje de un

vehiculo ferroviario

Figura 4.2. Modos tipicos cuya deformada presenta geometria de revolucion. Las
estructuras se muestran seccionadas longitudinalmente

(c) 1¢" modo de flexién horizontal del eje de un (d) 1¢” modo de flexién vertical del eje de un

vehiculo ferroviario vehiculo ferroviario

Figura 4.3. Modos tipicos de multiplicidad dos. Presentan la misma forma, pero
girada en torno al eje de revolucion.

combinacion lineal de ellos es también un modo de sélido rigido. Dentro de este espacio
es posible encontrar una base (por ejemplo, las tres traslaciones a lo largo de los ejes
principales de inercia y las tres rotaciones en torno a ellos) con las caracteristicas
descritas en el parrafo anterior.

De esta forma, si rotamos un sélido de revolucion sobre su eje, las deformadas de
los modos con geometria de revolucién tienen idéntica descripcion tanto si también
rotamos el sistema de coordenadas como si no. No ocurre lo mismo con las que no
tienen este tipo de geometria, en el sentido de que, fijadas dos deformadas como base
del espacio bidimensional, estas dos deformadas concretas estaran también rotadas.
Sin embargo, el espacio de deformadas que describen no ha cambiado, por lo que las
deformadas no rotadas todavia son una base del mismo. El método que se va a desa-
rrollar en este capitulo explota esta propiedad, empleando la misma representacién
de los modos en un sistema fijo para, mediante superposicién modal, ajustar la de-
formada en cada instante. Esto supone, realmente, emplear modos (entendidos como
deformadas de la materia) distintos en cada momento.

Previamente, es necesario definir mateméticamente el concepto de geometria de
revolucion y formular, también en forma matematica, la propiedad citada en el parrafo
anterior.
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4.2. Cuerpos de revolucion: la transformaciéon mo-
dal

En todo lo anterior se ha tratado de evitar, sin comprometer el rigor, que un
excesivo formalismo matemadtico enmascarase el significado fisico de las ecuaciones.
Sin embargo, dada la trascendencia de este apartado para el desarrollo del método
de obtencién de la ecuaciéon del movimiento, se ha cuidado mas el aspecto formal. En
el apartado siguiente se da una interpretacién fisica de los conceptos desarrollados.
En éste, en cambio, se presenta un conjunto de definiciones y de propiedades escritas
en forma de teoremas. Por un lado, esto facilita la demostracion de lo que se afirma.
Por otro, permite al lector una primera lectura obviando las demostraciones que le
facilitara la comprensién de los desarrollos del apartado 4.5. Una revisién posterior
de las pruebas le permitird comprobar la veracidad de las afirmaciones.

Definicién 4.1 (Geometria de revolucién) Sea A una matriz de giro respecto de
algun eje E, y sean u las coordenadas de un punto del espacio ocupado por un cuerpo
eldstico en una determinada configuracion. Decimos que esa configuracion presenta
geometria de revolucion respecto del eje E si cumple las tres condiciones siguientes:

i) El punto de coordenadas v, definidas mediante
v=Au (4.1)

también pertenece al cuerpo en esa configuracion

it) Toda propiedad del cuerpo definida como campo escalar, f(u), satisface

fu) = f(Au) (4.2)

en esa configuracion

i11) Toda propiedad del cuerpo definida como campo vectorial, f(u), satisface
f(u) = AT f(Au) (4.3)
en esa configuracion
Una consecuencia inmediata de lo anterior es que el punto de coordenadas AT u

es asi mismo un punto del cuerpo en esa configuraciéon, y también se cumple que
f(u) = f(ATu) y f(u) = Af(AT u).

Definicién 4.2 (Cuerpo de revolucién) Decimos que un cuerpo eldstico es de re-
volucion cuando su configuracion no deformada tiene geometria de revolucion.

Definicién 4.3 (Matriz de transformacién modal) Sea ®(u) un campo matri-
cial que contiene la representacion en algun sistema de referencia de N modos propios
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normalizados a la matriz de masa de un solido de revolucion, de tal forma que inclu-
ye bases ortogonales completas de los subespacios asociados a cada autovalor. Dada
una rotacion sobre el eje de revolucion del sdlido, representada por una matriz A,
llamamos matriz de transformacion modal a una matriz B N x N tal que satisfaga

APATu)=®(u)B (4.4)
para todo u del solido.

Por la definicién de sélido de revolucién, las coordenadas AT u pertenecen a un
punto del sélido, por lo que esté definida ®(AT u) y la expresion (4.4) tiene sentido.

Veamos algunas propiedades de la matriz de transformacién modal, B.

Teorema 4.1 (Existencia y unicidad de B) Si la expresion p ®(u)? A ®(AT u)
es integrable en el volumen del cuerpo, entonces la matriz de transformacion modal
existe y es unica. Ademds puede calcularse como

B:/ p @)’ APAT u)dv (4.5)
VS

Demostracion. Multiplicando ambos miembros de (4.4) por p®(u)? e integrando
en el volumen del cuerpo

/p@(u)TA@(ATu)dv:/ p®(u)” ®(u)Bdv (4.6)
VS VS

Puesto que B no depende de u, puede salir fuera de la integral del segundo miembro.
Y recordando que los modos estan normalizados a la matriz de masa, de forma que
ésta es la identidad, queda

/ p@(W)T A®(ATu)dv =B (4.7)
VS

lo que demuestra la existencia y la forma de obtenerla. Para probar la unicidad basta
suponer que existe otra matriz distinta que satisface (4.4). Procediendo de igual modo
se llega a la misma expresién (4.5) para calcularla. m

Teorema 4.2 Si B es la matriz de transformacion modal asociada a la rotacion A,
entonces, la matriz asociada a la rotacion opuesta, AT, es BT.

Demostracion. Si aplicamos una rotacién AT, llamemos B’ a la matriz asociada y
veamos que no es sino BT Segtin la expresién (4.5), B’ se calcula como

B’:/ p®(u)T AT ®(Au)dv (4.8)
VS

Haciendo el cambio de variable v = A u se tiene®

B’ :/ pB(AT V)T AT ®(v)|A|dv (4.9)
VS

3Con el objeto de no complicar innecesariamente las demostraciones, se ha supuesto la densidad
constante. De no ser asi, dado que el cuerpo tiene geometria de revolucién, la densidad satisfard la
definicién 4.1 i), es decir, p(u) = p(AT v) = p(v) por lo que las demostraciones son generales.
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Y recordando que A es ortonormal, por lo que |[A| =14

B = (/Vsp‘b(v)TA@(AT V) dv)T =B (4.10)

lo que completa la prueba.m
Teorema 4.3 La matriz de transformacion modal es ortonormal.

Demostracion. Premultiplicando cada miembro de (4.4) por su traspuesto y por
la densidad, p, e integrando en el volumen

/ p@(ATW)T AT AP (AT u)dv = / pBT ®&(u)” ®(u) Bdv (4.11)
VS VS

Teniendo en cuenta la ortonormalidad de A, que B no depende de u y por la ortogo-
nalidad y normalizacién de los modos resulta

BB =1Inun (4.12)

siendo Iy«n la identidad N x N. Puesto que B es cuadrada, la anterior implica
B” = B!, y por tanto
BB =1Iy.n (4.13)

lo que completa la prueba.m

Teorema 4.4 Los N modos contenidos en la matriz ®(u) corresponden todos a au-
tovalores de multiplicidad uno si y solo si la matriz de transformacion modal es
B =1Iy«n para toda matriz de rotacion A.

Demostracion. Si cada modo en ®(u) corresponde a un autovalor de multiplicidad
uno, entonces definird una deformada con geometria de revolucién. Por lo tanto, por la
propiedad dada en la definicién 4.1 4ii), los desplazamientos descritos por la columna
j-6sima ®(u)? en ®(u) cumpliran

®(u)y =A®ATu)’ j=1,...,N (4.14)

y, por lo tanto
®(u) = AP(ATu) (4.15)

Comparando la anterior con la definiciéon de la matriz de transformacién modal
(dada por (4.4)) se sigue que ésta es la identidad. Reciprocamente, si B = Iy,
entonces (4.4) queda en la forma (4.15), por lo que todos los modos en ®(u) son de
revolucién. m

Teorema 4.5 Si no todos los N modos contenidos en la matriz ®(u) corresponden
a autovalores de multiplicidad uno, entonces la matriz de transformacion modal es
B=1Iyxn sty silo si A =13x3.

4En todo lo que sigue realizaremos este cambio de variable numerosas veces, obviando en lo
sucesivo |A| en las expresiones por ser siempre la unidad.



4.2. CUERPOS DE REVOLUCION: LA TRANSFORMACION MODAL 73

Demostracion. Si A = Iy, por la definicién de B, dada por (4.4), se sigue inme-
diatamente que B = Iy« n. Probemos ahora el reciproco por reduccién al absurdo.
Si es B =1Iyxn, entonces (4.4) queda

A®ATu) = &(u) (4.16)

Si A no fuera la identidad, entonces, por el teorema 4.4, todos los modos en ®
definirfan geometrias de revolucién, contradiciendo la hipétesis, de forma que es A =
I543, lo que completa la prueba.m

Teorema 4.6 Si ®(u) contiene sélo una base ortogonal y normalizada a la matriz de
masa del subespacio asociado a un autovalor, entonces ®(u)B es también una base
ortogonal del mismo subespacio, normalizada de la misma manera.

Demostracion. Cada columna en la expresién ®(u) B representa una combinacién
lineal de las columnas (la base del subespacio de modos propios) de ®(u), por lo que
es un modo propio del mismo espacio. Seran ortogonales entre si y normalizados a la
matriz de masa si se cumple que

/ pBT ®(u)' ®(u)Bdv =I,,xm (4.17)
VS

siendo m la multiplicidad del autovalor. Pero, dado que B no depende de u, es or-
tonormal (teorema 4.3), y ®(u) si es una base normalizada a la matriz de masa, se
concluye la demostracion.m

Teorema 4.7 (Transformacién modal) Si ®(u) contiene N modos propios orto-
gonales y normalizados a la matriz de masa de un solido de revolucion, de tal forma
que incluye bases completas de los subespacios asociados a cada autovalor, entonces
el conjunto de funciones definidas mediante las columnas del producto ®(u)B son
también N modos propios del solido, ortogonales, normalizados de la misma manera
e incluyen bases completas de los mismos subespacios.

Demostracion. Sea n el nimero de autovalores distintos considerados. Separemos
la matriz ®(u) en n bloques (mediante una particién) de tal manera que cada uno
contenga todos los modos asociados a un autovalor. ® sera entonces una matriz fila
formada por bloques de una o dos columnas. Separemos también la matriz B de
forma. consistente para poder realizar por bloques el producto ® B ®”, y hagamos
por bloques el producto indicado en (4.4). Es decir, denotando con superindices los
bloques

ADATu => @®wFBY  j=1,....n (4.18)
k=1

n

Por otro lado, por la propia definicién de B y por ser tnica (teorema 4.1), debe
ser

A ®(ATv)! = ®(u)! BY (4.19)
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por lo que, igualando los segundos miembros de las expresiones anteriores, se sigue

Xn: ®(uw)*BY =0 (4.20)
k=1

ki

Ahora bien, como todas las columnas en ® son modos propios ortogonales, son inde-
pendientes, por lo que de la anterior se sigue

B¥ =0 si k#j (4.21)
Por otro lado, el bloque j-ésimo de ®(u) B se podré calcular como

(®(u)B) = f: ®(u)* B (4.22)
k=1
y por (4.21) _ -

(®(u) B) = &(u)’ B/ (4.23)

Por el teorema 4.6 el bloque (®(u)B)’ (j = 1,...,n) es una base del subespacio
asociado al j-ésimo autovalor formada por modos propios normalizados a la matriz
de masa. Sélo falta demostrar que las columnas de bloques distintos son ortogonales
entre si, lo que es trivial dado que son modos propios correspondientes a autovalores
distintos.m

Teorema 4.8 Sean ®, y ®, una base ortogonal y normalizada a la matriz de masa
del espacio bidimensional de modos propios asociados a un autovalor de multiplicidad
dos, cualquier otro modo propio ®. de este espacio, normalizado de la misma manera,
se puede poner en la forma

D, =P, cosa+ P, sina (4.24)

para algin valor de a. También el reciproco es cierto: cualquier combinacion de la
forma (4.24) es un modo propio normalizado a la matriz de masa.

Demostracion. Si ®. es un elemento del espacio asociado a un autovalor de mul-
tiplicidad dos se podré escribir como combinacion lineal de los dos modos de la base,
en la forma ®. = a ®, + b P;,. Y por estar . normalizado a la matriz de masa, se
debera cumplir que

/ p‘IJCT‘I)cdv:/ p(a®a+b®)" (a®, +b®,)dv =1 (4.25)
% Vs
es decir,
/ p(*®L &, +ab®L & +ab®] &, +b* @] &) dv =1 (4.26)
Vs
y, puesto que ®, y ®;, también estan normalizados de esta manera y son ortogonales,

debera ser
a®+b* =1 (4.27)
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Definiendo
5 si a=0yb>0
a= -5 si a=0yb<0 (4.28)
arctang en otro caso
resultan

a = cos b=sina (4.29)
de donde se sigue (4.24). La prueba del reciproco es trivial. m

Teorema 4.9 Si ®(u) contiene sélo una base de un espacio asociado a un autovalor
de multiplicidad dos, entonces la matriz de trasformacion modal es de la forma

B<cosa sma> (4.30)

sina  cosa

Demostracion. Por los teoremas 4.6 y 4.8, la matriz B debe ser de la forma

5 - A/
B— <CO§O& COS «x ) (431)

sina sinao’

para algunos a y o'. Por otro lado, por el teorema 4.3, se debe cumplir que

1 cosa cosa’ + sina sin o’
Iowo =BT B = 4.32
2x2 (cosa cos o + sin o sin o/ 1 (4.32)
por lo que debe ser
cosa cosa’ +sina sina’ = cos(a —a’) =0 (4.33)
y por lo tanto o/ = a £ 7, por lo que B es alguna de las dos siguientes
cosa sina , s
= . =a— — 4.34
(sma —cosa) bata @« 2 ( )
o bien )
B= (c.osa B sma) para o =a+ - (4.35)
sina  cos« 2

Ahora bien, por el teorema 4.5, B debe ser la identidad cuando lo sea A, por lo que
no puede ser (4.34), lo que completa la prueba.m

Teorema 4.10 Si oy es el pardmetro de la matriz de transformacion modal asociada
a la rotacion 01 y as es el correspondiente a la rotacion 0y, entonces el pardmetro de
la matriz de transformacion modal asociada a la rotacion 61 + 02 es a1 + as

Demostracion. La rotacion dada por 6,465 puede considerarse como dos rotaciones
sucesivas, de valores 67 y 02 respectivamente, en torno al mismo eje. Por tanto, (véase
lo enunciado para rotaciones sucesivas en el apéndice A, apartado A.6) las matrices
de rotacién A asociadas cumpliran

A0 +02) = A(01) A(02) (4.36)
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por lo que se tiene
A0+ 02) (B(A(01 +02)" u)) = A(61) A(62) (B(A(62)" A(61)Tn))  (4.37)
Como a A(6) le corresponde B(az), serd
A0 +0) (B(A0: +0)7 W) = A(B)) (®(A@)T W) Blaw)  (4.39)
Y, andlogamente, como a A(6;) le corresponde B(a1), queda

A0 +602) (B(A(61 + 02)" 1)) = (®(u)) B(a1) B(az) (4.39)

Sélo queda demostrar que B(ay) B(ag) = B(ag + az), lo cual es inmediato:

B(os) Bla) = (cosal —sinal) (cosozg _Sma2> (w10)

sino; cos o sin g €OS (g
por tanto,

Blar) Bla) = (

COS (v] COS(vg — Sin (7 sinag — Sin v COS vy — COS (¥1 SIN (g
sin vy cos s + cos vy sinag  COS @y COS (vg — SIN vy Sin ap

(4.41)
Es decir )
B = (0T ey ) 0
por lo que es
B(Oél) B(Oég) = B(Oq + 042) (443)

lo que completa la prueba.m

Teorema 4.11 Si ®(u) contiene sdlo una base de un espacio asociado a un autovalor
de multiplicidad dos, entonces la matriz de trasformacion modal asociada a la rotacion
de un dngulo 0 dada por la matriz A(6) es

cosf —sinb . cosf sinf
B(9) = <sin9 cosf > o bien B(9) = < —siné 0050> (4.44)

dependiendo del orden en que aparecen en ® los elementos de la base.

Demostracion. Por el teorema 4.9, B es de la forma dada por (4.30). Basta, pues,
demostrar que « es de la forma o = £0 + 27k, con k entero, ya que B(£0+27k) =
B(+0) B(27 k) = B(£0). Para ello, consideremos la identidad (4.4), que puede escri-
birse en la forma

AO)®AH) u) =®(u)B(a) Vu (4.45)

como la definicién implicita de una funcién f que a cada 6 le asigna un « = f(6).

Por el anterior teorema 4.10, se tiene que

f(0r +62) = f(01) + f(62) (4.46)
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La derivada de « respecto de 0 es

o SO+ 80) — )
o =370 = fm, Y, -
o fO) + F(A0) —f(0) . f(AF)
= 5, AD = Am T Rp v (447)

Es decir, la derivada de « respecto de 6 no depende de 6 (luego es constante),
por lo que la funcién f es de la forma a = f(0) = a6 + b con a y b constantes.
Dado que, por el teorema 4.5, cuando A es la identidad (por ejemplo, para § = 0), B
también lo es (es decir, & = 27 k), se tiene f(0) = 27k, luego debe ser b = 27k v,
por tanto, @ = a6 4+ 27 k. Sélo queda, entonces, demostrar que |a| = 1. Lo haremos
por reduccién al absurdo.

Si fuera |a| > 1, existirfa un 6 con |0| €]0,2 7] tal que o = 27 (k + 1) (concre-
tamente, § = 27/a), lo que llevarfa a que a una matriz A(27/a) # Isxs le corres-
pondiera una B(27 (k + 1)) = Inxn, contradiciendo el teorema 4.5. Andlogamente,
si fuera |a] < 1 existirfa un « con |a| €]0,27[ tal que § = 27 (concretamente,
a =27 (a+k)), lo que llevarfa a que a una matriz A(27) = I3«3 le correspondiera
una B(27 (a + k)) # Inxn, lo que también contradice el teorema 4.5. De forma que
sélo puede ser |a| =1, quedando a =0+ 27k 6 a = -0+ 27k.

Dada la expresién (4.4) de definicién de B, intercambiar el orden de los modos en
® lleva a permutar el orden de las filas y de las columnas en B, lo que, finalmente,
completa la prueba.m

Corolario 4.12 La matriz de transformacion modal es funcion exclusivamente del
dngulo 0 correspondiente a la matriz de transformacidn A(0).

La prueba es trivial, por los teoremas 4.4, 4.7 y 4.11.m

En el apartado 4.5 veremos que la matriz B permite transformar convenientemente
la ecuacién del movimiento (3.36). Para ello, es necesario obtener previamente algunas
propiedades més de la matriz de transformaciéon modal, que seran empleadas en dicho
apartado.

La matriz modal ® es una base del espacio N-dimensional de las deformadas del
cuerpo, idéntico a RY. Dado que, por el teorema 4.7, @ B es otra base del mismo
espacio, puede interpretarse B como una matriz de cambio de base. En el capitulo
anterior se han introducido las matrices K, J y E y el vector L. Veamos que cumplen
el siguiente

Teorema 4.13 Las matrices I~{, J y E y el vector L son invariables ante el cambio
de base definido por la matriz de transformacion modal, es decir

B"KB=K B"JB=J B'EB=E B'L=L (4.48)

Demostracion. La matriz K es una matriz diagonal formada por los autovalores
asociados a los modos propios. Estos autovalores son los mismos, independientemente



78 CUERPOS ELASTICOS DE REVOLUCION EN ROTACION SOBRE SU PROPIO EJE

de la base que se tome de cada subespacio asociado a los de multiplicidad dos. Por
el teorema 4.7, la combinacién lineal ® B define otro conjunto de modos propios
asociados a los mismos autovalores, por lo que la matriz de rigidez modal K es la
misma. Ademds de este razonamiento fisico, se puede demostrar mateméticamente
como sigue. Subdividamos la matriz K en n? bloques semejantes a los de la matriz B
definidos en el teorema 4.7, siendo n el ntiimero de autovalores diferentes considerados.
Sélo los bloques en la diagonal K** son no nulos, por ser K diagonal por definicién.
Lo mismo ocurre con la matriz ]§, segin se ha visto en la demostracién del teorema
4.7, por lo que sera

~ kj "oz ~ ) B KFFBFF & b — 4
BT K B) - BH KM B™ — J 4.49
( 2.2 0 akzj 449

Si el k-ésimo autovalor es de multiplicidad uno, entonces los correspondientes
bloques K** y B¥* son de dimensién 1 x 1, siendo K** = w,z por definicién y BFF =1

~ kk ~
por el teorema 4.4, por lo que se cumple (BT K B) = K** de manera trivial. Por
otro lado, si la multiplicidad del k-ésimo autovalor es dos, entonces Kk* y BF* son
de dimension 2 x 2, siendo
ghk = (kO (4.50)
S\ 0 Wi '

por definicion, y

kk [ cosf Fsind
B = <j:sin0 cos ) (4.51)

por el teorema 4.11 (donde se entiende que los signos que acompafian a los senos son,
o ambos los superiores, o ambos los inferiores). De esta forma

kk X . 2 . .
T ~( cosf =£sinf wi 0 cosf Fsind

(B KB) - <:Fsin9 cosf ) < 0 w? +sinf cosd (4.52)

Es decir
Kk 2 2 .2 2
T [ wj (cos® 0 + sin” 0) 0 C(wp 0\ =gk
(B KB) _< 0 w? (cos? 0 +sin?0) ) — \ 0 w? =K
(4.53)

para k= 1,...,n, lo que completa la prueba de que BT KB=K.

Probaremos seguidamente que B” JB = 1J. Por la definicién de la matriz J, dada
por (3.32), se tiene

B”JB =B" / p®(u)T J®(u)dvB (4.54)
VS

Y teniendo en cuenta la definicién de J, dada por (3.5),

BTJB = / pBT ®(w)T Ay AT ®(u) Bdv (4.55)
VS
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Por la definicién de B,
B”JB :/ p®(ATu)T AT Ay ®(AT u)dv (4.56)
Vs

y por (3.6)

B"JB= | p®A"wWI®ATu)dv (4.57)
VS

de forma que, haciendo el cambio de variable v = AT u (con |A| = 1), se tiene

BTIB= [ peW)TJ@(v)dv=17J (4.58)
VS

Veamos ahora que B” EB = E. Recordando las definiciones de E y f}, dadas por
(3.10) y (3.33), respectivamente, y procediendo de forma andloga a la anterior,

B"EB = / pBT ®(u)"E®(u)Bdv =

\E

_ / pBT ®(u)” Agy AT ®(u) B dv =
\E

B / p®(ATu)" AT Agy (AT u)dv =
\E

= / p@(ATWTE®AT u)dv =
Vs

= / p@ V) E®(v)dv=E (4.59)
Vs

Finalmente, probaremos que BTL=L. A partir de la definicién de L (3.34) y
procediendo como antes
BTL = / pBT ®(uw)  Eudv =

VS

= / pBT ®(u)” Agy AT udv =
VS

= / p@(ATW)T AT Agg AT udv =
VS

= / p@(ATWTEAT udv =
VS

= / p®(v)TEvdo =L (4.60)
VS

lo que completa la prueba.m

Demos, por conveniencia, la siguiente
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Definicién 4.4 (Matriz giroscépica modal) Llamaremos matriz giroscépica mo-
dal, y la denotaremos por G, a la definida mediante

3

= o®(u)T _
G—/Vsp <Z B, (Ju)z> ®(u) dv (4.61)

i=1

donde u; y (Ju); denotan la componente i-ésima de los vectores u y Ju, respectiva-
mente.

Teorema 4.14 Si By es la derivada de B respecto de 0, la matriz definida mediante
el producto Bg BT es independiente de 6 y puede calcularse mediante

B;BT =J+G (4.62)

Demostracién. En primer lugar, calculemos la derivada de ®(v) respecto de 6,
cuando v =A(f)u

de i1 8vi de n 1 a’l}i
3 3
_ 0P (v) (d(Au))v:ZB‘i(lv) (Agu), =

dB(v) < 0B(v) dv; < 0B(v) <dV> _
do

P ov; dé P ov; v
3 3
0P (v) T B 0P (v)
_; 7 (Ag A v)i_; o, TV (4.63)

siendo v; la componente i-ésima del vector v y denotando mediante (); la componente
i-ésima, del vector resultado de la expresion entre paréntesis.

Por otro lado, por el teorema 4.2, se tiene

®(u)BT = AT ®(An) (4.64)
Trasponiendo y derivando respecto de 6
d®(Au)”
By ®(u)’ =®(Au)" Ay + % A (4.65)

y postmultiplicando (4.65) por (4.64) y por la densidad e integrando en el volumen
ByB” = / pBy ®(n)” ®(u) BT dv =
Vs

®(Au)”
=/ p@(Au)TAgAT‘i(Au)dv—l—/ pMAAT{%Au)dU:
Vs Vs deo

T
:/ ptI>(Au)TJ<I>(Au)dU+/ p A
VS VS de

/VSP@(V)TJQ(V)dUJr/Vszg: (3'151(;) (JV)Z-> B(v) dv =

=1

®(Au)dv =

J+G (4.66)
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Dado que J y G no dependen de 6, se completa la prueba.m

Teorema 4.15 Si Byy es la derivada sequnda de B respecto de 0, la matriz definida
mediante el producto Bgg BT es independiente de 6 y puede calcularse mediante

BBl =-J+G)J+G)7T (4.67)

Demostracion. Por el anterior teorema 4.14, By BT es constante, por lo que

d
— (ByB") =0 4.68
= (ByBT) (1.65)
de forma que
By B’ = -ByB] = -B,B" BB} (4.69)
y por el teorema anterior
BB =—J+G)J+G)T (4.70)

Como J y G no dependen de 0, se completa la prueba. m

Teorema 4.16 La matriz definida mediante el producto Bng es independiente de
0 y puede calcularse mediante

BIB =JJ+G)T (4.71)

Demostracion. Procediendo como en los casos anteriores, la expresion B J Bg pue-
de desarrollarse como

BIJB =B [ p@u’J&(u)dvB] =

Vs

B[ p®(uAgAT ®(u)dvBTBB] =
VS

p@(AW)T AAGAT AT ®(Au)dvBB] =

Il
—

VS
p@(AW) " AAT A AT ®(Au)dvBB] =

I
—

VS

p®(Au) ' I®(Au)dvBB] =

Il
—

VS

p®(v)TI®(v)duBB] =

—

VS
=JBBl =JJ+G)T (4.72)

Puesto J y G no dependen de 0, se completa la prueba. m

Teorema 4.17 La matriz giroscopica modal es antisimétrica. Es decir

G=-G7 (4.73)
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Demostracion. Por el teorema 4.14, se tiene G=17J- By BT. Dado que J es
antisimétrica, como se mostré en el capitulo 3, basta demostrar que By BT también
lo es. Puesto que B es ortogonal, es decir BB” = Iy y,

d
5 (B B”) =0 (4.74)
luego

By,B” = BB} = — (ByB”)" (4.75)

lo que completa la prueba.m

Si la matriz A es variable en el tiempo, representando un movimiento continuo de
rotacién, entonces B también serd, en general, funcién del tiempo. Para que exista
una tal matriz, es un requisito que la rotacién definida por A se produzca en torno
al eje de revolucién del cuerpo, por lo que la rotacién debe tener constantemente esa
direccién. Ello implica que la velocidad angular puede cambiar de amplitud, pero no
de direccion.

4.3. Interpretacion fisica de la transformaciéon mo-
dal

Para ilustrar lo que fisicamente representa la transformacién modal, considere-
mos en primer lugar un caso sencillo, una viga biarticulada en rotacion sobre su eje
longitudinal. En la figura 4.4, la imagen (a) muestra una base de modos propios de
la viga no rotatoria correspondiente a la primera frecuencia de flexién. También se
sugiere una representacion esquemaética de esta base. Llamemos a estos modos base de
referencia. La imagen (b) muestra, en el instante inicial (¢t = 0), en el que los ejes del
cuerpo (en gris) y los fijos (en negro) son coincidentes, la representacién esquemadtica
de la base de referencia. En un instante posterior (¢ = t1) el cuerpo habré girado cierto
angulo (imagen (c)). E igualmente lo habran hecho los modos propios y los ejes del
sélido. Comparando las imdgenes (b) y (c) se aprecia que los modos que conforman la
base de referencia, aunque tienen la misma representacion en ejes del sélido en ambos
instantes, se describen de forma diferente en el sistema fijo en el instante t = ¢; a
como lo hacian en el t = 0.

Dado que la estructura es de revolucion, igualmente podemos seleccionar otra
base distinta en el instante ¢t = 0, por ejemplo, la mostrada en la imagen (d), a la que
llamaremos base actual. En ese caso, en el instante ¢; (imagen (e)) la representacién
en el sistema fijo de la base actual coincide con la que tenia la base de referencia en
el instante ¢t = 0 (imagen (b)).

De esta forma, es posible trabajar con una misma representacion de los modos
en ejes fijos (la de la base de referencia), si en cada instante se emplea una base
modal adecuada, la base actual, distinta en cada momento. Por ser ambas bases
representaciones del mismo espacio modal, es posible escribir la actual como una
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(a)
=0
(b) / (c)
t=0 =1
(d) ! (e)
t=0 B t=1n

Figura 4.4. Interpretacion de la transformacion modal.
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combinacién lineal de la de referencia. Veremos a continuacién que es la matriz de
transformacién modal la que define, en cada instante, la combinacién adecuada. Asi, la
base actual puede obtenerse en cada instante postmultiplicando la base de referencia
por la traspuesta de la matriz de transformaciéon modal. Es decir, esta matriz permite
elegir en cada instante bases de modos distintas, tales que su representaciéon en el
sistema fijo es siempre la misma.

En el ejemplo mostrado, al ser la viga un cuerpo unidimensional, los puntos de la
no deformada no cambian de posicién durante la rotacién. El caso general con sélidos
tridimensionales es un poco mas complejo, dado que las particulas materiales cambian
de posicién en cada instante aunque no haya deformacién. Sin embargo, el problema se
simplifica si centramos la atencién en los puntos espaciales que pertenecen al volumen
de la no deformada, ya que éstos no se ven afectados por la rotacién, en lugar de
estudiar el movimiento de las particulas.

Sea un sélido general (de revolucién o no) y definamos un sistema de ejes solidario
con la no deformada del mismo, inicialmente coincidente con un sistema fijo. Una
vez calculados y normalizados N modos propios del sélido (la base de referencia),
entendidos como deformadas de la materia, éstos vendran dados, en el sistema del
cuerpo, por un campo matricial, al que llamaremos ®(u’), siendo u’ las coordenadas
en el mismo sistema de un punto del sélido.

Apliquemos un movimiento de rotacién, definido por A(t), al sélido, y con él, al
sistema del cuerpo y a las deformadas materiales. Evidentemente, la representacion
de estas deformadas en el sistema del cuerpo seguird siendo ®(u’), que es constante
en el tiempo. Sin embargo, su representacién en el sistema fijo serd A(t) ®(u’) que,
en general, si depende del tiempo. Si nos interesamos por la deformacién en el punto
que ocupa las coordenadas u en la no deformada en el sistema fijo y la intentamos
describir mediante una superposicion modal, trabajando en ese sistema, dado que
u’ = A(t)” u nos encontraremos empleando unos modos con la forma

U(u,t) = A(t) ®(A(t)" ) (4.76)
es decir, con expresion diferente en cada instante.

Ahora bien, si el sélido es de revolucion, por el teorema 4.1 existe la matriz de
transformacién modal, B(t), que satisface

®(u) = At) (AT ) B(t)T (4.77)

por lo que resulta
U(u,t)B(t)! = ®(u) (4.78)

de modo que ¥(u,t)B(t)”, que es la representacion en el sistema fijo de unas combi-
naciones de los modos materiales (dadas por las columnas de BT), toma los mismos
valores que ®(u). Es decir, la representacién en el sistema fijo de la base definida
como ¥(u,t)B(t)T (que es la que hemos llamado base actual) es la misma en todo
instante de tiempo y coincidente con la representacién en el sistema del cuerpo de
los modos materiales ® (base de referencia) si se toma el argumento de éstos como
coordenadas del sistema fijo (puntos espaciales).
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Por tanto, la traspuesta de la matriz de transformacién modal, B(¢)?, define, en
cada instante de tiempo, qué combinacién lineal de los modos materiales calculados
inicialmente tiene la misma representacion en el sistema fijo que éstos en el de cuerpo.
Por los teoremas 4.2 y 4.7, esta combinacién también es un conjunto de modos propios
normalizados a la matriz de masa que, aunque serdan modos materiales diferentes en
cada instante, tiene una representacion constante en ejes fijos.

4.4. Sintesis modal mixta lagrangiana—euleriana

La técnica conocida como Arbitrary Lagrangian—FEulerian (ALE) Method, amplia-
mente empleada en el estudio de la interaccién fluido—estructura [24], fue desarrollada
para mejorar las prestaciones de los enfoques lagrangiano y euleriano. En el método
lagrangiano, las coordenadas empleadas sitian a cada particula material, mientras que
en el euleriano se refieren a posiciones fijas del espacio, por las que pasan diferentes
particulas a lo largo del tiempo. En el método ALE, las coordenadas no sitian particu-
las, pero tampoco se refieren a posiciones fijas, sino que se modifican para ajustarse
mejor a la geometria del problema, cambiante con el tiempo. La aplicaciéon practica
de las técnicas ALE se desarrolla en un contexto de diferencias finitas [35, 36, 39, 61]
o de elementos finitos [13, 25, 40] y es necesario suministrar un algoritmo (arbitrario,
de ahi el nombre) de deformacién de la malla. De la eleccién del algoritmo depende
la calidad de los resultados obtenidos.

A continuacién se presenta una técnica andloga en la que el algoritmo no es ar-
bitrario. Cuando se aplica mediante el Método de los Elementos Finitos, la malla se
deforma mediante una combinacién de los modos propios de la estructura no rotatoria
para ajustarse a la geometria deformada, aunque las particulas materiales que ocupan
cada elemento cambien con el tiempo debido a la rotacién. De esta forma, la malla
sélo sufre pequenos desplazamientos, mientras la materia fluye a través de ella con
los grandes desplazamientos rotacionales.

Consideremos una configuracion de referencia del sistema, dada por la que toma
la no deformada en el instante inicial, en el que son coincidentes ambos sistemas de
referencia, el fijo y el del cuerpo. Una particula material tendrd, en esa configuracién,
las mismas coordenadas en ambos sistemas. Dado que el sistema del cuerpo sigue
el mismo movimiento de sélido rigido que éste, las coordenadas de la particula en
la no deformada en este sistema, u’, serdn constantes, por lo que podemos tomar-
las como identificadoras de la particula, definiendo asi sus coordenadas materiales o
lagrangianas.

En el capitulo 3 se ha mostrado que el vector de posicién en ejes fijos r(u’,t) en
el instante ¢ de un punto material representado por sus coordenadas lagrangianas u’
puede escribirse de la forma

r(u,t) = A(t) (0 + ®(u') p(t)) (4.79)

para algiin conjunto de coordenadas generalizadas p.
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La coordenada euleriana de la particula que ocupa la posicién u en el sistema fijo
en el instante ¢, es, por definicién, la propia posicién de la misma en ese instante, es
decir, r(u’,t). No obstante, dado que estamos tratando el movimiento global como la
superposicién de dos, una rotacién de sélido rigido, més unas deformaciones elésticas,
podemos considerar éstas 1ltimas como una propiedad definida mediante un campo
vectorial en la no deformada, y definir como coordenada mizta lagrangiana—euleriana
la posicién en cada instante de la particula en la no deformada (que si habrd rotado),
que serd u = A(t) (u').

Por tanto, la particula material que en el instante ¢ se encuentra en las coordena-
das espaciales (mixtas) en el sistema fijo u, que serd una particula distinta en cada
instante, tiene unas coordenadas materiales (lagrangianas) dadas por v’ = A ()7 u,
de forma que su vector de posicién en el instante ¢, en ejes fijos, serd r(A(t)7 u,t), lo
que permite definir una funcién s(u,t) = r(A(t)7 u,t), es decir

s(u,t) = A(t) (A(t)T u+ (A1) u)p(t)) (4.80)

y, por tanto,
s(u,t) =u+ A(t) ®(A(t)" u)p(t) (4.81)

Teniendo en cuenta la definicién 4.3 de la matriz de transformacién modal, la
anterior queda
s(u,t) =u+ ®(u) B(¢) p(t) (4.82)

En la expresién (4.79), los modos materiales ® estdn descritos en un sistema de
coordenadas que sigue la rotacién del sélido. Por lo discutido en el apartado anterior,
la matriz de transformaciéon modal permite emplear esta misma descripcion de los
modos, ®(u), interpretada en el sistema fijo y evaluada en las coordenadas espaciales
(mixtas) u, si se emplea unos modos materiales distintos en cada instante, obtenidos
mediante la combinacién de los modos iniciales dada por ®(u’) B(t) y se evalia ®
en u’ = A(t)T u. Dado que la descripcién de éstos tltimos es constante en el sistema
fijo, pueden considerarse ®(u) como unos modos espaciales, distinguiendo éstos de los
modos materiales.

Por otro lado, las coordenadas generalizadas p(t) definen también una combinacién
lineal de los modos materiales. Podemos agrupar los coeficientes de ambas, definiendo
una combinacion de los modos espaciales dada por

q(t) = B(t) p(t) (4.83)

de forma que se tiene
s(u,t) =u+ ®(u) q(t) (4.84)

Resumiendo, las coordenadas generalizadas p(t), a las que llamaremos coordenadas
modales lagrangianas, representan, en cada instante, una combinacién lineal de un
conjunto de modos propios materiales expresados en el sistema del cuerpo, en el que
son constantes (®(u’)). Sin embargo, la expresién de estos modos en el sistema fijo
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es una funcién del tiempo (concretamente A(t) ®(u’)). Por contra, las coordenadas
generalizadas q(t), a las que llamaremos coordenadas modales miztas lagrangianas—
eulerianas, o simplemente coordenadas modales miztas, definen, en cada instante, una
combinacién de los modos espaciales, siendo éstos constantes en el sistema fijo.

4.5. FEcuacion del movimiento en coordenadas mo-
dales mixtas

Puede obtenerse la ecuacién del movimiento en coordenadas modales mixtas a
partir de la deducida en el capitulo 3 en coordenadas modales lagrangianas (ecuacién
(3.36)). La relacién entre ambos sistemas de coordenadas viene dada por la expresion
(4.83). Premultiplicando por BT y derivando resulta

p=B"q p=B"q+B"q p=BTq+2B"q+B g (4.85)
Sustituyendo las anteriores en (3.36) y premultiplicando por B
B (BTq+21'3Tq+BTq) +
+20BJ (BTq+BTq) +
+B (f{- QQE) BT q—
=BQ,+2°BL (4.86)

Reordenando términos, y teniendo en cuenta los teoremas 4.3, 4.13, 4.14, 4.15 y 4.16,
queda

q-29c~;q+(f<+fz2 (jjT—éCN}T—E»q:BQp—kQQi (4.87)
que definiendo o o N
C=JJ"-GGT -E (4.88)
Qy=BQ; (4.89)
se puede poner
q—296q+(f<+92(~3)q=Qq+92i (4.90)

Las fuerzas generalizadas en las coordenadas lagrangianas p, Qp, estdn dadas por
la expresion (3.23) que a continuacién repetimos

Qp(t) = /VS )T AT (W t)do +
+/ ()T AT 5 (0, t)ds +
Surf

+ > @) A P(u),,t) (4.91)
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donde los campos de fuerzas £ (u’, 1), £*(u', t) y £P(u},,t) estan descritos en el sistema
de coordenadas fijo y definidos respecto a las coordenadas materiales (lagrangianas).
Redefinamos éstos respecto a las coordenadas espaciales (mixtas), dando lugar a los
campos g¥(u,t), g°(u,t) y gP(up, t), respectivamente, y, como se explicé en el capitulo
2, describamoslos mediante unas funciones en la forma

g’(u,t) = F"(u) x"(t) (4.92)
g’(u,t) = F°(u) x°(t) (4.93)
g’ (up,t) = F¥(u,) x"(t) (4.94)

Con esto, las fuerzas generalizadas respecto de las coordenadas mixtas q se calcu-
lan como

Qq.(t) =B 9 ()T AT FU(u)dv x¥(t) +

+ B ()T AT Fo(u)ds x*(t) +
Surf

+ B Y @) A1) FP(u,) X" (1) (4.95)

que, por la definicién de la matriz de transformacion modal y recordando que
u=Au’, queda

Qq(t) = /VS ®(u)? FY(u)dv x(t) +

T s s
+ /Swf ®(u)" F°(u)dsx*(t) +

+ ) ®(u,)" FP(u,) xP(t) (4.96)
p
Definiendo

F' = / ®(u)” FY(u)dv (4.97)

VS
F* = / ®(u)” F*(u)ds (4.98)

Surf

FP =Y ®(u,)  F(u,) (4.99)

p

se puede poner _ _ _

Qq(t) =F"x" +F°x* + F' x” (4.100)

con lo que, finalmente, la expresién (4.90) queda

Q—zfzéq+<f<+(226)q:ﬁ”x”+ﬁsxs+ﬁpx”+(22i (4.101)
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con, recordando (4.84),
s(u,t) =u+ ®(u) q(¢) (4.102)

La ecuacién (4.101) es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de coefi-
cientes constantes. Conocida la historia temporal de las fuerzas aplicadas, x¥, x° y
xP?, v las condiciones iniciales q(0) y q(0) puede integrarse para obtener q(t) y, me-
diante (4.102), obtener la posicién s(u, t) de la particula que ocuparia las coordenadas
u del sistema fijo en el instante ¢ si no hubiera deformacién.

A diferencia de la ecuacién presentada en el capitulo 3 (3.36), en la (4.101) todas las
integraciones en el volumen del sélido se realizan una 1inica vez porque los integrandos
no dependen del tiempo, de forma que pueden hacerse a priori, antes de comenzar
una simulacién.

La ecuacién (4.101) puede interpretarse, mediante el principio de d’Alembert,
como el equilibrio de la fuerza generalizada aplicada, la fuerza generalizada elastica
y la fuerza generalizada de inercia. La primera, representada por Qq, la segunda por
IN(q y la tercera por todos los demds términos. El significado fisico de todos ellos se
muestra en la tabla 4.1.

Qg Fuerzas externas aplicadas
K q Fuerzas elésticas
q Componente de la aceleraciéon debida a la deformacién
—20G q Términos giroscopicos
22C q-— 2? L Aceleracién centripeta debida a la rotacién. En parte

debida a la no deformada (L) y en parte a la debida a
la deformacién (C)

Tabla 4.1. Significado fisico de los términos de la ecuacion del movimiento en
coordenadas modales mixtas.

4.6. Ecuacion del movimiento en coordenadas mo-
dales lagrangianas

La ecuacién del movimiento encontrada en el capitulo 3 presenta el inconveniente
de que la obtencién de las fuerzas generalizadas requiere realizar una integracién en
el volumen del cuerpo en cada instante. Sin embargo, si el sélido es de revolucién, la
matriz de transformacién modal permite también calcular éstas fuerzas respecto de
las coordenadas lagrangianas mediante una integracién independiente del tiempo.

Teniendo en cuenta (4.89), serd también

Qp =B Qq (4.103)
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es decir, por (4.100), se tendrd
Qp(t) =BT F'x" + BT F* x* + BTFP x? (4.104)
de forma que la ecuacién (3.36) se escribe, para sélidos de revolucién, como
Bb+20Tp+ (f{— QQE) p=BTF'x" + BTF x* + BTF x? + Q2L (4.105)
Si el interés estd en la trayectoria de una particula, entonces, mediante (4.79),

r(u,t) = A(t) (0 + ®(u’) p(t)) (4.106)

Si los puntos de interés son de interaccién con estructuras no rotatorias, recordando
(4.82), se tiene
s(u,t) =u+ ®(u) B(¢) p(t) (4.107)

El uso de las ecuaciones (4.105) y (4.107) requiere el célculo de la matriz de trans-
formaciéon modal B(t). A parte del método de cdlculo dado en el teorema 4.1, que
requiere una costosa integracién en cada instante, es posible obtener su expresion
simbolica por inspeccién de las multiplicidades de las frecuencias propias y del orden
en que aparecen los modos en ®, gracias a los teoremas 4.4 y 4.11. Sin embargo, en
este caso es mucho mas sencillo trabajar en coordenadas modales mixtas.

En la ecuacién (4.105) se asume que las fuerzas externas estdn descritas respecto
de coordenadas espaciales (mixtas).

Igual que antes, la ecuacién (4.105) también puede interpretarse como el equilibrio
en la fuerza generalizada aplicada, Qp, la fuerza generalizada eléstica, K p, y la fuerza
generalizada de inercia, representada por todos los demés términos. El significado
fisico de todos ellos se muestra en la tabla 4.2.

Qp Fuerzas externas aplicadas
K p Fuerzas elédsticas
P Aceleracién relativa
207 P Aceleracion de Coriolis y términos giroscopicos
—2Ep— 22L  Aceleracién de arrastre debida a la no deformada (i) mas la

debida a la deformacién (E)

Tabla 4.2. Significado fisico de los términos de la ecuacion del movimiento en
coordenadas modales lagrangianas.

4.7. Conclusiones

Para sélidos de revoluciéon en rotacién sobre su propio eje, se ha demostrado la
existencia de una transformacién de los modos propios del sistema no rotatorio que
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permite aplicar técnicas de sintesis modal empleando formas modales fijas en el espa-
cio. Se ha introducido el concepto de sintesis modal mixta lagrangiana—euleriana y se
ha obtenido la ecuacién del movimiento del sistema para velocidad angular constante
en términos de coordenadas modales mixtas.

La ecuacién obtenida es una ecuacién diferencial ordinaria de coeficientes cons-
tantes en la que todos los coeficientes pueden ser obtenidos mediante una tinica inte-
gracién en el volumen del sélido, antes de realizar una simulacion.

Las coordenadas generalizadas mixtas estdn asociadas a formas modales definidas
en unos ejes fijos, lo que facilita su interpretacién fisica. Toda la formulacién se lleva
a cabo en este sistema de coordenadas, por lo que no es necesario definir un sistema
movil.

Se ha demostrado, asi mismo, que, para sélidos de revolucion, la matriz de trans-
formacion modal permite evaluar las fuerzas generalizadas en el modelo lagrangiano
presentado en el capitulo 3, realizando una sola vez la integracién en el volumen.
Esto requiere la determinacion de la matriz de transformacién modal, lo que puede
hacerse de forma simbdlica por simple inspeccion, sin necesidad de integraciones en
el volumen.

Las ecuaciones obtenidas en coordenadas modales mixtas son un sistemas ma-
tematicamente equivalente al obtenido mediante las coordenadas modales lagrangia-
nas. Representan el mismo modelo analitico y proporcionan los mismos resultados si
se resuelven simbdlicamente. Si la resolucién es numérica, que serd el caso general, las
lnicas discrepancias que pueden aparecer son debidas al error computacional, dado
que se realizan operaciones diferentes.

Al estar planteado en términos modales, es inmediato integrar el modelo obtenido
en un sistema de subestructuracion por sintesis modal de los componentes. Debido a
la antisimetria del término giroscépico, el sistema de ecuaciones obtenido no esté des-
acoplado. Sin embargo, puede esperarse que no sea necesario un numero elevado de
modos para caracterizar correctamente la respuesta de la estructura rotatoria, por lo
que su inclusion en el sistema no agrava la eficiencia computacional.

La informacion necesaria de la estructura rotatoria se reduce a su velocidad angular
y a las frecuencias y modos propios de la no rotatoria, supuesto un comportamiento
lineal de la misma. Estas frecuencias y modos pueden obtenerse mediante técnicas
habituales en la industria.

La metodologia desarrollada en este capitulo, para la obtencién de la ecuacién
del movimiento en coordenadas modales mixtas lagrangianas—eulerianas, constituye
la principal aportacién de esta Tesis y ha sido publicada en Journal of Sound and
Vibration [32].






Capitulo 5

Modelos analiticos de un
cilindro rotatorio

Objeto del capitulo:

Las metodologias desarrolladas en los capitulos anteriores se aplican en éste para
obtener analiticamente los términos de las ecuaciones del movimiento de un cuerpo
de geometria sencilla, un cilindro. Las ecuaciones resultantes se comparan entre si y
con las obtenidas en el capitulo 2 para la viga de Rayleigh.
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5.1. Introduccion

En el capitulo 2 se obtuvo la ecuacién del movimiento para una viga de Rayleigh
sometida a rotacion sobre si misma por medio de un método sélo aplicable a vigas.
Aquel método asume que la seccién recta de la viga permanece indeformada, lo que
permite darle un tratamiento de sélido rigido. El modelo matematico empleado es
unidimensional; se supone toda la masa de la seccién concentrada en el centro, y se le
asigna dos propiedades inerciales, una asociada a la traslaciéon y otra al giro. Dado que
la geometria se reduce a una linea en el eje de revolucién, coinciden las coordenadas
de los puntos de la misma en el sistema fijo y en el del cuerpo. Es maés, no tiene sentido
hablar de giro de la seccién en el sentido geométrico; la seccién se reduce a un punto
y, como tal, no puede girar. El giro no se modela de forma geométrica, sino por sus
efectos fisicos. Por ello, en este caso los modos materiales obtenidos en el desarrollo
coinciden con los espaciales: estan fijos en el espacio.

Los métodos desarrollados en los capitulos 3 y 4 pueden ser aplicados a un cilindro
(s6lido tridimensional) que se comporte como una viga de Rayleigh. Estos métodos
parten de los modos propios del sistema no rotatorio. En este capitulo se obtendra las
ecuaciones del movimiento en coordenadas modales lagrangianas y mixtas, respecti-
vamente, de tal solido y se compararan entre ellas y con la obtenida en el capitulo 2
para un modelo unidimensional. Para ello, se van a reformular las funciones modales
obtenidas en el capitulo 2 para vigas unidimensionales de forma que representen un
sélido tridimensional. Como se mostro en ese capitulo, estas funciones modales son in-
dependientes de la rotacién, por lo que son también las de la viga (unidimensional) no
rotatoria. Sera necesario ampliarlas, relacionando los desplazamientos de cada punto
de una seccién con los del centro de la misma (la fibra neutra).

Las funciones que obtengamos seran aplicables tanto en el modelo lagrangiano
como en el mixto, aunque su interpretacién serd diferente. En la formulaciéon modal
lagrangiana, los modos estan representados en el sistema de coordenadas del cuerpo,
y definidos para las coordenadas en este sistema de los puntos, mientras que en la
formulaciéon modal mixta esas mismas funciones deben interpretarse como las com-
ponentes de desplazamientos modales en los ejes fijos, definidas para las coordenadas
en este sistema de los puntos. No obstante, en ambos métodos la integracién en el
volumen del cuerpo es independiente del tiempo. Puede considerarse que se hace en
el instante inicial, en que son coincidentes ambos sistemas, por lo que emplearemos
la notacién para coordenadas en el sistema fijo.

5.2. Modelos tridimensionales lineales

La linealidad de las ecuaciones desarrolladas es uno de los requisitos recogidos
en los objetivos de esta Tesis. Antes de proceder a la obtencién de los modelos es
importante destacar algunas consecuencias de considerar comportamiento lineal en
un cuerpo tridimensional.
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Un sistema es lineal cuando la respuesta ante una combinacién lineal de excitacio-
nes es la misma combinacion lineal de las respuestas ante cada excitacién por separado.
Esto, en un contexto de elasticidad lineal, implica que si un punto de un cuerpo, en
dos estados posibles, tiene unos desplazamientos u; y us respectivamente, entonces,
el desplazamiento definido como u; + uy debe ser también un desplazamiento posible
del punto, y corresponder a la suma de las cargas de los estados anteriores. Por fijar
ideas, supongamos que se trata de los desplazamientos producidos en dos deformadas
de torsién de un cilindro que se comportara como una viga. Si el cilindro se modela
unidimensionalmente (como una viga en el sentido matematico), entonces los estados
de torsién se representan mediante el angulo girado por cada seccién. La trayectoria
seguida por un punto que no pertenezca a la fibra neutra (y que no existe en el mo-
delo matemadtico) es un arco de circunferencia cuya longitud serd proporcional a este
angulo, de forma que la suma de dos deformadas de torsién se representa mediante
la adicién de los desplazamientos generalizados (los déngulos girados), resultando una
descripcién lineal de la deformada.

Sin embargo, si se modela como un sélido tridimensional con capacidad de com-
portamiento general (aunque luego lo haga como una viga a consecuencia de sus
ecuaciones de comportamiento), debe describirse el desplazamiento de cada punto
independientemente. Las trayectorias recorridas en la torsién son arcos de circun-
ferencias, pero los desplazamientos correspondientes son las cuerdas de los mismos
(posicién final menos posicién inicial). Evidentemente, la suma de dos deformadas de
torsién supone la adicién de los arcos, no de las cuerdas, por lo que los desplazamien-
tos de torsién en un cuerpo tridimensional no son lineales. Lo mismo sucede en la
flexién con las rotaciones de la seccién debida a ésta. Y, en general, en la deformada
de cualquier cuerpo en cualquier estado, las trayectorias podrian ser también curvas,
resultando deformadas no lineales. Incluidos, por supuesto, los modos propios.

Para pequenos desplazamientos, es una buena aproximaciéon tomar la tangente
por el arco descrito, lo que linealiza las deformadas. Si éstas son el objeto tltimo del
problema (es decir, su solucién), esta linealizacién no tiene mayores consecuencias.
En cambio, si su obtencién es sélo un paso intermedio en la resolucién del problema,
como el calculo de los modos propios cuando se emplea la superposicion modal, todos
los célculos realizados empleando las deformadas linealizadas son, necesariamente,
aproximados. En las figuras 5.1 y 5.2 puede verse cémo una deformada de torsion
lineal de un cilindro (obtenida mediante el Método de los Elementos Finitos) produce
un incremento de los didmetros del mismo.

Del mismo modo, la figura 5.3 muestra una deformada lineal de flexion, en la que la
rotacion de las secciones también se produce mediante desplazamientos tangenciales.
En la figura 5.4 se muestra la misma deformada exagerando la escala de forma que se
aprecie el incremento de didmetro producido.

En particular, la obtencién de las fuerzas generalizadas en una resolucién modal
implica el producto escalar entre la fuerza (o densidad de fuerza) aplicada en cada
punto y el desplazamiento del mismo en cada modo. Si las direcciones en las que
actian las fuerzas son independientes de la deformacion, y ésta es pequena, el error
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Figura 5.1. Los desplazamientos lineales de torsion se producen segun la tangente, lo
que aumenta el didmetro de la seccion.
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Figura 5.2. Incremento de diametro producido por la torsion lineal.
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Figura 5.3. Los desplazamientos lineales de flexion se producen de forma tangencial.

Figura 5.4. Incremento de diametro producido por la flexion lineal.
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inducido no suele ser significativo. Pero si la orientacién de las cargas se modifica con
la deformada, como ocurre con las fuerzas de inercia, entonces el error puede llegar,
incluso, a invalidar el modelo. No obstante, la alternativa es renunciar a emplear un
modelo lineal, lo que es computacionalmente menos eficiente. En la medida en que la
desviacion en los resultados no sea importante serd preferible emplear éstos.

5.3. Funciones de forma tridimensionales

En el capitulo 2 se encontré que los modos propios de flexién, S(z), para una viga
biarticulada de longitud L (expresién (2.79)) son

sin (17w £ sin (27 £ -o-sin(Nw 2

S(.’L‘): ( (0 t) sin(lorr%) (0 t) sin(207r%) (0 t) sin(]\?ﬂi)) (5'1)
donde se mantiene la notacién S(x) en lugar de ®(z) para resaltar que los modos
no estan normalizados a la matriz de masa. Esta matriz de funciones proporciona los
desplazamientos modales en las direcciones del segundo y tercer eje del sistema fijo,
en funcién de la primera coordenada en ese sistema de los puntos de la fibra neutra,
ya que, dada la hipétesis de pequenos desplazamientos realizada en la obtencién de
S, los puntos de la fibra neutra estan contenidos siempre en el mismo plano normal
a la no deformada. Es decir, s6lo sufren desplazamientos transversales. Redefinamos
S(x), amplidndola para que contenga los desplazamientos en las tres direcciones,

0 0 0 0 0 0
S(x):<sin(17rf) 0 sin (27 £) 0 - sin(Nm2) 0 )) (5.2)

Un sélido tridimensional que se comporte como una viga de Rayleigh tendra estos
mismos desplazamientos en los puntos de la fibra neutra. No obstante, es necesario des-

_ . . . T
cribir también los desplazamientos de cualquier punto de coordenadas u = (x Yz ) .

Llamemos ug a las coordenadas del punto de la fibra neutra en la seccién en la que

. . T )
se encuentra u (véase la figura 5.5), es decir ug = (x 0 O) . El punto espacial dado
por u en la no deformada se encontrard, tras la deformacién, en la posiciéon dada por

s(u) =u+uy (5.3)
mientras que el punto de la fibra neutra en la misma seccién, ug se encontrara en
s(uo) = up + ugy (54)

de forma que el vector de posicién del primero con respecto al segundo, Ty, tendré por
componentes en el sistema fijo

ry =s(u) —s(ug) =u—up +uy — ugy (5.5)

por lo que sera
uy =1y, —u+ug+ ugy (5.6)
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Figura 5.5. Vectores involucrados en la descripcion cinemdtica de la seccion. Se
muestran en azul los correspondientes a un punto de una seccion arbitraria, y en
rojo los asociados al centro de la misma seccion.

Por otro lado, el vector Ty, por estar definido mediante dos puntos de la misma
seccién, sélo tendrd movimientos de sélido rigido, puesto que la seccién es indeforma-
ble. En particular, sufrird unas rotaciones dadas por las matrices de transformacion
(2.12) y (2.13), de modo que, en la deformada, las componentes de este vector serdn

—1y cos sinp + z siny
ray =A1As(u—uy) = Y COS (5.7)
y siny sin + z cos

Si los desplazamientos del centro de la seccién, en una deformada concreta, son
T . [ ,
Upr = (0 Yof 20 f) , entonces, los desplazamientos del punto u serdn, segin (5.6),

—y cos siny + z siny
uy = Yy cos —y+Yor (5.8)
y siny sinp + z cos — z — 2oy

Aplicando la hipétesis de pequenos desplazamientos podemos aproximar el seno
del angulo girado por su tangente, el coseno por la unidad y despreciar el producto
de senos. Y, puesto que la tangente del angulo girado es la derivada respecto de la
coordenada x del desplazamiento transversal correspondiente, puede aproximarse

0 0
sin @ =~ gof siny ~ — ;Of (5.9)
i x
de forma que
v - o
uy = Yof (5.10)
20f

Por tanto, todos los puntos de una misma seccién tendran los mismos desplazamientos
transversales en toda deformada. Sin embargo, al producirse una rotacién de la seccion
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durante la flexion, los puntos fuera de la fibra neutra se desplazaran también a lo largo
de la direccién longitudinal.

Esta simplificacion es habitual siempre que se emplea la sintesis modal. De hecho,
la linealidad es una de las hipdtesis necesarias para poder aplicarla. Sin embargo,
como se ha visto en el apartado 5.2, es fuente de imprecisiones que, en el caso de
sistemas rotatorios, pueden ser importantes.

La expresién (5.10) puede ser reescrita como

0
up=ug;+ (00 0 % (5.11)
00 0 v
Y teniendo en cuenta que ugy(z,t) = S(x) q(t)
0 -y —
ds
us=Sq+ [0 0 0 e (5.12)
00 o/
Podemos definir una matriz de funciones de forma tridimensional, Ssp(z, y, z), como

la siguiente

0 -y —2
ds
Ssp(z,y,2) =S(x)+ [0 0 0 d(x) (5.13)
00 0 .
de manera que se tendra
uy(u,1) = Sap(u)q(?) (5.14)
La matriz modal tridimensional es, evidentemente,
fylf" cos (1 T %) lefﬂ cos (1 lis %) 7y2f7r cos (27r %) 722777 cos (271' %)
Ssp(u) = sin (17 ) 0 sin (27 £) 0
0 sin (1%%) 0 sin (27r %)
—y% cos (Nﬂ' %) —z NL” cos (Nﬂ' %)
sin (N« %) 0 (5.15)
0 sin (N T 7)

Los modos incluidos en S son todos de flexién, por lo que ninguno de ellos presenta
geometria de revolucién. Cada pareja de modos con el mismo indice k (k=1,...,N)
representa una base del espacio modal bidimensional asociado a cada frecuencia. Po-
demos subdividir S en N bloques 3 x 2 de la forma

—yET cos (km L) —zE% cos (km £)
Skp(u) = sin (k%) 0 k=1,...,N  (5.16)
0 sin (lmr %)

La matriz modal normalizada a la matriz de masa, ®(u), se obtiene dividiendo
cada columna S%,(u) (j =1,...,2N) de Sgp(u) por la raiz cuadrada de la constante
m; definida como

mi = [ pSip() syt do (5.17)
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es decir

@juzisgDu .
(u) N (u) (5.18)

Es inmediato comprobar que, puesto que el domino de integracién es de revolucién,
a las dos columnas del bloque k-ésimo S%,,(u) les corresponde el mismo valor de la
constante de normalizaciéon m, dado por

my = /Vsp <y2 <k£r>20os2 (kﬂ'%) + sin® (kﬂ';)) dv =
= /Vsp <z2 <kljr>2c052 (k}ﬂ'%) + sin? (kﬂri)) dv (5.19)

Por tanto, mj puede calcularse como

L R p\/RP—y? L [k 2 , . . .
my = ply | — ) cos (kﬂ'—) + sin (kﬂ'—) dzdydz
O 7R — /R27y2 L L L
(5.20)

Recordando la definicién de gy introducida en el capitulo 2, que puede calcularse
mediante (2.95) y que a continuacién reproducimos,

(km)?
9k = 33 (k) (5.21)
la integral anterior vale
2p L g

por lo que el bloque k-ésimo de ® es

km T km z
B —y=T cos (k‘ﬂ'*) —z%% cos (kwf)
Bt (u) = D EVT sin (kx2) Yo k=1,...,N

V2P L7 g 0 sin (k7 2)

(5.23)

5.4. Obtencion analitica de los términos de las ecua-
ciones

Los métodos desarrollados en los capitulos 3 y 4 para obtener las ecuaciones del
movimiento (dadas por (3.36) en coordenadas lagrangianas y por (4.101) en coordena-
das modales mixtas) suponen que son conocidas las formas modales y las frecuencias
propias del sistema no rotatorio. Las primeras han sido adaptadas en el apartado
anterior a partir de las obtenidas en el capitulo 2. Asi mismo, las segundas (méds bien
las pulsaciones propias al cuadrado) estardn dadas por (2.87).
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En las ecuaciones (3.36) y (4.101), la matriz K es una matriz diagonal cuyos
elementos son las pulsaciones propias al cuadrado, como la obtenida en el capitulo 2
(ecuacién (2.89)) que a continuacién reproducimos

0 w2--- 0 0

K=| @ (5.24)
00 --w? 0
00 - 0 w¥

La matriz G esté dada por (4.61) y se calcula como

- 2L 0% (u)T
G= /V . <Z B, J u)i> & (u) dv (5.25)

i=1

donde queda claro que u; = z, up = y y uz = z, y siendo, para el bloque k-ésimo
(k=1,...,N)

—kTcos (kT Z) 0
0B (g DhyF [ nETE) O 526)
dy V2p L3 gy 0 0
0 —Ercos(kmZ
02w _ (gx —DEvT [ o< 2 (5.27)
9z V2p L2 gy 0 0
00 0 x 0
Ju=[00-1 y|=1-2 (5.28)
01 0 z Y

por lo que, realizando el producto en el integrando por bloques

p<2 L )) ) = (5.29)

i=1

_ (gr — D2 E*x zk—’fcos(lmr%) 00 —y%cqs(in%) ZJL cos (jm %) B
N W( y—cos(kﬂ%) 0 0) Sm(]ﬂf) 0 . =
0 sin (jm £)
_ o= PRm (—yzkj(F) cos (km ) cos (jm F) —22kj () cos(k %) cos (jm §)
213 gy, Y2 kj(E) cos (kmZ) cos(jml) yzkj(E) cos(kmL) cos(jmL)
cuya integracion en el volumen proporciona
01
o 0 G . b
Gk — 9’“(—1 o> gk St J (5.30)

0 si k # j

conk,j=1,...,N.
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Por otro lado, la matriz J estd dada por (3.32) y se calcula como

5:/ p®T I ® dv (5.31)
VS

Como antes, realizando el producto en el integrando por bloques
pq)kTJ@j:M 0 —sin (k7 %) sin(jr %)
2L3 gy, sin (k7w %) sin (jm £)

(5.32)

cuya integracion en el volumen proporciona

~ 0 —(T—g)\ _ ~ _
Ik = <1gk 0 =0-g)G st k= (5.33)
0 si k+#j
La matriz E est4 dada por (3.33) y se calcula como
E:/ p®TE®dv (5.34)
Vs
realizando el producto en el integrando por bloques
PSR I — (gr —1)?K*m (sin (km %) sin (jr %) 0
2L3 gy, 0 sin (k7w %) sin (jm £)
(5.35)

cuya integracion en el volumen proporciona
1-— gk 0 . .
=(1—-gp)I k=
) ( gk) 2% 2 S1 J (536)

EM = < 0 1-gk
0

El vector L estd dado por (3.34) y se calcula como

INJ:/ p®@T Eudv (5.37)
Vs

realizando el producto en el integrando por bloques
1k ; z
p@kTEu:u y s (kW;IE) (5.38)
/2 p L3 gy, zsin (kwf)

cuya integracion en el volumen proporciona

L*=0 k=1,...,N (5.39)
La matriz C estd dada por (3.33) y se calcula como
(5.40)

G-3i" GG &
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por lo que

- —Jk 0 _ . .
Ck] — ( 0 _gk;) - 9k I2><2 S1 k =7 (5.41)
0 si k£

La matriz de transformacién modal, B, juega un papel fundamental en el desarrollo
de la metodologia mixta lagrangiana—euleriana. Sin embargo, no aparece explicitamen-
te en los modelos, por lo que, en general, no es necesario calcularla. No obstante, para
mostrar la equivalencia entre los modelo obtenidos lagrangiano y mixto procederemos
a obtenerla. Calculemos en primer lugar ®*(A” u). Puesto que

x
ATu= | ycosh — zsinf (5.42)
ysinf + zcosf

sera,

®F(ATu) =

sin (k7r %) 0

1 — (ycos @ — zsin6) kT”cos (kw2) —(ysin6 + zcos0) kT”cos (km2)
0 sin(kﬂ'%)

V1M
(5.43)
de forma que

. 1 x x
k T i T — P22 - j o
(®"(n)" A®/ (A" ), 7ka2k]7T Yy~ cos (kJWL) cos (j?TL) cosf +
+ isin(k E) sin(' E)cos@—&—
— "I T
1
+ ijwzyz cos (k’]‘(%) cos (jw%) sin 6
(5.44)

) 1 . . .
(®* ()" A®/ (AT ), = o L2kj 7% y? cos (kw%) cos (_]71'%) sin 6 +

— mikSin (k;ﬂ'%) sin (jw%) sin 6 +

kjm?yz cos (lmr£> cos (jwf) cos

my, L? L L

(5.45)

‘ 1
k T T _ - 2 2
(" ()" A B/ (AT W), = g 2 cos (lmr

1 . T\ . (.
+ —sin (lmr—) sin (]7r
my L
1
+ ijwzyz cos (kﬂ'

) cos (jw%) sin 6 +

I8

)Sin0+

) cos (i 1) cont
cos (jm + | cos

(5.46)

~NlR N8
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. ; 1 . T T
(<I”‘(u)TA‘I>J(ATu))22 = ] L2k‘j 72 22 cos (kﬂ' E) cos (jﬂ‘f) cosf +
1. x\ . (. =x
+ m—ksm (kﬂ'z> sin (jﬂ'z> cosf +
1
— mkjw2yz cos (lmr%) cos (jw%) sin 6
(5.47)

Multiplicando las anteriores por la densidad, p, e integrando en el volumen se
obtiene

cosf —sind . .
B () = / p®F ()T A(0) ® (AT u)dv = ( sinf cosé ) ot k=7
Vs 0 si k#j

(5.48)

tal como era de esperar por el teorema 4.11.

5.5. Ecuaciones del movimiento

Para que las ecuaciones de movimiento obtenidas mediante las diferentes formula-
ciones sean comparables entre si, el sistema de fuerzas aplicado debe ser compatible
con el modelo unidimensional. Debe ser un sistema equivalente a una distribuciéon de
fuerzas sobre la linea neutra, de forma que F(u) = F(z). Veamos la relacién existente
entre Q, Qp y Qq. Recordemos que, en modelo para vigas, el bloque k-ésimo de la
fuerza generalizada es

QF = / T Fduyx =FFy (5.49)
VS

que coincide con la definicién de Qg en el modelo mixto. Por otro lado, en el modelo
lagrangiano, las fuerzas también deben estar descritas en el sistema fijo, aunque para
coordenadas en el sistema del cuerpo, por lo que si F(x) estd definida para coordenadas
del sistema fijo, serd F(z') la que deba utilizarse. Ahora bien, como z’ = x puede
escribirse

Qp = / " ATFdoy = BV FF x (5.50)
VS

donde se ha renombrado B** como BF.

Para realizar correctamente la comparacién entre las ecuaciones del movimiento
es necesario tener presente también las distintas descripciones cinemaéticas asociadas.
Por ello, en lo que sigue se muestran aquéllas acompanadas de éstas.

La ecuacién del movimiento obtenida mediante el método de sintesis modal la-
grangiana (4.105) resulta, sustituyendo los valores de las matrices obtenidos en el
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apartado anterior,
PF+202(1—gr) GPF + (w — 2%2(1—gi)) P* = B* FF y k=1,...,N

s(u,t) =u+ ®(u) B(t) p(t)
(5.51)

Por otro lado, la aplicacién del método modal mixto proporciona la ecuacién
(4.101), que resulta

qk—2ngqu+(w,§—92gk)qk:ﬁkx k=1,...,N
(5.52)
s(u,t) =u+ ®(u)q(t)

Estas ecuaciones deben ser comparadas con la ecuacién (2.60), que a continuacién
reproducimos, obtenida para modelos unidimensionales y véalida s6lo para puntos de
la fibra neutra

" —200 G +wlqh =FFx k=1,...,N
(5.53)
s(u,t) =u+ ®(u)q(t) para u=(z0 O)T

Las ecuaciones del método lagrangiano (5.51) y del mixto (5.52) no son directa-
mente comparables entre si por estar escritas en coordenadas generalizadas distintas.
En el capitulo 4 se demostré la equivalencia de ambos enfoques. No obstante, en el
apartado 5.6 se comprobara para este caso particular .

Por otro lado, la ecuacién obtenida mediante el método unidimensional (5.53)
estd escrita en las mismas coordenadas generalizadas que la del método mixto (5.52).
Se observa una discrepancia evidente entre ambas ecuaciones. El término — 22 g5, q*
no aparece en el modelo para vigas y si en el de sélidos. Este término corresponde a
la fuerza® generalizada de la aceleracién centripeta debida a la rotacién. La diferencia
en las ecuaciones es consecuencia del distinto modelado que se hace del sistema.

En el modelo unidimensional, la rotacién de la seccion debida a la flexién se modela
mediante los dngulos girados. Los desplazamientos debidos a este giro de los puntos
de la seccién que no pertenecen a la fibra neutra no se calculan (de hecho, no existen
tales puntos en el modelo) y todos los términos de la ecuacién relacionados con la
rotacién de la seccién se obtienen a partir de los dngulos girados.

En cambio, en los modelos sélidos, la rotaciéon de la seccién se modela mediante
los desplazamientos de los puntos de ésta. Al considerar un comportamiento lineal del
cuerpo eldstico, estos desplazamientos describen trayectorias rectas, no arcos.

La diferencia entre las ecuaciones se debe, pues, a que corresponden a modelos
no comparables. Es consecuencia de la linealizacion de las funciones de forma, como
adelantabamos en el apartado 5.2 y como demostraremos en el apartado 5.7. Por

IEntendida como fuerza de inercia.
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otro lado, esta linealizacién es inevitable si se pretende modelar el cuerpo con un
comportamiento elastico lineal. El modelo unidimensional es un modelo lineal mas
preciso que los de sélidos, en el sentido de que aproxima mejor el comportamiento
de una viga de Rayleigh que, sin la hipétesis de pequenos desplazamientos, es no
lineal. Sin embargo, sélo casos muy sencillos permiten una resolucién analitica como la
desarrollada para obtenerlo. Los modelos tridimensionales, en cambio, son generales.
El método es aplicable a cualquier sélido de revolucién con cualesquiera condiciones
de contorno.

5.6. Equivalencia entre los modelos lagrangiano y
mixto

Comprobemos, a modo de ejemplo, que (5.51) y (5.52) son equivalentes. Derivando
(5.48) respecto del tiempo

. —sinf —cosf .. —cosf sinf
B' =0 < cos —sin9> B = 0 (—sin9 —cosH) =B (5.54)

de forma que

kokT cosf —sinf —sinf cosf \ 0 1y_
B"B Q(sin@ cos@)(—cos@ —sinf ={ -10,) G (5.55)

BB = —2?BF B = —0%1,,, (5.56)
Por otro lado
& gk _ [ cos@® —sinf 0 -1 cosf sinf\
B"GBY = (SinG cos 6 ) (1 0 —sinf cosf )
[ —sinf —cost cosf sinf\
~ \ cosf —siné —sinf cos |

_ <(1) —01> e (5.57)

0 cosf —sinf 0 -1 —sinf cosf _0
sinf cosf 10 —cosf —sinf )

_ 0 —sinf —cosf —sinf cos6 _

o cosf —sinf —cosf —sinf |

10
=0 (0 1) = 0155 (5.58)

B* G BT
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Sustituyendo p = B” q y sus derivadas en (5.51) premultiplicada por B, se obtie-
ne,

BF (BkT qk 4+ 2B qk- 1L B qk) i
+20(1-g)B*G (Bkqu +Bkqu) +
+ (wp— 22 (1—gy)) B"B* ¢ =
= BFB*T FF x (5.59)

que teniendo en cuenta (5.55), (5.56), (5.57) y (5.58) queda

_Qqu_QQ(;qk+qk+
+20(1—gr) (24" +Gg") +

+ (Wi —22(1-g) d" =

= Fky (5.60)

Es decir B
& -200.Gq" + (WP - 2%g) " =FFx (5.61)

coincidiendo con la primera linea de (5.52).

5.7. Limitacion de los modelos lineales

Los tres métodos presentados, el lagrangiano, el mixto y el de vigas, estan plantea-
dos para sistemas lineales, por lo que es necesario linealizar las expresiones en algin
momento del desarrollo. Sin embargo, hay una diferencia fundamental en la lineali-
zacion producida en los modelos para sélidos y la realizada en el modelo para vigas.
En éste 1ltimo, se obtienen las ecuaciones del movimiento del sistema rotatorio y se
linealizan antes de calcular los modos del sistema. En cambio, en los métodos para
solidos, se parte de los modos obtenidos en el sistema no rotatorio, ya linealizado,
y después se obtiene la ecuacion correspondiente al sistema rotatorio. Esto provoca
diferencias en los términos de las ecuaciones obtenidas. Este hecho es intrinseco a la
sintesis modal lineal y aparece en todos los postprocesos que se realicen empleando
los modos de un sistema linealizado. Sin embargo, emplear la superposicién modal
lleva implicita la hipdtesis de pequenos desplazamientos, necesaria para linealizar las
expresiones, por lo que, para vibraciones de amplitud suficientemente pequena, esta
diferencia entre los modelos no es significativa.

La ecuacién del movimiento del modelo unidimensional, (5.53), ha sido obtenida
en el capitulo 2 linealizando la ecuacién no lineal de la viga de Rayleigh rotatoria.
Sus modos propios, por ser una ecuacién lineal, son desplazamientos lineales: todos
los puntos se trasladan segtin trayectorias rectas. De esta forma, el desplazamiento de
cualquier punto en una deformada concreta, calculado mediante superposicién modal,
serd una traslacion rectilinea. Este desplazamiento se produce segin la tangente a la
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trayectoria que seguiria el punto en una solucién no lineal, y es valido para pequenos
desplazamientos.

En cambio, la ecuacién (5.52) se calcula empleando los modos propios de (5.53),
lineales, lo que conduce a la diferencia en la ecuaciéon obtenida.

Como se ha visto, los modelos lagrangiano y mixto son equivalentes. La discre-
pancia se encuentra respecto al modelo unidimensional. La diferencia se produce al
calcular los elementos de C en la ecuacién (4.101). Se obtiene —gi Ioyo (K =1,...,N),
en lugar de anularse. Para interpretar este término fisicamente, imaginemos que las
fuerzas externas son tales que mantienen el sistema en una configuracién en la que
son nulos todos los elementos en ¢(t) y ¢(t) en todo instante. Eso significa que el
sistema ocupa permanentemente la misma posicién en el espacio, rotando cada sec-
cién en torno a la fibra neutra, que permanece inmévil. El trabajo realizado por las
fuerzas centripetas al evolucionar el sistema (virtualmente) desde la configuracién no
deformada, g = 0, hasta la actual, q, se puede calcular como?

1 o~ -
W, = 22 (2 q'Cq-q” L) (5.62)

de forma que el elemento 5gm se obtiene mediante

1 02w,

Ogm B @ 6QZan

(5.63)

Concretamente, los cuatro elementos del bloque k-ésimo, C* = C**, se calculan
como

1 9*W. 1 9PW.
~k _ 022 9q3, 22 0q2r-10q2k
C" = L fi S2W. (5.64)

1
QZ aqzkaqzk,1 .QZ aqgk

Volvamos, pues, a calcular C por este método. El vector ¥y, dado por (5.5),
tendré por componentes (recuérdese la figura 5.5 de la pagina 100)

ry = s(u) —s(ug) =u—up+uy —ugy =

x x Ty 0 Ty
=y | =10+ wr | —ws]|=1|vw (5.65)

z 0 20f 20f z

con 5 5
Yor 20f

=— — 5.66
o Yor ~ "oz (5.66)

Es importante destacar que se ha tomado la versién de uy linealizada, dada por
(5.10), por lo que las componentes r,, obtenidas son una linealizacién de las dadas
por (5.5).

2Integrando el término 22 (é q-— i) de la ecuacién del movimiento (4.101).
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El movimiento que describird la particula que en el instate ¢ se encuentra en s(u)
serd una rotaciéon, con velocidad angular (2, en torno a la fibra neutra que, por las
hipétesis de viga de Rayleigh, serd normal al vector 1y, por lo que las componentes
de la fuerza por unidad de volumen (%fj) que actuard sobre ella (fuerza centripeta)
seran (véase la figura 5.6, en la pagina 113, donde se representa la fuerza centrifuga,
opuesta a la centripeta, por claridad de la imagen)

of.

5, = P 2%ry (5.67)

El desplazamiento diferencial virtual para pasar de la configuraciéon no deformada

a la deformada es
dxf

de = dyf (5.68)
de

Por lo que, para la fuerza centripeta en el punto s(u), el trabajo diferencial por unidad
de volumen, en ese cambio de configuracion es

dW of,
c _ c _ 92 T _
d( dv ) ov pL Ty duy
= —p2? (zpdry +ydyy + zdzy) (5.69)

Asi, el trabajo por unidad de volumen desde la posicién no deformada (en la que
es nulo uy) hasta la configuracién actual es

d 1
(Zj —p2? < xf+yyf+zzf> (5.70)

Puesto que

N
Yf = ’; \/%k ¢2k—1 sin (kﬁ %) (5.71)

1 . T
o 2k sin (lm f) (5.72)

Il
=

serd también, por (5.66),

zq—(yi ! qgk,lk cos( )—ZZ (I2k Sm(lmr ))
= my, Vmy,

(5.73)

Por otro lado,

~ 1 02 1 2 1 2

Gy = = 0“W, _ 1 0 / dW, _ / 1 87&/1/C (5.74)
Q 5'Qg8qm 92 5'Qg8qm VS d'U AVAS) 92 8(]@5qm d'U
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de manera que los cuatro elementos del integrando que dan lugar al bloque C* son

1 9 dw. p o (kx\? L/ =
— = —— — kr— .
R0, , v my (y (L> cos? (e 7 ) (5.75)
1 0? dw, p kr\? 9 x
= A A =—— — s“ (km — 5.76
22 9gok—10qax dv my yz( L ) o8 ( 7TL) (5.76)
1 9 dW. P kr\® x
2 A A =—— — kr— 7
22 0g210g2k—1 dv my (yz( L ) o8 ( 7TL) (5.77)
1 9% dw, p [ o (kn\® L/ @
2 7.2 - = —- km— 5.78
22 9q2, dv my (Z (L > cos ( WL) (5.78)
Integrando las expresiones anteriores en el volumen se llega, por supuesto, a
CF = —g Ioxo (5.79)

que es la misma expresién (5.41) y es distinta de cero. Sin embargo, cada seccién
transversal del sélido se mueve como sélido rigido, por las hipétesis de viga de Ray-
leigh, por lo que las fuerzas sobre cada una son un sistema de resultante nula (por la
simetria de revolucién) que sufre un movimiento de sélido rigido (el de la seccién). De
esta forma, el trabajo de las fuerzas sobre cada seccién (y por ende, su integracién a
lo largo de la longitud) deberfa ser nulo.

La causa de que no lo sea es la linealizacién producida en la expresién (5.8) para
obtener (5.10). Podemos calcular el trabajo empleando la primera, comprobando que,
efectivamente, es nulo y por ello también lo es C. Sin embargo, en un caso mas general,
en el que la seccion sea deformable y esta fuerzas desarrollen un trabajo no nulo, esta
forma de proceder no permite determinar C.

Partiendo de (5.8), el desplazamiento diferencial vendra dado por

811f 8uf
duy = a0 dy + e de =
y sinysin g + z cosy —y cosY cos
= 0 dy + —y sin @ dp (5.80)
Yy cossinp — z siny y sin cos @

Y tomando (5.5), en lugar de (5.65), la fuerza centripeta por unidad de volumen
es
of —y cos siny + z sin
8—; = —pry=—pR? Y COS (5.81)
y siny sin + z cos Y

Con esto, el trabajo diferencial por unidad de volumen se calcula como

Ve _ 2 (v, 2V ouy
d<dv)_ p 2 (ru 0 dyp +ry a0 dgp) (5.82)
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d (dff) ~0 (5.83)

como no podia ser de otra manera, al ser la fuerza siempre normal a la trayectoria.
De la anterior y de (5.63) se sigue que C = 0.

resultando

La simetria de la distribucién de la fuerza centripeta sobre las particulas de la
seccion hace que el trabajo desarrollado en cualquier traslacién virtual sea nulo. Esto
deberia ser cierto también ante rotaciones. En cambio, no sucede asi debido a la
linealizacion de los desplazamientos realizada. En la figura 5.6 se muestra con trazo
discontinuo una seccion en la no deformada, y con trazo continuo, la misma seccién con
una rotacién debida a la flexién (obviando la traslacién asociada para no complicar
innecesariamente la figura). Se ha representado la fuerza centrifuga, opuesta a la
centripeta, por claridad de la imagen. En el modelo no lineal, (a), la fuerza centrifuga,
p 22 ¥, que aparece sobre una particula y el desplazamiento diferencial virtual debido
a la rotacion de la flexién, dug, son siempre normales, por lo que no se produce trabajo.
En cambio, en el modelo linealizado, (b), estos vectores sélo son normales en la no
deformada. La integracion del trabajo de las fuerzas centrifugas elementales en toda
la superficie de la seccién conlleva un trabajo neto no nulo.

A 2°F, pT, AP,

pQE,
' du

(a) La tangente a la trayectoria curvilinea (b) La linealizacién de la trayectoria hace que
descrita por un punto al rotar la seccién en la ésta y al fuerza centrifuga dejen de ser normales

flexién es siempre normal a la fuerza centrifuga

Figura 5.6. Consecuencias de la linealizacion de la rotacion en el trabajo virtual de
la fuerza centrifuga.

Considerando los desplazamientos no lineales, es posible determinar el trabajo con
exactitud, sin embargo, precisamente por no ser lineales, no es posible describirlos
mediante una superposicién modal.

Para otro sistema, con secciones no rigidas, el anterior diferencial de trabajo podria
no ser nulo. Sin embargo, no podriamos emplearlo para determinar una matriz con
las propiedades de C. De hecho, en ese caso no existe una matriz que relacione los
desplazamientos con las fuerzas centripetas por no haber una relacién lineal entre
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ellos. Esta es una limitacion general de todos los modelos basados en la sintesis modal
lineal, no ya de los métodos aqui mostrados.

Por lo tanto, los modelos tienen un limite de validez por encima del cual los re-
sultados no son aceptables. Mas alla de este limite, debe abandonarse la hipdtesis
de pequenos desplazamientos y recurrir a modelos no lineales. Mostraremos a con-
tinuacion que el ambito de aplicacién de esta hipdtesis es mas reducido en sistemas
rotatorios que en los no rotatorios.

En el modelo unidimensional, el coeficiente de q es w?, mientras que en el plan-
teamiento en coordenadas modales mixtas es (wi — 22 g, ). Tomando el primero como
referencia, el error relativo entre ambos, en valor absoluto, es

(R 0200 -~ ui| _ Qo

= 5.84
. % z oo
Teniendo en cuenta que segin la expresién (2.95) es
(k7)*
== 5.85
9= N2y (k)2 (5.85)
se tiene que g estd acotado entre cero y uno por lo que
2?
< 5.86
ekl < = (5.86)

k

y, por tanto, a una misma velocidad angular, cuanto mayor es el indice del modo
(mayor es wy) menor es el error, no siendo importante para modos de alta frecuencia,
ni para cualquier modo a velocidades no comparables con la pulsacién propia.

Para vigas esbeltas, es g < 1 por lo que

92
|€k| < F (587)
k

Se concluye, pues, que para vigas esbeltas, o velocidades angulares no compara-
bles con la pulsacién propia, los modelos tridimensionales proporcionan resultados
similares a los del unidimensional, por lo que la validez de la hipdtesis de pequenos
desplazamientos es la misma. Sin embargo, el error es proporcional al cuadrado de
la velocidad angular. Esto lleva a que, fijado un error admisible en los resultados, al
modelar el sistema rotatorio se deba abandonar dicha hipdtesis antes (con desplaza-
mientos menores) que el caso del sistema no rotatorio.

La superposicién modal lineal puede considerarse como el primer término (el li-
neal) de un desarrollo en serie polinémica de la deformacién, dando lugar a la técnica
conocida como modos no lineales (nonlinear normal modes) si se incluyen més térmi-
nos [5, 6, 69-71]. Queda fuera del alcance de esta Tesis, aunque es un posible desarrollo
futuro, emplear modos no lineales en la sintesis modal mixta lagrangiana—euleriana
para superar esta limitacién.
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5.8. Conclusiones

Se han empleado las metodologias desarrolladas mediante sintesis modal mixta
lagrangiana—euleriana y mediante sintesis modal lagrangiana para obtener el mode-
lo matematico correspondiente al modelo analitico de un cilindro biarticulado con
comportamiento de viga de Rayleigh.

Se ha mostrado la equivalencia entre los planteamientos lagrangiano y mixto. Las
ecuaciones del movimiento obtenidas se han comparado con la desarrollada en el
capitulo 2 encontrando una discrepancia debida a la linealidad de los modelos tridi-
mensionales, lo que pone de manifiesto una limitacién de los modelos lineales para
caracterizar el comportamiento de sistemas rotatorios. Esta limitacién es especialmen-
te critica en sistemas poco esbeltos cuando la velocidad de rotacién es muy superior
a la primera pulsacién propia. Por ello, se propone una futura linea de investigacion
para implementar la sintesis modal de componentes empleando modos no lineales.






Capitulo 6

Método computacional

Objeto del capitulo:

En este capitulo se describe la formulacion mediante el Método de los Elementos
Finitos de los términos de las ecuaciones del movimiento, tanto de la desarrollada en
esta Tesis para cuerpos de revolucion (en coordenadas modales miztas) como de la
correspondiente a sdlidos generales (en coordenadas modales lagrangianas). Se aplica
a modelos de cilindros de distinta esbeltez y se comparan los términos de las ecuaciones
con los obtenidos analiticamente en el capitulo anterior.
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6.1. Introduccion

Sélo algunos sistemas sencillos, como el presentado en el capitulo 5, permiten
un tratamiento analitico. El andalisis modal de estructuras generales se realiza habi-
tualmente mediante algin método numeérico, entre los cuales, el mas utilizado en la
industria es el Método de los Elementos Finitos (MEF).

En este capitulo se presentan las bases de la interpolacién en el MEF y se ob-
tiene la formulaciéon de las matrices involucradas en la ecuacién del movimiento en
coordenadas modales, tanto lagrangianas como mixtas.

A modo de ejemplo, se calculan estas matrices para una barra cilindrica biarticu-
lada y se comparan con las formuladas analiticamente en el capitulo 5.

Hasta ahora, se ha trabajado con un modelo de viga biarticulada por ser el de
solucién analitica mas sencilla, como se vio en el capitulo 2. Sin embargo, precisamente
por su sencillez, no presenta algunos efectos interesantes. Con objeto de mostrarlos,
se obtienen también, mediante elementos finitos, las matrices de la barra libre.

6.2. Interpolacion en el MEF

El Método de los Elementos Finitos se basa en discretizar el dominio de definicién
del sistema en una serie de puntos, llamados nodos, siendo las incégnitas del problema
a resolver el valor de la funcién incognita en los nodos. El dominio se divide en un
conjunto de subdominios (los elementos finitos) definidos, cada uno, por los nodos que
conecta. Para cada elemento, se define localmente una funcién de forma, en general
polinémica, que aproxima la funcién incégnita dentro del elemento a partir de los
valores de la misma en los nodos (interpolacién nodal).

Las ecuaciones de comportamiento aproximadas pueden calcularse mediante en-
samblado de las ecuaciones de comportamiento de cada elemento finito. Esto es una
gran ventaja del método, ya que permite realizar gran parte de los calculos de forma
sistematizada.

Si consideramos un elemento con n nodos, y escribimos los valores de la funcién
incégnita en cada uno de ellos, I';j, concatenados uno tras otro, en un vector columna
T'. (para el elemento e-ésimo), en general, la interpolacién dentro de un elemento se
podra escribir como

T'(u) = ZNej(u) I; =N.(u)T. (6.1)

siendo N¢; la j-ésima funcién de forma del elemento e-ésimo, y N, la matriz siguiente

Nel 0 0 "'Nen 0 0
Ne=| 0 Ny 0 -+ 0 Nep 0 (6.2)
0 0 Ne--- 0 0 Ngy
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Los programas de elementos finitos habitualmente almacenan los desplazamientos
modales en una matriz ® gr cuyas columnas contienen, concatenados, los valores que
toma ®(u) en cada nodo, es decir

®'(w) P*(w) - D/ () ®N (u,)
Pl(uy) P*(uz) - P(uy) BN (uy)
®pr = : ; R h : (6.3)

' (ur) P(up) - B(wp) - V()

' (uy,) $2(uy,) - B (uy,) - B (uy,)

donde ®/(uy) (j =1,...,N, k=1,...,N,) es el valor que toma el j-ésimo modo
en el k-ésimo nodo, de coordenadas uy, siendo N el nimero de modos en ® y N,, el
namero total de nodos.

Andlogamente, almacenan como columnas de una matriz ®. los valores que toma
toma ®(u) en cada nodo del elemento e-ésimo, concatenados.

Es importante resaltar que, mientras que ®(u) es una matriz de funciones, ® pp
y ®. son matrices numéricas (y, por tanto, constantes).

La matriz ®(u) se podra aproximar en cada elemento, segin (6.1), como

&(u) = N.(u) &, (6.4)

6.3. Formulaciéon mediante el MEF

La matriz K estd formada por los autovalores (pulsaciones propias al cuadrado)
del sistema no rotatorio, y es calculada por los programas comerciales de elementos
finitos de forma habitual. Nos centraremos aqui en cémo obtener la matrices que estos
programas no suministran.

Obtendremos en primer lugar la formulacién computacional de la matriz J. Esta
matriz estd definida por (3.32), que reproducimos a continuacién

N* uT u () .
J,/Vspcp( )73 ®(u)d (6.5)

Si el volumen del sélido se ha dividido en subdominios, definidos por cada elemento,
la integral podra realizarse como la suma de la correspondiente a cada uno de ellos.

~ Ne
J= Z/V p®(u)’ I ®(u)dv (6.6)

siendo N, el numero de elementos y V. el volumen del e-ésimo.
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Sustituyendo @ por su valor interpolado,

NG.
J= Z/ p®T N.(u)T IN,(u) ®. dv (6.7)
e=1 e

Como P, es constante

Ne
J=> @I | pN. ()" IN.(u)dv®, (6.8)
e=1 ‘ Ve

Definamos ahora la matriz de elemento J. como

J. = / pN.(n)T IN,(u)dv (6.9)
Ve
de forma que
~ NE ~
I=> @lJ @ (6.10)
e=1

Si la matriz J. la suponemos expandida al tamano global del problema, rellenan-
do con ceros las posiciones correspondientes a grados de libertad que no conecta el
elemento, podemos reescribir la anterior como

Ne
J=aL, (ZJ) Bpp (6.11)
e=1

donde el sumatorio puede entenderse como ensamblado de matrices de elemento por
la adicién de coeficientes que se solapan con respecto a la numeracién de los grados
de libertad globales.

Procediendo de manera analoga, podemos definir las siguientes matrices de ele-

mento
3

~ u T
G.= / P (Z % J u)i> N, (u) dv (6.12)

=1

Ee:/ pN.(u)” EN,(u)dv (6.13)
Ve

F. = /V pN. ()T F(u)dv (6.14)

iez/ pN.(u)T Eudv (6.15)
A\

e

de forma que se tiene

NE!
G=ao1, (Z Ge> dor (6.16)
e=1
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o~ NC ~
E=®%p, (Z Ee) ®pr (6.17)
e=1
~ NC o~
F=aoL, (Z F) (6.18)
e=1

Ne
L=o%L, (Z ie> (6.19)
e=1

Finalmente, se obtiene la matriz C directamente, a partir de su definicién dada
por la expresién (4.88)

C=JJ"-GG"-E (6.20)

6.4. Modelo de un cilindro biarticulado

Consideremos dos sélidos cilindricos en rotacién sobre su eje longitudinal, de radios
R; = 0.1 my Ry = 0.05 m respectivamente, con las caracteristicas dadas en la tabla
6.1.

Longitud L=15m
Médulo de Young FE = 2.1-10'! Pa
Coeficiente de Poisson v =0.3
Densidad  p = 7800 kgm ™

Tabla 6.1. Caracteristicas de los cilindros considerados.

A continuacién se presentan las ecuaciones del movimiento en coordenadas mo-
dales mixtas del sélido rotatorio, para ambos radios, correspondientes a la condicién
de contorno articulado en ambos extremos. Las matrices se han calculado de forma
analitica y por elementos finitos. En el calculo analitico, se supone que el cilindro se
comporta como una viga de Rayleigh, mientras que el modelo del MEF representa un
sélido general con comportamiento elastico, lineal e isétropo. El objeto de estudiar
dos radios diferentes es mostrar que existe una mayor concordancia entre las matrices
obtenidas para el cilindro de radio menor ya que, en ese caso, el modelo del MEF
tiene un comportamiento més cercano al de un viga de Rayleigh.

Los modelos de elementos finitos han sido desarrollados empleando el cédigo co-
mercial ANSYS [4], el cual también se ha empleado para obtener los modos propios del
sistema no rotatorio y sus frecuencias propias. El cdlculo de las matrices elementales
correspondientes a la ecuacion del movimiento y su ensamblado ha sido realizado con
el programa de cédigo abierto FEAP [80]. El proceso final (pre y postmultiplicacién
por la matriz de modos) se ha realizado mediante un programa propio.



6.4. MODELO DE UN CILINDRO BIARTICULADO 123

En lo sucesivo, nos referiremos como modos a los autovectores (deformadas), no a
los autovalores (frecuencias). Los subindices de las variables haran referencia al indice
de la frecuencia propia a la que estan asociadas, no al indice de la deformada.

6.4.1. Modelado analitico

En el capitulo 5 se han obtenido los modos propios de un sélido tridimensional con
comportamiento de viga de Rayleigh, dados por (5.23), y las matrices de la ecuacién
del movimiento K, G y ékdadas por (5.24), (5.30) y (5.41) respectivamente. También
se encontré que el vector L es nulo, segin (5.39).

Recordemos que las pulsaciones propias se calculan, segtin (2.87), como

| ki
= 4/ — 21
Wk mg (6 )

donde ) ;
_ 2
mkfipAL <1+(k7r) AL2> (6.22)
EI(km)?
kp=—~ 7 6.23
y siendo, para una seccioén circular,
1
A=mR? I:TTR‘l (6.24)
Las correspondientes frecuencias propias se calculan como
Wi
= — 6.25
fio= 2 (6.25)
Y las constantes g como
pI(km)? (k)2
= = 6.26
= e L A2+ (k)2 (6.26)
con, segin (2.94),
AL? L
= = 2 e .2
A 7 7 (6.27)

Para el desarrollo de las ecuaciones, se han considerado los cuatro primeros modos
de flexi6n en cada plano (k =1,...,4).

En la tabla 6.2 pueden verse los valores numéricos correspondientes al modelo
analitico para radio R; = 0.1 m (esbeltez A = 30), y en la tabla 6.3 para radio
Ry =0.05 m (A =60).

En las matrices de la ecuacién del movimiento, cada fila y cada columna estéd aso-
ciada a un modo. El acoplamiento entre varios de ellos viene reflejado mediante ele-
mentos no nulos en las intersecciones de sus filas y columnas. Para ambos radios,
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se aprecia que las matrices K y é, asociadas respectivamente a las fuerzas elasticas
y centripetas, son diagonales, por lo que no producen ningin tipo de acoplamiento.
En cambio, la matriz giroscépica G, que es antisimétrica, acopla sélo modos que son
bases del mismo subespacio asociado a cada frecuencia. Mds adelante comprobaremos
que esto no es un resultado general, sino que es debido a la simplicidad del sistema
estudiado. En casos mas complejos aparecen otros tipos de acoplamientos.

6.4.2. Modelado mediante el MEF

Se han realizado sendos modelos de elementos finitos, mallados con elementos
hexaédricos de ocho nodos, con un tamano tipico de 20 mm de lado. La figura 6.1
muestra las mallas para radio B; = 0.1 m (a) y Rz = 0.05 m (b). En estos casos se
ha considerado todo tipo de modos propios, no sélo los de flexién, y hasta incluir, al
menos, cuatro de torsién y dos de respiraciéon. Esto permitird mostrar ciertos efectos
asociados a los modos de multiplicidad uno.

AN

oTelestes!

:“‘.:‘:‘:‘:t %
Sesuns:

£
LS5
ALK

N
SRS
S
\\“‘“‘

(a) Radio Ry = 0.1 m (b) Radio R2 = 0.05 m

Figura 6.1. Mallas de elementos finitos de los cilindros.

Puesto que la geometria del cuerpo es simétrica respecto de un plano transver-
sal centrado en la longitud del mismo, todas las deformadas modales presentan una
geometria simétrica o antisimétrica respecto del mismo plano.

—_

Para el cilindro de radio R; = 0.1 m, puede verse en la tabla 6.4 sus frecuencias
propias y multiplicidad, el tipo de modo a que corresponden y su simetria. Andloga-
mente, la tabla 6.5 muestra la misma informacién para el cilindro de radio Re = 0.05
m.

El modelo para Ry = 0.1 m incluye cinco frecuencias propias correspondientes
a modos de flexién (indices 1, 2, 4, 7 y 9), cuatro de torsién (3, 6, 8 y 11) y dos
de respiracién (5 y 10). En el correspondiente a Ry = 0.05 m, los modos de flexién
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Indice  Frecuencia (Hz) Multiplicidad ~ Tipo de modo Simetria
1 176.880 2 1° de flexién Simétrico
2 669.414 2 2° de flexion  Antisimétrico
3 1060.53 1 1° de torsiéon  Antisimétrico
4 1394.19 2 3° de flexién Simétrico
5 1727.69 1 19 de respiracién  Antisimétrico
6 2121.52 1 29 de torsion Simétrico
7 2270.70 2 4° de flexién  Antisimétrico
8 3183.45 1 3% de torsién  Antisimétrico
9 3240.91 2 5° de flexién Simétrico
10 3443.68 1 2° de respiracién Simétrico
11 4246.77 1 4° de torsién Simétrico

Tabla 6.4. Frecuencias propias. Modelo MEF. Biarticulado. Radio Ry = 0.1 m.

Indice Frecuencia (Hz) Multiplicidad ~ Tipo de modo Simetria
1 89.0291 2 1° de flexién Simétrico
2 351.396 2 2° de flexion ~ Antisimétrico
3 774.144 2 39 de flexion Simétrico
4 1060.55 1 12 de torsiéon  Antisimétrico
5 1339.06 2 4° de flexién  Antisimétrico
6 1729.46 1 1° de respiracion  Antisimétrico
7 2026.02 2 59 de flexion Simétrico
8 2122.14 1 2° de torsion Simétrico
9 2815.60 2 6° de flexion ~ Antisimétrico
10 3185.82 1 3° de torsién  Antisimétrico
11 3458.13 1 29 de respiracién Simétrico
12 3690.61 2 7° de flexién Simétrico
13 4252.66 1 4° de torsion Simétrico

Tabla 6.5. Frecuencias propias. Modelo MEF. Biarticulado. Radio Ry = 0.05 m.

tienen frecuencias propias mas bajas respecto a las de respiracion y torsion, por lo
que es necesario incluir mayor cantidad de modos. Los indices 1, 2, 3,5 7, 9 y 12
corresponden a los de flexién, el 4, 8, 10 y 13 a los de torsién y el 6 y el 11 a los de

respiracion.

Las matrices de la ecuacién del movimiento obtenidas se muestran en las tablas
6.6 y 6.7 para R; = 0.01 m y en las tablas 6.8 y 6.9 para Ry = 0.05 m.

Como puede apreciarse, las matrices K siguen siendo diagonales, por lo que no
inducen ningun tipo de acoplamiento. Este proviene unicamente de las matrices G y

C.

Si centramos nuestra atencién en los modos de flexién, nuevamente encontramos
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que unicamente se produce acoplamiento en la matriz G y entre modos con el mismo
indice (misma frecuencia), como predice la teorfa de vigas (capitulo 2).

Sin embargo, aparece un acoplamiento entre los modos de torsién y de respiracién,
manifestado por los términos no nulos en las filas y columnas correspondientes a estos
modos.

La teoria de vigas no contempla modos de respiraciéon porque implican deformacién
de las secciones. Prescindamos, por un momento, de este tipo de modos (supongamos
que disponemos de medios para evitar que respondan, o que somos capaces de modi-
ficar sus frecuencias propias —y soélo las suyas— de forma que no estén en el rango de
interés). Esto equivale a eliminar de las matrices las filas y columnas correspondientes
a este tipo de modo. Sin ellas, en la matriz G sélo aparece acoplamiento entre modos
de flexién de la misma frecuencia, y la matriz C vuelve a ser diagonal, ajustandose
de nuevo a la teoria de vigas. Los modos de torsién no se acoplan entre si mas que a
través de los de respiracion.

Esto pone de manifiesto que en sélidos con comportamiento méas complejo que el
de una viga pueden aparecer acoplamientos entre modos de distinta frecuencia y/o
tipo.

Es interesante destacar que los modos impares de respiracién sélo producen aco-
plamientos con los modos impares de torsién (antisimétricos), y, reciprocamente, los
pares con los pares (simétricos).

Por otro lado, en la matriz C los modos de respiracién no producen ningin tipo
de acoplamiento. Si aparece, en cambio, entre los modos de torsién, y de nuevo entre
los simétricos y entre los antisimétricos por separado.

El vector L obtenido mediante el MEF es nulo para ambos radios, coincidiendo
con el resultado obtenido por los modelos analiticos.

6.4.3. Comparacion entre modelos

A la hora de comparar los resultados analiticos con los de elementos finitos debe
tenerse muy presente que no corresponden a modelos equivalentes. Se acercaran tanto
mas cuanto més cercano sea el comportamiento del cilindro al de una viga de Rayleigh,
por lo que es de esperar una mayor concordancia entre los modelos mas esbeltos
(R2 = 0.05 m). En todo este apartado, cuando se habla de error debe interpretarse
como discrepancia entre modelos, no como imprecisiones de calculo.

Los modelos analiticos sélo incluyen modos de flexion, de forma que la comparacion
s6lo puede hacerse sobre ellos. La tabla 6.10 (en la pagina 133) muestra las diferencias
entre las cuatro primeras frecuencias propias de flexion calculadas para radio R; = 0.1
my Re = 0.05 m, analiticamente y mediante el MEF. El error se ha definido tomando
como referencia la solucién analitica.

Como puede verse, el modelo de elementos finitos se ajusta mejor al analitico para
el cilindro més esbelto (Ry = 0.05 m), ya que el comportamiento de este sélido es
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Ry =01m Ry =0.05m
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)
Indice Analitico MEF  Error (%) Analitico MEF  Error (%)
1 180.136  176.880 -1.808 90.4368  89.0291 -1.557
2 720.545 669.414 -7.096 361.747  351.396 -2.861
3 1621.22  1394.19 -14.004 813.931 774.144 -4.888
4 2882.18  2270.70 -21.216 1446.99  1339.06 -7.459

Tabla 6.10. Frecuencias propias. Modelo MEF vs. analitico. Biarticulado.

més cercano al de la viga de Rayleigh. Por otro lado, la discrepancia se acentiia con el
indice de modo para ambos radios. Esto es debido a dos motivos: por una parte, las
deformadas con mayor nimero de ondas se ajustan peor mediante elementos finitos
al disponer de menos elementos por onda; por otro lado, el propio comportamiento
del solido estd mas lejos del de viga.

Las tablas 6.2, 6.3, 6.6, 6.7, 6.8 y 6.9 recogen las matrices de las ecuaciones del
movimiento de los distintos modelos. Los elementos de las matrices de rigidez modal,
K, son proporcionales a los cuadrados de las frecuencias propias (son las pulsaciones
propias al cuadrado), por lo que la discrepancia entre ellas sigue la misma tendencia
que la encontrada en las frecuencias, pero mas acentuada al estar elevadas al cuadrado.

En los modelos analiticos, tanto la matriz giroscépica modal, é, como la asociada
a las fuerzas centripetas, (~3, estan formadas por las constantes gr. En cambio, en
los modelos del MEF, los elementos correspondientes en G y en C son ligeramente
diferentes entre si. Podria pensarse que esto es debido a errores numeéricos, sin em-
bargo, méas adelante mostraremos que, en general, los elementos de ambas matrices
no son idénticos. Sélo ocurre en el caso de viga de Rayleigh biarticulada. Las diferen-
cias encontradas en los modelos del MEF son debidas, una vez més, a que éstos no
reproducen el comportamiento de una viga sino el de un sélido tridimensional. Las
tablas 6.11 y 6.12 muestran las discrepancias entre los valores de las constantes g de
modelos analiticos y los elementos de la matriz G de los modelos del MEF, para los
radios Ry y Ry respectivamente. Se ha tomado como referencia para el error relativo
el valor analitico. Por otro lado, en las tablas 6.13 y 6.14 se muestran las discrepan-
cias entre los elementos de las matrices G y los de las C en los modelos de elementos
finitos, para los radios R; y Rs respectivamente. En este caso, como referencia para
el error relativo se ha tomado el valor en la matriz G.

Una vez mads, se aprecia que el cilindro mds esbelto (Ry = 0.05 m) tiene un
comportamiento méas cercano al de la viga de Rayleigh, aumentando, la discrepancia
en ambos con el indice de modo.
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9k
Indice (k) Analitico MEF Error (%)
1 1.08473 -1072  1.01418 -10~2 -6.504
2 4.20216 -10~2  3.34913 102 -20.300
3 8.98302 -10~2  5.78728 102 -35.575
4 1.49269 1071 7.64661 -10~2 -48.773

Tabla 6.11. Constantes gi. Modelo MEF vs. analitico. Biarticulado. Radio Ry = 0.1

m.
9k

Indice (k) Analitico MEF Error (%)

1 2.73406 -10~3  2.62673 -1073 -3.926

2 1.08473 1072 9.99684 -10~3 -7.840

3 2.40799 -10-2  2.07960 -10~2 -13.637

4 4.20216 -10~2  3.33952 102 -20.528

Tabla 6.12. Constantes gy.

Modelo MEF vs. analitico. Biarticulado. Radio Ry = 0.05

Indice (k) G Ch Error (%)
1 1.01418 -10~2  1.01984 -10~2 0.558
2 3.34913 1072  3.40008 -10~2 1.521
3 5.78728 -1072  5.96499 102 3.071
4 7.64661 -10~2  7.98716 -10~2 4.454

Tabla 6.13. 6’k vS. ék. Modelo MEF. Biarticulado

. Radio Ry = 0.1 m.

Indice (k) Gr Ci Error (%)
1 2.62673 -1073  2.62588 -10~3 -0.032
2 9.99684 -10~3  1.00175 -10~2 0.206
3 2.07960 -1072  2.09189 -10~2 0.591
4 3.33952 1072  3.38040 -10~2 1.224

Tabla 6.14. 5;€ VS. ék Modelo MEF. Biarticulado. Radio Ry = 0.05 m.

6.5. Modelo de un cilindro libre

El anterior caso de cilindro biarticulado, que fue escogido por su relativa simplici-
dad matematica para el estudio analitico, ha mostrado que es posible el acoplamiento
entre modos de distinta frecuencia, aunque esto no ocurre en los modos de flexion.
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Veremos a continuacién que ello es debido precisamente a la simplicidad del proble-
ma. Un caso con una dindmica ligeramente mas complicada, como es el del cilindro
libre, muestra también acoplamientos entre modos de flexiéon de distinta frecuencia.
No obstante, la matematica asociada es mucho més compleja y no existe una solucién
simbélica como en el caso del cilindro biarticulado. Los resultados han sido obtenidos
por el Método de los Elementos Finitos.

La condicién libre tiene un interés anadido que resultara claro en el capitulo 9: es
la que requiere el método de sintesis modal empleado en el programa de simulacién
de dindmica ferroviaria de la UPV.

Para obtener las ecuaciones del movimiento se han utilizado los mismos modelos
que en el anterior estudio del cilindro biarticulado, pero sin imponer, en este caso,
ninguna condicién de contorno. Las tablas 6.15 y 6.16 muestran los modos conside-
rados en el modelo de radio Ry = 0.1 m y Ry = 0.05 m, respectivamente. Ademas de
los modos de cuerpo rigido, se han incluido los correspondientes a las ocho primeras
frecuencias no nulas. El modelo de radio Ry = 0.1 m incluye cuatro modos de flexiéon
(indices 5, 6, 9 y 11) en cada plano, tres de torsién (7, 10 y 12) y uno axial (8). Dado
que la esbeltez apenas afecta a los modos de torsién ni a los axiales, y disminuye la
frecuencia de los de flexién, el modelo de radio Re = 0.05 m incluye cinco de flexién
(5,6, 7,9y 12) y sélo dos de torsién (8 y 11) més el axial (10).

Indice  Frecuencia (Hz) Multiplicidad Tipo de modo Simetria

1 0 1 Traslacién de sélido rigido  Antisimétrico
en el eje longitudinal

2 0 2 Traslacién de sélido rigido Simétrico
en los ejes transversales

3 0 1 Giro de sélido rigido Simétrico

en torno al eje longitudinal

4 0 2 Giro de sélido rigido en  Antisimétrico
torno a ejes transversales
5 391.861 2 1 de flexién Simétrico
6 1008.09 2 2° de flexion  Antisimétrico
7 1060.53 1 1° de torsién  Antisimétrico
8 1727.69 1 1 axial Simétrico
9 1819.16 2 3?2 de flexion Simétrico
10 2121.52 1 2° de torsién Simétrico
11 2749.78 2 4° de flexién  Antisimétrico
12 3183.45 1 3? de torsién  Antisimétrico

Tabla 6.15. Frecuencias propias. Modelo MEF. Libre. Radio Ry = 0.1 m.

Las matrices de la ecuacién del movimiento se muestran en las tablas 6.17 y 6.18
para radio Ry = 0.1 m y en las 6.19 y 6.20 para radio Ry = 0.05 m.

Como puede verse, cada columna de la matriz G correspondiente a una frecuencia
de multiplicidad dos, exceptuando las traslaciones de sélido rigido, presenta elemen-
tos no nulos en todas las filas correspondientes a modos asociados a frecuencias de
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Indice  Frecuencia (Hz) Multiplicidad Tipo de modo Simetria

1 0 1 Traslacién de sélido rigido  Antisimétrico
en el eje longitudinal

2 0 2 Traslacién de sélido rigido Simétrico
en los ejes transversales

3 0 1 Giro de sélido rigido Simétrico
en torno al eje longitudinal

4 0 2 Giro de sélido rigido en  Antisimétrico
torno a ejes transversales

5 200.613 2 1° de flexién Simétrico

6 543.096 2 29 de flexién  Antisimétrico

7 1038.75 2 39 de flexién Simétrico

8 1060.55 1 1° de torsién  Antisimétrico

9 1666.01 2 4° de flexién  Antisimétrico

10 1729.45 1 19 axial Simétrico

11 2122.14 1 2¢ de torsién Simétrico

12 2405.05 2 5% de flexién Simétrico

Tabla 6.16. Frecuencias propias. Modelo MEF. Libre. Radio Ry = 0.05 m.

multiplicidad dos con deformada en el plano contrario, lo que supone un acoplamiento
entre todos estos modos. Se aprecia también que los modos de sélido rigido corres-
pondientes a giros en torno a ejes transversales se acoplan con los modos de flexién
antisimétricos. Por otro lado, la matriz C presenta también acoplamientos entre los
mismos modos que G.

En el calculo de cada elemento jij, éij y El-j interviene exclusivamente informa-
cion relativa a los modos ¢-ésimo y j-ésimo, por lo que la precisiéon con la que se obtiene
estos elementos no depende del ntimero de modos considerado en ®. En cambio, el
valor obtenido para cada elemento C;; si depende de éste niimero de modos. Esto es
debido a que en su célculo interviene Ziﬁf 6 éik G i1 ¥ la matriz G presenta acopla-
miento entre modos de distinta frecuencia, es decir, tiene méas de un elemento no nulo
en cada fila y columna. Ademds, como adelantdbamos en el apartado correspondiente
a la viga biarticulada (6.4.3), esto prueba que, en general, los elementos de G y de C
no toman los mismos valores. Sélo ocurria de forma anecdética en el anterior caso de
cilindro biarticulado con comportamiento de viga de Rayleigh.

También se aprecia que el modo axial induce un acoplamiento entre el modo de
cuerpo rigido de rotacién en torno al eje longitudinal (simétrico) y los de torsién
simétricos.

Es destacable que, por primera vez, encontramos un vector L no nulo. Los ele-
mentos correspondientes a modos de flexiéon son todos nulos, al igual que en el caso
biarticulado. El elemento distinto de cero corresponde al modo axial. El vector L
cuantifica la capacidad para excitar cada modo que tiene la distribucién de fuerza
centripeta que, debida a la rotacién, aparece sobre la no deformada (su fuerza gene-
ralizada). En los modos de flexidén, torsién y respiracién, dadas las simetrias de éstos,
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esta fuerza generalizada es nula. Pero en el caso del modo axial, debido al coeficiente
de Poisson se produce una reduccién de seccién en toda la longitud del sélido, siempre
en el mismo sentido, lo que resulta en una fuerza generalizada neta, no nula, de la
fuerza centripeta.

6.6. Conclusiones

En este capitulo se ha desarrollado la formulaciéon de elementos finitos que per-
mite obtener los valores numéricos de los coeficientes matriciales de las ecuaciones de
movimiento, tanto del método general (coordenadas modales lagrangianas) como del
de sdlidos de revolucién (coordenadas mixtas lagrangianas—eulerianas).

Se han calculado las matrices correspondientes al planteamiento mixto para dos
cilindro de la misma longitud y diferente radio (distinta esbeltez) en dos condiciones
de contorno: biarticulado y libre.

En el caso biarticulado, las matrices se han obtenido analiticamente, suponiendo
que el comportamiento del cilindro satisface las hipdtesis de la viga de Rayleigh, y
mediante el Método de los Elementos Finitos. La solucién de elementos finitos incluye
todo tipo de modos, mientras que la analitica sélo los de flexién. Se ha encontrado,
como era de esperar, que para el modelo més esbelto, las matrices calculadas por
ambos métodos son mds similares (comparando los términos correspondientes a modos
de flexién) que en el caso del menos esbelto. Esto es debido a que, cuanto mayor es
la esbeltez, mas se acerca el comportamiento del cilindro al de la viga de Rayleigh.

La forma de las matrices predice un acoplamiento entre los modos de flexién
correspondientes al mismo autovalor debido a los términos giroscépicos, tal como se
encontré en el capitulo 2 al estudiar la viga de Rayleigh.

Las matrices obtenidas mediante elementos finitos, que incluyen también modos
de torsién y respiracion, muestran que se produce un acoplamiento entre ellos debido
a la presencia de los de respiracién, tanto en los términos giroscépicos como en los
centripetos. Ademds, este acoplamiento se produce por separado entre los modos
simétricos por un lado y los antisimétricos por otro.

Por otra parte, en el caso del cilindro libre, se produce una estructura de aco-
plamientos mucho maés compleja, involucrando a todos los asociados a autovalores
de multiplicidad dos (exceptuando las traslaciones transversales de sélido rigido). En
este caso, el modo axial produce también un acoplamiento entre él y los de torsién.

Se ha encontrado que un acoplamiento entre modos de diferente frecuencia produce

una dependencia de los términos de la matriz centripeta, C, con el nimero de modos
incluidos en el modelo.

De estos resultados se infiere que un sistema con mas variedad de modos que una
viga es susceptible de sufrir acoplamientos mucho mas complejos.

La posibilidad de acoplamiento entre modos de diferente frecuencia tiene una
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consecuencia trascendente. Aparece una dificultad anadida para determinar el nimero
de modos que es necesario incluir en el modelo para obtener la solucién con suficiente
precision. No depende sélo de la fuerza generalizada de la excitacion y de su contenido
en frecuencia, sino que el sistema es capaz de transferir energfa de los modos! excitados
directamente por las fuerzas externas a otros. Esta dificultad se ve agravada por la
dependencia de los términos de la matriz centripeta con el nimero de modos. Queda
fuera de los objetivos de esta Tesis y, por lo tanto de su alcance, estudiar este hecho,
aunque se propone como desarrollo futuro.

IModos de la estructura no rotatoria.



Capitulo 7

Respuesta dinamica de un
cilindro rotatorio

Objeto del capitulo:

En este capitulo se obtiene la respuesta dindmica de un cilindro por medio de la
metodologia desarrollada en esta Tesis. Se emplean las ecuaciones del movimiento
obtenidas en los capitulos anteriores en coordenadas mixtas, analiticamente y me-
diante el Método de los Elementos Finitos, y se comparan los resultados. La respuesta
dindmica se caracteriza mediante funciones de respuesta en frecuencia de receptancia.
Se consideran dos valores de la esbeltez y dos tipos de condiciones de contorno.

143
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7.1. Introduccion

Recordemos que la receptancia es la funcién de respuesta en frecuencia (FRF)
definida como la relacién entre el desplazamiento producido en un punto y la fuerza
aplicada en otro (o el mismo), en régimen armdénico permanente, considerando ambas
magnitudes como complejas. Cuando el grado de libertad (punto y direccién) de exci-
tacién y de respuesta son el mismo, la FRF la llamamos de punto. En caso contrario,
cruzada. Estos mismo conceptos son aplicables cuando la excitacién y la respuesta
estdn referidos a puntos espaciales (no materiales) no rotatorios.

Es posible definir una receptancia modal, andlogamente a la inertancia modal de-
finida en el capitulo 2, como la respuesta de cada modo cuando s6lo uno de ellos
tiene fuerza generalizada, siendo ésta unitaria. Llamaremos receptancia directa a la
respuesta del modo con fuerza generalizada, y cruzada a la de los demaés. Debe tenerse
presente que los modos empleados son los del sistema no rotatorio.

En este capitulo se caracteriza la respuesta dindmica de dos cilindros, de radios
Ry = 0.1 my Ry = 0.05 m, mediante su funciones de respuesta en frecuencia de
receptancia, referidas a puntos espaciales. Para ello, se emplean los modelos numéricos
obtenidos en el capitulo anterior con condiciones de contorno biarticulado y libre.

Para la correcta interpretacion de los resultados mostrados debe tenerse presente
que los modelos no consideran desequilibrio estatico ni dindmico alguno, ni amorti-
guamiento. Por contra, los textos que tratan la dindmica de rotores (por ejemplo,
[19, 22, 38]) suelen considerar alguno o todos los factores anteriores, lo que conduce
a comportamientos del sistema diferentes al aqui mostrado.

7.2. Formulacion de las receptancias

Recordemos que la ecuacién del movimiento en coordenadas mixtas lagrangianas—
eulerianas se escribe, segin (4.90), como

Q—2Qéq+(1~<+ﬂ2(~]>q:Qq+92i (7.1)

En el caso de que la excitacién corresponda a una unica carga puntual unitaria, si
u, son las coordenadas espaciales del punto de aplicacién de la fuerza, y n. el versor
en la direccion de la misma, la fuerza generalizada queda

Qq(t) = ®(u.)" n, (7.2)
La posicién de un punto espacial u, en el instante ¢ se obtiene como

s(uy, t) = u, + @(u,) q(t) (7.3)

Para definir correctamente la receptancia, es necesario transformar ligeramente
la ecuacién del movimiento, debido a la presencia en ésta del término 22 L. Este
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término no depende del tiempo, y su efecto, en régimen permanente, es el mismo que
producirfa una excitacién modal constante, es decir, una deformacién estacionaria (en
el espacio).

Las deformadas de todos los modos para los que L no es nulo presentan simetria de
revolucién. Por ello, la presencia de este término constante es equivalente a modificar
levemente los didmetros de la estructura, no afectando a la respuesta dindmica de
forma significativa, s6lo a la posicién de referencia. El efecto es equivalente a no
considerar el peso propio, o cualquier otra fuerza constante, en sistemas de un grado
de libertad; sélo afecta a la posicién de equilibrio. En ausencia de excitaciéon externa
(Qq = 0), la solucién estacionaria (q =0, § = 0) es

es = 0 (f{ + Q7 6)_1 L (7.4)

Por tanto, dada una velocidad angular constante (2, si definimos unas nuevas
coordenadas modales mediante

qr = 4 — Qes (75)

y teniendo en cuenta que, entonces, es
por ser qes constante, la ecuacién del movimiento queda

De la misma forma, la posicién del punto espacial u, en la configuracién estacio-
naria vendra dado por

~ -1 ~
Ses(U,) = 1, + ®(U,) Qes = uy + 22 B(u,) (K + 02 C) L (7.8)
de modo que la posicién en el instante ¢ se podré escribir como

s(u,,t) = ses(uy) + ®(u,) g, (¢) (7.9)

y el desplazamiento con respecto a la configuracion estacionaria vendra dado por

sr(uy,t) — ses(u,) = ®(u,) g, (t) (7.10)

En lo que sigue, se toma como configuracién de referencia la del cuerpo en rotacién
en situacién estacionaria, de forma que la ecuacién del movimiento a resolver es (7.7),
y los desplazamientos estdn dados por (7.10).

En régimen armoénico permanente, la matriz (compleja) N x N siendo N el ndmero
de modos en ®, de receptancias modales se calcula como

~ ~ ~\ —1
H" (w,) = (—ngNxN—ZiweQG+K+QQ C) (7.11)
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siendo w, la pulsacién de la excitacién e i la unidad imaginaria. El término H7; (we)
representa la respuesta del modo j-ésimo cuando sélo existe fuerza generalizada sobre
el k-ésimo y es unitaria.®

Las receptancias propiamente dichas se obtienen como sigue. Sean n. y n, los
versores en la direccién de la excitacién (una dnica fuerza puntual unitaria) y de la
respuesta interesada, respectivamente. La respuesta en el punto u, cuando la fuerza
se aplica en el punto u,. estard dada por

H(we, e, ne, 1y, n,) =0’ &(u,) H™ (w,) ®(u.)” n, (7.12)

La receptancia serd de punto si se cumple que u, = u, y n, = n,.. Serd cruzada
en cualquier otro caso.

Si restringimos los direcciones de excitacién y de respuesta a las tres del sistema
de referencia en el que estdn escritos los modos, entonces se puede definir la matriz
3 X 3 siguiente

H(we, uc,u,) = ®(u,) H™ (w,) ®(u.)” (7.13)
en la que el término Hy;(we,ue,u,) (k,j =1,...,3) es la receptancia en la direccién
coordenada k-ésima del punto u, cuando se excita en la direcciéon j-ésima del punto
Ue.

Evidentemente, se tendra también

H(weau€7n€7u7‘7n7‘) = n?j H(Wevuevur) ne (7'14)

7.3. Cilindro biarticulado

A continuacién se presentan algunas receptancias de los cilindros biarticulados
cuyas ecuaciones del movimiento fueron obtenidas en el anterior capitulo 6. Han sido
calculadas tanto mediante el modelo analitico como por el de elementos finitos. La
excitacién corresponde a una fuerza puntual, aplicada sobre la fibra neutra en direc-
ci6n normal a la misma, a una distancia L/v/2 de un extremo, siendo L la longitud
del cilindro. El punto de excitacién se ha escogido al efecto de que no coincida con
puntos nodales.?

La figura 7.1 muestra la receptancia de punto en direccién transversal. Las reso-
nancias en las respuestas analitica y de elementos finitos no se producen a las mismas
frecuencias dado que los modelos parten de distintas frecuencias propias para el sis-
tema no rotatorio. Una vez maés, esto es debido a que el modelo de elementos finitos
no presenta comportamiento de viga de Rayleigh.

LObsérvese que una fuerza generalizada unitaria no corresponde necesariamente a un fuerza uni-
taria y viceversa.

2Recuérdese que un punto nodal, o nodo, asociado a una deformada modal es aquél cuyo desplaza-
miento es nulo en todo instante. Este concepto es aplicable tanto a modos materiales como espaciales.
En el primer caso se entiende que se refiere a los desplazamientos de un punto material y son nulos
expresados en coordenadas del cuerpo. En el segundo, el punto es espacial y los desplazamientos
estan referidos en el sistema fijo.
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Puede apreciarse el desdoblamiento de las frecuencias de resonancia debido a la
rotacién. Por ser una FRF de punto, aparecen antirresonancias entre cada dos reso-
nancias.
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Figura 7.1. Receptancia de punto. Cilindro biarticulado. Radio Ry = 0.1 m.

En la figura 7.2 se muestran las receptancias cruzadas, siendo la direccion de
respuesta normal a la de excitacién, en el mismo punto. Las curvas correspondientes
al cilindro no rotatorio no se representan en la figura por ser nulas. Sin embargo, el
sistema rotatorio presenta una respuesta distinta de cero. En la respuesta cruzada
aparecen resonancias a las mimas frecuencias que en la de receptancia de punto. No
obstante, no tiene antirresonancias, por lo que existen frecuencias de excitacién a las
que la respuesta en la direcciéon normal a la excitacién es mayor que la correspondiente
a la misma direccién. Estos resultados concuerdan con los obtenidos en el capitulo 2
para la viga de Rayleigh.

En la figura 7.3 puede verse la receptancia de punto a cuatro velocidades angulares,
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Figura 7.2. Receptancia cruzada. Cilindro biarticulado. Radio Ry = 0.1 m.

para el modelo analitico y para el de elementos finitos.

Debido a que los modelos parten de distintas frecuencias propias no rotatorias
(distinta matriz de rigidez K), no puede apreciarse bien las diferencias debidas a los
términos giroscépicos (G) y centripetos (C). Por ello, en la figura 7.3 se han recalcu-
lado las receptancias considerando en ambos modelos la misma matriz de rigidez. En
ella se aprecia que las diferencias debidas a los distintos valores de las matrices G y

C son minimas.

En las dos figuras 7.3 y 7.4 se observa una disminuciéon de las frecuencias de
resonancia al aumentar la velocidad angular. Esto es debido a la presencia del término
22C q en la ecuacién del movimiento, que se traduce en una disminucién de la rigidez
generalizada (el término que multiplica a la coordenada generalizada, K + 22 C~3)

Anéalogamente, las figuras de la 7.5 a la 7.8 muestran las receptancias homoélogas
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Figura 7.3. Receptancia de punto. Cilindro biarticulado. Radio Ry = 0.1 m.
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Figura 7.4. Receptancia de punto. Cilindro biarticulado. Radio Ry = 0.1 m. Se ha
considerado la misma matriz de rigidez en ambos modelos (mismas frecuencias

propias no rotatorias) para apreciar la influencia de los otros términos.



152 RESPUESTA DINAMICA DE UN CILINDRO ROTATORIO

correspondientes al cilindro de radio Rs = 0.05 m. Presentan el mismo comporta-
miento, con la salvedad de que las frecuencias de resonancia analiticas y de elementos
finitos son mas préximas ahora, como era de esperar por ser mas esbelto el cilindro.
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Bl TR
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- - -Q=0, MEF
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10 P

L L L L L L P

10° 10°
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Figura 7.5. Receptancia de punto. Cilindro biarticulado. Radio Re = 0.05 m.

7.4. Cilindro libre

Las figuras de la 7.9 a la 7.14 muestran receptancias de los cilindros libres de radio
Ry = 0.1 m y Ry = 0.05 m respectivamente, andlogas a las del caso biarticulado.
Han sido calculadas a partir de la ecuaciéon del movimiento obtenida en el capitulo
6 mediante elementos finitos. El punto de aplicacién de la carga y de evaluacién de
la respuesta y sus respectivas direcciones son los mismos que en el anterior caso del
cilindro biarticulado.
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Figura 7.6. Receptancia cruzada. Cilindro biarticulado. Radio Ry = 0.05 m.

Se observa el mismo comportamiento que en el caso del cilindro biarticulado: un
desdoblamiento de las frecuencias de resonancia con la velocidad angular, junto con
una tendencia a disminuir su valor.

La figura 7.15 muestra la receptancia modal directa, a distintas velocidades de
rotacion, del primer modo de flexién del cilindro de radio Ry = 0.1 m.

Para 2 = 0, la respuesta corresponde a la de un sistema de un grado de libertad.
Con velocidades angulares no nulas, puede apreciarse, ademas del desdoblamiento de
la resonancia correspondiente a este modo, una perturbacién, tanto mayor cuanto mas
grande es la velocidad de rotacion, a las frecuencias de resonancia del tercer modo de
flexién.

En la figura 7.16 se muestra la receptancia modal cruzada de éste ultimo co-
rrespondiente a fuerza generalizada en el primero. Como se aprecia, presenta picos
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Figura 7.7. Receptancia de punto. Cilindro biarticulado. Radio Ro = 0.05 m.
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Figura 7.8. Receptancia de punto. Cilindro biarticulado. Radio Ry = 0.05 m. Se ha
considerado la misma matriz de rigidez en ambos modelos (mismas frecuencias
propias no rotatorias) para apreciar la influencia de los otros términos.
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Figura 7.9. Receptancia de punto. Cilindro libre. Radio Ry = 0.1 m.

a las frecuencias de resonancia de ambos modos, primero y tercero de flexiéon, no
apareciendo a las correspondientes al segundo. Estas graficas ponen de manifiesto el
acoplamiento predicho por la ecuacién del movimiento entre modos de flexién con el
mismo tipo de simetria (modo simétrico o modo antisimétrico).

Las figuras 7.17 y 7.18 muestran las receptancias modales directa y cruzada, res-
pectivamente, del cilindro de radio Ry = 0.05 m. Debido a su mayor esbeltez, en
este caso el acoplamiento es mas débil, dado que, en el limite para esbeltez infinita,
la respuesta tiende a la de la viga no rotatoria. En este modelo se han incluido tres
modos de flexién simétricos (primero, tercero y quinto). La receptancia cruzada pone
de manifiesto que el acoplamiento se produce entre todos ellos.
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Figura 7.10. Receptancia cruzada. Cilindro libre. Radio R1 = 0.1 m.

7.5. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado la dinamica de dos cilindros rotatorios de dife-
rente didmetro, a través de sus receptancias y de sus receptancias modales, ante dos
condiciones de contorno: biarticulada y libre.

En el caso biarticulado, se ha comparado la respuesta calculada mediante la ecua-
cién del movimiento obtenida analiticamente con la correspondiente al Método de los
Elementos Finitos. Se ha mostrado que las diferencias en la respuesta son debidas,
fundamentalmente, a que se modelan comportamientos distintos: el modelo analiti-
co representa un cilindro que se comporta en la flexién como una viga de Rayleigh
mientras que el de elementos finitos tiene un comportamiento general, en el que las
secciones no tienen porqué permanecer normales a la fibra neutra. Ello afecta especial-
mente a la matriz de rigidez (K) obtenida, correspondiente a las frecuencias propias



158

Receptancia (m/N) Receptancia (m/N) Receptancia (m/N)

Receptancia (m/N)

RESPUESTA DINAMICA DE UN CILINDRO ROTATORIO

Q=0
10—10 |
10° 10°
Q = 25000 rpm
10—10 |
10° 10°
Q = 50000 rpm
10—10 |
10° 10°
Q = 75000 rpm
10%
10° 10°

Frecuencia (Hz)

Figura 7.11. Receptancia de punto. Cilindro libre. Radio Ry = 0.1 m.
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Figura 7.12. Receptancia de punto. Cilindro libre. Radio Ro = 0.05 m.

no rotatorias. Si se sustituyen en un modelo las del otro, las respuestas se aproximan
significativamente. Nuevamente, las diferencias son menores al aumentar la esbeltez.

La naturaleza de la respuesta coincide con la obtenida en el capitulo 2 mediante un
método independiente. Se observa un desdoblamiento de las frecuencias de resonancia,

debido a los términos giroscépicos (G). También se produce una tendencia a disminuir

el valor de estas frecuencias, provocada por los términos centripetos (C).

Las receptancias cruzadas muestran resonancias en el plano contrario al de la
excitacion, respuesta que en el caso no rotatorio es nula. De la presencia de antirre-
sonancias entre todas las resonancias en la receptancia de punto, y de la ausencia de
las mismas en la cruzada, se concluye que existen frecuencias a las que es mayor la
respuesta en el plano normal al de excitacién que en éste.

Por otro lado, las respuestas de ambos cilindros libres muestran, ademds, un aco-
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Figura 7.13. Receptancia cruzada. Cilindro libre. Radio Rs = 0.05 m.

plamiento entre todos los modos de flexién con la misma simetria, tal como predice
la forma de las matrices de la ecuaciéon del movimiento.

En textos sobre dindmica de rotores [19] pueden encontrarse funciones de respuesta
en frecuencia que muestran picos a la frecuencia correspondiente a la velocidad de giro,
al doble, al triple... y cuando alguna de estas frecuencias coincide con una natural de
eje no rotatorio, muestran un fenémeno de resonancia.

Las receptancias aqui mostradas, en cambio, no presentan tales picos. No obstante,
coinciden en su forma con las que aparecen en multiples publicaciones [8, 30, 64] sobre
sistemas en los que los términos giroscépicos no son despreciables: un desdoblamiento
de cada pico de resonancia del sistema no rotatorio, y ningtin pico a la velocidad de
giro.

Este tiltimo es debido a la inclusién en el modelo (o presencia en el sistema real) de
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una excentricidad en el centro de masas (desequilibrio estdtico), o a un desequilibrio
dinamico.

Ademas, si la velocidad de rotacién no es suficientemente elevada, el desdobla-
miento de las frecuencias propias puede pasar desapercibido: los dos picos estdn muy
cercanos, y, con poco amortiguamiento que haya, se funden en uno, a la frecuencia
propia del eje no rotatorio. De esta forma, cuando la excitacién coincide con ésta se
manifiesta la esperada resonancia.

Pero estos casos corresponden a modelos no comparables con los aqui desarrollado,
los cuales no tienen en cuenta la excentricidad ni el desequilibrado dindmico ni el
amortiguamiento.



Capitulo 8

Aplicacién a un eje de
vehiculo ferroviario

Objeto del capitulo:

La metodologia desarrollada en la Tesis es aplicada en este capitulo a la obtencion
de la ecuacion del movimiento de un eje de wvehiculo ferroviario aislado. De esta
manera se alcanza el fin ultimo de esta investigacion. Los parametros del modelo
propuesto son calculados a través de una discretizacion de elementos finitos del eje.
La dindmica del eje rotatorio en condicion libre es caracterizada mediante funciones de
respuesta en frecuencia de receptancia, orbitas modales y orbitas de puntos espaciales.

167
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8.1. Introduccion

En este capitulo se obtienen las matrices de la ecuacién del movimiento en coor-
denadas mixtas lagrangianas—eulerianas de un eje de vehiculo ferroviario en rotacién
sobre si mismo mediante el Método de los Elementos Finitos, con condiciones de con-
torno de cuerpo libre. El interés de esta condicién radica, como se indica en el capitulo
9, en que es la necesaria en el método de sintesis modal empleado en el programa de
simulacion de dindmica ferroviaria de la UPV.

Este anélisis forma parte del objetivo fundamental de la Tesis. Los desarrollos
previos han permitido validar la metodologia y establecer la influencia de la rotacion
en la respuesta.

A partir de esta ecuacién del movimiento, se obtiene la respuesta del eje ante di-
ferentes excitaciones. Por un lado, se muestran las érbitas modales y las de algunos
puntos singulares (las cajas de grasa y donde se produciria el contacto con el ca-
rril) ante condiciones iniciales modales. Por otro, la respuesta forzada se caracteriza
mediante funciones de respuesta en frecuencia de receptancia.

Como se verd, el comportamiento de un sélido més general que una viga, como es
el caso del eje, es sensiblemente mas complejo.

Este modelo sera implementado en el préoximo capitulo en un sistema de simulacién
de la interaccion entre un vehiculo ferroviario y la via.

8.2. Modelo numeérico

El modelo de elementos finitos consta de 6809 nodos y 5232 elementos hexaédricos
de ocho nodos. La figura 8.1 muestra una imagen de la malla. Se han tomado las
propiedades del material, supuesto elastico lineal, dadas en la tabla 8.1.

Médulo de Young FE = 2.1-10'! Pa
Coeficiente de Poisson v =0.3
Densidad p = 7850 kg m 3

Tabla 8.1. Propiedades del material.

Se han calculado 107 modos del eje, considerado no rotatorio, incluyendo los seis
de sélido rigido. La tabla 8.2 presenta las frecuencias (columna f) y multiplicidades
(columna m) de los modos. El indice se refiere al autovalor (frecuencia).

Tal como se explica en la introduccién del capitulo 4, los modos de sélido rigido for-
man un espacio de dimension seis asociados al autovalor nulo. En este modelo aparecen
también algunos autovalores no nulos, asociados a modos elasticos, con multiplicidad
mayor que 2. Corresponden a deformadas en las que una rueda puede presentar una
deformada simétrica o antisimétrica respecto de la otra, con la misma deformacion en
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Figura 8.1. Malla del modelo de elementos finitos del eje.

la barra central. Puesto que esto puede ocurrir en dos planos, da lugar a un autovalor
con multiplicidad cuatro. Tomando los simétricos y los antisimétricos por separado se
obtienen dos espacios vectoriales de dimension dos con simetria de revolucién. Tales

frecuencias aparecen repetidas en la tabla, de igual forma que la frecuencia nula de
solido rigido.

En la figura 8.2 pueden verse las deformadas de los primeros modos elasticos. Al
pie de cada imagen se indica el tipo de modo, la frecuencia propia correspondiente y la

variable generalizada ¢ asociada. Algunas de las imdgenes muestran el eje seccionado
para permitir visualizar mejor la deformada.

La tabla 8.3 muestra los valores no nulos del vector L. El indice hace referencia a
la frecuencia propia.

Dado el tamaiio de las matrices G y C (107 x 107) se van a mostrar de forma
gréfica, en lugar de trascribir sus valores numéricos. Las figuras 8.3 y 8.4 muestran la
distribucién de los elementos no nulos en las matrices G y C en sus primeras 50 filas

y columnas. Mediante una escala de grises logaritmica se indica el valor absoluto de
cada elemento.

Puede apreciarse que, para un cuerpo general de revoluciéon como es el eje, la
estructura de acoplamientos es mucho méas compleja que en el caso de una viga.
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Indice f (Hz) Indice f (Hz) Indice f (Hz)

m m m
1 0 1 23 15463 2 45 29315 2
2 0 2 24 15469 2 46 29316 2
3 0 1 25 15845 2 47 2940.0 2
4 0 2 26 17783 2 48 294777 2
S 80.034 1 27 17783 2 49 2984.0 2
6 93.718 2 28 1841.2 2 50 2984.0 2
7 146.84 2 29 19579 2 51 31102 1
8 226.65 1 30 1986.2 2 52 33921 2
9 287.64 2 31 2153.0 2 53  3505.0 1
10 323.69 1 32 2153.0 2 54 37143 1
11 343.83 2 33 21906 2 55 37171 1
12 343.86 2 34 22233 1 56 3743.1 2
13 582.82 2 35 22984 2 57 37432 2
14 859.02 2 36 22999 2 58 38295 2
15 937.86 2 37 24096 1 99 38375 2
16 937.86 2 38 24814 1 60 3903.2 2
17 966.60 1 39 25240 1 61 3903.2 2
18 1106.8 2 40 2638.5 2 62 39484 1
19 13316 1 41 26703 1 63 39875 1
20 13704 2 42 27231 1 64 40949 2
21 14934 1 43 28338 2
22 15273 1 44 28338 2

Tabla 8.2. Frecuencias propias.

Indice (k) Ly,
8 1.62530 - 1071
17 7.61293 - 1071
22 2.91469 - 1010
38 1.07934 - 10+1
54 3.14424 - 10~ 1
63 3.11806 - 1010

Tabla 8.3. Elementos no nulos del vector L.

8.3. Respuesta a condiciones iniciales modales

Se ha calculado la respuesta de vibraciones libres del eje a partir de las condiciones
iniciales modales siguientes: posicion gg = 1 y velocidad ¢g = 1000, siendo nulas todas
las demds. Las coordenadas generalizadas gg y qg corresponden al primer modo de
flexién (indice 6) en los planos vertical y horizontal respectivamente.

En la figura 8.5, las graficas de la izquierda muestran las érbitas modales, tal
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& =

(a) 1° de torsién; f5 = 80.034 Hz; g7 (b) 1° de paraguas; fg = 226.65 Hz; gi2

(¢) 1° de flexién horizontal; f¢ = 93.781 Hz; gs  (d) 1° de flexién vertical; fo = 93.781 Hz; ¢o

(e) 2° de flexién horizontal; f7 = 146.84 Hz; q10 (f) 2° de flexién vertical; fr = 146.84 Hz; q11

(g) 3° de flexién horizontal; fg = 287.64 Hz; q13 (h) 3° de flexién vertical; fo = 287.64 Hz; q14

Figura 8.2. Primeros modos eldsticos del eje no rotatorio, frecuencia y coordenada
generalizada asociada. Las imdgenes (a) y (b) muestran una seccion

como se definieron en el capitulo 2, del primer modo de flexién ante estas condiciones
iniciales para varias velocidades de giro. Las gréficas de la derecha muestran las 6rbitas
modales del tercer modo de flexién (indice 9, coordenadas generalizadas ¢13 y q14 en
los planos horizontal y vertical respectivamente), cuyas condiciones iniciales son nulas.

En las gréficas de la izquierda se observa que las 6rbitas modales descritas por el
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Figura 8.4. Distribucion de los elementos en C.
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Figura 8.5. Orbitas modales ante las condiciones iniciales de posicion qs =1 y
velocidad g9 = 1000, siendo nulas todas las demds.
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primer modo de flexién son muy semejantes a las hipotrocoides obtenidas para la viga
de Rayleigh. Adems4s, las graficas de la derecha ponen de manifiesto el acoplamiento
entre modos con el mismo tipo de simetria para velocidades angulares no nulas: el
tercer modo de flexién responde atin con condiciones iniciales nulas, excitado por las
del primero, aunque su amplitud es de un orden de magnitud menor.

En la figura 8.6 se muestran las 6rbitas descritas por el punto donde se produciria
el contacto entre la rueda izquierda y el carril (graficas de la izquierda) y por el centro
de la caja de grasa del mismo lado (a la derecha), para las mismas condiciones iniciales
modales anteriores. Se muestra en negro la trayectoria en el espacio tridimensional y
en gris las proyecciones de ésta sobre los planos coordenados, con el objeto de facilitar
la interpretacion espacial de la primera. La direccién = de los ejes corresponde a la
longitudinal de la via, la y a la transversal a la misma, y la z a la vertical. Las
dos graficas superiores corresponden a la respuesta del eje no rotatorio (2 = 0), y
presentan la habitual elipse. Sin embargo, para velocidades de rotacién no nula, las
trayectorias descritas por estos punto son semejantes a las hipotrocoides de la viga
de Rayleigh calculadas en el capitulo 2.

Por otro lado, la figura 8.7 muestra las 6rbitas modales de los primeros y terce-
ros modos de flexién cuando la tinica condicién inicial no nula es la de velocidad del
primer modo de flexion vertical, ¢gg = 1000. En la figura 8.8 pueden verse las 6rbitas
de los puntos de contacto y de los centros de las cajas de grasa ante esas condiciones
iniciales. Es interesante destacar que la respuesta del eje no rotatorio no tiene com-
ponentes del desplazamiento a lo largo del eje x, longitudinal de la via. Sin embargo,
para velocidades angulares no nulas, la respuesta en esa direccién es de magnitud
comparable a la que se produce en direccién vertical.

8.4. Receptancias

Se ha calculado la receptancia del eje libre en el punto donde se produciria el
contacto con el carril, cuando la excitacién se produce en el mismo punto y en di-
reccion vertical. En las figuras 8.9 y 8.10 se muestran dos de ellas, calculadas hasta
270 Hz. Evidentemente, alcanzar tal frecuencia cuando la excitacién es sincrona con
la velocidad de rotacién (como la que producirian excentricidades en el centro de
masas de cada seccién del eje) implicaria velocidades de traslacién inalcanzables por
el vehiculo. Si embargo, debe tenerse en cuenta que, para otras fuentes de excitacion
como, por ejemplo, la corrugacién del carril, el rango de frecuencias de excitacién que
se produce se extiende facilmente por encima de los 300 Hz, sin necesidad de que el
vehiculo supere los 200 km/h.

La figura 8.9 muestra la receptancia de punto en la direccion vertical. Puede ver-
se el desdoblamiento de las frecuencias de resonancia producido por los términos
giroscopicos de la ecuacién del movimiento en los modos de flexién. También se mues-
tra la resonancia correspondiente al primer modo de paraguas, que no se ve afectado
por la rotacién.
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En la figura 8.10 se ve la receptancia cruzada en el mismo punto y para la misma
carga, correspondiente a la respuesta en la direccién longitudinal de la via. Se aprecia
que la respuesta no es nula cuando existe velocidad de rotacién, presentando resonan-
cias a las mismas frecuencias que la respuesta en la direccién vertical. La presencia de
desplazamientos en la direccién de la via, atin sin excitacién en esa direccién, puede
ayudar a explicar procesos de corrugacién sin un eje motor.

8.5. Conclusiones

En este capitulo se han obtenido los términos de la ecuacién del movimiento en
coordenadas mixtas lagrangianas—eulerianas de un eje de vehiculo ferroviario sometido
a rotacién. La estructura de las matrices obtenidas muestra un sistema con un mayor
grado de acoplamiento.

La respuesta dindamica del eje ha sido caracterizada mediante tres tipos de repre-
sentacion: orbitas modales; érbitas de dos puntos significativos del sistema, el centro
de una caja de grasa y el que seria de contacto con el carril; y receptancias de éste
iltimo punto en direcciones vertical y longitudinal de la via, para carga vertical.

Las 6rbitas corresponden a la respuesta libre a partir de dos conjuntos de condicio-
nes iniciales modales. En primer lugar, se han calculado con unas condiciones iniciales
de posicion en el primer modo de flexién vertical y de velocidad en el homologo hori-
zontal. Muestran que la rotacién produce acoplamiento tanto entre éstos dos (corres-
pondientes al mismo autovalor), como con modos asociados a autovalores diferentes,
habiendo una gran diferencia respecto a la respuesta modal del eje no rotatorio.

Las trayectorias del punto de contacto y de la caja de grasa a partir de estas con-
diciones iniciales muestran, en ausencia de rotacién, la esperada elipse. Sin embargo,
con velocidades de rotacion no nulas, la trayectoria es semejante a una hipotrocoide.

Al efecto de mostrar lo que este tipo de 6rbitas implica, se han obtenido tam-
bién a partir de condiciones iniciales exclusivamente de velocidad en el primer modo
de flexion vertical. La respuesta del eje no rotatorio es la conocida: sélo responde el
modo al que corresponden las condiciones iniciales, y las trayectorias espaciales de
los puntos se mantienen en un plano vertical, normal al eje de la via. Esto lleva a
que, habitualmente, en modelos de dindmica ferroviaria, se considere desacoplada la
dindmica vertical de la longitudinal. No obstante, con velocidades angulares no nulas,
responden también otros modos, tanto de la misma frecuencia como de otras, resul-
tando unas trayectorias que, aunque conforman curvas planas, tienen componentes
de desplazamiento en la direccion longitudinal de la via. Es de esperar que esta capa-
cidad de desplazamiento altere la fuerza de contacto entre la rueda y el carril en esta
direccién. Igualmente, debe alterar la fuerza entre el eje y el resto del vehiculo.

Por 1ltimo, se han calculado receptancias en el punto de contacto ante carga verti-
cal. Los resultados muestran un desdoblamiento de algunas frecuencias de resonancia
(las correspondientes a modos cuya deformada no presenta geometria de revolucién),
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por lo que aparecen a frecuencias distintas que en el caso de no rotatorio, y en mayor
namero. Por otro lado, se encuentra que la receptancia cruzada, obtenida como el
desplazamiento en la direccién longitudinal de la via cuando la carga es vertical, no
es nula cuando existe velocidad de rotacién, presentando resonancias a las mismas
frecuencias que el caso de desplazamiento vertical.

Todo esto lleva a concluir que el hecho de que el eje sea un sélido flexible rotatorio
tiene una gran influencia en la dindmica acoplada entre el vehiculo y la via.

Diversos resultados de este estudio han sido publicados en Proceedings of 20th
Symposium of the International Association for Vehicle System Dynamics [33] y en
las Actas del XVII Congreso Nacional de Ingenieria Mecdnica [34].
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Figura 8.6. Orbitas del punto del punto de contacto y del centro de la caja de grasa
ante las condiciones iniciales de posicion qs = 1 y velocidad g9 = 1000, siendo nulas
todas las demds.
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Figura 8.7. Orbitas modales ante la condicién inicial de velocidad Go = 1000, siendo
nulas todas las demds.
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ante la condicion inicial de velocidad g = 1000, siendo nulas todas las demds.



8.5. CONCLUSIONES

—7

10

Receptancia (m/N)

—10’

10

—Q=0
= = =-Q =500 rpm

“““ Q =1000 rpm

I

1" Modo de flexién par® = 0

2’ Modo de flexién para

A

Q=0

1°"Modo de
paraguas—

16°

Frecuencia (Hz)

181

Figura 8.9. Receptancia de punto en direccion vertical en el punto de contacto.
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Capitulo 9

Aplicacién a modelos de
interaccion vehiculo
ferroviario—via

Objeto del capitulo:

Este capitulo complementa el objetivo ultimo de la Tesis, introduciendo el modelo
del eje rotatorio desarrollado en un programa de simulacion de la dindmica acoplada
entre un vehiculo ferroviario y la via. Se estudia la influencia de la rotacion del eje en
la fuerza de contacto rueda—carril. Los casos analizados corresponden a la dindmica
originada por la circulacion de vehiculos afectados por planos de blogqueo, y al paso de
vehiculos sobre vias corrugadas.
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9.1. Introduccion

En el capitulo anterior se ha obtenido un modelo dindmico del eje montado de un
vehiculo ferroviario. La utilidad préactica de este modelo puede asociarse con cualquie-
ra de los multiples casos de andlisis que son objeto de estudio de la dindmica ferrovia-
ria. A través de estos andlisis pueden ser caracterizados problemas que afectan a la
seguridad ante el descarrilamiento, a la confortabilidad vibratoria, al mantenimiento
de la via y de los vehiculos y, en definitiva, a la explotacion.

Es habitual agrupar los modelos dinamicos segun el rango de frecuencias de validez.
En un primer grupo encontramos aquellos modelos que alcanzan hasta aproximada-
mente 40 Hz, mediante los cuales se analizan los problemas de estabilidad transversal,
esfuerzos de guiado y seguridad considerados en la UIC 518 [1, 79]. Quiza la carac-
teristica mas importante de estos modelos es que se desprecia el comportamiento
dindmico de la via, considerdandose ésta como una barra fija o un medio flexible sin
masa. En un rango que abarca desde 30 Hz hasta 2 kHz, encontramos lo que se conoce
como alta frecuencia o interaccién dinamica del vehiculo con la via. Sus caracteristi-
cas bésicas fueron establecidas por Knothe y Grassie en [47]. Un aspecto bésico de
estos modelos es el modelado de la via, dado que debe ser representada de forma
que sea posible analizar su dindmica estructural. Este tipo de estudios ha permitido
analizar fenémenos dinamicos que tienen su origen en las irregularidades de la banda
de rodadura y/o del camino de rodadura en el carril, y que afectan al mantenimiento
de los vehiculos (poligonalizacién de ruedas, planos de bloqueo en ruedas), al de la
via (corrugacién del carril) y a la emisién actstica asociada con la rodadura. Se pue-
de considerar la dindmica de alta frecuencia como ejemplo en el que potencialmente
existiran diferencias entre resultados derivados de un modelado del eje rigido y uno
elastico.

Sin que haya sido suficientemente justificado, usualmente los modelos de interac-
cién dindmica via—vehiculo consideran modelos del eje rigido. Las aportaciones en las
que se introduce un modelo flexible no rotatorio se reducen a la Tesis de Andersson [2].
No ha sido investigada la influencia de los efectos inerciales y giroscépicos asociados
a la rotacion sobre la dindmica del sistema via—vehiculo.

Con el fin de investigar tales efectos, en este capitulo se procedera a la implemen-
tacién del modelo del eje propuesto en un programa de simulacién de la interaccién
dindmica de un vehiculo con la via. Para ello, en primer lugar se describe brevemente
este método (apartado 9.2). Posteriormente (apartado 9.3) se procede a implementar
el eje como un cuerpo flexible rotatorio. Finalmente, en el apartado 9.4 se muestran
los resultados de dos simulaciones: un eje afectado de un plano de bloqueo, y la circu-
lacion sobre una via corrugada. En ambos casos, se comparan las fuerzas de contacto
entre la rueda y el carril obtenidas con un eje rigido no rotatorio, un eje flexible no
rotatorio y un eje flexible rotatorio.
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9.2. Modelo de interaccion de la UPV

El modelo desarrollado en el Departamento de Ingenieria Mecanica y de Materiales
de la UPV [10, 66] permite determinar la dindmica acoplada entre un vehiculo y la via.
Se modela la via completa (dos carriles), admitiéndose la posibilidad de que exista un
comportamiento asimétrico con respecto al eje de la via. Este modelo sélo considera
la dindmica vertical del sistema, por lo que no permitird alcanzar conclusiones sobre
la influencia de la rotacién del eje sobre las fuerzas horizontales.

Puesto que el modelo global via—vehiculo estd basado en la implementacion de
técnicas de subestructuracién, facilita la implementacién del modelo del eje desarro-
llado en el capitulo 4 segin la ecuacién (4.101) como un elemento més. En particular,
el método empleado es la de sintesis modal de componentes de McNeal [52], por lo
que la ecuacién (4.101) debe representar al eje en condicién libre.

La técnica consiste en un modelo hibrido que combina coordenadas fisicas y moda-
les, y en el que la respuesta es calculada en el dominio del tiempo mediante integracién
numérica. El modelo propone la subestructuracion del sistema en tres tipos de ele-
mentos: carriles, traviesas y el vehiculo, uno de cuyos componentes es el eje (o los
ejes). Cada uno de estos elementos por separado tiene caracteristicas que pueden ser
consideradas lineales. Las no linealidades se sitian fundamentalmente en los elemen-
tos que conectan las subestructuras entre si: contacto rueda-carril, balasto y placas
de asiento.

9.2.1. Modelado de la via

El modelo desarrollado estd basado en la subestructuracion de la via, considerando
la descripcién modal de cada carril y traviesa de forma aislada. El balasto y las placas
de asiento se consideran como elementos de conexion, el primero entre las traviesas y
la estructura de la via, el segundo entre traviesas y carriles.

El comportamiento dindmico de las subestructuras (carriles y traviesas) de forma
aislada es asimilado a vigas de caracteristicas lineales. Las traviesas se modelan como
vigas de Winkler, considerando el balasto como la base eldstica. Inicialmente, por
lo tanto, se considera el balasto con caracteristicas lineales. No obstante es posible
incluir las no linealidades tal como se propone en [2], incorporandolas como fuerzas
externas funcién de los desplazamientos.

Fl sistema de coordenadas global zyz esta definido con el eje = positivo en la
direccién del movimiento del vehiculo. El eje z es vertical y hacia arriba y el eje y
transversal a la via. Un esquema del modelado de la traviesa se muestra en la figura
9.1. Los desplazamientos verticales de la traviesa s-ésima vienen dados por la funcién
us(y,t), siendo y la coordenada de la seccién estudiada. Las fuerzas FPF, ejercidas
por los carriles a través de las placas de asiento estdn aplicadas en y = d,- (el indice
r = 1,2 corresponde, respectivamente, al carril izquierdo y derecho).

Se define v, (y) como el modo no amortiguado n-ésimo normalizado con respecto
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. =
Traviesa s S
|

Figura 9.1. Modelado de la traviesa.

a masa unitaria y w, la frecuencia propia correspondientes a la viga de Winkler
(reservamos los nidmeros de modos n = —1 y n = 0 para aquellos que no producen
deformacion eldstica de la viga). Se ha considerado el amortiguamiento a través de la
tasa de amortiguamiento modal &,, asociada a cada modo de la traviesa aislada sobre
la base eléstica.

Las transformaciones que relacionan los desplazamientos de la traviesa con las
coordenadas modales de la viga aislada por un lado, y las fuerzas transmitidas a
través de las placas de asiento con las fuerzas modales por otro, son las siguientes:

2

=3 W) 150 = S FL da(d,) (9.1)

n=—1 r=1

donde ¢, (t) y f5,(t) representan respectivamente la coordenada y fuerza modal aso-
ciada al modo n-ésimo de la traviesa s-ésima. Se ha realizado un truncamiento modal,
considerdndose un numero finito N,,s de modos de vibracién de la traviesa.

El movimiento vertical del carril estd definido por la variable v, (x,t), siendo z la
coordenada que sitta la seccién de la viga desde un extremo, tomando como sentido
positivo el de avance del vehiculo (ver Figura 9.2). La traviesa s-ésima se encuentra
en la seccién & = b, del carril. Se considera un vehiculo con N, ejes (empleamos
el subindice a para identificar cada eje; a varfa entre 1 y N, ). La posicién de cada
uno de los ejes es © = ¢, + V't, donde V es la velocidad con la que se desplaza el
vehiculo, y ¢, es la coordenada inicial correspondiente. Sobre cada carril r-ésimo actia
un conjunto de fuerzas FP, ejercidas por cada traviesa s-ésima a través de las placas
de asiento, y las fuerzas F, que transmiten las ruedas del eje a-ésimo a través del
contacto rueda—carril.

TE‘“) TF’W
k—%

ﬁ Fim |FiO |F
oo o |

_
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X

lF:.V(z)

v

Figura 9.2. Modelado del carril.
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El modelo dindmico correspondiente al carril estd basado en una descripciéon mo-
dal del mismo. Denominamos A, y T,,(z) a la frecuencia natural no amortiguada y al
modo de vibracién de un carril aislado normalizado con respecto a la masa (subindice
m, variando entre -1 y el nimero de modos del carril N,,,; reservamos los niimeros
de modos m = —1 y m = 0 para aquellos que no producen deformacién elastica de
la viga). Considerando el carril como una viga de Timoshenko, los correspondien-
tes modos y frecuencias propias pueden obtenerse analiticamente. Consideraremos el
amortiguamiento definido a través de la tasa de amortiguamiento modal (,,. En este
caso, las relaciones modales son:

vo(w,t) = S0y Ton (@) g2, ()
(9.2)
ﬁn(t) = Zi\f:ag{ Fr, Ton(ca+Vt)— 2521 FF, Y (bs)

donde ¢, (t) y fE (t) representan respectivamente la coordenada y fuerza modal
asociada al modo m-ésimo del carril r-ésimo.

9.2.2. Obtencion de las ecuaciones del movimiento de la via

Segun el modelo de la via realizado en el punto anterior, la FRF de receptancia
correspondiente al modo n-ésimo de una traviesa aislada es:

1
02428 wp 0+ w2

H; (o) (9.3)
donde o representa la variable de Laplace. El modelo del modo n-ésimo de la traviesa
s-ésima, dado por (9.3), puede ser expresado en el dominio del tiempo a través de la
ecuacién siguiente:

o (1) 2 En wn G5 () + wn 45, (1) = fi (1) (9-4)

siendo &, el amortiguamiento modal, w,, la frecuencia propia no amortiguada y fssn (t)
la fuerza generalizada de las fuerzas aplicadas sobre la traviesa s-ésima. Las coordena-
das anteriores son ampliadas a un conjunto mayor a partir del cual es posible definir
un espacio de fase. Para el modo n-ésimo de la traviesa s-ésima, las coordenadas de
fase estan dadas por ¢2,(t) y p3,(t), con pS.(t) = ¢35 (t) + 2 &, wn @3, (t). Dichas coor-
denadas permiten reescribir la anterior ecuacién del movimiento modal, (9.4), como
las siguientes expresiones

(9.5)
variando s entre 1 y el nimero de traviesas Ny, y n entre -1 y el nimero de modos
de la traviesa IN,,;.

Actuando del mismo modo para cada carril, la FRF de receptancia es:

1
02+ 2Cm Am o+ A2,

Hyi(o) = (9-6)
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y obtenemos las ecuaciones del movimiento siguientes

dﬁm(t) = —2(m W %Bm (t) + pﬁm (t)
9.7)

Prin(t) = —(wm)? 45, (1) + £5.(2)

donde ¢%,(t) y pE,(t) son las coordenadas asociadas al carril (variando r entre 1 y
el nimero de carriles N,., y m entre -1 y el nimero de modos del carril N,,,). Las
ecuaciones (9.5) y (9.7) corresponden al modelo modal de traviesa y carril respectiva-
mente, y a las ecuaciones (9.1) y (9.2) permiten relacionarlo con los desplazamientos
y fuerzas en los puntos de interaccién entre si y el vehiculo.

9.2.3. Modelo del vehiculo

El vehiculo es modelado como un sistema de masas y rigideces concentradas en
el que los ejes y los bastidores son considerados sélidos rigidos unidos a través de
las suspensiones de caracteristicas lineales (ver figura 9.3). Se adopta un conjunto
de coordenadas de punto de referencia (centro de masas), asumiendo la hipétesis de
pequeiios desplazamientos. Sea w(t) el vector en el que son ordenadas las coordenadas
asociadas al vehiculo. Sobre cada eje estudiamos dos desplazamientos independientes,
que corresponden al desplazamiento vertical z,(t) y al giro con respecto al eje de
la via 6,(t) del eje a-ésimo (para a = 1,..., Ng,). El modelo original de la UPV no
considera la rotacién del eje sobre su eje longitudinal. Sobre cada eje, sendas fuerzas
E¢, (r=1,2) son aplicadas a través del contacto desde los carriles.

N N
<
1 f

Figura 9.3. Modelado del vehiculo.

De esta forma, las ecuaciones que determinan la dindmica para pequenos despla-
zamientos se corresponden con una formulacién cldsica en vibraciones dada a través
de

Mw+Dw+Kw=F.;+F, (9.8)

donde M, D y K son, respectivamente, las matrices de masa, amortiguamiento viscoso
y rigidez. F. contiene las fuerzas transmitidas a través del contacto rueda—carril y Fez¢
el resto de las fuerzas externas actuantes sobre el vehiculo (pesos).
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9.2.4. Fuerzas en el contacto rueda—carril

La interaccién entre el vehiculo y el carril se modela a través de la fuerza de
contacto F,. En general, esta fuerza se expresa como una funcién de la diferencia
entre los desplazamientos de la rueda r-ésima y del carril r-ésimo en el punto de
contacto, y depende de la geometria indeformada de la rueda y el carril y de las
caracteristicas elasticas del contacto rueda—carril.

Aplicando el modelo herciano de contacto, la fuerza normal, F,, transmitida con

la interpenetracion entre superficies indeformadas de los cuerpos en el contacto, 0,4,
se obtiene segun la ecuacién

Frca = KH 5#15 (99)

donde Ky es una constante que puede ser calculada semianaliticamente a través de

las propiedades mecéanicas de los materiales y de la geometria de los cuerpos indefor-

mados.

El sistema de simulacién desarrollado en la UPV puede considerar también otros
modelos de contacto mas sofisticados que se aplican a la interacciéon dindmica de un
vehiculo ferroviario con la via [9].

La metodologia seguida para definir el problema geométrico (el plano de bloqueo
en la rueda o la corrugacién en el carril) es una mejora del modelo desarrollado por
Tunna en [78]. La interpenetracién entre superficies indeformadas, 4,4, se obtiene a
partir del desplazamiento vertical del punto de contacto de la rueda, z.(t), y del carril,
ze(x,t), asi como de la funcién de irregularidad geométrica, irr(x), segin

Ora = zc(m,t) — 20 (t) + irr(x) (9.10)

La funcién de irregularidad se determina a través de la geometria irregular de la
rueda (debida a un plano de bloqueo, a la ovalizacién o poligonalizacién de la rueda) o
del camino de rodadura en el carril (debido al desgaste ondulatorio, a hundimientos o
squads,...) como un problema geométrico. Para ello, en ausencia de fuerzas de inercia,
suponiendo que todos los elementos son indeformables y que sélo son posibles los
movimientos de sélido rigido asociados al vehiculo, a través de un andlisis cinemético
se identifica irr(z) como z,.

9.2.5. Placas de asiento

El comportamiento no lineal estd asociado fundamentalmente a los elementos que
conectan los subsistemas entre si, como puede ser el caso del contacto rueda—carril ya
tratado, y también las placas de asiento y el balasto. Las propiedades elasticas y amor-
tiguadoras de las placas de asiento caracterizan el valor de la fuerza FP?, transmitida
entre carriles y traviesas. La fuerza serd, por tanto, una funciéon del desplazamiento
relativo entre los elementos que unen la placa, v , asi como de su derivada temporal,
¥, segtin una expresion del tipo

FP =KkP v+ P4+ hP(v,%) (9.11)
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donde en hP(y,%) se consideran las no linealidades asociadas al comportamiento de
las placas de asiento.

9.2.6. Solucion del problema de interaccion

La respuesta temporal del sistema se obtiene mediante integracién del conjunto
de ecuaciones diferenciales (9.5), (9.7) y (9.8) mediante un algoritmo numérico tipo
Runge-Kutta o Adams. Estas ecuaciones se encuentran acopladas entre si a través de
los términos correspondientes a las fuerzas que aparecen en cada una de ellas. Dichos
términos se obtienen en funcion de las fuerzas transmitidas a través del contacto
rueda—carril y de las placas de asiento, que a su vez dependen de los desplazamientos
y las velocidades tal como se ha visto en el punto anterior. Los desplazamientos en
coordenadas fisicas necesarios para el cdlculo de las fuerzas transmitidas a través de
las placas de asiento y del contacto, y el valor de los términos de fuerza que aparecen
en las ecuaciones diferenciales (9.5) y (9.7) se obtienen a través de las transformaciones
modales (9.1) y (9.2). La dimensién del problema depende del niimero de carriles y
traviesas, del niimero de modos de vibracién considerados en la descripcién modal de
estos elementos, y del ntimero de coordenadas consideradas en el modelo del vehiculo.

9.3. Implementaciéon del eje flexible rotatorio

Las ecuaciones (9.8) incluyen los ejes como sélidos rigidos sometidos a pequenos
desplazamientos. Para integrar los ejes como cuerpos flexibles rotatorios en el sistema
deben eliminarse de (9.8) las ecuaciones correspondientes a los ejes y anadirse las
ecuaciones en coordenadas generalizadas mixtas (4.101) y (4.102), que a continuacién
reproducimos

a(t) —20Ga(t) + (K+9°C) at) = Fx7() + 2° L (9.12)

s(u,t) =u+ ®(u)q(t) (9.13)

donde en F? se engloban las fuerzas generalizadas de fuerzas unitarias en la suspensién
primaria y en el contacto rueda—carril (ntese que es un vector constante al emplear
coordenadas generalizadas mixtas lagrangianas—eulerianas), y en x?(t¢) el valor ins-
tantaneo de las mismas. La velocidad angular del eje, {2, y la velocidad del vehiculo,
V', estan relacionadas, evidentemente, por el radio de las ruedas, R, de forma que
debe ser V = 2 R.

La evaluacién de (9.13) en las coordenadas espaciales correspondientes permite
obtener los desplazamientos del punto de contacto rueda—carril y de los centros de las
cajas de grasa, necesarios para determinar las fuerzas transmitidas en el contacto y a
través de la suspensién primaria, respectivamente.
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9.4. Calculos

En este apartado se muestran resultados numéricos cuando se ha incorporado el eje
flexible rotatorio al modelo subestructurado del sistema vehiculo—via. La experiencia
previa de la UPV ha mostrado que la suspensién primaria filtra de manera importante
la respuesta dindmica del vehiculo a frecuencias altas, independizando ésta de la del
resto del sistema. Por este motivo, en este estudio sélo se ha incluido un eje flexible
rotatorio y la via, caracterizando el resto del vehiculo a través de su peso como una
fuerza constante sobre las cajas de grasa del eje.

Las simulaciones consideran la dindmica vertical de la via completa (dos carriles)
y tiene en cuenta las vibraciones estructurales de las traviesas. Los parametros del
modelo se pueden encontrar en la tabla 9.1. Las caracteristicas del eje corresponden
a las del modelo del capitulo 8.

Vano entre traviesas 698 mm
Longitud de la traviesa 2360 mm
Médulo de Young de la traviesa 32-10° N/m?
Area de la traviesa 15.73-107% m?
Momento de inercia de la traviesa 118-107% m*
Masa de la traviesa 220 kg
Rigidez de la base eldstica de la traviesa 39.49-10°  (N/m)/m
Médulo de Young del carril 207-10° N/m?
Area del carril 7.17-107%  m?
Inercia del carril 23.5-107% m*
Masa por unidad de longitud del carril 56  kg/m
Moédulo de cortadura del carril 81109 N/m?
Coeficiente de cortadura de Timoshenko del carril 0.34

Rigidez de la placa de asiento 280-10° N/m
Amortiguamiento de la placa de asiento 30-10° N-s/m
Amortiguamiento del balasto 40-10% N-s/m
Peso del vehiculo por eje 1.962-10° N

Tabla 9.1. Parametros del modelo.

9.4.1. Plano de bloqueo

En la figura 9.4 puede verse la respuesta de la fuerza del contacto entre la rueda y el
carril de un eje afectado por un plano de bloqueo en ambas ruedas. Los cédlculos fueron
realizados a través de tres modelos distintos del eje: rigido no rotatorio, flexible no
rotatorio y flexible rotatorio. Obsérvese que, dado que el sistema via—eje es simétrico,
si el eje se modela como un cuerpo rigido proporciona respuestas idénticas tanto si se
considera rotatorio como si no. Los Unicos movimientos que sufre el eje en este caso,
a parte de la rotacién sobre su eje de revolucién, son traslaciones, por lo que no se
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ven afectados por ésta.
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Figura 9.4. Fuerza de contacto rueda—carril debida al impacto de un plano
desgastado. Longitud del plano 100 mm. Velocidad del vehiculo 250 km/h.

Los valores de pico de la fuerza son muy similares para los modelos flexibles de los
ejes; estas magnitudes son més pequenas que las correspondientes al modelo rigido
del eje, aunque las discrepancias son pequenas. Sin embargo, las fuerzas del contacto
tras el impacto son muy diferentes. Obviamente, los modelos flexibles proporcionan
respuestas con mayor contenido en frecuencia.

9.4.2. Corrugacion

Si consideramos un defecto armoénico de corrugacion en el carril podemos analizar
la influencia de la longitud de onda del defecto geométrico. Cuando la velocidad
del vehiculo es constante, una longitud de onda dada de la corrugacién equivale a
una frecuencia concreta de excitacién. Las respuestas correspondientes a los modelos
rigido, flexible no rotatorio y flexible rotatorio son aproximadamente idénticas para
casi todas las frecuencias.

Los resultados de un modelo de viga rotatoria (capitulo 2) y del eje aislado (capitu-
lo 8) demuestran que un pico de resonancia en el receptancia del modelo no rotatorio
estd asociada a dos picos en la correspondiente al rotatorio: uno aparece a una frecuen-
cia que aumenta con la velocidad angular; el otro disminuye con ésta asintéticamente
hacia la frecuencia nula. Por otro lado, a la frecuencia de resonancia del modelo no
rotatorio aparece una antirresonancia en el rotatorio. Estas conclusiones se pueden
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extrapolar al modelo del conjunto vehiculo—via cuando el eje se modela como rotato-
rio.

Tedricamente, existe un conjunto infinito numerable de frecuencias de corruga-
cién que excitan modos de vibracién del eje no rotatorio. Estas frecuencias se asocian
con antirresonancias en el eje rotatorio, y por lo tanto, los modelos con el eje rigi-
do y con el flexible rotatorio proporcionan la misma respuesta. Un ejemplo de este
comportamiento se demuestra en la figura 9.5.
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Figura 9.5. Fuerza de contacto rueda—carril cuando el vehiculo circula sobre via
corrugada. Longitud de onda de la corrugacion 193.8 mm (287.4 Hz). Profundidad
0.1 mm. Velocidad del vehiculo 200 km/h.

Por cada resonancia del sistema no rotatorio, aparecen dos en el rotatorio a fre-
cuencias diferentes. Este efecto se observa en figura 9.6 donde el resultado del modelo
eldstico rotatorio se diferencia claramente de las respuestas coincidentes de los mode-
los no rotatorio y rigido.

Las frecuencias a las que se producen las resonancias en el modelo completo no
son conocidas a priori. No obstante, como se ha visto, la presencia de un eje rotatorio
produce el desdoblamiento de todas aquéllas en las que participa. Con el objeto de
identificar las frecuencias a las que es distinta la respuesta del sistema completo cuando
incluye los diferentes modelos de eje considerados, se ha procedido como sigue. Se ha
definido una irregularidad del carril como una variable aleatoria tal que la amplitud
de su transformada de Fourier sea constante entre 30 Hz y 500 Hz, siendo nula fuera
de este intervalo; y la fase presente una distribucién aleatoria uniforme entre 0 y 2.
La amplitud se ha tomado de forma que el valor eficaz de la corrugacién resultante sea
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Figura 9.6. Fuerza de contacto rueda—carril cuando el vehiculo circula sobre via
corrugada. Longitud de onda de la corrugacion 179.6 mm (309.4 Hz). Profundidad
0.1 mm. Velocidad del vehiculo 200 km/h.

0.1 mm (rms). Tras realizar la simulacién se ha obtenido la transformada de Fourier
de la fuerza en el contacto. Si a una determinada frecuencia dos modelos con distintos
ejes responden igual, el cociente de las amplitudes entre sus respectivas transformadas
de la fuerza valdrd la unidad. Asi, a las frecuencias a las que este cociente es distinto
de uno se producen respuestas diferentes. La figura 9.7 muestra estos cocientes entre
los tres modelos, tomados dos a dos.

Como puede apreciarse, las diferencias aparecen en un nimero discreto de frecuen-
cias, correspondientes a modos fuertemente influidos por el eje. El aspecto ruidoso del
resultado estd asociado a las no linealidades presentes en el modelo. Una vez maés se
observa el desdoblamiento de las resonancias producido por la rotacion.

9.5. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado un método para incluir un modelo del eje flexible
rotatorio en los cédlculos dindmicos acoplados del vehiculo y la via. El modelo del eje
se basa en el enfoque modal mediante coordenadas mixtas lagrangianas—eulerianas
desarrollado en esta Tesis; considera la masa y las caracteristicas elastica reales del
eje y los efectos de inercia y giroscépicos debidos a la rotacién. Las caracteristicas
modales se estiman a través de un modelo de elementos finitos. Las ecuaciones del
movimiento del eje en coordenadas mixtas permiten costes computacionales bajos: los
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Figura 9.7. Comparativa entre las respuestas de los distintos modelos. Longitud de
onda de la corrugacion 1850+111.1 mm (30<-500 Hz). Profundidad 0.1 mm (rms).
Velocidad del vehiculo 200 km/h.

parametros en la formulacién no dependen del tiempo y, por lo tanto, se calculan sélo
una vez al principio de la simulacién.

Los célculos realizados permiten comparar tres modelos que incluyen el eje como
un cuerpo rigido, flexible no rotatorio y flexible rotatorio respectivamente. Los resul-
tados de modelos més simples (de viga rotatoria y del eje aislado) permiten prever
que las diferencias principales se encuentran en un ntmero discreto de frecuencias.



9.5. CONCLUSIONES 197

Considerando esta conclusién, el impacto de un plano no produce diferencias im-
portantes si el calculo se hace a través de uno u otro modelo, porque el impacto
distribuye la energia uniformemente en el espectro. La conclusién méas importante de
los céalculos del plano es que el modelo rigido del eje sobreestima la fuerza méxima
del contacto rueda—carril. En el trabajo presentado en [9] se concluye que las fuer-
zas de contacto entre la rueda y el carril, modeladas por medio de la ley de Hertz
(F. = Kp 6') sobreestiman el impacto del plano (los calculos comparan los re-
sultados del modelo herciano con los realizados empleando un modelo de contacto
no-herciano, mds realista). Estas conclusiones contribuirdn a correlacionar resultados
tedricos con medidas préacticas en los detectores automaticos del impacto instalados
en vias.

Las diferencias mas importantes aparecen al comparar resultados en calculos de
corrugaciéon. Para tales problemas, los modelos rigidos y los elasticos no rotatorios
pueden conducir a interpretar erréneamente el mecanismo de fijacién de determinadas
longitudes de onda.

Estos resultados han sido aceptados por la revista internacional Vehicle System
Dynamics para su publicacién [11].






Capitulo 10

Conclusiones y desarrollos
futuros

Objeto del capitulo:

Se recogen en este capitulo las principales conclusiones expuestas en los anteriores.
Se senalan las aportaciones realizadas y se enumeran posibles desarrollos futuros que
continuen la linea de investigacion aqui presentada.

199






10.1. CONCLUSIONES 201

10.1. Conclusiones

Los objetivos principales de la Tesis, referentes al desarrollo de una metodologia
eficiente para la inclusion de estructuras de revolucion en rotacién en modelos subes-
tructurados mediante sintesis modal de sus componentes, se han alcanzado de forma
satisfactoria, con las conclusiones y aportaciones que a continuacién se describen.
Estas conclusiones se extraen del trabajo realizado a lo largo de la Tesis.

Las metodologias publicadas que permiten desarrollar los modelos mas completos
para el estudio de la respuesta dindmica conjunta de un vehiculo ferroviario y la via
no incluyen el eje como un sélido elédstico rotatorio. Existen alguna referencia [64] en
la que se dan resultados correspondientes a ejes elasticos rotatorios, pero no se publica
la metodologia.

= Se ha estudiado la respuesta dindmica de la viga de Rayleigh rotatoria biarti-
culada, aportando una forma adimensional analitica de la misma, caracterizada
mediante un tnico parametro. Este trabajo ha sido publicado en Proceedings of
the Thirteenth International Congress on Sound and Vibration [31]. Se muestra
que las vibraciones axiales y de torsién, en el caso estudiado, no se ven afectadas
por la rotacién. En las de flexién, en cambio, se produce un acoplamiento en dos
planos perpendiculares que contengan al eje de giro, por lo que, en general, la
rotacion debe ser tenida en cuenta. Este acoplamiento se produce, en este caso,
entre las deformadas asociadas a una misma frecuencia propia. Se encuentra que
las érbitas descritas por los puntos de la viga son curvas hipotrocoides defini-
das por las condiciones iniciales y el pardmetro adimensional caracteristico del
sistema.

= Los métodos habituales para estudiar cuerpos elasticos con movimiento general,
cuando se emplean para integrar en sistemas subestructurados mediante sintesis
modal estructuras rotatorias junto con otras que no siguen el movimiento de
rotacion, no resultan eficientes. Esto es debido a que la obtencién de las fuerzas
generalizadas de la interaccién entre el cuerpo rotatorio y su entorno obliga a
realizar, en cada instante, una costosa integral en el volumen del sélido.

= Como aportacién principal, se ha desarrollado una metodologia, aplicable a séli-
dos de revolucién en rotacion sobre su eje longitudinal, que conduce a modelos
eficientes, facilmente integrables en sistemas subestructurados, y que satisface
el objetivo de la Tesis: encontrar una formulacién eficiente para modelar el eje
ferroviario como un sélido flexible rotatorio, que permita integrarlo en un siste-
ma de subestructuracién. Se introduce el concepto de transformacién modal, lo
que permite emplear los modos del sistema no rotatorio, considerados fijos en
el espacio, para describir la deformacién mediante superposicién modal. Con el
objeto de permitir el uso de éste método con geometrias de revolucién generales,
se han formulado los términos de la ecuaciéon del movimiento mediante el Méto-
do de los Elementos Finitos. La metodologia desarrollada ha sido publicada en
Journal of Sound and Vibration [32].
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= El método desarrollado ha sido aplicado a un cilindro rotatorio biarticulado,

tanto analiticamente (suponiendo un comportamiento de viga de Rayleigh) como
mediante elementos finitos. Se ha encontrado que ambos modelos son tanto
mas parecidos cuanto mayor es la esbeltez, debido a que el cilindro modelado
mediante elementos finitos tiene un comportamiento general que se aproxima
al de la viga de Rayleigh cuando la esbeltez es grande. En las vibraciones de
flexién, se encuentra el mismo tipo de acoplamiento que en el estudio inicial
de la viga de Rayleigh. El modelo de elementos finitos incluye también modos
de torsion y de respiracion. Se ha encontrado que se produce un acoplamiento
entre ellos, inducido por los tUltimos. Este tipo de modo no existe en un modelo
de viga (con secciones indeformables), por lo que tal modelo no es capaz de
predecir este acoplamiento.

Se ha obtenido también la ecuaciéon del movimiento del cilindro rotatorio con
condiciones de contorno de cuerpo libre, encontrando que el acoplamiento entre
modos de flexién se produce entre todos ellos, no sélo entre los de la misma fre-
cuencia, llenando los coeficientes matriciales. Ademas, los elementos de alguno
de los coeficientes matriciales de la ecuacién obtenida han resultado ser depen-
dientes del nimero de modos considerado en el modelo. Como consecuencia de
ambas cosas, aparece una dificultad anadida en la determinacién del nimero de
modos que es necesario incluir.

Asi mismo, se ha puesto de manifiesto una limitacién mayor en el uso de modelos
lineales de estructuras rotatorias que en el caso de no rotatorias, en cualquier
metodologia que emplee los modos del sistema no rotatorio para obtener la
ecuacién del movimiento. Esta limitacién puede ser critica en sistemas poco
esbeltos si la velocidad de rotacién es muy superior a la primera pulsacion
propia. Es debida a que las trayectorias rectilineas (lineales) que siguen los
puntos en las deformadas modales no permiten calcular correctamente algunos
términos de la ecuacion.

Se ha obtenido la ecuacién de un eje de vehiculo ferroviario en rotacién y se
ha aportado un estudio de su dindmica, comparandola con la correspondiente
a velocidad angular nula y destacando la importancia de la rotacién. Diversos
resultados de este estudio han sido publicados en Proceedings of 20th Symposium
of the International Association for Vehicle System Dynamics [33] y en las Actas
del XVII Congreso Nacional de Ingenieria Mecdnica [34].

Se ha introducido el modelo anterior del eje en un sistema de simulacion de
la interaccion entre el vehiculo y la via, y se ha estudiado la respuesta del
conjunto en dos casos: un plano de bloqueo en la rueda y corrugaciéon en el
carril. Como aportacién, se ha mostrado la importancia de considerar la rotacion
a determinadas frecuencias. Los resultados han sido aceptados por la revista
internacional Vehicle System Dynamics para su publicacién [11].
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10.2. Desarrollos futuros

Las areas de trabajo que se proponen como continuacién de la linea de investiga-
cién son las siguientes:

= Acotacion del ambito de aplicabilidad de la hipdtesis de linealidad mediante la
implementacién de técnicas de sintesis modal de componentes usando modos no
lineales.

= Estudio de la convergencia de la respuesta del sistema cuando se incrementa el
nimero de modos considerados.

= Ampliacién del desarrollo de la ecuacién del movimiento en coordenadas mixtas
lagrangianas—eulerianas considerando una velocidad angular de amplitud varia-
ble en el tiempo, lo que permitird estudiar situaciones transitorias como las de
arranque—parada.

= Ampliacién del desarrollo de la ecuacién del movimiento en coordenadas mixtas
lagrangianas—eulerianas considerando diferentes tipos de amortiguamiento.

= Ampliacién del desarrollo de la ecuacién del movimiento en coordenadas mixtas
lagrangianas—eulerianas para consider el efecto de la excentricidad del centro
de masas de cada seccién sobre el movimiento, a través de la fuerza centrifuga
que provoca. Esto conduciria, entre otras cosas, a la prediccién de velocidades
criticas.

= Consideracién de rotaciones generales. En determinadas aplicaciones (como, por
ejemplo, el eje de un vehiculo que traza una trayectoria curva, o un eje con mo-
vimientos de lazo y balanceo), la rotacién no se produce en torno a la direccién
axial de la estructura de revolucién. Sin embargo, la rotaciéon general se puede
descomponer como la combinacién de dos: una sobre la direcciéon longitudinal
y otra sobre el plano normal a ella. En casos como el citado, las fuerzas de in-
teraccién con las estructuras adyacentes no siguen la componente de la rotacion
en la direccion longitudinal, por lo que todavia puede emplearse la formulacion
mixta para calcular la fuerza generalizada de forma eficiente, y tratar la otra
componente de la rotacion mediante la formulacién lagrangiana.

= Ampliacién del modelo de interaccién vehiculo—via de la UPV para considerar
la dindmica completa (vertical, longitudinal y transversal) del sistema. Estudio
de la influencia del la rotacién del eje en el acoplamiento entre éstas.

= Aplicacién del método desarrollado al estudio de la emisién actstica de super-
ficies de revolucién en rotacion.






Apéndice A

Fundamentos de cinematica
espacial

Objeto del apéndice:

FEste apéndice recoge un conjunto de conceptos bdsicos fisico-matemdticos relacio-
nados con la cinemdtica tridimensional, utilizados en capitulos anteriores.
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A.1. Introduccion

En este apéndice se recopilan una serie de conceptos fundamentales de la cinemati-
ca espacial.

Se introduce la matriz de transformacién entre sistemas de coordenadas y se mues-
tra como mediante ella y su derivada temporal pueden obtenerse la velocidad y ace-
leracién angulares de un sistema respecto del otro. Se define la derivada temporal de
un vector relativa a unos ejes méviles y se obtienen las férmulas de las cinematicas
absoluta y relativa del sélido rigido.

A.2. Matriz de transformacion entre sistemas de re-
ferencia

Consideremos un espacio vectorial euclideo tridimensional, y en él, un sistema
cartesiano de coordenadas fijo (o més propiamente, inercial) consistente en tres ejes
mutuamente perpendiculares, al que llamaremos sistema fijo. Este sistema estara de-
finido por su punto origen y un vector unitario en la direccién de cada eje, i1, i e i3.
Cualquier vector U del espacio podrd ser descrito mediante sus proyecciones sobre los
ejes (sus componentes), dadas por el producto escalar del vector por cada uno de los

vectores unitarios.
u= (ﬁi1> i1 + (ﬁiQ) i2—|— (ﬁig) i3 =U1i1—|—U212—|—U3i3 (Al)

donde u; = (fi . I;) (j = 1,2,3) son las componentes del vector U en el sistema fijo.

Estas tres componentes pueden ordenarse en una terna, a la que llamaremos u

u= (U1 Ug U3 )T (A2)

Dado que los vectores iy, iz e i3 son unitarios y mutuamente perpendiculares es
evidente, a partir (A.1), que las componentes de éstos en el sistema fijo son

—(100)"  i=(010)" i3=(001)" (A.3)

Consideremos también otro sistema de referencia con movimiento arbitrario de
traslacién y rotacién. Este nuevo sistema, al que llamaremos sistema mdvil vendra de-
finido por el punto del espacio en el que esté situado su origen y un vector unitario en
la direccién de cada eje, €1, €3 y €3, en cada instante. Como antes, cualquier vector
u del espacio podra ser descrito mediante sus proyecciones sobre los ejes méviles.

= (i &) & + (i) & + (ii - 85) & = ) & + )& + u} & (A4)

donde uj = (i - &;) (j =1,2,3) son las componentes del vector @ en el sistema mévil,
que también pueden ordenarse en una terna, a la que llamaremos u’

u' = (u} ub ug)T (A.5)
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Como antes las componentes de €, €2 y €3 en el sistema mdévil son también
¢ =(100)" e=(010)" e=(001)" (A.6)

La posicién del sistema mévil vendra definida univocamente por el vector de po-
sicion, R, de su origen con respecto al origen del sistema fijo, que en coordenadas del
sistema fijo podra escribirse como la terna ordenada

R=(Ry Ry Ry)" (A.7)

Por tanto, tres pardmetros son suficientes para definir la posicién del sistema mévil
en el espacio.

La orientaciéon puede describirse proyectando los vectores unitarios en las direc-
ciones de los ejes mdviles, sobre los del sistema de coordenadas fijo, andlogamente a
(A.1). Llamando o al dngulo entre el vector 13 del sistema fijo y el € del sistema
movil, y A al coseno de ese angulo, se tiene

3 3 3
&, = Z (é’k . ij) i; = Zcosajk i; = ZAjk i k=1,2,3 (A.8)
j=1 Jj=1

=1
Los elementos Ajj, pueden ordenarse en forma de una matriz A

A Aig Az
A = | Ay Aoy Aog (Ag)
Asy Aszp Ass

De (A.8) se concluye que las columnas de esta matriz estdn formadas por las
componentes de cada uno de los vectores unitarios del sistema mévil escritos en el
sistema fijo. Es decir

A= (e1 €2 e3) (AlO)

La matriz A define completamente la orientacién del sistema mévil en el espacio
y permite escribir cualquier vector definido en este sistema, en el sistema fijo; es
decir, conocidas las componentes de un vector en el sistema movil, permite obtener
las mismas en el sistema fijo. Puesto que

=) u & =Y ui (A11)

k=1 j=1

Sustituyendo (A.8) en (A.11)

3 3 3
Dol DAk | =D w (A.12)
j=1

k=1 j=1
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3 3 3
7 e e
Z (Z Ajk ’Lbk> 1; = Zu]' 1; (A13)
k=1
Y por lo tanto

wp=> Aju,  j=1,2,3 (A.14)

que puede ser escrito como
u=Au (A.15)

La matriz A se conoce como la matriz de transformacion del sistema movil en el
fijo.

A.3. Ortonormalidad de la matriz de transforma-
cion

Dado que las componentes de la matriz A son los cosenos directores de tres vectores
unitarios y mutuamente perpendiculares, deben cumplir las seis relaciones siguientes:

3
Y ajpane =6  j=1,23 £=j...3 (A.16)
k=1

donde 6;, es la funciéon Delta de Kronecker, definida como

_f1lsij=¢
5Jg—{0 sij 0 (A.17)

Los casos j = { corresponden a la condicién de moédulo unitario de los vectores,
mientras que las casos j # £ garantizan la ortogonalidad de éstos. Asi, de los nueve
elementos de la matriz A, sélo tres son independientes; por lo tanto, tres parametros
son suficientes para definir la orientacién del sistema mavil en el espacio.

De (A.16) se concluye que, si I3x3 es la matriz identidad de orden 3 x 3,
ATA=AAT =133 (A.18)
que es la condicién de ortonormalidad. (A.18) implica que

AT = A7? (A.19)

De esta forma, conocidas las componentes de un vector d en el sistema fijo, u,
pueden obtenerse sus componentes en el sistema mévil, u’, como

u=ATu (A.20)
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A.4. Rotacion de vectores

En la definicién dada de la matriz de transformacién, los vectores se consideran
fijos en el espacio, y se emplea la matriz para obtener sus componentes en un sistema
de coordenadas, a partir de las componentes en otro. Sin embargo, A puede consi-
derarse también como la representacion matricial de alguna aplicacion lineal sobre
los elementos de un espacio vectorial. Si aplicamos la matriz A sobre los vectores
unitarios del sistema fijo, teniendo en cuenta (A.3) y (A.10), se tiene

e; =Ai;  (j=123) (A.21)

por lo que la matriz A puede ser considerada como la representacién de la aplicacion
lineal que transforma los vectores unitarios que definen el sistema fijo, en los vectores
unitarios que definen el sistema movil, rotando los primeros.

Del mismo modo, la aplicacion representada por A hace corresponder a un vector
origen u el vector imagen V cuyas componentes en el sistema fijo vienen dadas por

v=Au (A.22)

Notese que v es la representacion de otro vector del espacio, V, en el mismo sistema
de coordenadas (el fijo).

Por (A.20), las componentes de V en el sistema mdévil, v/, son
vV=ATv=ATAu=u (A.23)

dada la ortonormalidad de A. Es decir, si se aplica la misma trasformacion a un vector
que al sistema de referencia en el que se expresa, sus componentes no varian.

En lo que sigue, se empleara indistintamente la interpretacion de la matriz A como
una transformacién de las coordenadas de un vector entre distintos sistemas, o como
una rotacion del vector en un sistema dado.

A.5. Rotaciones simples

Consideremos el caso de rotacién del sistema mévil en torno a alguno de los ejes
del sistema fijo. Supongamos inicialmente los dos sistemas coincidentes, es decir, con
el mismo origen y direcciones paralelas. En esa situacién, los vectores unitarios que
definen cada eje de uno y otro sistema son idénticos. Por lo tanto, segin (A.8), la
matriz A serd la identidad.

Si, entonces, producimos una rotacién del sistema mévil en torno al primer eje del
fijo, girdandolo un éngulo 6, los vectores unitarios que definen el primer eje de cada
sistema seguiran siendo coincidentes (por producirse el giro a lo largo de su direccién),
y los otros dos vectores formaran un angulo # con su homélogo en el otro sistema,
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respectivamente. Asi, la matriz de transformacién correspondiente a este giro sera

€ -i; € -i; €3-1;
A= él . i2 62 . i2 63 . i2 (A24)
€ -i3 € i3 €313
1 0 0
A= 0cost —sinf (A.25)

0 sinf cos@

Andlogamente, si el giro se produce en torno al segundo eje fijo, un angulo ¥, la
matriz de transformacion es

cosy 0 siny
A= 0 1 0 (A.26)
—sinvy 0 cosv

Finalmente, un giro en torno al tercer eje fijo de un angulo ¢ vendra dado por la
matriz de transformacién

cosp —sing 0
A= sinp cosp 0 (A.27)
0 0 1

A.6. Rotaciones sucesivas

Consideremos ahora n sistemas de coordenadas con distintas orientaciones, y sea
AU~ la matriz de transformacién del sistema j-ésimo en el (j — 1)-ésimo. Las
componentes de un vector en el sistema (j — 1)-ésimo, u/~!, vendran dadas a partir
de las componentes en el sistema j-ésimo, u?, por

Wl = ATGD (A.28)

Es inmediato demostrar por induccién que la matriz de transformacién del sistema
n-ésimo en el primero es
n
Anl _ A21 A32 L. An(n—l) _ H A](]—l) (A29)

Jj=2

Veadmoslo, es trivial para dos sistemas de coordenadas (n = 2), dado que en ese
caso hay una unica transformacion.

2
AP =AY = A% (A.30)
j=2
o bien
= A g (A.31)
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Y si fuera cierto para n — 1 sistemas, se tendria
n—1
u' = H A=Y |yt (A.32)
j=2
y asi, sustituyendo en esta ultima la anterior

n—1 n
u1 _ H A](J—l) An(n—l) u” = H AJ(J_l) u” (A33)
j=2

Jj=2

lo que demuestra (A.29).

Es interesante notar que, al no ser conmutativo el producto matricial, el orden

en que se realicen las rotaciones sucesivas afecta al resultado, como muestra la figura
Al

Di
S

Figura A.1. Las rotaciones no son conmutativas.

O
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A.7. Velocidad angular y aceleracion angular

A.7.1. En ejes fijos

Derivando el segundo miembro de (A.18) respecto del tiempo y teniendo en cuenta
que I3x3 es una matriz constante (y por tanto, con derivada nula), se llega a

AAT = —AAT (A.34)

que es equivalente a

AAT = (A AT)T (A.35)

Un matriz que es igual a la opuesta de su traspuesta es una matriz antisimétrica.
Llamemos € a esta matriz
Q=AAT (A.36)

La condicién de antisimetria obliga a que la matriz € sea de la forma

i 0 -0 &
Q= 25 0o - (A.37)
2 20

donde se ha cambiado la nomenclatura de los elementos, llamando

.Ql = .932 .QQ = 913 93 = .921 (A38)

Los elementos de esta matriz pueden ordenarse como componentes de un vector
en el sistema fijo, llamado vector de velocidad angular del sistema mévil respecto del
fijo, ﬁ, de forma que

Q=(2 2 )" (A.39)

Puede comprobarse la equivalencia siguiente, para cualquier terna ordenada u
Qu=Qxu Yu (A.40)

en la que x denota el producto vectorial.

Derivando (A.36) nuevamente respecto del tiempo y llamando & a esta derivada
se tiene

a=Q=AAT +AAT (A.41)
que es también una matriz antisimétrica, por serlo €, es decir,

0 —Q3 Q9
Qa3 0 —Q1 (A42)
—Q2 Q7 0

Qi
Il
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Anélogamente, se le podréd asociar un vector &, llamado aceleracion angular del
sistema mévil respecto del fijo, cuyas componente en el sistema fijo son

T
a=(a a az) (A.43)
de tal forma que, para cualquier terna ordenada u se cumple

au=axu VYu (A.44)

A.7.2. En ejes moéviles

Si en lugar de derivar el segundo miembro de (A.18) respecto del tiempo, se deriva
el primero se llega a

. AT
ATA=— (AT A) (A.45)
que es también una matriz antisimétrica. Llamemos Q' a esta matriz
Q' =ATA (A.46)
Los elementos de esta matriz también pueden ordenarse como componentes de un

vector en algtn sistema de coordenadas. Veremos que corresponden a las componentes
en el sistema mdvil del vector de velocidad angular €2,

Q= (2 2 25)" (A.47)

Sea u las componentes de un vector en el sistema fijo, y sea v las componentes en
el mismo sistema de un vector definido mediante

v=Qu (A.48)

Las componentes de V en el sistema mévil vendrédn dadas por
v =ATv=ATQu (A.49)
Teniendo en cuenta que u = A u’, se escribe

vV =ATQAU (A.50)

Luego la matriz antisimétrica asociada al vector de velocidad angular, en ejes
moéviles, debe ser

Q=ATQA (A.51)

y sustituyendo (A.36) en la anterior
Q' =ATAATA (A.52)
Q' =ATA (A.53)

que coincide con (A.46)
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A.8. Derivacién temporal de vectores

Dado un vector u del espacio, variable en el tiempo, su derivada temporal serd otro
vector U = dt , al que llamamos derivada absoluta o simplemente derivada. Este ultimo
podra ser representado mediante sus componentes, tanto en el sistema fijo como en el
movil. Teniendo en cuenta que los vectores unitarios en el sistema fijo son constantes,
a partir de (A.1) se tiene

;,_dl_i_g dﬁ:* 7_3d 3d 3.7’ A .54
“—Ou—z(dt"k)k—zdt( i) B Z::T =2 ke (A5

k=1

cuyas componentes en el sistema fijo, i, son
. YA
u=—= (u1 (%) U3) (A55)

Por analogia, puede definirse una derivada local o derivada relativa respecto del
tiempo de U en el sistema movil como

- dd
u| = —
rel dt re

é Z dd— (A.56)

cuyas coordenadas en ese sistema son

ar = g e an )T (A7)

rel ™ ¢ T\ dt dt dt ’
rel

entendiendo T (k =1,2,3) como la derivada respecto el tiempo de la componente

k-ésima, u), de U en el sistema mévil, y no la correspondiente componente de d
(derivada absoluta) en el sistema mévil. Esta tltimas vendran dadas por

o =A"Tqu (A.58)

La derivada local representa la parte de la variaciéon de U con el tiempo que
detectaria un observador que se moviera solidario con el sistema moévil, y no las
componentes de U en este sistema. Derivando (A.4) respecto del tiempo, se tiene que

s od (S L du
u= a (; U ek> k e, + Z uk ek (A.59)

k=1

Representando estos vectores mediante sus componentes en el sistema fijo, la ecua-
cién anterior se escribe

3
du;
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Y ‘geniendo en cuenta que que e = A e%, Yy que, por ser e; una constante, se tiene
é, = A €], entonces

3 3

du .
uzz%e;ﬂrZu;Ae; (A.61)

k=1 k=1
5 dqu 3 '
ﬁ:Z—t’“ek—FZu;AATek (A.62)
k=1 k=1
Por (A.36)

3 dut! 3 B

a= Zditkek +Z’%Qek (A.63)
k=1 k=1
que se puede escribir
3 du 3
o= dT’CeHZu; (Q x eg) (A.64)
k=1 k=1
3 du! 3

ﬁ:ZT’“ek+ﬂx > ujer (A.65)

k=1 k=1

y por tanto

i=1 l+ﬁ><ﬁ (A.66)

Asi, la derivada absoluta de un vector es la suma de la derivada relativa en un
sistema movil més el producto vectorial de la velocidad angular del sistema mévil por
el propio vector que se deriva.

A.9. Cinematica del sélido rigido

Segun el teorema de Chasles, el movimiento general instantdneo de un sélido rigi-
do libre es la superposicién de una traslacion y una rotacién. Para definir en cada
instante la posicién y orientacién del sélido, es suficiente situar y orientar un sistema
de coordenadas que se mueva solidario con el cuerpo. Asi, como se ha visto, para des-
cribir este movimiento son necesarias seis coordenadas independientes, tres de ellas
para definir la posicién, y otras tres para definir la orientacion.

A.9.1. Cinematica absoluta

Consideremos, pues, un sistema de referencia inercial (fijo) y otro solidario con el
solido (mévil), al que llamaremos sistema del cuerpo o sistema del sélido. La posicién
del sélido estaréd determinada por el vector de posicién del origen del sistema de cuerpo
respecto del fijo, y la orientacion por la matriz de transformacion A del sistema del
sélido en el fijo. La posicién, velocidad y aceleracién de cada particula del cuerpo se
pueden determinar como sigue.
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Posicién

Un punto cualquiera del sélido estard definido por su vector de posicién, ¥, respecto
del origen del sistema fijo. Como se muestra en la figura A.2; este vector serd igual a
la suma del vector de posicion del origen del sistema del cuerpo respecto del fijo, fL
mas el vector de posicién del punto respecto al origen del sistema del cuerpo, u.

r=R+i (A.67)

Figura A.2. Vectores de posicion.

Velocidad

La velocidad absoluta del punto serd la derivada temporal (absoluta) de la posi-
cién. Por la propia definicién de sélido rigido y del sistema del cuerpo (solidario con el

mismo), las coordenadas de U en el este sistema son constantes, por lo que 4| =0

rel
16

(en cualquier sistema de referencia). Por lo visto en el apartado anterior, si © es la
velocidad angular del sistema de referencia del cuerpo (y, por tanto, la del cuerpo),
la velocidad del punto se escribird como

r=R+i=R+ud| +Oxi=R+Qxid (A.68)

rel

Aceleracién

Derivando (A.68) respecto del tiempo nuevamente

—

F-R4G=R4Oxd+Oxid=R+axitx (@ xi) (A.69)

donde & =  es la aceleracion angular del sistema de referencia del sélido, que por ser
solidario con el cuerpo, sera también la de éste. Es importante destacar que, aunque
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@ se ha definido mediante una derivacién absoluta, coincide también con la derivada

relativa € , ya que
rel

Q=0 +9x0Q=0 (A.70)
rel rel
luego
a= a| (A.71)
Evidentemente, los vectores que aparecen en las expresiones anteriores pueden ser
descritos mediante sus componentes en cualquier sistema de coordenadas, indistinta-
mente, y las expresiones son validas siempre que todos ellos lo estén en el mismo.

A.9.2. Cinematica relativa

Consideremos ahora un tercer sistema de coordenadas, al que llamaremos sistema
intermedio, con movimientos de traslacién y rotacién arbitrarios, independientes de los
del cuerpo. Llamaremos velocidad angular de arrastre, ﬁam v aceleracion angular de
arrastre, G,y a la velocidad angular y a la aceleracién angular del sistema intermedio,

respectivamente, obtenidas a partir de su matriz de transformacién en el sistema fijo.

Abusando de la notacién, se han empleado los mismos simbolos para referir los
vectores relativos al sistema movil, indistintamente de si se trata del sistema del
cuerpo o del intermedio, distinguiéndose cada caso por el contexto.

Procediendo como antes, la posicion, velocidad y aceleracion de cada particula del
cuerpo se pueden determinar como sigue.

Posicién

El vector de posicién de cualquier punto del sélido respecto del origen del sistema
fijo, T, se podra escribir como la suma del vector de posicién del origen del sistema
intermedio respecto del fijo, f{, mas el vector de posicién del punto respecto al origen
del sistema intermedio, u.

Fr=R+i (A.72)

Velocidad

La velocidad absoluta del punto serd la derivada temporal (absoluta) de la posi-
cién. Dado que, en esta ocasion, el sistema maévil es el intermedio, que no es solidario
con el cuerpo, las coordenadas de U en este sistema no son constantes. Por lo visto en

el apartado anterior, si ,,, es la velocidad angular del sistema intermedio (totalmente
independiente de la del cuerpo), la velocidad del punto se escribird como

F=R+id=R+ Q. xd+d (A.73)

rel
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donde la derivacion relativa lo es respecto del sistema intermedio.

El término u es la wvelocidad relativa, la que mediria un observador que se
rel

moviera con el sistema intermedio, mientras que los términos R+ ﬁarr X U representan
la wvelocidad de arrastre, la que tendria un punto situado en la posiciéon dada por
(A.72) en el mismo instante, pero que se moviera solidario con el sistema intermedio
(compérese con (A.68)).

Aceleraciéon
Derivando (A.73) respecto del tiempo nuevamente

r=R+uU=R+au, X+ Qs X (Qar xud)+ U 1+2Qarr X U 1 (A.74)
re re.
donde @,y = Qe €8 la aceleracion angular del sistema intermedio. También es este
caso se tiene que

— —
aal‘l‘ - aal’l’ |

(A.75)

rel

Ya que . . .
ﬁarr = ﬁarr + ﬁarr X ﬁarr = ﬁarr (A76)

rel rel

El término 1| representa la aceleracidn relativa, la que medirfa un observador
rel

que se moviera con el sistema intermedio. Los términos R+ @apy X U+ Q2ayr X (Qapr X 0)
(compérese con (A.69)) corresponden a la aceleracidon de arrastre, la que tendria un
punto situado en la posicién dada por (A.72) en el mismo instante, pero que se

moviera solidario con el sistema intermedio. Finalmente, el término 2 ﬁarr x i| es
la aceleracion de Coriolis. el

Anslogamente al caso de cinemética absoluta, los vectores que aparecen en las
expresiones anteriores pueden ser descritos mediante sus componentes en cualquier
sistema de coordenadas, indistintamente, y las expresiones son validas siempre que
todos ellos lo estén en el mismo.

A.10. Conclusiones

En este apéndice se ha presentado un resumen de la cinematica espacial.

Se ha deducido la matriz de transformacién entre sistemas de coordenadas y se
ha probado su ortonormalidad. Asi mismo, se ha mostrado como obtener, a partir de
ella y su derivada temporal, las componentes en ambos sistemas de los vectores de
velocidad y aceleracion angulares de un sistema respecto del otro. Asociar un sistema
de coordenadas a un cuerpo de forma que se mueva solidariamente con él permite
también expresar su velocidad y su aceleracién angulares.
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Se ha definido la derivada relativa a unos ejes moviles y se ha mostrado su relacién
con la derivada absoluta y la velocidad angular del sistema movil.

Finalmente, se han deducido las férmulas de las cinemadticas absoluta y relativa
del solido rigido.
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