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Resumen

Dentro del campo del Andlisis Numérico, la resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no
lineales es uno de los aspectos mds relevantes y estudiados. Esto se debe a que gran cantidad de
problemas de Matemdtica Aplicada, como la resolucién de ecuaciones diferenciales, ecuaciones
en derivadas parciales o ecuaciones integrales entre muchos otros, pueden reducirse a buscar la
solucién de un sistema no lineal.

Generalmente, es muy dificil obtener la solucién analitica de este tipo de problemas y, en muchos
casos, aunque es posible llegar a encontrar la solucidn exacta, es muy complicado trabajar con
dicha expresién por su complejidad. Ademds, con el desarrollo de las nuevas tecnologias, se han
hecho grandes avances en el uso de herramientas computacionales, por lo que las dimensiones de
algunos de los problemas que se plantean en campos como la Economia, la Ingenieria, la Ciencia de
datos, etc. han crecido considerablemente, dando lugar a problemas de grandes dimensiones. Por
estos motivos, es de gran utilidad y, en muchos casos, resulta necesario resolver estos problemas
no lineales de forma aproximada, por supuesto, con técnicas matemdaticamente rigurosas dentro
del campo del Anadlisis Numérico.

Por las razones expuestas, los métodos iterativos para aproximar la solucién de ecuaciones y
sistemas de ecuaciones no lineales han constituido a lo largo de los tltimos afios un importante
campo de investigacién. La implementacién computacional de estos métodos es una importante
herramienta dentro de las Ciencias Aplicadas ya que dan solucién a problemas que antiguamente
eran dificiles de resolver.

La investigacidn que se lleva a cabo en esta Tesis Doctoral se centra en estudiar, disefiar y aplicar
métodos iterativos que mejoren en ciertos aspectos a los esquemas cldsicos, como por ejemplo:
la velocidad de convergencia, la aplicabilidad a problemas no diferenciales, la accesibilidad o
la eficiencia. Buena parte del trabajo desarrollado en esta memoria se centra en el estudio de
métodos iterativos para problemas multidimensionales, en especial, nos hemos centrado en el
estudio de esquemas libres de derivadas.
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Ademds, uno de los ejes centrales de la presente Tesis Doctoral se enfoca en el estudio de la
convergencia local y semilocal de métodos ya desarrollados en la literatura reciente o de nuevos
métodos iterativos disefados en este mismo trabajo. Este estudio garantiza para los métodos
analizados la existencia de solucién dado un punto de partida, el dominio de convergencia de las
soluciones del problema y la unicidad de éstas bajo ciertas condiciones.

Para complementar el estudio de convergencia de los métodos, en algunos capitulos también
se realiza un estudio dindmico de los métodos aplicados a ecuaciones no lineales para, poste-
riormente, extrapolar los resultados al caso multidimensional. Ademds, como parte de algunos
experimentos numeéricos, se ha comparado la accesibilidad de distintos métodos numéricos a
través de las cuencas de atraccidn representadas en diferentes planos dindmicos, tanto para el
caso unidimensional como el multidimensional.

Finalmente, en la mayor parte de los Capitulos de esta tesis se aplican los métodos iterativos
estudiados a la resolucién de problemas no lineales de Matematica Aplicada. Estos problemas
pueden estar preparados para poner a prueba los algoritmos disefiados o ser problemas reales
presentes en algunas Ciencias Aplicadas como la Ingenieria, la Fisica, la Quimica, etc.

Los resultados anteriormente descritos forman parte de la presente Tesis Doctoral para la obten-
cién del titulo de Doctora en Matematicas.
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Resum

Dins del camp de I'Analisi Numerica, la resolucié d'equacions i sistemes d’equacions no lineals és
un dels aspectes més rellevants i estudiats. Aixo és pel fet de que gran quantitat de problemes de
Matematica Aplicada, com la resolucié d'equacions diferencials, equacions en derivades parcials o
equacions integrals entre molts altres, poden reduir-se a buscar la solucié d'un sistema no lineal.

Generalment, és molt dificil obtindre la solucié analitica d'estos problemes i, en molts casos,
encara que és possible arribar a trobar la solucié exacta, és molt complicat treballar amb aquesta
expressié per la seua complexitat. A més, amb el desenvolupament de les tecnologies, s'han
fet grans avancos en |'is d'eines computacionals, per la qual cosa les dimensions d'alguns dels
problemes que es plantegen en camps com I'Economia, I'Enginyeria, la Ciéncia de dades, etc. han
crescut considerablement, donant lloc a problemes de grans dimensions. Per aquestos motius, és
de gran utilitat i, en molts casos, resulta necessari resoldre estos problemes no lineals de manera
aproximada, per descomptat, amb técniques matematicament riguroses dins del camp de I'Analisi
Numerica.

Per les raons exposades, els métodes iteratius per a aproximar la solucié d'equacions i sistemes
d’'equacions no lineals han constituit al llarg dels dltims anys un important camp d’investigacid.
La implementacié computacional d'estos métodes és una eina important dins de les Ciéncies
Aplicades ja que donen solucié a problemes que antigament eren dificils de resoldre.

La investigacié que es porta a terme en esta Tesi Doctoral es centra en estudiar, dissenyar i aplicar
métodes iteratius que milloren en certs aspectes als esquemes classics com sén: la velocitat de
convergencia, |'aplicabilitat a problemes no diferencials, I'accessibilitat o |'eficiencia. Bona part del
treball desenvolupat en esta memoria es centra en I'estudi de métodes iteratius per a problemes
multidimensionals, especialment, ens hem centrar en I'estudi d’esquemes lliures de derivades.

A més, part de la present Tesi Doctoral esta centrada en I'estudi de la convergéncia local i semi-
local de metodes ja desenvolupats en la literatura recent o de nous metodes iteratius dissenyats
en aquest mateix text. Este estudi garanteix per als meétodes |'existéncia de solucié donat un
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punt de partida, el domini de convergéncia de les solucions del problema i la unicitat d’estes sota
unes certes condicions.

Per a complementar I'estudi de convergéncia dels métodes, en alguns capitols també es realitza
un estudi dinamic dels métodes aplicats a equacions no lineals per a, posteriorment, extrapolar els
resultats al cas multidimensional. A més, com a part d'alguns experiments numeérics, s"ha compa-
rat I'accessibilitat de diferents métodes numerics a través de les conques d'atraccié representades
en diferents plans dinamics, tant per al cas unidimensional com el multidimensional.

Finalment, en la major part dels Capitols d'esta tesi s'apliquen els metodes iteratius estudiats a la
resolucié de problemes no lineals de Matematica Aplicada. Estos problemes poden estar preparats
per a probar la funcionalitat dels algorismes dissenyats o ser problemes reals presents en algunes
Ciencies Aplicades com I'Enginyeria, la Fisica, la Quimica, etc.

Els resultats anteriorment descrits formen part de la present Tesi Doctoral per a I'obtencié del
titol de Doctora en Matematiques.



Abstract

Within the field of Numerical Analysis, the resolution of equations and systems of nonlinear
equations is one of the most relevant and studied aspects. This is due to the fact that a large
number of problems in Applied Mathematics, such as the solution of differential equations, partial
differential equations or integral equations among many others, can be reduced to the solution
of a non-linear system.

Generally, it is very difficult to obtain the analytical solution of this type of problems and, in
many cases, although it is possible to find the exact solution, it is very complicated to work
with this expression due to its complexity. Moreover, with the development of technologies, great
advances have been made in the use of computational tools, so that the dimensions of some of
the problems that arise in fields such as Economics, Engineering, Data Science, etc. have grown
considerably, giving rise to problems of large dimensions. For these reasons, it is very useful and,
in many cases, necessary to solve these non linear problems in an approximate way, of course,
with mathematically rigorous techniques within the field of Numerical Analysis.

For these reasons, iterative methods for approximating the solution of nonlinear equations and
systems of equations have been an important field of research in recent years. The computational
implementation of these methods is an important tool in the Applied Sciences as they provide
solutions to problems that were difficult to solve in the past.

The research carried out in this Doctoral Thesis focuses on the study, design and application of
iterative methods that improve certain aspects of classical schemes such as: speed of convergence,
applicability to non differential problems, accessibility or efficiency. A large part of the work
developed in this thesis focuses on the study of iterative methods for multidimensional problems,
in particular, we have specialised on derivative-free schemes.

In addition, part of this Doctoral Thesis is centred on the study of the local and semilocal
convergence of methods already developed in the recent literature or of new iterative methods
designed in this work. This study guarantees the existence of a solution given a starting point, the
convergence domain of the solutions of the problem and their uniqueness under certain conditions.
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To complement the study of the convergence of the methods, in some chapters a dynamical
study of the methods applied to nonlinear equations is also carried out in order to extrapolate
the results to the multidimensional case. In addition, as part of some numerical experiments, the
accessibility of different numerical methods has been compared across the basins of attraction
represented in different dynamical planes, both for the unidimensional and the multidimensional
case.

Finally, in most of the chapters of this thesis, the iterative methods studied are applied to the
resolution of non-linear problems in Applied Mathematics. These problems can be prepared to
taste the designed algorithms or be real problems present in some Applied Sciences such as
Engineering, Physics, Chemistry, etc.

The results described above form part of this Doctoral Thesis to obtain the title of Doctor in
Mathematics.
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Capitulo 1

Introduccion

Numerosos problemas de la ciencia, la ingenieria o la economia resuelven problemas que, a
menudo, se pueden reducir al problema de encontrar las soluciones de ecuaciones o sistemas de
ecuaciones no lineales. Como en muchas ocasiones resulta dificil abordar estos problemas desde
una perspectiva analitica, el Andlisis Numérico juega un importante papel en su resolucién. Entre
las técnicas utilizadas por este rama de la Matematica Aplicada se encuentra la espina dorsal de
la presente Tesis Doctoral: los métodos iterativos.

Los métodos iterativos son una herramienta matematica que nos permite aproximar la solucién
de ecuaciones y sistemas no lineales que dificilmente podrian ser resuelto de manera exacta.
Estos esquemas permiten, a partir de una aproximacién inicial cercana a la solucién, construir
una sucesién de iterados que, bajo ciertas condiciones, converge a la solucién.

Uno de los métodos iterativos mas utilizados es el método de Newton-Rapshon, un esquema que
aborda el problema de resolver la ecuacién no lineal f(x) = 0. Su algoritmo viene definido por
la siguiente expresion:

flay)

T4l =Tk — ) :0717"'7
[ ()
., , . . / .
donde f(wy) es la funcién cuyas raices se quieren aproximar y f'(xy) es su derivada evaluada
en el iterado . Para poner en marcha este y el resto de métodos iterativos se precisa de al
menos una estimacién inicial xg para construir la sucesién de aproximaciones {z} a la solucién
del problema.

Este método iterativo ha servido de inspiracion a muchos otros que se han construido a lo largo
de la historia para tratar de mejorarlo desde distintos puntos de vista como son: la velocidad



Capitulo 1. Introduccion

de convergencia, la aplicabilidad a funciones no diferenciables, la mejora de su eficiencia, etc.
Entre los esquemas que mds interés causan en la autora que escribe esta memoria se encuentra el
método de Steffensen, un método que aproxima la derivada presente en el algoritmo de Newton
por diferencias divididas progresivas.

Ademads de la resolucién de ecuaciones no lineales, la linea principal que sigue esta memoria es la
de resolver sistemas no lineales de la forma F'(xz) = 0. De nuevo, el método de Newton, esta vez
extendido a sistemas, es el que abre el camino a la construccién de muchos otros esquemas vy,
nuevamente, la extensién a sistemas del método de Steffensen es la base desde la que se comenzé
la linea de investigacién que sigue este texto.

A continuacién, presentamos cada uno de los Capitulos que constituyen la presente Tesis Doctoral,
una vez establecidos la introduccién y los conceptos previos en los Capitulos 1y 2, respetivamente.

El Capitulo 3 sienta las bases de los métodos iterativos ya que se estudia una familia paramétrica
de métodos aplicable a ecuaciones no lineales desde diferentes puntos de vista. En primer lugar,
realizamos un andlisis de la convergencia de la familia. Posteriormente, abordamos la dindmica
compleja de dicha familia en funcién del valor del parametro que la define. En las siguientes Sec-
ciones aproximamos las derivadas de su esquema por diferencias divididas con el fin de obtener
una familia libre de derivadas que conserve el orden de convergencia de la familia original. Fi-
nalmente, ponemos a prueba numéricamente los diferentes métodos que pertenecen a la familia,
escogiendo aquellos que han resaltado en el estudio dindmico.

El Capitulo 4 aborda un tema bastante diferente a los que tratamos a lo largo de la memoria.
Se trata del estudio de métodos iterativos cldsicos para aproximar raices miultiples. En concreto,
hacemos un anélisis dindmico exhaustivo de estos métodos cuando los usamos para aproximar
raices de un polinomio con diferentes multiplicidades. Ademds, para completar este estudio,
comparamos numéricamente dichos métodos cuando los usamos para encontrar las soluciones
con diferentes multiplicidades de funciones no polinédmicas.

En el Capitulo 5 retomamos la familia paramétrica para ecuaciones estudiada en el Capitulo 3y la
extendemos a sistemas. A partir de este Capitulo, todos los esquemas que estudiamos se centran
en resolver sistemas de ecuaciones no lineales. Este apartado de la Tesis sirve como base para
entender una de las técnicas mas usadas para construir métodos para el caso multidimensional a
partir de un método aplicable a ecuaciones no lineales. Ademds, se explica perfectamente cémo
se demuestra el orden de convergencia tedrico de una familia o método iterativo en el caso de
sistemas a pesar de las dificultades que conlleva trabajar con matrices y sus inversas. Finalmente,
aplicamos algunos de los métodos que componen la familia paramétrica multidimensional para
resolver una ecuacién integral de tipo Hammerstein (ver [1]) y la ecuacién de Fisher (ver [2]).

Es en el Capitulo 6 donde comienza nuestra preocupacién por aquellos métodos para sistemas no
lineales que cuentan con matrices jacobianas en su esquema. Esta es una fuente de motivacién
recurrente para la presente Tesis Doctoral y que se aborda desde diferentes puntos de vista. En
concreto, en el apartado que nos ocupa, nos centramos en mostrar la deficiente accesibilidad
del método de Newton cuando se aplica a sistemas con jacobianos singulares. Por este motivo,
estudiamos a lo largo de todo el Capitulo el método de Newton modificado, construido en [3]. En



primer lugar, veremos su mejora en la accesibilidad respecto al método de Newton usando planos
dindmicos reales para sistemas. A continuacién, estudiaremos la convergencia semilocal de este
método, estudio que no se ha realizado anteriormente sobre este método. Finalmente, calculamos
los radios de convergencia y unicidad del método de Newton modificado para un sistema singular
particular y, numéricamente, comparamos ambos métodos para sistemas de mayores dimensiones.

En el Capitulo 7, seguimos con el estudio de técnicas para evitar los inconvenientes del uso
del jacobiano. En el Capitulo anterior, Ginicamente hemos presentado un esquema que evita la
anulacién de dicho jacobiano cerca de la solucién. Sin embargo, en este nuevo apartado vamos a
trabajar con funciones no diferenciables (no solo en la solucién). En lugar de decantarnos por usar
el método de Steffensen para sistemas y asi evitar los inconvenientes de la no diferenciabilidad
del operador, construimos un esquema iterativo que posee las buenas caracteristicas del método
de Newton y del método de Steffensen. Para ello, realizaremos una separacién del operador en
dos: por un lado, a la parte diferenciable del operador se le aplica el esquema de Newton vy, por
otro, para la parte no diferenciable se hace uso del esquema de Steffensen. Una vez construido
nuestro método, ponemos a prueba la mejora en la accesibilidad de este método con respecto al
de Steffensen a través del analisis de los planos dindmicos de ambos métodos cuando se aplican a
resolver ecuaciones no diferenciables. Una vez presentada la motivacién que nos lleva a tener en
cuenta este nuevo esquema, realizamos el estudio de la convergencia local y semilocal de nuestro
método. Cabe destacar que también demostramos el orden de convergencia tedrico de nuestro
esquema. Finalmente, aplicamos los resultados de convergencia al problema de contorno resuelto
en [4], que describe propiedades de la teoria dindmica de gases. Concretamente, afiadimos una
parte no diferenciable con el fin de ilustrar la teoria desarrollada en nuestro estudio.

En el Capitulo 8, construimos una familia paramétrica de métodos iterativos multipaso libre de
derivadas (jacobianos), haciendo uso de una funcidn peso, que nos permite explorar las diferentes
ventajas de cada uno de los esquemas que la componen, dependiendo la forma de definir dicha
funcién. La motivacidn de este estudio surge de aumentar el orden de convergencia del método de
Steffensen para sistemas sin aumentar excesivamente el nimero de evaluaciones funcionales en
cada iteracién (ver [5]) y sin empeorar su accesibilidad y su eficiencia. Es precisamente por estos
motivos por los cuales nuestro estudio de la familia se centra en analizar estas propiedades y en
comparar la accesibilidad de algunos de los métodos definidos por la familia con la de Steffensen
para asegurarnos de que el aumento de la velocidad no ha afectado a su dindmica. Ademas, para
lograr un aumento mayor en su velocidad de convergencia, presentamos dos formas de introducir
memoria a nuestro esquema, con la misma técnica que se ha seguido en [6].

A continuacién, en el Capitulo 9, analizamos un caso particular de la familia estudiada en el
Capitulo 8 para una funcién peso concreta y reduciendo la cantidad de parametros a uno solo.
Por este motivo, no se aborda el orden de convergencia o la dindmica compleja de este algoritmo,
sino que nos centramos en abordar esta familia en particular desde otro punto de vista, su
convergencia semilocal. Finalmente, se realiza un estudio numérico para poner a prueba los
métodos que componen esta familia y construimos planos dindmicos para mostrar su accesibilidad
para diferentes valores del pardmetro y del nimero de pasos.
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Finalmente, en el Capitulo 10, nos centramos en estudiar una familia de métodos iterativos de
tipo Steffensen, que se construye a partir de generalizar la familia del Capitulo 9. Para ello, usa-
mos la idea desarrollada por Amat et al. en [7] para mejorar la aplicabilidad de nuestra familia
de métodos, manteniendo su orden de convergencia. Esta consiste en sustituir las diferencias
divididas del método de Steffensen por operadores de diferencias divididas centradas y generali-
zadas. Al igual que en el Capitulo 9, para aumentar el orden de convergencia de este algoritmo
sin disminuir su indice de eficiencia, estudiamos una familia multipaso, cuyos dos primeros pasos
actualicen la diferencia dividida centrada generalizada y, a partir del segundo paso, se reutilice
el segundo operador de diferencias divididas. Tras definir el esquema a estudiar, comprobamos
que éste conserva el orden de convergencia de la familia del Capitulo 8. Ademds, estudiamos la
eficiencia de nuestra familia en comparacién con otro esquema similar que congela la diferencia
dividida del primer paso en lugar de la del segundo. También en este dltimo Capitulo, usamos de
nuevo la técnica de introducir memoria a un esquema para aumentar su orden de convergencia
sin usar nuevas evaluaciones funcionales. Finalmente, acabamos el Capitulo y la Tesis con la
aplicacién de nuestra familia de métodos numéricos a un problema aplicado: El modelo de un
dispositivo fotomultiplicador.

Para culminar la Tesis, en el Capitulo 11, presentamos un resumen de los resultados obtenidos y
destacamos algunas de las nuevas lineas de trabajo en las que estamos interesados y en las que
queremos seguir avanzando. Por (ltimo, por dltimo, finalizamos esta memoria con un listado de
referencias que han sido utilizadas durante el desarrollo de esta Tesis Doctoral.









Capitulo 2

Conceptos Previos

En este Capitulo vamos a introducir algunos de los conceptos basicos sobre métodos iterativos.
Las definiciones, propiedades y resultados que exponemos en este apartado, servirdn como apoyo
al resto de Capitulos que conforman la presente Tesis Doctoral.

La Seccién 2.1 se centra en dar los conceptos bdasicos sobre el estudio de métodos iterativos
para la resolucién de problemas no lineales. Posteriormente, debido a las diferencias entre el
caso unidimensional y multidimensional, se divide la Seccién en dos apartados: uno dedicado
a los métodos iterativos para ecuaciones no lineales y otro para conceptos relacionados con la
resolucién de sistemas no lineales. En ambas secciones se discute cémo aproximar las soluciones
de problemas no lineales utilizando métodos iterativos de punto fijo, se presentan los métodos
mas conocidos de este tipo y se exponen algunos de los conceptos mds relevantes como son el
orden de convergencia, la definicién de diferencias divididas, el concepto de eficiencia, etc

En la Seccién 2.2, se introducen los conceptos previos para un andlisis dindmico de métodos
iterativos con el fin de ilustrar el comportamiento de los mismos. Definiremos los conceptos
bdsicos para un anilisis de dindmica compleja unidimensional con el fin de realizar un anélisis
dindmico exhaustivo de algunos de los métodos iterativos presentes en esta memoria. También
se discute en cada caso cdmo realizar representaciones graficas para poder comparar entre los
distintos procedimientos. Cabe destacar que, en ciertos Capitulos se representan planos dindmicos
reales y no complejos (ya sea porque estamos trabajando métodos con memoria o para sistemas),
pero como no se llega a realizar un andlisis tedrico de los métodos en cuestidn, no es necesario
presentar las definiciones y Teoremas que sustentan la base de la dindmica real.
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Por dltimo, en la Seccién 2.3 se dan las definiciones necesarias para el estudio de la convergencia
de métodos iterativos en los casos unidimensional y multidimensional. Entre ellos se encuentra la
explicacién de qué es la convergencia local, semilocal y global de un método iterativo. Los tres
tipos de estudio dan condiciones necesarias para la convergencia de un esquema.

2.1 Conceptos previos de métodos iterativos

En la presente Tesis Doctoral abordamos el problema de encontrar las raices de ecuaciones o
sistemas de ecuaciones no lineales de la forma:

F(z)=0, F:DCX—Y, (2.1)

siendo D un conjunto convexo abierto no vacio definido de X en Y, siendo éstos espacios de
Banach. En concreto, en esta memoria estudiamos diferentes casos, entre todos los espacios de
Banach a considerar, tienen especial interes F': D C R — R", n > 1, y C([a, b]), el espacio
de las funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b}l.

Como en muchas ocasiones puede resultar costoso e incluso imposible encontrar una solucién
analitica de este problema, se recurre a los métodos iterativos con el fin de aproximar numérica-
mente la solucién de (2.1). La esencia de estos métodos es hallar, mediante un proceso iterativo
y a partir de una aproximacién inicial ¢ cercana a una solucién x*, una sucesién {x}} de apro-
ximaciones a la solucién de (2.1) con la exigencia de que exista limy_,o, T = x*, siendo z* la
solucién de la ecuacién o sistema no lineal.

Una de las maneras mds comunes de encontrar una raiz de (2.1) es obtenerla como un punto
fijo de una cierta funcién @ : R™ — R", mediante el siguiente esquema iterativo:

Tpy1 = P(z), k=0,1,.... (2.2)

El método descrito por ® segtin (2.2), siendo x( una estimacién inicial dada, concentra una gran
cantidad de esquemas iterativos conocidos como métodos iterativos de punto fijo. Estos difieren
entre si por la forma de definir la funcién de iteracién .

Una caracteristica muy importante de los métodos iterativos es su orden de convergencia, que
proporciona una medida de la velocidad de convergencia de la sucesién de iterados a la solucién del
problema. Para clarificar los conceptos relacionados con la convergencia de un proceso iterativo
vamos a revisar algunas definiciones importantes.

Definicién 2.1.1. Consideremos una sucesién {xj}1,>0 en R" generada por un método iterativo
que converge a x*. Entonces, el esquema correspondiente tiene orden de convergencia p, p > 1,
si existe una constante D), estrictamente positiva tal que

*
lm lzk4r — 27| = D, (2.3)
R P

1Sin perdida de generalidad, daremos las definiciones bésicas de conceptos usados en el estudio de
métodos iterativos en el espacio R™, pudiendo ser generalizadas a cualquier espacio de Banach.
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donde Dy se denomina constante asintdtica de error. Debe cumplirse que Dp < 1 sip = 1.

Ortega y Rheinboldt, tratando de hacer la Definicién (2.3) del orden de convergencia menos
restrictiva, introdujeron en [1] los conceptos de Q-orden y R-orden de convergencia. Sin embargo,
en este texto, vamos a trabajar usando una Definicién andloga a éstas, que presentamos a
continuacién.

Definicién 2.1.2. Denotamos e;, = xj, — ¥ como el error cometido en la iteracién xj,. Todo
método satisface una ecuacion del tipo

ex+1 = Lel +0 <ez+1) , (2.4)

llamada la ecuacién de error, donde L es una funcién p-lineal, L € L(R" x --- x R* R™), y
p es el orden de convergencia del método. Notar que, en el caso multidimensional, ez denota
(er, €k, --.,€x), un vector de p componentes.

Considerando {g; }x>0 Y {h# } x>0 dos sucesiones escalares distintas de cero, para realizar el anili-
sis del orden de convergencia de algunos métodos, utilizamos la notacién dada en [8]. Denotamos
gx = O(hy), o alternativamente gi ~ hy, para denotar que

s 9k
lim Z& = C, 2.5
A g (2:5)

siendo C' una constante no nula.

Como consecuencia, la ecuacién de error (2.4) siempre satisface una relacién de la forma

€kt1 ~ Lei.

En la practica o experiencia numérica, como el limite * es desconocido, no se pueden usar las
definiciones tedricas del orden de convergencia. Por este motivo, hacemos uso de una Definicidn
introducida en [9], conocida como orden de convergencia computacional aproximado o ACOC.

Definicion 2.1.3. Sea z* un cero del operador F y supongamos que Tj_1,T) y Tp+1 Son
tres iterados consecutivos suficientemente préximos a x*. Entonces el orden de convergencia
computacional aproximado, ACOC, se define con la férmula recogida en [9]:

In (|zg+1 — zkll/|oe — 2—11])
ACOC =p ~ . 2.6
P~ s — oroill/anot — on_zl) (26)

Otra caracteristica importante de los esquemas iterativos es si tienen memoria o no, es decir,
cuantas iteraciones anteriores se utilizan para obtener la iteraciéon siguiente. Asi, un método sin
memoria puede describirse del siguiente modo

Thy1 = <I>(a:;€), k=0,1,2,...,
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por lo que sélo utilizamos la iteracién inmediatamente anterior para definir la siguiente iteracién;
mientras que un método con memoria tiene la siguiente expresién

Tp4+1 = q)(l'k,$k_1,l'k_2, <. ~)7 k= 07 17 27 IR
donde se utilizan varias iteraciones anteriores para obtener la siguiente.
Para demostrar el orden de convergencia de los métodos con memoria utilizamos el siguiente
Teorema de Ortega-Rheinboldt, que se puede encontrar en [1].

Teorema 2.1.1. Sea ® un esquema iterativo con memoria que genera una sucesion {xy >0 de
aproximaciones que convergen a la raiz x*. Si existe una constante 1 no nula y nimeros positivos
t;, 1 =0,...,m tales que la desigualdad

m
lexsall < n ] llewsl™,
=0

=

se cumple, entonces el R orden de convergencia del método iterativo ® es al menos p, donde p
es la tnica raiz positiva de la ecuacion

m
pm+1 _ Ztipmfz —-0.
=0

Para seguir introduciendo otros conceptos bdsicos de los métodos iterativos, nos centramos
primero en el caso unidimensional, es decir, en la resolucién de ecuaciones no lineales. Esta
subdivision en el estudio de los métodos iterativos es necesaria ya que muchos conceptos del caso
unidimensional no se extienden al caso de sistemas.

2.1.1 Meétodos iterativos para la resolucion de ecuaciones no lineales

En este apartado, nos centraremos en dar a conocer algunos de los métodos iterativos de punto
fijo clasicos para el caso unidimensional, es decir, algunos de los métodos mas importantes de la
forma

Tpt1 = d(xr), k=0,1,..., ¢:R— R, (2.7)

para la resolucién de ecuaciones no lineales

f(z)=0 donde f: DCR-—R

Ademas, veremos algunas definiciones que son exclusivas del caso unidimensional o que empeza-
remos a conocerlas en el caso de ecuaciones para, posteriormente, tener una idea mas clara en
el caso de sistemas.

Es bien sabido que uno de los métodos cldsicos de punto fijo mds conocidos por su sencillez y
por su eficiencia es el método de Newton-Raphson (ver [10]), definido mediante:

xkﬂzmk—% k=0,1,2,..., (2.8)
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donde f’(z},) es la derivada de f evaluada en la k-ésima iteracién zy,, la cual supondremos que
no se anula.

El esquema iterativo de Newton se deduce de los dos primeros términos del desarrollo en serie
de Taylor de la funcién f(z) alrededor de la estimacién inicial zq:

f(zo) + f'(z0)(z — m0) = f(z) = 0.

Dicho esquema presenta convergencia cuadratica bajo ciertas condiciones de zg, f(z) y de su
derivada f’(x).

Con el fin de comparar éste método y otros métodos, en muchas ocasiones se utiliza el concepto
de eficiencia, que se mide habitualmente a través del indice de eficiencia, presentado en [10]. Este
criterio de comparacién es muy Util ya que establece una relacién entre el orden de convergencia
de un método y el nimero de evaluaciones funcionales que realiza por iteracién.

Definicién 2.1.4. Sea un método iterativo de la forma (2.7) con orden de convergencia p de
manera que la expresién de la funcién de iteracién g(xy) utilice d evaluaciones funcionales por
iteracion. Entonces, el indice de eficiencia del método viene dado por:

I=p? (2.9)

S 1
En el caso de Newton tenemos un método iterativo con indice de eficiencia I = 22 ~ 1.4142
ya que realiza dos evaluaciones funcionales por iteracién, f(xy) y f'(z), y tiene orden de
convergencia p = 2.

Es evidente que un método se considera competitivo si presenta un indice de eficiencia grande
o mejor que el de Newton. Encontrar métodos que aproximen bien las soluciones del problema
y presenten una buena eficiencia tedrica es todo un logro pero no es lo maximo que esperan
alcanzar los autores respecto al orden y al nimero de evaluaciones funcionales de un método.
Los métodos que estdn mejor valorados en el campo del Anélisis Numérico son los conocidos
como métodos iterativos dptimos que son aquellos que alcanzan con exactitud la cota maxima
establecida en la Conjetura de Kung-Traub.

Conjetura de Kung-Traub [11]: E/ orden de convergencia p de cualquier método sin memoria
cumple
d—1
p<20 7, (2.10)

donde d es el niimero de evaluaciones funcionales por iteracion.

Por tanto, un método iterativo éptimo es aquel que presenta orden de convergencia éptimo, es
decir, el orden p que logra la igualdad en la Conjetura de Kung-Traub. En el caso de Newton,
estamos ante un método que, ademads de ser sencillo, efectivo y eficiente, también es éptimo ya
que tiene orden 2, relizando Unicamente dos evaluaciones funcionales.

Ahora que ya hemos presentado algunos conceptos basicos para comparar la competitividad de
los esquemas, veremos algunos ejemplos de métodos iterativos de orden superior con un alto
indice de eficiencia y siendo algunos de ellos éptimos.

11
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Con la intencién de aumentar el orden de convergencia de Newton sin perder su buena eficiencia,
en [10] se presenta la familia de métodos de Chebyshev-Halley que aproxima la funcién f(z) por
el desarrollo en serie de Taylor alrededor de xg, incluyendo el término de segundo orden. Esta
familia tiene la siguiente expresidn iterativa:

Tpt1 = T — ﬁ((zi)) (1 + 1M) , donde  Ty(xy) =

f @) f" (xk)
21— )\Tf(azk) ; : (2.11)

y A es un paramentro real. Si A = 0 se obtiene el método de Chebyshev , si A = % estamos ante el
método de Halley y si este valor es A = 1, obtenemos el método super-Halley. Todos los métodos
de esta familia tienen orden de convergencia 3 y su indice de eficiencia es I = 33 =~ 1.4422.
Los métodos que podemos formar con la expresién (2.11) convergen a mayor velocidad que el
método de Newton y, ademds, son un poco mas eficientes aunque, sin duda, no son éptimos ya
que no es posible encontrar métodos de orden 3 que lo sean.

A continuacién vamos a presentar dos métodos que en la actualidad ya se pueden considerar
como cldsicos ya que son muy conocidos por su alto indice de eficiencia y por ser ambos de orden
4. Estos son los métodos de Ostrowski, presentado en [12],

f(zg)

Y =T —
f'(zx)
g =y, — LK) Fk) = F o) (2.12)
’ 7 (o) 2F () — Flan)”
y de Jarrat, introducido en [13],
2k =T — g f(x’f)
3 f(zk)
J (7)) < "(z1) + f (2 )) (2.13)
k+1 k=5 (i) \3f (z) — f'(x)

Obviamente, estos métodos alcanzan un orden de convergencia superior debido a que en ambos
esquemas iterativos se realizan dos pasos y tres evaluaciones funcionales por iteracién. Debido al
orden de convergencia y al nimero de evaluaciones funcionales, los dos métodos alcanzan la cota
maxima de la Conjetura de Kung-Traub y, por tanto, estamos ante dos métodos c?mpetitivos,
Sptimos, con el mismo orden de convergencia y el mismo indice de eficiencia [ = 43 =~ 1.5874.

Cabe destacar que una gran cantidad de articulos que estudian métodos iterativos se centra en
encontrar métodos 6ptimos o, como minimo, eficientes, que posean un alto orden de convergencia.
Muchas de las técnicas desarrolladas para la obtencién de los métodos iterativos que aproximan
la solucién de ecuaciones no lineales se basan en la aproximacién de la funcién f(z) a partir
de los primeros términos de la serie de Taylor asociada a dicha funcidén. Por tanto, es habitual
encontrar derivadas de primer orden, incluso de segundo, en la expresidn iterativa de los métodos.
A veces, la presencia de derivadas en un método puede ser un gran inconveniente, ya sea por el
coste adicional de calcularlas y evaluarlas, o bien por la no aplicabilidad del método a ecuaciones
no diferenciables.

12
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Una técnica utilizada para obtener métodos libres de derivadas consiste en sustituir las derivadas
en los métodos iterativos por operadores de diferencias divididas. El operador de diferencias
divididas de primer orden fue definido por Ortega y Rheinboldt en [1].

Definicion 2.1.5. Denotamos por L(X,Y) al espacio de operadores lineales acotados de X a
Y. Un operador [x,y; f] € L(X,Y) se llama diferencia dividida de primer orden para la funcion
f:DCX —Y enlospuntosx ey (x #y) si

[z,y; fl(x —y) = f(z) — f(y)- (2.14)

Dado que el anélisis de convergencia de los esquemas propuestos en esta Tesis se realiza mediante
desarrollos en serie de Taylor del operador y sus derivadas en torno a la solucién del problema,
es necesario obtener el desarrollo correspondiente al operador de diferencias divididas. Para ello,
utilizando la férmula de Genocchi-Hermite (ver [1]):

1
[,z + h; fl(z —y) = /0 f(z +th)dt, (2.15)

y haciendo el desarrollo en serie de Taylor de f'(x 4 th) alrededor de x, obtenemos la expresién
del operador

1
/ 7o+ th)dt = /() + @)+ 7" (@)h® + O(h?). (2.16)
0

Kung y Traub presentaron una clase de métodos iterativos multipunto sin derivadas en [11]. Entre
estos métodos se encuentra el de Steffensen como un caso especial, donde la evaluacién de f'(z)
en cada iteracién del método de Newton se aproxima por la diferencia dividida de primer orden
[z,z + f(z); f]. El método de Steffensen ha sido ampliamente estudiado en [14, 15, 16] y su
esquema viene definido por:

xg €D
o £ (xx) (2.17)
TS TR e ) — fa) T

Este método posee convergencia cuadratica y el mismo indice de eficiencia que Newton, es decir,
estamos ante un método éptimo de orden 2 que, ademas, no incluye derivadas en su expresion
iterativa. Este método resulta de gran importancia porque mantiene la eficiencia del método de
Newton sin utilizar la funcién derivada auque presenta un pequefio inconveniente en algunos
problemas aplicados ya que tiene una mala accesibilidad.

Definicion 2.1.6. La accesibilidad de un método es la region de puntos de partida xq para los
que el método converge a alguna de las soluciénes x* del problema f(z) = 0.
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2.1.2 Métodos iterativos para la resoluciéon de sistemas no lineales

Se han publicado numerosos métodos iterativos competitivos para la resolucién aproximada de
ecuaciones no lineales. Sin embargo, muchos de ellos no se pueden adaptar para el caso multi-
dimensional. Esta situacién puede darse por diferentes motivos como, por ejemplo, que algunas
operaciones aritméticas no tienen sentido para sistemas. Otro motivo es la complejidad de las
demostraciones tedricas del orden de convergencia debido a los operadores multilineales presentes
en los desarrollos de Taylor.

Ahora bien, la resolucién de sistemas no lineales es un problema que surge frecuentemente y de
forma natural en el estudio de algunas ramas de la matematica aplicada como, por ejemplo, en la
resolucién de ecuaciones diferenciales, ecuaciones en derivadas parciales o ecuaciones integrales.
Por ello, a pesar de la dificultad que comporta, el disefio de métodos iterativos competitivos para
el caso multidimensional tiene una gran importancia en el campo del Anélisis Numérico.

En este apartado, nos centraremos en estudiar algunos de los métodos iterativos de punto fijo
mas conocidos para el caso multidimensional, es decir, algunos de los métodos mds importantes
de la forma

Tpr1 = P(zk), k=0,1,..., ®:R" — R", (2.18)

para la resolucién de sistemas de n ecuaciones con n incégnitas de la forma:

fi (2™, 2@ 2M) =0

fo (M, 2 2™ =0
(2.19)

In (x(1:)7x(2)’ .. .,x(")) =0

donde cada f; : D C R®" — R, i = 1,2,...,n, puede ser una funcién no lineal respecto de
cualquiera de las variables. Este sistema también puede expresarse de la forma F(z) = 0 donde
F(z) es una funcién vectorial F': R™ — R" tal que

F(z1,z2,...,2n) = (fi(z1,22,...,20), fo(z1,22,. .., &Tn), ..., fu(z1,22,...,Zn)).

Al igual que en el caso unidimensional, el método mas conocido para aproximar las soluciones de
un sistema no lineal de la forma (2.19) es el método de Newton, que para sistemas viene definido
por el esquema:

xg €D

I (2.20)
Tpp1 =x — F(zg) Flzg), n2>0,

donde F’(x},) denota la métriz jacobiana de la funcién vectorial F' evaluada en xj,. Este método
es muy competitivo para la resolucién de sistemas no lineales ya que conserva la convergencia
cuadratica que presentaba su esquema para el caso unidimensional y también cuenta con una
buena eficiencia. Sin embargo, no podemos afirmar que Newton sea un método Sptimo para
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2.1 Conceptos previos de métodos iterativos

sistemas ya que no se ha llegado a un consenso sobre la Definicién de optimalidad en el caso
multidimensional.

Es importante notar que las operaciones aritméticas de Newton en el caso unidimensional se han
tenido que traducir al cdlculo en varias variables. En este caso, como el uso de la inversa genera
muchos problemas de inestabilidad numérica, en lugar de calcular la inversa de la matriz jacobiana
F'(z,) y multiplicarla por el vector F(z},), se resuelve un sistema lineal de n ecuaciones con n
incégnitas utilizando la descomposicién LU:

F'(z)Y = F(x),
Th+1 = Tl — Y.

Al igual que hemos hecho con Newton, podemos extender el método de Jarrat (2.13) con relativa
facilidad a sistemas no lineales manteniendo su orden de convergencia. Su algoritmo para sistemas
presenta la siguiente expresion:

2 —1
2 =T — gF/(CEk) F(xy)

’ (2.21)
Thy1 =Tf — 5(3F/(Zk) — F'(23)) " (3F (21) + F' (23,)) F' (xx) " F(xy,).

Sin embargo, no todos los métodos pueden extenderse a sistemas o, por lo menos, no es sencillo
hacerlo. Este es el caso del método de Ostrowski (2.12) que, en su expresién iterativa del caso
unidimensional, divide por la funcién (2f(yx) — f(z)) y esta operacién no esta definida en el
caso multidimensional porque se trata de una divisién por una suma de vectores columna.

Al igual que en el caso unidimensional, una gran cantidad de articulos que estudian nuevos
métodos iterativos para la resolucién de sistemas no lineales, se centran en los métodos que
prescinden del cdlculo de matrices jacobianas. Esto se debe a que para aplicar métodos como
Newton, el coste operacional aumenta debido a que se requieren n? evaluaciones funcionales
por iteracién para evaluar el jacobiano. Ademas, el uso de estos métodos supone exigir algunas
condiciones minimas sobre los operadores F'(x) y F’(x) para poder definirlos como, por ejemplo,
la necesidad de que F’ sea no singular en un entorno de la solucién z* del sistema.

Para construir métodos libres de derivadas para la resolucién de sistemas de ecuaciones no linea-
les, es comun aproximar cada derivada parcial que aparece en el jacobiano por un operador de
diferencias divididas de primer orden. Como sucedia en el caso unidimensional, entre los métodos
iterativos libres de derivadas para sistemas de ecuaciones se encuentra el método de Steffensen,
un método que surge al aproximar la derivada del método de Newton por el operador de diferen-
cias divididas de primer orden [z, z + F(x); F]. El algoritmo que define el método de Steffensen
en el caso multidimensional es el siguiente:

xg € D
1 (2.22)
Tpy1 = T — [Tp, Tk + Fzg); F]7 0 F (), k>0,
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donde el operador
[,sF]:Dx DCR"xR" — L(R"), (2.23)
satisface
[z,y; Fl(z —y) = F(z) — F(y), Vz,y€D, (2.24)
siendo y = z + F(z) en el esquema (2.22).

Este método conserva el orden de convergencia cuadratico del método de Newton y tiene una
gran eficiencia. Ademas, es aplicable a operadores no diferenciables F'(z), a diferencia del método
de Newton.

Al igual que en el caso unidimensional, usando la férmula de Genocchi-Hermite y desarrollando
en serie de Taylor el operador I’ (x + th), podemos escribir el operador de diferencias divididas
de primer orden como:

1 1
(2,2 + h; F] = F'(z) + 5F”(a:)h + EF”’(IW +O(h®). (2.25)
Asimismo, para la implementacién de los métodos iterativos en Capitulos posteriores, se desarrolla

el operador multidimensional de diferencias divididas siguiendo la Definicién proporcionada en
[17], de la forma

P (yu),,,,7y<j71>,y<j>,x<j+1>7 o 7m<n>) R (yu),_,,7y<j71>7x<j>7x<j+1>w

)

[z,y; Flij = y(@) — 2@)

(2.26)

donde z = (m(l),...,m(j_l),x(j),m(j+1),‘,.,x("))T e
, . , T
y= (y(l)w--,y(j_l),y(”,y(”l),---,y(”)) para todo 1 < i,j < n.

En los siguientes apartados de esta Seccién veremos las formas de medir la eficiencia de los
métodos en el caso de sistemas no lineales. Para ello, daremos la Definicién de indice de eficiencia
computacional, el uso del indice operacional y otros indices introducidos en articulos recientes,
que nos serviran de mucha ayuda a la hora de calcular el coste computacional.

2.1.2.1 indice de eficiencia computacional

Como ya se ha mencionado, el concepto de indice de eficiencia de un método fue introducido
en un principio para el caso unidimensional ya que para la resolucién de la ecuacién no lineal
f(x) = 0 no se considera que haya diferencias entre evaluar la funcién f y sus derivadas. Para
generalizar esta Definicién al caso multidimensional se deberia tener en cuenta las diferencias
entre el coste de evaluar la funcién vectorial F(x), su matriz jacobiana F’(x) y los operadores
multilineales que definen las derivadas de mayor orden.

Uno de los dilemas que nos encontramos cuando estudiamos métodos iterativos para la resolucién
de sistemas no lineales es la dificultad de generalizar el concepto de eficiencia o indice de eficiencia
debido a la falta de consenso entre los autores.
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2.1 Conceptos previos de métodos iterativos

Habitualmente, en muchas publicaciones, se hace uso de la Definicién de indice de eficiencia
(2.9) para el caso multidimensional, teniendo en cuenta que, para un sistema de tamafio n, se
requieren n evaluaciones funcionales en cada iteracién de una funcién vectorial F, n? evaluaciones
funcionales para una matriz jacobiana F’, y n? —n evaluaciones funcionales para un operador de
diferencias divididas de primer orden de la forma [z, y, F], ver [18], con [z,y; I'];; definido para
todo 4,5 =1,...,n como en (2.26).

Sin embargo, esta Definicién para el indice de eficiencia se considera insuficiente para comparar
métodos ya que la resolucién de sistemas lineales conlleva un coste elevado que se debe tener en
cuenta. Por ello, también es comtn utilizar el indice operacional definido en [19], para asi tener
en cuenta el nimero de operaciones por iteracién. En esta situacién, también debemos recordar
que el niimero de productos y cocientes necesarios para resolver m sistemas lineales con la misma
matriz de coeficientes, utilizando la factorizacién LU, es:

1 1
5”3 + mn2 - gn,

donde n es el tamafo del sistema.

Intentando tener en cuenta el coste de las operaciones y de las evaluaciones funcionales de un
método, en [12] se define el conocido como indice de eficiencia computacional:

EC = piop. (2.27)

Este indice es elegido por muchos autores para comparar la eficiencia de métodos iterativos para
la resolucién de sistemas no lineales. Sin embargo, este indice tiene carencias por el hecho de que
suma operaciones y evaluaciones funcionales cuando, claramente, no deberian tener el mismo
peso en EC ya que no tienen el mismo coste computacional.

Uno de los indices mas completos es el indice de eficiencia computacional definido en [20] (CET).
En este articulo, los autores definen un indice que contempla el coste de las operaciones y el de
las evaluaciones funcionales de métodos para la resolucién de sistemas no lineales. Ademds, a
diferencia del indice de eficiencia computacional definido en (2.27), este tiene en cuenta la dife-
rencia de coste entre las operaciones y las evaluaciones. Por esta razén, definen unos pardmetros
que relacionan el coste computacional de las evaluaciones funcionales de F'y F’ con el coste
computacional de realizar productos (y cocientes). Asi, consiguen expresar tanto las operaciones
como las evaluaciones funcionales en forma de productos.

Esta forma de medir la eficiencia de un método esta definida por la expresion:

1
CEI(po, p1,n) = pChomin) (2.28)

donde p es el orden de convergencia, n es la dimensién del problema y C es el coste compu-
tacional por iteracion.

Para un sistema de n ecuaciones no lineales y n incégnitas, la expresién de C es

C(po, p1,m) = ag(n)po + a1(n)p1 + p(n), (2.29)
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donde

, . . / . e
= ap(n) y ai(n) es el nimero de evaluaciones funcionales de F'(z) y F'(x) por iteracién,
respectivamente. Las evaluaciones funcionales necesarias para un operador de diferencias
divididas se incluyen dentro de ag(n).

= p(n) es el nimero de productos necesarios por iteracién.

= up y p1 son los ratios entre los productos y las evaluaciones funcionales (de F'y F,
respectivamente) para expresar el valor de C' como productos.

En [21] se presenta una alternativa al indice de eficiencia computacional, definido por:

1

TCE = p~ (2.30)

donde k es el nimero de iteraciones que necesita realizar un método para aproximar la solucién
de un sistema no lineal F'(z) =0y N = Ny + No es el coste computacional, siendo N el coste
de las evaluaciones funcionales utilizadas por iteracién y N, es el coste de las operaciones por
iteracion.

Esta nueva manera de comparar los métodos surge de la necesidad de tener en cuenta la cantidad
de iteraciones k que necesitan los métodos para aproximar la solucién de los sistemas. Como bien
sabemos, existen métodos de alto orden con un gran coste computacional pero que, a diferencia
de otros con menor coste, convergen a la solucién en un nimero de iteraciones mucho menor.

Interesados, nuevamente, en diferenciar el coste entre productos y evaluaciones funcionales, en
algunos de los Capitulos de esta Tesis, haremos uso del indice de eficiencia computacional total,
CEIT, que es la combinacién entre el CET definido en (2.28) y la TC'E de (2.30). Su expresidn
viene dada por:

1
CEIT(k7MO7M17m) = prClorrm), (231)

siendo k el niimero de iteraciones, p el orden y C' el coste computacional definido en (2.29).

Es necesario observar que, a diferencia de las otras formas de comparar la eficiencia computacio-
nal de un método, ésta depende del sistema que se esta resolviendo, la tolerancia exigida y la
estimacién inicial x( escogida. Por ello no hablaremos del CEIT de un método, sino del CEIT
de dicho método en un experimento numérico concreto.

2.2 Conceptos previos de dinamica compleja unidimensional

En esta seccién vamos a introducir algunos de los conceptos esenciales para llevar a cabo el
estudio de dindmica compleja de los métodos iterativos que resuelven ecuaciones no lineales.

El primer punto a destacar es que, en general, un método aplicado a un polinomio p(z) = 0,
proporciona un operador o funcién racional R, por lo tanto, parte de las definiciones y resultados
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mencionados en este Capitulo, tratan sobre el estudio y conclusiones acerca de estos operadores
racionales.

I?efinicién 2.2.1. Sea R una funcidn racionAal R:C— (C donde C denota Ia esfera de Riemann,
C = CU{co}. La drbita de un punto z € C se define como

{z R(2),R*(2),...,R"(2),...},
es decir, el conjunto de sus imagenes a través de R.
= Un punto fijo de R es un punto z € C tal que R(z) = z. Se dice que un punto fijo de R
es extrafio si p(z) # 0.

= Se dice que un punto z € C es un punto periddico de R, de periodo K mayor que 1, si se
cumple que RK(Z) =zy Rk(z) # z, para todo k < K.

= Un punto critico de R es un punto z € C tal que R'(z) = 0. Un punto critico se dice que
es libre si p(z) # 0.
A continuacidn, definimos el caracter de los puntos fijos de un operador racional.
Definicion 2.2.2. Sea R el operador racional R, clasificamos sus puntos fijos como sigue:
= Si|R'(2)| < 1, entonces el punto fijo z es atractor. Si ocurre que R'(z) = 0, entonces el
punto fijo z es superatractor.
= Si|R'(2)| > 1, entonces el punto fijo » es repulsor.
= Si|R'(2)| = 1, entonces el punto fijo z es un punto parabdlico o neutro.

Definicién 2.2.3. La cuenca de atraccion de un punto fijo atractor (o periddico) z € C ests
constituida por el conjunto de sus pre-imagenes de cualquier orden, es decir,

A(z)={z0€C : R"(20)—z cuando n—soc}.

Definicion 2.2.4. El conjunto de Fatou de R, denotado por F(R), consta de aquellos puntos
cuyas drbitas tienden a un atractor, y su complementario en la esfera de Riemann es el conjunto
de Julia, denotado por J(R).

Por tanto, la cuenca de atraccién de cualquier punto fijo pertenece a F(R), mientras que J (R)
contiene todos los puntos que son repulsores y establece los limites entre las cuencas de atraccién.

Otro resultado relevante obtenido por Julia y Fatou en [22] y [23], respectivamente, es el siguiente:

Teorema 2.2.1. Sea R una funcién racional. La cuenca de atraccion de un punto atractor
periédico (o fijo) contiene al menos un punto critico.
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A continuacién, presentamos resultados que nos permiten reducir el estudio dindmico a casos
mas sencillos.

Definiciép 2.2.5. Sean f,g: C — C. Una conjugacion analitica entre f y g es un difeomorfismo
h:C— C talqueho f=goh.

Teorema 2.2.2. (Teorema del escalado)

Sea f(z) una funcién analitica sobre C, T(z) = 6z + ~ una aplicacién afin y Ry y Ry opera-
dores racionales. Si g(z) = (f o T')(z), entonces el operador de punto fijo Ry es analiticamente
conjugado a Ry por T, es decir, (T o RgoT™1)(2) = Ry(z).

Teorema 2.2.3. Sea q(z) = a1z2 + a2z + as, con a; # 0, un polinomio cuadratico con raices
simples y operadores racionales Ry y Rq. Puede entonces reducirse a p(z) = 22 + ¢ mediante
una transformacién afin, donde ¢ = 4ajasz — a%. Esta aplicacién afin induce una conjugacion
entre Rq(z) y Rp(2).

En algunos Capitulos, nuestro interés residird en estudiar el polinémio p(z) = (2 — a)(z — b),
con a,b € C. Como el operador asociado a p(z) depende de los pardmetros a y b, utilizamos
la transformacién de Mébius y su inversa para simplificar nuestra funcién racional de forma que
no dependa de a y b. A continuacién, facilitamos el estudio de la dindmica, tanto en lo que se
refiere a la obtencidén de puntos fijos y criticos como a su representacién grafica.

Para eliminar esta dependencia de a y b, obtenemos el operador conjugado de Ry, por h como
sigue:
Op(2) = (ho Rpoh™Y)(2), (2.32)

donde h es la aplicacién de Mobius y h™! su inversa, definidas como

z—a

h(z) —

()= =2,

_ b—a
hlz) =2
(2) z—1"
que cumplen las siguientes propiedades

h(o0) =1,
h(a) =0,
h(b) = oco.

Para la representacién de los planos dindmicos y planos de pardmetros se ha recurrido a [24, 25,
26], donde se exponen y explican los algoritmos utilizados para el disefio de estas representaciones
graficas de la dindmica de los métodos iterativos.
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2.3 Estudio de la convergencia

El estudio de la convergencia se puede llevar a cabo de diversas maneras, dependiendo de si el
estudio se centra en las condiciones que debe cumplir la solucién, la aproximacién inicial o el
operador que define el proceso iterativo. Segtin el foco de atencién de nuestro andlisis distinguimos
tres tipos de estudio de convergencia de un método de punto fijo: local, semilocal y global.

En primer lugar, el estudio local de la convergencia de la sucesién de aproximaciones de un
método se basa en imponer condiciones sobre los operadores que aparecen en la funcién de
iteracién evaluados en la solucién x™* del sistema para asi obtener la bola de convergencia local
del método. Esta bola estd centrada en la solucidén y tiene radio r de manera que todas las
estimaciones iniciales £y tomadas en esta bola convergen a la solucién z*. Es decir, este tipo
de estudio proporciona la regién de puntos de partida para los cuales el método converge a una
determinada solucién z* (ver [27, 28, 29]).

En segundo lugar, el estudio semilocal de la convergencia se basa en imponer condiciones sobre
los operadores que aparecen en la funcién de iteracién evaluados en la estimacién inicial xg para
asi obtener la bola de convergencia semilocal. Esta bola estd centrada en la estimacién inicial
g y tiene radio R de manera que tomando xy como punto de partida, se puede demostrar que
todos los iterados, dados por el esquema iterativo del método, permanecen dentro de esta bola
y convergen a una solucién x* del sistema, ver [30]. Este estudio de la convergencia se puede
completar obteniendo la bola de unicidad de la solucién, es decir, determinar el dominio en el
que la solucién a la que converge el problema es tnica.

En tercer lugar, el estudio global de la convergencia consiste en estudiar, basdndose tnicamente
en determinadas condiciones del operador F' del método, la convergencia de la sucesién de
aproximaciones a la solucién z* en un dominio, independientemente de la estimacién inicial zq
tomada, consultar [31].

Por tanto, podemos decir que el anélisis de la convergencia permite conocer las condiciones que
se deben dar sobre la solucidn, la estimacién inicial o el operador F' para que un método converja
cuando lo aplicamos al problema de encontrar las soluciones de F'(z) = 0.
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Capitulo 3. Andlisis dindamico de una familia paramétrica de métodos para ecuaciones no lineales

3.1 Introduccién

Dentro del Analisis Numérico, la resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales es
uno de los aspectos mas importantes. Esto se debe a que otros grandes bloques de este campo,
pueden reducirse a buscar la solucién de este tipo de problemas.

Centrandonos en el caso unidimensional, la necesidad de resolver ecuaciones no lineales de la
forma
f(z)y=0 donde f:DCR—=R, (3.1)

estd presente en numerosas problemas de la Matematica Aplicada como base para la resolucién
de problemas mas complejos.

En algunas ocasiones, es muy dificil encontrar la solucién exacta y, por este motivo, los métodos
iterativos para aproximar la solucién de ecuaciones no lineales constituyen uno de los pilares
fundamentales de investigacién de las ciencias aplicadas.

Como hemos visto en el Capitulo 2, uno de los métodos iterativos clasicos es el método de
Newton, cuyo esquema iterativo para ecuaciones viene dado por (2.8).

Este método posee muy buenas propiedades, entre ellas su convergencia cuadratica bajo ciertas
condiciones y su gran accesibilidad, es decir, la gran regién de estimaciones iniciales g para la
cuales el método converge. Ademas, en el caso unidimensional, podemos decir que el método es
éptimo.

En este Capitulo, vamos a estudiar una familia paramétrica de métodos iterativos para ecuaciones
no lineales cuyo primer paso es el método de Newton. El esquema iterativo de esta familia surge
de realizar la combinacién convexa de los métodos iterativos definidos en [32] y [33]:

J(zg)

TR T ()

/ 2
Thi1 = T — %(3— }c,ézg) —(1—7) ‘1 F ) f(m"i)) k=0,1,...

donde f'(z1) #0y v €R.

3.2 Andlisis de convergencia

Supongamos que la funcién no lineal f : D C R — R es una funcién suficientemente diferenciable
en un entorno D de z*, siendo f(x*) = 0. En el siguiente resultado vamos a probar que, bajo
ciertas condiciones de la funcién f(z) y su derivada, la familia paramétrica (3.2) tiene orden de
convergencia cibico, independientemente del valor de v € R.

Teorema 3.2.1. Sea =™ un cero simple de una funcién suficientemente diferenciable f : D C
R — R donde D es un conjunto convexo abierto no vacio que contiene a la raiz x*. Supongamos
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que la estimacién inicial x( es suficientemente cercana a ™ y la derivada de la funcién no se
anula en la solucién de f(x) = 0.

Entonces, la familia paramétrica (3.2) alcanza orden de convergencia 3, siendo su ecuacién del
error:

X

2. 3
ek+1 = 5 (3 +dez)ek

3, 11 4 5 (3.3)
+(vea + (4= 137) 2 + (57 — Deacs)ey + Oek)-

() (g*
donde e, = xj, — 2™ y¢j = %% € L; R,R), donde L; (R,R) es el conjunto de las
funciones j-lineales acotadas en R, para j > 2.

Demostracién 3.2.1. Consideramos el desarrollo en serie de Taylor de f(x1) y f'(x},) alrededor

de z*:

For) =T (ex + caef + caed + cael + cack + O(R) )
) (3.4)
f(zp) =T (1 + 2c9ey, + 3cser + degel + 5C5€i + O(e‘Z)) ,

donde T = f'(z*).

Asi, obtenemos la ecuacién del error del primer paso de la familia paramétrica (3.2)

f(zg)
I ()

= CQei + (2¢3 — 26%)62 + (40:25 — Teges + 304)ei + 0(62),

* *
Zp — L =T —T —

es decir, con el primer paso obtenemos orden 2, lo cual era esperable dado que este primer paso
estd compuesto por el método de Newton.

Para seguir con la demostracion del orden de convergencia, realizamos el desarrollo en serie de
Taylor alrededor de x* de las funciones que intervienen en el segundo paso de la familia:

F(2) =T (coek = 2(c3 = ea)et + (563 — Teacs + 3ea)et + O(e)) .
35
f(z) =T (1 + 20%6% + 462(63 —c3)e} + 02(803 — 1leges + 604)6%. + O(ez)) .

Reemplazando las expresiones (3.4) y (3.5) en el segundo paso de la familia (3.2), obtenemos
que la ecuacion del error de la familia paramétrica es de la forma:
2\ 3
htl = Tpy1 — T = %(03 + 4c3)ep,

5
+ (yea + (4 — 137)c5 + 3yeacs + (5 — Y)ezea)er + O(e).
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Por tanto, de la ecuacién del error concluimos que la familia paramétrica (3.2) tiene orden de
convergencia 3 para todo 7y # 0.

En particular, cuando v = 0, el método correspondiente es un método Sptimo con orden de
convergencia 4 y cuya ecuacién del error tiene la expresién (ver [33]):

4
et = (463 — c3ea)ef + O(e}).

3.3 Analisis Dinamico

En este apartado nos centramos en el estudio de la dindmica compleja de la familia paramétrica
(3.2) aplicada a polinomios cuadréticos de la forma p(z) = (z — a)(z — b), donde z,a,b € C.
Para este estudio, utilizamos el Teorema del Escalado (ver 2.2.2), ya que nos permite equiparar
el comportamiento dindmico de un operador con el de otro, conjugando mediante una trans-
formacién afin. Este resultado es de gran utilidad ya que podemos aplicar la transformacién de
Mobius, vista en el Capitulo 2, sobre el operador R ~, que es el operador asociado a nuestra
familia paramétrica actuando sobre p(z), para poder eliminar la dependencia del operador de
los parametros a y b. Entonces, el comportamiendo dindmico del operador Ry ~ y del operador
resultante tras aplicar Mobius, es equiparable.

Teorema 3.3.1. Sea f(z) una funcidn analitica en la esfera de Riemann C, definida en el Capitulo
2, y sea T(z) = az + 8 una transformacion afin con o # 0. Consideramos g(z) = A(f o T)(z),
A #0. Sean Ry  y Rg,y los operadores de punto fijo de la familia (3.2) asociados a las funciones
f y g, respectivamente, es decir,

/ 2\ ]
e [0 () ) o
ol ey (e e
Roa) ==+ | -3 (3-50) v i (28) )| 42 e

dondey =z — % con z € C. Entonces, Ry - es un funcién conjugada analiticamente a Rg,~

a través de la transformacién T, es decir,
(ToRgyoT)= Ry (2).

Demostracion 3.3.1. Teniendo en cuenta que T(x —y) = T(z) — T(y) + 8, T(x +y) =
T(x)+T(y)— B yg'(2) = arf/(T(z)) y denotando T'= T, entonces

9(T(z)
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3.3 Anadlisis Dinamico

donde, y =z — 4, T(T'(2) =z y
T(T(y)):T<T( - ?ZZ > T( %)

et (ozf’z )

Por lo tanto, sustituyendo estas igualdades y simplificando, tenemos que

_|_

(ToRgnoT) =

o [ (-58) 00 (g5 (1) )| 5
S 0-F8) e (- () ) ) -
S| -5 v (- () )| s

entonces (T o Ry~ o T)(z) = Ry, (2), es decir, Ry y Ry~ se conjugan analiticamente de
través de la transformacién T'(z).

Ahora, podemos aplicar la transformacién de M@obius sobre el operador asociado a la familia
paramétrica (3.2) para obtener un operador que no dependa de las constantes a y by, asi, poder
estudiar el comportamiento dindmico de esta familia para cualquier polinomio cuadrético. La
transformacién de Mdbius, en este caso, es h(z) =

i) h(co) =1, i) h(a) =0, i) h(b) =

El operador racional transformado que obtenemos es el siguiente

23 (27z2 + 3vz + 2y + 2>+ 52441023 + 922 + 4,2)
2725 + 3yzt + 2923 + 424 + 923 £ 1022 +52+1

Oy(2) = (ho Rpy o h™1)(2) = (38)

Podemos ver en la funcién racional (3.8) que el orden de los métodos para los polinomios cuadrati-
cos es 3 cuando v # 0 y el orden es 4 cuando v = 0.

A continuacién, estudiaremos cudles son los puntos fijos del operador O~(z) y el caracter de
estos en funcién del valor del parametro ~.
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Capitulo 3. Andlisis dindamico de una familia paramétrica de métodos para ecuaciones no lineales

Proposicién 3.3.1. Analizando la ecuacién O~(z) = z y haciendo uso de las definiciones de
Dinamica compleja vistas en el Capitulo 2, se obtienen las siguientes conclusiones:

» z =0y z = 00 son puntos fijos superatractores para cualquier valor de ~y.

.. . 29
= z =1 es un punto fijo extrafio cuando =y # -

= [as seis raices del polinomio
E(t) =1+ 6t + (16 — 27)t2 + (21 — 3y)t° + (16 — 29)t* + 6t° + 5, (3.9)

que denotamos por Ex;(), i = 1,...,6, son puntos fijos extrafios para cualquier v € R.

Necesitamos la expresion de la derivada del operador para analizar la estabilidad de los puntos
fijos y obtener los puntos criticos,

222+ 1% (y (62° +82° + 72" + 727 + 82+ 6) + 2 (1627 + 412° + 602 + 412 + 16))

0. (2) = - 2
(2925 + 3y +4)2% + (27 + 9)23 + 1022 + 52 + 1)

Estd claro que z = 0 y z = 0o son siempre puntos fijos superatractores porque provienen de las
raices del polinomio y el orden de los métodos iterativos es superior a 2, pero la estabilidad de
los otros puntos fijos puede cambiar dependiendo de los valores del parametro +.

Proposicion 3.3.2. E/ cardcter del punto fijo extrafio z = 1 es el siguiente:

w Siy= —?, entonces z = 1 no es punto fijo extrafo.

= Si Re(y) < 71—35 o Re(y) > 6—77, entonces z = 1 es atractor.

= SiRe(y) € [—%, 6—77] y Im(7)? + (Re(y) + ?)2 > 72—5’4, entonces z = 1 es atractor.

= 2z =1 no puede ser superatractor.

= SiRe(y) € [—%, g} y Im(7)? + (Re(y) + %)2 = 72—5’4, entonces z = 1 es parabdlico.
= En otro caso, z =1 es repulsor.

Demostracion 3.3.2. Al hacer z = 1 en la derivada del operador racional, obtenemos:

|05,(1)] =

96
Ty +29]°

No es dificil comprobar que |Ofy(1)\ no puede ser O para ningtin valor de vy, por lo que z =1 no

puede ser un superatractor. Ademds, cuando vy = —2—79, z =1 no es punto fijo ya que O~ (1) # 1.
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3.3 Anadlisis Dinamico

Ahora, vamos a estudiar cudndo z = 1 es atractor. Es ficil comprobar que |O%(1)] < 1 es
equivalente a 962 < |29 + 77\2. Reescribiendo esta dltima expresién, sabiendo que -y es un
pardmetro complejo, se obtiene la siguiente inecuacion:

8375 < 406Re(v) + 49Re(v)? + 49Im(y)2. (3.10)

La inecuacién anterior se verifica:

= Cuando (Re(y) — 6—77)(Re(fy) + &75) > 0, es decir, cuando Re(vy) > 6—77 0 Re(y) < —%.
= Cuando Re(v) € [-125,87] y Im(~) verifica 8375 < 406 Re(v) + 49Re(y)? +49Im(v)?.

Vamos a estudiar cudndo = = 1 es parabdlico, es decir, estudiamos |0 (1)| = 1. Teniendo en
cuenta la expresién (3.10), el punto fijo z = 1 serd parabdlico cuando se cumpla la igualdad

8375 — 406 Re(v) — 49Re(7)? = 49Im(v)?,

es decir, cuando se cumpla Re(y) € [—%, 6—77] y 49Im('y)2 = —Re(’y)2 — 406 Re(y) + 8375.

Ahora, establecemos la estabilidad de los puntos fijos extrafios Ex;, que son las raices del polino-
mio (3.9). Para ello, queremos calcular estas raices observando que dicho polinomio es simétrico
de sexto grado, es decir, es un polinomio reducible a uno de tercer grado y que satisface las
siguientes propiedades:

= ¢t =0 no es una raiz;

1

» si z* es raiz, -5 también serd raiz.

Realizando la reduccién de (3.9) a un polinomio de grado 3, obtenemos:
1+ 6t + (16 — 27)t2 + (21 — 39)t® + (16 — 2y)t* +6t° + 10 =0
— (t%+t3)+6(tl2+t2)+(16727)(%+t)+2173'y:0 (3.11)
s 224622+ (13-29)24+9—-3y=0,

dondez:%—&—t,22—2:t%+t2yz3—3z:t%+t3.
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Capitulo 3. Andlisis dindamico de una familia paramétrica de métodos para ecuaciones no lineales

Ahora, calculamos las raices de este polinomio y obtenemos la siguientes expresiones:

321 e

L e 7
{-30-29 o)
3
200= g0y T %372/3 -2 (312

\0’/5(27 -1) Q(
_ Vs 20)

donde Q(v) = §/—9’y + /37((75 — 327y)y — 78) + 93 + 9.

Para calcular las raices del polinomio (3.9) a partir de las raices z;(y), ¢ = 1,2, 3, obtenidas en

(3.12), deshacemos el cambio de variable usando t = 2V () ‘;i(v)Q_él
las raices conjugadas dos a dos del polinomio de sexto grado (3.9):

. Por lo tanto, obtenemos

z1(7) + v/ 21(7)? — 4 z1(y) —v/z1()? — 4

Ex1(v) = 5 . Eas(y) = ; 7
Bag(y) = 20 IVROP Ay () 200 - VOl 1
oy = BOEVEOP=T ) 500 = VEEP

Seguidamente, estudiamos el cardcter de estos puntos fijos. Empezamos por ver cuidndo son
superatractoras. Para ello, resolvemos |0’ (Ez;(7))| = 0 para todo i = 1,...,6 y obtenemos los
siguientes valores relevantes de ~:

= v = 0.8114608325277108,

= 2 = 5.5908453191613585,

= v3 = 0.7671008924094337 + 0.7784254153980097+,

= 4 = 0.7671008924094337 — 0.77842541539800974.
A continuacién, estudiamos el caricter de todos los puntos fijos Ex;(v), analizando aquellos
valores de 7y cercanos a los valores del pardmetro para los que algin Ex;(vy) es un supertractor.
Para ello, analizamos el comportamiento de |0 (Ex;(7))| cerca de los cuatro valores anteriores

y obtenemos regiones donde algunas de las raices serdn atractoras. Estas regiones se representan
en la Figura 3.1.
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3.3 Anadlisis Dinamico

Figura 3.1: Caracter de los puntos fijos Ex;(7) en un entorno de ~;.

(c) » (d) 74

Como se ve en la Figura 3.1, las dreas donde estos puntos son atractores resultan bastante
pequenas.
A continuacién presentamos un resultado que estudia los puntos criticos del operador (3.8).

Proposicion 3.3.3. Para la familia paramétrica (3.2), los puntos criticos son z = 0, z = —1,
z = 00, y las raices del polinomio

q(t) = 6y + (16 + 8y)t + (41 + 77)t + 60t° + (41 + T9)t* + (16 + 8y)t° + 64t°,  (3.13)
que denotamos por Zx;(vy), donde i =1,...,6.

Demostracion 3.3.3. Observemos que z = —1 es una preimagen del punto fijo z = 1y, por
tanto, este punto es critico.
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Por otro lado, como q(t) es un polinomio simétrico, nuevamente podemos obtener las raices de
este polinomio calculando las raices del polinomio de grado 3 al que se deduce. El polinomio
reducido de q(t) es el siguiente, que obtenemos de forma andloga a (3.11):

(t) = 69t + (16 + 8y)t> + (41 — 117)t + 28 — 167.

Para obtener las raices de q(t), necesitamos obtener las raices de §(t) y aplicarles la siguiente

zEVz22 -4

5 . Por ello, tenemos que las raices de q(t) son conjugadas.

expresion t =

Ahora vamos a estudiar el comportamiento asintético de los puntos criticos para establecer si
existen cuencas de convergencia diferentes a las generadas por las raices.

Para el punto critico libre z = —1 tenemos O~(—1) = 1, que es un punto fijo extrafio, por lo
que el plano de pardmetros asociado a este punto critico no es significativo, ya que conocemos
la estabilidad de z = 1.

Los otros puntos criticos libres son raices de un polinomio que depende de ~, para ello dibujamos
los planos de parametros. Como tenemos que las raices son conjugadas dos a dos sélo dibujaremos
tres planos de parametros.

Utilizamos como estimacidn inicial un punto critico libre que depende de ~. Establecemos un
mallado en el plano complejo de 500 x 500 puntos. Cada punto de la malla corresponde a un
valor del pardmetro v y en cada uno de ellos se itera la funcién racional O(z) para obtener la
6rbita del punto critico en funcién de ~y. Si esta 6rbita converge a z = 0 0 a z = 0o en menos
de 40 iteraciones, ese punto de la malla se pinta de rojo; en caso contrario, el punto aparece en
negro.

Figura 3.2: Planos de pardmetros asociados a los puntos criticos libres de O (z).

-20 -10 Re(a) 0 10

(c)

10 0
Re(a)

(a)
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3.3 Anadlisis Dinamico

Como vemos hay muchos valores del pardmetro « que darian lugar a un método en el que los
puntos criticos libres convergen a una de las dos raices. Como se observa en la Figura 3.2, se
encuentran en la zona roja de la derecha del plano. Ademads, se pueden identificar algunas zonas
negras como las regiones de estabilidad de aquellos puntos fijos que pueden ser atractores.

Ahora, seleccionamos algunos valores de los planos de pardmetros estables (en rojo) e inestables
(en negro) de 7 para mostrar su rendimiento. Haciendo esto, fijamos el valor del pardmetro y
obtenemos los planos dindmicos correspondientes a cada valor seleccionado.

En el caso de los planos dindmicos, cada punto del plano complejo se considera como un punto
de partida zg del esquema iterativo, y se pinta en diferentes colores dependiendo del punto al que
haya convergido. En este caso, pintamos en azul los puntos que convergen a z = co y en naranja
los puntos que lo hacen a z = 0. Estos planos dindmicos se han generado con un mallado de
500 x 500 puntos y un maximo de 40 iteraciones por punto. Marcamos los puntos fijos extrafios
con circulos blancos y los puntos criticos libres con cuadrados blancos.

Un valor del pardmetro interesante de estudiar es v = 0, porque es el Unico que corresponde a
un método con orden de convergencia 4. En ese caso, obtenemos el plano dindmico de la Figura
3.3a. En este plano observamos dos puntos criticos libres, cada uno en una cuenca de atraccién, y
los otros puntos criticos libres estdn en la frontera de ambas cuencas de atraccién. Para este valor
de v concluimos que el método correspondiente es estable y, como podemos observar, casi todos
los puntos convergen a z = 0 0 z = co (Notemos que, en la prictica, cualquier estimacién inicial
tomada en el conjunto de Julia (ver 2.2.4) convergerd a 0 o oo, debido al error de redondeo).

Otro valor del parametro que resulta interesante analizar es v = 1, Figura 3.3b. Como podemos
observar, el plano dindmico resultante es similar al de v = 0, pero en este caso obtenemos menos
puntos criticos libres y menos puntos fijos extrafios.
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Figura 3.3: Planos dindmicos de O, (z) paray=0y vy =1.

Im{z}
Im{z}

25 2 1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 25 2 15 A 0.5 0 05 1 15
Re{z} Re{z}

(a) v =0 (b) v =1

Por el Teorema 3.2.1 y las Proposiciones 3.3.1, 3.3.3 y 3.3.2, la dindmica mas sencilla es la de
los métodos con pardmetro v =0y v = 1.

En las Figuras 3.4 y 3.6, construimos otros planos dindmicos asociados a otros valores del pardme-
tro v que resultan interesantes de analizar segiin el andlisis previo. Algunos de estos planos no
tienen una mala dindmica, aunque no es tan simple como la de los dos anteriores. Es el caso de
v = 2, Figura 3.4b, o el caso de v = 2¢, Figura 3.4a.

Figura 3.4: Planos dindmicos de O (z) paray=2iy v =2.
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3.3 Anadlisis Dinamico

Sin embargo, valores como vy = —10+4, y = —50 v = 72—79 presentan un plano dindmico con
el mismo ndmero de cuencas de atraccién pero con una dindmica mas compleja y con un mayor

ndmero de puntos criticos libres. Podemos ver algunos de estos planos dindmicos en las Figuras
3.5a, 3.5b y 3.6a.

Figura 3.5: Planos dindmicos de O,(z) paray=—10+14y v = —5.

4 -3 -2 -1 0 1 2
Re{z}

(@) y=-10+31 (b) v=-5

Re{z}

También hay valores de los pardmetros para los que el niimero de cuencas de atracciéon aumenta,
por ejemplo, v = 5 (Figura 3.6b). Estos casos deben evitarse ya que nuestro método puede

no converger a las raices del polinomio p(z) y acabar convergiendo a otros puntos que no son
soluciones de nuestro problema.
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Figura 3.6: Planos dindmicos para vy = —22 y v = 5.

Im{z}
Im{z}

Re(z}
(b) y=5

3.4 Familia libre de derivadas

Gran parte de la investigacién en Andlisis Numérico se centra en encontrar métodos iterativos que
aproximen la solucién de ecuaciones no lineales con una gran velocidad de convergencia. Muchas
de las técnicas desarrolladas para la obtencién de estos esquemas se basan en la aproximacién
de la funcién a partir de los primeros términos de la serie de Taylor asociada a dicha funcién.
Este hecho implica que es habitual encontrar derivadas de primer orden, incluso de segundo, en
la expresion iterativa de los métodos iterativos mds conocidos.

A veces, la presencia de derivadas en un método puede ser un gran inconveniente, ya sea por el
coste adicional de calcularlas y evaluarlas, o bien por la no aplicabilidad del método a ecuaciones
no diferenciables. Por este motivo, es comun aproximar las derivadas presentes en estos esquemas
por operadores de diferencias divididas (ver [34, 15, 16, 35, 11]) y asi obtener métodos iterativos
libres de derivadas, evitando los inconvenientes mencionados.

En esta Seccién estudiaremos diferentes formas de convertir nuestra familia paramétrica (3.2) en
una familia libre de derivadas. Para ello, aproximaremos las derivadas presentes en el esquema
iterativo estudiado, por diferentes operadores de diferencias divididas, de manera que la nueva
familia conserve el orden de convergencia.
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3.4.1 Aproximacion por diferencias divididas progresivas

En esta Seccién aproximaremos las derivadas presentes en (3.2) por las diferencias divididas mas
habituales, aquellas que estdn presentes en el método de Steffensen (ver [36]), las diferencias
divididas adelantadas de primer orden de la forma [z, + f(x); f], definidas como (2.1.5). Sus-
tituyendo las derivadas de nuestra familia paramétrica por este operador, obtenemos el siguiente
esquema:

_ f(zr)

Z = Tk — , :0,1,...
g(zy)

2
g(zk)> _ (1 _ 'Y) 1 _ f(zk) f(xk)

donde g(z) = [,z + f(x); f] para todo z € D.

En el siguiente resultado estudiaremos el orden de convergencia de la familia libre de derivadas
(3.14) con el fin de comprobar si mantiene el orden de convergencia de (3.2) tras la aproximacién
de las derivadas.

Teorema 3.4.1. Sea x* un raiz simple de una funcién suficientemente diferenciable f : D C

R — R donde D es un conjunto convexo abierto no vacio que contiene a la raiz x*.

Si la aproximacidn inicial x( es suficiente proxima a =™, entonces la familia paramétrica libre de
derivadas (3.14) con g(x) = [z, z+ f(x); f], alcanza orden de convergencia 2, siendo su ecuacion
del error:
w1 2,1 2 2 3 5
€htl = Tkl — T = §'chgek + i(w(f‘ +3C+1)es+ (T + 1)z (y(3T +4) — 2T"))er, + O(er)
(3.15)

() (%
donde ey, =z, —z*, T'= f'(z*) y¢j = i @) ¢ L; (R,R), donde L; (R,R) es el conjunto
de las funciones j-lineales acotadas en R, para j > 2.

Demostracion 3.4.1. En primer lugar, realizamos el desarrollo en serie de Taylor del operador
de diferencias dividida adelantadas:

g(an) = [ zp 1 f = £/on) + 58" @)+ 8" (@B + ().

Desarrollando en serie de Taylor en torno a = la funcién f(z},) y sus derivadas, obtenemos:

J(@r) =T (ex + caef + caek + cack + O(R) )

f(xzp) =T (1 + 2coey + 3036% + 4C4€z + O(ei)) ,
| (3.16)
f(xp) =T (202 + 6csey + 12c4es + O(ei)) ,
@) =T (603 + 24cqep, + O(e%)) .
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Sustituyendo los desarrollos de las funciones en la expresién del operador de diferencias divididas,
tenemos:

9(zr) =[xk, 21 + h; f] =T + ca(T + 2)Tey, + (c3(T% + 3T + 3) + 3T)T'ef
+2(ca (202 + 3T + 2) 4 coe3D(T" + 2))Cei + O(eh),

siendo h = f(xy).
Asi, obtenemos la ecuacion del error del primer paso de la familia paramétrica (3.14):

B f(zk)
[z, Tk + f(zk); f]
= co(D + 1)es + (c3(T? 4 30 + 2) — B(I% + 2T + 2))ej + O(et),

* *
Z — L =X — T

es decir, con el primer paso obtenemos orden 2, lo cual era esperable por tratarse del método de
Steffensen.

Para seguir con la demostracion del orden de convergencia, realizamos el desarrollo en serie
de Taylor alrededor de x* de f(z1) y de sus derivadas, para poder obtener la expresién de
[k, 21 + [ (2k); f1:
2 2 2 2\ 3 4
F() =T (T + Deaed + (I 437 + 2)eg = (02 420 + 2)B)e + O(ed))
—T (1 F 2T + 1)eBe2 + 265 ((T2 + 3T + 2)es — (D2 + 2T + 2)c)el + O(ei)) ,
=T (2C2 +6(+ 1)0203€k + 603((F2 + 3+ 2)c3 — (F2 +2I' + 2)0%)6% + O(e%)) ,

///

=T (603 +24(1 + D)cocqer + O(ei)) .

Sustituyendo los desarrollos de las derivadas en el desarrollo de Taylor del operador de diferencias
divididas, con h = f(z), obtenemos:

9(2k) = [zt 2t i f) = 7o)+ 5 £ o) " )+ O)
=T +T(I+ 1)(T +2)c3es + T(T + 2)ca (T 4 3T + 2)c3
— (P2 4 2T + 2)c3)e} + O(e).

Reemplazando los desarrollos de f(xr), f(z1) y de los operadores de diferencias divididas sobre
Tk y 2, en la expresién de la familia paramétrica libre de derivadas (3.14), obtenemos la ecuacion
del error siguiente:

L (02 430 4+ Deg + (T 4+ 1)E(1(3T + 4) — 20))ed + O(el)

1 2
€kl = Tht1 — P §7F026k + 3
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Por tanto, de la ecuacién del error concluimos que la familia paramétrica (3.14) con g(z) =
[z, + f(x); f] tiene orden de convergencia 2 para todo v # 0, es decir, no se conserva el orden
de convergencia de la familia con derivadas (3.2).

En particular, cuando v = 0, el método correspondiente tiene orden de convergencia 3, es decir,
ya no obtenemos un método Sptimo. La ecuacién del error de este esquema iterativo es:

ers1 = —D(T +1)c3ei 4 (3T + 1002 + 12T + 4)c3 — (D + 1)(202 4 5T + 1)cacs)ey + O(e).

3.4.2 Aproximacion por otras diferencias divididas

En esta Seccién aproximaremos las derivadas presentes en (3.2) por diferencias divididas de la
forma g(x) = [z,z + (f(2))?; f]. La ventaja de estas diferencias divididas con respécto a las
anteriores es que son de segundo orden y, por tanto, es posible que obtengamos mayor orden
de convergencia. Sustituyendo las derivadas de nuestra familia paramétrica por este operador,
obtenemos el mismo esquema que en (3.14), donde g(z) = [z, = + (f(z))?; f] para todo z € D.

En el siguiente resultado estudiamos el orden de convergencia de la familia libre de derivadas
(3.14), teniendo en cuenta que, en este caso, g(z) = [z, z + (f(x))?%; f].

Teorema 3.4.2. Sea x* un raiz simple de una funcién suficientemente diferenciable f : D C
R — R donde D es un conjunto convexo abierto no vacio que contiene a la raiz x*.

Si la aproximacién inicial x( es suficiente préxima a x*, entonces la familia paramétrica libre
de derivadas (3.14) con g(z) = [z,x + (f(x))?; f] alcanza orden de convergencia 3, siendo su
ecuacion del error:

1
ehyl =Tpy1 — T = 57(021"2 + 463 + c3)el + O(e}) (3.17)

(3) (o
donde e, =z, —a*, I = f'(z*) y ¢; = %ffj(g(ﬁ)) € L; (R,R), donde L; (R,R) es el conjunto
de las funciones j-lineales acotadas en R, para j > 2.

Demostracion 3.4.2. Teniendo en cuenta los desarrollos en serie de Taylor de f(xy) y sus
derivadas en (3.16), tenemos que el desarrollo de Taylor del operador de diferencias divididas es:

g(zg) = [xg, T + fQ(xk); f1 =T+ 2Tcoey, + (CQF3 + SCgF)ei + (QC%FS + 363F3 + 4C4F)€2 + O(e%)7

Asi, obtenemos la ecuacion del error del primer paso de la familia paramétrica (3.14):
* f(xk)
[k, ok + f2(2k); /]
= cze% + (02F2 — 26% + 203)62 + (—FQC% + 3F203 + 403 — Tegeo + 304)6% +0 (62) ,

*
Zp — T =T — X

es decir, con el primer paso obtenemos orden 2.
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Ahora, realizamos el desarrollo en serie de Taylor alrededor de x* de f(z1) y de sus derivadas,
para poder obtener la expresion de [z, z1, + f2(z1); f]

f(z) =T (Q@% + (02P2 — 20% + 2C3)6% + (—cm% + 3(03I‘2 +ecq)+ 505’ — 70302)6% + O(e‘Z)) ,
f(z) =T (1 +2c3€2 + 2co(col® — 263 + 2¢3)es + O(ei)) ,
f(z) =T (2c2 + 60263ei + 603(021"2 — 203 + 263)ei + O(ei)) ,

" (z) =T (603 + 24cocyer + O(ei)) .

Sustituyendo las expresiones anteriores en el operador g(zy,), obtenemos:
9(zk) = 2k, 2 + 2 (20); f] = T + 2Tchef, + 2ea(eal? — 265 + 2c3)e + Ok
Reemplazando los desarrollos de f(xy), f(zx) y de los operadores de diferencias divididas sobre

Tk ¥ 2k en la expresion de la familia paramétrica libre de derivadas (3.14) con g(x) = [z, = +
(f(x))?; f], obtenemos la ecuacion del error siguiente:

1
Chyl = Tpy1 — T = 57(02F2 +4c3 + c3)e} + +0(ep)
|

Por tanto, de la ecuacién del error anterior concluimos que la familia paramétrica (3.14), tomando
g(z) = [z, + (f(x))?; f], tiene orden de convergencia 3 para todo ~ # 0, es decir, en este caso
si se conserva el orden de convergencia de la familia con derivadas (3.2).

En particular, cuando v = 0, el método correspondiente tiene orden de convergencia 4 y se
conserva la optimalidad. La ecuacién del error de este esquema iterativo es:

1 =4
eht1 = 5(—2P203 +8¢3 — 2cac3)e, + O(ef).

3.5 Experimentos Numéricos

En esta Seccién vamos a comparar numéricamente diferentes métodos iterativos de la familia
paramétrica estudiada a lo largo de este Capitulo (3.2). Para ello, escogeremos los métodos
iterativos asociados a los valores de v que mejores resultados dindmicos presentan y estudiaremos
si el comportamiento dindmico se extiende a ecuaciones no polinédmicas.

Para los célculos computacionales llevados a cabo en este Capitulo se ha utilizado Matlab R2022a
con aritmética de precision variable de 1000 digitos iterando desde una estimacidn inicial zg hasta
que se satisfaga el criterio de parada:

~100
k1 — zrlly + 1 f (20l < 10
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o hasta alcanzar un niimero maximo de 15 iteraciones.

En las Tablas presentadas en esta Seccién mostramos los siguientes datos:

= el valor de v correspondiente al método usado de la familia (3.2),

= la norma de la funcién evaluada en la dltima aproximacion, || f(zg41)l5,
= la distancia entre las dos dltimas aproximaciones, ||zj41 — k|5,

= el nimero de iteraciones necesarias para satisfacer la tolerancia requerida,

= el orden de convergencia computacional aproximado (ACOC), definido por Cordero y To-
rregrosa en [9], cuya expresién viene dada por (2.6),

= el tiempo de célculo computacional en segundos.

Las ecuaciones no lineales y no polinédmicas que vamos a usar para el estudio numérico son las
siguientes:

» La ecuacién cos (z) — z = 0, con una solucién z* &~ 0.73908513. Para el estudio de este
funcién tomamos como estimacién inicial para todos los métodos zg = 1.

= La ecuacién arctan (z) = 0, que tiene como solucién z* = 0. Tomamos como estimacién
inicial para todos los métodos zg = 1.5.

= La ecuacién arctan (z) — wf—f_l = 0, cuyo cero es z* = 0. Tomamos como estimacién
inicial para todos los métodos xg = 0.4.

Los resultados obtenidos por cada método al aproximar la solucién de la ecuacién cos (z) —x = 0
se muetran en la Tabla 3.1.

En este primer ejemplo numérico, observamos que los datos obtenidos por la familia paramétrica
(3.2) para diferentes valores de y son bastante similares. La diferencia mas destacable reside en el
hecho de que el ACOC para v =0 es 4 y para el resto de métodos es 3, resultados que coinciden
con los estudiados tedricamente.

Por otro lado, cabe destacar que los métodos correspondientes a los valores v =0, v = —27/9y
v = 2, encuentran la solucién de la ecuacién de manera mas precisa que el resto ya que, como se
ve en la Tabla 3.1, la dltima iteracién que obtienen los tres métodos satisface || f (z1)| = 0.

Por dltimo, afadir que en este primer experimento numérico se obtienen resultados parecidos a
los que se muestran en el estudio dindmico, solo que en este caso no estamos aproximando la
solucién de una funcién polinédmica. Por tanto, la extensién del comportamiento dindmico a esta
funcién sinusoidal es acertada.
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Tabla 3.1: Resultados para la ecuacién cos (x) — = = 0.

y leg+1 — gl If (zgg1)ll Iteraciones ACOC  Tiempo

0 1.1539e — 273 0 5 3.9999  0.3156

1 2.7865¢ — 106  2.3163e — 318 5 2.9999  0.2796
—10+4 3.4545e — 211 5.8414e — 508 6 3.0000  0.3063
—29/7  3.8113e — 260 0 6 3.0000  0.3703
-5 1.4493e — 249  8.7206e — 508 6 3.0000  0.2749

5 1.0913e — 243  4.3603e — 508 6 3.0000  0.3359

21 7.2512e — 294  3.6232e — 587 6 3.0000  0.4219

2 7.1222e — 288 0 6 3.0000  0.4281

Ahora comentamos los resultados que se han obtenido resolviendo la ecuacién arctan (z) = 0
que se muestran en la Tabla 3.2.

En este segundo ejemplo numérico, se puede observar que la mayoria de métodos iterativos de
la familia (3.2) asociados a los mismos valores de v que en la Tabla 3.1, no convergen. Muestras
de este mal comportamiento se ven reflejadas en las normas ||z;4+1 — 2| ¥ ||f (k+1)]|, cuyos
valores crecen en cada iteracién. Ademas, casi todos lo métodos agotan las 15 iteraciones y, por
este motivo, consumen mds tiempo de ejecucién que en el ejemplo anterior.

Sin embargo, cabe destacar que el (inico método iterativo que aproxima la solucién de la ecuacién
de forma adecuada es aquel asociado al valor v = 2. Este método aproxima la solucién de la
ecuacién en 7 iteraciones y presenta un ACOC similar al orden tedrico estudiado para la familia
(3.2).

Por tanto, en este experimento numérico se oberva que la dindmica estudiada para funciones
polinédmicas no se extiende correctamente a esta funcién mas compleja, salvo para ciertos valores
de v como, por ejemplo, v = 2.

Tabla 3.2: Resultados para la ecuacién arctan (z) = 0.

5 lxg+1 — k|l If (zr+1)]] Iteraciones ACOC  Tiempo

0 5.1465e 4 15044 1.5708 15 2.0000  1.1516

1 1.0230e + 8312 1.5708 15 2.0000 1.0156
—10417 4.2223e + 30551 1.5708 15 2.0000  1.2031
—29/7  9.267T1le + 23691 1.5708 15 2.0000  1.2656
-5 2.3286e + 24654 1.5708 15 2.0000  1.1875

5 2.7944e + 10269 1.5708 15 2.0000  1.0287

2¢ 1.3303e + 34212 1.5708 15 2.0005  1.0651

2 3.5598e — 202 1.5037e — 605 7 3.0000  0.4948

42



3.6 Conclusiones

2x

Por dltimo, los resultados que se han obtenido resolviendo la ecuacién arctan (z) — o
x

se muestran en la Tabla 3.3.

En este dltimo ejemplo, observamos una combinacién de comportamientos de los dos ejemplos
anteriores. Obtenemos que ciertos métodos iterativos de la familia (3.2) no convergen para esta
ecuacion ya que los valores de las normas crecen en cada iteracién. Por otro lado, los métodos
que si convergen presentan resultados similares a los del Ejemplo 1.

Por ultimo, comentar que, el método que converge en menos tiempo y que realiza un ndimero me-
nor de iteraciones para alcanzar la tolerancia exigida es el asociado a v = 2, es decir, nuevamente
este método presenta el mejor comportamiento numérico.

Tabla 3.3: Resultados para la ecuacién arctan (z) — 1311 =0.

~ lzgr1 — zkl] I f (1)l Iteraciones ACOC Tiempo

0 1.5819e — 294 2.8353e — 1008 7 3.9999  0.5651

1 2.7250e — 177 1.6862e — 530 10 2.9999  0.8063
—10+4¢ 9.0914e + 104902 1.5708 15 4.0000  1.2995
—29/7 2.7459e + 4729 1.5708 15 2.0000  1.1406
-5 2.0807e — 131 2.4127e — 393 8 3.0000  0.7552

5 1.6780e — 196 1.2656e — 588 7 2.9999  0.5130

27 3.0571e — 200 3.0610e — 600 8 2.9999  0.5833

2 4.4085e — 111 1.4280e — 331 5 3.0000  0.3489

3.6 Conclusiones

En este Capitulo se presenta una familia paramétrica de métodos iterativos para la resolucién de
ecuaciones no lineales basada en los métodos que se presentan en los articulos [32] y [33]. De
esta forma, se obtiene una familia de métodos numéricos de orden 3, con la excepcidén de un
método de orden 4 para el valor de v = 0.

Se realiza un andlisis dindmico de la familia actuando sobre polinomios cuadraticos para deter-
minar qué miembros de la familia tienen mejores propiedades de estabilidad. En este apartado,
se muestra que existe un amplio rango de valores del pardmetro -, tanto reales como complejos,
para los que los métodos correspondientes son estables.

Se construyen nuevas familias paramétricas libres de derivadas a partir de la estudiada a lo largo
del Capitulo. Con esta Seccién se logra demostrar que una de ellas si mantiene el orden de
convergencia de la familia original con derivadas.

Por dltimo, los resultados tedricos relativos a la convergencia y estabilidad de la familia propuesta
se estudian de forma numérica en casos particulares de funciones no polinémicas. En este apartado
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se observa que la buena dindmica sobre funciones cuadraticas no se extiende necesariamente a
todo tipo de funciones para todos los valores de +.
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Capitulo 4

Analisis numérico y dinamico de
meétodos clasicos para raices
multiples aplicados a diferentes
multiplicidades

Basado en:

Campos, B.; Villalba, E.G.; Vindel, P. (2023). Dynamical and nu-
merical analysis of classical multiple roots finding methods applied
for different multiplicities. Computational and Applied Mathema-
tics. (Enviado)
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diferentes multiplicidades
4.1 Introduccién

Como comentamos en el Capitulo 3, uno de los métodos clasicos mas usados para aproximar la
solucién de ecuaciones no lineales de la forma f(z) = 0, es el método de Newton (2.8).

Para asegurar la convergencia a la solucién de este método y otros métodos clasicos como los de
Chebyshev, Halley y Traub ([37, 38, 39, 40, 10]), se debe cumplir que la derivada de la funcién
f(x) exista y ésta ha de ser diferente de cero en la solucién.

En general, si z* es una raiz simple de f(z) = 0, la derivada de la funcién no se anula en z*. Sin
, e / . ,

embargo, cuando tratamos con raices miltiples, f'(x) se anula en dichas raices y no podemos

hacer uso de los métodos clasicos que presentan derivadas en sus esquemas iterativos.

Por esta razén, muchos de los resultados publicados en los tltimos afios ([41, 42, 43, 8]) se
centran en el disefio y estudio de métodos iterativos para encontrar raices multiples de ecuaciones
no lineales; es decir, para encontrar raices 2* de la ecuacién no lineal f(x) = 0 tal que satisfagan
fa®) = fl@)=...= f V@*) =0y f(™)(2*) # 0, donde m representa la multiplicidad
de la raiz. En este Capitulo nos centraremos en estudiar los siguientes esquemas para raices
multiples, métodos iterativos clasicos modificados adecuadamente para conservar su orden de
convergencia para el caso de raices con multiplicidad m:

= El método de Newton para raices miiltiples, presentado en [44] y definido por la siguiente

expresion
[ (zg)
T =L —m . 4.1
k+1 k 7 (@x) (4.1)
= El método de Chebyshev para raices miltiples, estudiado en [43] y definido por
m@B-—m) f(xx) m* f () f (2n)
.’E = x —_ - . 4'2

= El método de Halley para raices miltiples, disefiado en [45] y cuyo algoritmo es el siguiente

f(xg)
i OF (o) S @)1 ) “3)

2m 21" (zy)

Th+1 = Tk — (

En estos métodos, m es un pardmetro variable que representa la multiplicidad de la raiz que
queremos aproximar. El inconveniente de definir los métodos anteriores utilizando la multiplicidad
m radica en que, por un lado, debemos conocer dicha multiplicidad antes de aproximar la raiz;
por otro lado, para aproximar las raices mdltiples de una ecuacién donde éstas poseen diferentes
multiplicidades, debemos ajustar la expresién del método para encontrar las diferentes raices.

En [34] encontramos cédmo evitar el primer inconveniente ya que se estudia cémo aproximar la
multiplicidad m de la raiz que deseamos aproximar. De este modo, no necesitamos conocer m a
priori ni escogerla de manera aleatoria.
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Por otro lado, si nuestro inconveniente es el segundo, es decir, queremos aproximar las soluciones
con diferentes multiplicidades de una funcién, lo Iégico seria pensar en esquemas iterativos que
no dependan de ninguna multiplicidad, ya que incluir mas multiplicidades complicaria la expresién
de los métodos iterativos.

Entre los trabajos que investigan métodos iterativos para raices multiples, son muy pocos los
que trabajan con esquemas que no incluyan las multiplicidades de las raices en su expresién,
a pesar de las ventajas que este tipo de métodos pueden presentar. De hecho, entre los pocos
métodos de este tipo encontrados en la literatura destacan: el método de Schréder, definido en
[44], un esquema iterativo con memoria para raices miltiples, estudiado en [46], y el método de
Kurchatov para raices mdltiples, publicado en [47].

En este Capitulo analizamos el método de Schroder como principal representante de este tipo de
métodos, ya que es mas sencillo de estudiar que los otros mencionados porque no posee memoria
y no presenta diferencias divididas en su expresidn iterativa. Este método viene definido por la
siguiente expresion:

o f (@) f' ()
bl = O G EONT T () 7 (@) (4-4)

Asi, nuestro objetivo en este Capitulo es comprobar la robustez de los métodos cldsicos para raices
miltiples definidos para una multiplicidad m junto al método de Schrdder, cuando los usamos
para aproximar soluciones de ecuaciones con diferentes multiplicidades. Para ello, estudiamos en
primer lugar el comportamiento dindmico de dichos métodos cuando se usan para aproximar las
raices multiples de una funcién polinémica compleja de la forma:

f)=(E-r)" (z-m)", zeC. (4.5)

A partir de este estudio, vemos qué métodos funcionan mejor para encontrar la raiz rg, con
multiplicidad n, aunque algunos de estos métodos sélo consideran la multiplicidad m en sus
esquemas iterativos y no estan disefados para encontrar la otra raiz miultiple. En concreto, en
la Seccién 4.2 analizamos y comparamos los cuatro métodos desde un punto de vista dindmico.
Para ello realizamos un estudio dindmico complejo exhaustivo, fijando las raices del polinémio
(4.5) en 11 = 0y ro = 1. Es decir, aplicamos los métodos de Newton, Chebyshev, Halley y
Schréder al polinomio complejo

p(z)=2"(z-1)", z,meC, neN fio. (4.6)

Notar que para el estudio dindmico fijamos la multiplicidad n y consideramos m como un parame-
tro complejo. Lo hacemos de esta forma para poder extraer conclusiones mas completas del
comportamiento dindmico de cada método, aunque, al final de cada apartado, nos quedamos
Unicamente con las conclusiones dindmicas referentes a un valor natural de la multiplicidad m.

Posteriormente, en la Seccidn 4.3, estudiamos numéricamente el comportamiento y convergencia
de todos los métodos cuando aproximamos raices con distintas multiplicidades m y n, en los casos
de funciones que son combinaciones de funciones polinémicas, exponenciales y/o logaritmicas.
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diferentes multiplicidades

Esta variedad de funciones nos permite comprobar si los resultados de la Seccién 4.2 pueden
extenderse a otras funciones no polindmicas. Es decir, si el nimero de puntos iniciales que
convergen a las soluciones z =0y z =1 en el caso (4.6), se mantiene, empeora o mejora en el
resto de casos.

4.2 Analisis Dinamico

En esta Seccidn realizamos un estudio dindmico de los métodos para miltiples de Newton,
Chebyshev, Halley y Schréder cuando se aplican sobre una funcién polinémica que tiene dos
raices con multiplicidades diferentes.

En primer lugar, vamos a probar que la dindmica de los operadores obtenidos cuando se aplican
estos métodos sobre las funciones dadas en (4.5) y (4.6) son topoldgicamente equivalentes, siendo

que la aplicacién afin h(z) = 7=2 conjuga ambos operadores.

Lema 4.2.1. Sean Oq y Oy los operadores obtenidos al aplicar los métodos para raices miiltiples
de Newton, Chebyshev, Halley o Schréder a q(z) = (z —71)™ (z —12)" yp(2) =2 (z = 1)",

respectivamente. Sea la aplicacién afin h(z) = TZQ_;’;}I . Entonces, fiandom € C yn € N, y sea

z € C, donde C denota la esfera de Riemann, tenemos que
(hoOgo0h™ 1) (2) = Op(2).

Demostracion 4.2.1. Consideremos la transformacion de Mébius h(z) = Z=LL. Nétese que

h(r1) =0, h(ra) = 1, h(o0) = 00 y h™'(2) = (r2 = r1)z + 71. e

= Para el método de Newton tenemos que el operador racional obtenido al aplicar el método
(4.1) sobre q(z) es

riraom +ri(—-m+n)z — nz>

Oq(2) = rom+mrn—(m+n)z
entonces
1 nz?
(hoOgoh™ ")(z) = Tt min)e = Op(2).

= Para el método de Chebyshev (4.2), el operador es

N(ri,r2,2)
2(rgm +rin — (m +n)z)3

)

Oq(2) =
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siendo

N(ri,ro,2) = 7‘17‘2771(27"%7712 + (6rire — r%)mn + 37"%712) + 7‘1(—67"%7713

+ (r% —9ry1re — 6r§)m2n —3ri(r1 + 7‘2)mn2 + 21"%713)2
6r1r2m3 +3r1(r1 + 3r2)m2n +3ri1(r1 — rg)an — 67"%713),22
3

2 4

+(
+ (72r1m3 +(=3r1 + rg)mzn +3(r1 + rg)mn2 + 6r1n3)z
- (m"n+ 3mn? + 2n3)z ,

entonces

nz3 —m(m n m n)(m n)z
(ho0gon7)(e) = MG EI G ) — 0,0)

= Para el método de Halley (4.3), tenemos que

Oq(2) =
_ 2rirom(rom 4+ rin) — r1(ri(m — n)n + 2rom(2m +n))z
©2r2m2 + (3 + 2r1re)mn + 1202 — 2(2m + n) (rom + rin)z + (m + n)(2m + n)z2
n 2r1(m — n)(m +n)z? + n(m +n)z3
2r2m2 + (r? + 2rira)mn + r2n2 — 2(2m + n)(rom + rin)z + (m + n)(2m + n)z2

entonces

_ n(m +n)z>
T 2m2 4+ (—4m2 — 2mn)z + (2m2 + 3mn + n?2)z2

(hoOgoh™)(2) = 0p(2).

= Para el método de Schréder (4.4), obtenemos

rire(rom 4+ rin — 2rira(m +n)z + (rim + 7‘217,)22)
r3m +r?n — 2(rgm + rin)z + (m + n)z2

Oq(z) =

)

entonces

nz?
m(=1+ 2)2 + nz2

(hoOqoh_l)(z): = Op(2).

Teniendo en cuenta este resultado, dado que la dindmica no depende de la localizacién de las
raices, estudiamos el comportamiento dindmico de los operadores O, para todos los métodos.
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diferentes multiplicidades

4.2.1 Método de Newton

El método de Newton es uno de los métodos mas utilizados y conocidos para aproximar las raices
simples de ecuaciones no lineales porque es un método dptimo, eficiente, sencillo y tiene orden
de convergencia cuadratico. Ademds, es uno de los primeros métodos que se modificd con el fin
de utilizarlo para aproximar las raices miiltiples de una ecuacién. Su esquema iterativo viene dado
por:

/ (Zk) (4_7)

T R T )

A pesar de la introduccién de la multiplicidad m en su esquema iterativo, en [44] se demuestra que
este esquema preserva el orden cuadratico de convergencia del método original. Sin embargo, este
esquema tiene muchas limitaciones ya que su propia Definicién para aproximar raices miiltiples
desconocidas implica conocer a priori la multiplicidad de dichas raices. Ademas, esta definido para
una tnica multiplicidad m, mientras que las raices de una ecuacién pueden tener multiplicidades
diferentes.

Por este motivo, en esta Seccién estudiamos la eficacia del método para aproximar raices con
multiplicidades diferentes. Para ello, estudiamos la dindmica del método (4.7) cuando aplicamos
el esquema sobre el polinomio (4.6). El operador que obtenemos tiene la forma

7’LZ2

O (z,m,n) = (4.8)

(m+mn)z—m’

Para estudiar la dindmica de este operador racional, lo haremos en funcién del pardmetro m € C
para valores fijos de n. En primer lugar hay que calcular los puntos fijos y criticos del operador
O (z,m,n) para asi obtener los planos de pardmetros y dindmicos del operador.

Los puntos fijos se definen como los puntos que satisfacen O (z,m,n) = z. Entonces, resolviendo
esta ecuacién se obtienen los puntos fijos z =0, z =00y z = 1. Los puntos fijos z =0y z =1
coinciden con las raices del polinomio p(z). Sin embargo, el punto z = co no coincide con ninguna
raiz del polinomio vy, por ello, se trata de un punto fijo extrafio.

Por otro lado, como hemos visto en el Capitulo 2, los puntos criticos son aquellos puntos z € C
en los que la primera derivada del operador racional se anula. La derivada del operador (4.8) es:

nz(—2m+ (m+n)z) .
(=m + (m +n)z)®

O’ (z,m,n) = (4.9)

2m

Al igualar a 0 la expresién (4.9), obtenemos los puntos criticos z = 0y z = . Como

m+n
z = 0 también es solucién del problema, sélo el otro punto es un critico libre. Siguiendo las
iteraciones de este punto critico libre obtenemos los planos de pardmetros para valores fijos de n
y considerando m como un pardmetro complejo (ver Figura 4.1).
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Figura 4.1: Planos de pardmetros del método de Newton para valores de n = 1,2, 3.

(b) n=2

Ahora, obtenemos la estabilidad de los puntos fijos analizando el valor de (4.9) para cada punto
fijo en funcién de los valores de las multiplicidades m y n.

En primer lugar, como O’ (0,m,n) = 0, es ficil ver que el punto fijo z = 0 es superatractor
para cualquier valor de los parametros m y n. Sin embargo, la estabilidad del resto de puntos
fijos si cambia en funcién del valor de las multiplicidades y, por ello, presentamos los siguientes
resultados.

Lema 4.2.2. El punto fijo z = co satisface las siguientes afirmaciones:

= z = 00 es atractor dentro de la circunferencia C definida por
a2—|—2an—|—,32 =0,
con m = «+ if. En particular, es superatractor para m = —n.
= z = 00 es neutro o parabdlico en la circunferencia C'.
= z = 00 es repulsor fuera de la circunferencia C1 .

Demostracion 4.2.2. Para el punto z = oo, la expresién del operador viene dada por

1 . ‘ m-+n ‘
’ 1 - ‘
lim (0" (3,m,n)) n
. . . . m+n

Si escribimos m = o+ if3 en la ecuacién 7‘ =1, entonces,

n
atiBtn) (4.10)

n
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que, simplificada, resulta ser la ecuacién o + 2an + 82 = 0, la cual define la circunferencia
(a+n)2 + 82 =n?, la curva donde el punto z = cc es parabélico. Dentro de la regién delimitada
por esta circunferencia, el valor del operador es menor que 1, es decir, el punto z = oo es atractor.
Por el contrario, z = oo es repulsor fuera de esta region, donde el valor del operador es mayor
que 1.

Notar que la circunferencia C; : (a+n)?+ 3% = n?, centrado en (—n, 0) con radio n, se observa
en los planos de pardmetros de la Figura 4.1. Si nos centramos en la recta real, entonces z = co
es atractor para —2n < m < 0, parabdlico para m = 0y m = —2n y repulsor en cualquier otro
caso. Como m y n representan multiplicidades, esto implica que m,n € Ny, por tanto, el punto
z = 00 es siempre un punto fijo repulsor.

Lema 4.2.3. La estabilidad del punto fijo z = 1 satisface las siguientes afirmaciones:
= 2z = 1 es atractor dentro de la region delimitada por la circunferencia Co definida por la

expresion
o? —2an—|—ﬁ2 =0,

con m = a+ if. En particular, es superatractor para m = n.
m z =1 es neutro o parabdlico en la circunferencia Cs.

= 2z =1 es repulsor fuera del circulo Cs.

Demostracion 4.2.3. Para el punto z = 1 tenemos que ‘O/(l,m, n)’ = ‘n —m ‘
n
. L , .. In—m
Si escribimos m = « + i3 en la ecuacion 7‘ = 1, obtenemos
n
n—aoa—1if
— =1, 411
- (411)

que, reescrita, tiene la expresion o> — 2an + 82 = 0, la cual define la circunferencia Co centrada
en (n,0) con radio n. Entonces, sobre la circunferencia, el punto z = 1 es parabdlico; dentro de
la regidn que delimita, z = 1 es atractor y es repulsor fuera de C3. Ademds, O'(1,m,n) = 0
para m = n,; luego, z =1 es un superatractor para m = n.

Notar que la circunferencia Ca, centrado en (n,0) con radio n, puede observarse en los planos de
parametros de la Figura 4.1. En particular, si consideramos valores reales para el parametro m,
tenemos que z = 1 es atractor para 0 < m < 2n, parabdlico para m = 0y m = 2n y repulsor
en el resto de casos.
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En la Figura 4.1, también podemos identificar unos bulbos situados en la recta real a la izquierda
y a la derecha de las regiones ya estudidas. A continuacién, analizamos dichas regiones.

Lema 4.2.4. Existe una Jrbita periddica de periodo dos {p1,p2}, que viene dada por:

{m(m+2n —vVm2 —4n?) m(m+2n + vVm?2 — 4n?) } .

2n(m + 2n) ’ 2n(m + 2n) (4.12)

Es atractora en la curva C3 definida por:
(a® + %)% + 1002 (8% — o®) + 24n? = 0,
conm=a+if yneR.
Demostracion 4.2.4. Resolviendo la ecuacién O (O (z, m,n),m,n) = z, obtenemos:
mz(z — 1)(m? — (m? + 2mn)z + (mn + 2n?)z%) = 0.

Como z =0 y z = 1 son puntos fijos, encontramos una drbita de periodo doble {p1,p2} dada
por (4.12). La estabilidad de ésta viene dada por el valor de

m2

|O’ (pl’m’n)O/ (pg,m,n)| = ‘ 5—

n2

Si consideramos m = « + i3, tenemos que la Jrbita 2-periédica en atractora en Cs y estd
representada por los bulbos de la Figura 4.1.

Observar que, para valores reales de m y n, la érbita periédica es atractora para —v6n < m <
—2ny 2n < m < V/6n.

4.2.1.1 Anadlisis de los planos dindmicos para valores naturales de m y n

Como hemos observado, los planos de pardmetros para distintos valores de n > 0 son topoldgica-
mente equivalentes. Asi, consideramos el plano de pardmetros para n = 3 y mostramos algunos
planos dindmicos en la Figura 4.2 con el fin de analizar diferentes comportamientos dindmicos
para diferentes valores de m. En estas figuras, la regién azul oscuro corresponde a la cuenca de
atraccién de z = 0. Para las multiplicidades tal que 0 < m < 6, el punto z = 1 es atractor y
el punto critico libre se encuentra en su cuenca de atraccién, coloreada de azul claro en estas
imagenes. Para m = 6, el punto z = 1 bifurca a la érbita 2-periédica. Param = 7, el punto z = 1
es repulsor y se encuentra en la frontera de los dos pétalos atractores de la érbita 2-periddica:

7 7
{%(13 ~ V13), 5 (13 + \/ﬁ)} ,

55



Capitulo 4. Andlisis numérico y dinamico de métodos cldsicos para raices multiples aplicados a

diferentes multiplicidades

que se hace atractora; en este caso la regién azul claro corresponde a la cuenca de atraccién de
la orbita.

Para m > 8, el punto critico se encuentra en la cuenca de atraccién de z = 0 y, por tanto, el
plano dindmico tiene un solo color.

Podemos observar que, para m = n = 3, tenemos el caso para el que fue disefado el método,
cuando todas las raices tienen la misma multiplicidad. En este caso, el operador (4.8) no depende
de las multiplicidades. Por esta razdn, observamos un comportamiento dinamico similar al del
método de Newton para raices simples aplicado a un polinomio cuadratico.

Ademas, observamos que para m > 7 el punto fijo z = 1 no tiene cuenca de atraccién y el
método no es capaz de encontrarlo.

Figura 4.2: Planos dindmicos para n = 3 y diferentes valores de m.

(c) m=6 (d)m=7
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4.2.2 Método de Chebyshev

El método de Chebyshev es el método clisico de orden tres mas utilizado para aproximar las
raices simples de ecuaciones no lineales. Esto se debe a que, aunque no es un método Sptimo,
tiene buenas caracteristicas como su buen comportamiento dindmico. Ademas, es el esquema mds
usado y representativo de entre aquellos métodos que pertenecen a la familia de Chebyshev-Halley
(ver 2.11).

En esta Seccién, nos centramos en el esquema de Chebyshev para aproximar raices mudltiples,
definido por la expresién:

m@B—m) f(z) m f()? " () (4.13)

241 = Rk — 2 f, (Zk;) 2 f/ (Zk)3 ’

donde m es la multiplicidad de la raiz que queremos aproximar.

Como se estudia en [43], este esquema preserva el orden de convergencia ciibico del método
original. Sin embargo, como discutiremos en esta Seccidn, la dindmica del método de Chebyshev
para raices simples no se preserva cuando aplicamos el método (4.13) al polinomio (4.6). Esto
se debe principalmente a la presencia de una multiplicidad dnica m en su Definicién.

Nuestro objetivo es, de nuevo, realizar un estudio dindmico exhaustivo al aplicar el método (4.13)
al polinomio (4.6), con dos multiplicidades distintas. Asi, queremos ver la eficacia del método al
aproximar la raiz con multiplicidad n. El operador que obtenemos es el siguiente:

3nm(m+3n) — (m+n)(m+2n)z.

2 (m — (m+n)z)3 (4.14)

O (z,m,n) =z

En este caso, los puntos fijos obtenidos son z =0, 2 =1, z = oo y los puntos

_ m(2m + 3n) — mv2mn + 3n?
1= (m+n)(2m + 3n)

o m(2m + 3n) + mv2mn + 3n?
2= (m +mn)(2m + 3n) '

Los puntos z = 00, 21 y 22 son puntos fijos extrafios ya que no coinciden con la raices del
polinomio (4.6). Nétese que el punto z2 coincide con z = 1 para m = 3n.

Como bien sabemos, los puntos criticos son aquellos puntos donde la primera derivada del ope-
rador racional se anula. En este caso, la derivada tiene la expresion:
on 3m2(m + 3n) — 4m(m + n)(m + 2n)z + (m + n)?(m + 2n)2>

O (z;mn) =2 2 (m — (m+n)z)t

, (4.15)

y, por tanto, los puntos criticos son z = 0 y los criticos libres

2m(m + 2n) — m\/(am —n)(m+ 2n)
(m+n)(m+ 2n)

Cl =
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2m(m + 2n) + my/(m — n)(m + 2n)

(m +n)(m+ 2n)

cy =

Iterando ambos puntos criticos libres simultdneamente, obtenemos los planos de pardmetros para
m complejo y diferentes valores de n fijo (ver la Figura 4.3). En estas figuras, el color rojo significa
que los criticos estan en las cuencas de atraccién de z = 0 o z = o0, el color negro significa que
un punto critico estd en la cuenca de atraccién de z = 0, mientras que el otro punto critico estd
en la cuenca de atraccién de otro atractor y el color verde significa que ambos puntos criticos
estdn en cuenca de atraccién de un atractor diferente de z =0y z = 0.

Figura 4.3: Planos de pardmetros para métodos de Chebyshev y para valores de n = 1,2, 3.

(a)n=1

Ahora, calculamos el valor del valor absoluto de la derivada del operador }O/ (z,m, n)‘ para cada
punto fijo con el fin de estudiar su estabilidad.

Como O’ (0,m,n) = 0 el punto fijo z = 0 es superatractor para cualquier valor de m y n.

La estabilidad de los demdas puntos fijos varia en funcién de los valores del pardametro m y para los
distintos valores de n y, por este motivo, estudiamos cada uno de ellos de manera independiente
en los siguientes Lemas.

Lema 4.2.5. El punto fijo z = oo satisface las siguientes afirmaciones:

= 2z = 00 es atractor dentro de la region delimitada por la curva C definida por
48* + (802 + 16an + In?)B% + (4o* + 160°n + 230°n? + 12an%) = 0,
con m = a + i3. En particular, es superatractor para m = —2n.
= 2z = 00 es neutro o parabdlico en la curva C.

= 2z = 00 es repulsor fuera de C1.
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Demostracion 4.2.5. Para el caso de z = oo, tenemos que

1
lim (O’ (%,m,n))

z—0

n(m + 2n)
2(m + n)2

Si escribimos m = « + Bi e igualamos la expresién anterior a 1, obtenemos la ecuacion de la
curva C, definida por

48* + (8a® + 16am + 9n?) 8% + (4a* + 16a°n + 23a*n? + 12an®) = 0,

donde el punto z = oo es parabdlico. El punto z = oo es atractor dentro de dicha curva y repulsor
fuera de ella. Ademads, es superatractor para m = —2n.

. 3n
Si nos centramos en la recta real, tenemos que z = oo es atractor para Y < m < 0y repulsor
en otro caso. Entonces, para m y n representando multiplicidades, el punto z = oo es repulsor.

Lema 4.2.6. La estabilidad del punto fijo z = 1 satisface las siguientes afirmaciones:

= z =1 es atractor dentro de la region limitada por la circunferencia C2, dada por:
B+ (2a2 — 6an + 5n2)52 + (oz4 — 6a3n + 13a°n? — 12om3) =0, (4.16)
donde m = o + Bi. En particular, es una superatractor para m =n y m = 2n.
= z =1 es parabdlico sobre la curva Cs.

= z =1 es repulsor fuera de la curva Cs.
Demostracion 4.2.6. La estabilidad del punto fijo z = 1 viene dada por la expresion:
—2n)(m —n)
o'(1 _ |{m=20)(m = n)
O (Lm.m) e
Si escribimos m = « + (i, obtenemos la ecuacién de la curva Cs :
(B*+a® —2an + 712)(52 +a? —dan + 4n?) — 4n® =0,
que da la ecuacién (4.16).

Esta curva Cy delimita los valores del pardmetro m donde z = 1 es atractor. En la Figura (4.3),
podemos localizar esta regién entre los valores 0 < Re(m) < 3n.

Ademads, para z = 1, si consideramos valores reales de la multiplicidad m, es facil obtener que:
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= Si0 <m < 3n, el punto z = 1 es atractor. Ademds, para m = n o m = 2n, el punto
z = 1 es un superatractor.

= Sim < 0om > 3n, el punto z = 1 es repulsor. Para m = 0 o m = 3n, el punto z =1
es parabdlico.

En el caso de la estabilidad de los puntos fijos extrafios z1 y z2, tenemos los siguientes resultados.
Para valores complejos del pardmetro m, las soluciones de

|O/ (21, m, n)’ =1, (4.17)

definen la curva cerrada Cs en el plano complejo, donde z; es parabdlico. Dentro de la regidn
encerrada por esta curva, z; es atractor y, por consiguiente, es repulsor fuera de ella.

Ademés, si consideramos valores reales de los pardmetros, las soluciones de la ecuacién (4.17)

son m = —3 y otra solucién m™ préxima y situada a la izquierda de ésta. Para estos valores, el

punto fijo extrafio z; es parabdlico y, por otro lado, es atractor cuando el pardmetro se sitta entre
. . 3

estos valores. Por ejemplo, para n = 1, las soluciones de (4.17) son m = —3 ym = —1,6457515.

Finalmente, el punto z; es repulsor en el resto de casos; en particular, para m > 0.

Para el punto fijo extrafio z9, y para valores complejos del pardmetro m, las soluciones de la
ecuacién
|O/ (z2,m, n)| =1, (4.18)

definen la curva en el plano complejo donde 25 es parabdlico.

En este caso, obtenemos la misma regién de atraccién obtenida para z1, delimitada por la curva
C3 y otra regién de atraccién delimitada por la curva Cy situada entre los valores reales m = 3n
y m = kn, donde

1 262 V1 V321
N — 6v2 VIS4 TV G6sas,
2 ¥33/1305 + 7v/321 2V/2v/9
Ademas, el punto zo es superatractor para m = kon, donde
1 1801
ko= {5+ 80 + V76517 + 144v633 | ~ 3.74529.
24 76517 + 144/633

Notar que, para m y n pardmetros naturales, el punto fijo extrafio z; es siempre repulsor. Sin
embargo, el punto fijo extrafio z es atractor para 3n < m < kn, donde k =~ 4.66548, que
corresponde, en el plano de parametros de la Figura 4.3, al bulbo situado a la derecha de la
region donde z = 1 es atractor.
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4.2.2.1 Anaélisis de los planos dindmicos para valores naturales de m y n

Como hemos visto, los planos de pardmetros para distintos valores de n son topolégicamente
equivalentes. Asi pues, consideramos el plano de pardmetros para n = 3 (Figura 4.3c), y construi-
mos algunos planos dindmicos para analizar diferentes comportamientos de los puntos de partida
seglin el valor de m escogido. Como m representa la multiplicidad de z = 0, sélo consideramos
valores de este pardmetro pertenecientes al conjunto de los naturales.

Figura 4.4: Planos dindmicos para n = 3.

10 15
(c)m=5 (d)ym=7

Por el estudio anterior, sabemos que z = 1 es atractor para 0 < m < 9. Desde m = 0 hasta
m =5, el pardmetro m se encuentra en la zona verde del plano de pardmetros; esto significa que
ambos puntos criticos, ¢ y c2, se encuentran en la cuenca de atraccién de z = 1 y los planos
dindmicos se dividen en dos cuencas de atraccién, la correspondiente a z = 0 en color rojo y la
cuenca de atraccién de z = 1 en color negro; véanse los planos dindmicos (4.4a), (4.4b) y (4.4c)
de la Figura 4.4. Este caso corresponde a un buen comportamiento del método de Chebyshev para
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encontrar ambas raices miltiples. Ademads, también podemos observar la simetria que presenta el
plano dindmico en el caso de m = n. Ndtese que, en este mismo caso, la multiplicidad desaparece
del operador racional (4.14) y este operador coincide con el que podemos obtener al aplicar el
método de Chebyshev para raices simples sobre un polinomio cuadratico.

Para m = 6,7,8 y 9, el pardmetro m se sitia en la zona negra del plano de pardmetros de la
Figura 4.3. En esta zona, z = 1 es atractor y sdlo existe un punto critico en la cuenca de atraccién
de este punto. Analizando los planos dindmicos, vemos que el otro punto critico se encuentra en
la cuenca de z = 0 (véase la Figura 4.4d). Aunque en este caso, el método de Chebyshev puede
encontrar ambas raices multiples, la regién de puntos iniciales que convergen a z = 1 es mas
pequefia que antes.

El caso m = 9 es un punto de bifurcacién en el que el punto fijo extrafio zo coincide con z =1,
que posee un caracter parabdlico.

En la regién comprendida entre 9 < m < 13.996, el punto fijo extrafio z2 se vuelve atractor; su
valor es cercano a 1 y el punto z = 1 estd en el limite de su cuenca de atracciéon. Mostramos
los planos dindmicos para m = 10,11 y 12 en la Figura 4.5. Adem3s, en las Figuras 4.5b y 4.5¢,
podemos ver un comportamiento diferente para m = 11 respecto a los otros planos dindmicos
por la aparicién de la zona verde. Numéricamente, hemos estudiado que, al tomar valores en esta
zona del plano, el método no presenta un buen comportamiento (ver Seccién 4.3).

El valor m = 13.996 es un punto de bifurcacién ya que, a partir de este valor, zo se convierte en
repulsor y aparece una érbita atractora 2-periédica. Como podemos ver en el plano de pardmetros
de la Figura 4.3c, para m = 15 el pardmetro se sitia en el bulbo derecho de la regién vy, por
tanto, se observa la drbita atractora de periodo dos mencionada anteriormente (Figura 4.6a).

Para m = 16, el pardmetro m se sitda en la antena del plano de pardmetros (Figura 4.3c) v,
por tanto, se produce un cambio en el comportamiento dindmico del método (ver Figura 4.6b y
Figura 4.6¢c).

Finalmente, a partir del valor m = 17, el pardmetro se encuentra fuera de la antena. Por esta
razoén, para valores mayores de m, tGinicamente el punto z = 0 es atractor, como se ve en la Figura
4.6d. Esto implica que, para m > 17, si el método de Chebyshev converge, sélo convergera a la
raiz z = 0.
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Figura 4.5: Planos dindmicos para n = 3.

-5 0 5 10 15 20
(@) m=10 (b) m =11

-1 0 1 2 3
(c) m = 11. A zoom (d) m=12
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Figura 4.6: Planos dindmicos para n = 3.

(c) m = 16. A zoom

4.2.3 Método de Halley

El método de Halley es un método muy conocido en el campo de los métodos iterativos para
aproximar raices simples de ecuaciones no lineales. Es un esquema de orden tres que, al igual que
el método anterior, forma parte de la familia de Chebyshev-Halley.

El método de Halley para raices mdltiples se disefia en el articulo [45] y viene definido mediante
el esquema:
f (=)

m+1)f (21) B f ) £ ()’
2m 2f (Zk)

donde m es la multiplicidad de la raiz que se desea aproximar.

21 = 2g — ( (4.19)
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El método de Halley para raices miltiples, al igual que el método de Chebyshev, tiene convergencia
cubica, lo que nos permite hacer una buena comparacién entre ambos métodos ya que presentan
caracteristicas similares.

Aplicando este método sobre el polinomio (4.6), obtenemos el operador:

) n(n+m)
2m?2 — 2m(n + 2m)z + (n + m)(n + 2m)22’

O (z,m,n) =z (4.20)

Para estudiar la dindmica de este operador en funcién del parametro m, calculamos primero los
puntos fijos y criticos del operador.

m

Resolviendo O (z,m,n) = z, los puntos fijos obtenidos son z =0, z=1,z2 =00y z = g
n+m

son puntos fijos extrafios ya que no coinciden con las raices del

Los puntos z = 0y z =
polinomio p(z).

n+m

Para calcular los puntos criticos, derivamos el operador (4.20) y obtenemos:

on(n+m)(6m? — 4m(n + 2m)z + (n +m)(n + 2m)z?)
(2m2 — 2m(n + 2m)z + (n +m)(n + 2m)z2)2

o' (z,m,n) =z (4.21)

Igualando esta expresién a cero, obtenemos que los puntos criticos son z = 0 y los criticos libres

2m(n + 2m) — my/2(m — n)(2m + n)
(m+n)(2m+n)

Ccl =

2m(n + 2m) +my/2(m — n)(2m + n)
(m+n)(2m + n)

co =

Iterando los puntos criticos libres, obtenemos los planos de pardmetros para tres valores distintos
de n, donde m es el pardmetro que varia en cada uno de los planos (ver Figura 4.7). El color
rojo significa que los criticos estan en las cuencas de atraccién de z =0 o z = oo, el color negro
significa que un punto critico esta en la cuenca de atraccién de z = 0, mientras que el otro punto
critico estd en la cuenca de atraccidn de otro atractor y el color verde significa que ambos puntos
criticos estdn en la cuenca de atraccién de z = 1 u otro punto fijo atractor extrafio.
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Figura 4.7: Planos de pardametros del método Halley para valores de n = 1,2, 3.

(b) n=2 (c)n=3

Calculamos el valor del multiplicador |O/(z,m,n)| para cada punto fijo con el fin de estudiar su
estabilidad.

Como sucedia en los dos métodos anteriores, el punto fijo z = 0 es un punto superatractor para
todo valor de los parametros m y n. Para estudiar el cardcter del resto de puntos, presentamos
los siguientes Lemas.

Lema 4.2.7. El punto fijo z = oo satisface las siguientes afirmaciones:

= z = 00 es un atractor dentro de la regién encerrada por la curva C1 definida por
o +an+ 52 =0,
conm =« +1if.
= 2z = 00 es neutro o parabdlico sobre curva C1.

= z = 00 es repulsor fuera de los limites de la curva C1.

Demostracion 4.2.7. Para el punto de z = oo, el valor del multiplicador viene dado por

1 _‘2m+n‘
lim (0’ (£,m,n))| '

z—0

n

Si consideramos valores complejos para el pardmetro m = a+ i, encontramos una curva cerrada
definida por a® + an + 8% = 0, donde z = co es parabdlico. Ademds, es ficil ver que dentro de
esta curva el punto fijo extrafio es atractor y que es repulsor fuera de ella.

Notar que, si nos centramos en que m representa una multiplicidad y que, por tanto, no puede
ser un valor complejo, tenemos que z = oo es repulsor para m > 0.
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Lema 4.2.8. El punto fijo z = 1 es atractor para Re(m) > 0, parabdlico en Re(m) = 0 y
repulsor cuando Re(m) < 0. Ademds, es superatractor para m = n.

Demostracion 4.2.8. Para z = 1 tenemos que el multiplicador es de la forma:

|O/(1,m,n)‘ — ’M .
n+m
Entonces, |O/(1,m7 n){ =1 cuando |n — m| = |n+ m|. Si consideramos valores complejos del

pardmetro m, es decir m = « + i3, obtenemos que z = 1 es un punto fijo atractor para oo > 0,
repulsor para o < 0 y parabdlico para a = 0.

Notar que, para el estudio de la multiplicidad m, que es un parametro natural, tenemos que
z =1 es un punto fijo atractor.

e " - m . ’ m
Por dltimo, el punto fijo extrafio z = ntm es siempre repulsor ya que |O' | ———,m, n) = 3.
n+m

n-+m

4.2.3.1 Andlisis de los planos dindmicos para valores naturales de m y n

Como ya hemos comentado, los planos de pardmetros para este método y para distintos valores
de n son topoldgicamente equivalentes. Asi, consideramos el plano para n = 3 como en las otras
Secciones (ver Figura 4.7c) y construimos algunos planos dindmicos para valores naturales de m
con el fin de analizar diferentes comportamientos dindmicos (ver Figura 4.8).

En estos casos, el punto z = 1 es siempre atractor, por lo que al menos uno de los puntos criticos
calculados debe estar en su cuenca de atraccién. Observamos que, para valores de m dentro de
la zona verde de la Figura 4.7c, ambos puntos criticos libres estan en la cuenca de atraccién de
z =1, que es una regién conexa (ver las Figuras 4.8a, 4.8b y 4.8c). En particular, para m = 3, el
plano dindmico coincide con el plano dindmico de Halley para raices simples sobre un polinomio
cuadratico.

Para valores de m fuera de la regidn verde del plano de pardmetros, sélo uno de los puntos criticos
libres pertenece a la cuenca de atraccién de z = 1 y el otro estd en la cuenca de atraccién de
z = 0; podemos observar en la Figura 4.8d que la cuenca de atraccién de z = 1 es una regién
disconexa.

Por tanto, para valores de las multiplicidades correspondientes a las regiones verdes en los planos
de los parametros, el método de Halley presenta un excelente comportamiento dindmico para
encontrar ambas raices. Aun asi, fuera de esta zona, aunque la dindmica empeora, podemos
asegurar la convergencia del método a las raices de (4.6) y que éste no convergerd a ningtin
punto que no sea solucién de la ecuacién.
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Figura 4.8: Planos dindmicos del método Halley para n = 3.

4.2.4 Método de Schroder

El método de Schréder es un método de orden dos, definido en [44] como una versién para raices
miltiples del método de Newton y que no incluye en su Definicién las multiplicidades de las raices
a aproximar.

La idea de este método para evitar que f/(a:*) = 0y, asi, ser un método para aproximar raices
mdltiples, consiste en definir la funcién del esquema de Newton para raices simples (2.8) como

~ flz)
9(z) = ')

Por derivacién, obtenemos la expresién

) = Fe )
g (a) = T )2 '
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Sustituyendo en el método de Newton para raices simples las expresiones de g(z1) vy ¢’ (21), se
obtiene el método de Schroder:

el
W= T TR ) () (4.22)

Este método tiene orden de convergencia cuadrético y, a diferencia de los tres métodos clasicos
anteriores, es un método para raices miltiples puro ya que no depende de la multiplicidad de las
raices que aproxima.

La importancia de estudiar este método y compararlo dindmica y numéricamente con los otros
esquemas reside en entender por qué no se ha explotado mas el uso de este tipo de métodos,
ya que, aparentemente, parecen ser mas Uutiles. Es decir, un método que no requiere predefinir
la multiplicidad de la raiz que deseamos aproximar es, a priori, un método mas eficaz ya que
aproxima cualquier raiz, sea cual sea su multiplicidad. Ademas, puede aproximar varias raices
mudltiples sin cambiar la expresién de su esquema iterativo y sin tener predisposicion a converger
a una en concreto.

Por otro lado, queremos comprobar si en la practica las ventajas de métodos como el de Schréder
se mantienen en todas las situaciones y se extienden a cualquier funcién no polinémica.

Como en los métodos anteriores, vamos a empezar por estudiar el comportamiento dindmico
sobre el polinomio (4.6), de manera que obtenemos el siguiente operador racional:

Tl212

Olmn) = e s na?

(4.23)

Entonces, resolviendo la ecuacién O (z,m,n) = z, los puntos fijos que obtenemos son z = 0,
m . . .
z=1lyz= pregrg Observemos que, a diferencia de los casos anteriores, el punto z = oo no
m-+n

es un punto fijo.
La derivada del operador (4.23) es

2mn(l — 2)z
(m —2mz + (m +n)22)2’

o’ (z,m,n) = (4.24)

A partir de esta derivada, obtenemos que las soluciones de O’ (z,m,m) =0sonz=0y z=1.
Luego, los puntos criticos son z = 0y z = 1, que, a su vez, son puntos fijos superatractores para
cualquier valor de m y n.

Por otra parte, como

o' (mn—tn’m’n> =2

m

man es repulsor para cualquier valor de m y n.

el punto fijo extrafo z =
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4.2.4.1 Anaélisis de los planos dindmicos para valores naturales de m y n

Como el operador del método de Schroder no tiene puntos criticos libres, solo podriamos repre-
sentar planos de pardmetros para los criticos no libres, pero estos son de un tnico color y carecen
de interés dindmico.

Por otro lado, algunos ejemplos de planos dindmicos para n = 3 se muestran en la Figura 4.9.
En estas figuras podemos observar las cuencas de atraccién de z = 0 (azul oscuro) y z = 1 (azul
claro), para diferentes valores de m.

Figura 4.9: Planos dindmicos del método de Schoder para n = 3.

-2

-2 0 2

(@m=1

-2 0 2 -2 0 2
() m=5 (dm=9

Las conclusiones dindmicas que obtenemos de este método es que parece ser un método eficaz
para encontrar dos raices miultiples con multiplicidades diferentes. Esto se debe a que ambas
raices, tanto z = 0 como z = 1, son raices superatractoras para cualquier valor de m y n.
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Si hubiéramos terminado el andlisis de los métodos en este punto, probablemente declarariamos
al método de Schroder como uno de los mejores métodos para aproximar raices con diferentes
multiplicidades ya que presenta un buen comportamiento dindmico y, ademds, es el tnico de los
cuatro métodos que no necesita conocer a priori ninguna informacién de las raices a aproximar.
Pero en la Figura 4.9, observamos que la cuenca de atraccién de la raiz de menor multiplicidad
decrece excesivamente rapido con pequeiios cambios en la multiplicidad. De hecho, el siguiente
Lema nos da una expresion general de las cuencas de atraccién de ambas raices, lo que nos permite
confirmar que, si la raiz de menor multiplicidad es desconocida, puede ser dificil encontrarla ya
que su regidn de atraccién es muy pequefna en comparacion a la de la otra raiz.

Lema 4.2.9. Las cuencas de atraccion para los puntos fijos z =0y z =1 son:

» Param<n

) . m? ? 2 mn 2
A(0) = z=a+ipeC :(a+m) +8 <(m)
A1) = —a+ifeC : m A\, g mn_y*
(1) z=a+ifeC:fat—5——7) +5 >(n2_m2)
= Param=n
A0) = {z:a+iﬁe(@:a<l/2}
A1) = {z:a+iﬁe@:a>1/2}
= Param>n
A®0) = —a+ifeC : m Vg mn_y*
(0) z=a+ifeC : at 5.3 +8 >(m)
. ~ . m2 2 2 mn 2
A) = qz=a+ifeC {at 57| +f <(m)

Demostracion 4.2.9. Se puede comprobar facilmente por induccién que la k-ésima iteracién del
operador (4.23) es

k k
n? —1,2 1

Ok(z,m,n): = (%)Qk_’_l.

m2*—1(z — 1)2F 4 p2"—1,2"

e

Un punto z pertenece a la cuenca de atraccion de z = 0 si . lim O (z,m,n) = 0, lo cual
—+00

D\ 2
I E(M) oo

nz

implica
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que conduce a

‘m(z mi B

nz

Ahora, escribimos z = o+ i3 y desarrollamos la ecuacién anterior:

= Para m = n, tenemos

z—1
z

1
‘>1:>(a—1)2+62<a2+62:>a<§.

= Para m # n, tenemos
2 2 2
2 2 m 2 mn
m° —n a———— | +8° | > ——
( ) < m?2 nz) m2 —n2’

que conduce a los resultados de la cuenca de atraccién de z = 0, considerando m > n o
m < n.

Andlogamente, la cuenca de atraccion de z = 1 se obtiene haciendo lim O (z,m,n) =1, lo

k—+o00
cual implica
2k
—1
| (M) _o

nz

que da lugar a

‘m(z —Diy.

nz

y se obtienen las regiones complementarias para cada caso.

Ademas de la pequeia cuenca de atraccién que presenta la raiz con menor multiplicidad, en la
siguiente Seccién comprobamos si la dindmica que presenta este método para polinomios de la
forma (4.5) se puede extender a funciones no polinémicas.

4.3 Experimentos Numéricos

En esta Seccidén aproximamos las raices de diferentes tipos de funciones reales f : R — R con el
fin de comprobar la idoneidad de los métodos para aproximar raices con diferentes multiplicida-
des. Comenzaremos analizando algunos de los polinomios estudiados en las Secciones anteriores
y, a continuacién, consideraremos funciones no polinémicas, resultado de combinar funciones
exponenciales, polinédmicas y logaritmicas.
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Para los calculos, utilizamos MATLAB R2022a con aritmética de precisién variable con 100
digitos, iterando a partir de una estimacién inicial zg, que se itera hasta que satisface

—100
lzgs1 — zklly + If (zr)lly < 10

o hasta llegar al nimero maximo de iteraciones, que en este caso es 50. Este proceso se repite
con diferentes estimaciones iniciales basadas en los estudios dindmicos realizados anteriormente.

Para comparar los métodos, no sélo comparamos las medidas numéricas habituales, sino que
también tenemos en cuenta la robustez de los métodos para encontrar las raices sean cuales sean
sus multiplicidades.

4.3.1 Ejemplo 1

Consideremos la funcién
f@) =" (@ —1)%,

donde consideramos m = 7 como la multiplicidad que define los esquemas (4.1), (4.2) y (4.3).

Para comparar los métodos, tomamos diferentes estimaciones iniciales x(, teniendo en cuenta los
planos dindmicos de Newton, Chebyshev y Halley, Figuras 4.2d, 4.4d y 4.8c, respectivamente.

La Tabla 4.1 muestra los resultados obtenidos por los métodos al intentar aproximar las soluciones
de la funcién f(z), x = 0y x = 1, con multiplicidades m = 7 y n = 3, respectivamente. De
izquierda a derecha, los resultados mostrados en la Tabla son:

= el método para raices miltiples usado,

= la aproximacidn inicial escogida,

= |a iteracién final a la que converge cada punto inicial,

= el nidmero de iteraciones necesarias para satisfacer la tolerancia requerida,

= el orden de convergencia computacional aproximado (ACOC) definido en [9],

= la distancia entre las dos dltimas iteraciones, ||z — z1_1

= la funcién evaluada en la dltima iteracién, ||F(zg)]|.

En la Tabla 4.1, podemos ver que algunos de los métodos presentan cierto niimero de irregu-
laridades como el elevado nimero de iteraciones y valores erréneos del ACOC. Esto se deba a
que estamos aproximando dos raices con multiplicidades diferentes utilizando métodos que estan
disenados para una tnica multiplicidad.

A pesar de estas irregularidades, observamos que cuando los métodos acaban encontrando la raiz
x = 0, los resultados numéricos se aproximan a los resultados teéricos, ya que el ACOC de los
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Tabla 4.1: Resultados numéricos del Ejemplo 1.

Métodos g Tk lter  ACOC  |lzx — xx_1]| [|F ()]l
—2 —4.5438e — 27 6 1.9999 1.0284e — 13 3.9991e — 185
2 1.4902 50 6.8794 0.6472 1.9232
NM 4 0.8431 50  —0.0646 0.6472 0.0012
19 1.4902 50 6.8794 0.6472 1.9232
23 0.8431 50  —0.0646 0.6472 0.0012
-2  6.6174e —24 4 2.8697 1.4589e — 08  5.5569e — 163
2 —1.4950e — 15 6 2.6118 1.4506e — 05  1.6689e — 104
CM 4 1.0000 26 0.9037  2.2204e — 16 0
19 1.0000 50 NaN 0 1.3685e — 48
23  —6.3553e—18 15 2.7104 2.3496e — 06  4.1874e — 121
-2 —7.2378e — 25 4 2.9188 8.4463e — 10  1.0405e — 169
2 1.0000 39 1.6027 2.2204e — 16 0
HM 4 1.0000 39 2.1507 1.1102e — 16 0
19 1.0000 39 1.0000 1.1102e — 16 0
23 1.0000 40 1.4209 2.2204e — 16 0
-2 9.0740e — 18 5 2.0088  4.6014e — 09 5.0652e — 120
2 1.6967e — 17 8 2.0097  6.2920e — 09  4.0475¢ — 118
SM 4 6.5094e — 16 4 2.0168 3.8973e — 08  4.9521e — 107
19 2.0904e — 22 6 2.0018 2.2086e — 11  1.7441e — 152
23 1.1294e — 22 6 2.0017 1.6236e — 11  2.3433e — 154

métodos se asemeja mucho al orden de convergencia tedrico, el niimero de iteraciones no es muy
elevado y los errores son muy pequefios. Como podemos ver en la Tabla 4.1, para zg = —2, el
método que mejor aproxima z = 0 es el método de Halley debido a que su ACOC es cercano a
3, su ndmero de iteraciones es 4 y es el método con menor distancia entre iteraciones.

Por otro lado, observamos que, cuando estamos aproximando la raiz x = 1, los métodos de
Newton, Chebyshev y Halley dan resultados numéricos bastante deficientes. Esto no se debe
necesariamente a que funcionen mal, sino a que estdn encontrando la raiz con multiplicidad n,
la cual no aparece en los esquemas iterativos. A pesar de estas medidas, es un gran éxito que
métodos como Chebyshev y Halley, métodos disefiados para encontrar la raiz con multiplicidad
m, sean capaces de aproximar z = 1.

Ademds, es curioso observar que el método de Schroder, un método sin dependencia de la
multiplicidad m, no puede converger a la raiz x = 1, que es un punto fijo superatractor, aunque
partamos de estimaciones iniciales tan cercanas a ella como xy = 2.

Por otro lado, de la Tabla 4.1, queremos destacar el comportamiento del método de Newton.
Vemos que para ciertos valores, puede aproximar la raiz x = 0, pero nunca aproxima laraizx =1
ya que, como hemos estudiado dindmicamente, a partir de m = 6, este punto fijo es repulsor.
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Ademads, sabemos que para m = 7y n = 3, existe una 6rbita 2-periddica atractora definida por la
expresion (4.12). En particular, para estos valores de m y n, la expresién de la érbita 2-periddica

es:
{0.843092,1.490240} .

Por esta razén, para el método de Newton, las estimaciones iniciales g = 2,4, 19, 23 son atraidas
por puntos que no son raices del polinomio.

Por dltimo, en este experimento numérico queremos comprobar cudntas estimaciones iniciales
zg convergen a x = 0, cudntas convergen a x = 1 y cudntas convergen a otros puntos (o no
convergen) para cada método. Para ello, elegimos un intervalo que contenga un mayor niimero de
puntos iniciales cerca de x = 1 y que se corresponda con el intervalo en el que hemos observado
comportamientos irregulares de los métodos en sus planos dindmicos. En concreto, utilizamos
los métodos anteriores, partiendo de las estimaciones iniciales 9 ; = —2+414h, ¢ = 0,...,nx con
h = 0.1 y nz = 250. Asi, tomamos un mallado de puntos iniciales dentro del intervalo [—2, 23]
y comprobamos cual es el porcentaje de éstos que convergen a las solucionesz =0y xz=1o0a
cualquier otro punto fijo extrafio y la media de iteraciones necesarias para converger.

Tabla 4.2: Porcentaje y media del Ejemplo 1.

Métodos % (z=0) Z(z=0) % (zx=1) =z (zx=1) Otrouxy % z
NM 10.3585 % 5 0.3984 % 15 1.4902  67.3306% 15
CcM 70.5179 % 7.7458 28.2868 % 41.4225 No
HM 10.3585 % 15 88.8446 % 3 No
SM 95.2191 % 5.9958 3.5856 % 7 No

En la Tabla 4.2, podemos ver que el método de Chebyshev aproxima muy bien la raiz multiple
cuya multiplicidad interviene en su esquema iterativo; sin embargo, muchas veces no es capaz de
encontrar z = 1, aunque partamos de estimaciones iniciales xg mds cercanas a esta raiz que a
z =0.

El método de Halley presenta el comportamiento numérico esperado ya que, al trabajar en un
intervalo de estimaciones iniciales con mds puntos cercanos a x = 1 que a = = 0, es légico que
haya mas puntos que converjan a esta raiz.

Por otro lado, los resultados presentados por Schroder son bastante decepcionantes ya que la
diferencia entre el valor de las multiplicidades hace que la cuenca de atraccién de x = 1 sea muy
pequeiia. Este comportamiento se podia intuir en el estudio de su dindmica compleja.

Por dltimo, para el método de Newton, vemos que, contrariamente a lo que pensdbamos en la
Tabla 4.1, hay un pequefio nimero de puntos iniciales que tienden a x = 1. Sin embargo, la
mayoria de los puntos de partida convergen, pero no a las soluciones del problema, sino a la
Orbita 2-periddica.

75



Capitulo 4. Andlisis numérico y dinamico de métodos cldsicos para raices multiples aplicados a

diferentes multiplicidades

4.3.2 Ejemplo 2

En este ejemplo, vamos a aproximar las raices del polinomio
fla) =2t (@ - 1),

para estudiar qué sucede con los puntos iniciales que se encuentran dentro de la zona verde del
plano dindmico de Chebyshev de la Figura 4.5d. Ademds, como vemos en el estudio dindmico
de Chebyshev, para valores de la multiplicidad comprendidos entre 9 < m < 13.996 tenemos
que zo2 = 1.0301 es un punto fijo extrafio con caracter atractor y que z = 1 es repulsor. Por
estos motivos, también calcularemos el porcentaje de puntos que convergen a z =0, x =1y
z = 1.030138 para este método y la media de iteraciones necesarias para converger.

En primer lugar, como en el ejemplo anterior, comparamos numéricamente los métodos usando
una Tabla similar a la Tabla 4.1.

Tabla 4.3: Resultados numéricos del Ejemplo 2.

Métodos g Tk Ilter  ACOC  ||zp — zp_1]| | E(zp)]|
1.07  —2.0156e — 10 8 1.9524  2.7186e — 05 2.2303e — 107
NM 2 —5.4374e — 11 6 1.9617 1.4120e — 05 1.2283e — 113
8 —9.8992e — 12 7 1.9710 6.0247¢ — 06  8.9451e — 122
15 —1.4743e —15 10 1.9928 7.3523e — 08  7.1501e — 164
1.07 1.0301 50 NaN 2.2204e — 16  3.7951e — 05
CM 2 —464.4923 50 —0.0157 3.1072e+03  2.1903e + 37
8 —1.5866e — 10 8 2.1165 8.6241e — 04 1.6034e — 108
15 —1.3235e — 23 21 2.8599 7.7248e — 09  2.1823e — 252
1.07 1.0000 50 0.9988 1.1113e — 13 6.5999e — 41
HM 2 1.3235e — 22 ) 3.2318 9.5749e — 08  2.1823e — 241
8 1.0000 50 0.9993 3.1430e — 13 1.4953e — 39
15 1.3235e — 22 6 3.2312 9.4336e — 08  2.1823e — 241
1.07 1.0000 5 2.0015 3.2772e — 11 0
SM 2 5.2098e — 17 6 2.0150 1.3821e — 08  7.6739e — 180
8 2.3085¢e — 16 5 2.0187 2.9094e — 08  9.9222e — 173
15 2.9269e — 17 5 2.0137 1.0360e — 08  1.3505e — 182

Como vemos en la Tabla 4.3, el método de Chebyshev tiene un comportamiento bastante diferente
al del Ejemplo 1 para ciertos valores de zq. Si elegimos una aproximacién inicial en la zona verde
de la Figura 4.5d, por ejemplo, ¢ = 2, el método agota las 50 iteraciones sin llegar a converger.
De hecho, la dltima aproximacidn estd tan lejos de las dos soluciones que podriamos decir que no
converge para esta estimacidn inicial zg, que se encuentra cerca de ambas soluciones. Por otro
lado, vemos que si tomamos xg = 1.07, una estimacidn inicial en la zona negra de la Figura 4.5d,
acabamos convergiendo al punto fijo extrafio zg = 1.030138. Este comportamiento numérico es
sefial de que el método de Chebyshev para raices miiltiples no funciona muy bien en este ejemplo
porque aproxima una raiz que no es solucién del problema.
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Si nos centramos ahora en los otros esquemas, observamos que los métodos de Halley y Schroder
para raices miltiples son los tinicos capaces de encontrar la raiz x = 1 ya que en sus anélisis
dindmicos hemos visto que este punto es un atractor y un superatractor, respectivamente. En
concreto, vemos que el método de Halley agota todas las iteraciones y presenta un mal ACOC
para los casos en los que aproxima la raiz x = 1. Como comentamos en el Ejemplo 1, esto se
debe a que no estd disefiado para aproximar raices con multiplicidades distintas de m = 7. Sin
embargo, el método de Schroder, que si esta disefiado para estos casos, tiene un bajo porcentaje
de estimaciones iniciales que convergen a x = 1, como podemos ver en la Tabla 4.4.

Tabla 4.4: Porcentaje y media del Ejemplo 2.

Métodos % (z=0) Zz(z=0) % (zx=1) z(x=1) Otrouxy % z
NM 99.2031 % 11 0.0000 % NaN No
CcM 83.6653 % 13.3905 0.0000 % NaN 1.0301 13.1474% 50
HM 79.6812 % 11 19.5219 % 11 No
SM 97.2111 % 3.9549 1.9920 % 7.2000 No

4.3.3 Ejemplo 3

Para la funcién

fla) =2 (@ —1)°,
vamos a calcular, como en los ejemplos anteriores, el porcentaje de convergencia a cada una
de las raices del polinomio y el nimero medio de iteraciones necesarias para converger de cada
método. Hacemos esto, nuevamente, para comprobar que los métodos de Halley y Schrdder
siguen siendo los (nicos que encuentran la raiz x = 1, aunque haya una diferencia tan grande

entre las multiplicidades.

Ademas, destacamos el comportamiento de los puntos dentro de la zona negra del plano dindmico
de Chebyshev, Figura 4.6d, ya que observamos que hay ciertos puntos iniciales que no convergen
a x = 0 por estar atrapados en la érbita 2-periddica:

{1.0327003, 1.085298} .

Tabla 4.5: Porcentaje y media del Ejemplo 3.

Métodos % (z=0) Z (z=0) % (z=1) z(rx=1) Otrouxy % z
NM 98.8047 % 4 0.0000 % NaN No
CM 90.8366 % 5.7763 0.0000 % NaN 1.0327  4.3824% 50
HM 83.2669 % 5 15.9362 % 50 No
SM 98.0079 % 3.0488 1.1952 % 6.6667 No
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Este ejemplo numérico nos permite observar que, para el método de Schréder, aunque la cuenca
de atraccién de x = 1 disminuye a medida que aumenta la diferencia entre m y n, siempre habra
un pequefio porcentaje de puntos que converjan a esta raiz.

4.3.4 Ejemplo 4

En este dltimo ejemplo estudiamos cémo se extienden las deducciones dindmicas y numéricas
realizadas para cada uno de los métodos cuando, en lugar de aproximar las raices de polinomios
de la forma f(z) = 2™ (x —1)", trabajamos con otro tipo de funciones que no se han estudiado
dindmicamente.

ECUACION 1
Para aproximar las raices z = 0 y = 1, con multiplicidades m = 11 y n = 3, de la funcién
fi(@) = (" =) (@ —1)°,

estudiamos las mismas estimaciones iniciales xg que en el Ejemplo 2. A continuacién, para
comparar numéricamente los métodos, construimos una Tabla similar a la Tabla 4.3.

Tabla 4.6: Resultados numéricos de la funcién fi(x).

Métodos 0 T Iter ACOC |2k — zi_1]| HF(J:;C)H
1.07 NaN 27 NaN NaN NaN
NM 2 NaN 30 NaN NaN NaN
8 NaN 17 NaN NaN NaN
15 4.7603 50 1.5040 0.9422 2.6641e + 24
1.07 NaN 4 NaN NaN NaN
CM 2 1.0185 50 NaN 2.2204e — 16 0.0034
8 NaN 8 NaN NaN NaN
15 —4.7555e 4+ 14 50 1.0000 2.6155e + 14  1.0754e + 44
1.07 1.0000 50 0.9964 5.9064e — 14  3.8519e — 39
HM 2 1.0000 50 0.9990 3.5638¢ — 14 8.4494e — 40
8 1.0000 50 0.9963 4.7518¢ — 14 2.0028e — 39
15 7.7483e — 18 13 3.1336 5.1742e — 09 0
1.07 1.0000 6 1.9997 1.5654e — 14 0
SM 2 —8.0558e — 17 6 2.0145 2.0367e — 08  3.1587e¢ — 176
8 1.0000 3 861.3286 1.1369e — 13 0
15 1.000 3 1.8284e + 03  3.4106e — 13 0

En la Tabla 4.6, podemos observar que el método que conserva un comportamiento similar al
visto en el Ejemplo 2 es el método de Halley ya que siempre termina encontrando una de las dos
soluciones de la funcién. Sin embargo, tanto el método de Chebyshev como el de Newton para
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raices mdltiples tienen muchos fallos ya que, encuentran la raiz x = 0 en pocas ocasiones. Final-
mente, el método de Schroder es el que destaca numéricamente ya que, ya sea cuando converge
axz =0o0x =1, el nimero de iteraciones es bastante pequefio y los errores de aproximacién
también. Debemos tener en cuenta que su ACOC es a veces muy grande debido al pequefio
nldmero de iteraciones que emplea en converger, lo cual no permite calcularlo correctamente por
la Definicién (2.6).

Finalmente, como hemos hecho en ejemplos anteriores, comprobamos cudntas estimaciones ini-
ciales xg convergen a x = 0 o x = 1 para cada método. Para hacer esto, utilizamos los métodos
de Chebyshev, Halley, Newton y Schroder, partiendo de las estimaciones iniciales zg ; = —2+1h,
i =20,...,nx con h = 0.1 y ngc = 170, y con un niimero maximo de 50 iteraciones. Asi, to-
mamos un mallado de puntos iniciales dentro del intervalo [—2,15] y comprobamos cudl es el
porcentaje de ellos que terminan convergiendo a las soluciones de la funcién y el nimero medio
de iteraciones requeridas para converger.

Tabla 4.7: Porcentaje y media de f1(z).

Métodos % (z=0) Z(x=0) %(xz=1) z(x=1) Total %

NM 11.6959 % 3.0500 0.0000 % NaN 11.6959 %
CM 25.7309 % 7.2500 0.0000 % NaN 25.7309 %
HM 67.2514 % 7.0522 31.5789 % 50 98.8303 %
SM 29.2397 % 4.0800 69.5906 % 3.1849 98.8303 %

De los resultados de la Tabla 4.7, concluimos que los métodos de Schréder y Halley son métodos
que convergen en 98.8303 % a una de las soluciones. Es cierto que Schroder aproxima mds veces
la solucién z = 1 que x = 0, porque en el intervalo con el que estamos trabajando hay mas
puntos cercanos a esta raiz. Ademas, es un método que necesita menos iteraciones para converger
que el método de Halley para raices miiltiples. Notar, nuevamente, que el método de Halley no
estd disefado para aproximar dos raices con diferente multiplicidad y, a pesar de ello, realiza esta
tarea para funciones no polinémicas.

ECUACION 2

Para la segunda funcién,
faw) = (" =) (e — ),

las raices son © = 0y x = 1, con multiclicidades m = 15y n = 3. En este caso, solo mostramos
la Tabla de porcentajes y medias de iteraciones de cada método para converger a las soluciones.

Este ejemplo numérico es de gran importancia porque cambia completamente nuestra percepcién
del método de Schréder. Como vemos en la Tabla 4.8, el comportamiento dindmico mostrado
por Schroder para funciones polinémicas no necesariamente se extiende a todos los tipos de
funciones. Este hecho se puede observar en el porcentaje total de convergencia del método ya
que solo 35.6724 % de los puntos iniciales z dentro del intervalo [—2, 15], convergen a una raiz
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Tabla 4.8: Porcentaje y media f2(x).

Métodos % (z=0) Z(z=0) % (z=1) z(x=1) Total %

NM 80.1169 % 14.3723 0.0000 % NaN 80.1169 %
CM 28.0701 % 8.8958 0.0000 % NaN 28.0701 %
HM 80.7017 % 7.0870 18.1286 % 50 98.8303 %
SM 34.5029 % 10.1017 01.1695 % 8.5000 35.6724 %

de la funcién. Sin embargo, en el caso polinémico para las mismas multiplicidades, vimos que el
método presenta solo dos cuencas de atraccién en su plano dindmico, ladez =0yladex =1,
es decir, o converge a una raiz o a la otra.

Por otro lado, en la Tabla 4.8, encontramos otro comportamiento numérico destacable ya que,
tras el estudio de f1(z), no esperdbamos que el método de Newton obtuviera un porcentaje
de convergencia tan alto al estudiar funciones no polinémicas. Notar que este porcentaje refleja
exclusivamente los puntos de partida que terminan convergiendo a * = 0 ya que ningln xg
converge a la raiz z = 1 con este método.

Finalmente, debemos tener en cuenta que tanto el método de Chebyshev como el de Halley
muestran resultados numéricos similares a los estudiados para fi(z). De hecho, el porcentaje
total de convergencia de Halley coincide con el obtenido para la funcién f1(x), con la diferencia
de que hay menos puntos xg convergiendo a x = 1 que en el ejemplo anterior.

ECUACION 3

Para la tercera funcién
fa(@) = (¥ = 1) In(x +2),

los ceros son x = 0, con multiplicidad m = 6, y la raiz simple x = —1. En este ejemplo sélo
estudiamos los porcentajes y medias de iteraciones de cada método para comprobar si, nueva-
mente, el método de Schroder muestra una deficiencia en el nimero de puntos que convergen a
alguna solucién.

Dado que el dominio de la funcién f3(z) es D(f3(z)) = {x € R/ -2 < z < oo}, tomamos
una mallado de puntos iniciales diferente al anterior para evitar la estimacién inicial zg = —2.
Comenzamos a iterar los métodos con las estimaciones iniciales g ; = =2 +4h, i = 1,...,nx
con h = 0.1 y nz = 169, por lo que tenemos un punto de partida menos que en los ejemplos
anteriores. Luego, tomamos un mallado dentro del intervalo semi abierto (—2, 15] y comprobamos,
para cada uno de los 4 métodos, el porcentaje de puntos de partida que convergen a las soluciones
del problema, que en este caso son la raiz miltiple x = 0 y la raiz simple z = —1.

Como muestra la Tabla 4.9, el método de Schroder tiene de nuevo un pequefio porcentaje de
puntos xg que convergen a una de las dos soluciones del problema. Por otro lado, observamos
que, utilizando el método de Chebyshev, 95.9063 % de los puntos iniciales convergen a una de
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Tabla 4.9: Porcentaje y media fs3(z).

Métodos % (x=0) Z(x=0) %(x=-1) z(x=-1) Total %

NM 97.6608 % 11.4670 0.5847 % 1.0000 98.2455 %
CM 95.3216 % 7.8773 0.5847 % 1.0000 95.9063 %
HM 97.0760 % 6.3674 1.7543 % 33.6666 98.8303 %
SM 27.4853 % 9.3617 11.6959 % 13.4500 39.1812%

las dos soluciones. Este crecimiento porcentual se debe a que casi todos los puntos convergen a
z = 0. En cuanto al método de Halley, volvemos a obtener un porcentaje de convergencia total
que coincide con el obtenido para las funciones f1(z) y f2(x). Notar que, en este ejemplo, hay
menos puntos que convergen a la raiz simple x = —1 debido a la ubicacién de esta raiz dentro

del intervalo (—2,15].

Por dltimo, observemos que, tanto el método de Newton como el de Chebyshev encuentran a
veces la raiz simple x = —1 porque la diferencia entre las multiplicidades m =6 y n = 1 no es
muy grande.

ECUACION 4

La dltima funcién que estudiamos,
fa(@) = (n(z+ 1) (" —e)?,

posee las raices x = 0 y x = 1, con multiplicidades m = 11 y m = 3, respectivamente. Esta
funcién tiene dominio D(fs(z)) ={x € R / —1 <z < oo}, por lo que, a la hora de calcular el
porcentaje de puntos de partida que convergen a las raices de f4(x), trabajamos con un mallado
de puntos iniciales con tamafio de paso h = 0.1 sobre el intervalo (—1,16]. De esta forma,
obtenemos la Tabla 4.10, que muestra el porcentaje de puntos de partida que convergen a las
raices x = 0 o x = 1 para cada uno de los cuatro métodos, el promedio de iteraciones necesarias
para converger a cada una de las soluciones y el porcentaje total de puntos que convergen a las
raices de la funcién.

Tabla 4.10: Porcentaje y media f4(x).

Métodos % (x=0) Z(x=0) %(z=1) Z(x=1) Total %

NM 89.4736 % 12.3333 0.0000 % NaN 89.4736 %
CM 47.9532 % 8.3048 0.0000 % NaN 47.9532 %
HM 83.0409 % 4.4225 15.2046 % 50 98.2455 %
SM 84.7953 % 8.4000 4.6783% 8.5000 89.4736 %

En este dltimo ejemplo recuperamos el comportamiento numérico que se podria esperar del
método de Schroder. Sin embargo, en todos los ejemplos analizados, el método de Halley es el
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método con mayor porcentaje de convergencia total y, ademas, es el que mds veces encuentra la
raizz = 1.

4.4 Conclusiones

La principal conclusién que obtenemos del estudio dindmico y numérico de los métodos clasicos
para aproximar raices miltiples aplicados a encontrar soluciones con diferentes multiplicidades,
es que el método de Halley para raices miiltiples encuentra las dos raices de todas las ecuaciones
no lineales estudiadas, sin cambiar el valor del pardmetro m.

Esto no ocurre en el caso de los métodos de Newton y Chebyshev, ya que la raiz con menor
multiplicidad puede ser incluso un punto fijo repulsor para ciertos valores de m y n, por lo que los
métodos no la encuentran en muchas ocasiones. Ademds, ambos esquemas pueden presentar otros
atractores distintos a las raices, por lo que la aproximacion obtenida puede ser completamente
érronea y no coincidir con ninguna de las soluciones del problema.

Por otro lado, aunque segiin el estudio dindmico del método de Schroder ambas raices son
superatractoras, hemos demostrado en el Lema 4.2.9 que la cuenca de atraccién de la raiz con
menor multiplicidad puede llegar a ser tan pequefia que el nimero de puntos que tienden a esta
raiz sea insignificante.

En la Seccién 4.3 comprobamos numéricamente los resultados predichos anteriormente para el
polinomio f(z) =2™(z—1)" conz € Ry m,n € N.

Por tltimo, estudiamos funciones no lineales que combinan funciones polinémicas, exponenciales
y logaritmicas para averiguar si el comportamiento dindmico puede extenderse a otras funciones
no polinémicas. Concluimos que el método de Halley es el esquema iterativo que presenta un
mayor porcentaje total de convergencia para las cuatro funciones no polinémicas estudiadas,
encontrando todas las raices de dichas funciones.
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Capitulo 5. Extension a sistemas no lineales de una familia paramétrica de métodos iterativos

5.1 Introduccién

La necesidad de resolver ecuaciones no lineales se ha trabajado en los Capitulos anteriores. Del
mismo modo que es necesario resolver este tipo de problemas, también es importante conocer
las técnicas para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, ya que, como sucedia en el caso
unidimensional, no siempre es posible encontrar una solucién de forma exacta.

Por esta razén, es habitual usar métodos iterativos para aproximar la solucién de problemas no
lineales de la forma

F(z)=0 donde DCF:R"—5R" n>1 (5.1)

Entre los métodos cldsicos mas usados se encuentra el método de Newton para sistema de
ecuaciones, cuya expresion puede encontrarse en (2.20). Este esquema resulta de gran interés ya
que es sencillo y eficiente. Sin embargo, cabe destacar que no se trata de un esquema iterativo
Sptimo desde el punto de vista de la conjetura de Kung y Traub (ver 2.10) ya que este concepto
se limita a clasificar los métodos para ecuaciones no lineales.

Ademas de estas propiedades, el método conserva la convergencia cuadratica del caso unidimen-
sional bajo ciertas condiciones del operador F' y su matriz jacobiana, que denotaremos como
F’. Por otro lado, también posee una gran accesibilidad, es decir, existe una amplia regién de
estimaciones iniciales zg = (xél), e x(()n))T para las que el método converge a alguna solucién
z* del problema.

En este Capitulo disefiamos una familia paramétrica de esquemas iterativos para la resolucién de
sistemas no lineales cuyo primer paso es el método de Newton. La idea de esta familia para el
caso multidimensional parte del esquema para ecuaciones no lineales estudiado en el Capitulo 3.
Recordemos que la familia ya estudiada (3.2) surgia de realizar la combinacién convexa de los
métodos iterativos que se presentan en los articulos [32] y [33].

Este Capitulo nos servird para entender una de la técnicas mas usadas en Analisis Numérico para
disenar métodos iterativos para la resolucion de sistemas no lineales. Por ello, empezamos con
la Seccién 5.2, en la que se explica la forma de extender la familia paramétrica (3.2) del caso
unidimensional al caso multidimensional. En la Seccién 5.3, analizamos el orden de convergencia
de la nueva familia de métodos iterativos para la resolucién de sistemas no lineales con el fin
de asegurarnos que se conserva el orden de convergencia original. Finalmente, en la Seccién 5.4,
realizamos algunos experimentos numéricos para confirmar los resultados tedricos estudiados y
para comprobar si los métodos iterativos que obtienen mejores resultados numéricos corresponden
a los mismos valores del parametro v que en el caso de ecuaciones. Acabamos el Capitulo dando
una serie de conclusiones en la Seccién 5.5.
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5.2 Diseno de la familia paramétrica para sistemas no lineales

Lo primero que debemos tener en cuenta a la hora de diseflar métodos iterativos para el ca-
so multidimensional a partir del unidimensional es que se deben adaptar todas las expresiones
utilizadas, aunque a veces este proceso sea complicado.

Por ejemplo, en el caso escalar es posible usar expresiones como la suma de la funcién y su
derivada, f'(z) + f(z), pero en el caso de sistemas de ecuaciones la suma de estos operadores
no es posible debido a que no tienen el mismo tamafio, ya que F’(z) es una matriz y F(z) es
un vector columna.

En consecuencia, las expresiones deben adaptarse previamente, si es posible. Existen varias refe-
rencias en la literatura que extienden la aplicabilidad de métodos de ecuaciones a sistemas usando
transformaciones poco habituales, como [48].

En nuestro caso, como ya hemos comentado, la familiar paramétrica que deseamos extender a
sistemas, tiene la siguiente expresién en el caso unidimensional:

ACTY)
fzg)’

/ 2

Z = Xk

(5.2)
donde f'(z1) #0y v € R.

En este caso, existen operaciones sencillas de adaptar a sistemas como, por ejemplo, las opera-

ciones ,

Flaw) o ()

f'(xr) f'@e)’
que se reescribirian como la multiplicacién de una matriz por un vector columna, [F'(x,)] "L F(z},),
y la multiplicacién de dos matrices del mismo tamafio, [F”(x};,)] "' F'(z), respectivamente. Sin

2k

f=g)

cion literal de la operacidn divisién del caso escalar al caso multidimensional cuando se trata de

embargo, no es tan sencillo extender expresiones como , ya que no existe una traduc-

vectores.

Para conseguir una expresién de esta division que tenga sentido en el caso multidimensional,
usaremos, en primer lugar, la Definicién del operador de diferencias divididas:

Plek) = Flag)

[zk, 25 F] =
2z — Tp

> Fz) = Fag) + (o, 215 Fl(2 — 21)-

Por otro lado, haremos uso de la expresiéon del método de Newton para el caso de sistemas:

o =g — [F (@) Flag) < Flag) = (25 — 21) F (w3)-
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Por lo tanto, la expresidn incorrecta que supone dividir los vectores ((;k)) se traduce como
k
sigue:
Fz) _ Flow) + w20 Fl(ze —2) _ o [on, 2 Fl(ze — ox)
F(xy) F(zy) F(xy)
g e Pl —2n) ) [ow 2k F
(zk — 21) F' (z1) F'(z)

Finalmente, reescrito para el caso multidimensional, obtenemos la expresién:

=1 — [F'(x)] " [zg, 255 F).

Para simplificar el esquema de la familia de métodos iterativos, usamos la siguiente notacién:

Py = [y, z; F,
By = F'(z)"" Py,
H(ap,2,7) = 1+ 31+ (L= 7)B ' = (1= 9)By(2l = By) - 2F' @) F/ (4 ™).

Por tanto, la familia paramétrica de métodos iterativos para sistemas de ecuaciones no lineales
que hemos construido a partir del esquema (5.2), viene descrita por el siguiente algoritmo

{zk = ap — [F' ()] Fag), k=0,1,2,..., (5.3)

Tpy1 = o — H(zy, 2,7 [F (21)] " Flay), v €R.

Para que este esquema este bien definido se supone F' un operador suficientemente diferenciable
en un entorno D C R™ de la solucién z*, tal que F'(z*) = 0. Ademas, la matriz Jacobiana de
F' evaluada en la iteracién xj, que hemos denotado como F’(mk) ha de ser no singular.

5.3 Andlisis de convergencia

En el siguiente resultado, utilizamos la férmula de Genochi-Hermite (2.25) para deducir el orden
de convergencia de la familia paramétrica de métodos (5.3) para cualquier v € R.

Teorema 5.3.1. Sea ' : D C R®™ — R"™ una funcién suficientemente diferenciable en un
conjunto convexo abierto no vacio D C R™ de z* tal que F(z*) = 0. Suponemos que la matriz
Jacobiana F'(x) es continua y no singular en la solucién del sistema no lineal x*.

Entonces, tomando una estimacidn inicial xq € R™ suficientemente cercana a x*, la sucesién de
iteraciones {xj } >0 generada por la familia paramétrica (5.3) converge a =* con la siguiente
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ecuacion del error

€kt+1 = % (03 +4C§) el (5.4)
5.4
5

+ (’704 +(4—13y) CS + 3vC2C3 + (—1 + E’y) 0302) 6% +0 (62) .

siendo C;j = %[F’(m*)]le(j)(x*) € L; (R",R™), donde L; (R",R"™) es el conjunto de funcio-
nes j-lineales acotadas, para j > 2. Notar que ¢;, = x;, — x* es el error entre la k-ésima iteracién
y la solucion.

Demostracion 5.3.1. Consideramos el desarrollo en serie de Taylor de F(xy,) alrededor de la
solucién x*

F(zp)=T (ek + Coes + Cyes + Cuer + Cser + O (eg)) , (5.5)
donde T = F'(z) y ey = xp, — x*.
Entonces, calculando el desarrollo de Taylor de las derivadas de F(x},) alrededor de ™, se obtiene
Fl(z) =T (I +2C5ey, + 3C3e} + 4Cae + 5Csef + O (ez>) :
F'z®) =1 (202 4 6C3ep + 120462 + 200568 + O (ei)) 7 (5.6)

F"(z®y =1 (603 +24C ), + 60C5€l + O (ei)) .

Calculamos la expansion de la inversa de la matriz Jacobiana de F':

Fl(ap) ™! = (1 + Xoep + X362 + Xaed + 0 (ei)) 1 (5.7)
con Xo, X3, X4 y X satisfaciendo [F'(x1,)] *F'(x1) = 1.
Por lo tanto, obtenemos

Xo = —2Co,
X3 = —3C3 — 202Xy = 4C3 — 3C3,
X4 = —4C4 — 3C3Xo — 205 X3 = —805’ + 6C9C3 + 6C3Cy — 4Cy.

Multiplicando (5.5) y (5.7), la expresién queda como sigue:
[F'(2)] " Fap) = e — Caei + (—203 + 203) e

(5.8)
+ (—304 4 4C2Cs + 3C3C5 — 405’) et yo (ez) .
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Entonces, obtenemos la ecuacién de error del primer paso de la familia paramétrica (5.3):

=2t =ap— 2t = [F ()] ) =

— Chel + (203 - 20%) &+ (304 40503 — 3C5C + 403) etro (ez) .

Sustituyendo esta expresion en la expansién de Taylor de F(z;,) alrededor de x*, obtenemos:

F(z) =T (Czei + (203 - 203) e+ (304 —4CyC — 3C5C + 505’) ehro (62)) .

Ademas,
Fl(z) =T (1 12032 + (40203 - 405’) & O(ei)) . (5.9)

De (5.7) y (5.9), tenemos

[F (2)] " F (23) =1 — 2Csey, + (—303 n 6022) 2
( (5.10)
+ (—404 100503 + 6C5Co — 1603) % ) (ei) .

Para obtener el desarrollo del operador de diferencias divididas de (5.3), utilizamos el desarrollo
en serie de Taylor de la férmula de Genochi-Hermite (2.25). Considerando en este caso x+h = z,
entonces h = z — & = —[F' ()] 1 F(x3,).

Por tanto, sustituyendo (5.8) y (5.6) en la férmula de Genochi-Hermite, obtenemos

ek, 2 F] = r(f + Coep, + (03 n 022) e2

(5.11)
+ (204 4 C3Cy 4 20505 — 205’) 10 (eﬁ) )
Para calcular la inversa de este operador, buscamos
[2h,yns P = (1 + Yaey, + Yaej + Yaei + O (ei» r (5.12)

con Ya,Y3 y Yy satisfaciendo [z, zk; F}_l[mk, 2z Fl=1.
Entonces, si denotamos por

My = Cq,

M3 =C3 + 037

My = 2C4 4 C3Cs + 2C2C3 — 205,
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podemos escribir [y, zp; F] =T (I + Mosey, + Mgei + M4ez +0 (ei)) , ¥, entonces

Yo =—-My=—Cy,
Y3 = —M3 — YoM = —Cj,
Yy = —My — YsMs — YoMz = —2C4 — C2Cs + 3C5.

Abhora, utilizando (5.7) y (5.11), obtenemos la expansién de By,
By, = F' ()" Py
=1 —Coey + (—203 + 3022) e (5.13)
+ <7204 60505 + 40305 — 803) &40 (ei) ,
y, utilizando (5.6) y (5.12), calculamos

Byl =1+ Cyep, + (203 - 2022) 2
(5.14)
+ (204 —4CyCs — 205C + 305’) S ro (ei) .

Sustituyendo las expresiones (5.8), (5.10), (5.13) y (5.14) en el esquema de la familia paramétrica
(5.3), obtenemos que la ecuacion de error de ésta es

Chyl = Tpq1 — T = % (Cs + 4022) ep

5
+ (704 44— 139)C3 + 370205 + (5 - w) 0302) ety o).

Finalmente, de la ecuacién de error, concluimos que la familia paramétrica (5.3) tiene orden de
convergencia 3 para todo v # 0 y, en el caso particular en que v = 0, el método correspondiente
tiene orden de convergencia 4, siendo su ecuacién del error

epi1 = (405’ . 0302) dio (ez) .

5.4 Experimentos Numéricos

En esta Seccién vamos a comparar diferentes métodos iterativos de la familia paramétrica estu-
diada a lo largo de este Capitulo, resolviendo dos problemas cldsicos de matematica aplicada: una
ecuacién integral de tipo Hammerstein (ver [1]) y la ecuacién en derivadas parciales de Fisher
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(ver [2]). Los métodos de la familia (5.3) que vamos a utilizar para resolver los sistemas no
lineales son aquellos que corresponden a los mismos valores de v que ya usamos en la Seccién
3.5 del Capitulo 3.

Para los cédlculos computacionales llevados a cabo se ha utilizado Matlab R2022a con aritmética de
precisién variable de 1000 digitos iterando desde una estimacién inicial xg hasta que se satisfaga
el criterio de parada:

k41 — zrlly + 1F(@p)lly <€, (5.15)

donde € es la tolerancia elegida en cada experimento numérico. Por si este criterio no se satisface,
tomamos un maximo de 100 iteraciones para poder acabar con el proceso iterativo.

En las Tablas presentadas en esta Seccién mostramos los siguientes datos numéricos:

= el valor de 7 correspondiente al método usado de la familia (5.3),

= la norma de la funcién evaluada en la dltima aproximacién, || F(zg1)llo,

= la distancia entre las dos dltimas iteraciones, ||zx11 — 2k ]|y,
= el nimero de iteraciones necesarias para satisfacer la tolerancia requerida,

= el orden de convergencia computacional aproximado (ACOC), definido en (2.6),

= el tiempo de calculo en segundos.

5.4.1 Ecuacién de Hammerstein

En primer lugar, consideramos una ecuacién integral del tipo Hammerstein (véase [1]), que viene
dada por la expresidn:

1
2(s) = 1+ % /O Fs, Da(t)3dt, (5.16)

donde = € C[0,1], s,t € [0,1], siendo C[0, 1] el espacio de las funciones continuas en el intervalo
[0,1], y el nicleo F viene definido por:

1-9)t t<s,
F(S’t):{ s(1—t) s<t.

Transformamos la ecuacién anterior en un problema de dimensién finita utilizando la férmula de
cuadratura de Gauss-Legendre:

1 7
/ Ftdt =3 wi k),
0 =

donde los nodos t; y los pesos w; se determinan para n =7 como en la Tabla 5.1.
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Tabla 5.1: Nodos y pesos de la cuadratura de Gauss-Legendre para n = 7.

1 Peso w; Nodo ¢,

1 0.0647424831 0.0254460438
2 0.1398526957  0.1292344072
3 0.1909150252  0.2970774243
4 0.2089799185  0.5000000000
5 0.1909150252  0.7029225757
6 0.1398526955 0.8707655928
7 0.0647424831  0.9745539561

Denotando las aproximaciones de z(t;) por 2 (¢ =1,...,7), obtenemos el sistema de ecua-

ciones no lineales: .
) N\ 3
500 _5_ Zaij (1:(])) =0,
j=1

dondet=1,...,7y

i = wjtj(l—ti) jSZ7
K ’wjti(l — tj) i< j.
Partiendo de una aproximacién inicial zg = (—1,..., —1)T y tomando la tolerancia £ = 10710

en el criterio de parada (5.15), ejecutamos algunos de los esquemas de la familia paramétrica
asociados a los mismos valores del pardmetro v que usamos en los experimentos numéricos del
caso unidimensional. Los resultados numéricos de este ejemplo se muestran en la Tabla 5.2.

Tabla 5.2: Resultados de la ecuacién de Hammerstein para distintos valores de ~.

v lZkt1 —aillz 1F(zp41)ll2 lter  ACOC  Tiempo

0 5.4032¢e — 46  1.8260e — 184 4 3.9975  38.0469

1 1.1061e — 20 7.3666e — 63 4 2.8588  33.8594
—10+14¢ 4.0225e — 45  3.7048e — 135 6 2.9880  84.8594
—29/7 1.7383e — 32 1.1836e — 97 5 2.9810 44.0781
-5 8.1877e¢ — 29 1.4881e — 86 5 2.9799  46.2500

5 6.9871e — 28 9.0241e — 84 5 2.9722  36.3281

21 5.8729e¢ — 47  2.2220e — 141 5 2.9861  35.3281

2 5.3697e — 17 8.9312e — 52 4 2.9351  25.8750

En todos los casos obtenemos como aproximacién a la solucién de la ecuacién integral (5.16) el

siguiente vector:

Zp1 ~ (1.0026875,1.0122945, 1.0229605, 1.0275616, 1.0229605, 1.0122945, 1.0026875)T.
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En el caso de la ecuacién integral de Hammerstein, vemos que los resultados numéricos de la
familia paramétrica (5.3) para distintos valores de 7y son bastante similares. La principal diferencia
observada entre los métodos es que el ACOC para v = 0 es 4 y para el resto de los métodos es
aproximadamente 3, hecho que coincide con los resultados tedricos.

Por otro lado, observamos que el método con v = —10 + ¢ necesita realizar un mayor nimero de
iteraciones que el resto de métodos para satisfacer la tolerancia requerida, por lo que el tiempo
computacional empleado para aproximar la solucién es mayor. Esto es coherente con lo obtenido
en el andlisis dinamico del Capitulo 3, dado que los métodos con mejores resultados numéricos
corresponden a métodos que han tenido un buen comportamiento dindmico.

Por dltimo, teniendo en cuenta las columnas que miden el error de la aproximacién, es decir,
las columnas [|F(xzx41)lly Y |Tk+1 — Zx|l5, vemos que los métodos iterativos que cometen un
menor error son aquellos asociados a los pardmetros v = 0 y v = 2, como sucedia en el caso
unidimensional.

5.4.2 Ecuacién de Fisher

El segundo ejemplo que estudiamos es la ecuacién de Fisher, propuesta en [2] por Ronald Fisher
para modelizar el proceso de difusién en dindmica de poblaciones. La expresién analitica de esta
ecuacién en derivadas parciales de tipo parabdlico es la siguiente:

ut(z,t) = Duga(z,t) + ru(x, t) (1 — @) , T €lab], t>0, (5.17)

donde D < 0 es la constante de difusidn, r es la tasa de crecimiento de la poblacién y p es la
capacidad de carga. En este caso, estudiamos la ecuacién de Fisher para los valoresp =1, r =1
y D =1 en el intervalo [0, 1] y con la condicién inicial y condiciones de frontera siguientes:

u(z,0) = sech®(wz) y w(0,t) = u(1,t) = 0.
Transformamos el problema descrito en un conjunto de sistemas de ecuaciones no lineales, apli-

cando un método de diferencias finitas implicito, proporcionando la solucién estimada en el tiempo
t; a partir de la estimada en t;_1.

Tomamos como tamaio de paso de la variable espacial = el valor h = T% y como tamaiio de
©

Tmam

paso temporal para la variable t el valor k = , donde Tz es el instante final de tiempo y

t
ng Yy nt es el nimero de subintervalos en el que dividimos el intervalo de x y ¢, respectivamente.
Por lo tanto, definimos un mallado discreto de puntos en el dominio [0, 1] X [0, Tmaz], compuesto
por los puntos (x;,t;), que se definen de la siguiente manera:

@i =0+ih, i=0,....,ng, t;j=0+jk, j=0,...,n

Nuestro objetivo es aproximar la solucién del problema (5.17) en cada uno de los puntos del ma-
llado, resolviendo tantos sistemas no lineales como nodos temporales ¢; existan en este mallado.
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Para ello, utilizamos las siguientes diferencias finitas para aproximar las derivadas parciales del
problema:

u(z,t) —u(z,t — k)
k )
u(z + h,t) — 2u(z, t) + u(x — h,t)
h2

ug(x,t) =

Uz (T, t) &

Observamos que, al usar un método implicito para una ecuacién en derivadas parciales de tipo
parabdlico, las diferencias divididas que se deben usar son: regresivas de primer orden para la
derivada respecto del tiempo y centradas de segundo orden para la segunda derivada respecto
del espacio.

Denotamos wu; ; como la aproximacién de la solucién u del problema en el nodo (z;,%;) v,
sustituyéndola en el problema de Cauchy (formado por la EDP (5.17), las condicién inicial y las
condiciones de frontera), obtenemos los siguientes sistemas no lineales:

R+ (B0 = 2k = 07) g = kW%l + ki1 g = —h%ui i1,
parat=1,2,... nya—1yj3=1,2,...,ng.

Las incégnitas de cada sistema son uq j,u2 j,.-.,Un, 1,5, € decir, las aproximaciones de la
solucién en cada nodo espacial para un tiempo fijo t;. Notar que ug ; = upz; = 0 por las
condiciones de contorno Dirichlet homogéneas dadas.

En este ejemplo, vamos a trabajar con los parametros Timaz = 10, nz = 10 y ny = 50. Como
hemos dicho, es necesario resolver tantos sistemas como nodos temporales t;, que en este caso
son 51 aunque solo resolvemos 50 sistemas ya que, debido a la condicién inicial, ya conocemos
lo que sucede en el instante 5 = 0. Para cada uno de estos sistemas utilizamos los métodos de
la familia paramétrica (5.3) que hemos usados en el ejemplo numérico anterior.

Asi, partiendo de la condicién inicial u; o = sech2(7rxi), i =20,...,nz y tomando una tolerancia
de & = 1076 en el criterio (5.15), ejecutamos la familia paramétrica para los mismo valores de
que en el Ejemplo 5.4.1 y obtenemos los resultados numéricos de la Tabla 5.3.

Tabla 5.3: Resultados de la ecuacién de Fisher con distintos valores de ~.

gl lzk+1 —@kll2 [[F(zk41)ll2 Iter  ACOC  Tiempo

0 1.0017e — 8 1.1249e — 35 3 4.2110 213.4219

1 1.9199¢ — 16 5.8804e — 50 4 2.9961 248.7344
—10+1 8.0804e — 9 4.6528¢ — 26 5 3.0151  352.6563
-29/7 1.8002e¢ — 7 2.0058e — 22 4 2.8698  247.9844
-5 1.8957¢ — 19  2.9985e¢ — 58 5 2.9957  267.2969

5 2.4177e — 17 6.2774e — 52 5 2.9965 275.7344

21 2.2766e — 11 1.9665e — 34 4 2.9785  252.8438

2 9.6726e — 12  1.5091e — 35 4 3.0095 231.2188
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En todos los casos, obtenemos como aproximacién a la solucién del problema (5.17) el siguiente
vector:

41 ~ (0,0.4326,0.7087,0.8534,0.9188,0.9373,0.9188, 0.8534, 0.7087, 0.4326, O)T.

Se puede observar en la Tabla 5.3 que los resultados son muy similares, aunque existen algunas
diferencias. Por ejemplo, el método v = 0 utiliza un menor nimero de iteraciones que el resto
para satisfacer la tolerancia requerida, debido a que este método es de orden 4 y los demds de
orden 3. Sin embargo, este hecho no hace que sea mucho mas ripido que los demds ya que la
diferencia con algunos de los otros métodos es de muy pocos segundos.

Por otro lado, si nos fijamos en la columna de tiempos, podemos ver que hay un método que
destaca por su lentitud, este es el caso de v = —10 + 4. Esto es coherente con lo obtenido en
el anélisis dindmico y numérico del Capitulo 3 y con el Ejemplo numérico de Hammerstein. De
nuevo, podemos ver que el ACOC de los métodos es aproximadamente el orden de convergencia
tedrico demostrado.

Observando las columnas de errores, también encontramos resultados similares al ejemplo numéri-
co anterior. Sin embargo, como en este caso hemos escogido una tolerancia & mayor que en el
primer ejemplo, a penas se observan grandes diferencias en los métodos.

5.5 Conclusiones

En este Capitulo se construye una familia paramétrica de métodos iterativos para la resolucién
de sistemas no lineales a partir de la familia para ecuaciones no lineales estudiada en el Capitulo
3.

Estudiamos el orden de convergencia para sistemas (es decir, teniendo en cuenta la no conmu-
tatividad de las matrices) de la familia obtenida, asegurdndonos que se mantienen los mismos
resultados que en el caso unidimensional, es decir, todos los métodos que componen nuestra
familia poseen orden de convergencia 3, a excepcién del esquema iterativo asociado a v = 0, que
posee orden 4.

Basandonos en los resultados tedricos presentados en este Capitulo y en los resultados dindmicos
y numéricos obtenidos en el Capitulo 3, se aproximan las soluciones de una ecuacién de tipo
Hammerstein y la ecuacién de Fisher, usando la familia (5.3) para ciertos valores de .

Gracias a los resultados numéricos obtenidos en estos ejemplos numéricos, comprobamos que las
propiedades de estabilidad y convergencia que caracterizaban a la familia paramétrica en el caso
unidimensional se extiende correctamente al caso multidimensional.
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Capitulo 6

Convergencia semilocal de una
variante de Newton para
sistemas con singularidades

Basado en:
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Study of the semilocal convergence of a variant of Newton's
method applicable to nonlinear systems with singularities. Mathe-
matical Methods in the Applied Sciences. (Enviado)
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6.1 Introduccién

Como se ha mencionado en el Capitulo anterior, uno de los métodos iterativos mas conocidos y
utilizados en el campo del Analisis Numérico para resolver sistemas de ecuaciones no lineales de la
forma (5.1) es el método de Newton (2.20). Se trata de un método que, bajo ciertas condiciones,
es eficiente, sencillo, con buen comportamiento dindmico y con convergencia cuadratica. Sin
embargo, las aplicaciones del método de Newton y sus buenas cualidades estdn restringidas por
algunas condiciones como son: la necesidad de iterar el método a partir de estimaciones iniciales
29 € D C R™ cercanas a una solucién z* del problema y la condicién de que la matriz jacobiana
F'(z) sea no singular en un entorno de la solucién.

El estudio de métodos iterativos para la resolucién de problemas unidimensionales con raices
multiples ha sido ampliamente estudiado en los dltimos afios, véase [49, 43, 50, 51]. En todos
estos trabajos se ha introducido una modificacién en la expresién iterativa de los métodos para
preservar el orden de convergencia cuando la solucidn es una raiz con multiplicidad mayor que uno.
Sin embargo, el caso multidimensional para aproximar la solucién de sistemas no lineales, donde
el jacobiano es singular o estd mal condicionado, ha sido raramente estudiado en la literatura vy,
por ello, nuestro objetivo en este Capitulo es realizar un estudio que abarque este tema.

En algunos articulos como [52] los autores proponen variantes del método de Newton que con-
vergen cuadraticamente a la solucién a pesar de que la matriz jacobiana es singular en algunos
puntos. Por otro lado, en [53] los autores introducen una modificacién del método de Newton
que funciona correctamente para un caso especial de sistemas con multiplicidades, incluyendo
una matriz de pesos en la expresidn iterativa.

En particular, en [3], se propone el método de Newton modificado para sistemas, definido por el
siguiente esquema iterativo:

xg € D,
{%H:%—MWM+F@M4HM%kZQ (61)

donde D es un conjunto convexo abierto no vacio de un espacio de Banach R", F(z) =
T

(f(l)(gc)7 ]”(2)(30)7 o f (ac)) es un operador no lineal, F’(z) define el jacobiano del operador

y M (z}) es una matriz cuyas componentes vienen dadas por

M O (ay) i i=j

(M(zr))ij = { 0 it

Reescribiendo esta expresion en forma matricial, nos queda

AD FO @) 0 - 0
0 A f(Q)(xk) ... 0
M(zy) = . R N : :
0 0 e A ()
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donde /\5:) eR,0< |)\§:)\ <+4ooconi=1,...,ny k=0,1,2,..., es la componente i-ésima
del vector variable )., elegido de forma que la matriz M () + F'(z},) sea no singular en todas
las iteraciones k del método.

Este es el método que estudiamos a lo largo del presente Capitulo, que se estructura como sigue.
En la Seccién 6.2, motivamos el estudio numérico del método (6.1). Para ello, estudiamos la
escasa accesibilidad del método de Newton cuando se aplica a sistemas con jacobianos singulares
y la mejora de la accesibilidad con el método de Newton modificado. En la Seccién 6.3 hacemos
un estudio sobre la convergencia semilocal del método (6.1), estudio que no se ha realizado
anteriormente sobre este método. Finalmente, en la Seccién 6.4 calculamos los radios de con-
vergencia y unicidad del método de Newton modificado para un sistema singular particular vy,
numéricamente, comparamos ambos métodos para sistemas de mayores dimensiones.

6.2 Motivacion

En la Introduccién, hemos comentado las limitaciones del método de Newton cuando el jacobiano
es singular cerca de la solucién, es decir, det(F’(x*)) = 0, siendo =* una de las soluciones del
sistema F'(z) = 0. El hecho de que la matriz jacobiana del sistema tenga una singularidad
en la solucién (o cerca de ella) puede generar problemas en la convergencia del método, ya
que se reduce el nimero de puntos de partida que convergen a esta solucién y, ademds, no
podemos garantizar la velocidad de convergencia del método de Newton ya que no se cumplen
las condiciones necesarias.

La familia de métodos propuesta es una modificacién del método de Newton aplicable, entre
otros, a sistemas con singularidades, ya que podemos adaptar el vector \; en funcién del sistema
a resolver y en la iteracién k en la que nos encontremos. Las componentes variables de este vector
son muy (tiles para evitar que el determinante de la matriz F’(z*) + M (2*) se anule, con el fin
de que exista una inversa de ésta y, por tanto, el método propuesto esté bien definido cerca de
la solucién del sistema.

El objetivo de esta Seccidn es estudiar los problemas dindmicos que presenta el método de Newton
aplicado a sistemas con singularidades y ver cémo el método propuesto mejora su comportamiento
dindmico. Para ello, ilustramos mediante planos dindmicos la limitada accesibilidad del método
de Newton debido a la presencia de singularidades en los problemas. Para comprobar cémo el
método (6.1) mejora la accesibilidad del método de Newton, lo aplicamos al estudio de los mismos
problemas y comparamos los planos dindmicos obtenidos por cada método.

En todos los ejemplos dindmicos trabajamos con sistemas 2 X 2 debido a las limitaciones di-
mensionales a la hora de representar los planos dindmicos. Ademds, precisamente por estas li-
mitaciones y por el hecho de que las estimaciones iniciales son de la forma zg = (x(()l),xEJQ))T
estudiamos la dindmica trabajando con elementos reales y no complejos como es habitual en el
caso unidimensional. Por tanto, tenemos sistemas de dos ecuaciones no lineales con dos variables
que toman valores reales y cuya matriz jacobiana del sistema tiene una singularidad en alguna
de las soluciones del problema.
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Ejemplo 1
El primer ejemplo que vamos a estudiar dindmicamente es uno de los estudiados en [53]. El

sistema es de la forma
(mu) _ 1>2 (xu) _ x(z)) —0,

5 1)
@ _ 2) 2 ) —o
(1: cos | 2— ,
cuyas soluciones son (1,2)7 y (2,2)7. Es facil ver que en estos vectores tenemos dos singulari-

dades, es decir, ambos anulan el determinante de la matriz jacobiana del sistema, lo que supone
un gran problema para el método de Newton.

(6.2)

Sin embargo, como el método (6.1) no utiliza la inversa de F’(x},), sino la inversa de la matriz
M (z,)+F’ (1), podemos evitar que el determinante de esta matriz se anule en las soluciones del

problema eligiendo adecuadamente el vector A\, = ()\S), )\](62)), que define el método de Newton

modificado. Para este ejemplo en particular, hemos tomado )\,(j) eR,0< |)\§f)| < 4o0,1=1,2,
L (@)

tal que el valor del término )\,(;)f(’)(a:k) de la matriz M (xj) y el valor del término %(xk)

z

de la matriz F'(z},) tengan el mismo signo para cada punto inicial zg. Para ello se modifican

las componentes del vector en cada iteracién £ tomando los valores )\](C) € {—1,1} de manera
conveniente para ajustar los signos de los términos anteriormente mencionados.

Para generar los planos dindmicos, elegimos un mallado de 400 x 400 puntos, donde cada punto
del plano representa las dos componentes océl) y oc((f) que componen cada vector inicial zg. A
continuacién, lo que hacemos es aplicar los métodos de Newton y de Newton modificado a cada
una de estas estimaciones iniciales para representar a cudl de las soluciones convergen en el
caso de que lo hagan. El nimero maximo de iteraciones del que dispone cada estimacién inicial
para converger es de 60. Ademds, consideramos que los puntos de partida convergen a una de las
soluciones si la distancia de la dltima iteracién a una solucién es menor que 1073, Representamos
de naranja la cuenca de atraccién del vector solucién (1,2)T, en azul la cuenca de (2,2)T y en
negro todas aquellas estimaciones iniciales que, tras 60 iteraciones, no han convergido a ninguna
de las dos soluciones.

Para este ejemplo, aunque ambas soluciones son singularidades del sistema, no observamos gran-
des diferencias en la Figura 6.1 entre los planos dindmicos de los métodos a pesar de que el
método de Newton tiene problemas para definir la inversa de la matriz jacobiana en estos vecto-
res. Sin embargo, aunque los planos dindmicos son similares, esto no significa que la accesibilidad
de ambos sea buena ya que existe una gran zona de no convergencia (la zona negra), la cual se
extiende fuera de los limites de la grafica.

Es importante sefialar que los colores de los planos dindmicos no tienen siempre la misma inten-
sidad. Esto se debe a que hay puntos iniciales que convergen mas rapidamente a la solucién que
otros. Por lo tanto, los colores claros representan puntos iniciales que necesitan pocas iteraciones
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6.2 Motivacion

Figura 6.1: Cuencas de atraccién del sistema (6.2).

05 o 05 1 15 2 25 3 35
WO

(a) Método de Newton. (b) Método de Newton mod. con )\S) e {-1,1}.

para converger a una de las soluciones y, por el contrario, los colores oscuros son los puntos que
necesitan mds iteraciones para converger.

Este ejemplo sirve como introduccién a los problemas dindmicos que el método de Newton
presenta bajo la presencia de singularidades. En los sistemas siguientes, no sélo ponemos de
manifiesto la escasa accesibilidad del método de Newton cuando las soluciones son singularidades,
sino que también observamos una clara mejora cuando se utiliza el método de Newton modificado.

Ejemplo 2

El sistema que vamos a estudiar es el siguiente

arctan® (m(l)) =0,
(6.3)
arctan? (a:@)) =0,

cuya solucién es el vector (O,O)T. Es facil ver que en este vector tenemos una singularidad, es
decir, la solucién anula el determinante de la matriz jacobiana del sistema. Sin embargo, en el
caso de Newton modificado, tomando el vector A como en el ejemplo anterior, conseguimos
evitar que el determinante de M (x) + F'(z}) se anule en los puntos cercanos a la solucién.

Para los planos dindmicos utilizados en este ejemplo, disponemos de un mallado similar al anterior.
En este caso, como en el estudio dindmico de los operadores sélo hemos obtenido un punto
atractor fijo, que es el vector solucién (0, O)T, sélo tenemos una cuenca de atraccién naranja
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Capitulo 6. Convergencia semilocal de una variante de Newton para sistemas con singularidades

compuesta por los puntos que convergen a la solucién mientras que el color negro del plano
representa los puntos iniciales que no convergen.

Figura 6.2: Cuencas de atraccién del sistema (6.3).

o
(0)

w!

5 4 3 2 Rl 0 1 2 3 4 5

WO

(a) Método de Newton. (b) Método de Newton mod. con )\,(j) € {-1,1}.

En este ejemplo, vemos en la Figura 6.2 el aumento de la accesibilidad cuando se utiliza el método
de Newton modificado. Aunque el método de Newton presenta problemas con el punto inicial
(0, O)T, observamos que la cuenca de atraccién de esta solucién (Figura 6.2a) se concentra cerca
de ella porque este punto es un punto fijo atractor del operador racional dindmico de Newton. Es
decir, aunque los problemas los genera la propia solucién, los puntos cercanos a ella si convergen
en menos de 60 iteraciones a ella. Sin embargo, a medida que nos alejamos, vemos que hay una
gran zona del plano que no converge.

En cambio, en el plano dindmico presentado por el método de Newton modificado (Figura 6.2b),
observamos que las estimaciones iniciales alejadas de la solucidn siguen convergiendo a la solucién.
Esto es debido a que, estudiando la dinamica real del operador racional de este método aplicado
al sistema (6.3), obtenemos que (0, O)T es un punto fijo superatractor del método.

Ejemplo 3

El dltimo sistema con el que hemos trabajado dindmicamente para motivar el estudio numérico
y de convergencia semilocal del método (6.1) viene dado por

M) 4222

= 22® =0

(6.4)
arctan <x(1)) + 2 arctan (x(Q)) =0,
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cuya solucién es (O,O)T. Vemos, como en el ejemplo anterior, que en este vector tenemos una
singularidad de la matriz jacobiana.

Para los planos dindmicos, hemos vuelto a elegir un mallado de 400 x 400 puntos, con un ndmero
méximo de 60 iteraciones y el mismo criterio de convergencia que en los dos primeros ejemplos.
Al aplicar los métodos de Newton y Newton modificado a cada uno de los vectores iniciales
del plano dindmico, hemos representado en naranja todos aquellos puntos iniciales que acaban
convergiendo a la solucién (0, O)T y en negro todos aquellos que consideramos que no han
convergido bajo el criterio especificado.

Figura 6.3: Cuencas de atraccién del sistema (6.4).

Lm
¢
o

W

0
wy

(a) Método de Newton. (b) Método de Newton mod. con )\Ej) e {-1,1}.

De nuevo vemos grandes diferencias entre los dos planos de la Figura 6.3 ya que la zona de
convergencia del método de Newton es muy pequefia, mientras que la zona negra, la formada
por los puntos que no convergen, es ilimitada. Sin embargo, aplicando el método (6.1), con las
componentes del vector A\j variando seglin convenga en cada iteracién, hemos reducido mucho
la zona de no convergencia que presenta el método de Newton.
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6.3 Andlisis de convergencia

En esta Seccién, primero vamos a dar la ecuacién del error local del método propuesto (deducida
en [3]) y luego obtenemos el dominio de convergencia para la existencia y unicidad de solucién.

6.3.1 Orden de convergencia local

En [3], los autores demostraron la convergencia cuadrética para el método iterativo descrito por
(6.1). Aln asi, queremos mostrar el Teorema de convergencia de dicho método para ver si la
ecuacion del error depende de los valores )\](;).

Teorema 6.3.1. Sea F' : R™ — R" una funcidn suficientemente diferenciable Fréchet en un
entorno convexo abierto no vacio D del espacio de Banach R", que contiene a x*, solucién de
la ecuacién no lineal F(z) = 0. Sea F’(x), matriz jacobiana del operador F(x), un operador
continuo y no singular en D. Entonces, para cualquier A\, € R"™, con M (z}) = diag(M\g) F (z1),
si M (xy) + F'(x}) es no singular en D, para una aproximacidn inicial suficientemente cercana
a x*, la familia de métodos definida por (6.1) tiene la siguiente ecuacidn de error:

eprr = Ol +C7 0s) €2+ 0 (ei) ,

F(j)(x*)

donde ey, =z, —2* yC; = ,'
4!

€ L;(R"R™), j > 1.

Como podemos ver en el Teorema 6.3.1, en la ecuacidn de error del método si aparece A\, pero
su valor no es determinante a la hora de aumentar el orden de convergencia del método (6.1)

6.3.2 Convergencia semilocal

En esta Seccién vamos a estudiar la convergencia semilocal del método iterativo (6.1). En este
estudio partimos de una aproximacién inicial zo cercana a la solucién z* vy, exigiendo unas
condiciones sobre los operadores F' y F, podemos garantizar que la sucesién {z;}, generada
por el método (6.1), estd bien definida, permanece en un entorno cercano a g y converge a la
solucién del problema. Ademas, también se estudia bajo qué condiciones y cudl es el dominio en
que la solucién z* es (nica.

Empezamos por asumir las siguientes condiciones necesarias:

(1) Consideramos el punto inicial zg € D y el vector \g = ()\él),l.w)\én)) € R” tal que

existe [M (z0)+F" (20)] ! con ||F(z0)|| < ay [|[M(z0)+F"(x0)] || < b. Para simplificar
la notacién, denotamos ¢ = ab.

(1) Existe L > 0 tal que

|F(u) — F(2)|| < L|lu— z||, para u,x € D.
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6.3 Anadlisis de convergencia

(1) Existe L' > 0 tal que

IF'(w) ~ F'(@)]| < L'lu—al, para wa e D.

(IV) Consideramos \j, A;s € R", 0 < j',j < k, para todo k > 0 tal que existe £, A" verificando:

4 A
S Dy =Ml e INISN o< i<k

Bajo las condiciones generales consideradas, presentamos el siguiente Lema de convergencia.

Lema 6.3.1. Sean x) € B(zg,r) € D, y(r) = [e+b(NL+L")|r < 1yc < r. Entonces, existen
[M(x1,) + F' (1))~ " que satisfacen
1M (x) + F' ()] | < bg(y(r)), (6.5)
siendo g(t) = ﬁ
Demostracion 6.3.1. Bajo las condiciones (1) — (1V), tenemos
17 = [M (o) +F ()] ™ [M () + F ()]
<M (xo) + F' (zo)] || M (z0) — M (1) + F'(w0) — F'(a)|

<b (12% {6770 @o) =22 1D )|} + 17 (o) - F’(a:k)\i)
<o (s {| (087 =) 790 =20 (1900 = 190} + Ll = o)
<b (e||F(wo)[| + N F (zx) — F(zo)|| + L' |lzx — xoll)

b(
<b(ea+NLr+L'r) <~(r) < 1.

Entonces, por el Lema de Banach para operadores invertibles (ver [54]), existe [M (x},)+F" ()] !
y, ademds, se verifica la ecuacién (6.5).

Del Lema anterior se deduce que
—1
21 = @ol| < [I[M(w0) + F'(z0)] || F(zo)|| < ab=c<r.
Por tanto, obtenemos que z1 € B(zg,r) y, como B(zg,r) C D, de las condiciones del Lema
deducimos que existe [M (z1) + F'(x1)] L. Por tanto, o ests bien definido.
Por otro lado, aplicando la Definicién del método, sabemos que

[M (z0) + F'(z0))(z1 — x0) = —F(0),
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entonces
F(w0) + F'(z0) (1 — w0) = —M (z0)(z1 — 20).

Asi, obtenemos
F(z1) = F(z9) + F/(xo)(xl —x0) + / ' [F'(z) — F’(a:o)}dz

zo

1
= —M(z0)(z1 — z0) +/O [F'(wo + 7(z1 — x0)) — F/(Zl’o)]dT(Zrl —xz0).

Aplicando normas, obtenemos

1 2
1F(z)l < |M(zo)ll[|[z1 — zol + 5L/H»’01 — ol

IN

) () p(3) } _ o 2
gix { A1 @o)l } llar — o + 5L 1 — ol

1
WIF o)l + 5 llw1 = woll]

IN

lz1 — 2ol

1
< WNa+ §L/T]Hx1 — zol|

Ahora, por un lado tenemos
1
17 (21)|| < [Wa+ 5 L'r]b]| F(wo)]

<V + S Ll F o))

Entonces, si 6(r) = [N + 2 L'b]r < 1 resulta que
[E(z1)[l < 6(r)[[F (o)l < [IF(zo)ll-

Por otro lado, aplicando (6.6) y el Lema 6.3.1, obtenemos
w2 = 21| < [[M (1) + F'(@0)] | F (1)
< bg(r(r)Wa+ 5 Ller — ol
<g(y(r)é(r)llz1 — zoll < [lz1 — 2o <7

Ademas,
|22 — zo|| < [lz2 — 21l + lz1 — 2ol < [1+ g(v(r))d(r)][|z1 — zol|- (6.7)

Por tanto, para z2 € B(xg,r), requerimos que g((r)d(r)) < 1, de modo que consideramos

[1+g(y(r)s(r)]e < W

y asi, tendremos un procedimiento para obtener 7.

c=r,
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Lema 6.3.2. Suponemos que la ecuacién real
c

L—g(y(®))d(t)

tiene al menos una solucién real positiva y denotamos por v la menor de ellas.

=t (6.8)

Si B(zg,m) €D yg(y(r))d(r) < 1, entonces se verifican los siguientes puntos para k > 1:

A) Existe [M(z1,) 4+ F'(z1,)] " donde ||[M (xy) + F' ()]~ < bg(y(r)).
B) |[F(zi)ll < g(v(r)é(r) < [|F(zp—1)l| < [[F(20)l-

Q) g1 —zkll < g(y(r)o(r)llzk — zx—1ll < [z — 2oll-

D) aj41 € B(xo,7) C D.

Demostracion 6.3.2. Teniendo en cuenta (6.8), es evidente que c = ab < r y, ademds, 6(r) < 1
ya que g(y(r)) > 1y g(y(r))d(r) < 1.

Por otra parte, de (6.7) y (6.8), se deduce que

w2 — 2ol < [1+ g(y(r))é(r)]llz1 — o
<) lg(y ()8 ()|l — o
k>0
S S
T 1 g(v(1)a(r)

C=T.

Por lo tanto, x9 € B(zg,r) € D. Esto demuestra el paso k = 1.

A continuacién, probamos los puntos (1) - (IV) aplicando un procedimiento de induccién ma-
temdtica. Supongamos que se verifican para k = m — 1 y los probaremos para m.

Tenemos que, por (I\V) para k = m — 1, xm € B(xzg,r) € D. Como ya hemos indicado
que ¢ = ab < 7 y aplicando el Lema 6.3.1, obtenemos que existe [M (xm) + F'(xm)] " con
M (zm) + F'(zm)] " || < bg(~(r)), lo que prueba el punto (1) para k = m.

Para demostrar (Il) para k = m, debemos tener en cuenta que por la expresién del método se
verifica que

F("Emfl) + Fl(l’mfl)(xm - mmfl) = —M(i'm)(mm - xmfl)v

entonces

F(zm) = F(zm-1) + F'(m-1)@m — Tm—1) + /Im [F'(z) — F'(2pm_1)]dz

Tm—1

1
= —M(zm)(@m — Tm—1) —|—/0 [Fl(@m_1 4+ 7(@m — 2m-1)) — F (m—1)]dT(@m — Tm_1).
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Por tanto, aplicando (I1) y (1), para k =m — 1:

1P @)l < [NIF@)I+ 32 am = 2l lm = ]
[NHF:co I+ 52 lker = zol] lzm = m-1]
< [Was GE @) + F om0l
< [Wa+ 3 Lr] bg(Y() | F @)

W+ S 28] rg ) IF )]
3)g(INIF 1) < 1F@m 1)l

lo que demuestra (Il) para k = m

<
<

Por otra parte, teniendo en cuenta (6.9), resulta que
|zt = @mll < (M (2m) + F (@m)] " I1F(zm)]
< bg(3(r) [NIF @) + 3 2'lle1 = zoll] lem — 2
< g(ym)o(r)llzm — xm-1ll < llzm — zm-1ll,
lo cual prueba () para k =m
Finalmente, tenemos que
[Zm+1 — woll = [|emt1 — zm|| + [2m — Tm-1ll + ... + [[z1 — 20|

(s mSEI™ + [ NS + .+ [g( ()] + 1) s — o

c=r,

1
< -
1—g(y(r))é(r)
de modo que (IV) queda probado para k = m

Considerando las condiciones y resultados anteriores, formulamos el Teorema de convergencia
semilocal.

Teorema 6.3.2. Supongamos que se verifican las condiciones del Lema 6.3.2. Entonces, para
zo € D la sucesion {x} generada por el método (6.1) estd bien definida, {z} C B(xzg,r) y
converge a x* € B(xg,r), solucién del sistema F(z) = 0.

Demostracion 6.3.3. Se deduce directamente del Lema 6.3.2 que la sucesion {x}} dada por
(6.1) estd bien definida y que {x,} C B(xo,r). A continuacién veremos que {x},} es una sucesién
de Cauchy.
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Para k,m > 0, tenemos

lekm = 2l < lokem = Zxem—t |+ [2kem—1 = Thpm—zll 4 lorgn = 2]
(s ENOEI ™ + [y O™ 4+ [g(r ()] ) s = ol

lg(y(r))3(r) ™
(

IA

INA
Q
N
=2
=~

3
-
=

>
~

3

B
I

llz1 — zol|

Entonces, {x},} es una sucesién de Cauchy en un subespacio de Banach D C R", por lo que

existe

2 = lim =z € B(zo,r).
k—o00

Ademds, a partir de (Il) del Lema 6.3.2, tenemos que

k
15 (@p) | < [g(y(r)o(r)]"[|F (o)l
y, por la continuidad del operador F, cuando k — oo, obtenemos que F(z*) = 0.
]
Para finalizar con el estudio de la convergencia, terminamos con el Teorema de unicidad, que
asegura la unicidad de solucién bajo ciertas condiciones.

Teorema 6.3.3. Bajo las mismas condiciones que en el Teorema 6.3.1, la solucién z* de la
ecuacién F(z) = 0 es dnica en B(zg, R) N D, donde

_ 2(1=4(r)
R = 7 .
Demostracion 6.3.4. Sea u* € B(xg, R) N D otra solucién de la ecuacién F(x) = 0. Entonces,

1
0=Fu")—-F(z") = /o F(z" +7(u* — 2"))dr(u* — 2*),

. 1 o
de modo que si el operador P = [ F'(z*+7(u*—x"))dr tiene inversa, obtenemos que u* = z*.
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Para demostrar que P! existe, aplicaremos el Lema de Banach. Asi, consideramos
1T — [M(z0) + F'(z0)] ' PI| < [[[M(x0) + F'(z0)] || M (z0) + F'(z0) — P|
1
<o (Ivol+ [ 1"+ ol =) - Fan)lar )
0
1
<o (WPl + [ EI0 -1 a0 (e = an)lar )
0
1
<Nr+L'b / [(1—=7)r+7R]dr
JO

=Nr+ %L/b(r +R)=1.

Por lo tanto, por el Lema de Banch, P! existe vy queda demostrada la unicidad de solucion.

6.4 Experimentos Numéricos

En esta Seccién, aplicamos los resultados tedricos obtenidos anteriormente para estudiar el do-
minio de convergencia y unicidad para algunos sistemas no lineales. Ademdas, comparamos el
comportamiento del método estudiado (6.1) con el método cldsico de Newton.

6.4.1 Dominios de convergencia y unicidad

En primer lugar, construimos las funciones auxiliares y las cotas necesarias para obtener la bola
de convergencia semilocal para algunos problemas que fueron resueltos en [55], pero en este caso
no se obtuvo el dominio de convergencia y unicidad.

EJEMPLO 1

Consideremos el siguiente sistema cuya solucién es z* = (0,1) y sea B(z*,1/2) el dominio en
el que trabajaremos para el estudio de la convergencia semilocal

(mu))z @41 o,

=M — cos (gm(z)) =0.
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EJEMPLO 2

Consideramos el segundo sistema cuya solucién es z* = (0,0)7 y sea B(z*,1/4) el dominio de
trabajo.

4 (2 12 o,

4 (m(l) n x(2>) i (xu) _ :5(2)) ((xu) _ 2)2 n (x<2>)2 - 1) =0.

EJEMPLO 3

El dltimo sistema tiene solucién como solucién z* = (O,O)T y para su estudio hemos escogido
B(z*,1/2) como dominio de trabajo.

ex(l) _ .1,‘(2) -1,

«M -z =,

En la Tabla 6.1 de este apartado, mostramos los siguientes datos:

= ¢l sistema que estamos resolviendo,

= el vector inicial considerado para cada ejemplo,
| ] AD =12

= los parametros A7, @ = 1,2,

= algunas de las cotas implicadas en las condiciones (1) — (IV),

= |os radios de existencia y unicidad para la solucién, denotados por 7 y R, respectivamente.

Como vemos en la Tabla mencionada, los resultados muestran que, a pesar de trabajar con
problemas mal condicionados, conseguimos encontrar los radios de convergencia y unicidad, los
cuales nos permiten construir las bolas de convergencia y unicidad.

En el caso de la convergencia semilocal, como partimos de una estimacién inicial zg y deseamos
que exista una solucién cerca de ésta, los resultados mds favorables son aquellos que presentan
radio de convergencia semilocal r pequefio. En cuanto al radio de unicidad, es preferible que éste
sea grande puesto que aseguramos la unicidad de solucién en un espacio mayor.
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Tabla 6.1: Radios de las bolas de convergencia semilocal para distintos valores de .

Ej 0 AW L r r R

1 (1/10,19/200T 1 1 005258 1+x/2 2 01525 0.8748
1 (1/10,19/2007  1/2  1/2 00630 1+x/2 2 01808 0.7396
2 (1/100,3/10007 1/6 1/6  0.0878  43/4 5 0.1692  0.6855
2 (1/100,1/10007 1/2  1/2 00538  43/4 5 01273  0.6606
3 (1/10,1/100F  1/2 16 0.0327 2 e /2 00652 0.4394
3 (1/10,1/10)T 1 1/5 0.0189 2 e /2 00762 0.7580

6.4.2 La aplicabilidad del método

Consideramos ahora el siguiente ejemplo de [56] para mostrar la aplicabilidad del método iterativo
(6.1) para grandes sistemas no lineales.

EJEMPLO 4

2 gin (m(i+1)) —1=0, 1<:<n—-1,
(6.10)
™ sin (3:(1)) —1=0.

Para resolver este sistema no lineal se ha utilizado Matlab R2022a con aritmética de precisién
variable con 100 digitos, iterando los métodos desde diferentes estimaciones iniciales zo hasta
que se satisfaga el criterio de parada:

k1 — zgll + 1P (2p) || < 10727

o hasta alcanzar un nimero maximo de 15 iteraciones. Es decir, resolvemos el Ejemplo 4 para
diferentes valores de n (que representa la dimensién del sistema), comparando el comportamiento
del método de Newton y del método (6.1). En este caso consideramos A; como un vector
constante de tamafno n.

En las Tablas presentadas en este ejemplo recogeremos los siguientes datos:

= el método usado,
= el vector inicial considerado,
= el valor de todas las componentes del vector \p,

= el nidmero de iteraciones necesarias para satisfacer la tolerancia requerida,
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= |a distancia entre las dos tltimas iteraciones,
= la norma del operador F' evaluado en la dltima iteracién
= el orden de convergencia computacional aproximado (ACOC),

= |a solucién aproximada obtenida.

En primer lugar, considerando n = 2, el sistema no lineal tiene infinitas soluciones como po-
demos apreciar en la Figura 6.4. Si nos concentramos en las soluciones alrededor del origen de
coordenadas, tenemos s1 = (1.1142,...,1.1142.. .)T y la simétrica so = —s7.

Figura 6.4: Representacién grafica del sistema no lineal para n = 2.

Tabla 6.2: Resultados de convergencia para el Ejemplo 4 parai=1,...

,nmconn=2.

Métodos 0 2D dter gy —akll IF(ri)ll ACOC  apig
Newton 0,007 — - — — -
Newton mod. 0,0)" -1 6  1.4542e —31 2.0195e — 31 2 s1
Newton mod.  (0,0)7 1 6 14542 —31 20195e—31 2 s2
Newton (0.9, O.2)T — 12 2.4496e — 26 1.1518e —26 1.9781 59
Newton mod.  (0.9,0.2)7 —0.2 6  24496e —26 7.2143¢ — 28 1.9992 s1
Newton (1,00 - - - - - -
Newton mod. (1,007 —-0.2 7  3.2984e—32 3.0995¢ — 32 2 s1

Podemos comprobar en la Tabla 6.2 los resultados numéricos a partir de diferentes estimaciones
iniciales. Observemos que, el método de Newton no converge en algunos casos porque el jacobiano
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es singular, pero encontramos un valor adecuado para todas las componentes del vector A;. para
el que converge el método de Newton modificado.

Ahora, resolvemos el sistema no lineal (6.10) para n = 3. Podemos ver en la Figura 6.5 la
representacién de las 3 superficies que tienen infinitas soluciones. El comportamiento de los
métodos iterativos para encontrar las soluciones s; = (1,1142...,1,1142...,1,1142.. ‘)T y
la simétrica s5 = —s71 es totalmente andloga al caso n = 2. Por este motivo, buscamos dife-
rentes soluciones, por ejemplo, partiendo de una estimacidn inicial g = (—1, 1,0.5)T, el méto-
do de Newton no converge mientras que el método de Newton modificado llega a la solucién
s3=1(9,7165...,3,0385...,—3,4770.. .)T. En la Tabla 6.3 podemos contrastar los resultados
numéricos entre ambos métodos.

Figura 6.5: Representacién grafica del sistema no lineal para n = 3.
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Como se observa en la Tabla 6.3, los resultados numéricos muestran que, nuevamente, el método
de Newton no converge porque el jacobiano es singular mientras que la versién modificada
funciona correctamente.

Finalmente, resolvemos el Ejemplo 4 para n = 50 con el objetivo de analizar el comportamiento de
estos métodos para problemas de mayor tamafio. El sistema de grandes dimensiones también tiene
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Tabla 6.3: Resultados de convergencia para el Ejemplo 4 parai=1,...

,mconn =3.

Métodos 0 AT tter oy — a2kl IF(ee1)| ACOC @y
Newton (-1,1,057  — 100 NC NC — —
Newton mod. (—1,1,0.5)7 -1 9  1.1912¢ —26 3.4423¢ —26 2.0908  s3
Newton mod (-1,1,0.5 T _12 11 5.8898¢—49 5.9379¢ —49 1.9999 S1
Newton 9,3,-3)T - 7 4.070le —48 1.3556e — 47 1.9999  s3
Newton mod.  (9,3,—-3)T 01 6  4.2756e—26 1.5069¢ —25 2.0014  s3
Newton mod.  (9,3,—-3)T 001 7  1.7024¢ —48 5.6709¢ — 48 1.9998  s3
Newton mod. (9,3, —3)T 1 7 5.035le—46 3.2056e —45 1.9411  s3

infinitas soluciones, siendo s1 y so2 similares a los casos anteriores pero con las 50 componentes
correspondientes, ya que el tamaio de los vectores solucién es 50.

. IR 1 2 ~ 1
Tomamos como estimacién inicial zo = (:c(() ),m(() ))T, de tamafio 50, donde zg )

(1)

Lo

y o

, €S un vector cuyas

son

subvectores de tamafio 20 y 30, respectivamente. El primero de ellos,
2 e
componentes son todas 1 y el segundo, xé ), estd definido como un vector cuyas componentes son
todas 1/4. En la Tabla 6.3, presentamos los resultados numéricos, como en los casos anteriores,
pero esta vez describiendo el tiempo de ejecucién en segundos que tardan los métodos en obtener

la solucién aproximada de la pentltima columna.

Tabla 6.4: Resultados de convergencia para el Ejemplo 4 con n = 50.

Métodos /\g) Iter ||zg41 — k]l ||[F(zgs1)l]  ACOC  xp4q1  Tiempo
Newton - 100 NC NC — — 54.9641
Newton mod.  —1 8  2.3557e—32 2.4208e — 32 2.0 s1 4.3789
Newton mod. —1.2 8 3.4272e — 26  3.3661e — 26 2 S1 4.3982
Newton mod. 0.1 5 2.2719e — 30  3.1553e — 30 2.0 s1 3.1588
Newton mod. —0.1 5  6.6908¢—31 9.2922¢ —31 1.9999 s1 2.8910

Como vemos, Newton es un método que no converge para este problema ya que el sistema
presenta singularidades. Por otro lado, vemos las posibilidades que presenta el método de Newton
modificado ya que, variando A" obtenemos diferentes casos de convergencia. Ademads, para
ciertos valores del vector A™), observamos convergencias mas rapidas por los tiempos de ejecucién
y en las iteraciones empleadas.
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6.5 Conclusiones

Este Capitulo comienza con la motivacién de estudiar el método (6.1) como alternativa al método
de Newton cuando la matriz jacobiana F’ esta mal condicionada o es singular cerca de la solucién.
Para ello, se han presentado una serie de planos dindmicos correspondientes al método de Newton
y a Newton modificado cuando se aplican a resolver sistemas cuya matriz jacobiana presenta
singularidades en la o las soluciones. Como resultado de esta Seccién hemos visto que el método
(6.1) mantiene o mejor la accesibilidad del método de Newton en estos ejemplos.

En la segunda Seccidn, nos centramos en el estudio de la convergencia semilocal para el método
iterativo de Newton modificado. Este estudio nos permite obtener las condiciones necesarias bajo
las cuales el método converge a alguna solucién del problema. Ademads, también presentamos
condiciones para que se de la unicidad de solucién.

Los resultados numéricos presentados en los tres primeros ejemplos de los experimentos numéri-
cos, muestran que, variando el vector \j, tenemos mds posibilidades de encontrar entornos en
los que el método de Newton modificado converja, que en el caso del método de Newton clasico.
Ademas, en el Ejemplo 4, los resultados numéricos muestran que, en los casos en los que el
método de Newton no converge, su versién modificada si puede alcanzar la solucién en pocas
iteraciones si damos con el valor de )\](j) adecuado. También, a través del dltimo caso de la Tabla
6.4 en el que el método de Newton funciona correctamente, hemos comprobado que, para valores

de )\,(;) préximos a cero, el comportamiento del método modificado es similar al de Newton.
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Capitulo 7. Descomposicién del operador no lineal para resolver problemas no diferenciables

7.1 Introduccién

En este Capitulo, estudiamos el problema de aproximar la solucién del sistema de ecuaciones no
lineales
H(z) =0, (7.1)

donde H : D C X — X es un operador no diferenciable Fréchet definido sobre un subconjunto
convexo abierto no vacio D de un espacio de Banach X. En este tipo de situaciones, no es posible
recurrir a métodos cldsicos como el de Newton ya que, al usar el operador H' en la definicién de
su esquema iterativo, no es aplicable a operadores no diferenciables. Para resolverlos, es habitual
recurrir a procesos iterativos libres de derivadas, es decir, que no dependan de la existencia o no
singularidad de la matriz jacobiana.

Nuestro objetivo principal en este Capitulo es construir un proceso iterativo que tenga las buenas
caracteristicas del método de Newton, para el caso en que H es diferenciable, pero que también
mantenga estas buenas propiedades y a su vez sea aplicable en situaciones en que el operador
H sea no diferenciable. Para conseguir este objetivo, el primer paso consiste en aproximar el
operador H’ cuando el operador H es no diferenciable. Es habitual usar como aproximacién a
las derivadas (matrices jacobianas en el caso de sistemas), operadores de diferencias divididas de
manera que obtenemos procesos iterativos libres de derivadas.

Utilizaremos, como en [16], la siguiente definicién para las diferencias divididas de un operador.
Denotemos por L(X,X) el espacio de operadores lineales acotados de X a X entonces, un
operador [x,y; D] € L(X, X) se denomina diferencia dividida de primer orden para el operador
H:DCX — X, enlos puntos x y y (x # y), si se cumple la siguiente igualdad

[z,y; Dl(x — y) = H(z) — H(y). (7.2)

En [11], Kung y Traub presentaron una clase de procesos iterativos libres de derivadas que son
tan simples como el método de Newton, teniendo convergencia cuadratica y la misma eficiencia
computacional que dicho método, pero sin utilizar H' en su esquema iterativo. Dentro de estos
esquemas se encuentra el método de Steffensen como un caso especial, donde la evaluacién de
H'(z},) en cada iteracién del método de Newton se aproxima por la diferencia dividida de primer
orden [zy,z + H(zy); H]. El método de Steffensen ha sido ampliamente estudiado ([57, 15,
58]) y su algoritmo para sistemas es

{ xg en D,

_ 7.3
Th41 :xk—[xk,xk+H(xk);H] 1H($k), k> 0. ( )

Este método tiene convergencia cuadratica y la misma eficiencia computacional que el método
de Newton.

También se han considerado otros tipos de aproximaciones a la derivada del operador y se obtienen
métodos similares al de Newton:

wpy1 = ap, — [Aleg)] T H(zy), k>0, €D, (7.4)
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donde A(x) € L£(X,X) es una aproximacién de H'(z) para cada 2 € X, siendo £(X, X) el
espacio de operadores lineales acotados de X a X. El anélisis de convergencia ha sido estudiado
por varios autores ([59], [60]).

Los métodos que utilizan diferencias divididas en su algoritmo tienen un inconveniente. Como
discutiremos en la Seccién 7.2 de este Capitulo, la accesibilidad de estos métodos a la solucién
del sistema es mala, por lo que el dominio de los puntos de partida para los que el método de
Steffensen converge a alguna solucién del problema es reducido. Por el contrario, ésta es una
de las caracteristicas favorables que nos interesa conservar del método de Newton (2.20). Por lo
tanto, en este Capitulo vamos a tratar de mejorar la accesibilidad del método de Steffensen. Para
ello, utilizamos una nueva idea que consiste en realizar una descomposicién del operador H que
define la ecuacién H(z) = 0. Asi, consideramos

H(z) = F(z) + G(x),

donde F,G : D C X — X son operadores no lineales, F' es diferenciable y G es continuo pero
no diferenciable.

Entonces, en la ecuacién (7.4), consideramos
A(xy) = F'(xy,) + [z — e H(xy), x + € H(xy); G), con e > 0,
y obtenemos la siguiente familia de procesos iterativos de tipo Newton-Steffensen:

xo € Dy € > 0 dados,

/ -1 (7.5)
Thy1l = T — (F (l‘k)+[l'kfé‘H(l'k),wk%*EH(xk);G]) H(zy), k>0.

Notar que, si consideramos el caso en que el operador H es continuo pero no diferenciable, tal que
H(z) = F(z) + G(x), donde F es diferenciable Fréchet y G es continua pero no diferenciable,
el proceso (7.5) tiene dos ventajas: en primer lugar, para la parte diferenciable del operador
se considera F’(x},) vy, en segundo lugar, para la parte no diferenciable, la diferencia dividida
simétrica de primer orden [z}, — ¢ H(zy), z + € H(xk); G], que mejora los resultados dados por
[zk, vk + H(zk); H]. Asi, se considera una situacién mds adecuada para A(xy) que las conocidas
hasta ahora.

Observemos que si H es diferenciable Fréchet, entonces G = 0 y estamos ante el método de
Newton (2.20) y, por otro lado, si H es completamente no diferenciable, es decir, que F' = 0,
entonces obtenemos un método tipo Steffensen con convergencia cuadratica [7].

Comenzamos el Capitulo en la Seccién 7.2 viendo que los procesos iterativos pertenecientes a la
familia (7.5), mejoran la accesibilidad del método de Steffensen, uno de los métodos libres de
derivadas mds utilizados. Tras esta Seccién de motivacién, dedicamos las Secciones 7.3 y 7.4 al
estudio de la convergencia local y semilocal de los métodos (7.5), respectivamente. Finalmente,
estudiamos un ejemplo numérico en el que se justifica la aplicacién de familia de métodos (7.5).
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7.2 Motivacidon

Como ya hemos mencionado, el método de Steffensen es una variante del método de Newton en la
que el operador H' se sustituye por un operador de diferencias divididas progresivas. Este método
es tan sencillo como el de Newton, tiene la misma eficacia, el orden cuadritico de convergencia
que caracteriza al método de Newton y, ademds, es aplicable a operadores no diferenciables.
A priori parece un método mas (til que el de Newton. Sin embargo, tiene un inconveniente
importante ya que la regidn de accesibilidad de este método se reduce considerablemente con
respecto al de Newton.

En la practica, estimamos la accesibilidad de un método representando sus cuencas de atraccién
(el conjunto de puntos iniciales en el subconjunto espacio tales que evolucionan hacia un atractor
particular [61, 62]) cuando se aplica para resolver una ecuacién compleja H(z) = 0, donde
H:C—-CyzeC.

En este Capitulo vamos a mostrar la accesibilidad de los métodos de Newton y Steffensen que
se generan resolviendo la ecuacién compleja H(z) = 23+ 2% — 2. Sabemos que las soluciones de
esta ecuacién son zf =1, 25 = -1+ —iy 25 = —1 4.

Nos interesa mostrar las cuencas de atraccién de los métodos para compararlas. Vamos a elegir
el rectdngulo D = [—2.5,2.5] x [—2.5,2.5], que contiene las tres soluciones. Tomaremos una
cuadricula de 1000 x 1000 puntos en D que seran los puntos iniciales y comenzaremos a iterar
ambos métodos. Los puntos iniciales que estan en el rectdngulo pueden converger a una de las
soluciones, converger a un punto fijo extrafio (un punto que no es solucién) o divergir, segin el
método iterativo que utilicemos.

Para ambos métodos disponemos de un maximo de 50 iteraciones para converger, considerando
que los puntos iniciales zg del mallado convergen a la solucién cuando, tras iterar los métodos, la
ultima iteracién realizada satisface ||zj, — z}|| < 1073, i = 1,2, 3. Si esta distancia no es inferior
a 1072 habiendo agotado las 50 iteraciones, diremos que el método no converge partiendo de ese
punto inicial zg concreto y este punto se coloreard de negro. En caso de que converja, le hemos
asignado un color diferente dependiendo de a qué solucién converja. En concreto, hemos elegido
el color naranja para la cuenca de atraccién de la raiz real zJ = 1y los colores verde y azul para
la cuenca de atraccién de las raices complejas 25 y 23 , respectivamente. En el estudio dindmico
realizado en Wolfram Mathematica 13 hemos concluido que no existen puntos fijos extrafios que
sean atractores para estos métodos. Notar que para todos los puntos de partida zg € D, la parte
real se sittia en el eje de abscisas y la parte imaginaria en el eje de ordenadas.

Observamos en la Figura 7.1 que la accesibilidad de Steffensen es claramente peor que la de
Newton y, por tanto, peor que la del método (7.5) en el caso diferenciable. Este hecho podemos
observarlo en las zonas negras que corresponden a los puntos del rectangulo D que, tras 50
iteraciones, no coinciden con ninguna de las tres soluciones.

Si ahora aplicamos el método (7.5) para resolver la ecuacién compleja H(z) = 2° + 2% — 2,
suponiendo F(z) =0, G(z) = 2> + 22 =2y e = 1, vemos en la Figura 7.1 que la accesibilidad
mejora respecto al método de Steffensen ya que utilizamos diferencias divididas centradas. Si
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Figura 7.1: Cuencas de atraccién del polinomio H(z) = 2* + 2% — 2.

25 2 15 1 05 05 1 15 2 25 25 2 45 4 06

0 0
Relz} Re{z}

(a) Método de Newton. (b) Método de Steffensen.

ademds elegimos ¢ = 0.001, las cuencas de atraccién mostradas en la Figura 7.2 son mas
préximas a las del método de Newton que a las del método de Steffensen, adn considerando
F(z) =0y sin utilizar derivadas.

Figura 7.2: H(z) = 2® + 2® — 2 para el método iterativo (7.5).

25 2 15 1 05

05 1 15 2 25 25 2 15 4 05 05 1 15 2 25

0 0
Re(z} Re{z}

(@) e=1 (b) £ =0.001

Ademas de los planos dindmicos, queremos comprobar numéricamente que la accesibilidad del
método (7.5) es bastante préxima a la del método de Newton. En la Tabla 7.1 estudiamos el
porcentaje de puntos iniciales que convergen a alguna solucién. También en esta Tabla podemos
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observar el nimero medio de iteraciones que necesita cada método para alcanzar la convergencia,
teniendo en cuenta que trabajamos con un maximo de 50 iteraciones.

Tabla 7.1: Comparacién del porcentaje y la media de los métodos.

Métodos € Porcentaje Media
Newton 99.9998%  5.7795
Steffensen 10.7265%  45.6607

Método (7.5) 1  30.2849%  36.7588
Método (7.5) 0.001 99.9378%  5.7988

Como vemos, tanto en los planos dindmicos como en la Tabla 7.1, el método (7.5) mejora mucho
la accesibilidad del método de Steffensen y, a su vez, es aplicable a operadores no diferenciables.
Por este motivo, nuestro objetivo en este articulo es descomponer el operador no lineal en la
suma de una parte diferenciable y otra no diferenciable, si es posible, intentando conservar la
buena accesibilidad del método de Newton.

A continuacién, vamos a ver coémo mejora la accesibilidad del método de Steffensen utilizando el
método de Newton-Steffensen con diferencias divididas progresivas del trabajo [35], cuyo esquema
viene dado por

xrg €D

y ~1 (7.6)

Tht1 = T — (F (z) + [xk 2k + H(zg); GD H(xzy), k>0,
y el método (7.5) para la ecuacién no diferenciable H(z) = 22 + |z| — 2 = 0. Sabemos que las
soluciones de esta ecuacién son 2] = 1y z5 = —1. En el caso de los métodos tipo Newton-
Steffensen, descomponemos H(z) en F(z) = z? — 2, la parte diferenciable de la ecuacién, y
G(z) = |z| , la parte no diferenciable.

Vemos cémo ambos métodos, (7.6) y (7.5), mejoran la accesibilidad del método de Steffensen
y, a su vez, son aplicables a operadores no diferenciables (ver Figura 7.3).

Otra motivacién para este trabajo es estudiar cémo el operador de diferencias divididas centradas
utilizado en (7.5) mejora el método (7.6), que utiliza diferencias divididas progresivas de primer
orden. En el caso de estos dos métodos, no es tan evidente cudl de los dos tiene mejor accesi-
bilidad, ya que no se observan zonas de no convergencia. Lo lnico que cabe destacar es que las
cuencas de atraccién de las soluciones para el método (7.5) son simétricas mientras que para el
método (7.6) convergen mas puntos iniciales a la solucién 25 que a z7.

Para ver mejor las diferencias entre los tres métodos en el caso no diferenciable, estudiamos en
la Tabla 7.2 el porcentaje de puntos iniciales que convergen a alguna de las soluciones y la media
de iteraciones necesarias para ello, teniendo en cuenta que el niimero maximo de iteraciones es
50.
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Figura 7.3: Cuencas de atraccién de la funcién no diferenciable H(z) = 2* + |2| —2 = 0.
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Steffensen Newton-Steffensen (7.5) para e = 0.001

Tabla 7.2: Comparacién del porcentaje y la media de los métodos.

Métodos Porcentaje Media
Steffensen 77.2919%  15.8885
Newton-Steffensen 100 % 4.5630
Método (7.5) 100 % 4.5091

Por dltimo, en la Figura 7.4 estudiamos la accesibilidad del método (7.5) para diferentes valores
del pardmetro € cuando lo aplicamos al estudio del operador anterior. Para ver mejor los planos
dindmicos generados por los diferentes valores de €, analizamos la accesibilidad de la ecuacién
anterior para un maximo de 25 iteraciones. Es decir, todos aquellos puntos que no satisfagan
la tolerancia 10™2 en menos de 25 iteraciones, pertenecen a la zona negra en cada uno de los
planos dindmicos.

Observando las Figuras 7.4, podemos concluir que, para valores mas pequefios de ¢, la velocidad
de convergencia mejora considerablemente ya que, en los casos € = 1y € = 10 podemos observar
zonas negras mdas extendidas, es decir, puntos iniciales que no convergen a ninguna de las dos
soluciones en 25 iteraciones.

7.3 Analisis de convergencia

En primer lugar, en esta Seccién, estudiamos el orden de convergencia local para el método dado
por (7.5), suponiendo que el operador no lineal H es diferenciable. De esta manera, podemos
obtener la expansién en serie de Taylor de H en un entorno cercano a la solucién z* para asi
obtener una expresién del error. En segundo lugar, prestamos atencién al andlisis de la conver-
gencia local. El estudio de la convergencia local de un proceso iterativo se basa en obtener las
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Figura 7.4: Cuencas de atraccién de (7.5) para diferentes ¢ aplicado a H(z) = 2% +|2| =2 = 0.

e =0.001

condiciones necesarias de los operadores evaluados en la solucién z* de un problema, de modo
que podamos proporcionar la llamada bola de convergencia del proceso iterativo, un entorno que
muestra la accesibilidad del método a dicha solucién por parte de las aproximaciones iniciales
pertenecientes a la bola.

7.3.1 Orden de convergencia local

En primer lugar, como es habitual [63, 64, 17], consideramos el caso en el que el operador
H: D C X — X es suficientemente diferenciable y cualquier descomposicién se realiza H(z) =
F(xz) + G(x). Esto nos permitira obtener la ecuacién de error del método de descomposicién
(7.5) y asi obtener su orden de convergencia.

A partir de la férmula de Genochi-Hermite (2.25) para el operador de diferencias divididas

1
[z +h,x—h;G] = % / G'(z + th)dt, (7.7)
-1

y mediante la expansién en serie de Taylor de G’ (x4 th) en el punto z e integrando, obtenemos
el siguiente desarrollo

&+ how — 1G] = G'(a) + £G" (@) + O(K?), (7.8)

que utilizaremos en la demostracién del siguiente Teorema para obtener el orden de convergencia
del método.

Teorema 7.3.1. Sea H : D C X — X tal que H(z) = F(z)+G(x), donde F' y G son operadores
suficientemente diferenciables, y z* € D tal que H(x™) = 0. Si la aproximacién inicial z¢ se
elige suficientemente cerca de x*, entonces la sucesion {x},}, dada por (7.5), converge a x* y el
orden local de convergencia del método (7.5) es al menos 2. Ademds, la ecuacion del error es:

epr1 = (TAz + TB2)(T + 1) e + O(e}), (7.9)
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donde T — F/(.ZIZ*), T = G/(:C*), Ai _ %Fl(x*)*lp(ﬂ(m*) y Bj — %G/(x*)flc(ﬂ(m*)
tal que Aj, B; € L;j(X,X), j = 1,2,..., donde L;(X,X) es el conjunto de los operadores
simétricos j-lineales acotados.

Demostracion 7.3.1. Calculamos las expansiones en serie de Taylor de F(z},) y G(xy,) alrededor
de x*, que es la solucidn, y obtenemos

F(azy) =T (Ao + Avey, + Agef + Ase} + O(ei)) )

G(:Ek) =7 (Bo + Biep + Bgei + Bge% + O(ei)) s

donde A; = %F’(x*)le(j)(x*),Bj = %G’(m*)flG(]‘)(m*) € Li(X,X), e, =z, — a7,

I = F'(z*) y Y = G'(z"). Por la forma de definir A; y B, tenemos que A1 = By = I en los
desarrollos de F(zy) y G(zy).

Calculamos la expresion de H(xy) = F(x) + G(xy), utilizando los desarrollos anteriores. Para
ello, vamos a tener en cuenta que T Ao + Y By = F(z*) + G(z*) = H(z") = 0. Asi, obtenemos

H(zp) = (T 4 Y)e + (TAz + TBo)es 4+ (T Az + Y Bs)ey + O(ep). (7.10)

Ahora, derivando el desarrollo de F'(x},) con respecto a x;,, obtenemos que F'(x},) es de la forma:

Fl(z) =T <I + 2/ge + 3A3¢2 + 4A4Ed + 0(e§)> .

Utilizando el operador de diferencias divididas visto en (7.8), tenemos:
. _ 1 2 3
g + h,z, — ;G =G (ZEk)-i-gG (zg)h” +O(h”), (7.11)

donde h = ¢ H(xy,).

Para calcular la ecuacién anterior, primero veremos cémo son las expresiones para G'(x1) y
G"'(x1,). A partir de la serie de Taylor de G(z},) alrededor de z*, obtenemos

G(zp) =T (1 + 2Bgey, + 3Bsel + AByel + o@)) :
Q" (x) =T (633 + 24Byey, + 60Bse2 + O(ei)) .
Sustituyendo estos desarrollos en (7.11) y teniendo en cuenta que h = € H(zy) con H(xy)
desarrollado en (7.10), calculamos

[2 — h, 2k, + h; G) = Y(I + 2Baey, + (31 + (I + Y)?) Bsej
+2(*(D + Y)(TA2 + TB2)Bs + 2By + 22T + 1)*Ba)e} + O(er)).
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Denotamos A(xy,) = F'(z) + [z, — € H(z), 2k +¢ H(xy); G]. Utilizando Ia expansion en serie
de Taylor de F'(x;,) alrededor de x* y la iltima expresién obtenida, A(x}) se expresa como
sigue:

A(zp) = (T4 ) + (2T Az + 2T By)ey, + (3T Az 4+ Y (31 + (T + 1)?)Bs)er + O(e}).

Finalmente, calculando [A(x)] ™! = (F'(z1,)+[zr—e H(xy), 2 +e H(xy); G]) ™1 y sustituyendo
este desarrollo en el método (7.5) junto con el desarrollo de H(xy) de (7.10), se obtiene la
siguiente ecuacion de error:

Chp1 =Thi1 — 3" =g — 3* — [Azg)] T H(zy) = (TAg + YB)(T + 1) e} + O(e}).
|

Notar que en la demostracién anterior no se tiene en cuenta la no conmutatividad del producto
de operadores en L;(X, X) para simplificar la demostracién del orden de convergencia en el caso
multidimensional. Adin asi, se ha hecho minuciosamente la comprobacién y podemos afirmar que
se obtiene el mismo orden para ecuaciones que para sistemas.

7.3.2 Convergencia local y unicidad de solucién

En segundo lugar, vamos a obtener un resultado de convergencia local aplicable al operador H
tanto cuando es diferenciable como cuando no lo es.

Consideramos H(z) = F(z)+ G(z), donde F,G : D C X — X, F' es un operador diferenciable
Fréchet y G es continuo pero no diferenciable. Nétese que si H (z) es diferenciable, consideramos
H(z) = F(x) y estarfamos estudiando la convergencia local para el método de Newton. En el
caso contrario, es decir, si H(x) es un operador no diferenciable tal que H(z) = G(x), estariamos
estudiando la convergencia local del método de Steffensen.

Para asegurar la convergencia local del método (7.5), asumimos condiciones sobre los operadores
F y G y también la actuacidn de éstos sobre la solucién z* de la ecuacién H(xz) = 0y en un
entorno de ésta. Recordemos que la convergencia local proporciona lo que llamamos la bola de
convergencia B(z",r), donde =* es el centro y r es su radio. Dependiendo de lo grande que sea
el radio de convergencia, podemos decir que el método tiene mas o menos accesibilidad porque
cuanto mas grande sea la bola, mas puntos de partida dentro de ella convergerédn a la solucién.

En primer lugar, consideramos las siguientes condiciones:

(A) H es un operador continuo en z* tal que
[H () — H")|| < po(llz —27)), =€ D, (7.12)

donde y19 : RT — R es una funcién continua no decreciente, con Rt = {z € R: = > 0}.
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(B) F’ es un operador continuo tal que

IF' () = F'(y)| < m(llz —yl), @ye D, (7.13)

donde 1 : RT — R™ es una funcién continua no decreciente. Suponemos que existe una
funcién h : [0,1] — R™, que es continua y no decreciente, tal que u1(tz) < h(t)p1(z),
con t € [0,1] y z € [0, +00). Ademds, definimos M = [ h(t)dt

(C) Suponemos que existe el operador de diferencias divididas de la forma [u, v; G] para cada
par u,v € D, u # v. Por tanto, [—, —; G] es un operador continuo tal que

[z, y; Gl = [u, v; G| < pa([lz = ull, [ly = 2l}), 2, y,u,0 € D, (7.14)

donde o : RT x R™ — RT es una funcién continua no decreciente respecto de ambos
argumentos.

Notar que como G es un operador no diferenciable, 12(0,0) > 0 (ver [15]). Si consideramos
que p2(0,0) = 0, esto implicaria que G es diferenciable como se demuestra en [65] y, por
tanto, no estarfamos haciendo un estudio de convergencia local del método (7.5) para
cualquier operador H(x), sea o no diferenciable.

Ahora, vamos a introducir un Lema para asegurarnos de que la sucesién de iteraciones {z; } dada
por el método (7.5) estd bien definida.

Lema 7.3.1. Bajo las condiciones (A), (B) y (C), suponemos que xp_1, tj_1 — eH(x_1),
Tip_1+eH(zip_1) € D parae >0, n > 1, y se verifican las siguientes condiciones:

(D) Sea z* la solucién de H(x) = y considerando & € D, con ||Z — z*|| < d y§ > 0, de
modo que L™! = (F/(z*) + [z*, % G]) ! existe y |[L7Y]| <.

(E) Se cumple la siguiente relacion para el pardmetro auy,_1:

ap—1 =y(u1 (|zk—1 — [) + p2(lzp—1 — =7
+epo(llzp—1 —z))), 0 + |lzp—1 — =" | + epo(lrp—1 — ™)) < 1

Entonces, ), estd bien definido y se cumple que:

lzk — 2| < Tp_qllzg—1 — || donde Ty_q = IOZL
— Qg1

g1 =7 (Mpa(lzg-1 — 2" |) + p2(lew—1 — 2"l + epo(llzr—1 — 2|, epo(lzp—1 — 2™[1))) -

Demostracién 7.3.2. Notar que xj,_1 — eH(xp_1),xp_1 + eH(xp_1) € D parae > 0 y
suponemos que xj_1 — eH(x,_1) # xp_1 + eH(xp_1). Suponemos lo anterior porque si no
tendriamos que 2eH(zp_1) = 0y, como € > 0, tenemos que H(x;_1) = 0 y por tanto
Tm =2_1 =%, ¥Ym >k — 1 con lo que el resultado se obtendria de forma sencilla.
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Entonces si xj,_1 — eH(zp_1) # xr_1 + €¢H(xi_1), podemos afirmar que existe el siguiente
operador [x},_1 — eH(xp_1),2p—1 +eH(xp_1); G].

Para simplificar la notacion de la prueba, definimos A(x) = F'(z) + [z — eH(z),z + cH(z); G].
Ahora, teniendo en cuenta las condiciones (A) - (C),

17 = 27 Al )l = 1 = L7 (F (@) + fon—y — eH (21, 201 +<H (zi-1); G|
<ML = (o 1) = lon1 — eH (g1, k1 + <H (@ 1); G|
<NLTHAFE @) = F @)
+ |I[z*, & G) = [ag—1 — eH (zp—1),2p—1 +eH(zp1); G]|])
<(mllar—1 - "I
12 (" = @1 +H o)l | = w1 — H(ai1)])) )
< (mllar— - ")
iz (g = 2| + el Hwy 1) = H@), 13 = ") + llog—1 — eH(wg—) = 2] )
< 5[ me (o =71
+ 2 (Jlax—1 =2 | + epollan—1 =), + g1 — 2| + epo (a1 —°1) |

<ap_1 <L

Por el Lemma de Banach para operadores invertibles (ver [54]), existe [A(zj,_1)] "' y

1L~ «_ 7
L1 A(zp—1)l = 1— ok

IA@R-0] 7 < 1=

Dado que el método (7.5) se define como
o = ap_1 + (F'(2p—1) + [wp—1 — eH (zp_1), w1 + eH (2p—1); G) ™ H(zp—1),
y hemos visto que [A(xk_l)]_l existe, por lo que x;, estd bien definido.
Del método (7.5) deducimos:
w1 — " =wp1 — [Alep_1)]  H(zpo1) — 2" = [A(zp-1)] T (A@ro1) (@1 — @) — H(zg 1))
= [A(zp-1)] " ((F/(xk—l) +[eg—1 —eH(xp—1), 251 +eH(zg—1); G (xg—1 — 27)

— F(zp_1) — G(mkfl))‘

Puesto que

*

/m(Fw—ﬂummw:ﬂﬁwﬁuhﬂ—Fuhmﬁ—qu

k—1
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sustituyendo en la ecuacidn previa:

z*

Tt — 2" = [Alzp_)] " / (F'(2) — F'(z_1))dz

‘k—1

1A 7 ([op-1 — eH @xo1)sap1 +Hzp1); Gl agr - )

+G(a") ~ Glay-1))
1
= [A(zp_1)] " (/ (F'(zgp—1 + t(z* — 1)) — F'(zp-1)) (=" — «’kal)dt)
0

+ 1A (lekor — eH(p1), wxm1 +eH(0p1); 6] — [ gy Gl — 7).

Tomando normas en la expresién anterior y teniendo en cuenta (A)-(C), obtenemos:

1
o =21 < M- [ e = o)
+ 12 (a1 = eH(wp-1) = "l e H (o)) ) an-1

Yy *
. =
S L)

4‘M2(Hwk—l—'m*H4'€Moﬂh%41'—x*H%fuoﬂh%71—-xﬂD))HIk71-$*H

Qg1

* *
= e =I%_ e .
by - 2" = Dok -7

Para probar que la sucesién {z;} dada por el método (7.5) converge a x*, estamos interesados
en las condiciones bajo las cuales {||z; — 2™ ||}72 es una sucesién estrictamente decreciente de
niimeros reales positivos que converge a cero. Por el Lema 7.3.1, ||z — z2¥|| < ||lzg—1 — =*|| si
I't_1 < 1y esto es cierto si sélo si ap_1 +ap_1 < 1.

Por lo tanto, si existe al menos una raiz real positiva para la ecuacién real:

Y (p1(t) + p2(t +epo(t),d +t +epo(t))) +v (Mp1(t) + p2(t +cpo(t), epo(t))) —1 =0,
denotamos por r la raiz real positiva mds pequeiia.
Asi, para zj,_1 € B(z*,r) y xp_1 —eH(zp_1), 751 +eH(zi_1) € D tal que

lee—1 +eH (zp—1) — 27| < lwp—1 — 27| + epo(lzx—1 — 27[) <7 +epo(r),
lek—1 —eH(zp—1) — "l < [log—1 — 2" +epo(lar—1 — ™)) <7 +epo(r),
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tenemos que

ap—1 <m =(u1(r) + p2(r +epo(r), 6 +r+epo(r)) <1,
ya que p1 y o son funciones no decrecientes en RT x R

También,
a1 <m=vy(Mp1(r) + p2(r +epo(r),epo(r)))-

Por tanto, como m + ™m = 1, tenemos:

Tpo1 < 0 =1,
1—-m

donde {I';,_1} es una sucesién estrictamente decreciente.
Teniendo en cuenta estos nuevos resultados, modificamos la condicién (E) del estudio anterior y

consideramos la siguiente condicién:

(E’) Suponemos que la ecuacién

YA+ M)pa(t) + pa(t +epo(t), 6 +t +epo(t) + p2(t + epo(t), epno(t))] —1 =0,
(7.15)
tiene al menos una raiz real positiva y B(z*,r + eug(r)) C D, donde r es la raiz real
positiva mas pequefia de (7.15).

El siguiente resultado muestra los resultados de convergencia local.

Teorema 7.3.2. Bajo las condiciones (A) - (D) y (E’), si elegimos una aproximacién inicial
xo € B(z*,r), entonces la sucesion {x},} dada por el método (7.5) estd bien definida, pertenece
a la bola de convergencia B(z*,r) y converge a la solucién x* de la ecuacién H(x) = 0.

Demostracion 7.3.3. Tenemos xo+cH (xo) # xo—eH (x0) ya que en caso contrario H(xp) = 0
y, por tanto, xg = =¥ y ), = ¥, Vk < 1 y el resultado quedaria demostrado.

Del Lema 7.3.1,

ao = y(pa(llwo — 2™[1) + p2(llwo — =™ + epo(lzo — =*[1), 8 + llzo — 27| + po (w0 — 27)))
<(pa(r) + pa(r+epo(r), 0 +r+epo(r))) =m <1,
y tenemos que existe [A(z0)] ™1 y ||[A(z0)] || < — 7 Por tanto, x1 estd bien definida y

~—1l—ap

21 — 2" < Tollzo — 2™ < [|lzo — 2™ <r.

Por lo tanto z1 € B(z™,7).
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Por otro lado,
z1 4+ eH(z1) — 2" < o1 — a™[| + e[ H(z1)|| < llz1 — 2" + epo(z1 — =)
< lwo — 2" || + epo(l|lzo — 2™[|) <7+ epo(r),
lz1 —eH(x1) — 2" < [ler — 2™ + epo(lle1 — 2[]) <+ epo(r).
Asi, 1 +eH(z1),21 —eH(z1) € D.

Por induccidn sobre k > 2, demostramos que, sizy_1 € B(z*,7) y x,_1 +eH(zp_1), Tp—1 —
eH(xp_1) € D, conxp_1+eH(xp_1) # xn—1 — eH(zp_1), entonces xy, estd bien definido y

lep—a"|| <llzp—1=2", loxteH (@) —a"| <rt+epo(r) vy |lop—eH(zp)—a"|| < r+epo(r).

Suponiendo que las hipdtesis son ciertas para k = 2,...,n, veamos que es cierto parak =n+ 1.

Puesto que xn, € B(z*,7) y xn + eH(xn),xn — eH(xn) € D, por el Lemma 7.3.1 existe
[A(zn)] "t Esto implica que x,, 1 estd bien definido y, por tanto,

lznt1 — 2" < Tullen — 2*|| < |lan — 2" < ... < ||zo — 2™|| < 7.

Ademas,

lens1 +eH(@nr1) — || <llensr — 2|+ epo(llenss —a*[) < 7+ epo(r),
lens1 — eH(@nr1) — 2| <llenss — 2|+ epolllenss —a"[) < r+ epo(r),

Queda probado para k =n + 1.

Entonces, {z;} C B(z*,r) y {|lxx —x™||} es una sucesidn estrictamente decreciente de niimeros
reales positivos. Como I'y,_1 también es estrictamente decreciente, tenemos que

k
ek — 2" < Tp—allzg—1 — 2"l < ... <Tgllwo — 27|

Por lo tanto, cuando k — oo, se cumple {||z;, — z*||} — 0 y, por lo tanto, {x}} converge a x*.

Finalmente, vamos a presentar un resultado que asegura la unicidad de la solucién bajo ciertas
condiciones y nos permite definir la bola de unicidad.

Teorema 7.3.3. Bajo las condiciones (A) - (D) y (E’), suponemos que la ecuacién
E1(t) = y(Mpr(t) + p2(0,t 4 6)) =1 =0, (7.16)

tiene al menos una raiz real positiva, donde R es la raiz real positiva mds pequefia de (7.16).
Entonces la solucién x™* es la unica solucién de la ecuacién H(z) =0 en B(z*,R)N D.
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Demostracién 7.3.4. Sea y* € B(z*, R) N D y H(y"*) = 0. Definimos el siguiente operador:

1
P= / F(a* +t(y* — 2%))dt + [z*,y"; G].
0

Usando (A) y (B), obtenemos:
1 _
L7 P =1 < | LTHIP = L

1
<27 [/0 IF (2" + t(y" — 2™)) — F'(@")|dt + |[[e",y"; G] = 2", % G|

1
<o | [ il ="+ a0,y - )
0
<y(Mpi(R) + p2(0, R+9)) = 1.
En la dltima desigualdad hemos utilizado la hipdtesis de que existe al menos una raiz real positiva

de E1(t) ya que esto implica que al menos una de las funciones 111(t) o u2(t) es estrictamente
decreciente.

Por tanto, existe P~ € £L(X,Y) y, gracias a la identidad:

deducimos que z* = y*.

7.4 Convergencia semilocal

En esta Seccién vamos a analizar la convergencia semilocal de la familia de métodos iterativos
(7.5), es decir, vamos a imponer las condiciones necesarias para que, dado un punto de partida
xo, el método iterativo (7.5) converja a una solucién z* del problema. Ademds, determinamos
los dominios de existencia y unicidad de solucién.

Para ello, consideramos xg € D y suponemos:

(1) Existe Aal =[A(zo)] ! = (F’(x0)+1[xo+€H(xo),xosz(xo)D_l tal que HAEIH <B.
Ademads, [|H (z0)|| < no tal que ||Ay " H(zo)|| < fno = w.
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(1) H es un operador continuo tal que

|[H(z) = H)l| < po(llz —yll), x,y€ D,
donde pg : RT — R™ es una funcién continua no decreciente.

(1) F es un operador continuo tal que
I1F (@) = F' Il < m(lle —yll), @,y €D,

donde 1 : Rt — RT es una funcién continua no decreciente. Suponemos que existe una
funcién continua no decreciente h : [0,1] — R tal que 1 (tz) < h(t)u1(z) con z € [0, 1]
y t € [0,00). Denotamos M = fol h(t)dt.

Notar que h siempre existe, tomando h(t) = 1, como consecuencia de que pp es una
funcién no decreciente.

(IV) Suponemos que existe [z, y; G] continuo para cada par z,y € D, = # y tal que el operador
de diferencias divididas satisface:

I,y G] = [u, v; G| < pa([lz = wll;[ly = ©l]); para tedo z,y,u,v € D,

donde iz : RT x RT — RT es una funcién continua no decreciente con respecto a ambos
argumentos.

Notar que como G es un operador no diferenciable, u2(0,0) > 0.

A continuacién, daremos un resultado generalizado de convergencia semilocal. Lo haremos fijando
el radio r del dominio de existencia e intentaremos calcularlo de forma que la sucesién {z} } esté
contenida en la bola de convergencia B(xq,r) cuyo centro es la iteracién inicial z¢ y cuyo radio
de existencia sea nuestro r fijado.

Teorema 7.4.1. Bajo las condiciones (1) — (IV), consideramos el pardmetro s = pa(eng,w +
eno) + Mui(w), y las funciones

m(t) = Bm (D) + ot -+ epo(t). 1+ epo(®) Y MO = s

cont € RY. Supongamos que la siguiente ecuacion tiene al menos una raiz real positiva,

1

717)\(25)0.1—15:0, (7.17)

denotando r la mds pequefia y, ademds, suponemos que se verifican las cotas s < 1, m(r) < 1
y A(r) < 1. Entonces, la sucesién {x} dada por el método iterativo (7.5) estd bien definida,
permanece en B(z,T) y converge a una solucién ™ de la ecuacién H(z) = 0.
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Demostracion 7.4.1. Para simplificar la notacién, escribimos

Ap = A(zy) = F'(xy,) + [z, — eH (), 2p + eH(21); G).

En primer lugar, demostramos por induccién que la sucesién dada por el método (7.5) estd bien
definida, es decir, en cada iteracion k > 1, el operador Ay, es invertible y se puede obtener la
siguiente iteracion Tj1.

Partimos del hecho de que x; estd bien definida ya que por la condicién (1), tenemos:

|21 — xol| = |1 Ay " H(zo)|| <w <.

Considerando las condiciones (1) — (IV) y la funcién auxiliar implicada, tenemos:
17— AG " Axll < [|AG ] (140 — As
<140 [l [[F (wo) + w0 + eH (o), w0 — eH (x0); ]
— F/(xl) — [J,’l + SH(:El), r1 — EH(J,’l)]H

< 8(mller = wol)+
w2 ([lz1 — 2ol +epo(|lz1 — zol]), [lz1 — 2ol + epo(|lz1 — wol\)))
< B(pa(r) + pa(r+epo(r),r +epo(r))) = m(r) < 1.

Entonces, aplicando el Lema de Banach, existe A1_1 y

1 B
1A ] < T—mr)’

Como F es diferenciable Fréchet, se tiene
1
F(x1) = F(x0) +/ F'(xo +t(z1 — x0))(z1 — x0)dt
0
/ 1 / /
= F(z0) + F (zo) (21 — 20) +/ (F"(zo + t(z1 — z0)) — F'(z0)) (21 — 20)dt.
0
Por otro lado, para el operador G utilizamos la Definicion de diferencia dividida:
G(xl) = G(:L‘o) — [xo,xl;G](xo — 1’1).

Por tanto, como H(xz) = F(z) + G(x), tenemos:

H(z1) = H(zo) + F'(z0)(z1 — 20) + [0, 21; G] (21 — 20)

1
+/ (F'(zq + t(x1 — z0)) — F'(x0))(z1 — zo)dt.
0
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Asi, sustituyendo H(xo) por su expresién obtenida al iterar (7.5), obtenemos:

H(x1) = —[F'(z0) + [v0 + eH (20), z0 — eH (20); G])(z1 — w0)
+ F'(z0) (21 — 20) + [0, 21; G] (21 — 20)

1
-l—/ (F/(a?() + t(x1 — x0)) — F/(a?()))(l‘l — xg)dt
0
= ([z0, z1; G] = [xo + eH (w0), w0 — €H (20); G]) (21 — 20)

1
+/ (F'(zo + t(x1 — z0)) — F'(x0))(x1 — zo)dt.
0

Aplicando normas a la expresion anterior, se tiene:

1
[[H (z1)]] < (p2(eno, |1 — zol| + eno) + pa (|21 —woll)/ h(t)dt)|z1 — zol|
0

< (p2(eno,w + eno) + Mpu1(w))|lz1 — zol| < sl|lz1 — zol| < 5810 < No-

Por tanto, podemos decir que x5 estd bien definido gracias a la existencia de Al_1 Y, a su vez,
verifica

-1
s =] < 147 H ()|
<7 fmSIIM — zol|
= e = aoll = ) ller —oll <.

Asi,
w2 — @ol| < [[v2 — 1| + [|z1 — 20| < (A(r) + 1|71 — 20| < (A(r) + Dw < 1,
y x2 € B(xg,T).

Por induccion matematica, suponemos que para k = 2,...,n — 1, se verifica lo siguiente:

. _ -1 _
(1) EXlsteAk_l1 = (F'(zk) + [z + cH(xy), v — eH(2); G])  tal que \|Ak_11H < %ﬁn(r)

(2) llzr, = -1l S AD)llegp—1 = op—2ll < AE)* o1 = zol| < w.
(3) [[H(zp)l| < sllzr = zp-1ll < no-

1—A(r)k

(4) [lzg — o] < ToAG)

w < T yx) € B(xg,T).
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Asi pues, vamos a ver que (1) — (4) son ciertas para k = n.

: . -1
En primer lugar, vamos a ver que existe A__ .

11— Ayt A1 ]| < BIIF (20) + [x0 + £H (w0), 0 — eH (x0)]
- F/(xn—l) - [xn—l +eH(xn-1),Tn-1 — EH($7L—1)§G]||
< B (pa(r) + p2(r +epo(r),r +epo(r))) = m(r) < 1.

. -1
Entonces, por el Lema de Banach, existe A " y

—1 B

Entonces, tenemos que xn, estd bien definido y, ademds, (3) se cumple para k = n:

B

msﬂmn_l —zp_2f| < )\(r)nflw <w<r

—1
llan — en1ll < 1[4y L Han-1)l <

Ademds, gracias a esta cota, podemos asegurar que xn, € B(zq,T) ya que:

[|lzn = zoll <|zn — Zn—1l[ + [[2n—1 — zol|

- L=An)""' 1= 1 -
<A e+ 1= \r) w s 1—X(r) ws 1_)\(7’)wa.

Por otro lado,

H(zn) = —[F'(xn-1) + [tn-1 + eH(xn-1),2n-1 — eH(x1-1); Gl](zn — Tn_1)

+ Fl(xn—l)(l‘n - mn—l) + [ffn—lvmn§ G](In - xn—l)
1
+/ (F'(xn_1+t(xn —2n_1)) — F'(xn_1))(@n — Tn_1)dt
0
= ([tn-1,2n; Gl = [zn—1 + eH(Tpn—1),Tn-1 — eH(2pn—1); G])(Tn — Tn—1)

1
+/ (F'(Zp_1 4+ t(xn —xn_1)) — F'(2n_1))(xn — Tp_1)dt.
0

Aplicando normas a la expresion anterior se obtiene

1
[[H (zn)]| < (n2(en0, [[2n — zn-1]l +em0) + pa(|lzn - mn71||)/ h(t)dt)||lzn — zp—1]
0

< (uz(eno,w + eno) + Mp1(w))lzn — @n—1l| < sllzn — zn—1| < sA(r)" ']

< sA(r)" " Bno < o
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7.4 Convergencia semilocal

Por tanto, como (1) — (4) se cumple para k = n, hemos demostrado que estas hipdtesis son
ciertas Vk € N.

Ahora, utilizando estas mismas hipétesis, vamos a probar que la sucesion de iterados {x}} es
una sucesion de Cauchy. Sea k > 1, se cumple

Hmk—i-m - Ik—l” < H"rk-‘rm - mk-&-m—l“ +...+ H:rk - xk—l”

< (A +AE™ T+ 1) [k — |
1— ()™t 1=A(r)™ k—1
<2 =AY g — <A -
= 1— )\(T) Hmk xk*l” =1 )\(T) )\(7") ||CL‘1 fl?()H
1 k—1
< 1_ )\(T’) /\(’I‘) Hml xOH

Por tanto, xj, es una sucesién de Cauchy y converge a z* € B(zg,r) donde

1

V7]

w.

Finalmente, vemos que x* es un raiz de H(x) = 0. Puesto que
[H (k)] < (n2(eno,w + eno) + Mpun (w))|zg — zx—1].

Ademds, tomando limites cuando k — oo, tenemos que ||z —x_1|| — 0, asi, por la continuidad
del operador H, H(z*) = 0.

|
Teorema 7.4.2. Bajo las condiciones (1) — (IV), suponemos que la ecuacién
Ey(t) = B (r + 1) + pa(r + epo(t), r + epo(t))) — 1 =0, (7.18)

tiene al menos una raiz real positiva, denotando por R a la mds pequefia de las raices. Entonces,
la solucién x™* es la dnica solucién de la ecuacién H(z) =0 en B(xzo, R) N D.

Demostracion 7.4.2. Para ver la unicidad, supondremos que existe otra solucién y* € B(zg, R)N
D y consideraremos el operador

1
r= / Fl(a" +1(y" —2"))dt + [«",y"; G].
0

Puesto que P(y* —x*) = H(y") — H(z") = 0, si P es un operador invertible, entonces z* = y*.
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Capitulo 7. Descomposicién del operador no lineal para resolver problemas no diferenciables

Entonces, para demostrar que el operador es invertible, aplicamos el Lema de Banach y tenemos:

1
g =1l < ([ 1P @+l = o)~ F el

+ Il 5" G) = o + £H(w0), 20 — £H (20); Gl )

1
<o( [ " — a0+ = ta)lhar
0

+ pa(|le” = zol| + el H (o), [ly™ — =ol| +€|IH(9:0)H)>

1
<B( [ milia =06 = a0+ 15" —z0) e

+ p2(||z" — wol| + epo(l[z™ — ol]), Ily™ — zoll +epo(lly” — 930|D))
< B(ua(r+ R) + pa(r +epo(R),r +epo(R))) = 1.
En la dltima desigualdad hemos utilizado la hipdtesis de que existe al menos una raiz real positiva

de E5(t) ya que esto implica que al menos una de las funciones 111(t) o u2(t) es estrictamente
decreciente.

Por lo tanto, pt existe, y el resultado se mantiene.

7.5 Experimentos Numéricos

En esta Seccién abordamos la aplicacién de los resultados de convergencia local y semilocal obte-
nidos anteriormente. Ademds realizamos una comparacién numérica con otros métodos iterativos
existentes.

7.5.1 Bolas de convergencia local y semilocal

Consideramos el problema de contorno eliptico no lineal resuelto en [4], que describe propieda-
des de la teoria dindmica de gases. Concretamente, en este Capitulo, afiadimos una parte no
diferenciable con el fin de ilustrar la teoria desarrollada en nuestro estudio.

Uss +uge = u® + |u| con S={(s,t) e R? :5,t € [0,1]}
u(s,O):252—s+1, u(s,1) =2, 0<s<1,
w(0,8) =2t* —t+1, u(l,t)=2, 0<t<1.
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7.5 Experimentos Numéricos

Creamos un mallado para discretizar el problema siendo los tamafios de paso espacial y temporal,
h = n%_l y T = %ﬂ respectivamente. Entonces, describimos los puntos del mallado como
(si,tj) con s; =ih, i=0,.,n+1yt; =47,7=0,...,m+ 1, tales que:

wss (86, t5) + use(sir t5) = u(si, t5)> + [u(si, )]

Asi, aproximando las derivadas parciales por diferencias divididas centradas, tenemos la siguiente
expresion:

u(sit1,t5) = 2u(si, tj) +ulsi—1,t5) | ulsi,tj—1) — 2u(si, tj) +ulsi,tjy1)
h2 + T2
= u(si, t;)" + [ulsi, tj)],

parat=1,...,nyj=1,...,m.
Las condiciones de contorno son:

u(si,to) = 257 — si + 1, u(siter1) =2, i=1,....n,

u(so,t;) =205 —t; +1, ulsps1,ty) =2, j=0,...,m+1.

Ahora, denotamos w(s;,t;) = u; ; y obtenemos:
2 (1 + (%)2> i — (Ui-1 + Uit1,5) — (2)2(%,3'—1 +uijir) = —h*(uij + ugg)), (7.19)
parat=1,...,nyj=1,...,m con
Ug,0 :2512 —si+t1, ugr1=2, i=1,...,n,

ugj =265 —tj+1, upy1; =2, j=0,....,m+1

La ecuacién (7.19) junto con las condiciones de contorno forman un sistema no lineal de tamafio
(nm) x (nm) dado por:
Tu + hzy(u) =W,

donde
A B 0 - 0 2(1+(2)?) -1 0 - 0
B A B -1 2(1+(2)?) -1
T=1o ol A= 0 ' 0
B -1
0 0 B A 0 0 -1 2(1+(L
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B = f(g)anXn, u = (u(l),...,u(d))T, v(u) = ((u(1)>3 e (u(d)):’))TJr(|u(1)|7 R |u(d)|)T,

siendo d = nm, y W es un vector formado por las condiciones de contorno.

Entonces, el sistema no lineal puede formularse como sigue:
H(u) = Tu+ h*v(u) — W =0, (7.20)

siendo H(u) = F(u) + G(u), donde su parte diferenciable es

3 3\T
F(u):T(u(l),...,u(d))Jth ((u(l)) ,...,(u(d))) - W,

y la parte no diferenciable es

Calculamos el operador lineal

F'(u) = T + 3h? - Diag {(u(l))g e (u(d))? .

Ademds caracterizamos las diferencias divididas: [u, v; G] = ([u, v; G]ij)f{jzl e L(R? R?) donde

S — 1 (D) @) ,,G+1) Dy _ . (@ (-1 , ) (d)
[u,v,G}”fu(j)_v(j) (Gz(u S A R A Il €71 (VA oMo ))

yu:(ww,”mwgfv:(wn,”wwgfeMW@s

W) _ 1) ()| _ 1,,(d)
me:ﬁlmdm\ PO @) w|>

w@) — (1) 777 gyd) — y(d)

Para resolver el problema (7.20), nos aproximamos a la solucién exacta u* usando como punto

. T . o 1) @\ T
de partida ug = (1,1,...,1)" y denotando la iteracién k-ésima por uj = (uk ey Uy .

Ejecutamos el esquema iterativo (7.5) en Matlab2020, utilizando aritmética de precisién variable
con 100 digitos, usando como criterio de parada |jug4+1 — ug| < 10730
e=1.

yconn=m=4y

La solucidn obtenida tras 6 iteraciones verifica ||ug —us|| < 5.2930e —37 y la norma del operador
no lineal H en este punto verifica ||H (ug)|| < 3.3391e — 75. La solucién aproximada en R'6
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reestructurada al tamafio inicial 4 x 4 para ¢,5 =1,...,4 es:

0.92416 0.98713 1.11328 1.39532
1.01807 1.10905 1.25039 1.51249
us(sit7) = | 190000 1.27954 1.30495 1.60315
1.50792 1.54714 1.61111 1.73408

Por dltimo, cambiamos el punto de partida a ug = (1.5, 1.5, ..., 1‘5)T. Observamos que el método
iterativo converge a la misma solucién con ||u(6) —u®)|| < 1.4351e — 41 y |\H(u(6))|| <
2.1086e — 84.

Asi, utilizamos esta solucién aproximada para establecer que si existe la solucién exacta u*
entonces u* € B(1,l), y asi tomamos como dominio de trabajo D = B(1,l) conl > 1y
1= (1,1,...,1)T. Por tanto, podemos obtener las cotas para las condiciones asumidas en el
estudio de convergencia semilocal y, estableciendo las funciones auxiliares g, ;11 y po implicadas
en las condiciones (1) - (IV), observamos que:

[H (w) = H(v)|| = [|F(u) + G(u) = F(v) = G(v)]]
< F(u) = F@)|| + [|G(u) = G)]].

Pero teniendo en cuenta que F' es diferenciable, tenemos, aplicando el Teorema del valor medio,
que:
1F () — F@)l| < F'@lfu—ol| con @€ B(,),

asi que,

IF(w) — F)| < (HTH + 37| |piag ((a<”)2,..., (a<d>)2) H) "

< (171 + 3R> (1 + ))|[u — v]l.

Por otra parte, utilizando la Definicién de las diferencias divididas, tenemos:

1G(w) = G(u)[| < [[[u, v, G| [[u = v]|.

Por tanto, definimos uo(t) = (||T]| + 3h%(1 4 1)? + h?)t. A partir de la expresién de F’(u)
deducida anteriormente, obtenemos 41 (t) = 6h%(1 + 1)t y, utilizando la caracterizacién de las
diferencias divididas, definimos po(s,t) = 2h2.

Utilizando estas funciones auxiliares nos centramos en aplicar los resultados de convergencia
semilocal obtenidos anteriormente, tomando la aproximacién inicial

uo = (1,1,1.2,1.6,1.1,1.2,1.4,1.6,1.2,1.4,1.5,1.7,1.4,1.6,1.6,1.8)T,
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obtenemos
B8 =0.96767, no = 0.34784, w = 0.33659.

Resolviendo las ecuaciones (7.17) y (7.18), obtenemos los radios de existencia y unicidad, r y R,
implicados en nuestro estudio de convergencia semilocal (ver Tabla 7.3). Consideramos diferentes
valores para [, mientras que ¢ = 0.1 en el esquema (7.5).

En la Tabla 7.3, mostramos los siguientes datos:

= diferentes valores de [, que aumentan o disminuyen el tamafio del dominio D,
= ¢l radio de convergencia semilocal r,

= el radio de unicidad semilocal R,

= el valor de m(r) para comprobar que se cumple m(r) < 1,

= el valor de A(r) para comprobar que se cumple A\(r) < 1.

Notar que en la Tabla 7.3 obtenemos mejores resultados cuando [ es menor porque en este caso
las cotas utilizadas son mas precisas.

Tabla 7.3: Resultados numéricos para diferentes valores de |.

l r R m(r) A(r)
1.5 04592 1.1299 0.3440 0.2670

2.0 0.5137 0.8105 0.4353 0.3447
2.25 0.5862 0.6362 0.5198 0.4258

Finalmente, una vez demostrada la existencia de una solucién exacta, u*, nos centramos en el
estudio de la convergencia local también en el dominio D = B(1,l) con [ > 1, por lo que
establecemos en la condicién (D) que || —u*|| <6 < 1.

Entonces, la Tabla 7.4 muestra los siguientes datos, considerando u* como la solucién aproximada
dada por el esquema (7.5) y e = 0.1:

= diferentes estimaciones iniciales,

= diferentes valores de [, que aumentan o disminuyen el tamafo del dominio D,
= ¢l valor de la cota 6,

= ¢l valor del pardmetro ~,

= el radio de convergencia local r,
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= el radio de unicidad local R.

En la Tabla 7.4, podemos observar los resultados numéricos de manera que se puede comprobar
que la accesibilidad mejora cuando trabajamos en un dominio mas pequefio, esto es debido a que
podemos encontrar cotas mds precisas para nuestras restricciones de convergencia local 7.3

Tabla 7.4: Resultados numéricos para diferentes valores de ug y [.

ug = 1u I 6=u" —a v T R
1107 15 0.7341 1.2780  0.6910 2.3397
1,1,1,...,1)7 2 0.7341 12789 0.5758  1.9497
1,1,1,..., 17 3 0.7341 1.2789 04319  1.4623

(—0.25,..., —0,25)T 1.5 1.9841 1.2984 0.6780 2.3007
(—0.25,..., —0,25)T 2 1.9841 1.2984 0.5650 1.9172
(—0.25,..., —0.25)T 3 1.9841 1.2984 0.4238 1.4379
(-1,-1,...,-nT 2 2.7341 1.3310  0.5475 1.8648
(-1,-1,...,-nDT 3 2.7341 1.3310  0.4106  1.3986

7.5.2 Comparando resultados numéricos

Consideramos ahora la ecuacién integral no lineal de tipo Hammerstein que aparece en diferentes
problemas aplicados, véase ([66], [67]), dada por

1
M) =a() =~ 7 [ 0607+l dt. sefo.r), (2

donde G es la funcién de Green, y x es la solucién a obtener.

Para resolver la ecuacién H(z) = 0, donde H : D C C[0, 1] x C]0, 1], transformamos el problema
en un sistema no lineal en R™ y consideramos la norma maximo.

Asi, aproximamos la integral por la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre con los correspon-
dientes pesos q; y nodos t;j,j = 1,2,...,n, de manera que con esta discretizacién del problema
tenemos el siguiente sistema no lineal:

n T
F) IR S S o S OO _
x —4+421ij ((x ) + |z i=1,2,...,n, (7.22)

donde
(1 —tj)t;, i<y,
pij = ¢:G(t5,t;) = .
ql(l_t’b)t]7 1> 7,

con z1) = z(tj), j=1,..,n.
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Tomamos n = 8 y resolvemos el sistema no lineal (7.22) con diferentes métodos iterativos para
operadores no diferenciables, con el objetivo de comparar los resultados.

En primer lugar, aplicamos el método de Newton-Steffensen dado por (7.6). A continuacién,
consideramos métodos de tipo Kurchatov definidos en [68] por la funcién de iteracién:
z9,x—1 € D, pe€[0,1],
zp = (1= p)og + prg_1,
Yk = (L4 pzk — pag—1,
Tpg1 =T — [2n, uks H) 7' H(zg), k> 0.

(7.23)

Finalmente, comparamos los resultados con los obtenidos con la siguiente familia uniparamétrica
de métodos iterativos de tipo secante para resolver H(z) = 0, definida en [69] como una mejora
de [70], dada por:
z_1,k0 € D, X€]0,1],
2z =Mz + (1 — Nzp_1, k>0, (7.24)
T = 21 — [z o H] 7V H(z),
que depende del pardmetro A € [0, 1].

La familia (7.24) se reduce al método de la secante si A = 0 y al método de Newtonsi A =1y
H es diferenciable.

Utilizamos Matlab20 con aritmética de precisién variable con 50 digitos, utilizando como criterio
de parada ||zg41 — 2x|| < 10~2% y tomando como puntos de partida zg = (0,2,0,2,...,0.2)T
yz_1=(0.5,0.5,..,0.5)T.

Entonces, para diferentes valores de los pardmetros €, p, y A obtenemos que la solucién aproxi-
mada al problema con 6 digitos es:

¥ = (0.295568, 0.292161, 0.287938, 0.285097, 0.285097, 0.287938, 0.292161, 0.295568)T.
En la Tabla 7.5, podemos comparar los resultados numéricos siguientes:

= |os métodos a comparar,

= [ter, que representa el niimero de iteraciones necesarias para alcanzar la tolerancia exigida,

= el valor del operador no lineal en la solucién aproximada, ||H (z41)]

= el error entre las dos dltima iteraciones consecutivas, |

Tp+1 — Tk

= ¢l tiempo de ejecucién en segundos.

Podemos concluir, por la Tabla 7.5, que los nuevos métodos tipo Newton-Steffesen, (7.5), son
competitivos alcanzando una aproximacién adecuada a la solucién z* en 7 iteraciones y en un
menor tiempo de ejecucién que el resto de métodos.
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Tabla 7.5: Resultados numéricos con diferentes métodos iterativos.

Métodos Steffensen (7.3)  Familia NS (7.5) Familia K. (7.23) Familia S. (7.24)

e=0.5 w=0.5 A=0.5
Iter 8 7 7 8
k1 — 2| 4.0655e — 28 1.0053e — 30 4.3004e — 29 3.2834e — 27
[|H(zpt1)]] 3.3937e — 28 6.9341e — 59 6.7530e — 59 1.1283e — 44
Tiempo 59.1824 53.5696 54.6592 63.7366

7.6 Conclusiones

En este Capitulo, utilizamos una técnica de descomposicién que consiste en considerar el operador
no diferenciable y no lineal H(z) = F(x) + G(x), donde F' es diferenciable Fréchet y G es
continuo pero no diferenciable. Asi, definimos una nueva familia de métodos iterativos para
resolver H(z) = 0, que permite mantener el orden cuadratico de convergencia del método de
Newton para operadores no diferenciables.

Ademads, mediante un estudio dindmico, comprobamos que el correspondiente proceso iterativo
considerado tiene tan buena accesibilidad como el método de Newton.

Posteriormente, profundizamos en el estudio de la familia estudiando la convergencia local y
semilocal, utilizando condiciones mds débiles que en estudios anteriores.

Los ejemplos numéricos muestran que nuestro método se compara favorablemente con algu-
nos otros existentes desde el punto de vista de la precisidn, la tasa de convergencia y el coste
computacional.
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Capitulo 8

Introduciendo memoria a una
familia multipaso de métodos
iterativos para sistemas

Basado en:

Cordero, A.; Villalba, E.G.; Torregrosa, J.R.; Triguero-Navarro,
P. (2023). Introducing memory to a family of multi-step multidi-
mensional iterative methods with weight function. Expositiones
Mathematicae, 41, 2. https://doi.org/10.1016/j.exmath.
2023.04.004
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Capitulo 8. Introduciendo memoria a una familia multipaso de métodos iterativos para sistemas

8.1 Introduccién

En el Capitulo anterior estudiamos una familia de métodos iterativos que, haciendo un descompo-
sicién del operador, lograba mejorar la accesibilidad del método de Steffensen, mientras conseguia
conservar el orden de convergencia cuadratico de éste mismo método y, a su vez, era aplicable a
operadores no diferenciables, a diferencia del método de Newton.

Se han hecho muchos intentos de mejorar el método de Steffensen desde otros puntos de vista.
En ocasiones, se ha intentado mejorar su eficiencia y velocidad de convergencia, pero mejorarlo
supone, en la mayoria de los casos, complicar la expresién iterativa. Por ejemplo, en [7] vemos
que aumentar su velocidad de convergencia implica realizar nuevas evaluaciones funcionales, es
decir, aumentar su coste computacional y, por tanto, empeorar su eficiencia.

Como respuesta a este tipo de problemas, muchos articulos se centran en la construccién de esque-
mas iterativos multipaso libres de derivadas, que consiguen aumentar el orden de convergencia
de métodos como los tipo Steffensen, sin aumentar excesivamente el nimero de evaluaciones
funcionales en cada iteracién (ver [5]). Un ejemplo se estudia en [71], en el que se presenta un
proceso iterativo multipaso basado en la composicién del método de Steffensen consigo mismo
m veces, pero utilizando en cada uno de los m pasos el mismo operador de diferencias divididas
que en el primer paso. Con esta idea es posible alcanzar orden de convergencia de m + 1.

En este Capitulo nos centramos precisamente en aumentar la velocidad de convergencia de este
método sin empeorar sus otras caracteristicas, como la accesibilidad y la eficiencia. Para ello,
hemos construido una familia paramétrica de métodos iterativos multipaso sin derivadas, haciendo
uso de una funcién peso H(t;) (ver [72, 73]), que nos permite explorar las diferentes ventajas
de cada uno de los métodos que forman parte de esta familia, dependiendo de la expresién de
dicha funcién. La familia se describe mediante el siguiente esquema iterativo:

AV = o e FITUF (a)
A2 = 2 H () g F) R (o),

SWi : (81)
MY = ) g () g FIUF (7)),
Th+1 = z;im_l)_H(tk)[wkvf”MF]ilF Zlim_l) ’

donde t;, = [wk,xk;F]_l [z,(cl),vk;F}, wg = xp + BF (z1) y v = z,(cl) +0F (z]il)). Notar
que k hace referencia al nimero de iteraciones y m al nimero de pasos.

A lo largo de este Capitulo estudiamos la velocidad de convergencia de esta familia paramétrica,
su eficiencia y comparamos su accesibilidad con la de Steffensen para asegurarnos de que el
aumento de la velocidad no ha afectado a su dindmica. Ademds, para aumentar ain mas su
velocidad de convergencia, presentamos dos formas de introducir memoria a nuestro esquema,
con la misma técnica que se ha seguido en [6].
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8.2 Anadlisis de convergencia

Con estos objetivos en mente, hemos estructurado el texto de la siguiente manera: En primer
lugar, en la Seccién 8.2 analizamos la convergencia de la familia paramétrica y obtenemos su
ecuacién del error. Por otro lado, en la Seccién 8.3 introducimos memoria a la familia de dos
formas distintas y analizamos el orden de convergencia de las dos familias resultantes. En la
Seccién 8.4 estudiamos la eficiencia de la familia en funcién del tamafio del sistema a resolver y
del nimero de pasos m. Finalmente, en la Seccién 8.5 se realizan varios experimentos numéricos
para estudiar el comportamiento de los distintos métodos pertenecientes a dicha familia. En uno
de estos ejemplos se analiza la estabilidad de los métodos iterativos.

8.2 Analisis de convergencia

En esta Seccién, estudiamos el orden de convergencia local para la familia dada por (8.1). Para
ello, suponemos que los operadores no lineales H y F' son diferenciables, de forma que podemos
obtener el desarrollo de Taylor en un entorno de la matriz identidad I para H y alrededor de
la solucién x* para F. Con esto, llegamos a una expresién explicita de la ecuacién del error de
convergencia de la familia (8.1) y, a partir de ésta, deducimos el orden de convergencia.

Antes que nada, introducimos la notacién necesaria para el operador H. Consideramos X =
R™ ™ el espacio de Banach de matrices reales cuadradas de tamafio n x n y sea la funcién
diferenciable H : X — X tal que sus derivadas Fréchet estan bien definidas y satisfacen:

» H'(u)(v) = Hyuv, donde H' : X — L(X) y H; € R,

» H'(u,v)(w) = Hyuvw, donde H” : X x X — L(X)y Hy € R,

donde el conjunto de operadores lineales definidos en X se denota por £;(X).

Entonces, cuando el nimero de iteraciones, k, tiende a infinito, la variable ¢;, tiende a la matriz
identidad I y, por tanto, existen H; y Ho reales tales que H puede expandirse alrededor de I
como:

H(tg) = H(I) + Hy (t5 — T) + %H2 (ts— D2+ 0 ((tk - 1)3) .

A continuacidn, establecemos el siguiente resultado.

Teorema 8.2.1. Sea F' : R™ — R" una funcidn suficientemente diferenciable en un entorno
de z*, que denotamos por D C R", tal que F(z*) = 0. Suponemos que la matriz jacobiana
F'(2*) no es singular y sea H(t) una funcién matricial real que satisface H(0) =1, H; = —1y
1H"(0)]| < oo.

Entonces, tomando una estimacidn xq suficientemente cercana a =™, la sucesién de iteraciones
{2k} k>0 generada por la familia multipaso (8.1) converge a «* con orden 2m para todo 3 # 0
y & # 0, siendo m el nimero de pasos.

Demostracion 8.2.1. Vamos a realizar la demostracion por induccion sobre el nimero de pasos
m. Comenzamos con el caso m = 1.
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Obtenemos primero la expansién de Taylor de F(xy,) alrededor de z*, donde e}, = zj, — x™:

F(zg) = F' (") (e + C’Qei + Cgez + C’4ei) + 0(62),
1 )

siendo Cj = ~F'(2*) R (2*) Lj(X,X), donde L;(X,X) es el conjunto de funciones
j-lineales, para j =2,3,....
Entonces, aplicando derivadas a la expresién anterior, obtenemos

F' (z) = F'(z*)(I 4 2Caey, + 3C3et + 4Cye}) + O(e}),

F" (z1) = F'(z*)(2C3 + 6Cse, + 12C4e2) + O(e}),

F" (z},) = F'(z")(6C3 + 24Cyey,) + O(er).

Denotando ey, = wy, — 2" y usando la Definicién de wy, = xy, + BF(xy), se deduce

ew =wy —x" =x3, — " 4+ BF (T3)
= e + BF'(z%)(e), + Cae) + O(e})
= (I + BF'(z"))ex + BF'(z*)Cact + O(e}).

Calculemos ahora [wy,, z; F] utilizando la férmula de Genochi-Hermite (2.25) con h = wy—xj, =
ew — €}, y sustituyendo las expresiones de las derivadas de F(x}):

[wi, zp; F] = F'(ﬂﬁk)+%F//(xk)th%F//'(Wk)hQJrO(hB)

F(z") (1 4 Co(20 + BF (2))ex

+

(3C3 + 3BC3F' (¢*) 4+ BCo F' (z*)Cy + 52031:’(90*)2)6%) +0(e}).

Obtenemos ahora la inversa del operador diferencias divididas [wy, xzy; F]. Sabemos que ésta
tiene la expresion

[wi, x; F] ™1 = (I + Xyep + Xaep + O(ef)) F/ (z*) 71,
donde
X1 =-C3 (21 + BF' (")),
Xo = (Co(2I + BF' (7)) - (303 +3BCF' (¢*) + BCoF' (z%)Cy + 5203F/(ac*)2) .
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Entonces,

AV — o = g — 2" — Jwg,w; F]TLF (ap)

— ek — (1 Xaex + Xae} + O(e])) (ex + Caet + O(eD))
=e — (ek + C’gei + Xle% + O(e%))
—(C2 + X1)ej + O(e})
= Yae + O(e}),
siendo Yo = —(Cy 4+ X1). Asi, se demuestra que el método de m = 1 pasos tiene orden 2.
Para m = 2, calculamos {vk, z,(cl); F} utilizando la férmula de Genochi-Hermite con h = v}, —

z,(cl) = —0F (z]gl)) y las dltimas ecuaciones:

[vk,zél);F} ( (1)) + 2F ( (1 ))h+ 6F”’( (1 )) h? +0(h?)

= F'(z") (1 +Ch (2- 6F' (2%)) Oy (I + BF'(27)) ei) +O(e}).

De ello, se deduce:

ty = [wg, zg; F] [vk»zl(ﬂl);F}

(1 + Xiep + Xoe? + O(ek)> (I +Cy (2- 0F (2%)) Oy (I + BF' (7)) ek) +O(ed)
=1+ Xie; + (X2 + Cy (2 — (5F/(J}*)) Coy (I + ,BFI($*))) 6% + O(e%)
=1+ Xiep + (Xo+C2 (2 0F'(2%)) Co (I + BF'(z*))) €f + O(e})

Denotando Th = Xo + Cy (2 — 0F'(2*)) Ca (1 4+ BF'(z*)), tenemos que:

H (1) = H(D) + Hy (= 1) + 5 1o (e — 1+ 0 (6 — 1))
=I—(ty — 1)+ %Hz (ty — )?>+ 0 ((tk - 1)3)
=1- (Xlek —|—Tgei) + 11"[2)(12€i + O(ei)

=1 Xyep + ( HyX? TQ) &2+ 0(ed).
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Asi,
1 1 2 2 2 1wy —1 3
H (tg) [wg, zp; F]” " = (I — Xiep + (§H2X1 - Tg) ek) (I-i— Xiep + X2ek) F'(z")” + O(e)
1 _
- (I - ((§H2 CD)XE Ty 4 XQ) ei) Flz*)™  +0(ed)

= (I — G2e)F'(z*) " + O(e}),
(8.2)

donde G = (%H - 1) X2 Ty + Xo.

Como sabemos,
zl(f) —zf = zlgl) —x* — H(t;) [wk,xk;F]_l F (zlgl)) ,

(1)

entonces, denotando €z =2, — x*, tenemos

O ) (1 ~ Gaet +0(e})) (ex) + Cac?, +0 (eim))
=€z — (62(1) — Gaerezy, + Czegm) +0(ep)
= Gzezezm - Cze?m +0(eh)
= (G2Y2 - 02Y22) ek + O(e})

= (G2 — CQYQ) Ygei + 0(62).

Asi, se demuestra que el método de m = 2 pasos tiene orden 4.

Suponemos, por induccién sobre el nimero de pasos, que para m — 1 la ecuacién de error es
m—3 2(m—1 2m—1
C2(m_1y = G (G2 — C2Y2) Yzek( ) +0 (ek ) ,

. —1
siendo ez, _,, = z,(cm ) >,

Concluimos que,

_ —1
ekl = €z(py) — H (tg) [wi, Tp; F) 1F(z,(cm )>
2 3 2 3
= Cx(mo1) — (I — Gaej, + O(ek)) (ez(m_l) + CQeZ(m—l) + 0 (ez(mfn))
= Ggeiezmﬂ) + O (ezm'l'l)

= GGy — CoY2)Yael™ + O (eim“) .
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Por tanto, llegamos a que el orden de convergencia del método de m pasos de la familia (8.1)

es 2m.
|
En particular, por la expresién de Gg, si H2 = 2, tenemos
Go = —Tp + Xo = —Co(2I — 6F'(z*))Ca(I + BF' (z¥)),
y también
(Gg — CoYa)Ya = —Cy (1 = 6F' (")) Co (I + BF'(z™)) C2(I + BF'(z¥)).

Asi, se obtiene que, para m > 2,

exr1 ~ (I —6F' (%)) (21 — 6F (@)™ 2 (I + BF' (@)™ ™. (8.3)

8.3 Introduciendo memoria

Como se ha mencionado varias veces en este Tesis, una forma de obtener nuevos métodos
iterativos es modificar métodos ya conocidos con la intencién de mejorarlos en algiin aspecto, ya
sea eliminando las derivadas utilizadas o aumentando el orden de convergencia.

Una forma de intentar aumentar el orden de convergencia es introducir memoria al método
iterativo. Cuando introducimos memoria lo que hacemos es utilizar los iterados anteriores y las
evaluaciones funcionales que ya hemos calculado, con el fin de aumentar el orden sin realizar
nuevas evaluaciones y, por tanto, hacer los métodos mas eficientes.

En este caso, sustituimos los pardmetros utilizados por nuestros métodos por una expresion que
combina las evaluaciones funcionales de los iterados anteriores y los propios iterados.

La ecuacién de error, si Hy = 2y m > 2, es (8.3). Si tomamos § = —F'(z*) "1 0§ = 2F'(z*) 71,
entonces el orden del método de m pasos seria al menos 2m + 1. El inconvenientes es que no
sabemos el valor de z* y, por tanto, no conocemos F'(z*), por lo que no podemos sustituir
los parametros por estas expresiones. Lo que si podemos hacer es aproximar F'(z*) mediante
una combinacién de evaluaciones funcionales de los iterados en F'. Hacemos esto con los iterados
anteriores y no con los iterados actuales para no aumentar el nimero de evaluaciones funcionales.

Una forma conocida y ya usada en esta tesis consiste en aproximar F’(z*) mediante operadores
de diferencias divididas. En este caso, utilizamos [z, z;_1; F], por lo que una aproximacién a
los pardmetros sera la siguiente

Br = —lepar_1; FI7' y O = 20wp,ap_1; F] L
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Si sustituimos los pardmetros 3y ¢ de la familia iterativa (8.1) por las aproximaciones anteriores,
obtenemos una nueva familia de métodos iterativos, que denotamos por SW Dy,.

Por otro lado, usamos el operador de diferencias divididas definido por Kurchatov, que tiene la
expresion [2x, — xp_1,2_1; F], para aproximar F’(z*). La segunda forma de aproximar los
parametros del esquema iterativo es la siguiente

- —1

Br = =2z — xp_1,T—1; F) y O =2[2xp —xp_1,Tk_1; F]

Si sustituimos los pardmetros 3y ¢ de la familia iterativa (8.1) por las aproximaciones anteriores,
obtenemos una nueva familia de métodos iterativos, que denotamos por SW Kp,.

En el siguiente Teorema estudiamos el orden de convergencia de las familias multipaso con
memoria SW Dy, y SWEKp,.

Teorema 8.3.1. Sea F': R" — R"™ una funcidn suficientemente diferenciable en una entorno
de x*, que denotamos por D C R™, tal que F(2*) = 0. Suponemos que F'(x*) no es singular
y H(t) es una funcién matricial real que verifica H(0) =1, Hy = —1 y Hy = 2.

Entonces, tomando una estimacion xq suficientemente préxima a x™:

1. La sucesion de iterados {xy}y>0, generada por el método SW Dy, converge a =™ con
orden
m+vVm2+2m—2, m>2.

2. La sucesion {xy}r>0, generada por el método SW K, converge a x* con orden de
convergencia

m+\m2+4m—4, m > 2.

Demostracién 8.3.1. Consideramos la expansion en serie de Taylor de F (z,_1), F' (zp_1) y
F" (z1,_1) alrededor de z* del mismo modo que se ha considerado en el Teorema 8.2.1.

1. Por un lado, comenzamos calculando [zy,x)_1; F], utilizando la férmula de Genochi-
Hermite con h = e}, — ej,_1. Asi,

[k, 213 F] = F'(z") (I + Ca(er, + ex—1)) + O2 (ex, ex—1) ,

donde O3 (e, e;_1) denota todos los términos en donde la suma de exponentes de ey, y
er_1 €s al menos 2.

Entonces, el desarrollo en serie de Taylor para el operador inverso de diferencias divididas
puede expresarse como:

[tg, 2p—1; F] 7" = (I — Coleg +ex_1))F'(z*) 7 + 02 (ex, 1) -
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Por lo tanto, B, = —(I — Ca(ex + ek_l))F’(x*)71 + O2 (e, er_1) y se deduce,

I+ B F'(z") = Ca(ex + ex—1)) + Oa(er—_1, ex).

Ademds, como 6, = 2(I — Ca(ey, + ex—1))F' (") "1 + Os (e, e_1), tenemos:
21 — 6, F' (") = 2Ca(ey, + ex—1)) + O2(er—1, €x)-

Asi,
I+ BRF (x") ~ep_1 y 21 — 6, F' (27) ~ ej_1.

Por la ecuacién de error (8.3) y la relacion anterior tenemos
m—2_m 2m 2m—2 2m
€41 ™~ €r_1 €L—1€ ek_l [T (84)

Por otra parte, suponemos que el R orden del método es al menos p, de manera que se
cumple:

P
eg+1 ~ Dg pep,
k

donde Dy, ,, tiende a la constante asintdtica del error, Dp, cuando k — cc.

Entonces, se tiene que

p \P P p’
ekt1 ~ Dpp (Dkflﬁpekq) = Dk,pDk—Lpek—l' (85)

Del mismo modo que se obtiene la relacion (8.4), se deduce que

2m 2m72+2mp' (86)

2m—2 P _ 2m
Ck+1 ™~ €1 (Dkfl,pek—l) = Di—1p€;1

Entonces, igualando los exponentes de ej,_1 en (8.5) y (8.6), obtenemos
p2 =2mp+2m — 2,

cuya tnica solucion positiva es el orden de convergencia del método SW Dy, siendo

p=m+vVm?2+2m —2 param > 2.

. Por otra parte, aplicando la férmula de Genochi-Hermite sobre las diferencias divididas de
Kurchatov, obtenemos

2z —xp_1,25_1; F] = F’(m*) (I + 2C%¢ep, — 2Cs3ep_1ep + C36%_1 + 4Cgei>

+ O3 (ex, ex—1) -
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Entonces, el desarrollo de Taylor para el operador inverso de estas diferencias divididas
puede escribirse como:

[ka — wkfl,wkflgF}_l = (I —2C%ey, — C3ez,1 + 2C3ep_1ex + 4(0% — Cg)ez) FI(J,’*)_1

+ O3 (e, ex—1) -

Por consiguiente,

I+ BF'(z*) = 2Cse + Caej_y — 2C5ep_1ep, — 4 <022 - 03) er + O3 (ex, ex—1)

21 — 6, F (%) = 4Coey, + 20562, — 4C3ep_1ef, — 8 (022 - 03) 2 4 03 (en, en1).

Asi, las expresiones T + B, F'(x*) y 2T — 6, F'(2*) pueden tener el comportamiento de
€k, €LeL_1, ei o 6%71- Obviamente los factores epep,_1 y ei tienden mas rapido a 0 que
ek, por lo que tenemos que ver cual de los factores converge mds rapido, e o ei—l-

Supongamos que el R orden del método es al menos p. Por lo tanto, se cumple
ep+1 ~ Di pel,
donde Dim) tiende a la constante asintdtica del error, Dy, cuando k — oc.

Entonces, tenemos que
2 2
€r—1 Cr—1
~Y p .
€k Dy—1peg_4

2
Cr—1

vy
Dy—1per_1q

Es decir, si p > 2, obtenemos que converge a 0 cuando k — oco. Asi, si

p > 2, entonces

I+ BF'(a*) ~ef_y y 20 — 6 F' (2%) ~ ef_y.

A partir de la ecuacién del error (8.3) y de la relacién anterior, obtenemos:
2 Y2/ 2 \™ 2m _ am-4 2m 8
ert+1 ~ (€k—1 €k—1) €k ~ep_y €k - (8.7)

Por otro lado, al suponer que el R orden del método es al menos p, tenemos la relacion
(8.5). De la misma forma que obtenemos la relacién (8.7), tenemos:

2m

4m—4 p _ N2 2mp+4m—4
kb1~ €y (Dkflypek—l) = Dig—1,p€—1 ~ (8.8)
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Entonces, igualando los exponentes de e;,_1 en (8.5) y (8.8), se llega a la ecuacion
p2 =2mp+4m — 4,

cuya tnica solucion positiva es el orden de convergencia del método SW Ky, siendo

p=m-+vVm2+4m —4, m > 2.

8.4 Estudio de la eficiencia

Uno de los dilemas que nos encontramos a la hora de disehar o mejorar métodos iterativos para la
resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales es si el incremento en la velocidad de convergencia
respecto a otros métodos " merece la pena”desde el punto de vista del coste computacional. Para
resolver estos dilemas, hacemos uso del concepto de eficiencia, que suele medirse mediante el
indice de eficiencia, definido en [10], por la expresién (2.9).

Tipicamente, en muchas publicaciones se hace uso de la Definicién de indice de eficiencia para el
caso multidimensional, teniendo en cuenta que, para un sistema de tamafio n X n, se requieren
n evaluaciones funcionales para una funcién vectorial F, n? evaluaciones funcionales para una
matriz jacobiana F’ y n? — n evaluaciones funcionales para un operador de diferencias divididas
de primer orden de la forma [z, y; F] (véase [18]) con [z, y; F|;; definido para todoi,j =1,...,n
por la expresién (2.26).

En esta familia, segin el nimero de pasos, tenemos:

= Param = 1, la familia iterativa (8.1) realiza una evaluacién de F'y calcula un operador de
diferencia dividida, por lo que el ndmero de evaluaciones funcionales es n2. Por lo tanto,
el indice de eficiencia es

= Para m = 2, se necesitan dos evaluaciones funcionales de F'y dos operadores de diferencias
divididas, por lo que el niimero de evaluaciones funcionales es 2n2. Por lo tanto, el indice

de eficiencia es:
1 1

992 2
I, =427 — o

= Para m > 2, la familia realiza m evaluaciones funcionales de F' y dos operadores de
diferencias divididas, por lo que el nimero de evaluaciones funcionales es 2n? 4 (m — 2)n.
El coeficiente de eficiencia resultante es

1
Im = (2m) 2n2 + (m —2)n_
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Es decir, tenemos dos casos: m =1y m > 1.

Dado que I} = I3, para obtener la tasa de eficiencia méxima sélo tenemos que estudiar la tasa
de eficiencia maxima para m > 2 en funcién del tamafio del sistema, es decir, en funcién de n.

1
No es dificil ver que sin =1, entonces [y = Io =2y I, = (2m)a. Ocurre que I, < 2 para
todo m > 2 ya que 2m < 2™. Asi, siendo n = 1, el mayor indice de eficiencia serd I1 = I = 2.

A partir de aqui, supondremos que n > 1.
Para obtener el maximo, derivamos I, y obtenemos la expresion:

2n? + (m — 2)n — mnIn(2m)
m(2n2 4+ (m — 2)n)?

I;n = [m

Como Iy, es distinto de 0, entonces se alcanza un punto critico cuando:

2% + (m —2)n—mnln(2m) =0 < (1 —In(2m))m =2 — 2n. (8.9)
Denotamos por m™ a la solucién de la ecuacién anterior. Entonces, se obtiene un punto critico
de I, en m™.

Observamos ahora los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién I,,. Como I, > 0
y m(2n% + (m — 2)n)? > 0, hay que estudiar cudndo 2n + m — 2 — mIn(2m) es negativo o
positivo.

Si m = 2, entonces resulta que 2n + 2 — 2 — 2In(4) = 2n — 2In(4) ~ 2n — 2 - 1.3863 =
2n — 2 - 1.3863 > 0, siempre que n sea estrictamente mayor que 1 (como hemos supuesto
anteriormente). Asi, tenemos que la funcién I, crece hasta m*, siempre que n > 1.

Ahora probamos que, a partir de m”™, la funcién I, decrece. Para ello, tomamos el punto m* +e¢
con £ > 0y probamos que I}« . < 0.

Utilizando la expresién para I,, obtenemos

Iege <0<=2n—2+ (1 —In2(m" +¢))(m" +¢) <0.

Como tenemos que m™ verifica la ecuacién (8.9), entonces

Lnepe <0<=m* (ln(2m*) —In(2(m* + E))) +e (1 —In(2(m* + E))) <0

— m*In (mm+ 8) +e(l—In(2(m" +¢))) <0 (8.10)
<~ m*In (m:n:— 8) <€ (1n(2(m* +e)) - 1) :
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Sabemos que, como € > 0y m* > 2, el lado izquierdo de la desigualdad anterior es negativo.
Por otro lado, deducimos que se cumple lo siguiente

In(2(m* +¢)) —1>0<=2(m" +¢) >e,

y esto siempre serd cierto porque m* > 2, es decir, 2(m* +¢) > 4y, como bien sabemos,
e ~ 2.7183. Por tanto, el lado derecho de (8.10) es positivo, lo que implica que I, . < 0.

Como hemos demostrado que I5 > 0, que I}« = 0y que I1In*+5 < 0, tenemos que en m* hay
un maximo relativo de la funcién I,.

Puede ocurrir que la solucién m™ no sea un entero, por lo que si m* es la solucién y m es la
parte entera de m”™, calculamos en cada caso si I, es mayor o menor que I 41.

Denotamos por M el valor maximo de I, cuando m > 2. Queremos ver si I es mayor que este
méximo o no, pero como I1 = Io, entonces Ip; > I; siempre que M > 2.

Entonces, vamos a analizar el nimero de pasos que obtiene un mayor indice de eficiencia en
funcién del tamafio del sistema a resolver. En la Figura 8.1 vemos el tamafio del sistema en
relacién con el nimero de pasos para obtener el mejor indice de eficiencia. En la Figura 8.2,
mostramos para un tamafio fijo del sistema, n = 100, cual es la relacién entre el nimero de
pasos y el indice de eficiencia.

Figura 8.1: Niimero de pasos que obtiene un mayor indice de eficiencia dependiendo del tamafio
del sistema a resolver.
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Figura 8.2: indices de eficiencia cuando el tamafio del sistema es n = 100.
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8.5 Experimentos Numéricos

En esta Seccidn, en primer lugar, aplicamos los métodos multipaso SWy,, SW Dy, y SW Ky, a
un sistema no lineal para verificar que se satisfacen las propiedades deducidas tedricamente en el
anélisis de la familia, tanto con como sin memoria. Ademas, en el lltimo apartado, mostramos
varios planos dindmicos para nuestra familia de métodos con distintos valores de m y distintas
expresiones de la funcién peso H (t;) para comprobar que algunos de los métodos de esta familia,
con mayor orden de convergencia que Steffensen, mejoran o, al menos, preservan la dindmica de
este método.

8.5.1 Aproximacion Numérica

Queremos aproximar la solucién del siguiente sistema no lineal con n ecuaciones y n incégnitas
Fi(z) = z;sin(zi41) = 1, 1e{l,...,n—1},
F,(z) = zpsin(zy) = 1.
La solucién aproximada de este sistema es
¥ ~ (1.11415714087193, . ..,1.11415714087193, . . .)T ,
que obtenemos utilizando los métodos SWy,, SW Dy, y SW Ky, para distintos valores de m.

Para los célculos computacionales, utilizamos MATLAB R2022a con aritmética de precisién va-
riable con 5000 digitos, iterando a partir de una estimacién inicial ¢ = (1.3,.. .,1.3)T hasta
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que se satisface el siguiente criterio de parada:
—300
lZk+1 — @pll2 + (| F(zp41)]l2 <1077

En el caso de los métodos con memoria, SW Dy, y SW Ky, utilizamos como aproximaciones
iniciales el mismo zg y x—1 = [1.4,...,1.4]", hasta satisfacer la misma tolerancia.

El sistema que resolvemos es de tamaiio n = 15. Para aproximar su solucién, suponemos que la
funcién peso de la familia de métodos (8.1) tiene la expresién

H(tg) = In — (tg, — In) + (tg — In)(tk, — In).

Ademads, el valor que tomamos de los pardmetros es 5 = § = 0.1 para el método SWy,.

Es interesante destacar que hemos tomado un tamafio de sistema tan pequefio debido a que, en
nuestra investigacion previa, hemos probado con tamafios de sistema mayores, como n = 100, y
hemos obtenido los mismos resultados numéricos, con la tnica diferencia de que se observa un
crecimiento exponencial del tiempo computacional de ejecucidn.

La Tabla 8.1 muestras los siguientes datos:

= los métodos usados para diferentes valores de m (en concreto m = 1,2, 3),

= la distancia entre las dos dltimas iteraciones, ||z — z)_1|

= el nimero de iteraciones necesarias para satisfacer la tolerancia requerida,

= la funcién evaluada en la dltima iteracién, || F(zg)

= el orden de convergencia computacional aproximado (ACOC) definido en [9],

= ¢l tiempo de ejecucién en segundos.

Tabla 8.1: Resultados numéricos de SW,,,, SWD,,, y SWK,,.

Métodos lzg+1 — gl | F(zp1)l Iter  ACOC  Tiempo
SWq 6.32894e — 439  6.95714e — 879 9 1.99999  43.1406
SW Dy 9.90630e — 393  4.98953e — 3553 7 2.41381 66.7344
SW K1 4.60983e — 643  3.99914e — 4197 7 2.72948  62.6406
SWo 2.83143e — 508  1.74600e — 2036 5 3.99999  55.0469
SW Do 6.06526e — 806  4.98953e — 3553 5 4.44483  73.7188
SW K> 5.74472e — 984  3.99914e — 4197 5 4.81006  73.9063
SW3 7.33069e — 408  1.23838e — 2452 4 5.99999  42.7188
SW D3 8.36495e — 549  4.98953e — 3553 4 6.49766  60.1875
SW K3 1.19588e — 610  3.99914e — 4197 4 6.95979  57.7813
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Vamos a analizar los distintos métodos en funcién del nimero de pasos m. En el caso m = 1,
el método SW; es una modificacién del método de Steffensen debido al pardmetro 5 = 0.1.
Teniendo en cuenta este hecho, observamos que los métodos con memoria aproximan la solucién
2" del problema con una mayor velocidad de convergencia y en un menor niimero de iteraciones.
Ademas, la aproximacién final obtenida es mas cercana a la solucién en estos casos porque los
errores de aproximacién son menores. Sin embargo, vemos que ambos métodos con memoria
tardan mas en encontrar la solucién del sistema porque se realizan mas evaluaciones funcionales
por iteracidn, es decir, aumenta el coste computacional y, por tanto, tardan mas que SW7j.

Por otro lado, si comparamos los métodos SWD; y SW K7, observamos que el método con
memoria que utiliza las diferencias divididas de Kurchatov es mejor que el otro en todos los as-
pectos. Este hecho se percibe en que SW K aproxima mejor la solucién exacta por los resultados
de la segunda y tercera columna, realiza el mismo nimero de iteraciones que SW Dy, tiene un
ACOC mayor y, adem3s, tarda menos tiempo en aproximar la solucién z*.

En el caso m = 2, cuando la funcién peso ya es relevante, observamos mejoras en casi todos
los aspectos respecto al caso m = 1. Vemos que, aunque los tiempos de ejecucién aumentan un
poco, obtenemos mejores ACOC en los tres casos y, ademds, realizamos un menor nimero de
iteraciones. Si comparamos los tres métodos, obtenemos conclusiones similares a las obtenidas
en el caso m = 1.

Por dltimo, para m = 3, obtenemos los mejores resultados. En este caso, gracias a la disminucién
del ndmero de iteraciones, obtenemos tiempos de ejecucién aiin mas pequefios que en el caso
m = 1. Ademds, como se deduce en los Teoremas de convergencia, los métodos muestran érdenes
de convergencia muy elevados. Es importante sefialar que el método SW K3 ha aumentado el
ACOC de SW3 en casi una unidad.

8.5.2 Ejemplos de planos dinamicos

A continuacién, como parte de los experimentos numéricos, mostramos el comportamiento
dindmico de varios miembros de la familia de métodos estudiada, utilizando planos dinamicos v,
en algunos casos, analizamos también el comportamiento de los métodos iterativos con memoria.
Los aplicamos tanto a ecuaciones no lineales como a sistemas de ecuaciones.

Comenzamos comentando los problemas que vamos a resolver:
= La ecuacién no lineal
3
p1:(x—1)"—-1=0.

Las raices de esta ecuacién: z* =2, 5 yx*t = 2
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= El sistema de ecuaciones no lineales, denotado por p2, del que analizamos el comporta-

(x(l))2 —-1=0,
(x(Q))Q —1=0,

donde (z,y)? € R2. Sabemos que las soluciones de este sistema son: z* = (—1,—1)7,
=1, =0, - yo* =, )T

miento es:

Especificamos en cada caso qué funcién de peso utilizamos. Recordemos que los métodos sin
memoria tienen dos parametros, que en este caso fijamos en los valores § = 8 = 0.1 para hacer
los planos dinamicos.

FUNCION 1

Comenzamos generando los planos dindmicos para la ecuacién no lineal p1. En el caso de los
métodos sin memoria generamos los planos dindmicos como sigue.

Denotamos por z una estimacién inicial compleja. Cada punto z del plano se considera como
punto inicial del método iterativo. En un eje tenemos Re(z) y en el otro Im(z). Cada punto z
se pinta de un color diferente en funcién del punto al que converge, donde se determina que el
punto inicial converge a una de las soluciones si la distancia de las iteraciones a esa solucién es
menor que 1073, Estos planos dindmicos se generan con un mallado de 400 x 400 puntos y un
maximo de 80 iteraciones por punto. Pintamos en naranja los puntos iniciales que convergen a la

1 —+/3i
2

raiz 2* = 2, en verde los puntos iniciales que convergen a z* = y en morado los puntos

L 14 V/3i
iniciales que convergen a z* = — El negro representa aquellos puntos que no convergen

a ninguna de las 3 soluciones.
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Figura 8.3: Planos dindmicos de SW; con diferentes funciones de peso para p;.

Im(z)
Im(z)

-5 0 5 -5 0 5
Re(z) Re(z)
(@) Con H#t) =1—(t— 1)+ (t — 1)2. (b) Con H(t) = 1/t.

Figura 8.4: Planos dindmicos de SW> con diferentes funciones de peso para pi.

Im(z)
Im(z)

5 0 5 -5 0 5
Re(z) Re(z)
(@) Con H(t)=1—(t—1)+ (¢t —1)% (b) Con H(t) = 1/t.
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Figura 8.5: Planos dindmicos de SW3 con diferentes funciones de peso para p;.

Im(z)

-5 0 5 -5 0 5
Re(z) Re(z)
(@) Con H#t) =1—(t— 1)+ (t — 1)2. (b) Con H(t) = 1/t.

Como podemos ver en los planos dindmicos anteriores (Figuras 8.3, 8.4, 8.5), las zonas de
convergencia de todas las raices aumentan cuando utilizamos la funcién de peso H(t) = % Por
este motivo, para este problema seria recomendable utilizar la funcién de peso H (t) = % en lugar
de la otra, y como también podemos observar, a medida que aumentamos el nimero de pasos,
las zonas de convergencia disminuyen, por lo que seria recomendable utilizar el método de 1 o 2
pasos.

En el caso de los métodos con memoria, generamos los planos dindmicos de la siguiente forma.
En este caso, fijamos la funcién peso que mejores resultados ha dado al aplicar el método sin
memoria, H(t) = %

Para generar los planos dindmicos para métodos con memoria, uno de los ejes representa la
iteracion actual y el otro eje la iteracion anterior. Ese conjunto de puntos se considera el conjunto
inicial de puntos de partidas reales para el método iterativo. Cada conjunto de puntos se pinta
de un color diferente en funcién del punto al que converge, donde el criterio de convergencia,
nuevamente, 1073 Estos planos dindmicos se han generado con un mallado de 400 x 400 puntos y
un méximo de 500 iteraciones por punto para ver mejor la diferencia entre los métodos. Pintamos
en naranja los puntos iniciales que convergen a la tinica raiz real ™ = 2, en azul los puntos que
tienden a infinito, que se han determinado como los puntos cuyo valor absoluto es mayor que
10159y en negro los puntos que no convergen en menos de 500 iteraciones.
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Figura 8.6: Planos dindmicos de SW D y SWK; para p;.

-5 -5
-5 0 5 -5 0 5
X4 X
(a) Plano dindmico de SW Dy para p;. (b) Plano dindmico de SW K para p;.

Figura 8.7: Planos dindmicos de SW Dy y SW K, para p;.

-5 -5
-5 0 5 -5 0 5
X1 X1
(a) Plano dindmico de SW Dy para p;. (b) Plano dindmico de SW K> para p;.
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Figura 8.8: Planos dindmicos de SW D3 y SW K3 para p;.

-5
-5 0 5
X4 X4
(a) Plano dindmico de SW D3 para p;. (b) Plano dindmico de SW K3 para pj.

Observamos que, en el caso de los métodos con memoria, como se muestra en las Figuras 8.6,
8.7 y 8.8, se obtienen mayores areas de convergencia a la raiz real en el caso en que se utilice el
operador de diferencias divididas de Kurchatov para cualquier ndmero de pasos.

FUNCION 2

A continuacién, discutimos el caso de los métodos sin memoria para resolver el sistema no lineal
p2. Para todos los métodos se ha seleccionado la siguiente funcién matricial como funcién de
peso:

Para generar los planos dindmicos, hemos seleccionado un mallado de 400 x 400 puntos, y
lo que hacemos es aplicar nuestros métodos a cada uno de estos puntos (que son vectores),
tomando el punto como estimacién inicial. Cada eje representa una componente del vector inicial.
También hemos tomado 80 como niimero maximo de iteraciones que hace cada estimacién
inicial y consideramos que un punto inicial converge a una de las soluciones si la distancia a
esa solucién es menor que 1073, Pintamos de naranja los puntos que convergen a la solucién
z* = (1,1)T, de verde los puntos que convergen a z* = (1,—1)T, de azul los puntos que
convergen a z* = (—1,1)7, de rojo los puntos que convergen a z* = (—1,—1)7 y de negro los
puntos iniciales que no convergen a ninguna de las soluciones.
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Figura 8.9: Planos dindmicos para p».

(a) Plano de SW; para po. (b) Plano de SW> para po. (c) Plano de SW3 para pa.

Como podemos ver en las Figuras 8.9, 8.9a y 8.9¢c, el método iterativo que tiene mayor acce-
sibilidad, es decir, mayores regiones de convergencia a las soluciones del sistema es el método
SWi.

Notar que no representamos los planos dindmicos de los métodos con memoria para el sistema
P2 ya que necesitariamos mas de dos dimensiones para poder representar zg y x_1, dado que
estas estimaciones iniciales son dos vectores con dos componentes cada uno.

8.6 Conclusiones

En este Capitulo, se ha disefiado una familia multipaso de métodos iterativos sin derivadas para
resolver sistemas no lineales. Se ha probado que esta familia tiene orden de convergencia 2m
bajo ciertas condiciones de la funcién peso.

Debido a la expresién de la ecuacién del error, hemos podido introducir memoria de dos formas
diferentes: usando diferencias divididas de tipo Steffensen, alcanzando orden de convergencia
m +vVm?2 4+ 2m — 2, para m > 2; usando diferencias divididas de tipo Kurchatov, alcanzando
orden de convergencia m 4+ vVm?2 + 4m — 4, para m > 2.

Por otro lado, hemos analizado la eficiencia de la familia propuesta (8.1), estudiando el niimero
Sptimo de pasos que proporciona el mejor indice de eficiencia para diferentes tamafios del sistema
a resolver.

Finalmente, en la Seccién de experimentos numéricos hemos comparado numéricamente la familia
(8.1) y sus versiones con memoria para diferentes valores de m cuando los aplicamos a resolver
un sistema de tamafio n = 15. Ademds, en el dltimo apartado de esta Seccidén, hemos analizado
la accesibilidad de las familias de métodos numéricos para distintas funciones peso, tanto en el
caso unidimensional como en el multidimensional.
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Capitulo 9. Convergencia semilocal de una familia paramétrica multipaso de métodos iterativos

9.1 Introduccién

En este Capitulo vamos a estudiar una familia de métodos iterativos de alto orden de convergencia
para problemas no diferenciables F(x) = 0, donde F : D C X — Y es un operador no lineal
entre espacios de Banach X e Y.

La construccién de esta familia pasa por modificar la familia generada al componer el método
de Steffensen generalizado consigo mismo mediante la realizacién de m pasos, cuya expresién
iterativa es como sigue:

€]

z = xk—[wk,xk;F]_lF(xk)

z]](:2) = V- [wk,xk;F}—lF(z;”)

(9.1)
z,(cmil) = zf@miz) - [wk,xk;F]_lF zémiZ)
Tht1 = z](cmil) — [wk,xk;F]_lF z,imil) , k=0,1,...

donde zq es el punto de partida, wy, = xp + SF(x), y B es una constante arbitraria tal que
B # 0. El nimero de pasos seleccionados se denota por m y k denota qué iteracién estamos
calculando. Narang en [71] demostré que este método iterativo alcanza un orden de convergencia
m+ 1 (ver [74, 75, 76]).

Para aumentar el orden de convergencia de esta expresidn sin disminuir el indice de eficiencia,
introducimos una nueva familia de métodos iterativos, consistente en realizar m-pasos por ite-
racién, pero realizando los dos primeros pasos del método de Steffensen actualizando todos los
datos. Después, reutilizamos las diferencias divididas del segundo paso en los restantes pasos de
la familia. La expresidn iterativa es la siguiente

Z;gl) = ap — [wy, 2k F] 7 F(2g)
z,(f) = z,(cl) — [z,(cl),vk;F]le (z,il))
: (9.2)
z,gm_l) = zlgm_Q) - [z,gl),vk; FI7'F zlim_2)
Tht1 = zl(cm_l) — [zlgl),vk;F]le zlim_l) , k=0,1,...

donde wy = x + BF(zg) y v = z,(cl) + BF (z](cl)). Es decir, realizamos dos pasos de tipo
Steffensen (con unas diferencias divididas centradas generalizadas) y, a partir de ahi, utilizamos
la diferencia dividida del segundo paso para los siguientes m — 2 pasos.

Cabe destacar que esta familia de métodos es una caso particular de la familia estudiada en el
Capitulo 8 definida por la expresién (8.1) donde se escoge la funcién peso como H(t) =t 1y
para los pardmetros 8 = §. Por este motivo, no es necesario que en este Capitulo abordemos
la eficiencia, el orden de convergencia o la dindmica compleja de esta algoritmo, sino que nos
centramos en analizar esta familia desde otro punto de vista, su convergencia semilocal.

176



9.2 Convergencia Semilocal

Con este objetivo en mente, hemos estructurado el Capitulo de la siguiente forma: La Seccién
9.2 estd dedicada a establecer un estudio de convergencia semilocal para la familia de métodos
iterativos (9.2). A continuacidn, en la Seccién 9.3, realizamos algunas pruebas numéricas con el
fin de aplicar los resultados tedricos obtenidos anteriormente. Finalmente, exponemos algunas
conclusiones.

9.2 Convergencia Semilocal

En esta Seccién analizamos la convergencia semilocal de la familia (9.2), es decir, damos las
condiciones necesarias para que, dado un punto de partida g € D, el método iterativo (9.2)
converja a una solucién z*. Ademds, determinamos los dominios de existencia y unicidad de
convergencia (ver [77]).

La importancia de este estudio de convergencia semilocal con respecto a los realizados anterior-
mente en esta Tesis, reside en que vamos a realizarlo sobre una familia de métodos iterativos
multipaso. Este hecho implica que habrd que tener en cuenta, no solo el niimero de iteraciones,
sino también el nimero de pasos.

Para comenzar, consideramos xg € D, y suponemos lo siguiente:
(1) Existe Lgl = L(zo) ™! = [wo, zo; F]~! tal que ||Lgl|| < 7. Ademss, ||F(zo)|l < no tal
que || Ly F(xo)l| <m0 = b.

(1) [F(z) = F(y)|| < po (= -yl
no decreciente.

), &,y € D donde pg : Rt — R™ es una funcién continua

(111) Suponemos que existe [z,y; F| para cada par x,y € D, z # y tal que el operador de
diferencias divididas satisface la siguiente relacién:

Iz, y; F] = [u, 05 FI|| < 1 ([l = ul], ly = ll); para tedo 2,y,u,v € D,

donde p1 : RT x R™ — RT es una funcién continua no decreciente respecto de ambos
argumentos. Notar que como F' es no diferenciable, 11 (0,0) > 0.

A continuacién, daremos un resultado generalizado de la convergencia semilocal de (9.2). Lo
haremos fijando el radio  del dominio de existencia de solucién z* e intentaremos calcularlo de
forma que la sucesién de iterados {x}} esté contenida en este dominio, definido por la bola de
convergencia B(zq, ), cuyo centro es la iteracién inicial y cuyo radio es nuestro pardmetro fijado
.
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Teorema 9.2.1. Bajo las condiciones (1) - (111), consideramos las siguientes funciones y pardme-
tros:

l(t) = Ml(t7 57]0)7
m(t) = yu1(t, t + Bno(t)),

A = T,

cont € RY. Ademds, suponemos que la siguiente ecuacion tiene al menos una raiz real positiva:

b
b T 0, (93)

donde r es la raiz real positiva mds pequefia que satisface la ecuacién (9.3) y se cumplen las
condiciones I(r)y <1, m(r) <1 y A(r) < 1.

Entonces, la sucesion {x} dada por el método iterativo (9.2) estd bien definida, permanece

dentro de la bola de convergencia semilocal B(xq,r) y converge a la solucién x* de la ecuacién
F(z)=0.

Demostracion 9.2.1. Para simplificar la notacion, denotamos

L; = L(x;) = [x; + BF(x5), x4; F.

(1)

Partimos del hecho de que z,"’ estd bien definido ya que por la condicicn (1), tenemos lo siguiente:

1 _
1280 — o)) = 1Ly L F(zo) || < ymo = b <.

Veamos que existe [z(()l),vo; F]_l. Para ello, denotamos Sy = [zél),UO;F}_l y aplicamos el

Lema de Banach para operadores inversos (ver [54]):
11 = Lo " Soll < IlLg Il llZo = Sol
< ||lwo,@0 + BF(2o)s P = [, 2" + 8F (V) s F |
<7 (Hl‘o - Z(()l)Hv xo — Zél) +p (F(l’o) —F (Zél))) H)
< ypa (r,r+ Buo(r)) = m(r) < 1.

Entonces, aplicando el Lema de Banach, existe Sgl y

-1 v
< .
HSO ” =1 (T)

Como F es diferenciable Fréchet, se tiene

F (zg”) —F (Zgn) + F(z0) — F(z0) = F(zo) + [25Y, w0; FI(25Y - o).
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Por el primer paso,
1
F(z0) = —[wo, z0; F] (Z(() )~ wo) ~

Entonces,

F (z(()l)) = ([ (1) ,x0; F] — [xo,wo;F]) (z(()l) —xo) .

Tomando normas sobre la expresién anterior y, teniendo en cuenta las condiciones (1) — (1), se
tiene

HF (z(()l)) H < (Ilz(gl) — o[, [lwo — onIl) [
< 1 (r, Bno) 128" = woll < 1r)ymo < mo,

donde denotamos l(r) = 1 (r, Bno) para simplificar la notacién. Ademds, gracias a la condicién
I(r)y < 1 del Teorema 9.2.1, podemos afirmar que l(r)yno < no.

Con esta cota sobre F’ (zél)), podemos determinar

2 1 — 1 Y 1 1
1267 "1 = |55 F (V)| < Tyl = woll = ACI=S —oll <,

donde A(r) = %m(r)l(r). Ademds, en la ecuacién anterior, hemos aplicado el hecho de que
A(r) < 1. Asi,
2 2 1 1 1
26 = @oll = ll26” = 26”1l + 116" = @oll < A@)lz5” = woll + 125" = woll

=)+ 1) 2 =0l < 1+ A)b <.

Por tanto, como ||z(()2) —xzg|| < r, se tiene zéz) € B(xzg,r).

Para demostrar que z(()d) reside dentro de B(xq,r), primero debemos acotar

1287 = 221 = |50 ' F (+67) H (+47) H

Como el valor de HF (282)) H es desconocido, vamos a desarrollar la expresion
ACOERCORTICHERICY
=F (zél)) + [z (1) z(() );F](zéz) — zél))

=~z 00 FI(= = 28Y) + (67, 285 FI (67 = =60).

1,

7’UO§F
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Tomando normas,

HF (282)) H < HZéQ) _ Z(()l)HM1 (Hzéz) _ Zén”’ o — z(()l)”)
<o (87 (=57 ) 167 = =71

< 1 (r, Bm0) 1282 = 20 = 1) 1282 = 200 = 1r)ymo < mo-

Ahora, podemos acotar lo siguiente:

715 g | ()] < e

<A = 201 < AP = ol <

Por tanto, es facil obtener que
3 3 2 2 1 1
267 = zoll < llzg” — 2671l + 16" — 2511 + ll25” — ol
1 1 1
< A28 = oll + AW = ol + 1125 = 2ol
= ()\(7“)2 +A(r)+ 1) ||z(()1) — x| <
Esto demuestra que zég) € B(zg,r).

Vamos a realizar induccidn sobre el niimero de pasos m para obtener finalmente que la iteracién x1
también esta dentro de la bola de convergencia. Para ello supondremos que paraq=3,...,m—1
se satisfacen las siguientes relaciones:

@ |7 (2| < 12 = 50 < o
@) 11257 = 28V <A@ Y = 2572 < A2 = zol| <

_ q
(3) ||zéq) — x| < wb < 1y, por tanto, zéq)

SS9z )\(T) S B(a:o,’r’).

Veamos que, puesto que es cierto para q, también lo es para q + 1.

= Comenzamos demostrando (2) para q + 1, utilizando (1), (2) y (3) para g:

267 — 26”1 =

2§00 P (20| < =L Ol =T

<A@ = 27V < A8 = woll < 7.

Por tanto, (2) queda demostrado para q + 1.
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9.2 Convergencia Semilocal

= Partiendo de la hipétesis sobre q, demostramos (3) para g+ 1:

A(r)*?

12§D —oll = 1572 — 282 4 126 — ol < Ar) 128" — ol + = b
1—X(r)
1—X(r)? 1 — A(r)att
< q = .
,(/\(r) +1f/\(r) b Y b<r
Con esto, se demuestra que zéq+1) € B(zo,r) y (3) se satisface para g+ 1.

= Finalmente demostramos (1) para q + 1 siempre que ¢ < m:
F (z(()qul)) =F (z(()q+1)> + F (z(()q)) —F (z(()q))
_ [Z(()Q+1)’Z(()Q); F](z(()Q+1) _ Z(()Q)) +F (Z(()Q)>

= (57, 267 P = 2§0) = 1260 w0 YT = 200),

Aplicando normas, obtenemos:

|2 (S0) | < (16 = 2870 0267 = ol ) 1) = 2§71
< 1 (17 = oll + llzo — 2V 126 - 2§V

07 (7)1 = 71

1— A(r)att 1—A(r)?
Sm( 4 p, LA b+b+5no>llz(()q+1)—z(gq)|\

1—X(r) 1—X(r)
<)l =290,

donde

— bA(r T — bA(r r)?t
I(r) = max {Ml (r, Bno) , i1 (2b b)\l(j E\)EE«))Q a 1), 2 b)\(l)(i\((r)) 1) + ﬂno) } ;

paraq=3,...,m — 1. Por lo tanto, se demuestra (3) para q + 1.

Sig=m—1, tenemos que z(()m) = x1 Y, por tanto, la primera iteracién generada por el método

estd dentro de B(xq, ).
Ahora queremos demostrar que xo € B(xq,r). Para ello, tenemos que ver que zgl), e zgm)
estdn bien definidos y dentro de la bola de convergencia.

Como z(()m) = z1 € B(zo,r), pasamos al primer paso del método en su segunda iteracion. En

(1)

Zl —

1 .
este paso, queremos acotar ‘ para demostrar que zi ) estd dentro de B(xzq,T).
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Por el método (9.2), se tiene

1 - -1
125 = @1l < lfws, @15 F] IF @] < 127 IIE )]

Por induccién hemos visto que (3) se satisface para q > 3, entonces

1 — —1
120 — &l < NZTH )™ = 25V

Veamos ahora que L;l existe. Para ello,

IT = Lo Lol < (126 Il Lo — Lall < v ll[wo, z0; F] — [wa, z1; FI]|
<y (lwr —woll, |21 — o)
< ypa (ler = moll + Bl (F(z1) — F(xo)ll, [le1 — zoll)
< ypr (lzr = zoll + Bpo ([[x1 — 2oll) » llz1 — ol|)
yu1 (r+ Bpo(r),r) =m(r) < 1.

Entonces, por el Lema de Banach, Lfl existe y se satisface

[ —
|| 1 H_l—m(r)

Por tanto,

1 ol m m—1 m m—1
ot — a1l £ g tOl™ = " <A™ - 2"

S AEAE) ™28 = @l < A2 — o) < 7.

Para ver si forma parte de la bola de convergencia,
1 1
1247 = woll < ll2{? = @1 + lla1 = o

<A™ 128 = woll + 125 = wo|
m, 1— A(T)m (1) _
< (A4 2 10 - ol
1— M)t

:71—)\(7“) b<r.

(1)

Por lo tanto, se establece que z, ' € B(xg,r).

(2)

Para continuar con la induccidn, vamos a demostrar que z,"’ estd dentro de la bola de conver-
gencia. Para ello, queremos acotar

18 = =0 < 1 o P P (0) | < st |7 (7).
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9.2 Convergencia Semilocal

Veamos que existe S, ! usando el Lema de Banach para operadores invertibles:
1 —1 (1)
11— Lo " S1ll < 1L "1 1Lo — S1ll < yll[wo, zo; F] — [v1, 275 F|
1 1 1
<y (1o = woll + 8[| F (247) = Fo)|| 124" — woll)

<ypr (r+ Bpo(r),r) =m(r) < 1.

Por tanto, existe ST 1 y

-1 v
< .
HSI H = l—m(r)

Ahora, desarrollamos

F (z£1)> =F (zg)) + F(x1) — F(x1) = [zgl),xlgF](zgl) —x1) + F(x1).

Tomando las normas, obtenemos
[ ()]l <

1 1
< (147 = wall, BIP @) 11247 = 1]

< g (14 = @all, o) 11267 = wull < )12 = a1 < no-

[zgl),xlgF}(zgl) —x1) — [$17w1§F}(Z§1) - wl)H

Calculamos la distancia
2 1 Y 1 1
o4 = V1 < g Ol =zl <A@l - 2l
AN ™28 = zo]| < ALY -
< 0 ol S A lzg T — @oll <
(2)

Finalmente, tendriamos que z,”’ € B(xo,r), ya que

1282 — woll < 122 — 2|1+ 14" — o]

mi10 L-A@™ o
<A™z = ol + STl ol
1— A(r)m+2
< ——= L
STioam 0T

De nuevo, por induccion sobre el niimero de pasos para alcanzar la iteracion x2, podemos argu-
mentar andlogamente a (1), (2) y (3) y obtenemos paraq=3,...,m — 1:

@ |7 (12)] = uf? - ) < o
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Capitulo 9. Convergencia semilocal de una familia paramétrica multipaso de métodos iterativos

(5) 129 — 27D < A1 = 272 < A2 — ol <

(q)

1— m—+q
(6) ||Z§q) —zof| < A(r) b <y, por tanto, z

> 1_7)\(71) S B(J)o,’r‘).

Por induccién, veriamos que (4), (5) y (6) se satisfacen para q + 1, lo cual incluye el paso m.
Por tanto, xo = zlm) estd bien definida y xo € B(zq,T).

Supongamos que repetimos el proceso para ver que existen x1 y xo para todas las iteraciones x;
coni=3,...,n— 1. Entonces, obtendriamos lo siguiente:

@ )] <

NES (Q) _ (q—
siguiente cota HF( T(L )H <) |2, ,)1 — Zn—1]] < no.

1)” < mo paraq =1,...,m y, ademas, se cumple la

®) 1242, — 297 < A2 = 22| < Ay Dma D
g=1,...,m

— 20| < r para

1 — A(r)(n~Hm+a

(9) ll52y = woll < 57505

m)
n—1

b<ryz( )1 € B(zg,r) para g = 1,...,m donde

=Zn.

Suponiendo que (7), (8) y (9) se satisfacen para n — 1, demostramos que también se satisfacen
para n y, ademds, x,41 estd bien definida y pertenece a B(xq, ).

Empezamos con el mismo objetivo de siempre. Queremos acotar

lef = @l < ||fwn. 2ns FI~ F(an)

-1
| < 1Lz E @)l

Para ello, debemos demostrar que existe L,, 1

1T = L ' Lall < 1Lg M1 Lo — Lall < v I[wo, z0; F] — [wn, n; F])|
< yp (lwo — wnll, lzn — o))
< ([|[on — zoll + BIIF (zn) — F(zo)l],7)
< ypa (r+ Buo(r),r) =m(r) < 1.

Por tanto, aplicando de nuevo el Lema de Banach, obtenemos que existe L;l y

Ll < —r .
< =2

Como hemos visto en la induccidn,

|1F(@n)l| < 1) 12 = 270 < o
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9.2 Convergencia Semilocal

Asi,
e = anll € TSI = 2l VS Al - 50
Aplicando (8), obtenemos

125 = zall < AEAE)@TImERTLL o)l <A™ |28 = @l < .

De ello, deducimos

1 1 1
25" = o)l < 1257 = @nll + llzn — zoll < A(r)"™ (125" = zol| + llzn — =oll-

Aplicando (9), obtenemos facilmente

)\(T)m(n—l)+m

1—
I8 = oll < Ar)"™ 5" — o+~ Tl — ol
9.4
MH 1) _ | < 1- A(T)nnL+1b < 64
=TS o TRE TG "

es decir, zg) € B(zg,r).

(2)

Veamos que zy,’ € B(xq,r). Para ello, primero acotamos

12 =200 < [ wns 217 2 (50) || < s 0| (562

Veamos que S, L existe, utilizando el Lema de Banach:
_ _ 1
17 = L5 "Snll < 125 1o = Snll < v|fwo, 203 F] - [on, =7 £

<y (1287 = woll, 128 = woll + 8 || () = Plao) )

< p1 (r,r + Buo(r)) = m(r) < 1.

Por tanto, existe S, y

-1 Y
< ——m——
19711 < 1—m(r)

Ahora, calculamos

F (D) = Flan) + [0 ons FI(AD = ) = ([on, 403 F] = fwn, @0 F) (26 = ),
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¥, aplicando normas,

|7 ()| <182 = wnlin (BIE @I 126 = all) < 1267 = @l (1, Bn0)

<)z = 2l < 0.

Por lo tanto, calculamos la distancia entre iteraciones

(2) _ (1) # 1) mn+1)_(1)
llzn” =20l < 7 — ) ()| — zall < A(r) [z " = @oll <.

(2)

Entonces, tenemos que zy;,’ € B(xo,r), ya que

_ mn+1
1562~ 2ol < 1262 — 201+ 1287 — woll <A™ 8D — ol + LA
1—X(r)
- 1— A( )anrl 1— )\(T)mn+2
<A Ty 4 b< b<r.
=20 M) ST

Por induccién sobre el nimero de pasos en la iteracion nimero n + 1 del método, podemos
razonar analogamente a las otras iteraciones y obtener

@) ||F (=) <t = =m0 < no.

(B) [25™ — 2D < Ay DD g <

1— )\(T)m(n-i-l)

(m)
1—A(r) b<ryz, € B(xo,r), YneN.

(€) (125 — 20| <

(m)

Como zp4+1 = 2z ', obtenemos que la iteracion xy,4+1 pertenece a la bola de convergencia
B(xzg,r), donde

_ <2
HITH‘l CL‘OH = 1= )\(7’)

siendo r el radio de convergencia.

Ahora, utilizando (A), (B) y (C), vamos a demostrar que la sucesidn de iteraciones {xn} es una
sucesion de Cauchy en la bola B(xg,r). Para ello, queremos acotar ||zn — zn—1]|| en relacion

1
con Hzfl_)l — Zn—1]|-

lzn — @n—1ll = 12} — 21l
:||Z1(ﬁ)1 7(1 . Dy (m n_ (m 2)+z(m 2)+...fz,(11_)1+z;11_)1*mnle
<= - =y ||+||z’" VPl el
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Por la condicién (8), se deduce que

129 = 2970 <A@ T2 - 2.

Por lo tanto, aplicando esta dltima desigualdad,

(m)

lon —anall - =lies =
<| f;ﬁ’l O 12 = 2P 1128 — 2]
< A(r)™ luz L~ ne A0 2||zn,1—xn71||+...
A ) = 2t |+ 1125 — 2l
< (AR 1+A( ym—2 ...+/\(r)+1)||z7(117)17xn,1||
1—=Xr)™
< S0,

Calculamos, por lo tanto,

|l Zrsr — Zn_1] S lZnsk — Tnpr—1ll + |Tnsk—1 — Tnr—2l
A [Tng1 — an + |z — zp—1]|

e 1= An)™ L=A)™, (1)

< 1—\(r H n+k 1 $n+k—1” + 1—A(r) |z Zptk—2 $n+k—2” + ...
1= A(r) W

TN 1— A(,’,) ” xn—l”
1—Xr 1 1

=z (()) (| il—&)-k 1~ Tnak—1ll + HZT(H)_k_Q — Tptk—2|l

T xn,lu).

Ademds, de la propiedad (8) también se deduce que

1 k 1
128, = 2pa | <A™ )2, = 20kl
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De este modo,

1= A(r)™ a 1 1)
Iz = ntll < T3 (Iedios = kol + 1 = @npimll #4202y~ 2ncall)
L= A(M)™ mk (1) (1)
< — Tpy— — Tp—
- 1—- A(T) ()\(T) ”’an1 Tn 1” + + ”an1 Tn 1”)
1 _ )\ m m mk— m
< L2 AT ™ F D 4™ 4+ )], — 2

1—A(r)
1= A(r)™ 1 — A(r)™E+D
1—X(r) 1—=A(r)™
1= A(r)™ 1 — A(r)mE+D
1—X(r) 1—A(r)™
1= M) 1 x(r)™
1—X(r) 1—XA(r)™
1— A(r)mC+D)

1)

12021 = Zn—1ll

IN

A0 g

IN

— o]l

AP DD g

IN

A D80 g

- 1—X(r)
1 m(n—1)) (1) _
< 1— /\(T’))\(r) HZO HZ‘OH

Por tanto, xn, es una sucesidn de Cauchy y converge a x* € B(xzq,T).

Veamos ahora que x* es un raiz de F(x) = 0. Por la condicién (A),

|F (=) | < 1 = ) < o

Por lo tanto, aplicando la condicién (B),

1Pl = ||F (5)]] < 1128 = 20721 < 1mA )™ = 2l

Finalmente, tomando limites cuando n — oo, se tiene que Hzg) — xn|| — 0, y por tanto, por
la continuidad del operador F', F(z*) = 0.

Teorema 9.2.2. Bajo las condiciones (1) - (IIl), suponemos que la ecuacién

yua(t,t + Buo(t)) —1 =0, (9-5)

tiene al menos una raiz real positiva, donde R es la raiz real positiva mds pequefia de esta

ecuacién. Entonces, la solucién =™ es la tnica solucién del problema F(z) = 0 en B(z*, R)N D.

Demostracion 9.2.2. Para ver la unicidad de la solucién, suponemos por reduccion al absurdo que
existe otra solucién y* € B(xg, R) N D, y consideramos el operador P = [y*,z*; F|. Entonces,
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dado que P(y* — z*) = F(y*) — F(2*) = 0, si probamos que P es un operador invertible,
tendremos que y* = z*.

Entonces, para poder aplicar el Lema de Banach, probamos que

11— Lo Pl < |5 Ml Lo — P
<All[zo, xo 4+ BF (x0); F] — [z*,y"; F]|
<Ap1(llzo — 2" ||, llzo + BF(z0) — y"|I)
<Api(llzo — 2" ||, llzo — y™ || + BIIF (x0)ll)
< ypa(lwo — 2|, [lzo — y™ || + Bro(llzo — ™))
<ypi (R, R+ Buo(R)) = 1.

En la dltima desigualdad, utilizamos la hipdtesis de que existe al menos una raiz real positiva
de la ecuacion (9.5) ya que esto implica que al menos una de las funciones po(t) o pi(t) es
estrictamente creciente.

Por lo tanto, P es invertible, * = y* y se cumple la unicidad de solucién en B(zo, R) N D.

9.3 Experimentos Numéricos

En esta Seccién estudiamos numéricamente nuestra familia de métodos (9.2) para distintos
valores de 3. Al hacerlo, destacamos los mejores métodos de la familia desde dos puntos de vista
esenciales en el andlisis numérico: la convergencia semilocal y la accesibilidad.

Para los célculos y los planos dindmicos, utilizamos MATLAB R2022a con aritmética de precisién
variable de 100 digitos.

9.3.1 Estudio numérico de la convergencia semilocal

En esta parte del Capitulo, aplicamos los resultados teéricos obtenidos en la Seccién 9.2 para
obtener de manera numérica el dominio de convergencia y unicidad de la solucién de una ecuacién
integral no lineal y no diferenciable. Este tipo de ecuaciones juegan un papel importante en
el estudio de fendmenos fisicos no lineales que aparecen en diversos campos cientificos y de
ingenieria.

Consideramos la ecuacién
b
o) = 1(6) 4§ [ Gestend, ass<h (06)

donde G : [a, b] X [a,b] — R es la funcién de Green.
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Capitulo 9. Convergencia semilocal de una familia paramétrica multipaso de métodos iterativos

Transformamos la ecuacién en

1 b
Fa)(s) = 2()f(5) ~ § | G(s,06(a(0)de 0. (97)

Si aproximamos la integral mediante la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre

b P
/ g(t)de = " wig(ts),
@ i=1

donde los nodos t; y los pesos w; son conocidos, obtenemos un problema de dimensién finita con
el que poder trabajar numéricamente.

Denotamos las aproximaciones de z(t;) y f(t;) por z(® y f(i), respectivamente, coni = 1,...,p.
Entonces, la ecuacién (9.7) es equivalente al siguiente sistema no lineal:

p
RONEFOMN % S aye (xw')) L i=1,.p, (98)
j=1

donde

_ _J w b— ; <
aij = wjG(ti, tj) = { . (b=t (ti—a) <
J b—a ’ —

1

1.
El sistema (9.8) puede escribirse matricialemente como
1
F(:c)Ex—f—EAz:(L F:RP - RP (9.9)
donde

:U:(x(l),...,x(p))T, f:(f(l),...,f(p))T, A:(aij)f,j:p z:(¢(m(l)),...7¢(:c(p)))T.

Elegimos a = 0, b = 1, G(s,t) como la funcién de Green en [0, 1] x [0,1] y ¢(z(t)) = (z(t))> +
|z(t)| en (9.6). Entonces, el sistema de ecuaciones no lineales dado en (9.9) es de la forma

Flz)=xz—f— %A ((m(l))B + \x(l)\, RV (m(p))s + |1:(p)\) = 0. (9.10)

Es obvio que la funcién F' definida en (9.10) es no lineal y no diferenciable. Por lo tanto,
podemos aplicar nuestra familia de métodos iterativos (9.2), la cual prescinde del calculo de
matrices jacobianas y, en su lugar, usa diferencias divididas. Podemos considerar las diferencias
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divididas de primer orden que no requieren que F' sea diferenciable (ver [71]), definidas por la
siguiente expresién:

[u,v; F] =([u, v, Fl;;)} ;—; € LRP,R”),  donde
(Fi(u(l),...,u(j),v(j+1),...,v(p)) —Fi(u(l),...,u(j_l),v(j),...,v(p)))

wld) — (@)

donde U= (u(1)7"'7u(p))T y v = (U(l)a-..yv(p))T.

[u, v, F]i,j =

I

Para simplificar el problema, consideramos la dimensién del sistema p = 8 y f = 0 en (9.10).
Obviamente, en este caso, z* = 0 es una solucién de F(z) = 0, y es la solucién para la
que estudiamos la convergencia semilocal. Aunque para este estudio no es necesario conocer la
solucién, utilizamos esta informacién para tomar como dominio D = B(0,§).

Como f =0, el sistema de ecuaciones no lineales dado por (9.10) es de la forma

. A\ 3 .
F(m):x—%Az, 29 = (x(])) —|—|x(])\, ji=1,...,p. (9.11)

Calculamos ahora [z, y; F], calculando primero [z,y, Fl;; para i,j =1,...,p:
(Fi(mﬂ),u.,x<j>,y<j+1>,...,y<p>) _Fi(xa)’_“7$<j—1)7y<j>7“_7y<p>))
z() — y(@)

_ 1 , . W2 M\ L 1.06)
a Q(x(j)7y(j))(a11v'~~7azn)( T ) + |z ‘7"'7<x ) + [z

(
, (y(j+1>)3 PRSI (y(m)?’ n |y<p)|)
(

- , W%, G-1Y> L .G-1)
Z(I(j)_y(j))(all,...,am)(a: 1M, (2970) 412070,

(y<j>)3 INCI. (y(p>)3 ™).

[z,y, Flij =

+

Ya que j es la tinica componente que no se cancela,

[z, y, Flij = wijm K(xm)‘”’ N |x<j>|> _ (<y<j>)3 N |y<j>|)]
_ay (x(j)>3 _ (y(a‘))3 .\ <|x(j)| _ y(j)|>

2 20 — 4O 20) —y@

- ‘ o . G| 1)
_ @ N2 o @)@ o (N L B = 1y
- (((” )+ (1)) ¢ 20—y )
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Por tanto,
2 2 D] — Jy ]
1 (xu)) +aMyM 4 (yu)) O,
[x,y,F}:[f§A~Diag +
(m@))Q NONOM (y<p>)2 2@ — |y ®]
x(p) — y(p)

Como D = B(0,§), entonces

1F@) — F@)Il < llz -y — 546" %) = SA(] — )]

) ) (9.12)
3 3
< lle =yl + SlAlz™ =7l + S IAllllzl = lylll-

Como sabemos que [l — || < [l — ylllla® + @y + vl y [lla] — [yl < llz — yl| se cumple,
entonces

1
[1£(z) = E()ll < llz = yll + S 1Al (Hw —ylllz® + 2y + 2| + = — yll)
1
< llz =yl + 5114 (362”9: —yll+ =z — y\l) < po(llz = yl),
con puo(t) =t + || A (3¢% + 1)t.

Por otra parte, desarrollamos

1 — 1 —
Iz, y; F] = [u, v; F]|| = HI— 34 ((x2+1:y+y2)+ %) ~I+34 <(u2+uv+v2)+|“|”|)H

o

|| — Iyl _ |ul = vl
T—y u—v

1
< §||A|| (sz—l-aty—l-yz —u? —uv—vzH +‘

< S (l? = w2+ ly? = %] + lley — el ) +2]14]

< SHAI e = ulllz + ull + ly = ollly + vl + oy — 20+ 20— wol]) + 2] 4]
< 1Al 2€lle = ull + 2]y = ol + allly — ol + 1ol 2 = wl) + 2] 4]

< 2114l @+ 3¢(lz — ull + 1y — vl)).

Asi, tenemos .
pa(s,t) = S A2 + 3¢(s + 1)) (9.13)

Como z* = 0 es solucién del problema y la dimensién de éste es p = 8, tenemos

1
I = LI < 1 — fwo, wo; FIl| < 511 AlI(3¢% + 1),
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ya que
| = g
)2 1) 1)) 2 Mo 1~ ™o 1
ey |
[w07$07F]=I—§A~Diag =+
2 2
() e dpulp s () )| -
2P _ P
0

y wo,zo € B(0,¢).
1
Entonces, si §\|A|(3§2 +1) < 1, por el Lema de Banach, L™} existe y

2

L_1 < -
I < s aTee

Para este experimento, consideramos el radio del dominio como £ = 1y, por tanto, tomamos

una estimacién inicial perteneciente a la bola B(0,1). Por ejemplo,

zo=(0.1,...,0.1)7.

En este caso, wg = g + F(zo) también permanece dentro de B(0,1) porque

1 3
lwoll = llzoll + [|F'(zo)ll < llzoll + llzoll + §||A||(H960H + [lzoll) < 0.2063.

Ademads, en la cota anterior, utilizamos que
1 3
[ (o)l < llzoll + Sl ANl [lzolI” + llzoll),

lo que nos permite deducir el parametro ng como || F(zg)|| < 0.1063 = np.

El resto de cotas y pardmetros se deducen para valores de ( particulares y, es por ello que, en
la Tabla 9.1, presentamos los radios de convergencia y unicidad que obtenemos variando el valor
de 5. En concreto, la tabla muestra los siguientes datos:

= |os diferentes valores de 3 tomados,

= el radio de convergencia asociado a cada método,

= el radio de unicidad de solucién para cada caso,

= los valores de m(r), A(r), by I(r)y, sabiendo, por el Teorema 9.2.1 que m(r) < 1,
Ir)yy<1l,yA(r) <1l
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Capitulo 9. Convergencia semilocal de una familia paramétrica multipaso de métodos iterativos

Tabla 9.1: Resultados numéricos con distintos valores de 3.

B8 r R m(r) A(r) b I(r)y

0.01 0.2016 1.6563 0.2681 0.2970 0.1417 0.2173
0.02 0.2018 1.6461 0.2688 0.2977 0.1417 0.2177
0.03 0.2020 1.6360 0.2696 0.2984 0.1417 0.2180

0.1 0.2036 1.5686 0.2748 0.3037 0.1417 0.2202
0.2 0.2059 1.4815 0.2825 0.3114 0.1417 0.2234
0.3 0.2083 1.4035 0.2903 0.3195 0.1417 0.2267
1.0 0.2324 1.0256 0.3555 0.3899 0.1417 0.2513
1.1 02376 0.9877 0.3671 0.4034 0.1417 0.2553
1.2 0.2438 0.9524 0.3800 0.4185 0.1417 0.2595

Como podemos ver en la Tabla 9.1, los mejores resultados de convergencia semilocal se obtienen
para los valores mas pequefios de 8. Ademas, para el vector inicial g tomado, también obtenemos
un radio de unicidad mayor que para el resto de puntos de partida, lo cual implica que podemos
asegurar la unicidad de la solucién en una regién mayor.

Por otro lado, es interesante observar que para 8 = 1, es decir, para el método de Steffensen
multipaso con segunda diferencia dividida congelada, no obtenemos los mejores resultados en
términos de convergencia semilocal. Este hecho implica que obtenemos mejores métodos dentro
de nuestra familia gracias a la posibilidad de escoger el 8 mas conveniente.

Por dltimo, es importante sefialar que los radios de existencia y unicidad 6ptimos se obtienen
cuando 8 — 0 ya que, en este caso, los operadores de diferencias divididas simétricas, [z, zy; F

y [z,(cl), z,(fl); F], son las mejores aproximaciones a las derivadas (jacobianos) en el esquema (9.2).

9.3.2 Planos dinamicos para diferentes pasos de la familia iterativa

En esta Seccién, comparamos los diferentes planos dindmicos que se generan variando el pardme-
tro 8y el ndmero de pasos m de la familia de métodos numéricos (9.2)

Para los planos dindmicos, elegimos un mallado de 400 x 400 puntos y lo que hacemos es aplicar
nuestra familia de métodos a cada uno de estos puntos, tomando cada punto z como la estimacién
inicial del método. Consideramos z como un nimero complejo y representamos su parte real en
el eje de abscisas y su parte imaginaria en el eje de ordenadas. Fijamos el niimero maximo de
iteraciones para que el método converja en 50 iteraciones. Ademads, consideramos que los puntos
iniciales del mallado convergen a una de las soluciones del problema si la distancia de la dltima
iteracién dada por el método a una solucién es menor que 1073,
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9.3 Experimentos Numéricos

La funcién a la que aplicamos la familia de métodos es

flz) =2 —1.

En este caso, representamos en naranja los puntos iniciales que convergen a la raiz z* = 1,
en verde los puntos iniciales que convergen a la raiz 2* = —1, en azul los puntos iniciales que
convergen a la raiz ™ = i, en morado los puntos iniciales que convergen a la raiz 2™ = —i y en
negro los puntos iniciales que no alcanzan la tolerancia escogida en menos de 50 iteraciones.

Como se ilustra en los planos dindmicos de la Figura 9.1, observamos un comportamiento similar
a lo ocurrido en el ejemplo numérico de la convergencia semilocal ya que, a medida que disminuye
el valor del pardmetro 3, aumentan las cuencas de atraccién de las raices. Notar que, cuando
B =0.01, en los planos dindmicos podemos observar que las cuencas de atraccién de las cuatro
raices de la funcién presentan una simetria, es decir, la misma cantidad de puntos iniciales
convergen a cada una de las raices dentro del mallado escogido.

Por otra parte, en lo que respecta al nimero de pasos, utilizar uno o dos pasos no modifica
aparentemente el nimero de puntos que convergen a una solucién, pero si disminuye cuando
aumenta el nimero de pasos. Sin embargo, al emplear mas pasos, la convergencia se consigue
en un menor nimero de iteraciones, como vemos reflejado en las Figuras debido a la intensidad
del color ya que ésta determina el niimero de iteraciones necesarias para satisfacer el criterio de
parada.

Por lo tanto, si tuviéramos que elegir entre los métodos ilustrados para aproximar las soluciones
del polinomio que estamos resolviendo, elegiriamos el método que utiliza m =2y 8 = 0.01 ya
que presenta un gran nimero de puntos de partida convergiendo a una de las soluciones en pocas
iteraciones. Sin embargo, para problemas de mayor dimensién, en muchas ocasiones es necesario
perder accesibilidad a cambio de ganar velocidad de convergencia.
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Capitulo 9. Convergencia semilocal de una familia paramétrica multipaso de métodos iterativos

Figura 9.1: Planos dindmicos para diferentes m y f3.
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9.4 Conclusiones

9.4 Conclusiones

En este Capitulo se estudia una familia de métodos de tipo Steffensen, que es un caso particular
de la familia de métodos iterativos estudiada en el Capitulo 8 para H(t) = t~1. En concreto, se
desarrolla un estudio de convergencia semilocal de dicha familia ya que, en el Capitulo anterior,
de manera general, se han analizado otros aspectos de esta misma familia (9.2).

El estudio tedrico de convergencia semilocal desarrollado en este Capitulo es bastante extenso y
es de gran importancia debido a que, por primera vez en esta Tesis, se analiza la convergencia
semilocal de un familia de métodos multipaso.

Las conclusiones tedricas del estudio se ponen a prueba en la Seccién 9.3, aplicando la familia a
una ecuacién integral no lineal y no diferenciable de tipo Hammerstein.

Finalmente, se analizan algunos planos dindmicos del método aplicado a una ecuacién no lineal
para concluir qué nimero de pasos y qué valor de 3 es mas conveniente desde el punto de vista
dindmico para el ejemplo estudiado.

En conclusién, es importante destacar que, aunque trabajar con métodos con muchos pasos no es
conveniente para estudiar ejemplos numéricos sencillos, es necesario utilizar estos métodos para
problemas en los que se trabaja con sistemas de grandes dimensiones. Esto se debe a que, cuantos
mas pasos tenga el método utilizado, menos iteraciones realizard para encontrar la solucién vy,
por tanto, esto se traduce en un menor tiempo de ejecucion.
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Capitulo 10. Familia multipaso tipo Steffensen. Aplicacién al modelo matemdtico de un dispositivo

fotomultiplicador

10.1 Introduccién

En este capitulo nos centraremos en estudiar una familia de métodos iterativos de tipo Steffensen,
que se construye a partir de la generalizacién de la familia (9.1) del Capitulo 9. Para ello, usamos
la idea desarrollada por Amat et al. en [7] para mejorar la aplicabilidad de nuestra familia de
métodos, manteniendo su orden de convergencia. Esta consiste en sustituir las diferencias dividi-
das del método de Steffensen por operadores de diferencias divididas centradas y generalizadas
de la forma:

o €D

ug =z — aF(zy), aeRT,

wp = +bF(z;), beRT keN, (101)
Tpy1 :mkf[wk,uk;F]le(xk), k>0,

siendo F': D C R"™ — R" el operador no lineal del problema F(z) = 0y a y b constantes
arbitrarias talesque a 0y b# 0y a # b.

Sustituyendo las diferencias divididas progresivas de la familia multipaso de métodos (9.1) por
(10.1), obtenemos el siguiente algoritmo

xo € D,
1 —
Z;i ) — &y, — [wp, ug; ) F (),

Sl : (10.2)

Z;(Cmil) = Z;(fmiz) — [wg, up; FI'F Z;(gmfz) :

Ty = Z;(Cmfl) — [wy, ug; FI7'F (Z;(Cmfl)) , k>0,

donde up, =z, — aF'(zy), wi = xf + bF(xk), a y b son constantes arbitrarias tales que a # 0
yb#0 a#by iy = z,im), con m > 1. Es bien sabido que este esquema alcanza ordeb de
convergencia m + 1.

Al igual que en el Capitulo 9, para aumentar el orden de convergencia de este algoritmo sin
disminuir su indice de eficiencia, estudiamos una familia de m pasos por iteracién, cuyos dos
primeros pasos actualicen la diferencia dividida del tipo (10.1) y, a partir del segundo paso,
se reutilice el segundo operador de diferencias divididas. Visto de otra forma, construimos una
familia de métodos multipaso sustituyendo las diferencias divididas progresivas del esquema (9.2)
por (10.1). De esta forma, se obtiene:

xg € D,

Z,(Cl) =y — [, s F] ' F(ay),

z,(f) = z](cl) — [wp, up; F]7LF (zl(cl)) ,
52 : : (10.3)
zl(cmil) = zl(cmiz) — [wk,uk;F}_lF (z,(cmiz) ,

Thp1 = Z;(gmil) — [wg, ug; F] ' F (Z;(qul)) ; k>0,
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10.2 Andlisis de convergencia

(1) (1) (1) 1Y.

donde s, = xp, — aF(xy), T = 2p + bF (x), up = 2,7 —cF (2.7 ), wp = 2,7 +dF (2,7 ),
. _ (m)

a, b, ¢y d son constantes arbitrarias no nulas, a #b, c#dy x4 1 =2, °, con m > 2.
Es obvio que 52, tendrd un coste computacional mayor que la familia S1,, para el mismo
ndmero de pasos m ya que evaluamos dos operadores de diferencias divididas distintos. Sin
embargo, podemos alcanzar el mismo orden de convergencia que este método con menos pasos.
Asi pues, nos interesa estudiar qué método es mas conveniente en términos de eficiencia en
funcién del ndmero de pasos m, del tamafio n del sistema a resolver, del orden de convergencia
p y del nimero de iteraciones k que cada familia necesita realizar para aproximarse a la solucién
de un problema.

Para todo ello, empezamos el Capitulo comprobando en la Seccién 10.2 que la familia (10.3)
conserva el orden de convergencia 2m de la familia (9.2). A continuacién, en la Seccién 10.3,
estudiamos la eficiencia de las familias (10.2) y (10.3). En el apartado 10.4, introducimos memoria
a la familia (10.3). Finalmente, acabamos el Capitulo con algunos experimentos numéricos. La
importancia de este Capitulo reside en este iltimo apartado ya que hacemos uso de las familias
de métodos numéricos para la resolucién de un problema aplicado: El modelo de un dispositivo
fotomultiplicador.

10.2 Anadlisis de convergencia

En el siguiente resultado, probamos que el método (10.3) conserva el orden de convergencia 2m
de la familia (9.2), donde m es el nimero de pasos del método (m > 2).

Teorema 10.2.1. Sea ' : D C R" — R"™ una funcién suficientemente diferenciable en un
entorno de z*, es decir, en un conjunto convexo abierto no vacio D C R" tal que F(z*) = 0.

Entonces el método iterativo de m pasos dado por (10.3) con a, b, ¢ y d constantes arbitrarias
no negativas tal que a # b, ¢ # d y xg una aproximacion cercana a la solucién x*, converge a
2" con orden de convergencia 2m.

Demostracion 10.2.1. Haremos la demostracion por induccion sobre el niimero de pasos m > 1.

» Para m = 1, estudiamos el orden de convergencia de un método de un paso, que es la
generalizacién del método de Steffensen.

0 . . L L .

Sea e(,) = x, — x* el error en la k-ésima aproximacion a la solucién x* del sistema

F(x) = 0. Definimos e1 y ea como sigue

e1 =sp — " =xp —aF(z) — 2" = e](co) —aF(xy),

o (10.4)
es =1 — " =z +bF(1}) — 2% = e](c )+ bF (zy).

Escribimos el operador [ry, si; F| del método (10.3) utilizando la expansion en serie de
Taylor de un operador de la forma [z + h,xz; F|, considerando © = ri, x +h = s y
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fotomultiplicador
h = s, — rp = e1 — ea. Asi, obtenemos

ks k3 F] = ' (ri) 5 F () (o1 = €2) + " (i) (e1 — e2)? + O((e1 — €2)°), (105)
donde
F'(ry) = F'(z + bF(zy))
= F'(ax) + bF" () F(a) + 02" (o) Foi) + ., (10.6)

1 v
F'(ry) = F" () + 0" (ap) F(ay,) + 50°F ) (@p) Fag) + ...

Ahora, para poder sustituir en la expresién (10.6), consideremos el desarrollo en serie de
Taylor de F(xy,) alrededor de z*:

F(z) =T (ek ¥ Age? 4 Aged 4 Agel 1 Ased + Agel + 0 (ez)) 7 (10.7)

donde T' = F'(z*), e}, = e,(co) =ap—a" y A = %F’(x*)_lFU)(x*) € L;([R™,R™),
siendo L;(R™,R"™) el conjunto de funciones j-lineales acotadas, j =1,2,3,....

Entonces, sustituimos las derivadas de F(xj) en un entorno de x* en las dos ecuaciones
de (10.6) y, teniendo en cuenta (10.4), sustituimos las expresiones resultantes en (10.5)
para obtener la ecuacidn del error del operador de diferencias divididas:

[rhs 553 F] = F(I 4 (—al + BT + 21) Asey,
(10.8)
+ (rA%(b —a) —3(al — (BT + I)Ag) 240 (ei) )

A continuacién, podemos obtener la ecuacidn del error para su operador inverso, de forma
similar a como se hace en [78] (ver ecuaciones (2) y (3)).

Asi, el error del primer paso de la familia (10.3) tiene la expresion:
1 1 * _
ek+1:e§€) :z,i)f:c*:zkfx — [k, S5 F) 1F(xk) (109)
= ((b—a)T + I)Aze} + O(e}),

donde I denota la matriz identidad de orden n.
Como se puede ver, en este caso, la familia tiene orden de convergencia p = 2.

» Para m = 2, vamos a calcular la expresion de la segunda diferencia dividida del esquema
(10.3) y la expansicn de F(z,(:)) y asi obtendremos la ecuacion del error.
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10.2 Andlisis de convergencia

1 _ @

Sea e, ’ = z, — a* el error de la k-ésima aproximacion a la solucién x* del sistema
F(z) = 0 del primer paso de la familia (10.3) para 2 pasos. Definimos e1 y ea como sigue

e1 =up — " = z,(el) — cF(z,(Cl)) —2f = (1) — cF(z(l)),

(10.10)
e =wyp, —x* = z,gl) + dF(z](Cl)) — " (1) +dF(z, (1 ))

Escribimos el operador [wy, uy; F| del método (10.3) utilizando el desarrollo de Taylor de
un operador de la forma [x + h,x; F|, considerando, en este caso, xt = wi, t+h=1uy y
h=up —w, =e1 —ea:

EF/’/(wk)(61762)2+O((61762)3), (10'11)

1
[w, uk; F] = F’(wk)+§F//(wk)(elfeg)+6

donde
F(wy) = F'(1) + ar(ztMy)
F'(2\V) + dF" (z\")F (= (1))+ PP ENFEY L (1012)

F”(wk) :F//(z](cl))+dFH/(Z](<;1))F(ZI(<;1))+

Para poder sustituir en la expresién (10.12), necesitamos, como en el primer paso, el

desarrollo de F (z,(cl)) alrededor de =™ y el de sus derivadas. Sustituyéndolas en (10.12) y,
a su vez, utilizando estas expresiones en (10.11), obtenemos la expresion de [wy,, u, F]:

[wh, ug; F = F(((b —a)T + D)((d— )T + 21)AZe2
+((d— T +21) ((3(b —a(bT + I))T + 21) A5 (10.13)
— (a®1% = 2aD(bD + 1) + 6212 + 26T + 2I)A§)A2e2 + O(ei)),

donde, para simplificar la notacién, hemos denotado ej, = e,(j) = z,(:) —x*.

A continuacidn, tomamos la inversa de (10.13) de forma similar a como se hace en [78]
(véanse las ecuaciones (2) y (3)) y, utilizando la expansién en serie de Taylor de F(z,(cl)),
obtenemos la ecuacion de error del método (10.3) para m = 2:

erp1 = e =2 —a* =2V — 0" — wy,u TP

(10.14)
= ((b—a)T 4+ D)>((d — )T + I)Ade} + O(e}).

Es decir, para m = 2, obtenemos que el orden de convergencia del método es p = 2m = 4.

Suponiendo que el Teorema se cumple hasta m — 1, es decir, que todos los métodos de
q pasos tienen orden p = 2q para 1 < g < m — 1, vamos a demostrar que este Teorema
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también se cumple para m. Para ello, utilizamos la ecuacién de error de los (m — 1)-pasos
del método de la forma (10.3) con orden p = 2(m — 1):

ekt1 = egcm_l) = z,(cm_l) —zf = z,gm_g) — 2" — [wg, uk; F]_lF(zlgm_m)
m—1 m—3 m—4 ,2(m—1)—1 2(m—1
= —((b—a)T + D)™ (d— T +21)" " 3((c — d)T — [y~ 1 A2 D=L 20m=D)

+0(ef™ 7,
(10.15)

donde e}, = e,(cm_m ym > 4.

,(Cmfl)) para el cdlculo

, s6lo necesitamos realizar la expansion en serie de Taylor de F' (z,(gmil)) alrededor

Como el paso'm utiliza [wy, ug; F), ya desarrollado en (10.13), y F(z

(m)
de 2y,
de z*:

FI™ ™) = (1) (b—a)P+1)™ " (c—d)T—21) ™3 ((c—d)T—1) A3~ 712 m=1),

Sustituyendo este desarrollo y la expresién inversa de (10.13) en el m-ésimo paso del méto-
do (10.3), obtenemos la siguiente ecuacion del error para la familia multipaso generalizada
de tipo Steffensen de con segunda diferencia dividida congelada:

ept1 = e,(cm) = z,(cm) -z = z,gmfl) — 2" — [wg, uk; F]_lF(z](vmfl))
= —((b—a)L +1)™((d— )L +2I)™ %((c — d)I — I)™ 3 AZ™1ef™  (10.16)
+ 0™,
donde m > 3 es el niimero de pasos que realizamos en el método.

Entonces, observando la ecuacion de error, deducimos que para m pasos también se verifica
el resultado ya que el orden de convergencia es p = 2m.

10.3 Eficiencia Computacional

Para continuar con el estudio de las familias S1y,, y S2m, presentado en la Seccién anterior,
analizamos el coste computacional de éstas con el fin de comparar sus eficiencias. Para ello,
utilizamos el indice de eficiencia computacional CE1, definido en el Capitulo 2 por la expresion

-
CEI(uo, pn,n) = pCHo, p1,n) (10.17)

donde C es el coste computacional, dado por (2.29), cuya expresién es:

C(po, p1,n) = ag(n)po + a1(n)p1 + p(n). (10.18)
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10.3 Eficiencia Computacional

Por otro lado, para estudiar la eficiencia teniendo en cuenta el niimero de iteraciones realizadas
por cada método, utilizaremos también el indice de eficiencia computacional total, definido en
(2.31), mediante la siguiente expresién:

1
TCEI(m7n7k7MO7N1) :ka’(,uo,ul,n). (1019)

Notar que este indice depende del sistema a resolver, de la tolerancia requerida y de la estimacién
inicial elegida.

Como ya se ha explicado en el Capitulo 2, una iteracién sobre un sistema de tamafio n requie-
re n evaluaciones funcionales de una funcién vectorial F(x), n? evaluaciones funcionales para
obtener F'(z), n? — n evaluaciones funcionales y n? cocientes en el célculo de un operador de
diferencias divididas de primer orden de la forma [z, y; F], %n — %n productos/cocientes en la
descomposicién LU y n? productos/cocientes en la solucién de 2 sistemas triangulares utilizados

para resolver un sistema lineal.

Notar que si necesitamos resolver m sistemas lineales con la misma matriz de coeficientes, el coste
computacional es de %n?’ + mn? — %n operaciones ya que sélo se realiza una descomposicién
LU vy los dos sistemas triangulares se resuelven m veces.

En la Tabla 10.1 podemos ver la expresion para el coste computacional de los métodos iterativos
S1lm y S2m. Observar que, como los métodos tipo Steffensen no utilizan la matriz jacobiana
F'(z), no aparece el cociente 1.

Tabla 10.1: Coste Computacional.

Métodos C(po, p1,n) Notacién
Slm (n2+(m+1)n)u0+%(n3—n)+(m+1)n2+2n N1
S2m (2n2 + (m + 2)n)po + %(n?’ —n) 4 (m+2)n? +4n N2

10.3.1 Comparacién de las familias

Nos interesa comparar la eficiencia computacional entre los métodos iterativos multipaso S1., y
S2m, cuyas funciones de iteracién vienen dadas por (10.2) y (10.3).

Asi, observamos que, aunque S1,, tiene orden de convergencia m+ 1, podemos obtener orden de

I . . /
convergencia igual o incluso superior a m con 52,,» conm’ < m. En otras palabras, S2,,, alcanza

. . . m+1
el mismo orden que S1,, con aproximadamente la mitad de pasos, concretamente m’ > 7

En la Tabla 10.2, podemos ver, para un nimero de pasos de 2 a 10, las distintas posibilidades
de obtener igual o mayor orden con 52, pero con menos pasos. Por ejemplo, mientras que con
m = 7, Sly, alcanza el orden 8, podemos realizar m — 3 = 4 pasos con S2,, para alcanzar el
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Tabla 10.2: Relacién entre el nimero de pasos y el orden de convergencia para los métodos S1.,

y S2m.
m Slm S2m S2m—1 S2m—2 S2m—3 S2m—a
2 3 4
3 4 6 4
4 5 8 6
5 6 10 8 6
6 7 12 10 8
7 8 14 12 10 8
8 9 16 14 12 10
9 10 18 16 14 12 10
10 11 20 18 16 14 12

mismo orden. En otras palabras, para m = 7 podemos realizar hasta 3 pasos menos para conseguir
un orden igual o superior con S2;, que con S1,,. Esto es muy importante para comparar el indice
de eficiencia de las familias de métodos iterativos definidas en el apartado anterior, ya que tenemos
en cuenta la eficiencia computacional total y, podemos suponer que a medida que aumenta el
orden de convergencia de un método, disminuye el niimero total de iteraciones.

Realizamos un estudio exhaustivo para comparar la eficiencia de ambas familias de métodos en
el siguiente Teorema, tomando el cociente pg = 2.

Teorema 10.3.1. Sea m el niimero de pasos que realizamos con el método iterativo S1,, para
resolver un sistema no lineal de tamanon < 46 y realizando k iteraciones. Entonces, si un método
iterativo de la familia S2.y, realiza un maximo de k — 1 iteraciones se verifica que:

(1) Sik<5 n<15ym>5, entonces TCEIgy,  (m,n,k—1)>TCEIg;_(m,n,k).
(M) Sik<4,n<30ym>5, entonces TCEIgy, (m,n,k—1)>TCEIg;,, (m,n,k).
(M) Sik<4,n<40ym >7, entonces TCEIgy,  (m,n,k—1)>TCEIg; _(m,n,k).
(IV) Sik<4,n<15ym>5, entonces TCEIgy, (m —1,nk—1)>TCEIg, (m,n,k).
(V) Sik<4,n<30ym>7, entonces TCEIgy, (m—1,n,k—1)>TCFEIg1_ (m,n,k).

(VI) Sik<4,n<46 ym > 10, entonces TCEIgy, (m—1,nk—1)>TCFEIg;, (m,n,k).

Demostracion 10.3.1. Aplicando la Definicion de indice de eficiencia computacional total,
(10.19), tenemos que si N1 y N2 son el niimero total de operaciones realizadas por iteracion
por Sl y S2m, respectivamente (ver Tabla 10.1), mientras que k y k — j son las iteraciones
realizadas por estos métodos, tenemos que S2,, es mds eficiente que S1y, si

1 1

(2m) TV > (i 1) VI,
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Tomando logaritmos, resulta

1 1

mlog@m) > mlog(m +1),

es decir,
(k—j) N2
% —1log(m +1). (10.20)

log(2m) >
Tomamos la funcién exponencial en ambos lados de la igualdad y, denotando la segunda parte
de (10.20) por la funcién A(m,n,k), consideramos la diferencia

E(m7 n, k) =2m — e:rp(A(m, n, k))y
que es decreciente en funcién de n.

Observamos la Figura 10.1 (derecha), donde hemos representado E(5,n, k) en funcidn de k con
j = 1y para distintos valores de n < 15. Asi, podemos apreciar que en todos los casos la funcion
es positiva para k < 5, eso significa que el correspondiente método iterativo derivado de la familia
S2., es mas eficiente que el correspondiente a Sly, si realiza al menos una iteracién menos, eso
es muy probable porque el orden de convergencia de la familia S2., es mayor que el de la familia
Slm.

Figura 10.1: Valores limite de k para los que S2,, es mas eficiente que S1,,. Caso () (derecha)
y caso (VI) (izquierda) del Teorema 10.3.1.

26-exp(A(k)
T T

2:(11-1)-exp(AK)
T T

Entonces, en el caso () fijamos n =15, m =5y j =1 por lo que se deduce que E(5,15, k) >
0 y la funcion permanece positiva hasta la raiz de la ecuacién no lineal E(5,15,k) = 10 —
exp(A(5,15,k)) =0, que es k = 5.1784, por lo que se demuestra (1) para m = 5.
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Obviamente E(m, n, k) es una funcién creciente en m por lo que, realizando el mismo proceso con
m = 6,...,10 encontramos siempre una raiz mayor que cinco, luego este caso esta demostrado.

En el caso (I), tomamosn = 30 y la ecuacidn a resolver es E(5,30, k) = 10—exp(A(5,30,k)) =
0 cuya raiz es k = 4.3121.

A continuacién, paran =40 y m = 7, el valor k = 4.2867 nos ha dado la cota para el caso (llI).
Finalmente, en el caso (IV) el valor es k = 4.0847.
Ahora, en los casos (V) y (V1) observamos que la ecuacidn que hay que resolver es

(k—1) Elog

log(2(m — 1)) > N

(m+1), (10.21)

o, equivalentemente,
E(m,n, k) =2(m —1) — exp(A(m,n, k)).

Con un razonamiento similar al de los casos anteriores y tomando los parametros adecuados,
podemos obtener el nimero maximo de iteraciones que realiza S2,, para ser mds eficiente que
S1m. Estos valores son k = 4.31, k = 4.1181 y k = 4.0383, este ultimo valor se puede observar
en la parte izquierda de la Figura 10.1.

Teorema 10.3.2. Sea m el niimero de pasos que realizamos con el método iterativo S1y, para
resolver un sistema no lineal de tamano n < 1000 y realizando k iteraciones entonces, si encon-
tramos un método iterativo de la familia S2., realizando un maximo de k — 2 iteraciones, se
verifica que:

(V) Sik <7, n<50ym>35, entonces TCEIga_(m,n,k—2)>TCEIgy, (m,n,k).

(VI) Sik<7,m<45ym >7, entonces TCEIgy  (m —1,n,k—2)>TCEIg, (m,n,k).
(IX) Sik <6, n <150 y m >4, entonces TCEIgy, (m,n,k—2)>TCEIg1_ (m,n,k).
(X) Sik <5, VneNym>4, entonces TCEIgy, (m,n,k—2)>TCEIg, (m,n,k).
(X1) Sik<5,n<150ym>25, entonces TCEIgo (m—1,n,k—2)>TCEIg;, (m,n,k).

(XN) Sik <5,n<1000ym >7, entonces TCEIgy, (m—1,n,k—2)>TCEIg,, (m,n,k).

Demostracion 10.3.2. La demostracion es similar a la correspondiente del Teorema 10.3.1 ante-

rior por lo que se omite. Los valores limitantes para cada caso son k = 7.0754,7.0214, 6.569, 5.6, 5.1589
y 5.0575, respectivamente a (VII) - (XII). Los casos (VII1) y (XII) pueden verse representados

en los lados izquierdo y derecho de la Figura 10.2, respectivamente.
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Figura 10.2: Valores limite de k para que S2,, sea mds eficiente que S1,,. Casos (VIII) y (XII)
del Teorema 10.3.2.

2@ 1) exp(Ak) 2@1)exp(Ak)

14 T T T

T T T 15 T T T

~——n=100
4 ~—n=300

10.4 Introduciendo memoria

Esta parte del Capitulo se centra en la construccién de dos métodos multipaso con memoria
basados en la familia (10.3). Para ello, introduciremos memoria tal y como hacen en [71].

En la Seccién 10.2, hemos estudiado la familia multipaso de métodos iterativos de tipo Steffensen
congelando la diferencia dividida del segundo paso y hemos deducido que, para m pasos, el
esquema (10.3) tiene orden de convergencia 2m y que su ecuacién de error es de la forma:

epi1 ~ —(I —al +b0)™ (21 — L +d0)" " 2(—=1 + I — dl)™ 3 A" 2™ (10.22)
donde m > 3 es el niimero de pasos que realizamos en (10.3).

Queremos aumentar la velocidad de convergencia de esta familia a 2m + 1 sin realizar nuevas
evaluaciones funcionales. Para ello, vamos a estudiar cudles son las expresiones adecuadas para
los pardmetros aceleradores a, b, ¢ y d segiin la ecuacién de error (10.22).

Para lograr este orden, debemos anular uno de los tres términos de (10.22). Sin embargo, no es
posible cancelar por completo ninguno de ellos ya que no conocemos I' = F’(z*). Por tanto, va-
mos a intentar reducir al maximo la influencia de estos factores en la ecuacién de error definiendo
los parametros a, b, cy d.
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En este caso, intentaremos minimizar el impacto de mdas de un término a la vez para acelerar
al maximo la convergencia. Esto es posible porque las constantes a y b permiten acelerar la
convergencia del primer paso mientras que las constantes c y d aceleran la del resto de pasos.
Aunque hay varias formas de afiadir memoria, en este Capitulo nos centramos lnicamente en
presentar una manera de aumentar el orden de convergencia de la familia (10.3), ya que es aquella
que mejores resultados proporciona.

A partir de la ecuacién del error (10.22), estd claro que obtendremos un orden de convergencia
2m + 1 si encontramos una solucién de la ecuacién matricial para b — a tal que:

I—al' 400 =1+ (b—a)[F' ()] =0. (10.23)

También obtendremos orden 2m + 1 si encontramos una solucién de la ecuacién matricial para
d — c tal que:
21 — I +dl' = 21 + (d — ¢)[F'(z*)] = 0. (10.24)

Como hemos explicado antes, no podemos encontrar valores de los pardmetros que anulen (10.23)
y (10.24) de manera exacta y, por tanto, alcanzar el orden de convergencia 2m + 1.

Para acelerar al méximo la convergencia del método (10.3), utilizamos una aproximacién apro-
piada de b — a, que denotamos por By, y una de d — ¢, que denotamos por C}, para disminuir el
valor del primer y segundo término de la ecuacién de error. Asi, para no aumentar el nimero de
evaluaciones funcionales en este proceso, utilizamos informacién de la iteracién actual y de las
anteriores para aproximar [F’(z*)]™! en (10.23) y (10.24). De este modo, suponemos que las
matrices paramétricas By y C}, tienen la siguiente forma:

Ck:b—a:—[rk,l,sk,l;F]_l %—[F/(CC*)]_17 para k> 1, (10 25)
By =d—c=—2vj_1,up_p; F] 7"~ —2[F'(z)]7",  para k>1. '

Suponiendo las expresiones (10.25), proponemos la siguiente familia multipaso de métodos ite-
rativos con memoria a partir del esquema (10.3):

xg € D,
z,il) =y, — [, 15 F] ' F (),
222) = z,(cl) — [uk.,wk.;F]*lF (z](cl)) ,

52y M : (10.26)

Z](Cm_l) _ Z](Cm_2) _ [uk,wk;F]_lF Zl(Cm—2) 7

1 = 20" — [ug, wy; F]7'F (Z;(cm_l)) .k

>0,

donde S = T — ’lekF(.Tk), Tk = Tk + (51C;€F(xk), U = Z](cl) — QWQB]CF(Z](:)) Yy W =
z,(cl) + 252 B F (z,(cl)) de manera que C}, y By, vienen definidas por (10.25).
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Observar que 1 y 01 son constantes arbitrarias que deben satisfacer la condicién ;1 — v = 1
ya que, si tenemos en cuenta la expresién de la familia (10.3), se debe cumplir:

61— = (rk = o) [F(2)] O+ (s — ) Flan)) Ot
= 0F (zp)[F(zp)] ' Cp ' = aF (ap) [F o)) 1 Cy Y
= (b— a)F(a)[F(zp)] Ot = BpF (o) [Fz)] 'Ot = 1.

De manera andloga, v2 y d2 son constantes que también deben satisfacer la condicién do —vo = 1.

Sabemos que la familia con memoria definida por el esquema (10.26) aumenta en cierta medida el
orden de convergencia de (10.3), pero no sabemos cudl serd ese orden de convergencia. Por ello,
presentamos el siguiente resultado que nos permite deducir y demostrar el orden de convergencia
tedrico de (10.26) en funcién del niimero de pasos m.

Teorema 10.4.1. Sea F : R” — R"™ una funcidn suficientemente diferenciable en un entorno
D C R"™ de la solucién x* tal que F(x*) = 0. Suponemos que F'(x) es continua y no singular
en z* y que las matrices By, y Cy, del esquema (10.26) se calculan recursivamente mediante las
expresiones (10.25).

Entonces la familia multipaso con memoria (10.26) convergen a =* con orden de convergencia

m+vVm2 +2m —2 param > 1.

Demostracion 10.4.1. Sea {z}} la sucesién de aproximaciones que convergen a la solucién x*
0 .
con R-orden > 1y efc ) = x3, — x*, entonces podemos escribir

€k4+1 ™~ Dk’rez, (1027)

donde {Dy, »} es una sucesién que tiende al error asintético constante D, del método cuando
k — o0o. La notacién ~ simboliza que el lado izquierdo y derecho tienen magnitudes del mismo
orden.

Por tanto, tendremos

2
eit1 ~ Dy p(Di—1,r€5-1)" = Dy Dj_1 r€_1- (10.28)

Usando la expansién de la inversa del operador (10.8) en la iteracion k — 1, obtenemos:

[vk_l,uk_l;Frl = (I — (2A2 + (b — a)FAg)ek_l + O(ei—l)) Fil.

Asi, obtenemos las expresiones de las matrices Cy, y By, de la familia (10.26):
b—a=C = —[’r’kfl,sk,l;F}il = — (I - (2A2 + Ck,1FA2)6k71 + O(ei_l)) Fil,

d—c=By=—2[vp_1,up_1; F] " = -2 (I — (242 + Bp_1T'Az)ej 1 + O(qu)) r'
(10.29)
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A partir de estos desarrollos, obtenemos:
I+TC) = (21 + Ck — 1T Agej,_1 + O(eh_1) ~ €j_1,

(10.30)
21 + B’ = 2(21 + By_1T)Age_1 + O(es_1) ~ ep_1.

Reescribimos la ecuacion de error (10.22) utilizando los pardmetros aceledarores b —a = Cy, y
d—c=B8B Lk

erp1 = (I +CT)™21 + B D)™ (I + B,T)™ 243" ted™ + O(e2™ ), (10.31)

y sustituimos (10.30) en (10.31) para obtener:

m m—2 2m m m—2, r 2m 2mr+2m—2
€ht1 ™~ €h1€n 1 €k~ ep_1€n 1 (€p—1)"  ~epq . (10.32)

Sabemos por la ecuacién (10.28) que ey 41 ~ 6};2_1. Por lo tanto, comparando los exponentes de
(10.28) y (10.32), obtenemos
r? = 2mr +2m — 2. (10.33)

Resolvemos la ecuacion cuadratica (10.33) y obtenemos la raiz real positivar = m++v'm?2 + 2m — 2,

que es la cota inferior del R-orden de convergencia del método (10.26).

10.5 Experimentos Numéricos

En esta Seccién, utilizamos las familias iterativas S1y,, S2m y S2m M propuestos a lo largo del
Capitulo para aproximar la solucién de varios sistemas de ecuaciones no lineales con el fin de
confirmar los resultados tedricos y verificar la eficiencia de los esquemas. Ademds, utilizaremos
los ejemplos numéricos para comparar estas tres familias con las dos versiones con memoria del
método S1y,, presentadas en [71], que denotamos como S1ym My y S2:m M.

Para una mejor comprensién de todos los métodos que utilizamos, presentamos la Tabla 10.3
con los siguientes datos numéricos:

= |os métodos usados en funcién de el nimero de pasos m,
= ¢l orden de convergencia tedrico,

= el coste computacional calculado segin la expresién (10.18), donde n es el tamafo del
sistema a resolver, m el nimero de pasos por iteracién del método y pq la relacién entre
evaluaciones funcionales y productos/cocientes.

Para los cdlculos computacionales, el software utilizado ha sido MATLAB 2022a y el procesador
utilizado ha sido Intel(R) Core(T M) i7 — 9700 CPU@3.00GH z con 32GB de RAM.
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Tabla 10.3: Orden tedrico y coste computacional de los métodos.

Métodos p C(uo,m, n)

Slm m+1 (n2+(m+1)n)u0+ (n® —n)+ (m+1)n? +2n
S1m M (m+1)+ V2(m+1)2+4 (n? + (m+ Dn)po + + ( —n) 4 (m+2)n?+2n
SlpMy  AmEDEVIMAEDTHAZD 2 4 1)) + ( 8 _n)+ (m+2)n2+2n
S2m 2m (2n2 4+ (m + 2)n)uo + 2 (n?’ n) 4+ (m +2)n? + 4n
S2m M m+vVm?+2m —2 (2n? 4 (m + 2)n)uo + 2 (n3 n) 4 (m+ 4)n? + 4n

EJEMPLO 1: MODELO DE UN DISPOSITIVO FOTOMULTIPLICADOR

Un tubo fotomultiplicador (PMT') es un un tipo de detector dptico de vacio que aprovecha el
efecto de emisién secundaria de electrones que produce la luz para detectar niveles muy bajos de
iluminacién. Dicho de otro modo, es un dispositivo electrénico que recibe luz y la transforma en
corriente eléctrica (amplificada), lo que permite detectar intensidades de luz tan pequefias como
un fotdn.

Para ello, la luz llega al cdtodo que emite electrones que son multiplicados en cascada por
diferentes electrodos llamados dinodos. Finalmente, los electrones son capturados por el ultimo
electrodo, el danodo, generando una corriente medible.

Los dispositivos PMT se utilizan en diferentes campos como la medicina para diagndsticos
(escéneres PET/CT, cdmara gamma, cdmara Anger para escaneres SPECT, PCR en tiempo
real) asi como para monitorizacién de terapias (cdmara Compton, dispositivos de imagen planar)
[79].

La Figura 10.3 muestra un modelo simple de un dispositivo PMT'. El tubo de vacio (en amarillo)
consta de un fotocitodo (i = 0), N dinodos (¢ = 1,..., N) y un dnodo (i = N+1). Las tensiones
de electrodos V' (4) se muestran en morado para ¢ € [0, N + 1]. La corriente de polarizacién de la
fuente de alimentacidn es . Las corrientes de electrodos son I, Iqy,;,i € [1, N], y Ia, mientras
que la corriente que fluye a través de las resistencias se etiqueta como IR ;,7 € [1,N +1]. Un
fotén v, mostrado en azul, genera un fotoelectrdn en el citodo. Los electrones (bolitas) fluyen en
el vacio en la direccién de la flecha azul discontinua. Las flechas verdes discontinuas muestran la
convencién de signos de la Definicién de las corrientes de vacio entre electrodos I, ;. Adaptado
de [80].

213



Capitulo 10. Familia multipaso tipo Steffensen. Aplicacién al modelo matematico de un dispositivo

fotomultiplicador

Figura 10.3: Esquema de un PMT de N etapas conectado a una tensién de polarizacién Vi en
modo de polaridad negativa y a una cadena de resistencias R; con i € [1, N + 1].
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"‘--Z,Lﬁathode Ira
2 Ry
by \
1'»-,1 \\Dynode
\ﬁ‘T# > I‘]"!"l Vi
; H Ir,2 ¥ s
L2t Ry
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% "
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Utilizando la ley de corriente de Kirchhoff y la ley de Ohm, las ecuaciones que gobiernan el
modelo PMT se pueden formular de la siguiente manera parai=1...N + 1 (ver [80]):

Ig; + Iv; = I,
Vi=Vici=1Ir, - Ri,
i—1

v = Ieng [ ] k5 1V5 = Vial®,
j=1

(10.34)

donde la (ltima ecuacién de (10.34) para ¢ = 1 se define, en su lugar, como simplemente

Iv,l =mlx.
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Para determinar el estado del PMT tenemos que resolver un sistema de /N ecuaciones no lineales
en términos de los voltajes de los electrodos V; (i =1,...,N):
Vi-Viei _ Vipi -V

= L1 — Iy i=1,...,N, 10.35
R; Riiq T i "’ ’ ( )

donde V() = _Vb y VN+1 =0.

El modelo mostrado en la Figura 10.3, puede resolverse aplicando las familias de métodos ite-
rativos presentadas a lo largo del presente Capitulo a las ecuaciones anteriores con N = 8§,
m =1parai=1,...,N+1, R; =330kD parai=1,...,N, Ryy1 = 160kD, o« = 0.881 y
k =0,0936.

Este sistema de ecuaciones no lineales se resuelve considerando las tensiones del nodo interior
Vi, i=1,..., N como incégnitas. Como estimacidn inicial tomamos, para las incégnitas V;, N
valores interpolados linealmente entre —V}, y 0, excluyendo ambos extremos.

Resolvemos los sistemas para dos valores distintos de los pardmetros I, = 10pA y I, = 100 pA,
con una tolerancia de 1073, Los resultados que se muestran en la Tabla 10.4 son los siguientes:
= |as familias de métodos iterativos usadas, teniendo en cuentas que hemos tomado m =1,
a=c=11,v=11-1,b=d=21y§=21-1,
= el orden de convergencia computacional aproximado (ACOC) definido por (2.6),
= el nimero de iteraciones necesarias para satisfacer la tolerancia requerida,

= el operador del problema evaluado en la dltima iteracién, ||F(xy)||.

Tabla 10.4: Resultados del modelo PMT para distintos valores de los pardmetros

I, = 10 pA I, = 100 pA
Métodos ACOC Iter | E(zp)]| ACOC Iter |E (zg)]|
Slm 1.5738 3 1.0115e — 11  2.0141 4 2.6454e — 13
SlmM;  2.5380 3 1.3487e — 18  2.8882 4 8.2955e — 19
Sl Mo 2.2092 3 1.0272e — 18  2.1271 5 8.9457e — 19
S2m 1.5738 3 5.8366e — 11  2.0141 4 3.3774e — 11
S2mM 2.2889 3 5.2732e — 19  2.1687 4 1.5049¢e — 18

A medida que I, aumenta, también lo hace la no linealidad del sistema, y los métodos necesitan
mds iteraciones para converger, pero el error en términos de la norma del residuo y el ACOC
tienen valores similares.
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EJEMPLO 2: UN OPERADOR DIFERENCIABLE

Consideramos el siguiente sistema de n ecuaciones y n incégnitas:

@ sin (z0H)) —1=0, 1<i<n-1,

10.36
(™ gin (:E(l)) —1=0. ( )

Para este ejemplo, utilizamos aritmética de precisién variable con 850 digitos, iterando a partir
de dos estimaciones iniciales z_1 = (1.1,..., 1.1)T yxzo=(14,..., 1.4)T hasta una distancia
entre iteraciones consecutivas menor que la tolerancia 107290 os resultados numéricos que
recoge la Tabla 10.5 son los siguientes:

= |as familias de métodos iterativos usadas, teniendo en cuentas que hemos tomado diferentes
valoresde m,a=c=11,v1=v=11-I,b=d=21yd =6 =211,

= el tamafio del sistema (10.36) y el ndmero de pasos de cada familia de métodos,

= el orden de convergencia computacional aproximado (ACOC),

= el ndmero de iteraciones necesarias para satisfacer la tolerancia requerida,

= |a distancia entre las dos dltimas iteraciones, ||z — zr_1 ]|,

= los indices de eficiencia CEI y TCEI, definidos en (10.17) y (10.19), respectivamente,

= el tiempo de ejecucidon en segundos.

Tabla 10.5: Resultados del EJEMPLO 2 para diferentes tamarios y pasos

Métodos n m  ACOC lter lzgpr1 — <kl CEI TCEI Tiempo
Slm 5.9999 4 3.2298e — 648  1.00010787  1.00002696  25.3906
S1m My 6.1614 4 5.1268¢ — 789  1.00010385 1.00002596  26.3594
SlmMs 30 5 6.7020 4 4.6825¢ — 817  1.00010782  1.00002695  25.4219
S2m 9.9133 3 4.9721e — 302  1.00008102 1.00002707  43.8438
S2m M 10.9955 3 6.5370e — 358  1.00007933 1.00002619  43.5000
Slm 5.0000 6 1.6146e — 926 1.00002693 1.00000448 242.4063
Sl My 5.1922 5 2.4149e — 1020  1.00002646  1.00000529 212.7031
Sl Ma 50 4 5.6462 5 2.4800e — 881 1.00002750  1.00000550  206.9688
S2m 8.0000 4 3.41473e — 625  1.00002396  1.00000599  305.2500
S2mM 8.9995 4 3.2161e — 1037  1.00001925 1.00000481 314.0781
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En todos los casos, obtenemos como aproximacién de la solucién de la ecuacién (10.36) el
siguiente vector

41 = (1.11415714087193, ...,1.11415714087193, .. .)T

Para este ejemplo, vemos que los resultados numéricos de la Tabla 10.5 son bastante similares.
La mayor diferencia observada entre los métodos se refleja en el ACOC del método S1;, y sus
variantes con memoria y el método 52, y su versién con memoria.

Por otro lado, observamos que los resultados numéricos coinciden con los tedricos ya que el
TCEI de 52, es mayor que el de S1,,. Por otro lado, es importante sefialar que, en general,
S2m y S2m M requieren menos iteraciones que el resto de métodos para converger.

EJEMPLO 3: UN OPERADOR NO DIFERENCIABLE

En este ejemplo, resolvemos una ecuacién integral no lineal que aparece en algunos problemas
aplicados electroststicos y electromagnéticos, entre otras muchas situaciones ([66], [67]). E
interés de incluir esta aplicacién en el Capitulo reside en mostrar la aplicabilidad de las familias
vistas a operadores no diferenciables, aprovechando que todos los esquemas prescinden del uso
de la matriz jacobiana.

Consideramos la ecuacién integral no lineal de tipo Hammerstein definida por la expresién:

[H(x)](s) = x( / G(s,t)(z(t)® +5|z(t)|) dt, s € [a,b], (10.37)

donde a,b € R, G es la funcién de Green, f(s) =1,Vs € [0,1] y z es la solucién a obtener.

Transformamos el problema H(z) = 0, donde H : D C Cla,b] — Cla,b], en un sistema de
ecuaciones no lineales. Para empezar, aproximamos la integral dada mediante una férmula de
cuadratura con los correspondientes pesos, t; y nodos g;, j = 1,2, ..., n. Asi, tenemos el siguiente
sistema no lineal:

(J>_fj+zpﬂ () +olz®))), j=1,2,...,n, (10.38)
donde
ot ol <)
Dji = qi jrli) = Nt —a
’ ’ g =i

Para este ejemplo, utilizamos aritmética de precisién variable con 400 digitos, iterando a partir
de las estimaciones iniciales z_; = (—2,9,..., —2,9)T y zg = (—2,8,..., —2,8)T hasta una
distancia entre iteraciones consecutivas menor que la tolerancia 1071%°. Hemos resuelto el Ejem-
plo (10.38) para un sistema de tamafio n = 8 y con un niimero de pasos m = 4. Los resultados
numéricos que muestran la Tabla 10.6 son:
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= las familias de métodos numéricos para los mismos pardmetros que en el EJEMPLO 2,
= el orden de convergencia computacional aproximado,

= el nimero de iteraciones que necesita cada esquema para converger,

= la distancia entre las dos ultimas iteraciones,

= ¢l tiempo computacional en segundos.

Tabla 10.6: Resultados del EJEMPLO 3

Métodos  ACOC Iter lzg+1 — k|l Tiempo

Slm 4.998270 5 7.127831e — 333 245.4375
SlmMy  5.187298 1.034017e — 168  195.2656
Slm Mo 5.617349 3.414139%e — 175 190.7188
S2m 7.999571 8.067708e — 223  354.9844
S2mM 8.609689 4.298286e — 406  348.5156

[ S

Con todos los métodos hemos obtenido como aproximacién a la solucién del problema (10.38)
el siguiente vector:

g1 = (—3.307603, —3.029411, —2.890455, —2.759186, —2.611678, —2.611678, —2.759186, . . .)T.

En este ejemplo, vemos resultados numéricos similares al anterior. De nuevo el método numérico
con mayor ACOC es S2,, M seguido de su versién sin memoria S2,. Ademds, ambos métodos
presentan un menor error en la aproximacién si tenemos en cuenta que ambos realizan k = 4
iteraciones. En este ejemplo, para comparar el CEI y el TCEI de los métodos Sl y S2m,
hemos dibujado las Figuras 10.4.

En estas Figuras, podemos ver la importancia de comparar la eficiencia de los métodos utilizando
el CEI o el TCEI. El segundo indice es el que parece mds apropiado para hablar de eficiencia
ya que tiene en cuenta el nimero de iteraciones realizadas por cada método y k£ es de gran
importancia a la hora de calcular el coste computacional. Por tanto, para un tamafo de sistema
n entre 6 y 12, podemos ver en el grafico 10.4 que el método S2,, es mas eficiente que S1,, en
términos del TCEI.
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Figura 10.4: Eficiencia de S1,, y S2,,.

CEl of methods §1_ and 82 for m=4 TCEl of methods 81 and 82 for m=4
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a

Iog(TCEI)

(a) CEI de los métodos Sly, y S2m. (b) TCEI de los métodos S1p, y S2m

10.6 Conclusiones

En este Capitulo analizamos dos familias de métodos iterativos multipaso libres de derivadas. Los
esquemas estudiados son S1,,, construido en [71], con orden de convergencia m+ 1y 52y, con
orden de convergencia 2m (Seccién 10.2).

Para comparar ambas familias, se ha hecho un estudio tedrico de la eficiencia haciendo uso de los
indices CEI y TCEI, definidos por las expresiones (10.17) y (10.19), respectivamente. Se han
establecido ciertas conclusiones segtin el niimero de pasos m, el tamafio del sistema a resolver n
y el nimero de iteraciones k que realiza cada método.

Por otro lado, en la Seccién 10.4, hemos construido una familia iterativa multipaso con me-
moria (10.26) a partir del esquema S2;,. Con ello, hemos logrado alcanzar un mayor orden de
convergencia tedrico sin elevar en exceso el coste computacional.

Finalmente, en la Seccién 10.5, hemos comparado Slu,, S2m y S2m M con las familias con
memoria presentadas en [71], que hemos denotado como S1, M y S2,, Ma. En primer lugar,
hemos aplicado los cinco métodos a la resolucién de un problema aplicado: EI modelo de un
dispositivo fotomultiplicador. Posteriormente, hemos resuelto numéricamente dos sistemas de
ecuaciones no lineales, el primero diferenciable y el segundo no diferenciable.
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Capitulo 11

Conclusiones y lineas futuras

11.1 Conclusiones

A continuacién se resumen los resultados obtenidos en el desarrollo de esta Tesis Doctoral.

En el Capitulo 3 se presenta una familia paramétrica de métodos iterativos para la resolucién
de ecuaciones no lineales construida a partir de los métodos que se presentan en los articulos
[32] y [33]. De esta forma, se obtiene una familia de métodos iterativos de orden 3, con la
excepcion de un método de orden 4 para v = 0. Realizamos un anélisis dindmico de la familia
actuando sobre polinomios cuadraticos para determinar qué miembros de la familia tienen mejores
propiedades de estabilidad. En las siguientes Secciones aproximamos las derivadas de su esquema
por diferencias divididas con el fin de obtener una familia libre de derivadas que conserve el orden
de convergencia. Por (ltimo, los resultados tedricos de convergencia y estabilidad se ponen a
prueba de forma numérica en casos particulares de funciones no polinémicas. En este apartado
se observa que la buena dindmica sobre funciones cuadraticas no se extiende necesariamente a
todo tipo de funciones para todos los valores del parametro.

El Capitulo 4 aborda un estudio dindmico y numérico de algunos métodos cldsicos para aproximar
raices miltiples aplicados a encontrar soluciones con diferentes multiplicidades. Entre los métodos
estudiados se encuentran los métodos definidos para una multiplicidad m: Newton, Chebyshev
y Halley; y el método de Schrdder, cuyo esquema iterativo no implica ninguna multiplicidad en
concreto. La principal conclusién que extraemos de este apartado de la Tesis es que el método de
Halley para raices miiltiples encuentra las dos raices con diferentes multiplicidades de la ecuacién
no lineal con la que hemos trabajado en el estudio dindmico. Ademads, numéricamente, tiene el
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mismo comportamiento para funciones no polinémicas. Este comportamiento no se repite con
los métodos de Newton y Chebyshev que, dependiendo el valor de las multiplicidades, puede que
no encuentren la raiz que no posee multiplicidad m. Ademas, estos métodos pueden presentar
otros atractores distintos a las raices, por lo que el resultado que obtenemos al usarlos puede
ser completamente erréneo. Por otro lado, aunque segtin el estudio dindmico del método de
Schréder ambas raices son superatractoras, hemos demostrado en el Lema 4.2.9 que la cuenca
de atraccién de la raiz con menor multiplicidad puede llegar a ser tan pequena que el ndmero de
puntos que tienden a esta raiz sea insignificante. Por estos motivos, Newton y Chebyshev no son
métodos fiables a la hora de aproximar raices con diferentes multiplicidades ya que puede que no
encuentren la raiz con multiplicidad diferente de m vy, en el caso de Schroder, lo mismo sucede
con la raiz con menor multiplicidad.

En el Capitulo 5, se construye una familia paramétrica de métodos iterativos para la resolucién
de sistemas no lineales a partir de la familia para ecuaciones del Capitulo 3. Estudiamos el orden
de convergencia para sistemas de dicha familia para asegurarnos de que se mantienen los mismos
resultados que en el caso unidimensional. Basdndonos en los resultados tedricos presentados en
este Capitulo y en los resultados dindmicos y numéricos obtenidos en el Capitulo 3, se aproximan
las soluciones de una ecuacién integral de tipo Hammerstein y de la ecuacién de Fisher, usando
la familia para ciertos valores de . Gracias a los resultados numéricos obtenidos, comprobamos
que las propiedades de estabilidad y convergencia que caracterizaban a la familia paramétrica en
el caso unidimensional se extiende correctamente al caso multidimensional.

El Capitulo 6 empieza con la motivaciéon de estudiar el método de Newton modificado como
alternativa al método de Newton para sistemas no lineales cuando la matriz jacobiana F’ estd mal
condicionada o es singular cerca de la solucién. Para ello, se han comparado ambos métodos con
una serie de planos dindmicos obtenidos al aplicar los métodos a sistemas cuya matriz jacobiana
presenta singularidades en la o las soluciones. Como resultado de esta comparacién, hemos visto
que la alternativa al método de Newton mantiene o mejor su accesibilidad en varios ejemplos. Asi
pues, el Capitulo continua con el estudio de la convergencia semilocal para el método iterativo
de Newton modificado. Este estudio nos permite obtener las condiciones necesarias bajo las
cuales el método converge a alguna solucién del problema. Finalmente, los resultados numéricos
muestran que, variando el vector A, tenemos mds posibilidades de encontrar entornos en los
que el método de Newton modificado converja, que en el caso del método de Newton clasico.
Ademds, en el Ejemplo 4 en concreto, observamos que, en los casos en los que el método de
Newton no converge, su versiéon modificada si puede alcanzar la solucién en pocas iteraciones.

En el Capitulo 7, utilizamos una técnica de descomposicién que consiste en considerar el operador
no diferenciable y no lineal H(x) como la suma de dos operadores, uno diferenciable Fréchet y
otro continuo pero no diferenciable. Asi, definimos una nueva familia de métodos iterativos para
resolver H(z) = 0, que aplica el esquema de Newton para sistemas a la parte diferenciable y
el de Steffensen a la no diferenciable. Con ello nos aseguramos un método que posee orden
de convergencia cuadratico, aplicable a problemas no diferenciables y que, ademas, mejora la
accesibilidad del método de Steffensen. Posteriormente, profundizamos en el estudio de la familia
estudiando su convergencia local y semilocal, utilizando condiciones mas débiles que en estudios
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anteriores. Finalmente, aplicamos los resultados de convergencia al problema de contorno resuelto
en [4], afiadiendo una parte no diferenciable.

En el Capitulo 8, se disefia una familia multipaso de métodos iterativos sin derivadas para resolver
sistemas no lineales. Se prueba que dicha familia posee orden de convergencia 2m bajo ciertas
condiciones de la funcién peso que la define. Para lograr un aumento mayor en su velocidad
de convergencia, presentamos dos formas de introducir memoria a nuestro esquema: usando di-
ferencias divididas de tipo Steffensen, alcanzando orden de convergencia m + v/m? +2m — 2,
para m > 2; usando diferencias divididas de tipo Kurchatov, alcanzando orden de convergencia
m++vm?2 + 4m — 4, para m > 2. Por otro lado, hemos analizado la eficiencia de la familia pro-
puesta, estudiando el nimero éptimo de pasos que proporciona el mejor indice de eficiencia para
diferentes tamafos del sistema a resolver. Finalmente, en la Seccién de experimentos numéricos
hemos comparado numéricamente la familia estudiada y sus versiones con memoria, variando el
ndmero de pasos. Adem3s, en el dltimo apartado, hemos representado las cuencas de atraccién de
las familias de métodos numéricos para distintas funciones peso, tanto en el caso unidimensional
como en el multidimensional.

A continuacién, en el Capitulo 9, estuadiamos una familia de métodos de tipo Steffensen, que es
un caso particular de la familia de métodos iterativos estudiada en el Capitulo 8 para una funcién
peso en particular. De esta familia concreta realizamos un estudio de convergencia semilocal ya
que, en el Capitulo anterior, de manera general, se han analizado otros aspectos de esta familia.
La convergencia semilocal estudiada en este Capitulo es de gran importancia debido a que, por
primera vez en esta Tesis, se analiza este tipo de convergencia en el caso de una familia de
métodos multipaso. Finalmente, se realiza un estudio numérico para poner a prueba los métodos
que componen esta familia y construimos planos dindmicos para mostrar su accesibilidad para
diferentes valores del pardmetro y del niimero de pasos.

Finalmente, en el Capitulo 10, analizamos dos familias de métodos iterativos multipaso libres
de derivadas. Los esquemas estudiados son S1,,, construido en [71], con orden de convergencia
m+ 1y S2y, con orden de convergencia 2m. Para comparar ambas familias, se ha realizado un
estudio tedrico de la eficiencia haciendo uso de los indices CEI y TCEI, definidos en el Capitulo
2. Por otro lado, hemos construido una familia iterativa multipaso con memoria a partir del
esquema S2y, para alcanzar un mayor orden de convergencia tedrico sin elevar en exceso el coste
computacional. Finalmente, acabamos el Capitulo con el uso de nuestras familias de métodos
numéricos para resolver un problema aplicado: EI modelo de un dispositivo fotomultiplicador.

Una vez definidos estos conceptos tedricos, se lleva a cabo el andlisis dindmico del método de
Steffensen’ y Kurchatov para dos sistemas diferentes de ecuaciones no lineales. Por un lado, se
estudia lo que ocurre en el caso en el que el sistema estd desacoplado, es decir, las componentes
no interaccionan entre si, mientras que por otro lado, se estudia lo que ocurre en el caso de
un sistema acoplado, en el que el comportamiento de cada componente involucra a ambas
componentes. Se demuestra en el andlisis dindmico, que los resultados tedricos obtenidos son
utiles para la realizacién del anélisis.
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11.2 Lineas futuras

A continuacién, describimos las futuras lineas de investigacién que se desprenden de la investi-
gacidn realizada y de los resultados obtenidos.

= En esta Tesis hemos dado unas pequenas pinceladas sobre los métodos iterativos cldsicos

para la aproximacién de raices multiples. En concreto, los hemos aplicado a resolver ecua-
ciones no lineales con diferentes multiplicidades. A pesar de que el método de Halley ha
destacado frente al resto de métodos, nos gustaria construir métodos iterativos robustos
para aproximar raices con diferentes multiplicidades sin dependencia de m y evitando los
inconvenientes que hemos presentado respecto al método de Schroder. Ademads, pensamos
que seria interesante actualizar los baremos que solemos usar para medir la bondad de
los métodos iterativos para que se ajusten a los métodos iterativos para aproximar raices
multiples ya que, como hemos visto, no nos han servido como indicador en el caso de estos
esquemas. Por otro lado, como los estudios dindmico y numérico son muy concretos ya
que solamente contemplamos dos multiplicidades, pretendemos extender estos estudios a
mas de dos raices con diferentes multiplicidades.

Dado que la investigaciéon llevada a cabo en esta memoria aborda en mas ocasiones el
estudio de la convergencia local y/o semilocal de los métodos, como linea futura de éstos
Capitulos queda pendiente el andlisis de la dindmica compleja (o real en el caso de sistemas
o métodos con memoria) de los métodos construidos.

Por otro lado, el estudio de métodos iterativos que obtienen simultdneamente varias raices,
es un tema interesante que pretendemos abordar en un futuro ya que es un campo menos
explorado dentro del Andlisis Numérico. En este sentido nos preguntamos si se podria
hacer algln estudio tedrico que sustituya el de la convergencia local o semilocal que nos
permitiera al menos acotar el numero de soluciones de un sistema no lineal.

A lo largo de la Tesis hemos distinguido entre la resoluciéon de ecuaciones y sistemas
de ecuaciones no lineales, pero no hemos abordado el problema de resolver ecuaciones
matriciales. Por ello, otra de las futuras lineas de investigacién sera el estudio y desarrollo
de métodos iterativos que permitan aproximar las soluciones de ecuaciones matriciales.
Ademas de la construccién de nuevos métodos, seria interesante desarrollar la convergencia
local y semilocal de éstos.

En el caso de los sistemas no lineales cuyo jacobiano resulta singular o mal condicionado
cerca de la solucién, hemos trabajado en modificar el método de Newton con el fin de
evitar este inconveniente. Sin embargo, queda mucho por hacer en lo relativo a este tema
pues no hemos trabajado con otros esquemas de alto orden de convergencia.
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Curso: 2022-2023.
Ndmero de horas/créditos ECTS: 12 créditos.

Institucion: Universidad Internacional de la Rioja.
de ensefianza: Ensefianza oficial:

Nombre de la asignatura/curso: Matemdticas Il (Teoria y Practica).

Grado Universitario: Grado en Economia, Grado en Finanzas y Contabilidad, Grado
en Administracién de Empresas (Grupos E y F).

Curso: 2022-2023.
Ndmero de horas/créditos ECTS: 12 créditos.

Institucién: Universitat Jaume |.
de ensefianza: Ensefianza oficial:

Nombre de la asignatura/curso: Métodos Numéricos Aplicados Il (Impartidora y
Correctora).

Mdster Universitario: Master Universitario en Ingenieria Matematica y Computacién
(PER8150).

Curso: 2023-2024.

Ndmero de horas/créditos ECTS: 6 créditos.
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e Institucién: Universidad Internacional de la Rioja.
= Tipo de ensenanza: Ensenanza oficial:

e Nombre de la asignatura/curso: Matematicas | (Teoria).

e Grado Universitario: Grado en Economia, Grado en Finanzas y Contabilidad, Grado
en Administracién de Empresas (Grupo B).

e Curso: 2023-2024.
e Ndmero de horas/créditos ECTS: 3 créditos.

e Institucién: Universitat Jaume |.
= Tipo de ensefianza: Ensefianza oficial:

e Nombre de la asignatura/curso: Calculo | (Laboratorios).
e Grado Universitario: Grado en Ingenieria Eléctrica.

o Curso: 2023-2024.

e Nimero de horas/créditos ECTS: 2 créditos.

e Institucién: Universitat Jaume |.
= Tipo de ensenanza: Ensenanza oficial:

e Nombre de la asignatura/curso: Matematicas Il (Teoria y Practica).

e Grado Universitario: Grado en Economia, Grado en Finanzas y Contabilidad, Grado
en Administracién de Empresas (Grupos E y F).

e Curso: 2023-2024.
e Ndmero de horas/créditos ECTS: 12 créditos.

e |Institucién: Universitat Jaume .
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A.3.4 Estancia de investigacion

= Estancia de investigacién en la Universitat Jaume | (Castellén de la Plana)

e Supervisora de la estancia: Maria Purificacién Vindel Cafas.

e Periodo: 1 Octubre 2022 — 1 Abril 2023.
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Dentro del campo del Anélisis Numérico, la resoluciéon de sistemas
de ecuaciones no lineales es uno de los aspectos mas relevantes y
estudiados. En muchas ocasiones es imposible obtener la solucién
analitica de estos problemas y, por ello, se hace uso de los métodos
iterativos para asi aproximar la solucion de problemas no lineales.

La investigacion que se lleva a cabo en esta Tesis Doctoral
se centra en estudiar, disenar y aplicar métodos iterativos que
mejoren en ciertos aspectos a los esquemas clasicos. Buena parte
del trabajo desarrollado en esta memoria se centra en el estudio
de métodos iterativos para problemas multidimensionales, en
especial, nos hemos centrado en esquemas libres de derivadas.

Ademas, un importante foco de la presente Tesis Doctoral
es el estudio de la convergencia local y semilocal de métodos
ya desarrollados en la literatura reciente o de nuevos métodos
iterativos disenados en este mismo texto. Para complementar
este estudio, en algunos capitulos también se realiza un analisis
dinamico de los métodos aplicados a ecuaciones no lineales para,
posteriormente, extrapolar los resultados al caso multidimensional.
Finalmente, en la mayor parte de Capitulos, se lleva a cabo la
aplicacion de los esquemas iterativos estudiados a problemas de
Matemaética Aplicada.
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por la Universitat de Valencia y la Universitat Politecnica de
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titulo de Doctora en Mateméticas.
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