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Introduccién a los grafos con pesos

Definicién (Grafo)
Un grafo G es un par G = (V, E), donde V es el conjunto de vértices, y E
es un conjuntos de pares no ordenados (x,y) € V x V.
o Vértices vecinos: x ~ y < (x,y) € E
o Grafos localmente finito: Cada vértice tiene un nidmero finito de
vecinos
o Camino: (xk)y_; C V con xx_1 ~ xx para k =1,2,..., N
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Introduccién a los grafos con pesos

Definicién (Grafo)

Un grafo G es un par G = (V, E), donde V es el conjunto de vértices, y E

es un conjuntos de pares no ordenados (x,y) € V x V.

o Vértices vecinos: x ~ y < (x,y) € E

@ Grafos localmente finito: Cada vértice tiene un niumero finito de

vecinos

o Camino: (xk)y_; C V con xx_1 ~ xx para k =1,2,..., N
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Introduccién a los grafos con pesos

Definicién (Grafo con pesos)

Dado un grafo G = (V/, E), definimos un grafo con pesos asociado como
un par (V,w) donde w es una funcién no negativa de V x V tal que

0 Wy = Wy VX, y €V

® wy, >0 siysolosi(x,y)€E.
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Introduccién a los grafos con pesos

Definicién (Grafo con pesos)

Dado un grafo G = (V/, E), definimos un grafo con pesos asociado como
un par (V,w) donde w es una funcién no negativa de V x V tal que

0 Wy = Wy VX, y €V

® wy, >0 siysolosi(x,y)€E.

Medidas asociadas

o Volumen: v(A) =), cadx, condx =3  wx, ACYV

@ Probabilidad asociada a cada vértice x € V: my(A) = di D yeAWxy
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Introduccién a los grafos con pesos

Definicién (Grafo con pesos)

Dado un grafo G = (V/, E), definimos un grafo con pesos asociado como
un par (V,w) donde w es una funcién no negativa de V x V tal que

0 Wy = Wy VX, y €V

® wy, >0 siysolosi(x,y)€E.

Medidas asociadas

o Volumen: v(A) =), cadx, condx =3  wx, ACYV

@ Probabilidad asociada a cada vértice x € V: my(A) = di D yeAWxy

Producto escalar en L?(V, 1)

(f.8) =Y f(x)g(x)dx

xeV
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El Laplaciano de un grafo con pesos

Gradiente y Laplaciano de v: V — R
e Gradiente: Vu(x,y) = u(y) —u(x), x,yeV
e Acgu(x) = dlx >y (F(y) = F(X))wsy

Divergenciade z: V x V — R

divg(z)(x dl Z z(x,y) Y, X))Wxy

Xer

I\Jll—l

Se tiene que
Agu(x) = divg(Vu)(x)
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El Laplaciano de un grafo con pesos

Teorema (Férmula de Green)

Sea (V,w) un grafo con pesos finito y sea Q C V' un subconjunto no
vacio. Entonces, paraf,g:V — R,

1
Z AGf(X)g(X)d = 5 Z Vf(x,y)Vg(x,y)wa
xEN x,y€Q

+ Z Vi(x,y)g(x)wxy-
xeN
y€eQe*
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El Laplaciano de un grafo con pesos

Teorema (Férmula de Green)

Sea (V,w) un grafo con pesos finito y sea Q C V' un subconjunto no
vacio. Entonces, paraf,g:V — R,

1
Y Acf(Ne(x)de == 5 Y VF(x,y)Va(x, y)wsy
xEN x,y€Q

+ Z Vi(x,y)g(x)wxy-
xeN
y€eQe*

Proposicion

El operador L = —Ag es simétrico en L2(V,v), es decir
(Lf.g) = (f, Lg) Vi.gel’(V,v)

Por tanto todos sus autovalores son reales.
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El Laplaciano de un grafo con pesos

Perimetro de un conjunto

Dado 2 C V,
P(Q) = Z Z Wxy

xeV yeV\Q
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El Laplaciano de un grafo con pesos

Perimetro de un conjunto

Dado 2 C V,
P(§2) = Z Z Wxy
xeV yeV\Q
La constante de Cheeger
Dado un grafo con pesos finito,
. . P(Q)
h=h(V)= inf .
V) =dnf, 2

En general, dado 2 C V con 0 < v(Q2) < v(V),

hi(Q) = inf{f((g)) ECQu(E) > 0}
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El Laplaciano de un grafo con pesos

Lema: Férmula de co-area
Dada f : V — R, se tiene:

S IV oy = |

X~y -

e}

P(Q;)dt,

donde Q; = {x € V : f(x) > t}.
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El Laplaciano de un grafo con pesos

Lema: Férmula de co-area
Dada f : V — R, se tiene:

S IV oy = |

X~y -

e}

P(Q;)dt,

donde Q; = {x € V: f(x) > t}.

Teorema: Desigualdad de Cheeger en grafos finitos
Dado un grafo con pesos finito, se tiene

h2
? < )‘1 < 2ha

o, equivalentemente,
?1 < h <2\
donde A; es el primer autovalor no nulo de L.
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La ecuacién del calor en grafos

La ecuacidn del calor

9u(t) = Agu(t) parat € (0,+00),

u(0) = wp,
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La ecuacién del calor en grafos

La ecuacidn del calor

9u(t) = Agu(t) parat € (0,+00),
u(0) = wp,

Funcional de energia asociado
Definimos el funcional de energia H¢ : L2(V,v) — [0, +00] como
% erv Eer(f(X) _ f(y))2wxy sif € L2(V? V) N Ll(Vv V)’

He(f) =
+00 en otro caso.
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La ecuacién del calor en grafos

Teorema

H ¢ es propio, convexo y semicontinuo inferiormente en L2(V,v). Ademis,

OHe =L,

es decir, si g € OH(f) entonces g = Lf.
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La ecuacién del calor en grafos

Teorema

H ¢ es propio, convexo y semicontinuo inferiormente en L2(V,v). Ademis,
OHe = L,

es decir, si g € OHg(f) entonces g = Lf.

Teorema de Brezis-Komura

Sea H un espacio de Hilbert y ¢ : H — (—00, +00] una funcién propia,
convexa y semicontinua inferiormente tal que min¢ = 0. Supongamos que
f e L?0,T;H)y uy € D(0p), donde D(dp) = {x € H : dp(x) # 0},
entonces el problema

u+90p(u)>f en|0,T],

u(0) = wp,

tiene una Unica solucién fuerte.
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La ecuacién del calor en grafos

Teorema: Existencia y unicidad de soluciones fuertes

Dada wup en L?(V,v), denotamos por

n—-+o00

t -1
TCup = e euy = lim [(/ - —AG> ] uo, Yuo € L2(V, v).
n

Esta es la tnica solucién fuerte de la ecuacién del calor. Definimos el flujo
de calor como:

{e7tB¢ : t >0}
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La ecuacién del calor en grafos

Teorema: Existencia y unicidad de soluciones fuertes

Dada wup en L?(V,v), denotamos por

n—-+00

t -1
TCup = e euy = lim [(/ - —AG> ] uo, Yuo € L2(V, v).
n

Esta es la tnica solucién fuerte de la ecuacién del calor. Definimos el flujo
de calor como:
{e7tB¢ : t >0}

Conservacién de la masa

Si v(V) < 400, entonces el flujo de calor conserva la masa, es decir,

> dee™Cug(x) =D deuo(x) Vug € L2(V,v),Vt >0
xeV xeV
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La ecuacién del calor en grafos

Férmula explicita del flujo de calor

Sea up € LY(V,v) N L2(V,v), entonces:

£n
e_tAGuo et E ZUO ch ,

n=0 C,

donde el sumatorio para cada n € N es sobre el conjunto de todos los
caminos C, = {xx}}_, de longitud n en el grafo que unen x e y, para
cada y € V, y donde W, = wxqWxix ** * Wxy_1y-
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La ecuacién del calor en grafos

Férmula explicita del flujo de calor

Sea up € LY(V,v) N L2(V,v), entonces:

£n
e_tAGuo et E ZUO ch

n=0 C,

donde el sumatorio para cada n € N es sobre el conjunto de todos los
caminos C, = {xx}}_, de longitud n en el grafo que unen x e y, para
cada y € V, y donde W, = wxqWxix ** * Wxy_1y-

Comportamiento asintético

Dado (V,w) un grafo con pesos finito, existe una constante A > 0 tal que
para toda f € L2(V,v) con media v(f) se tiene:

e85 F — u(F)lla(v0) < €217 — ()l 2(v.0) para todo £> 0.

Miguel Lépez Duran (UPV) Ecuaciones en derivadas parciales en grafos cc July 1, 2024 12 /27



La variacién total y el 1-Laplaciano

ou _ u(y,t)—ulx,
E(t) - d% yeVv \ug, ; uEx tg\wx)” xeV,t>0
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La variacién total y el 1-Laplaciano

ou _ u(y,t)—ulx,
W(t) - d% yev \ug ; uEx tg\wx)” xeV,t>0

u(0) = wo,

Funcional de energia asociado: La variacion total

Definimos la variacion total de una funcién v : V — R como:

TV(u) = Z |u( X)Wy

x,yeV

y el funcional en L?(V,v) asociado:

[ TV(u) siuel®(V,v)y TV(u) < +oo,
Flu) = { +oo  siueL?(V, 1/)}3// TV(u) = +o00
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La variacién total y el 1-Laplaciano

Espacio de las funciones con divergencia en LP
Sea p > 1. Definimos:

XP(V,v)={ze L(V x V,v®@my):divgz € LP(V,v)}.

Proposicion

Sean 1 < p < oo, u€ L9(V,v) con TV(u)<+ooy%+%:1;y
z € XP(V,v), entonces:

TV(u) = sup {Z u(x)divgz(x)dy : z € XP(V,v),||z||c0 < 1} )

xeV
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La subdiferencial de F

Teorema

Sean u,v € L?(V,v). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
o vedF(u)
e Existe z € L(V x V,v ® my) tal que v = —divg(z) y

Zd u(x)v(x) = F(u)
xeV

e Existe g € L*(V x V,v ® my) antisimétrica con ||g||oc < 1 tal que
v = —divg(g) y tal que

g(x,y) € sign(u(y) — u(x)) en casi todo punto (x,y) € V x V
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La variacién total y el 1-Laplaciano

El 1-Laplaciano

Definimos en L2(V, ) el operador multivaluado A; como:

(u,v) € Ay <= —v € IF(u).

Reformulacién de la ecuacién de evolucion
Reformulacion de la ecuacién de evolucién:

up—Aju>0 en(0,T)xV
u(0, x) = up(x) xe V.
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La variacién total y el 1-Laplaciano

El 1-Laplaciano

Definimos en L2(V, ) el operador multivaluado A; como:

(u,v) € Ay <= —v € IF(u).

Reformulacién de la ecuacién de evolucion
Reformulacion de la ecuacién de evolucién:

up—Aju>0 en(0,T)xV
u(0, x) = up(x) xe V.

Proposicion

TV/(-) es convexa, propia y semicontinua inferiormente respecto a la
topologia débil de L2(V,v)
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La variacién total y el 1-Laplaciano

Teorema: Existencia y unicidad de soluciones

Para toda funcién ug € L?(V,v) y todo T > 0, existe una tnica solucién
de:
ue WH(0, T; L2(V,v)),

u(0,-) = up en L2(V,v)y

ur(t,”) — Aqu(t) 0 para casi todo t € (0, T).

Flujo variacién total

Denotamos por
e*tAl uo
a la dnica solucién del problema. Definimos el flujo variacién total en
L2(V,v) como:
{e7tA1:t >0}
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La variacién total y el 1-Laplaciano

Conservacion de la masa

El flujo variacidn total satisface que para todo t > 0 y toda funcién
up € LY(V,v) N L2(V,v),

Z dee Biy(x) = Z dup(x).

xeV xeV
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La variacién total y el 1-Laplaciano

Conservacion de la masa

El flujo variacidn total satisface que para todo t > 0 y toda funcién
up € LY(V,v) N L2(V,v),

Z de Pyg(x) = Z ds up(x).

xeV xeV

Comportamiento asintético

Sea (V,w) un grafo con pesos finito. Entonces para toda funcién
up € L?(V,v) con media v(up), existe una constante C > 0 tal que

<C-(t-1t)",

Heiml o= V(UO)’ (V) =

donde

||uo — V(UO)HB(V,V).

t = C
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La variacién total y el 1-Laplaciano

Autopares de A;
Diremos que un par (), u) € R x L2(V,v) es un autopar de —A7 si

@ |lullpvy=1y
@ existe £ € sign(u) tal que

A € 0F(u) = —Aqu.

Equivalente a que exista una funcién antisimétrica
g e L®(V x V,v®@my) con ||g||le <1 tal que:

_Eyevg(XaY)waxy:)\f(X) para todo x € V,

g(x,y) € sign(u(y) — u(x)) para casi todo punto (x,y) € V x V.
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La variacién total y el 1-Laplaciano

Conjuntos calibrables
Definicién
Un conjunto Q C V con 0 < (2) < (V) es calibrable si

P(Q)
v(2)

hi(Q) = inf{% tECQu(E) > O} =
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La variacién total y el 1-Laplaciano

Conjuntos calibrables
Definicién
Un conjunto Q C V con 0 < (2) < (V) es calibrable si

P(Q)
v(Q)

h1(Q2) = inf { I;((E)) ECQu(E) > O} =

Teorema

Sea QC V con0<v(Q) <3yseag= 5((3)) Se tiene:

@ )\ autovalor de —A; = hy(V) < A

e Qy V\Q calibrables = ()\Q, %Q)XQ> autopar de —A;.
o h(V)=Xg = Qy V\ Q calibrables.

o h(V)= X = ()\Q, ﬁxg) es un autopar de —A;.
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Modelo ROF

Objetivo del modelo ROF: Eliminar el ruido de la imagen f = u + n, para
ello, minimizamos

A
V(W) + Sl = iy, € L2(V.0) ()
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Modelo ROF en grafos

Teorema
Para toda f € L?(V,v) y A > 0, existe una dnica funcién minimizante uy
del problema (3), que es la tnica solucién del problema

AMu—f) € Aq(v). (4)

Esto es equiavlente a que exista una funcién g € L°(V x V, v ® my)
antisimétrica tal que

Muy —f) =divg(g) y (5)
g(x,y) € sign(ux(y) — ux(x)) para casi todo punto (x,y) € V x V.
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Modelo ROF en grafos

Teorema
Para toda f € L?(V,v) y A > 0, existe una dnica funcién minimizante uy
del problema (3), que es la tnica solucién del problema

AMu—f) € Aq(v). (4)

Esto es equiavlente a que exista una funcién g € L°(V x V, v ® my)
antisimétrica tal que

Muy —f) =divg(g) y (5)
g(x,y) € sign(ux(y) — ux(x)) para casi todo punto (x,y) € V x V.

Proposicion
Sea f € L?(V,v). Si uy es la linica solucién de (3), entonces

D deun(x) =) def(x).

xeV xeV
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Modelo ROF en grafos

Proposicion
Sean \,b > 0. Si u € L?(V,v) es solucién de

—u e Alu, (6)

entonces uy = (b — %)Jr u es un minimizante de (3) con f = bu.
Reciprocamente, si (b — §) u minimiza (3) con f = bu, entonces u es
solucién de (6).
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Modelo ROF en grafos

Método del descenso del gradiente

Objetivo: Aproximar (3) mediante la solucién de
ve € A1(v(t)) —A(v(t)—f) en(0,T)x V,
v(0,x) = vo(x) para x € V,

con vy cumpliendo

> devo(x) = dif(x).

xeV xeV
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Modelo ROF en grafos

Método del descenso del gradiente

Teorema

Para toda funcién vy € L2(V,v), existe una dnica solucién fuerte del
problema (7) en (0, T) para todo T > 0.
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Modelo ROF en grafos

Método del descenso del gradiente

Teorema

Para toda funcién vy € L2(V,v), existe una dnica solucién fuerte del
problema (7) en (0, T) para todo T > 0.

Teorema
Sea f € L2(V,v) y sea v(t) la solucién del problema (7) para
vo € L2(V,v) tal que 3 o\ dxvo(x) = D,y dxf(x). Entonces,

At

[v(t) — uxll2qv,) < llvo — urllzv,) - € 7°  para todo t >0,

donde u) es la tnica funcién minimizante de (3).
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Modelo ROF en grafos
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Modelo ROF en grafos

Gracias por su atencion
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