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Introducción

Actualmente el estudio y tratamiento de gran cantidad de datos es de gran
interés. Los grafos con peso es un marco natural para dicho estudio. Históri-
camente, dicha teoría se estudiaba mediante la teoría combinatoria de grafos.
Desde principio de los años setenta, con la introducción del Laplaciano en grafos,
se ha desarrollado una teoría sobre ecuaciones en derivadas parciales en grafos
con peso, que ha resultado de gran utilidad. A parte de esta teoría está dedicada
esta memoria.

Los grafos fueron introducidos por Leonhard Euler en el siglo XVIII con
el objetivo de resolver el problema de los puentes de Königsberg ([10]). Desde
entonces, la teoría de grafos ha sido una disciplina que ha encontrado una gran
cantidad de aplicaciones en campos muy diversos. Algunos de los campos donde
los grafos han sido de gran utilidad son: los sistemas de geolocalización como
el GPS ([9], [23]), las redes sociales ([17], [11], [20], [16]), el procesamiento del
lenguaje ([14]), la química ([2]) o la biología ([18]).

Uno de los principales usos de los grafos es la creación de algoritmos e�cien-
tes de çlustering" o agrupamiento ([19], [15]), donde se ha comprobado que el
estudio del Laplaciano de un grafo o la constante de Cheeger permiten crear
algoritmos de çlustering" óptimos y altamente e�cientes ([7], [21]).

Otra de las áreas donde los grafos han sido de gran utilidad es el análisis y
tratamiento de imágenes. En este área han surgido algoritmos de reconstrucción
de imágenes muy potentes usando, por ejemplo, algoritmos de división en gra-
fos ([22]). Uno de los principales modelos que se usan para la reconstrucción de
imágenes con ruido es el denominado modelo ROF, que se basa en hallar la ima-
gen que minimiza un cierto funcional de energía. Este modelo se puede estudiar
mediante grafos, obteniéndose soluciones en varios espacios con condiciones de
contorno diversas ([13, Capítulo 4]).

Por todas estas razones, el estudio de los grafos y de las ecuaciones en deri-
vadas parciales en ellos es de gran interés dado que proporcionan la base teórica
en la que todas estas aplicaciones se fundamentan.

En este trabajo estudiaremos la base teórica de las ecuaciones en derivadas
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parciales en grafos con pesos y algunas de sus propiedades más importantes.

En el Capítulo 1 introduciremos los grafos con pesos y algunas de�niciones
básicas que necesitaremos a lo largo del trabajo, además de introducir los espa-
cios de medida con los que trabajaremos.

El Capítulo 2 estará dedicado al estudio del Laplaciano de un grafo con pesos
y sus propiedades más importantes. Estudiaremos el problema de Dirichlet en
grafos �nitos e in�nitos, y veremos la relación de los autovalores del Laplaciano
de un grafo con pesos con la constante de Cheeger del grafo. Además, probare-
mos la desigualdad de Cheeger en grafos �nitos e in�nitos.

En el Capítulo 3 presentaremos la ecuación del calor en grafos y veremos
un resultado de existencia y unicidad de soluciones fuertes de la ecuación. De
hecho, daremos una fórmula explícita de esta solución y veremos el comporta-
miento asintótico de esta solución bajo ciertas restricciones en el grafo.

El Capítulo 4 se centrará en estudiar el �ujo variación total de las funciones
en grafos y sus propiedades. Comenzaremos introduciendo la variación total de
una función y sus propiedades más importantes. Posteriormente estudiaremos
un funcional de energía asociado a la variación total cuya subdiferencial será el
1-Laplaciano de un grafo con pesos, lo que nos permitirá dar un resultado de
existencia y unicidad de soluciones a la ecuación diferencial asociada. A conti-
nuación estudiaremos el comportamiento asintótico de esta solución bajo ciertas
restricciones en el grafo y en la medida asociada al mismo. Después veremos la
relación entre la constante de Cheeger y el 1-Laplaciano de las funciones carac-
terísticas de los conjuntos calibrables del grafo, probaremos una desigualdad de
tipo Cheeger que involucrará al hueco espectral del Laplaciano y, por último,
veremos la relación entre la constante de Cheeger de un grafo y los autovalores
del 1-Laplaciano.

Por último, en el Capítulo 5 presentaremos el modelo ROF en grafos, am-
pliamente usado para el tratamiento de imágenes. Presentaremos el funcional
de energía asociado al modelo y probaremos la existencia de una función mi-
nimizante del mismo, además de una caracterización variacional en términos
del 1-Laplaciano de este minimizante. Posteriormente, usaremos el método del
descenso del gradiente para aproximar esta función a través de la solución de
un problema de Cauchy asociado.



Capítulo 1

Grafos con pesos

De�nición 1.0.1. Un grafo G es un par G = (V,E), donde V es un conjunto
no vacío (�nito o in�nito), el conjunto de vértices, y E, el conjunto de aristas,
es un conjuntos de pares no ordenados (x, y) con x, y ∈ V . Escribiremos

x ∼ y si (x, y) ∈ E,

y en tal caso, diremos que x está conectado con y o que x e y son vecinos.
Un grafo G es �nito si V es �nito, y diremos que un grafo es localmente

�nito si cada x ∈ V tiene un número �nito de vecinos.

Veamos algunos ejemplos de grafos:

1. Grafos completos Kn: |V | = n y i ∼ j para cualesquiera i, j ∈ V distintos.

Figura 1.1: Grafos completos para n = 1, 2, 3, 4, 5 y 6

2. Grafos camino Pm: V = {0, 1, . . . ,m− 1} y i ∼ j si |i− j| = 1.

1 2 3 4 5 6

Figura 1.2: P6
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3. Grafos cíclicos Cm = Zm: V = {0, 1, 2, . . . ,m − 1}, y i ∼ j si i − j ≡ ±1
mód m. (Figura 1.3)

1

2 3

1 2

3 4

Figura 1.3: Z3 y Z4

De�nición 1.0.2. Un grafo G = (V,E) es bipartito si existe una partición
{V +, V −} de V tal que ningún vértice de V + es vecino de otro vértice de V +

ni de sí mimso, y ningún vértice de V − es vecino de otro vértice de V − ni de
sí mismo.

De�nición 1.0.3. Dado un grupo (G, ·) y un subconjunto S de G con la pro-
piedad de que si x ∈ S entonces x−1 ∈ S y tal que e /∈ S, donde e es el elemento
neutro del grupo, de�nimos el grafo de Cayley (G,S) del grupo G con un con-
junto generador de vértices S de la siguiente forma:

El conjunto de vértices V es todo el grupo G.

De�nimos que x ∼ y si y solo si y = x · s para algún s ∈ S.

Un ejemplo importante de grafo de Cayley es el generado por el grupo Z2 con
la operación suma habitual y el subconjunto S = {(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)},
que podemos representar de la siguiente forma:

Figura 1.4: Grafo de Cayley (Z2, S)

De�nición 1.0.4. Dado un grafo G = (V,E), de�nimos un grafo con pesos
asociado como un par (V, ω) donde ω es una función no negativa de V × V tal
que

(i) ωxy = ωyx∀x, y ∈ V

(ii) ωxy > 0 si y solo si (x, y) ∈ E.
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Estos grafos se suelen denotar como (V, ω) dado que ω caracteriza comple-
tamente el conjunto de aristas del grafo.

De�nición 1.0.5. Dado un grafo G = (V,E), decimos que una sucesión {xk}nk=0

de vértices en el grafo es un camino si xk−1 ∼ xk para todo k = 1, 2, . . . n. De�-
nimos la longitud del camino {xk}nk=0 como n. Un grafo es conexo si para todo
x, y ∈ V , existe un camino que los une, es decir, existe un camino {xk}nk=0 tal
que x0 = x y xn = y.

En un grafo conexo, podemos de�nir una distancia entre dos vértices como
el ín�mo de las longitudes de los caminos que los unen, es decir,

dG(x, y) = ı́nf {n ∈ N | {xk}nk=0 camino, x0 = x, xn = y} ,

cuando no haya confusión denotaremos dG simplemente como d.
Dados dos subconjuntos no vacíos X e Y de V podemos de�nir su distancia

como
d(X,Y ) = ı́nf {d(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y } .

Con esta distancia podemos de�nir el r-entorno de un subconjunto de vértices
como sigue:

De�nición 1.0.6. Sea r ≥ 0 y Ω ⊂ V un subconjunto no vacío. De�nimos el
r-entorno de Ω como

Ur(Ω) = {y ∈ V : d(y,X) ≤ r} .

Vamos a de�nir ahora las medidas y los espacios relacionados con un grafo
con pesos (V, ω) que nos permitirán estudiar diversas ecuaciones en grafos. A
partir de ahora trabajaremos siempre con un grafo con pesos (V, ω) salvo que
especi�quemos lo contrario. Además supondremos siempre que (V, ω) es un grafo
con pesos conexo y localmente �nito.

De�nición 1.0.7. Dado x ∈ V , de�nimos el peso de x, como

dx =
∑
y∼x

wxy.

En general, dado un conjunto A ⊂ V , de�nimos el volumen de A como

ν(A) :=
∑
x∈A

dx.

Como (V, ω) es localmente �nito y conexo, se tiene que 0 < dx < ∞ para
todo x ∈ V . De hecho, se puede comprobar que ν : P(V ) → [0,+∞] es una
medida.

Vamos a construir ahora una medida de probabilidad asociada a cada x ∈ V
en el conjunto de partes de V . Para cada x ∈ V de�nimos la medida mx :
P(V ) → [0, 1] como

mx(A) =
1

dx

∑
y∈A

ωxy.
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Sea m = (mx)x∈V . La terna (V, dG,m) es un caso particular de lo que se
conocen como espacios métricos de caminos aleatorios [13].

De�nición 1.0.8. Dado 1 ≤ p < ∞, de�nimos el espacio de funciones p-
integrables como

Lp(V, ν) =

{
u : V → R :

∑
x∈V

dx|v(x)|p < +∞

}
.

En estos espacios de�nimos la siguiente norma:

||u||Lp(V,ν) =

(∑
x∈V

dx|v(x)|p
)1/p

.

De�nimos el espacio de funciones esencialmente acotadas como

L∞(V, ν) =

{
u : V → R : sup

x∈V
|u(x)| < +∞

}
,

y de�nimos la norma en este espacio como

||u||L∞(V,ν) = sup
x∈V

|u(x)|.



Capítulo 2

El Laplaciano de un grafo con
pesos

Para de�nir el Laplaciano de un grafo con pesos antes debemos de�nir el
gradiente y la divergencia de una función sobre un grafo con pesos.

De�nición 2.0.1. Dado un grafo con pesos (V, ω) y una función u : V → R,
de�nimos su gradiente como

∇u(x, y) = u(y)− u(x) ∀x, y ∈ V. (2.1)

Dada una función z : V × V → R, de�nimos su divergencia como

(divGz)(x) =
1

2

∑
y∈V

(z(x, y)− z(y, x))dmx(y) =
1

2
· 1

dx

∑
y∈V

(z(x, y)− z(y, x))ωxy.

(2.2)

Ya estamos en condiciones de de�nir el operador Laplaciano en un grafo con
pesos.

De�nición 2.0.2. Sea f : V → R una función cualquiera. De�nimos la función
∆Gf como

∆Gf(x) =
1

dx

∑
y∼x

f(y)ωxy − f(x). (2.3)

Llamamos al operador ∆G el operador Laplaciano con pesos de (V, ω). Notar
que se tiene que

∆Gf(x) = divG(∇f)(x). (2.4)

2.1. El problema de Dirichlet en grafos �nitos

Consideremos en esta sección únicamente grafos �nitos, vamos a estudiar
el problema de Dirichlet en estos. Vamos a denotar por F al conjunto de las

7



2.1. EL PROBLEMA DE DIRICHLET EN GRAFOS FINITOS 8

funciones en V con valores reales. Observamos que F es un espacio vectorial
real de dimensión |V | < ∞ y que el operador Laplaciano ∆G es un operador
lineal en F .

Teorema 2.1.1 (Fórmula de Green). Sea (V, ω) un grafo con pesos �nito y sea
Ω ⊂ V un subconjunto no vacío. Entonces, para dos funciones reales cualesquie-
ra f, g en V ,∑
x∈Ω

∆Gf(x)g(x)dx = −1

2

∑
x,y∈Ω

∇f(x, y)∇g(x, y)ωxy +
∑
x∈Ω
y∈Ωc

∇f(x, y)g(x)ωxy.

(2.5)
Si Ω = V , entonces Ωc es vacío y, por tanto el último término de (2.5) se anula,
obteniéndose ∑

x∈V

∆Gf(x)g(x)dx = −1

2

∑
x,y∈V

∇f(x, y)∇g(x, y)ωxy. (2.6)

Demostración:
Tenemos

∑
x∈Ω

∆Gf(x)g(x)dx =
∑
x∈Ω

 1

dx

∑
y∈V

∇f(x, y)ωxy

 g(x)dx

=
∑
x∈Ω

∑
y∈V

∇f(x, y)g(x)ωxy

=
∑
x∈Ω

∑
y∈Ω

∇f(x, y)g(x)ωxy +
∑
x∈Ω

∑
y∈Ωc

∇f(x, y)g(x)ωxy

=
∑
y∈Ω

∑
x∈Ω

∇f(y, x)g(y)ωxy +
∑
x∈Ω

∑
y∈Ωc

∇f(x, y)g(x)ωxy,

donde en la última igualdad hemos intercambiado las variables x e y y hemos
usado que wxy = ωyx. Sumando ahora las dos últimas igualdades y dividiendo
por 2, obtenemos∑
x∈Ω

∆Gf(x)g(x)dx =
1

2

∑
x,y∈Ω

∇f(x, y)(g(x)− g(y))ωxy +
∑
x∈Ω
y∈Ωc

∇f(x, y)g(x)ωxy,

que era lo que queríamos probar. □
Sea |V | = N (de forma que dimF = N). Nos interesa estudiar el espectro

del operador L = −∆G, conocido como el operador Laplaciano de�nido posi-
tivo. Como L actúa en F , ha de tener N autovalores λ, que veremos que son
reales, determinados por Lf = λf , para alguna f ∈ F \ {0}. A la función f la
llamaremos la autofunción asociada al autovalor λ.

Podemos observar que L1 = 0, por lo que 0 es un autovalor de L. De hecho
es simple, es decir, si Lf = 0, entonces f es constante. Veámoslo.
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Supongamos que Lf = 0, entonces se sigue de (2.6) con g = f que∑
{x,y∈V,x∼y}

(f(x)− f(y))2ωxy = 0.

Por tanto, f(x) = f(y) para dos vértices vecinos cualesquiera. Como el grafo
es conexo, para dos vértices x, y ∈ V arbitrarios, existe un camino {xk}nk=0 que
los une y, como xk−1 ∼ xk, se tiene que f(x) = f(x0) = f(x1) = · · · = f(xn) =
f(y), por tanto, f(x) = f(y). Como x e y son arbitrarios, se tiene que f es
constante en V , como queríamos ver.

Para comprobar que los autovalores de L son reales, debemos de�nir un pro-
ducto escalar en F para el que veremos que L es simétrico. Dadas dos funciones
f, g en F , de�nimos su producto escalar como

(f, g) =
∑
x∈V

f(x)g(x)dx.

Lema 2.1.2. El operador L es simétrico, es decir, (Lf, g) = (f,Lg)∀f, g ∈ F .

Demostración:
Por la fórmula de Green (2.6), se tiene

(Lf, g) = −
∑
x∈V

∆Gf(x)g(x)dx =
1

2

∑
x,y∈V

∇f(x, y)∇g(x, y)ωxy = (f,Lg).

□

Corolario 2.1.3. Todos los autovalores de L son reales.

Vamos a ver ahora un resultado que nos va a permitir acotar los autovalores
de L.

Teorema 2.1.4. Sea (V, ω) un grafo con pesos, �nito y conexo con |V | = N > 1,
entonces se cumple:

(a) Todos los autovalores de L están contenidos en [0, 2]

(b) Si (V, ω) no es bipartito, entonces todos los autovalores de L están conteni-
dos en [0, 2).

Demostración:
(a) Sea λ un autovalor de L con autofunción f . Usando que Lf = λf y la

fórmula de Green (2.6), obtenemos

λ
∑
x∈V

f2(x)dx =
∑
x∈V

Lf(x)f(x)dx

=
1

2

∑
{x,y∈V,x∼y}

(f(y)− f(x))2ωxy,
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de lo que se sigue que λ ≥ 0. Usando que (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), obtenemos

λ
∑
x∈V

f2(x)dx ≤
∑

{x,y∈V,x∼y}

(f2(y) + f2(x))ωxy

=
∑

x,y∈V

f2(y)ωxy +
∑

x,y∈V

f2(x)ωxy

=
∑
y∈V

f2(y)dy +
∑
x∈V

f2(x)dx

= 2
∑
x∈V

f2(x)dx. (2.7)

De (2.7) se sigue que λ ≤ 2.
(b) Supongamos que λ = 2 es un autovalor de L con autofunción f y veamos

entonces que (V, ω) es bipartito.
Como λ = 2, todas las desigualdades en el cálculo de (2.7) han de ser igual-

dades, en particular debemos tener que para todo x ∼ y,

(f(x)− f(y))2 = 2(f(x)2 + f(y)2),

o, equivalentemente,
f(x) + f(y) = 0.

Si f(x0) = 0 para algún x0 ∈ V , se sigue que f(x) = 0 para todos los vecinos
de x0 y, como el grafo es conexo, se debe tener que f ≡ 0 en V , pero f es una
autofunción y, por tanto, no es nula. Por tanto, f(x) ̸= 0 para todo x ∈ V .
Entonces V se puede dividir en la unión disjunta de los siguientes conjuntos:

V + = {x ∈ V | f(x) > 0} y V − = {x ∈ V | f(x) < 0}.

Como para todo x ∼ y se ha de tener que f(x)+f(y) = 0, ningún vértice de V +

puede tener como vecino otro vértice de V + y, análogamente, ningún vértice de
V − puede tener como vecino otro vértice de V −, por lo que el grafo (V, ω) es
bipartito. □

Gracias al Teorema 2.1.4 y a que 0 es un autovalor simple, podemos enumerar
los autovalores de L en orden creciente como sigue:

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λN−1 ≤ 2.

Vamos a aplicar el Teorema 2.1.4 para estudiar el problema de Dirichlet en
grafos �nitos, en particular vamos a demostrar el siguiente resultado:

Proposición 2.1.5. Dada f ∈ F , la ecuación Lu = f tiene solución única si
y solo si

∑
x∈V f(x)dx = 0.

Demostración:
Supongamos que existe una única solución a la ecuación Lu = f . Por la

fórmula de Green (2.6),

0 = (u,L1) = (Lu, 1) = (f, 1) =
∑
x∈V

f(x)dx,
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por lo que
∑

x∈V f(x)dx = 0.

Recíprocamente, supongamos que
∑

x∈V f(x)dx = 0, es decir, que f es or-
togonal a 1. Sea F0 el subespacio de F de las funciones ortogonales a 1. Como
1 es una autofunción con autovalor 0, el espacio F0 es invariante por L y el
espectro de L en F0 es λ1, . . . , λN−1. Por el Teorema 2.1.4, λj > 0 para todo
j = 1, . . . , N − 1, por lo que L es invertible en F0, es decir, para toda f ∈ F0,
la ecuación Lu = f tiene una única solución u ∈ F0 dada por u = L−1f . □

2.1.1. La desigualdad de Cheeger en grafos �nitos

De�nición 2.1.6. Dado Ω ⊂ V , de�nimos el perímetro de Ω, P (Ω) como

P (Ω) =
∑
x∈Ω
y∈Ωc

ωxy.

El perímetro de un conjunto "mide"la interacción o la conexión entre un
conjunto y su complementario.

De�nición 2.1.7 (Constante de Cheeger). Dado un grafo �nito con pesos
(V, ω), de�nimos su constante de Cheeger como

h = h(V, ω) = ı́nf
Ω⊂V

ν(Ω)≤ 1
2ν(V )

P (Ω)

ν(Ω)
. (2.8)

La constante de Cheeger h es la constante más grande tal que

P (Ω) ≥ hν(Ω) (2.9)

para los subconjuntos Ω ⊂ V con ν(Ω) ≤ 1
2ν(V ).

En esta sección queremos desarrollar todos los resultados necesarios para
demostrar una desigualdad conocida como la desigualdad de Cheeger, la cual
a�rma que

λ1 ≥ h2

2

donde λ1 es el primer autovalor no nulo de L. Para demostrarla, necesitamos
antes 3 lemas previos.

Lema 2.1.8. Se tiene que λ1 ≤ 2h.

Demostración:
Dada f ∈ F \ {0}, consideramos el cociente de Rayleigh

R(f) =
(Lf, f)
(f, f)

.

Como
λ1 = ı́nf

f∈F,f⊥1
R(f),
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basta encontrar una función f tal que f ⊥ 1 y R(f) ≤ 2h. Sea Ω un conjunto
considerado en el ín�mo de (2.8), en particular, ν(Ω) ≤ ν(Ωc); sea

f(x) =

{
1 x ∈ Ω
−a x ∈ Ωc

donde elegimos a de tal forma que f ⊥ 1, es decir, ν(Ω) = aν(Ωc), por lo que

a =
ν(Ω)

ν(Ωc)
≤ 1.

Por un lado tenemos

(f, f) =
∑
x∈V

f(x)2dx = ν(Ω) + a2ν(Ωc) = (1 + a)ν(Ω).

Por otro lado, por la fórmula de Green,

(Lf, f) = 1

2

∑
x,y∈V

(∇f(x, y))2ωxy =
∑

x∈Ω,y∈Ωc

(∇f(x, y))2ωxy

= (1 + a)2
∑

x∈Ω,y∈Ωc

ωxy = (1 + a)2P (Ω).

Por tanto,

R(f) =
(1 + a)2P (Ω)

(1 + a)ν(Ω)
≤ (1 + a)h ≤ 2h.

□

Lema 2.1.9 (Fórmula de co-área). Dada una función f : V → R, de�nimos
para cada t ∈ R

Ωt = {x ∈ V : f(x) > t} .
Entonces se tiene la siguiente igualdad:∑

x∼y

|∇f(x, y)|ωxy =

∫ ∞

−∞
P (Ωt)dt. (2.10)

Demostración:
Dada una arista (x, y) ∈ E, podemos considerar el intervalo Ixy = [f(x), f(y)),

asumiendo que f(x) ≤ f(y) (en otro caso, cambiamos x por y). Denotando por
|Ixy| la longitud del intervalo, se tiene que |∇f(x, y)| = |Ixy|.

Además se tiene:

x ∈ Ωc
t y y ∈ Ωt ⇔ f(x) ≤ t y f(y) > t⇔ t ∈ Ixy.

Por tanto,

P (Ωt) =
∑
x∈Ωc

t
y∈Ωt

ωxy =
∑

(x,y)∈E,t∈Ixy

ωxy =
∑

(x,y)∈E

ωxyχIxy
(t).
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Así, obtenemos∫ ∞

−∞
P (Ωt)dt =

∫ ∞

−∞

∑
(x,y)∈E

ωxyχIxy
(t)dt

=
∑

(x,y)∈E

∫ ∞

−∞
ωxyχIxy

(t)dt

=
∑

(x,y)∈E

ωxy|Ixy| =
∑
x∼y

|∇f(x, y)|ωxy.

□

Lema 2.1.10. Para toda función no negativa f en V tal que

ν ({x ∈ V : f(x) > 0}) ≤ 1

2
ν(V ) (2.11)

se tiene ∑
x∼y

|∇f(x, y)|ωxy ≥ h
∑
x∈V

f(x)dx,

donde h es la constante de Cheeger de (V, ω).

Demostración:
Por la fórmula de co-área (2.10) tenemos∑

x∼y

|∇f(x, y)|ωxy =

∫ ∞

−∞
P (Ωt)dt ≥

∫ ∞

0

P (Ωt)dt.

Por la hipótesis (2.11), el conjunto Ωt = {x ∈ V : f(x) > t} tiene medida
≤ 1

2ν(V ) para todo t ≥ 0. Por tanto, por (2.9),

P (Ωt) ≥ hν(Ωt),

de lo que se sigue ∑
x∼y

|∇f(x, y)|ωxy ≥ h

∫ ∞

0

ν(Ωt)dt.

Por otro lado, observamos que para t ≥ 0, x ∈ Ωt ⇔ t ∈ [0, f(x)), de lo que
obtenemos ∫ ∞

0

ν(Ωt)dt =

∫ ∞

0

∑
x∈Ωt

dxdt

=

∫ ∞

0

∑
x∈V

dxχ[0,f(x))(t)dt

=
∑
x∈V

∫ ∞

0

χ[0,f(x))(t)dt =
∑
x∈V

dxf(x),

de lo que se sigue el Lema. □
Gracias al Lema 2.1.10 ya podemos demostrar la desigualdad de Cheeger.
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Teorema 2.1.11 (Desigualdad de Cheeger).

λ1 ≥ h2

2
(2.12)

donde λ1 es el primer autovalor no nulo de L.

Demostración:
Sea f la autofunción de λ1. Consideramos la siguiente partición de V :

V + = {x ∈ V : f(x) ≥ 0} y V − = {x ∈ V : f(x) < 0}.

Sin pérdida de generalidad suponemos que ν(V +) ≤ ν(V −) (en caso contra-
rio consideramos −f). De esto se sigue que ν(V +) ≤ 1

2ν(V ). Consideremos la
función

g = f+ =

{
f, f ≥ 0
0, f < 0

Observemos que g ̸≡ 0 porque si no f+ ≡ 0 y como (f, 1) = 0 se ha de tener
que f− ≡ 0 pero f ̸≡ 0. Aplicando la fórmula de Green se tiene

(Lf, g) = 1

2

∑
x,y∈V

∇f(x, y)∇g(x, y),

y, usando que Lf = λ1f , tenemos

λ1
∑
x∈V

f(x)g(x)dx =
1

2

∑
x,y∈V

∇f(x, y)∇g(x, y).

Del hecho de que fg = g2, podemos deducir

∇f(x, y)∇g(x, y) = (f(y)− f(x))(g(y)− g(x)) ≥ (g(y)− g(x))2 = |∇g(x, y)|2.

Gracias a eso, podemos ver que

λ1 ≥
∑

x∼y |∇g(x, y)|2ωxy∑
x∈V g

2(x)dx
.

Por tanto, para probar (2.12) basta probar que∑
x∼y

|∇g(x, y)|2ωxy ≥ h2

2

∑
x∈V

g2(x)dx.

Como

ν({x ∈ V : g(x) > 0}) ≤ ν(V +) ≤ 1

2
ν(V ),

podemos aplicar el Lema 2.1.10 a la función g2 obteniéndose así∑
x∼y

|∇g2(x, y)|ωxy ≥ h
∑
x∈V

g2(x)dx. (2.13)
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Vamos a estimar el lado izquierdo de esta última desigualdad.∑
x∼y

|∇g2(x, y)|ωxy =
1

2

∑
x,y∈V

|g2(x)− g2(y)|ωxy

=
1

2

∑
x,y∈V

|g(x)− g(y)|ω1/2
xy |g(x) + g(y)|ω1/2

xy

≤

1

2

 ∑
x,y∈V

(g(x)− g(y))2ωxy

 ×

× 1

2

 ∑
x,y∈V

(g(x) + g(y))2ωxy

1/2

,

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Ahora, usando que 1
2 (a+

b)2 ≤ a2 + b2 obtenemos

∑
x∼y

|∇g2(x, y)|ωxy ≤

∑
x∼y

|∇g(x, y)|2ωxy

∑
x,y∈V

(g2(x) + g2(y))ωxy

1/2

=

2
∑
x∼y

|∇g(x, y)|2ωxy

∑
x,y∈V

g2(x)ωxy

1/2

=

(
2
∑
x∼y

|∇g(x, y)|2ωxy

∑
x∈V

g2(x)dx

)1/2

.

Esto, junto a (2.13) nos da

h
∑
x∈V

g2(x)dx ≤

(
2
∑
x∼y

|∇g(x, y)|2ωxy

)1/2(∑
x∈V

g2(x)dx

)1/2

.

Elevando ambos términos al cuadrado y dividiendo por
∑

x∈V g
2(x)dx obtene-

mos lo que queríamos, lo que concluye la prueba. □

2.2. El problema de Dirichlet para grafos in�ni-

tos

Ya tenemos un resultado de existencia y unicidad de soluciones de la ecuación
Lu = f y hemos estudiado la desigualdad de Cheeger en grafos �nitos, veamos
ahora cómo extenderlo a grafos in�nitos.

En esta sección, (V, ω) será siempre un grafo (�nito o in�nito) con pesos,
conexo y localmente �nito con |V | > 1.
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De�nición 2.2.1. Dado un subconjunto �nito Ω ⊂ V , denotamos por FΩ el
espacio de las funciones de V en R tales que f |Ωc≡ 0. Este espacio es un
espacio vectorial de dimensión N = |Ω|. De�nimos el operador LΩ en FΩ como
sigue

LΩf =

{
Lf en Ω
0 en Ωc

de forma que LΩf ∈ FΩ y LΩ : FΩ → FΩ. Al operador LΩ lo llamaremos el
operador de Dirichlet en Ω

Hemos de observar que si Ω es un subconjunto de un grafo �nito, entonces el
operador Laplaciano de�nido positivo en Ω como grafo en sí mismo y el operador
de Dirichlet en Ω como subconjunto de un grafo mayor no tienen por qué ser
iguales ni por qué tener el mismo espectro.

De forma análoga al caso de grafos �nitos, podemos de�nir el producto es-
calar de dos funciones f y g en FΩ de la siguiente forma:

(f, g) =
∑
x∈Ω

f(x)g(x)dx.

Lema 2.2.2 (Fórmula de Green). Para dos funciones f, g ∈ FΩ cualesquiera,
se tiene

(LΩf, g) =
1

2

∑
x,y∈Ω1

∇f(x, y)∇g(x, y)ωxy, (2.14)

donde Ω1 = U1(Ω) (véase De�nición 1.0.6).

Demostración:
Aplicando (2.5) en Ω1 y usando que g = 0 fuera de Ω, tenemos

(LΩf, g) =
∑
x∈Ω1

LΩf(x)g(x)dx

=
1

2

∑
x,y∈Ω1

∇f(x, y)∇g(x, y)ωxy −
∑

x∈Ω1,y∈Ωc
1

∇f(x, y)g(x)ωxy (2.15)

=
1

2

∑
x,y∈Ω1

∇f(x, y)∇g(x, y)ωxy.

Donde hemos usado que la última suma de (2.15) se anula dado que si ωxy ̸= 0,
entonces x ∼ y y, como y ∈ Ωc

1, se debe tener que x ∈ Ωc y por tanto g(x) = 0.
□

Dado que el lado derecho de (2.14) es simétrico, tenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 2.2.3. LΩ es un operador simétrico en FΩ.

Por tanto, los autovalores de LΩ son reales y podemos escribirlos en orden
creciente de la siguiente forma:

λ1(Ω) ≤ λ2(Ω) ≤ · · · ≤ λN (Ω).
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Como LΩ es simétrico, podemos caracterizar λ1(Ω) como el ín�mo en FΩ\{0}
del cociente de Rayleigh R(f), donde

R(f) =
(LΩf, f)

(f, f)
=

1
2

∑
x,y∈Ω1

(∇f(x, y))2ωxy∑
x∈Ωf2(x)dx

.

Hemos de observar que podríamos poner en los índices de los sumatorios que
los vértices estén en V en vez de en Ω1, ya que fuera de este conjunto la función
f se anula o se tiene que ωxy = 0.

Teorema 2.2.4. Sea Ω un subconjunto �nito no vacío de V con complementario
Ωc no vacío. Entonces se cumple

(a) 0 < λ1(Ω) ≤ 1

(b) λ1(Ω) + λN (ω) ≤ 2, por tanto

specLΩ ⊂ [λ1(Ω), 2− λ1(Ω)] ⊂ (0, 2).

(c) λ1(Ω) decrece si Ω crece.

Demostración:
(a) Sea f la autofunción de λ1(Ω). Entonces se tiene

λ1(Ω) =
(LΩf, f)

f, f
=

1
2

∑
x,y∈Ω1

|∇f(x, y)|2ωxy∑
x∈Ω f

2(x)dx
, (2.16)

que implica que λ1(Ω) ≥ 0. Veamos que no puede ser 0. Por reducción al absurdo,
supongamos que λ1(Ω) = 0, entonces se debe tener que ∇f(x, y) = 0 para todo
x ∼ y en Ω1, es decir, que f(x) = f(y) siempre que x, y ∈ Ω1 y x ∼ y.
Como Ωc es no vacío, existe un z ∈ Ωc y, por la conexión del grafo, dado
x ∈ Ω, existe un camino {xk}nk=0 que une z y x. Sea k0 el mínimo índice tal
que xk0 ∈ Ωc, como xk0 ∼ xk0−1 ∈ Ω, tenemos que xk0 ∈ Ω1 y, por lo anterior,
f(x) = f(x1) = · · · = f(xk0

), pero xk0
∈ Ωc, por lo que f(x) = f(xk0

) = 0, es
decir, f = 0 en V , pero esto contradice la hipótesis de que f sea autofunción.
Esto prueba que λ1(Ω) > 0.

Veamos ahora que λ1(Ω) ≤ 1, para ello vamos a usar la traza de LΩ. Por un
lado,

TrLΩ = λ1(Ω) + · · ·+ λN (Ω) ≥ Nλ1(Ω). (2.17)

Por otro lado, podemos observar que LΩχx = χx para todo x ∈ Ω, por lo
que en la base {χx}x∈Ω de FΩ, la matriz del operador es la matriz identidad, y
por tanto Tr LLΩ = N . Igualando el lado izquierdo de (2.17) a N , vemos que
efectivamente λ1(Ω) ≤ N .

(b) Sea f una autofunción con autovalor λN (Ω). de forma similar a (2.16),
tenemos

λN (Ω) = R(f) =
1
2

∑
x,y∈Ω1

|∇f(x, y)|2ωxy∑
x∈Ω f

2(x)dx
.
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Por la propiedad de ser ín�mo del cociente de Rayleigh de λ1(Ω), tenemos

λ1(Ω) ≤ R(|f |) =
1
2

∑
x,y∈V (∇|f |(x, y))2ωxy∑

x∈V f
2(x)dx

.

Por otro lado observamos que

(∇f(x, y)2) + (∇|f |(x, y))2 ≤ 2(f2(x) + f2(y)),

por lo que

λ1(Ω) + λN (Ω) ≤
∑

x,y∈V (f
2(x) + f2(y))ωxy∑

x∈Ω f
2(x)dx

=
2
∑

x∈V

∑
y∈V f

2(x)ωxy∑
x∈V f

2(x)dx
=

2
∑

x∈V f
2(x)dx∑

x∈V f
2(x)dx

= 2.

(c) Si Ω ⊂ Ω′ entonces FΩ ⊂ FΩ′ y

λ1(Ω) = ı́nf
f∈FΩ

≥ ı́nf
f∈FΩ′

= λ1(Ω
′).

□
Gracias al Teorema 2.2.4 podemos demostrar un resultado de existencia y

unicidad de un problema de Dirichlet sin restricción en las condiciones de con-
torno.

Teorema 2.2.5. Sea Ω un subconjunto �nito de V con complementario Ωc no
vacío. Consideramos el siguiente problema de Dirichlet:{

∆Gu = f en Ω
u = g en Ωc,

(2.18)

donde u : V → R es una función desconocida mientras que f : Ω → R y
g : Ωc → R son funciones dadas. Entonces (2.18) tiene una única solución u.

Demostración:
Vamos a extender g arbitrariamente a Ω. Sea v = u− g y reescribimos (2.18):{

∆Gv = h en Ω
v = 0 en Ωc,

(2.19)

donde h = f −∆Gg. Equivalentemente, (2.19) signi�ca que

v ∈ FΩ y LΩv = −h en Ω. (2.20)

Por el Teorema 2.2.4, el espectro de LΩ no contiene al 0 y por tanto es invertible
en FΩ, lo que nos da una solución única de (2.20) y en consecuencia de (2.19) y
de (2.18). □



2.2. EL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA GRAFOS INFINITOS 19

De hecho, en el caso de f = 0, podemos dar una caracterización variacional
de la solución de (2.18) en términos de lo que llamaremos la energía de Dirichlet,
que se de�ne como

D(u) =
1

2

∑
x,y∈Ω1

(∇u(x, y))2ωxy donde Ω1 = U1(Ω).

Teorema 2.2.6 (El principio de Dirichlet). Si u ∈ F es la solución del problema
de Dirichlet {

Lu = 0 en Ω
u = g en Ωc,

(2.21)

entonces D(u) ≤ D(v) para toda función v ∈ F tal que v = g en Ωc.

Demostración:
Sea w = u − v, de forma que w = 0 en Ωc. Se puede comprobar fácilmente

que

D(v) = D(u+ w) = D(u) +
∑

x,y∈Ω1

∇u(x, y)∇w(x, y)ωxy +D(w).

Como w = 0 en Ωc y Lu = 0 en Ω, por (2.14) tenemos

1

2

∑
x,y∈Ω1

∇u(x, y)∇w(x, y)ωxy =
∑
x∈Ω1

Lu(x)w(x)dx = 0,

por lo que D(v) = D(u) +D(w) ≥ D(u). □

2.2.1. La desigualdad de Cheeger en grafos in�nitos

Como en el caso �nito, de�nimos el perímetro de un subconjunto Ω de V
como

P (Ω) =
∑
x∈Ω
y∈Ωc

ωxy.

De�nición 2.2.7. Para cualquier subconjunto �nito Ω ⊂ V de�nimos su cons-
tante de Cheeger como

h(Ω) = ı́nf
U⊂Ω

P (U)

ν(U)
, (2.22)

donde el ín�mo se toma sobre todos los subconjuntos U no vacíos de Ω.

Es decir, h(Ω) es la constante más grande tal que

P (U) ≥ h(Ω)ν(U), (2.23)

para todo U subconjunto no vacío de Ω. Como en el caso �nito, se tiene una des-
igualdad como la del Teorema 2.1.11 que también se conoce como la desigualdad
de Cheeger. En particular, se tiene:
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Teorema 2.2.8.

λ1(Ω) ≥
1

2
h(Ω)2. (2.24)

La prueba es similar al caso de grafos �nitos. Para probar el Teorema nece-
sitamos el siguiente Lema:

Lema 2.2.9. Para toda función no negativa f ∈ FΩ se tiene∑
x∼y

|∇f(x, y)|ωxy ≥ h(Ω)
∑
x∈V

f(x)dx. (2.25)

Demostración:
Por la fórmula de co-área, (2.10), se tiene∑

x∼y

|∇f(x, y)|ωxy ≥
∫ ∞

0

P (Ut)dt,

donde Ut = {x ∈ V : f(x) > t}. Como Ut ⊂ Ω para t no negativo, por (2.23) se
tiene

P (Ut) ≥ h(Ω)ν(Ut)

y, por tanto, ∑
x∼y

|∇f(x, y)|ωxy ≥ h(Ω)

∫ ∞

0

ν(Ut)dt.

Por otro lado, como en la prueba del Lema 2.1.10 tenemos∫ ∞

0

ν(Ut)dt =
∑
x∈V

f(x)dx,

de lo que se sigue (2.25). □

Demostración:
[Demostración del Teorema 2.2.8]
Sea f la autofunción de λ1(Ω). Considerando el cociente de Rayleigh tenemos

λ1(Ω) =

∑
x∼y |∇f(x, y)|2ωxy∑

x∈V f
2(x)dx

.

Por tanto, para probar (2.24) basta probar∑
x∼y

|∇f(x, y)|2ωxy ≥ h(Ω)2

2

∑
x∈V

f2(x)dx. (2.26)

Aplicando (2.25) a la función f2 obtenemos∑
x∼y

|∇f2(x, y)|ωxy ≥ h(Ω)
∑
x∈V

f2(x)dx. (2.27)
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Haciendo los mismos cálculos que en la prueba del Teorema 2.1.11 podemos
obtener

∑
x∼y

|∇f2(x, y)|ωxy ≤

(
2
∑
x∼y

|∇f(x, y)|2ωxy

∑
x∈V

f2(x)dx

)1/2

.

Combinando esto último con (2.27) tenemos

h(Ω)
∑
x∈V

f2(x)dx ≤

(
2
∑
x∼y

|∇f(x, y)|2ωxy

)1/2(∑
x∈V

f2(x)dx

)1/2

.

Elevando al cuadrado y dividiendo por
∑

x∈V f
2(x)dx obtenemos (2.26) como

queríamos, lo que concluye la prueba. □



Capítulo 3

La ecuación del calor en
grafos con pesos

En este capítulo, nuestro objetivo va a ser estudiar el problema{
∂u
∂t (t) = ∆Gu(t) para t ∈ (0,+∞),
u(0) = u0,

(3.1)

donde u0 será una función real de V .
Vamos a de�nir ahora un funcional cuya subdiferencial (véase A.2.12) va a

resultar ser ∆G. Gracias a esto, veremos que vamos a tener resultados de exis-
tencia y unicidad de cierto tipo de soluciones de (3.1) conocidas como soluciones
fuertes (véase A.1.2).

De�nición 3.0.1. De�nimos el funcional de energía HG : L2(V, ν) → [0,+∞]
como

HG(f) =

{
1
4

∑
x∈V

∑
y∈V (f(x)− f(y))2ωxy si f ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν);

+∞ en otro caso.
(3.2)

Por la fórmula de Green (2.5) se tiene que si HG(f) < +∞, entonces

HG(f) = −1

2

∑
x∈V

f(x)∆Gf(x)dx =
1

2
(Lf, f).

Por otro lado, podemos expresar HG como una doble integral de la siguiente
forma:

H(f) =
1

4

∫
V×V

(f(x)− f(y))2dmx(y)dν(x) si f ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν). (3.3)

Teorema 3.0.2. HG es propio, convexo y semicontinuo inferiormente en L2(V, ν)1.
Además,

∂HG = L,
1Ver el apéndice A

22
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en el sentido de que si f ∈ ∂HG(g) entonces g = Lf .

Demostración:
Por un lado, se tiene que D(HG) = L2(V, ν) ∩ L1(V, ν) (ver A.2.11), por lo

que HG es propio. Veamos que es convexo. Sean (f, r) y (g, s) elementos de
Epi(HG)(véase A.2.11) y sea t ∈ [0, 1], entonces se tiene que:

HG(tf + (1− t)g) =
1

4

∑
x∈V

∑
y∈V

(tf(x) + (1− t)g(x)− tf(y)− (1− t)g(y))2

≤ t2HG(f) + (1− t)2HG(g) ≤ tHG(f) + (1− t)HG(g)

≤ tr + (1− t)s,

luego t(f, r) + (1 − t)(g, s) ∈ Epi(HG), por lo que Epi(HG) es convexo y por
tanto HG también lo es.

Para ver que es semicontinua inferiormente en todo L2(V, ν), tomamos f ∈
L2(V, ν) y consideramos una sucesión (fn) ⊂ L2(V, ν) tal que fn → f en
L2(V, ν). Para ver que HG es semicontinua inferiormente en f , hay que ver
que ĺım infHG(fn) ≥ HG(f).

Como fn → f , se tiene que (fn(x)− fn(y))
2 → (f(x)− f(y))2 en casi todo

punto (x, y) de V × V . Por tanto, por el Lema de Fatou,

4HG(f) =

∫
V×V

(f(x)− f(y))2dmx(y)dν(x)

≤ ĺım inf

∫
V×V

(fn(x)− fn(y))
2dmx(y)dν(x)

= 4 ĺım infHG(fn),

de lo que se sigue que HG es semicontinua inferiormente en f y, como esta era
arbitraria, obtenemos que HG es semicontinua inferiormente en todo L2(V, ν).

Solo nos falta probar que ∂HG = L. Sean f, g ∈ L2(V, ν)∩L1(V, ν) tales que
f ∈ ∂HG(g). Entonces

HG(h)−HG(g) ≥ (f, h− g)∀h ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν).

Dada h ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν) y λ > 0, se tiene

HG(g + λh)−HG(g) ≥ λ(f, h),

luego

(f, h) ≤ 1

λ
(HG(g + λh)−HG(g))

=
1

2λ
((L(g + λh), g + λh)− (Lg, g)) = 1

2λ
((Lg, λh) + (L(λh), g))

= (Lg, h).
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Tomando λ < 0, la desigualdad anterior se invierte y haciendo los mismos
cálculos llegaríamos a que (f, h) ≥ (Lg, h), por lo que concluimos que

(f, h) = (Lg, h)∀h ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν),

por lo que f = Lg. Veamos el recíproco, es decir, veamos que Lf ∈ ∂HG(f)
para f ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν). Sea h ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν).

HG(h)−HG(f) ≥ (Lf, h− f) ⇔ 1

2
(Lh, h)− 1

2
(Lf, f) ≥ (Lf, h)− (Lf, f) ⇔

⇔ (Lh, h) + (Lf, f) ≥ 2(Lf, h).

Por la desigualdad de Young,

2(Lf, h) =
∑ ∑

x,y∈V

∇f(x, y)∇h(x, y)ωxy

≤ 1

2

∑
x,y∈V

(∇h(x, y))2ωxy +
1

2
(∇f(x, y))2ωxy = (Lh, h) + (Lf, f),

que era lo que queríamos probar, por lo que Lf ∈ ∂HGf para todo f ∈ L2(V, ν)∩
L1(V, ν). Por tanto, ∂HG = L, lo que concluye la prueba. □

Gracias al Teorema 3.0.2 y al Teorema A.2.15, el Teorema de Lumer-Phillips
A.2.14 y la teoría desarrollada en [13] y [3] tenemos el siguiente resultado de
existencia y unicidad de soluciones fuertes:

Teorema 3.0.3. ∆G genera un C0-semigrupo2 (TG
t )t≥0 en L2(V, ν), dado por

la fórmula exponencial de Hille-Yoshida:

TG
t u0 = ĺım

n→+∞

[(
I − t

n
∆G

)−1
]n
u0,∀u0 ∈ L2(V, ν).

Además, para toda u0 ∈ L2(V, ν), u(t) = TG
t u0 es la única solución fuerte3 de

la ecuación del calor{
u′(t) = ∆Gu(t) para todo t ∈ (0,+∞)
u(0) = u0.

(3.4)

De�nición 3.0.4. Denotaremos por e−t∆G a TG
t y diremos que {et∆G : t ≥ 0}

es el �ujo de calor del grafo G.

Si bien hemos visto que ∆G genera un C0-semigrupo en L2(V, ν), este se
puede extender a todo L1(V, ν). En particular, si de�nimos en L1(V, ν) el ope-
rador A como Au = v ⇔ v(x) = −∆Gu(x) para cada x ∈ V , entonces A genera
un C0-semigrupo (S(t))t≥0 en L1(V, ν) (ver [4] y [12]) tal que S(t)f = et∆Gf
para toda f ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν). En particular, si tenemos que ν(V ) < ∞,
entonces S(t) es una extensión a L1(V, ν) del �ujo de calor et∆G en L2(V, ν), la
cual denotaremos igual.

2Véase A.2.4
3Véase A.1.2
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Proposición 3.0.5. Si ν(V ) < +∞, entonces el �ujo de calor conserva la
masa, es decir,∑

x∈V

dxe
−t∆Gu0(x) =

∑
x∈V

dxu0(x) ∀u0 ∈ L2(V, ν),∀t ≥ 0

Demostración:
Sea u0 ∈ L2(V, ν).

d

dt

∑
x∈V

dxe
−t∆Gu0(x) =

∑
x∈V

dx
d

dt
e−t∆Gu0(x)

=
∑
x∈V

dx∆Gu0(x) = −(Lu0, 1)

= (u0,L1) = 0,

donde hemos usado que L es simétrico y que L1 = 0. Por tanto,
∑

x∈V dxe
t∆Gu0(x)

es constante para todo t ≥ 0, en particular,∑
x∈V

dxe
t∆Gu0(x) = e0∆Gu0(x) =

∑
x∈V

dxu0(x),

como queríamos probar. □
Si bien sabemos que la ecuación del calor tiene una única solución fuerte,

nos gustaría obtener una expresión analítica de esta solución, es decir, queremos
hallar una expresión explícita de e−t∆Gu0 para u0 ∈ L1(V, ν) ∩ L2(V, ν). Para
ello, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.0.6. Sea u0 ∈ L1(V, ν) ∩ L2(V, ν), entonces:

e−t∆Gu0(x) = e−t

(
u0(x) +

∞∑
n=1

∑
Cn

u0(y)WCn

tn

n!

)
= e−t

∞∑
n=0

∑
Cn

u0(y)WCn

tn

n!
,

(3.5)
donde el sumatorio para cada n ∈ N es sobre el conjunto de todos los caminos
Cn = {xk}nk=0 de longitud n en el grafo que unen x e y, donde y es algún vértice
del grafo, y donde WCn

= ωxx1
ωx1x2

· · ·ωxn−1y.

Antes de demostrar el Teorema vamos a hacer algunas observaciones. En
primer lugar, si de�nimos la medida m∗n

x (y) de forma inductiva como

m∗n
x = m∗(n−1)

x ∗mx,

donde m∗1
x = mx y m∗0

x = δ, entonces se tiene que el sumatorio sobre los Cn

que aparece en (3.5) es precisamente∑
Cn

u0(y)WCn =

∫
V

u0(y)dm
∗n
x (y).

Por otro lado, es fácil ver que si u0 ∈ L1(V, ν), entonces u0 ∈ L1(V,m∗n
x ) para

todo n ∈ N. Teniendo en cuenta estas observaciones, ya podemos demostrar el
Teorema 3.0.6.
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Demostración:
De�nimos

u(x, t) = e−t

(
u0(x) +

∞∑
n=1

∑
Cn

u0(y)WCn

tn

n!

)
.

Fijemos t ≥ 0. Sea

fk(x) =

k∑
n=0

∣∣∣∣∣∑
Cn

u0(y)WCn

∣∣∣∣∣ tnn! ,
entonces se tiene que

∑
x∈V

dxfk(x) =

k∑
n=0

∑
x∈V

dx

∣∣∣∣∣∑
Cn

u0(y)WCn

∣∣∣∣∣ tnn!
≤

k∑
n=0

∑
x∈V

∑
Cn

dx|u0(y)|WCn

tn

n!

=

k∑
n=0

∑
x∈V

dx|u0(x)|
tn

n!

≤ et||u0||L1(V,ν),

por lo que 0 ≤ fk(x) ≤ fk+1(x) < ∞ y
∑

x∈V dxfk(x) ≤ et||u0||L1(V,ν), por lo
que por el Teorema de Convergencia Monótona:

∑
x∈V

dx

∞∑
n=0

∣∣∣∣∣∑
Cn

u0(y)WCn

∣∣∣∣∣ tnn! ≤ et||u0||L1(V,ν),

por lo que la función

x 7→
∞∑

n=0

∣∣∣∣∣∑
Cn

u0(y)WCn

∣∣∣∣∣ tnn!
está en L1(V, ν) y, por tanto, es �nita en todos los vértices. Esto también es
cierto para la función

x 7→
∞∑

n=0

∑
Cn

|u0(y)|WCn

tn

n!
,

con lo que llegamos a que u(x, t) está bien de�nida y a que la serie converge
uniformemente en los compactos de [0,+∞). Por tanto,

du

dt
(x, t) = −u(x, t) + e−t

∞∑
n=1

∑
Cn

u0(y)WCn

tn−1

(n− 1)!
,
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por lo que, para probar (3.5) basta ver lo siguiente:

e−t
∞∑

n=1

∑
Cn

u0(y)WCn

tn−1

(n− 1)!
=

1

dx

∑
z∼x

u(z, t)ωxy.

Para ver esto, veamos primero la siguiente propiedad:

∑
Cn

u0(y)WCn
=

1

dx

∑
C′

n−1

u0(y)WC′
n−1

ωxz ∀n ∈ N,

donde los C ′
n−1 son los caminos de longitud n− 1 que unen z con y, para cada

z ∼ x:∑
Cn

u0(y)WCn =
1

dx

∑
x1∼x

1

dx1

ωxx1

∑
x2∼x1

· · · 1

dxn−1

∑
y∼xn−1

u0(y)ωxn−1y

=
1

dx

∑
x1∼x

1

dx1

ωxx1
· · · 1

dxn−1

∑
y∼xn−1

u0(y)ωxn−1y


=

1

dx

∑
C′

n−1

u0(y)WC′
n−1

ωxz.

Por tanto,

e−t
∞∑

n=1

∑
Cn

u0(y)WCn

tn−1

(n− 1)!
= e−t

∞∑
n=1

1

dx

∑
z∈V

∑
C′

n−1

u0(y)WC′
n−1

ωxz
tn−1

(n− 1)!

=
1

dx

e−t
∞∑

n=1

∑
C′

n−1

u0(y)WC′
n−1

tn−1

(n− 1)!

ωxz

=
1

dx

∑
z∼x

u(z, t),

donde hemos aplicado el Teorema de Convergencia Dominada para intercambiar
el sumatorio y la integral dado que∣∣∣∣∣∣e−t

∞∑
n=1

∑
C′

n−1

u0(y)WC′
n−1

tn−1

(n− 1)!

∣∣∣∣∣∣ ≤ e−t
∞∑

n=1

∑
C′

n−1

|u0(y)|WC′
n−1

tn−1

(n− 1)!
=: F (z),

y ya hemos visto que F ∈ L1(V, ν) y por tanto F ∈ L1(V,mx) para todo x ∈ V .
□
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3.1. Comportamiento asintótico de la ecuación

del calor

Dada la solución fuerte de la ecuación del calor (3.1), cuya fórmula, como
hemos visto, viene dada por (3.5), nos interesa saber cómo se va a comportar
cuando t tienda a in�nito. Veremos que en L2(V, ν) el �ujo de calor siempre
tiende a una constante, pero nos interesa ver a qué velocidad va a tender a
esa constante. El objetivo de esta sección es mostrar que si nuestro grafo (V, ω)
satisface un cierto tipo de desigualdad conocido como Desigualdad de Poincaré
entonces se tendrá que este decaimiento está controlado por una gaussiana.

En esta sección vamos a asumir que ν(V ) = 1 (podríamos trabajar tam-
bién con ν(V ) < +∞ y considerando la medida 1

ν(V )ν). Dada f ∈ L1(V, ν),
denotaremos la media de f (o el valor esperado de f) como

ν(f) =
∑
x∈V

f(x)dx =

∫
V

f(x)dν(x).

Además, dada f ∈ L2(V, ν), denotamos su varianza con respecto de ν como

V arν(f) =
∑
x∈V

(f(x)−ν(f))2dx =

∫
V

(f(x)−ν(f))2dν(x) = 1

2

∫
V×V

(f(x)−f(y))2dν(y)dν(x).

De�nición 3.1.1. Decimos que (V,w) satisface una desigualdad de Poincaré si
existe λ > 0 tal que

λV arν(f) ≤ HG(f) para toda f ∈ L2(V, ν),

o, equivalentemente,

λ||f ||2L2(V,ν) ≤ HG(f) para toda f ∈ L2(V, ν) con ν(f) = 0.

De�nición 3.1.2. De�nimos el hueco espectral de L como

gap(L) = ı́nf

{
HG(f)

V arν(f)
: f ∈ L2(V, ν), V arν(f) ̸= 0

}
= ı́nf

{
HG(f)

||f ||2L2(V,ν)

: f ∈ L2(G, ν), ||f ||L2(V,ν) ̸= 0,
∑
x∈V

f(x)dx = 0

}
.

(3.6)

El hueco espectral se puede de�nir también cuando ν(V ) ̸= 1, en cuyo caso,
en vez de funciones en L2(V, ν), se considerarían funciones en el dominio de HG,
es decir, las funciones f ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν).

Observemos que si gap(L) > 0, entonces (V, ω) satisface una desigualdad de
Poincaré con λ = gap(L).

Teorema 3.1.3. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:
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1. (V, ω) satisface una desigualdad de Poincaré para un cierto λ > 0.

2. Para toda f ∈ L2(V, ν)

||e−t∆Gf − ν(f)||L2(V,ν) ≤ e−2λt||f − ν(f)||L2(V,ν) para todo t ≥ 0.

o, equivalentemente, para toda f ∈ L2(V, ν) con ν(f) = 0,

||e−t∆Gf ||L2(V,ν) ≤ e−2λt||f ||L2(V,ν) para todo t ≥ 0.

Gracias a este Teorema, y por la observación anterior, si vemos que gap(L) >
0 entonces podremos a�rmar que existe el límite en L2(V, ν) de e−t∆Gf , sabre-
mos también que es constante y tendremos una cota de la velocidad de conver-
gencia a ese valor. Probemos primero el Teorema.

Demostración:
(i) ⇒ (ii) Sea λ > 0 tal que λV arν(f) ≤ HG(f) para toda f en L2(V, ν).

Dada f ∈ L2(V, ν), si de�nimos u(t, x) = e−t∆Gf(x),

d

dt
||u(t)− ν(f)||2L2(V,ν) = 2

∑
x∈V

dx(u(t, x)− ν(f))
∂u(t, x)

t

= 2
∑
x∈V

dx(u(t, x)− ν(f))∆Gu(t, x) = −4HG(u(t, x))

≤ −4λV arν(u(t, x)) = −4λ||u(t, x)− ν(f)||2L2(V,ν),

de lo que obtenemos

||u(t)− ν(f)||L2(V,ν) ≤ ||u(0)− ν(f)||L2(V,ν)e
−2λt para todo t ≥ 0.

(ii) ⇒ (i) Dada f ∈ L2(V, ν), de�nimos w(t) = e−t∆Gf − ν(f). Entonces, por
hipótesis,

||w(t)||L2(V,ν) ≤ ||w(0)||L2(V,ν)e
−2λt para todo t ≥ 0.

La expansión de Taylor de orden 1 de w en t = 0 es

w(t) = w(0) + tw′(0) + o(t) = w(0) + t∆Gf + o(t).

Por tanto,

||w(t)||2L2(V,ν) =
∑
x∈V

dxw(t, x)
2 +

∑
x∈V

dxw(0, x)
2 + 2t

∑
x∈V

dxf∆Gf + o(t)

= ||w(0)||2L2(V,ν) − 4tHG(f) + o(t).

En consecuencia,

||w(0)||2L2(V,ν)(1− e−4λt) ≤ 4tHG(f) + o(t).
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Por último, tomando límites cuando t ↓ 0 conseguimos

λV arν(f) = λ||w(0)||2L2(V,ν) ≤ HG(f).

□
Vamos a estudiar ahora cuándo gap(L) > 0, ya que como hemos visto, esto

nos permite a�rmar que se cumple una desigualdad de Poincaré. Resulta que el
hueco espectral es positivo si y solo si el espectro del operador L en un cierto
subespacio de L2(V, ν) no contiene al 0. En concreto, sea

H(V, ν) =
{
f ∈ L2(V, ν) : ν(f) = 0

}
el subespacio de L2(V, ν) de las funciones ortogonales a las constantes. Vamos
a considerar la restricción de L a este subespacio:

LH(V,ν) = L
∣∣
H(V,ν) : H(V, ν) → H(V, ν),

que cumple que es autoadjunto y no negativo. Denotaremos por σ(LH(V,ν)) al
espectro de LH(V,ν).

Proposición 3.1.4. Si (V, ω) es un grafo conexo localmente �nito, entonces

gap(L) > 0 ⇔ 0 /∈ σ(LH(V,ν)).

En particular, si 0 /∈ σ(LH(V,ν)) entonces (V, ω) cumple una desigualdad de
Poincaré con λ = gap(L).

Demostración:
La segunda parte de la proposición se cumple gracias a los comentarios ante-

riores.
Supongamos por reducción al absurdo que gap(L) > 0 y que 0 ∈ σ(LH(V,ν)).

Entonces existe u ∈ H(V, ν) no nula tal que Lu = 0, por lo que u ha de ser
constante, supongamos u ≡ c. Por otro lado, como u ∈ H(V, ν), se tiene que
0 = ν(u) =

∑
x∈V dxc = c · ν(V ) = c, por lo que u = 0, pero habíamos supuesto

que u era no nula, por lo que llegamos a una contradicción.
Recíprocamente, supongamos que 0 /∈ σ(LH(V,ν)). Como LH(V,ν) es autoad-

junto y no negativo, se tiene que

σ(LH(V,ν)) ⊂ [α, β],

con α > 0 y α = ı́nf
{
(Lu, u) : u ∈ H(V, ν), ||u||L2(V,ν) = 1

}
. Entonces, dada

f ∈ L2(V, ν) con V arν(f) ̸= 0 y ν(f) = 0, se tiene

0 <
α

2
≤ 1

2

(Lf, f)
(f, f)

=
HG(f)

V arν(f)
.

Como la función f que hemos cogido es arbitraria, al tomar ín�mos se ha de
tener que gap(L) > 0, como queríamos ver. □

Un concepto más general que la desigualdad de Poincaré es la (p, q)-desigualdad
de Poincaré, donde p y q están en el intervalo [1,+∞), que veremos que todo
grafo con pesos �nito cumple y, por tanto, todo grafo con pesos �nito cumplirá
que el �ujo de calor tiene límite en L2(V, ν). La de�nición es la siguiente:
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De�nición 3.1.5. Decimos que (V, ω) satisface una (p, q)-desigualdad de Poin-
caré, con p, q ∈ [1,+∞) si existe una constante Λ > 0 tal que para toda
f ∈ Lq(V, ν):

||f ||Lp(V,ν) ≤ Λ


 ∑

x,y∈V

|f(y)− f(x)|q · ωxy

 1
q

+

∣∣∣∣∣∑
x∈V

dxf(x)

∣∣∣∣∣
 ,

o, equivalentemente, si existe una constante Λ > 0 tal que

||f ||Lp(V,ν) ≤ Λ||∇f ||Lq(V×V,ν⊗mx) para toda f ∈ Lq(V, ν) con ν(f) = 0.

Por simplicidad de la notación, cuando (V, ω) satisfaga una (p, 1)-desigualdad
de Poincaré, diremos que (V, ω) satisface una p-desigualdad de Poincaré.

Podemos observar que la desigualdad de Poincaré que habíamos considerado
antes en 3.1.1 es simplemente una (p, q)-desigualdad de Poincaré con p = q = 2.

Proposición 3.1.6. Sea (V, ω) un grafo con pesos �nito. Entonces (V, ω) sa-
tisface una (p, q)-desigualdad de Poincaré para todo p, q ∈ [1,+∞).

Demostración:
Supongamos que existen p, q ∈ [1,+∞) tales que (V, ω) no cumple una (p, q)-

desigualdad de Poincaré. Entonces, existe una sucesión (un)n∈N ⊂ Lp(V, ν) con
||un||Lp(V,ν) = 1∀n ∈ N tal que ν(un) = 0 para todo n ∈ N y además

ĺım
n→∞

∑
x,y∈V

|un(y)− un(x)|q · ωxy = 0.

Por tanto,
ĺım
n→∞

|un(y)− un(x)| = 0∀x, y ∈ V con x ∼ y.

Como ||un||Lp(V,ν) = 1, se tiene que, puede que al restringirnos a una subsuce-
sión,

ĺım
n→∞

un(x) = u(x) ∈ R ∀x ∈ V.

Como el grafo (V, ω) es conexo y además |u(y)−u(x)| = ĺımn |un(y)−un(x)| = 0
para todo x ∼ y, se ha de tener que u es constante, es decir, que existe λ ∈ R
tal que u(x) = λ ∀x ∈ V . Por tanto, el límite en Lp(V, ν) de un ha de ser λ.

Como ν(un) = 0 para todo n ∈ N, se ha de tener que λ = 0, pero esto
contradice la hipótesis de que ||un||Lp(V,ν) = 1. Lo que demuestra que no pue-
den existir p, q ∈ [1,+∞) tales que (V, ω) no cumpla una (p, q)-desigualdad de
Poincaré. □

Como habíamos anticipado, combinando el Teorema 3.1.3 con la Proposición
3.1.6 obtenemos el siguiente resultado sobre el comportamiento asintótico del
�ujo de calor en grafos �nitos:
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Corolario 3.1.7. Dado (V, ω) un grafo con pesos �nito, existe una constante
λ > 0 tal que para toda f ∈ L2(V, ν)

||e−t∆Gf − ν(f)||L2(V,ν) ≤ e−2λt||f − ν(f)||L2(V,ν) para todo t ≥ 0.

o, equivalentemente, para toda f ∈ L2(V, ν) con ν(f) = 0,

||e−t∆Gf ||L2(V,ν) ≤ e−2λt||f ||L2(V,ν) para todo t ≥ 0.



Capítulo 4

El �ujo variación total

En este capítulo vamos a estudiar lo que se conoce como el �ujo variación
total de un grafo localmente �nito. Antes de empezar a estudiar este �ujo,
debemos de�nir los espacios donde vamos a trabajar.

De�nición 4.0.1. De�nimos el espacio de funciones de variación acotada como

BV (V, ν) =

u : V → R :
∑

x,y∈V

|u(y)− u(x)| · ωxy < +∞

 .

Por otro lado, de�nimos la variación total de una función u ∈ BV (V, ν) como

TV (u) =
1

2

∑
x,y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy

Podemos observar que L1(V, ν) ⊂ BV (V, ν). Además, resulta que podemos
calcular el perímetro de un conjunto a través de la variación total de su fun-
ción característica. Recordemos que el perímetro de un conjunto E ⊂ V estaba
de�nido como

P (E) =
∑
x∈E

∑
y∈V \E

ωxy.

Vamos a de�nir ahora la interacción no local entre dos conjuntos, la cual nos
será útil a la hora de trabajar con el perímetro de diversos conjuntos.

De�nición 4.0.2. Sean A,B ⊂ V . De�nimos la interacción no local entre A y
B como

L(A,B) =
∑
x∈A

∑
y∈B

ωxy.

Podemos observar que L(A,B) = L(B,A) y además se tiene que, dado un
conjunto E ⊂ V ,

P (E) = L(E, V \ E).

33
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Proposición 4.0.3. Sea E ⊂ V tal que ν(E) < +∞. Entonces

P (E) = ν(E)−
∑

x,y∈E

ωxy. (4.1)

Además, P (E) = P (V \ E) y

P (E) = TV (χE), (4.2)

donde χE es la función característica del conjunto E.

Demostración:
En primer lugar, se tiene

P (E) +
∑

x,y∈E

ωxy =
∑
x∈E

∑
y∈V

ωxy +
∑

x,y∈E

ωxy

=
∑
x∈E

∑
y∈V

ωxy =
∑
x∈E

dx = ν(E).

Por otro lado,

P (E)− P (V \ E) =
∑
x∈E

∑
y∈V \E

ωxy −
∑

x∈V \E

∑
y∈E

ωxy

=
∑
x∈E

∑
y∈V

ωxy −
∑
x∈E

∑
y∈E

ωxy

−

∑
x∈V

∑
y∈E

ωxy −
∑
x∈E

∑
y∈E

ωxy


=
∑
x∈V

dx −
∑
x∈V

∑
y∈V

χE(y)ωxy = ν(E)−
∑
x∈V

dxχE(x)

=ν(E)− ν(E) = 0.

Por último, probemos (4.2). Para ello, basta con observar que

2TV (χE) =
∑

x,y∈V

|χE(y)− χE(x)|ωxy

=
∑
x∈E

∑
y∈V \E

ωxy +
∑

x∈V \E

∑
y∈E

ωxy

= P (E) + P (V \ E) = 2P (E),

de lo que se sigue (4.2).
□

Proposición 4.0.4. Sean A,B ⊂ V conjuntos con perímetro �nito y tales que
ν(A ∩B) = 0, entonces:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− 2L(A,B)
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Demostración:

P (A ∪B) =
∑

x∈A∪B

∑
y∈V \(A∪B)

ωxy

=
∑
x∈A

∑
y∈V \(A∪B)

ωxy +
∑
x∈B

∑
y∈V \(A∪B)

ωxy

=
∑
x∈A

 ∑
y∈V \A

ωxy −
∑
y∈B

ωxy

+
∑
x∈B

 ∑
y∈V \B

ωxy −
∑
y∈A

ωxy


= P (A) + P (B)− 2L(A,B).

□
Antes de comenzar el estudio del 1-Laplaciano, veamos un par de propiedades

relevantes de la variación total.

Proposición 4.0.5. Sea ϕ : R → R una función continua y Lipschitz. Si u ∈
BV (V, ν), entonces ϕ(u) ∈ BV (V, ν). Además

TV (ϕ(u)) ≤ ||ϕ||LipTV (u),

donde ||ϕ||Lip es la menor constante C > 0 tal que |ϕ(x)−ϕ(y)| ≤ C|x−y| para
todo x, y ∈ R.

Demostración:

TV (ϕ(u)) =
1

2

∑
x,y∈V

|ϕ(u)(y)− ϕ(u)(x)|ωxy

≤ ||ϕ||Lip
1

2

∑
x,y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy = ||ϕ||LipTV (u).

□

Proposición 4.0.6. TV (·) es convexa y continua en L1(V, ν).

Demostración:
Veamos primero la convexidad. Sea t ∈ [0, 1] y u, v ∈ BV (V, ν).

TV (tu+ (1− t)v) =
1

2

∑
x,y∈V

|tu(y) + (1− t)v(y)− tv(x)− (1− t)v(x)|ωxy

≤ 1

2

∑
x,y∈V

|tu(y)− tu(x)|ωxy +
1

2

∑
x,y∈V

|(1− t)u(y)− (1− t)u(x)|ωxy

= tTV (u) + (1− t)TV (v),
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por lo que TV (·) es convexa. Veamos ahora la continuidad en L1(V, ν). Consi-
deremos (un)n∈N ⊂ L1(V, ν) con un → u ∈ L1(V, ν).

|TV (un)− TV (u)| =

∣∣∣∣∣∣12
∑

x,y∈V

(|un(y)− un(x)| − |u(y)− u(x)|)ωxy

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2

 ∑
x,y∈V

|un(y)− u(y)|ωxy +
∑

x,y∈V

|un(x)− u(x)|ωxy


=

1

2

∑
y∈V

|un(y)− u(y)|dy +
∑
x∈V

|un(x)− u(x)|dx


= ||un − u||L1(V,ν),

por lo que TV (·) es continua en L1(V, ν) como queríamos ver. □

Proposición 4.0.7. Sea u ∈ BV (V, ν), entonces

TV (u) = 0 ⇐⇒ u es constante.

Demostración:
Supongamos que u es constante, digamos u ≡ k. Entonces

TV (u) =
∑

x,y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy =
∑

x,y∈V

|k − k|ωxy = 0.

Recíprocamente, supongamos que TV (u) = 0, entonces

0 = 2TV (u) =
∑

x,y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy =
∑
x∈V

dx
1

dx

∑
y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy,

por tanto,
1

dx

∑
y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy = 0,

ya que todos los términos del primer sumatorio son positivos. Por otro lado,

|∆Gu(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
y∈V

(u(y)− u(x))ωxy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy = 0,

por tanto, como ya hemos visto que el Laplaciano de una función se anula si y
solo si la función es constante, obtenemos que u es constante, como queríamos
comprobar. □
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4.1. El 1-Laplaciano

Ahora que ya hemos de�nido el espacio donde la variación total está bien
de�nida, vamos a de�nir el concepto del 1-Laplaciano. Antes debemos de�nir el
espacio de las funciones cuya divergencia está en el espacio Lp(V, ν). Recordemos
que la divergencia de una función z : V × V → R se de�ne como

divGz(x) =
1

2
· 1

dx

∑
y∈V

(z(x, y)− z(y, x)) · ωxy.

De�nición 4.1.1. Sea p ≥ 1. De�nimos:

Xp(V, ν) = {z ∈ L∞(V × V, ν ⊗mx) : divGz ∈ Lp(V, ν)} .

En estos espacios, tenemos una fórmula de Green similar a la fórmula de
Green que ya habíamos visto en (2.14) y cuya prueba es muy similar.

Proposición 4.1.2. Sean 1 ≤ p ≤ ∞, u ∈ BV (V, ν)∩Lq(V, ν) y z ∈ Xp(V, ν),
entonces: ∑

x∈V

u(x)divGz(x)dx = −1

2

∑
x,y∈V

∇u(x, y) · z(x, y)ωxy, (4.3)

donde 1
p + 1

q = 1 y con la convención 1
∞ = 0.

Demostración:

∑
x∈V

u(x)divGz(x)dx =
∑
x∈V

u(x)dx · 1

dx

∑
y∈V

(z(x, y)− z(y, x))ωxy

=
1

2

∑
x,y∈V

u(x) · (z(x, y)− z(y, x))ωxy

+
1

2

∑
x,y∈V

u(x) · (z(x, y)− z(y, x))ωxy

=
1

2

∑
x,y∈V

u(x) · (z(x, y)− z(y, x))ωxy

+
1

2

∑
y,x∈V

u(y) · (z(y, x)− z(x, y))ωxy

=− 1

2

∑
x,y∈V

∇u(x, y) · z(x, y)ωxy.

□
Vamos a estudiar una caracterización de la variación total de una función

en términos de la divergencia de funciones en Xp(V, ν).
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Proposición 4.1.3. Sea 1 ≤ p ≤ ∞. Dada u ∈ BV (V, ν) ∩ Lq(V, ν) se tiene:

TV (u) = sup

{∑
x∈V

u(x)divGz(x)dx : z ∈ Xp(V, ν), ||z||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1

}
,

(4.4)
donde 1

p + 1
q = 1, con la convención 1

∞ = 0. En particular, dado E ⊂ V con

ν(E) <∞,

P (E) = sup

{∑
x∈E

divGz(x)dx : z ∈ X1(V, ν), ||z||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1

}
. (4.5)

Demostración:
El caso particular se deduce de que si ν(E) <∞ entonces TV (χE) ∈ L∞(V, ν)

y de la fórmula (4.2). Probemos ahora la ecuación (4.4).
Denotemos D =

{
z ∈ Xp(V, ν), ||z||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1

}
. Sea u ∈ BV (V, ν)∩

Lq(V, ν) y sea z ∈ D, por la fórmula de Green (4.3) se tiene:

∑
x∈V

dxu(x)divGz(x) = −1

2

∑
x,y∈V

∇u(x, y)z(x, y)ωxy ≤

∣∣∣∣∣∣−1

2

∑
x,y∈V

∇u(x, y)z(x, y)ωxy

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2

∑
x,y∈V

|u(y)− u(x)||z(x, y)|ωxy

≤ 1

2

∑
x,y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy = TV (u),

donde en la tercera desigualdad hemos usado que ||z||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1. Esto
implica que sup

{∑
x∈V dxu(x)divGz(x) : z ∈ D

}
≤ TV (u). Veamos la desigual-

dad contraria. Para ello, denotemos la función signo como

sign0(r) =

 1 si r > 0,
0 si r = 0,
−1 si r < 0,

Sea V = {xn : n ∈ N} una enumeración de los vértices del grafo. Para cada
n ∈ N, de�nimos Kn = {xi : 1 ≤ i ≤ n}. Claramente ν(Kn) < ∞ para todo
n ∈ N y además V =

⋃
n∈NKn. Por otro lado, Kn ⊂ Kn+1 para todo n ∈ N.

Dado n ∈ N, de�nimos zn(x, y) = sign0(u(y) − u(x))χKn×Kn
. Claramente

se tiene que zn ∈ Xp(V, ν) y además, como |z(x, y)| ≤ 1 para todo x, y ∈ V ,
obtenemos que ||zn||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1, por lo que zn ∈ D ∀n ∈ N. Por otro
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lado, por la fórmula de Green (4.3) se tiene

TV (u) =
1

2

∑
x,y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy = ĺım
n→∞

1

2

∑
x,y∈Kn

|u(y)− u(x)|ωxy

= ĺım
n→∞

1

2

∑
x,y∈V

∇u(x, y)zn(x, y)ωxy = ĺım
n→∞

∑
x∈V

dxu(x)divG(−zn)(x)

≤ sup

{∑
x∈V

dxu(x)divGz(x) : z ∈ D

}
,

por tanto, TV (u) ≤ sup
{∑

x∈V dxu(x)divGz(x) : z ∈ D
}
y, por consiguiente

TV (u) = sup

{∑
x∈V

dxu(x)divGz(x) : z ∈ D

}

como queríamos probar. □

Corolario 4.1.4. TV (·) es semicontinua inferiormente con respecto a la con-
vergencia débil en L2(V, ν).

Demostración:
Sea un ⇀ u débilmente en L2(V, ν), es decir, dada v ∈ L2(V, ν), se tiene

ĺım
n→∞

∑
x∈V

dxun(x)v(x) =
∑
x∈V

dxu(x)v(x).

Dada z ∈ X2(V, ν), con ||z||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1 se tiene:∑
x∈V

dxu(x)divGz(x) = ĺım
n→∞

dxun(x)divGz(x) ≤ ĺım inf
n→∞

TV (un), (4.6)

donde en la desigualdad hemos usado que∑
x∈V

dxu(x)divGz(x) ≤ TV (un),

y por tanto

ĺım
n→∞

∑
x∈V

dxu(x)divGz(x) = ĺım inf
n→∞

∑
x∈V

dxu(x)divGz(x) ≤ ĺım inf
n→∞

TV (un).

Tomando supremos en z en la ecuación (4.6) y por la Proposición anterior
obtenemos

TV (u) ≤ ĺım inf
n→∞

TV (un)

como queríamos comprobar. □
Vamos a de�nir ahora un funcional cuya subdiferencial va a ser precisamente

el 1-Laplaciano.
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De�nición 4.1.5. De�nimos el funcional F : L2(V, ν) → (−∞,+∞] como:

F(u) =

{
TV (u) si u ∈ L2(V, ν) ∩BV (V, ν),
+∞ si u ∈ L2(V, ν) \BV (V, ν).

Vamos a considerar la siguiente ecuación formal de evolución:

ut(x, t) =
1

dx

∑
y∈V

u(y, t)− u(x, t)

|u(y, t)− u(x, t)|
ωxy, x ∈ V, t ≥ 0. (4.7)

Como en el caso de la ecuación del calor (ver capítulo 3), vamos a ver que po-
demos reescribir la ecuación (4.7) usando la subdiferencial del operador (4.1.5),
lo que nos ayudará a dar un resultado de existencia y unicidad de soluciones de
(4.7).

De�nición 4.1.6. Dado un funcional ϕ : L2(V, ν) → [0,+∞], de�nimos ϕ̃ :
L2(V, ν) → [0,+∞] como:

ϕ̃(v) =

{∑
x∈V dxv(x)w(x)

ϕ(w)
: w ∈ L2(V, ν)

}
,

con la convención de que 0
∞ = 0

0 = 0.

Podemos observar que si ϕ1 ≤ ϕ2 entonces ϕ̃2 ≤ ϕ̃1.
Para ayudarnos a probar el siguiente Teorema, debemos de�nir la función

signo multivaluada:

sign(r) =

 1 si r > 0,
[−1, 1] si r = 0,
−1 si r < 0.

Teorema 4.1.7. Sean u, v ∈ L2(V, ν). Las siguientes a�rmaciones son equiva-
lentes:

(i) v ∈ ∂F(u)

(ii) Existe z ∈ X2(V, ν) con ||z||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1 tal que

v = −divGz (4.8)

y además ∑
x∈V

dxu(x)v(x) = F(u).

(iii) Existe z ∈ X2(V, ν) con ||z||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1 tal que se cumple (4.8) y
además

1

2

∑
x,y∈V

∇u(x, y)z(x, y)ωxy = F(u).
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(iv) Existe g ∈ L∞(V × V, ν ⊗mx) antisimétrica con ||g||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1
tal que

v(x) = − 1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy para todo x ∈ V (4.9)

y además

−
∑

x,y∈V

g(x, y)u(x) · ωxy = F(u). (4.10)

(v) Existe g ∈ L∞(V × V, ν ⊗mx) antisimétrica con ||g||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1
cumpliendo (4.9) y tal que

g(x, y) ∈ sign(u(y)−u(x)) para (ν⊗mx)−casi todo punto (x, y) ∈ V ×V.
(4.11)

Demostración:
Sabemos que F es convexa y semicontinua inferiormente por la Proposición

4.0.6 y el Corolario 4.1.4, además es fácil ver que F es positiva homogénea de
grado 1, es decir, F(tv) = |t|Fv para todo t ∈ R. Por tanto, por [1, Teorema
1,8], tenemos:

∂F(u) =

{
v ∈ L2(V, ν) : F̃(v) ≤ 1,

∑
x∈V

dxu(x)v(x) = F(u)

}
. (4.12)

Dada v ∈ L2(V, ν), de�nimos

ψ(v) = ı́nf
{
||z||L∞(V×V,ν⊗mx) : z ∈ X2(V, ν), v = −divGz

}
. (4.13)

Es fácil ver que si ψ(v) < +∞ entonces el ín�mo en (4.13) se alcanza. Veamos
que

ψ = F̃ .

En primer lugar probemos que F̃(v) ≤ ψ(v). Si ψ(v) = +∞, esta desigualdad
es trivialmente cierta, así que supongamos que ψ(v) < +∞. Sea z ∈ L∞(G ×
G, ν ⊗mx) tal que v = −divGz. Entonces, para w ∈ L2(V, ν), por la fórmula de
Green (4.3) se tiene∑

x∈V

dxw(x)v(x) =
1

2

∑
x,y∈V

∇w(x, y)z(x, y)ωxy ≤ ||z||L∞(V×V,ν⊗mx)F(w).

Tomando supremos sobre w obtenemos que F̃(v) ≤ ||z||L∞(V×V,ν⊗mx). Toman-
do supremos sobre z obtenemos precisamente

ψ = F̃ .

Veamos la desigualdad contraria. Denotemos por

D =
{
divGz : z ∈ X2(V, ν)

}
.
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Entonces, por (4.4), se tiene que, para v ∈ L2(V, ν),

ψ̃(v) = sup
w∈L2(V,ν)

∑
x∈V dxw(x)v(x)

ψ(w)
≥ sup

w∈D

∑
x∈V dxw(x)v(x)

ψ(w)

= sup
z∈X2(V,ν)

∑
x∈V dx · divGz(x)v(x)
||z||L∞(V×V,ν⊗mx)

= F(v),

por tanto F ≤ ψ̃. Por [1, Proposición 1,6], obtenemos que ψ =
˜̃
ψ ≤ F̃ y, por

tanto, por (4.12), tenemos

∂F(u) =

{
v ∈ L2(V, ν) : ψ(v) ≤ 1,

∑
x∈V

dx · u(x)v(x) = F(u)

}
.

Por tanto, por la observación sobre alcanzar el ín�mo en (4.13), se tiene la
equivalencia entre (i) y (ii).

La equivalencia entre (ii) y (iii) se sigue de la fórmula de Green (4.3).
Basta coger g(x, y) = 1

2 (z(x, y) − z(y, x)) para ver que (iii) implica (iv), y
basta tomar z(x, y) = g(x, y) para ver que (iv) implica (ii).

Por último, para ver que (iv) y (v) son equivalentes, veamos que (4.10) y
(4.11) son equivalentes. Como g es antisimétrica con ||g||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1,

−2
∑

x,y∈V

g(x, y)u(x) · ωxy =
∑

x,y∈V

g(x, y)(u(y)− u(x))ωxy,

de lo que se sigue la equivalencia entre (4.10) y (4.11). □

De�nición 4.1.8. De�nimos en L2(V, ν) el operador multivaluado ∆1 como:

(u, v) ∈ ∆1 ⇐⇒ −v ∈ ∂F(u).

Lo llamamos el 1-Laplaciano y denotamos v ∈ ∆1(u) cuando (u, v) ∈ ∆1.

Hemos de observar que podemos reescribir el problema (4.7), que es el que
queríamos estudiar, como{

ut −∆1u ∋ 0 en (0, T )× V
u(0, x) = u0(x) x ∈ V.

(4.14)

Antes de continuar, veamos un ejemplo de que∆1 es efectivamente multivaluado.
Fijemos un valor 0 < p < 1. Consideramos el conjunto de vértices V = {a, b} y
el conjunto de pesos waa = wbb = p y wab = 1 − p. Gracias al Teorema 4.1.7,
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sabemos que (u, v) ∈ ∆1 si y solo si

∃g ∈ L∞({a, b} × {a, b}, ν ⊗mx) antisimétrica tal que

||g||L∞({a,b}×{a,b},ν⊗mx) ≤ 1,

g(a, a) · p+ g(a, b) · (1− p) = v(a),

g(b, b) · p+ g(a, b) · (1− p) = v(b),

g(a, b) ∈ sign(u(b)− u(a)).

Como g es antisimétrica obtenemos que

v(a) = g(a, b)(1− p), v(b) = g(a, b)(1− p) y g(a, b) ∈ sign(u(b)− u(a)).

El siguiente resultado nos ayudará a demostrar un resultado de conservación
de la masa del �ujo variación total.

Proposición 4.1.9. Para todas (u, v) ∈ ∆1 se tiene:

−
∑
x∈V

dxv(x)w(x) ≤ TV (w)∀w ∈ BV (V, ν) ∩ L2(V, ν), (4.15)

y además

−
∑
x∈V

dxv(x)u(x) = TV (u).

Demostración:
La segunda parte de la proposición se tiene por el Teorema 4.1.7. Probemos

la primera parte de la proposición. Como −v ∈ ∂F(u), dada w ∈ BV (V, ν) se
tiene

−
∑
x∈V

dxv(x)w(x) ≤ F(u+ v)−F(u) ≤ F(w).

Dada w ∈ BV (V, ν)∩L2(V, ν) se tiene que F(w) = TV (w), por lo que tenemos
el resultado que queríamos probar. □

Gracias a la teoría desarrollada en el capítulo 3 y el apéndice A de [13] y el
Teorema de Brezis-Komura A.2.15 podemos enunciar el siguiente resultado de
existencia y unicidad de soluciones de (4.7):

Teorema 4.1.10. Para toda función u0 ∈ L2(V, ν) y todo T > 0, existe una
única solución del problema (4.14) en (0, T ) en el siguiente sentido:

u ∈W 1,1(0, T ;L2(V, ν)),

u(0, ·) = u0 en L2(V, ν) y

ut(t, ·)−∆1u(t) ∋ 0 para casi todo t ∈ (0, T ).
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De hecho, por la completa acretividad del operador(veáse ?? y [13, Teorema
3.19]) se tiene la siguiente contracción y el siguiente principio del máximo en
cualquier espacio Lq(V, ν) con 1 ≤ q ≤ ∞:

||(u(t)− v(t))+||Lq(V,ν) ≤ ||(u0 − v0)
+||Lq(V,ν) ∀0 < t < T,

para cualquier par de soluciones u y v del problema (4.14) con datos iniciales
u0 y v0 respectivamente.

De�nición 4.1.11. Dada u0 ∈ L2(V, ν), denotamos por e−t∆1u0 a la única
solución del problema (4.14). Al semigrupo {e−t∆1}t≥0 en L2(V, ν) lo llamamos
el �ujo variación total.

Como habíamos anticipado, veamos que el �ujo variación total conserva la
masa.

Proposición 4.1.12. El �ujo variación total satisface que para todo t ≥ 0 y
toda función u0 ∈ L1(V, ν) ∩ L2(V, ν),∑

x∈V

dxe
−t∆1u0(x) =

∑
x∈V

dxu0(x).

Demostración:
Por las Proposiciones 4.0.7 y 4.1.9 tenemos:

− d

dt

∑
x∈V

dxe
−t∆1u0(x) ≤ TV (1) = 0,

y por otro lado
d

dt

∑
x∈V

dxe
−t∆1u0(x) ≤ TV (−1) = 0.

Por tanto
d

dt

∑
x∈V

dxe
−t∆1u0(x) = 0,

y, en consecuencia,∑
x∈V

dxe
−t∆1u0(x) =

∑
x∈V

dxu0(x) para todo t ≥ 0.

□

4.2. Comportamiento asintótico del �ujo varia-

ción total

Así como con la ecuación del calor, vamos a estudiar el comportamineto
asintótico del �ujo variación total y veremos que tiende a un valor constante,
pero además veremos que si el grafo (V, ω) cumple una cierta desigualdad de
Poincaré entonces el �ujo alcanza este valor límite en un tiempo �nito.
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Proposición 4.2.1. Para toda función u0 ∈ L1(V, ν)∩L2(V, ν) existe al menos
una función

u∞ ∈
{
u ∈ L1(V, ν) ∩ L2(V, ν) : 0 ∈ ∆1(u)

}
tal que

ĺım
t→∞

e−t∆1u0 = u∞ en L2(V, ν).

Además,

(i) Si ν(V ) = +∞ entonces u∞ = 0.

(ii) Si ν es una medida de probabilidad, entonces

u∞ =
∑
x∈V

dxu0(x).

Demostración:
Como F es una función propia y semicontinua inferiormente en L2(V, ν) que

alcanza su mínimo en la función 0 y, además F es una función par, por [6,
Teorema 5], tenemos que el límite fuerte en L2(V, ν) de e−t∆1u0 existe y es un
mínimo de F , es decir, existe al menos una función

u∞ ∈
{
u ∈ L1(V, ν) ∩ L2(V, ν) : 0 ∈ ∆1(u)

}
.

Ahora, como 0 ∈ ∆1(u∞), se tiene que TV (u∞) = 0. Por tanto, por la Proposi-
ción 4.0.7 se tiene que u∞ es constante, digamos que u∞ = c. Supongamos que
ν(V ) = +∞, entonces, como u∞ ∈ L1(V, ν), se tiene que tener que∑

x∈V

dxu∞(x) =
∑
x∈V

dx · c = c · ν(V ) < +∞,

por lo que se tiene que tener que c = 0. Si ν es una medida de probabilidad, por
la Proposición 4.1.12 se tiene:

u∞ =
∑
x∈V

dxu0(x).

□
Ahora que ya conocemos el valor límite del �ujo variación total, vamos a

estudiar la velocidad de convergencia del �ujo a ese valor.
Si (V, ω) satisface una p-desigualdad de Poincaré (ver la de�nición 3.1.5),

vamos a denotar

λp(V,ω) = ı́nf

{
TV (u)

||u||Lp(V,ν)
: ||u||Lp(V,ν) ̸= 0, ν(u) = 0

}
.

Recordemos que ν(u) =
∑

x∈V dxu(x).

Teorema 4.2.2. Supongamos que ν es una medida de probabilidad. Si (V, ω) sa-
tisface una 1-desigualdad de Poincaré, entonces, para toda función u0 ∈ L2(V, ν)

∣∣∣∣e−t∆1u0 − ν(u0)
∣∣∣∣
L1(V,ν)

≤ 1

2 · λ1(V,ω)

·
||u0||2L2(V,ν)

t
para todo t > 0.
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Demostración:
Sea u0 ∈ L2(V, ν). Por la teoría desarrollada en [13, Apéndice A] podemos

a�rmar que∣∣∣∣e−t∆1u− ν(u0)
∣∣∣∣
L1(V,ν)

≤ ||u− ν(u0)||L1(V,ν), u ∈ L2(V, ν), t ≥ 0.

En particular, si denotamos v(t) = e−t∆1u0 − ν(u0) y u(t) = e−t∆1u0,

||v(t)||l1(V,ν) ≤ ||v(s)||l1(V,ν) para t ≥ s. (4.16)

Por la Proposición 4.1.12, ν(u(t)) = ν(u0) para todo t ≥ 0, por lo que gracias
a la 1-desigualdad de Poincaré se tiene

λ1(V,ω)||v(s)||L1(V,ν) ≤ TV (v(s)), s ≥ 0. (4.17)

Esta desigualdad es claramente cierta si ||v(s)||L1(V,ν) = 0. Por tanto, por (4.16)
y (4.17)

t||v(t)||L1(V,ν) ≤
∫ t

0

||v(s)||L1(V,ν)ds ≤
1

λ1(V,ω)

∫ t

0

TV (v(s))ds, t ≥ 0. (4.18)

Por otro lado, por la Proposición 4.1.9,

−1

2

d

dt
||e−t∆1u0||2L2(V,ν) = −

∑
x∈V

dxe
−t∆1u0

d

dt
e−t∆1u0 = TV (e−t∆1u0),

y, por tanto,

1

2
||e−t∆1u0||2L2(V,ν) −

1

2
||u0||2L2(V,ν) ≤ −

∫ t

0

TV (e−s∆1u0)ds

= −
∫ t

0

TV (v(s))ds,

lo que implica ∫ t

0

TV (v(s))ds ≤ 1

2
||u0||2L2(V,ν), t ≥ 0.

Por tanto, por (4.18),

||v(t)||L1(V,ν) ≤
1

2 · λ1(V,ω)

·
||u0||2L2(V,ν)

t
, t > 0,

lo que concluye la prueba. □
Con este Teorema ya tenemos un resultado de velocidad de convergencia del

�ujo variación total si nuestro grafo satisface una 1-desigualdad de Poincaré. Re-
sulta que podemos mejorar las conclusiones si el grafo cumple una 2-desigualdad
de Poincaré.
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Teorema 4.2.3. Supongamos que ν es una medida de probabilidad. Si (V, ω) sa-
tisface una 2-desigualdad de Poincaré, entonces, para toda función u0 ∈ L2(V, ν)∣∣∣∣e−t∆1u0 − ν(u0)

∣∣∣∣
L2(V,ν)

≤
(
||u0 − ν(u0)||L2(V,ν) − λ2(V,ω)t

)+
para todo t ≥ 0,

donde (·)+ denota la parte positiva de la función, es decir, f+(x) = máx{f(x), 0}.
En consecuencia,

e−t∆1u0 = ν(u0) ∀t ≥ t̃ =
||u0 − ν(u0)||L2(V,ν)

λ2(V,ω)

.

Demostración:
Sea u0 ∈ L2(V, ν). Denotemos por u(t) = e−t∆1u0 y v(t) = u(t)−ν(u0). Por el

Teorema 4.1.7, es fácil ver que ∆1u(t) = ∆1v(t) (dado que sign(u(y)− u(x)) =
sign(v(y)− v(x)) para todo x, y ∈ V ). Por tanto se tiene

d

dt
v(t) ∈ ∆1v(t), t > 0.

Notemos también que v(t) ∈ BV (V, ν), de hecho, por [5, Teorema 3.7] se tiene
que v(t) ∈ D(∆1) ⊂ BV (V, ν) para todo t > 0.

Por el Teorema 3.0.2, existe gt ∈ L∞(V × V, ν ⊗ mx) antisimétrica con
||gt||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1 tal que

1

dx

∑
y∈V

gt(x, y)ωxy =
d

dt
v(t)(x) para todo x ∈ V y todo t > 0, (4.19)

y además

−
∑

x,y∈V

gt(x, y)v(t)(x)ωxy = F(v(t)) = TV (v(t)) para todo t > 0. (4.20)

Multiplicando (4.19) por v(t)(x)dx y sumando en todos los x ∈ V , por (4.20) se
tiene que

1

2

d

dt

∑
x∈V

(
dxv(t)(x)

2
)
+ TV (v(t)) = 0.

Por la Proposición 4.1.12, ν(u(t)) = ν(u0) para todo t ≥ 0, y, como (V, ω)
satisface una 2-desigualdad de Poincaré, se tiene:

λ2(V,ω)||v(t)||L2(V,ν) ≤ TV (v(t)) para todo t ≥ 0.

Por tanto,

1

2

d

dt
||v(t)||2L2(V,ν) + λ2(V,ω)||v(t)||

2
L2(V,ν) ≤ 0 para todo t ≥ 0.

Integrando esta ecuación diferencial ordinaria, obtenemos

||v(t)||L2(V,ν) ≤
(
||v(0)||L2(V,ν) − λ2(V,ω)t

)+
para todo t ≥ 0,
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es decir,

||u(t)− ν(u0)||L2(V,ν) ≤
(
||u0 − ν(u0)||L2(V,ν) − λ2(V,ω)t

)+
para todo t ≥ 0,

como queríamos probar. □
Gracias a la Proposición 3.1.6, podemos enunciar el siguiente Corolario:

Corolario 4.2.4. Sea (V, ω) un grafo con pesos �nito. Entonces para toda fun-
ción u0 ∈ L2(V, ν),∣∣∣∣e−t∆1u0 − ν(u0)

∣∣∣∣
L2(V,ν)

≤ λ2(V,ω)(t̃− t)+,

donde

t̃ =
||u0 − ν(u0)||L2(V,ν)

λ2(V,ω)

.

Por consiguiente,
e−t∆1u0 = ν(u0) para todo t ≥ t̃.

Hemos de observar que tanto en el Teorema 4.2.2 como en el Teorema 4.2.3,
si suponemos que ν(V ) = ∞, tomando u0 ∈ L2(V, ν) ∩ L1(V, ν) con ν(u0) =
0, podemos proceder de forma similar para obtener las mismas conclusiones
cambiando ν(u0) por 0. Es decir, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.2.5. Sea (V, ω) un grafo con pesos con ν(V ) = ∞. Sea u0 ∈
L2(V, ν) ∩ L1(V, ν) con ν(u0) = 0.

(i) Si (V, ω) satisface una 1-desigualdad de Poincaré, entonces

∣∣∣∣e−t∆1u0
∣∣∣∣
L1(V,ν)

≤ 1

2 · λ1(V,ω)

·
||u0||2L2(V,ν)

t
para todo t > 0.

(ii) Si (V, ω) satisface una 2-desigualdad de Poincaré, entonces∣∣∣∣e−t∆1u0
∣∣∣∣
L2(V,ν)

≤
(
||u0||L2(V,ν) − λ2(V,ω)t

)+
para todo t ≥ 0.

4.3. La constante de Cheeger y los conjuntos ca-

librables

De�nición 4.3.1. Dado Ω ⊂ V con 0 < ν(Ω) < ν(V ), de�nimos la constante
de Cheeger de Ω como

h1(Ω) = ı́nf

{
P (E)

ν(E)
: E ⊂ Ω, ν(E) > 0

}
. (4.21)

Diremos que E ⊂ Ω es un conjunto de Cheeger de Ω si E minimiza (4.21),
es decir, si

h1(Ω) =
P (E)

ν(E)
.
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Diremos además que Ω es calibrable si Ω es un conjunto de Cheeger de sí
mismo.

Para simpli�car la notación, dado Ω ⊂ V con 0 < ν(Ω) < ν(V ), de�nimos

λΩ =
P (Ω)

ν(Ω)
.

En esta sección veremos la relación de los conjuntos de Cheeger con el 1-
Laplaciano. De hecho veremos que el hecho de que un conjunto Ω sea calibrable
es equivalente a que cierta función esté en ∆1χΩ.

Para ver este resultado, antes debemos estudiar dos Lemas previos.

Lema 4.3.2. Sea Ω ⊂ V con 0 < ν(Ω) < ν(V ). Supongamos que existe una
constante λ > 0 y una función τ : V → R tal que τ(x) = 1 para cada x ∈ Ω y

−λτ ∈ ∆1χΩ en V.

Entonces λ = λΩ.

Demostración:
Por el Teorema 4.1.7, existe una función g ∈ L∞(V ×V, ν⊗mx) antisimétrica

con ||g||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1 tal que

− 1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy = λτ(x) para todo x ∈ V

y
−
∑

x,y∈V

g(x, y)χΩ(x)ωxy = F(χΩ) = P (Ω),

donde en la última igualdad hemos usado la Proposición 4.2. Por tanto,

λν(Ω) =
∑
x∈V

dxλτ(x)χΩ(x)

= −
∑
x∈V

dx

 1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy

χΩ(x)

= P (Ω).

Por consiguiente se tiene que

λ =
P (Ω)

ν(Ω)
= λΩ,

como queríamos probar. □

Lema 4.3.3. Sea Ω ⊂ V con 0 < ν(Ω) < ν(V ) y τ : V → R una función tal
que τ(x) = 1 para todo x ∈ Ω. Entonces:

−λΩτ ∈ ∆1χΩ en V ⇐⇒ −λΩτ ∈ ∆10 en V. (4.22)
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Demostración:
La implicación hacia la derecha se tiene fácilmente dado que, dada u ∈

L2(V, ν),
∂F(u) ⊂ ∂F(0).

Veamos el recíproco. Por el Teorema 4.1.7, existe una función g ∈ L∞(V ×V, ν⊗
mx) antisimétrica con ||g||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1 tal que

−λΩτ(x) = − 1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy para todo x ∈ V.

Multiplicando esta ecuación por dxχΩ(x), sumando en x ∈ V y usando que g es
antisimétrica llegamos a:

P (Ω) = λΩν(Ω) = λΩ
∑
x∈V

dxτ(x)χΩ(x)

= −
∑

x,y∈V

g(x, y)χΩ(x)ωxy

=
1

2

∑
x,y∈V

g(x, y)(χΩ(y)− χΩ(x))ωxy

≤ 1

2

∑
x,y∈V

|χΩ(y)− χΩ(x)|ωxy = TV (χΩ) = P (Ω),

donde hemos usado la Proposición 4.2 en la última igualdad. Por tanto, la
desigualdad anterior es en realidad una igualdad, por lo que se ha de tener que

g(x, y) ∈ sign(χΩ(y)− χΩ(x)) para (ν ⊗mx)− casi todo punto (x, y) ∈ V × V,

por lo que
−λΩτ ∈ ∆1χΩ en V

como queríamos ver. □
Ya podemos enunciar y demostrar el resultado que habíamos anticipado al

iniciar esta sección, que nos va a dar condiciones necesarias y su�cientes para
ver cuándo un conjunto es calibrable.

Teorema 4.3.4. Sea Ω ⊂ V con 0 < ν(Ω) < ν(V ). Las siguientes a�rmaciones
son equivalentes:

(i) Ω es calibrable,

(ii) existe λ > 0 y una función τ : V → R con τ(x) = 1 para todo x ∈ Ω tal
que

−λτ ∈ ∆1χΩ en V, (4.23)

(iii)
−λΩτ∗ ∈ ∆1χΩ en V,

con τ∗ de�nida como:

τ∗(x) =

{
1 si x ∈ Ω,
− 1

λΩ
mx(Ω) si x ∈ V \ Ω.
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Demostración:
(iii) ⇒ (ii) : Trivial.
(ii) ⇒ (i) : Supongamos que existe una función τ : V → R con τ ≡ 1 en Ω y

satisfaciendo (4.23). Por el Lema 4.3.2 se debe tener que λ = λΩ. Por el Teorema
4.1.7, ha de existir una función g ∈ L∞(V ×V, ν⊗mx) con ||g||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1
tal que

− 1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy = λΩτ(x) para todo x ∈ V,

y además
−
∑

x,y∈V

g(x, y)χΩ(x)ωxy = F(χΩ) = P (Ω).

Sea F ⊂ Ω con ν(F ) > 0. Entonces, como g es antisimétrica:

λΩν(F ) = λΩ
∑
x∈V

dxτ(x)χF (x)

= −
∑

x,y∈V

g(x, y)χF (x)ωxy

=
1

2

∑
x,y∈V

g(x, y)(χF (y)− χF (x))ωxy

≤ 1

2

∑
x,y∈V

|χF (y)− χF (x)|ωxy = P (F ),

por lo que

λΩ ≤ P (F )

ν(F )
= λF para todo F ⊂ Ω con ν(F ) > 0,

por lo que h1(Ω) = λΩ y, por tanto, Ω es calibrable.
(i) ⇒ (iii) : Dada una función u : V → R, vamos a denotar

Et(u) = {x ∈ V : u(x) > t} .

Es fácil ver que para toda función u : V → R y todo x ∈ V se tiene:

u(x) =

∫ ∞

0

χEt(u)(x)dt−
∫ 0

−∞
(1− χEt(u)(x))dt.

Supongamos que Ω es calibrable. Veamos que, con τ∗ como en el enunciado del
Teorema se tiene que −λΩτ∗ ∈ ∆10, es decir,

λΩτ
∗ ∈ ∂F(0). (4.24)

Por el Lema 4.3.3, esto es equivalente a que λΩτ∗ ∈ ∆1χΩ, que es lo que quere-
mos ver.
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Sea w ∈ L2(V, ν) con F(w) < +∞. Por un lado, tenemos que

w(x) =

∫ ∞

0

χEt(w)(x)dt−
∫ 0

−∞
(1− χEt(w)(x))dt,

y por otro lado∑
x∈V

dxτ
∗(x) =

∑
x∈Ω

dx − 1

λΩ

∑
x∈V

dxmx(Ω) = ν(Ω)− 1

λΩ
P (Ω) = ν(Ω)− ν(Ω) = 0,

por lo que∑
x∈V

dxλΩτ
∗(x)w(x) = λΩ

∫ +∞

−∞

∑
x∈V

dxτ
∗(x)χEt(w)(x)dt. (4.25)

Ahora, usando que Ω es calibrable y que τ∗ ≡ 1 en Ω:

λΩ

∫ +∞

−∞

∑
x∈V

dxτ
∗(x)χEt(w)(x)dt

λΩ

∫ +∞

−∞
ν(Et(w) ∩ Ω)dt+ λΩ

∫ +∞

−∞

∑
x∈Et(w)\Ω

dxτ
∗(x)dt

≤
∫ +∞

−∞
P (Et(w) ∩ Ω)dt+ λΩ

∫ +∞

−∞

∑
x∈Et(w)\Ω

dxτ
∗(x)dt.

Por la Proposición 4.0.4 y la fórmula de coárea:∫ +∞

−∞
P (Et(w) ∩ Ω)dt

=

∫ +∞

−∞
P (Et(w) ∩ Ω)dt+

∫ +∞

−∞
P (Et(w) \ Ω)dt

−
∫ +∞

−∞
2L(Et(w) \ Ω, Et(w) ∩ Ω)dt−

∫ +∞

−∞
P (Et(w) \ Ω)dt

+

∫ +∞

−∞
2L(Et(w) \ Ω, Et(w) ∩ Ω)dt

= F(w)−
∫ +∞

−∞
P (Et(w) \ Ω)dt+

∫ +∞

−∞
2L(Et(w) \ Ω, Et(w) ∩ Ω)dt.

Sea

I = −
∫ +∞

−∞
P (Et(w) \ Ω)dt+

∫ +∞

−∞
2L(Et(w) \ Ω, Et(w) ∩ Ω)dt.

Si vemos que I ≤ 0 entonces ya tendríamos (4.24) y por tanto ya habríamos
probado la implicación que queremos. Como

P (Et(w) \ Ω) = L(Et(w) \ Ω, V \ (Et(w) \ Ω))
= L(Et(w) \ Ω, (Et(w) ∩ Ω) ∪ (V \ Et(w)))

= L(Et(w) \ Ω, Et(w) ∩ Ω) + L(Et(w) \ Ω, V \ Et(w))
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y además τ∗(x) = − 1
λΩ
mx(Ω) para x /∈ Ω, tenemos que:

I = −
∫ +∞

−∞
L(Et(w) \ Ω, V \ Et(w))dt+

∫ +∞

−∞
L(Et(w) \ Ω, Et(w) ∩ Ω)dt

−
∫ +∞

−∞

∑
x∈Et(w)\Ω

∑
y∈Ω

ωxydt

≤
∫ +∞

−∞
L(Et(w) \ Ω, Et(w) ∩ Ω)dt−

∫ +∞

−∞
L(Et(w) \ Ω,Ω) ≤ 0,

donde hemos usado que si A,B ⊂ Ω, entonces L(A,B) ≤ L(A,Ω). Por tanto
I ≤ 0 como queríamos ver, lo que concluye la prueba de esta implicación y por
tanto del Teorema. □

Vamos a ver ahora que el hecho de que un conjunto de vértices sea calibrable
depende únicamente del conjunto en sí mismo, y no de las propiedades del
conjunto total de vértices V .

Proposición 4.3.5. Sea Ω ⊂ V con 0 < ν(Ω) < ν(V ). Entonces Ω es calibrable
si y solo si existe una función antisimétrica g : Ω× Ω → R tal que

|g(x, y)| ≤ 1 para (ν ⊗mx)− casi todo punto (x, y) ∈ Ω× Ω,

y

λΩ = − 1

dx

∑
y∈Ω

g(x, y)ωxy + 1−mx(Ω), para x ∈ Ω.

Demostración:
Supongamos que Ω es calibrable. Por el Teorema 4.3.4 esto es equivalente

a que exista una función g ∈ L∞(V × V, ν ⊗ mx) antisimétrica con g(x, y) ∈
sign(χΩ(y)− χΩ(x)) en (ν ⊗mx)−casi todo punto (x, y) ∈ Ω×Ω que satisface

− 1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy = λΩ para todo x ∈ Ω,

y

mx(Ω) =
1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy para todo x ∈ V \ Ω.

Por tanto, dado x ∈ Ω, se tiene:

λΩ = − 1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy = − 1

dx

∑
y∈Ω

g(x, y)ωxy −
1

dx

∑
y∈V \Ω

g(x, y)ωxy

= − 1

dx

∑
y∈Ω

g(x, y)ωxy +mx(V \ Ω) = − 1

dx

∑
y∈Ω

g(x, y)ωxy + 1−mx(Ω),

donde hemos usado que g(x, y) = −1 si x ∈ Ω e y ∈ V \Ω. Por lo que ya tenemos
la función que queríamos.
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Recíprocamente, supongamos que existe una función g en Ω×Ω que satisface
las hipótesis del Teorema. Por el Teorema 4.3.4, para ver que Ω es calibrable
basta hallar una función g̃ antisimétrica con g̃(x, y) ∈ sign(χΩ(y) − χΩ(x)) tal
que {

−λΩ = 1
dx

∑
y∈V g̃(x, y)ωxy x ∈ Ω

mx(Ω) =
1
dx

∑
y∈V g̃(x, y)ωxy x ∈ V \ Ω. (4.26)

Como se ha de tener que g̃(x, y) = −1 si x ∈ Ω e y /∈ Ω y g̃(x, y) = 1 si
x /∈ Ω e y ∈ Ω, la ecuación (4.26) es equivalente a{

−λΩ = 1
dx

∑
y∈Ω g̃(x, y)ωxy −mx(V \ Ω) x ∈ Ω

mx(Ω) =
1
dx

∑
y∈V \Ω g̃(x, y)ωxy +mx(Ω) x ∈ V \ Ω.

Tomando g̃(x, y) = g(x, y) si x, y ∈ Ω se ve que se cumple la primera igualdad,
y de�niendo g̃(x, y) = 0 si x, y ∈ V \ Ω se cumple la segunda igualdad, lo que
concluye la prueba.

□

De�nición 4.3.6. Diremos que un par (λ, u) ∈ R×L2(V, ν) es un autopar del
operador −∆1 en V si

(i) ||u||L1(V,ν) = 1 y

(ii) existe ξ ∈ sign(u) (en el sentido de que ξ(x) ∈ sign(u(x)) para todo
x ∈ V ) tal que

λξ ∈ ∂F(u) = −∆1u.

Diremos que u es una autofunción de −∆1 y que λ es un autovalor de −∆1

asociado a u.

Podemos observar que si tenemos un autopar (λ, u) de ∆1 entonces (λ,−u)
también es un autopar de ∆1. Además, por el Teorema 4.1.7 sabemos que el
hecho de que (λ, u) sea un autopar de −∆1 es equivalente a que exista una
función antisimétrica g ∈ L∞(V × V, ν ⊗ mx) con ||g||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1 tal
que:{

−
∑

y∈V g(x, y)
ωxy

dx
= λξ(x) para todo x ∈ V,

g(x, y) ∈ sign(u(y)− u(x)) para (ν ⊗mx)− casi todo punto (x, y) ∈ V × V.
(4.27)

Por otro lado, como λ = TV (u), se ha de tener que

λ = TV (u) =
1

2

∑
x,y∈V

|u(y)− u(x)|ωxy

≤ 1

2

∑
x,y∈V

(|u(y)|+ |u(x)|)ωxy = ||u||L1(V,ν) = 1,

por tanto,
0 ≤ λ ≤ 1.

Asimismo, gracias al Teorema 4.3.4 podemos deducir la siguiente relación
entre los conjuntos calibrables y los autopares de −∆1.
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Teorema 4.3.7. Sea Ω ⊂ V con 0 < ν(Ω) < ν(V ). Se tiene:

(i) Si (λΩ,
1

ν(Ω)χΩ
) es un autopar de −∆1, entonces Ω es calibrable.

(ii) Si Ω es calibrable y

mx(Ω) ≤ λΩ para todo x ∈ V (4.28)

entonces (λΩ,
1

ν(Ω)χΩ) es un autopar de −∆1.

Demostración:

(i): Como (λΩ,
1

ν(Ω)χΩ
) es un autopar de −∆1, existe una ξ ∈ sign(χΩ) tal

que −λΩξ ∈ ∆1(χΩ). Por tanto, por el Teorema 4.3.4 Ω es calibrable.

(ii): Si Ω es calibrable, por el Teorema 4.3.4 se tiene que

−λΩτ∗ ∈ ∆1χΩ en V,

con {
1 si x ∈ Ω
− 1

λΩ
mx(Ω) si x ∈ V \ Ω.

Por (4.28), τ∗ ∈ sign(χΩ), por lo que (λΩ, 1
ν(Ω)χΩ

) es un autopar de −∆1.

□

4.4. La constante de Cheeger y la variación total

En esta sección vamos a ver la relación entre la constante de Cheeger de
todo el grafo con la variación total de un cierto espacio de funciones. De hecho,
veremos que podemos caracterizar esta constante de Cheeger como el ín�mo de
la variación total de estas funciones. Además, probaremos una desigualdad de
Cheeger con el hueco espectral del laplaciano, lo que nos permitirá ver que la
constante de Cheeger del grafo es positiva si y solo si se cumple una desigualdad
de Poincaré o una desigualdad isoperimétrica.

Vamos a asumir que la medida ν asociada a (V, ω) es una medida de proba-
bilidad.

De�nición 4.4.1. Diremos que (V, ω) satisface una desigualdad isoperimétrica
si existe una constante λ > 0 tal que

λmı́n {ν(D), 1− ν(D)} ≤ P (D) para todo D ⊂ V. (4.29)

Se puede ver fácilmente que si (V, ω) satisface una desigualdad de Poincaré
(ver De�nición 3.1.1), entonces, dado D ⊂ V , tomando f = χD se puede ver
que

V arν(f) = ν(D)(1− ν(D))
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y que

H(f) =
1

2
P (D),

por lo que la desigualdad de Poincaré nos dice que

λν(D)(1− ν(D)) ≤ 1

2
P (D).

Ahora, usando el hecho de que si x ∈ [0, 1], entonces

mı́n{x, 1− x} ≤ 2x(1− x) ≤ 2mı́n{x, 1− x},

por lo que la desigualdad de Poincaré implica que (V, ω) satisface una desigual-
dad isoperimétrica. Recíprocamente, la desigualdad isoperimétrica implica que

λν(D)(1− ν(D)) ≤ P (D).

Recordemos que la constante de Cheeger del grafo (V, ω) se de�ne como

h(V ) = ı́nf

{
P (D)

ν(D)
: D ⊂ V, 0 < ν(D) ≤ 1

2

}
. (4.30)

Podemos ver por (4.1) que h(V ) ≤ 1. Además, si h(V ) > 0, entonces h(V ) es la
mejor constante en la desigualdad isoperimétrica (4.29).

De�nición 4.4.2. Dada una función u : V → R, decimos que µ ∈ R es una
mediana de u si

ν ({x ∈ V : u(x) < µ}) ≤ 1

2
y ν ({x ∈ V : u(x) > µ}) ≤ 1

2
.

Al conjunto de medianas de u lo denotaremos medν(u).

Proposición 4.4.3. Dada una función u : V → R, se tiene que

µ ∈ medν(u) ⇔ −ν({u = µ}) ≤ ν({u > µ})− ν({u < µ}) ≤ ν({u = µ}).

Demostración:
Supongamos que µ ∈ medν(u). Se tiene que

1 = ν({u > µ}) + ν({u < µ}) + ν({u = µ})

≤ ν({u < µ}) + ν({u = µ}) + 1

2
,

por lo que

ν({u < µ}) + ν({u = µ}) ≥ 1

2
≥ ν({u > µ}),

de lo que se sigue la primera desigualdad. La segunda se tiene de forma análoga.
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Recíprocamente, supongamos que se tienen las dos desigualdades de la de-
recha. Se tiene entonces que

1 = ν({u > µ}) + ν({u < µ}) + ν({u = µ})
≤ 2(ν({u < µ}) + ν({u = µ})) = 2(1− ν({u > µ})),

por tanto,
1 ≤ 2− 2ν({u > µ}),

de lo que se sigue que

ν({u > µ}) ≤ 1

2
.

Usando la otra desigualdad obtendríamos la desigualdad análoga para u < µ,
por lo que se tiene que µ ∈ medν(u) como queríamos ver.

□
De esta última proposición se sigue fácilmente que

0 ∈ medν(u) ⇔ ∃ξ ∈ sign(u) tal que
∑
x∈V

dxξ(x) = 0. (4.31)

De�nición 4.4.4. Vamos a denotar

Π(V ) =
{
u ∈ L1(V, ν) : ||u||L1(V,ν) = 1 y 0 ∈ medν(u)

}
y

λm1 (V ) = ı́nf {TV (u) : u ∈ Π(V )} . (4.32)

Vamos a probar ahora un resultado que nos va a dar una caracterización
variacional de la constante de Cheeger de V en términos de la variación total
de las funciones en Π(V ). El resultado es el siguiente:

Teorema 4.4.5. Se tiene la siguiente caracterización de la constante de Chee-
ger:

h(V ) = λm1 (V ).

Demostración:
Sea D ⊂ V con 0 < ν(D) ≤ 1

2 , entonces 0 ∈ medν(χD). Por tanto,

λm1 (V ) ≤ TV

(
1

ν(D)
TV (χD)

)
=
P (D)

ν(D)
,

tomando ín�mos en D se tiene que

λm1 (V ) ≤ h(V ).

Probemos la desigualdad contraria. Sea u ∈ Π(V ), es decir, u ∈ L1(V, ν) con
||u||L1(V,ν) = 1 y 0 ∈ medν(u). Denotando por Et(u) = {x ∈ V : u(x) > t}, por
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la fórmula de coárea se tiene

TV (u) =

∫ +∞

−∞
P (Et(u))dt =

∫ +∞

0

P (Et(u))dt+

∫ 0

−∞
P (V \ Et(u))dt

≥ h(V )

∫ +∞

0

ν(Et(u))dt+ h(V )

∫ 0

−∞
ν(V \ Et(u))dt

= h(V )

(∑
x∈V

dxu
+(x) +

∑
x∈V

dxu
−(x)

)
= h(V )||u||L1(V,ν) = h(V ).

Tomando ín�mos en u obtenemos

λm1 (V ) ≥ h(V )

como queríamos ver, lo que concluye la prueba. □
Recordemos que en el capítulo 2 probamos las siguientes desigualdades de

Cheeger para el primer autovalor no nulo del laplaciano de un grafo con pesos
con un conjunto de vértices �nito:

h(V )2

2
≤ λ1 ≤ 2h(V ),

donde λ1 era el primer autovalor no nulo de Laplaciano del grafo. Vamos a
probar ahora que se tiene una desigualdad parecida con el hueco espectral del
Laplaciano.

Teorema 4.4.6. Se tiene la siguiente desigualdad de Cheeger:

h(V )2

2
≤ gap(L) ≤ 2h(V ).

Demostración:
Sea (fn)n ⊂ L2(V, ν) con ν(fn) = 0 para todo n tal que

ĺım
n→∞

2H(fn)

||fn||2L2(V,ν)

= gap(L).
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Consideremos µn ∈ medν(fn), entonces tenemos:

4H(fn) =
∑

x,y∈V

(fn(y)− µn − (fn(x)− µn))
2ωxy

=
∑

x,y∈V

[(fn(y)− µn)
+ − (fn(x)− µn)

+

− ((fn(y)− µn)
− − (fn(x)− µn)

−)]2ωxy

=
∑

x,y∈V

((fn(y)− µn)
+ − (fn(x)− µn)

+)2ωxy

+
∑

x,y∈V

((fn(y)− µn)
− − (fn(x)− µn)

−)2ωxy

− 2
∑

x,y∈V

((fn(y)− µn)
+ − (fn(x)− µn)

+)×

× ((fn(y)− µn)
− − (fn(x)− µn)

−)ωxy.

Es fácil ver que

−
∑

x,y∈V

((fn(y)−µn)
+−(fn(x)−µn)

+) ·((fn(y)−µn)
−−(fn(x)−µn)

−)ωxy ≥ 0,

y, por otro lado, como ν(fn) = 0 se tiene:∑
x∈V

f2n(x)dx ≤
∑
x∈V

(fn(x)− µn)
2dx.

Por tanto,

4H(fn)

||fn||2L2(V,ν)

≥
∑

x,y∈V ((fn(y)− µn)
+ − (fn(x)− µn)

+)2ωxy∑
x∈V ((fn(x)− µn)+)2dx +

∑
x∈V ((fn(x)− µn)−)2dx

+

∑
x,y∈V ((fn(y)− µn)

− − (fn(x)− µn)
−)2ωxy∑

x∈V ((fn(x)− µn)−)2dx +
∑

x∈V ((fn(x)− µn)−)2dx
.

Teniendo en cuenta que

a+ b

c+ d
≥ mı́n

{a
b
,
c

d

}
para a, b, c, d ∈ R+,

y que ∑
x∈V

((fn(x)− µn)
+)2dx +

∑
x∈V

((fn(x)− µn)
−)2dx > 0,

podemos asumir sin pérdida de generalidad que∑
x∈V

((fn(x)− µn)
+)2 > 0,
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y que

4H(fn)

||fn||2L‘2(V,ν)

≥
∑

x,y∈V ((fn(y)− µn)
+ − (fn(x)− µn)

+)2ωxy∑
x∈V ((fn(x)− µn)+)2dx

.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene:∑
x,y∈V

∣∣((fn(y − µn))
+)2 − ((fn(x)− µn)

+)2
∣∣ωxy

≤

 ∑
x,y∈V

((fn(y)− µn)
+ − (fn(x)− µn)

+)2ωxy

 1
2

×

×

 ∑
x,y∈V

((fn(y)− µn)
+ + (fn(x)− µn)

+)2ωxy

 1
2

.

Por otro lado, es fácil ver que∑
x,y∈V

((fn(y)− µn)
+ + (fn(x)− µn)

+)2ωxy ≤ 4
∑
x∈V

((fn(x)− µn)
+)2dx.

Por tanto:

4H(fn)

||fn||2L2(V,ν)

≥

(
1
2

∑
x,y∈V

∣∣((fn(y)− µn)
+)2 − ((fn(x)− µn)

+)2
∣∣ωxy∑

x∈V ((fn(x)− µn)+)2dx

)2

.

Como 0 ∈ medν(fn), por el Teorema 4.4.5 obtenemos:

(h(V ))2 ≤ 4H(fn)

||fn||2L2(V,ν)

.

Tomando límites cuando n→ ∞, conseguimos

(h(V ))2 ≤ 2gap(L).

Veamos la otra desigualdad, para ello asumamos que gap(L) > 0 (si gap(L) = 0,
por la desigualdad que hemos probado se tendría que h(V ) = 0, por lo que sería
trivial). Si gap(L) > 0, se tiene por (4.29) y la observación posterior que:

mı́n {ν(D), 1− ν(D)} ≤ 2

gap(L)
P (D) para todo D ⊂ V con 0 < ν(D) < 1,

de lo que se sigue que
gap(L) ≤ 2h(V ),

como queríamos ver, lo que concluye la prueba. □
Una consecuencia inmediata de este Teorema es el siguiente Corolario:
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Corolario 4.4.7. Sea A ⊂ V con ν(A) = 1
2 y sea u = χA − χV \A. Entonces:

(i) h(V ) = P (A)
ν(A) ⇔ u = χA − χV \A minimiza (4.32).

(ii) u minimiza (4.32) y gap(L) = 2h(V ) ⇔ u minimiza (3.6).

Agrupando todos estos resultados podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 4.4.8. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(a) (V, ω) satisface una desigualdad de Poincaré,

(b) gap(L) > 0,

(c) (V, ω) satisface una desigualdad isoperimétrica,

(d) h(V ) > 0.

4.5. La constante de Cheeger y los autovalores

del 1-Laplaciano

En esta sección vamos a estudiar la relación de los distintos autovalores del
1-Laplaciano con la constante de Cheeger del grafo. Además veremos una cota
para esta constante de Cheeger en términos de los autovalores no nulos del 1-
Laplaciano. Por último, veremos que si la constante de Cheeger de un grafo es
un autovalor del 1-Laplaciano, entonces tendremos que un cierto conjunto y su
complementario son calibrables.

Vamos a asumir de nuevo que la medida ν es una medida de probabilidad, si
bien todos los resultados que vamos a ver son ciertos siempre que la medida sea
�nita dado que los valores de λΩ = P (Ω)

ν(Ω) y los autovalores de −∆1 permanecen
igual.

Proposición 4.5.1. Sea (λ, u) un autopar de −∆1. Entonces:

(i) λ = 0 ⇔ u es constante, es decir, u = 1 o u = −1.

(ii) λ ̸= 0 ⇔ existe ξ ∈ sign(u) tal que
∑

x∈V ξ(x)dx = 0.

Demostración:

1. (⇒) Supongamos λ = 0. Entonces existe una función ξ ∈ sign(u) tal que

TV (u) =
∑
x∈V

u(x)λξ(x)dx = 0.

Por 4.0.7, se tiene que u es constante, además, por ser autofunción, ||u||L1(V,ν) =
1. Por tanto u = 1 o u = −1.

(⇐) Si u es constante, por 4.0.7 TV (u) = 0. Por tanto, λ = TV (u) = 0.
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2. (⇐) Supongamos que λ = 0, por lo anterior esto implica que u = ±1, lo
que contradice la existencia de ξ ∈ sign(u) tal que

∑
x∈V dxξ(x) = 0.

(⇒) Existe una función ξ ∈ sign(u) y una función g(x, y) ∈ L∞(V ×
V, ν ⊗mx) antisimétrica con ||g||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1 satisfaciendo (4.27),
por tanto, por la anitisimetría de g(x, y) se tiene:

λ
∑
x∈V

ξ(x)dx = −
∑

x,y∈V

g(x, y)ωxy = 0.

Como λ ̸= 0, se ha de tener que∑
x∈V

ξ(x)dx = 0.

□
Podemos observar que tanto (0, 1) como (0,−1) son autopares de −∆1. Gra-

cias a (4.31) podemos enunciar el siguiente Corolario inmediato de la proposi-
ción:

Corolario 4.5.2. Si (λ, u) es un autopar de −∆1, entonces

λ ̸= 0 ⇔ 0 ∈ medν(u).

En particular, observamos que si λ ̸= 0 es un autovalor de ∆1, entonces
va a existir una autofunción u asociada a λ tal que el conjunto de nivel E0(u)
tiene medida ν positiva, lo cual nos será muy útil más adelante. De hecho,
para cualquier autofunción u asociada a λ, o bien u o bien −u cumplirá esta
condición.

Proposición 4.5.3. Sea t ≥ 0. Si (λ, u) es un autopar de −∆1 con λ > 0 y

ν(Et(u)) > 0, entonces
(
λ, 1

ν(Et(u))
χEt(u)

)
es un autopar de −∆1, λ = λEt(u) y

Et(u) es calibrable. Además, ν(Et(u)) ≤ 1
2 .

Demostración:
Por el Corolario 4.5.2, ν(E0(u)) ≤ 1

2 y, por tanto, ν(Et(u)) ≤ 1
2 para todo

t ≥ 0. Por otro lado, como (λ, u) es un autopar, existe una función ξ ∈ sign(u)
y g ∈ L∞(V × V, ν ⊗mx) antisimétrica con g(x, y) ∈ sign(u(y)− u(x)) tal que

−
∑
y∈V

g(x, y)
ωxy

dx
= λξ(x) para todo x ∈ V.

Sea t ≥ 0 tal que ν(Et(u)) > 0, entonces:

ξ(x)

{
= 1 si x ∈ Et(u),
∈ [−1, 1] si x ∈ V \ Et(u),
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por lo que ξ ∈ sign(χEt(u)). Por otro lado,

g(x, y)


∈ [−1, 1] si x, y ∈ Et(u),
= −1 si x ∈ Et(u), y ∈ V \ Et(u),
= 1 si x ∈ V \ Et(u), y ∈ Et(u),
∈ [−1, 1] si x, y ∈ V \ Et(u),

por lo que g(x, y) ∈ sign(χEt(u)(y)− χEt(u)(x)). Por tanto,
(
λ, 1

ν(Et(u))
χEt(u)

)
es un autopar de −∆1. Por el Teorema 4.3.4 y el Teorema 4.3.7 se tiene que
λ = λEt(u) y que Et(u) es calibrable, como queríamos probar. □

Veamos ahora que podemos acotar la constante de Cheeger por cad uno de
los autovalores de −∆1.

Teorema 4.5.4. Si λ ̸= 0 es un autovalor de −∆1, entonces

h(V ) ≤ λ.

Demostración:
Por la Proposición 4.5.3 y la observación anterior a la misma, se tiene que

0 < ν(E0(u)) ≤ 1
2 y además, por (4.2) se tiene

h(V ) ≤ P (E0(u))

ν(E0(u))
= TV

(
1

ν(E0(u))
χE0(u)

)
= λ.

□
De hecho, en el caso de grafos �nitos, se tiene que el primer autovalor no

nulo de ∆1 es precisamente la constante de Cheeger del grafo h(V ) (ver [8]).
Si bien no vamos a probar ese resultado, sí vamos a ver que cuando el ín�mo
en (4.30) se alcanza, se tiene que la constante de Cheeger del grafo h(V ) es un
autovalor de −∆1.

Teorema 4.5.5. Sea Ω ⊂ V con 0 < ν(Ω) ≤ 1
2 . Entonces:

(i) Si Ω y V \ Ω son calibrables, entonces
(
λΩ,

1
ν(Ω)χΩ

)
es un autopar de

−∆1.

(ii) Si h(V ) = λΩ, entonces Ω y V \ Ω son calibrables.

(iii) Si h(V ) = λΩ, entonces
(
λΩ,

1
ν(Ω)χΩ

)
es un autopar de −∆1.

Demostración:
Lo primero que debemos observar es que como ν(Ω) ≤ 1

2 ,

λV \Ω ≤ λΩ. (4.33)
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(i): Por la Proposición 4.3.5, como Ω y V \Ω son calibrables, existen funciones
g1 en Ω× Ω y g2 en (V \ Ω)× (V \ Ω) antisimétricas tales que

−1 ≤ g1(x, y) ≤ 1 para (ν ⊗mx)− casi todo punto (x, y) ∈ Ω× Ω,

−1 ≤ g2(x, y) ≤ 1 para (ν⊗mx)−casi todo punto (x, y) ∈ (V \Ω)×(V \Ω),
y que además cumplen

λΩ = − 1

dx

∑
y∈Ω

g1(x, y)ωxy + 1−mx(Ω) para todo x ∈ Ω, (4.34)

y

λV \Ω = − 1

dx

∑
y∈V \Ω

g2(x, y)ωxy + 1−mx(V \ Ω) para todo x ∈ V \ Ω.

(4.35)
Por tanto, tomando

g(x, y) =


g1(x, y) si x, y ∈ Ω,
−1 si x ∈ Ω, y ∈ V \ Ω,
1 si x ∈ V \ Ω, y ∈ Ω,
−g2(x, y) si x, y ∈ V \ Ω,

tendríamos que g(x, y) ∈ sign(χΩ(y)− χΩ(x)), además, por (4.34),

λΩ = − 1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy para todo x ∈ Ω,

y, por (4.33) y (4.35),

−λΩ ≤ −λV \Ω = − 1

dx

∑
y∈V

g(x, y)ωxy ≤ λΩ para todo x ∈ V \ Ω.

Por tanto, por (4.27), obtenemos que
(
λΩ,

1
ν(Ω)χΩ

)
es un autopar de

−∆1.

(ii): Como h(V ) = P (Ω)
ν(Ω) y 0 < ν(Ω) ≤ 1

2 , tenemos que h(V ) = h1(Ω) =
P (Ω)
ν(Ω) ,

por lo que Ω es calibrable. Supongamos que V \ Ω no lo es, es decir, que
existe un conjunto E ⊂ V \ Ω tal que ν(E) < ν(V \ Ω) y

λE < λV \Ω.

Por (4.33), esto implica que ν(E) > 1
2 ya que si no

h(V ) ≤ λE < λV \Ω ≤ λΩ = h(V ),

que es una contradicción. Además, ν(E) < ν(V \Ω) y λE < λV \Ω, por lo
que

P (E) < P (V \ Ω) = P (Ω).
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Sin embargo, como ν(E) > 1
2 , se ha de tener que ν(V \ E) ≤ 1

2 y, obser-
vando que ν(Ω) ≤ ν(V \ E) dado que E ⊂ V \ Ω, llegamos a que

λV \E =
P (E)

ν(V \ E)
<
P (Ω)

ν(Ω)
= h(V ),

lo cual es una contradicción. Por tanto, V \ Ω es calibrable.

(iii): Esta a�rmación es una consecuancia directa de (i) y (ii).

□
Como consecuencia de este resultado, tenemos el siguiente Corolario:

Corolario 4.5.6. Si h(V ) es un autovalor positivo de −∆1, entonces, para
cualquier autofunción u asociada a h(V ) y cualquier t ≥ 0 tal que ν(Et(u)) > 0,(
h(V ), 1

ν(Et(u))
χEt(u)

)
es un autopar de −∆1, ν(Et(u)) ≤ 1

2 y

h(V ) = λEt(u).

Además, tanto Et(u) como V \ Et(u) son calibrables.



Capítulo 5

Modelo ROF en L2(V, ν)

En este capítulo, vamos a esutdiar el modelo ROF con término de �delidad
en L2(V, ν), donde vamos a asumir que ν es una medida de probabilidad. Este
modelo se ha usado ampliamente en el tratamiento de imágenes, en concreto,
se ha usado para limpiar imágenes con ruido. En nuestro contexto, vamos a
tener una imagen con ruido f : Ω → R, y queremos obtener la imagen sin ruido
u : Ω → R, que estarán relacionadas mediante

f = u+ n,

donde n es el término de ruido. El modelo ROF que vamos a estudiar es el
siguiente:

mı́n

{
TV (u) +

λ

2
||u− f ||2L2(V,ν) : u ∈ L2(V, ν)

}
, (5.1)

donde f ∈ L2(V, ν) y λ > 0 es un parámetro de escala que medirá la diferencia
entre f y u. Para simpli�car la notación, escribiremos:

G(u, f, λ) = TV (u) +
λ

2
||u− f ||2L2(V,ν), u ∈ L2(V, ν).

Lo primero que vamos a probar, es precisamente que existe una única función
en L2(V, ν) que minimice G(·, f, λ), y además vamos a caracterizarla como la
solución de una ecuación usando el 1-Laplaciano.

Teorema 5.0.1. Para toda f ∈ L2(V, ν) y λ > 0, existe una única función mi-
nimizante uλ del problema (5.1). Además, uλ es la única solución del problema

λ(u− f) ∈ ∆1(u). (5.2)

Por tanto, uλ ∈ L2(V, ν) es la solución del problema (5.1) si y solo si existe una
función g ∈ L∞(V × V, ν ⊗mx) antisimétrica tal que

λ(uλ − f) = divG(g) (5.3)

y

g(x, y) ∈ sign(uλ(y)− uλ(x)) para (ν ⊗mx)− casi todo punto (x, y) ∈ V × V.
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Demostración:
Sea f ∈ L2(V, ν), y sea {un}n∈N ⊂ L2(V, ν) una sucesión minimizante de

(5.1), es decir,

α = ı́nf
{
G(u, f, λ) : u ∈ L2(V, ν)

}
= ĺım

n→∞
G(un, f, λ).

Se tiene que

||un||2L2(V,ν) ≤ ||un − f ||2L2(V,ν) + ||f ||2L2(V,ν)

≤ 2

λ
G(un, f, λ) + ||f ||2L2(V,ν),

por lo que {un}n∈N ⊂ L2(V, ν) es una sucesión acotada. Por tanto, podemos
asumir, puede que restringiéndonos a una subsucesión, que

un ⇀ uλ débilmente en L2(V, ν).

Por tanto, por la semicontinuidad de la norma en L2(V, ν) respecto a la conver-
gencia débil de L2(V, ν) y por el Corolario 4.1.4,

G(u, f, λ) ≤ ĺım inf
n→∞

G(un, f, λ) = α,

por lo que efectivamente uλ es una función minimizante de (5.1). La unicidad se
obtiene a partir de la convexidad de TV (·) y la convexidad estricta de ||·||2L2(V,ν).

Como uλ minimiza 5.1, tenemos que 0 ∈ ∂G(uλ, f, λ). Ahora, denotando por
Φ(u) = λ

2 ||u− f ||2L2(V,ν), por [5, Corolario 2,11] se tiene:

∂G(u, f, λ) = ∂F(u) + ∂Φ(u), (5.4)

por lo que
0 ∈ ∂G(uλ, f, λ) = ∂F(uλ) + λ(uλ − f),

como a�rmábamos en (5.2). Por otro lado, (5.3) se sigue del Teorema 4.1.7. □
Vamos a introducir un espacio de funciones que son la divergencia de al-

guna función en X2(V, ν), donde veremos que podemos acotar la norma de la
diferencia entre la función objetivo y la imagen con ruido.

De�nición 5.0.2. Denotaremos

G(V, ν) =
{
f ∈ L2(V, ν) : ∃z ∈ X2(V, ν) : f = divG(z)

}
, (5.5)

el cual consideraremos con la norma

||f ||∗ = ı́nf
{
||z||L∞(V×V,ν⊗mx) : f = divG(z)

}
.

Siguiendo la prueba del Teorema 4.1.7 podemos ver que

||f ||∗ = sup

{∣∣∣∣∣∑
x∈V

dxf(x)u(x)

∣∣∣∣∣ : u ∈ L2(V, ν), TV (u) ≤ 1

}
, (5.6)
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y

∂F(u) =

{
v ∈ G(V, ν) : ||v||∗ ≤ 1,

∑
x∈V

dxu(x)v(x) = F(u)

}
. (5.7)

Por esta última igualdad, y el Teorema 5.0.1, uλ es solución del problema
(5.1) si y solo si

f − uλ ∈ G(V, ν),

||f − uλ||∗ ≤ 1
λ y

λ
∑

x∈V dx(f(x)− uλ(x))uλ(x) = TV (uλ).

(5.8)

De (5.8), se sigue el siguiente resultado:

Proposición 5.0.3. Sea f ∈ L2(V, ν) y λ > 0. Entonces uλ = 0 es solución del
problema (5.1) si y solo si

f ∈ G(V, ν) y además ||f ||∗ ≤ 1

λ
.

Si f ∈ G(V, ν) con ||f ||∗ > 1
λ , entonces uλ está caracterizada por:

||f − uλ||∗ =
1

λ
y

λ
∑
x∈V

dx(f(x)− uλ(x))uλ(x) = TV (uλ).

Demostración:
La primera parte se sigue de (5.8). Sea f ∈ G(V, ν) con ||f ||∗ > 1

λ , por (5.8),

||λ(f − uλ)||∗ ≤ 1 y λ
∑
x∈V

dx(f(x)− uλ(x))uλ(x) = TV (uλ).

Como ||f ||∗ > 1
λ , sabemos que uλ ̸≡ 0, por tanto, por (5.6) tenemos:

||λ(f − uλ)||∗ ≥ λ

TV (uλ)

∑
x∈V

dx(f(x)− uλ(x))uλ(x) = 1.

Por consiguiente,

||f − uλ||∗ =
1

λ
,

lo que concluye la prueba. □
El modelo ROF que estamos estudiando nos ha llevado a la siguiente (BV,L2)-

descomposición de la imagen con ruido f :
f = uλ + vλ,

(uλ, vλ) = argmin
(u,v)∈L2(V,ν)×L2(V,ν)

{
TV (u) + λ

2 ||v||
2
L2(V,ν) : f = u+ v

}
.

Agrupando todos los resultado que hemos visto en esta parte, obtenemos:
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Corolario 5.0.4. Sea f ∈ L2(V, ν) y λ > 0. Para la (BV,L2)-descomposición
(uλ, vλ) de f se tiene:

(i) vλ ∈ G(V, ν), ||vλ||∗ ≤ 1
λ y λ

∑
x∈V vλ(x)uλ(x) = TV (uλ).

(ii) uλ = 0 si y solo si vλ = f .

(iii) Si f ∈ G(V, ν) con ||f ||∗ > 1
λ , entonces

||vλ||∗ =
1

λ
y además λ

∑
x∈V

vλ(x)uλ(x) = TV (uλ).

Proposición 5.0.5. Sea f ∈ L2(V, ν). Si uλ es la única solución de (5.1),
entonces ∑

x∈V

dxuλ(x) =
∑
x∈V

dxf(x).

Demostración:
Por (5.3), se tiene que

λ(uλ − f) = divG(g).

Por tanto, integrando respecto de ν y usando la fórmula de Green (4.3) con
u = 1 y z = g, obtenemos:∑

x∈V

dx(uλ(x)− f(x)) =
∑
x∈V

divG(g)(x) = 0,

de donde se sigue el resultado. □
Vamos a construir ahora un minimizante de (5.1) para f = bu, donde u es

una función de L2(V, ν) que cumple una determinada ecuación involucrando al
1-Laplaciano.

Proposición 5.0.6. Sean λ, b > 0. Si u ∈ L2(V, ν) es solución de

−u ∈ ∆1u, (5.9)

entonces uλ =
(
b− 1

λ

)+
u es un minimizante de (5.1) con f = bu. Recípro-

camente, si
(
b− 1

λ

)
u minimiza (5.1) con f = bu, entonces u es solución de

(5.9).

Demostración:
Sea a =

(
b− 1

λ

)+
y sea u ∈ L2(V, ν) una solución de (5.9). Supongamos que

b > 1
λ , por lo que a = b− 1

λ . Entonces

λ(au− f) = λ(au− bu) = −u ∈ ∆1(u) = ∆1(au).
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Por tanto, por el Teorema 5.0.1, au minimiza (5.1). Supongamos ahora que
b ≤ 1

λ , por lo que a = 0. Como u es solución de (5.9), por el Teorema 4.1.7,
existe una función g ∈ L∞(V × V, ν ⊗mx) antisimétrica tal que

−divG(g) = u

y

g(x, y) ∈ sign(u(y)− u(x)) para (ν ⊗mx)− casi todo punto (x, y) ∈ V × V.

Si elegimos z = λbg, entonces ||z||L∞(V×V,ν⊗mx) ≤ 1 y

− 1

λ
divG(z) = −bdivG(g) = bu = f

y
z(x, y) ∈ sign(0) para (ν ⊗mx)− casi todo punto (x, y) ∈ V × V.

Por tanto,
−λf = −λbu ∈ ∂F(0),

y, por el Teorema 5.0.1, 0 es una solución del problema (5.1) con f = bu.
Supongamos ahora que

(
b− 1

λ

)
u minimiza (5.1) con f = bu. Entonces, por

el Teorema 5.0.1,

−λ(
(
b− 1

λ

)
u− bu) ∈ ∂F(

(
b− 1

λ

)
u),

pero −λ(
(
b− 1

λ

)
u−bu) = −u y ∂F(

(
b− 1

λ

)
u) = ∂F(u), por lo que u es solución

de (5.9). □

5.1. El método de descenso del gradiente para el

modelo ROF

En esta sección vamos a demostrar que podemos aproximar la solución del
problema (5.1) mediante la solución del siguiente problema de Cauchy: vt ∈ ∆1(v(t))− λ(v(t)− f) en (0, T )× V,

v(0, x) = v0(x) para x ∈ V,
(5.10)

con v0 cumpliendo ∑
x∈V

dxv0(x) =
∑
x∈V

dxf(x).

Usando (5.4), podemos reescribir (5.10) como el siguiente problema de Cauchy
abstracto en L2(V, ν):

v′(t) + ∂G(v(t), f, λ) ∋ 0 v(0) = v0. (5.11)
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Como G(·, f, λ) es convexa y semicontinua inferiormente, podemos a�rmar
que, dado un dato inicial v0 ∈ L2(V, ν), el problema (5.11) tiene una única
solución fuerte v(t) (ver [5]). Por tanto, si de�nimos la solución de (5.11) como
una función v ∈ C(0, T ;L2(V, ν)) ∩W 1,1

loc (0, T ;L
2(V, ν)) tal que v(0, x) = v0(x)

y que cumpla

λ(v(t)− f) + vt(t) ∈ ∆1(v(t)) para casi todo t ∈ (0, T ),

podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 5.1.1. Para toda función v0 ∈ L2(V, ν), existe una única solución
fuerte del problema (5.11) en (0, T ) para todo T > 0.

De hecho, vamos a ver que la solución del problema (5.11) conserva la masa,
es decir, que conserva la media del dato f .

Proposición 5.1.2. Sea f ∈ L2(V, ν) y sea v(t) la solución del problema (5.11)
con dato inicial v0 satisfaciendo∑

x∈V

dxv0(x) =
∑
x∈V

dxf(x).

Entonces, ∑
x∈V

dxv(t)(x) =
∑
x∈V

dxf(x) para todo t ≥ 0.

Demostración:
Tenemos

vt + λ(v(t)− f) ∈ ∆1(v(t)).

Si integramos respecto de ν y después respecto de t, usando que
∑

x∈V dxv0(x) =∑
x∈V dxf(x), obtenemos:

λ

∫ t

0

∑
x∈V

dxv(s)(x)ds− λt
∑
x∈V

dxf(x) +
∑
x∈V

dxv(t)(x)−
∑
x∈V

dxf(x) = 0.

Por tanto, la función z(t) =
∫ t

0

∑
x∈V dxv(s)(x)ds satisface la ecuación diferen-

cial  z′(t) + λz(t) = (λt+ 1)
∑

x∈V dxf(x),

z(0) = 0,

cuya solución es z(t) = t
∑

x∈V dxf(x). Por tanto,∑
x∈V

dxv(t)(x) =
∑
x∈V

dxf(x),

como queríamos probar. □
Por último, vamos a enunciar y probar el resultado que nos permite a�rmar

que la solución del problema (5.11), v(t), se aproxima a la solución del problema
(5.1) cuando t tiende a in�nito.
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Teorema 5.1.3. Sea f ∈ L2(V, ν) y sea v(t) la solución del problema (5.11)
para v0 ∈ L2(V, ν) tal que

∑
x∈V dxv0(x) =

∑
x∈V dxf(x). Entonces,

||v(t)− uλ||L2(V,ν) ≤ ||v0 − uλ||L2(V,ν) · e−λt para todo t ≥ 0, (5.12)

donde uλ es la única función minimizante de (5.1).

Demostración:
Tenemos

vt + λ(v(t)− f) ∈ ∆1(v(t)),

y, por el Teorema 5.0.1,
λ(uλ − f) ∈ ∆1(uλ).

Como por la Proposición A.2.13 −∆1 es un operador monótono en L2(V, ν),
obtenemos∑
x∈V

dx ((v(t)(x)− uλ(x))(−vt(t)(x)− λ(v(t)(x)− f(x))− (−λ(uλ(x)− f(x))))) ≥ 0,

de lo que se sigue que

1

2

d

dt

∑
x∈V

dx(v(t)(x)− uλ(x))
2 + λ

∑
x∈V

dx(v(t)(x)− uλ(x))
2 ≤ 0.

Integrando esta desigualdad llegamos a (5.12), como queríamo. □



Apéndice A

Complementos de Análisis
Convexo

A.1. Introducción a los operadores multivaluados

En este apéndice vamos a introducir algunos conceptos de análisis convexo
que usaremos a lo largo de las distintas secciones. En este apéndice siempre
consideraremos que H es un espacio de Hilbert real.

Vamos a considerar aplicaciones de la forma

A : H → 2H .

A estas aplicaciones las llamaremos operadores. El objetivo de este apéndice
será dar las de�niciones básicas sobre estos operadores y, dado un operador A,
estudiar el siguiente problema de evolución:{

u′(t) +Au(t) ∋ f(t) t ∈ (0, T ),
u(0) = x,

donde f : (0, T ) → H es una función y x ∈ H. Las demostraciones de los
resultados no probados que hay en este apéndice se pueden encontrar en [13].

Dado un operador A y x ∈ H, denotaremos por Ax al valor de A en x,
D(A) = {x ∈ H : Ax ̸= ∅} es el dominio efectivo deA yR(A) =

⋃
{Ax : x ∈ D(A)}

el rango de A. Podemos observar que todo operador A de�ne el siguiente con-
junto en H ×H, llamado la grá�ca de A:

G(A) = {(x, y) ∈ H ×H : y ∈ Ax} .

Recíprocamente, todo subconjunto G de H × H determina un único operador
A de�nido como:

y ∈ Ax⇔ (x, y) ∈ G.
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Según el contexto, identi�caremos un operador con su grá�ca. Dados dos ope-
radores A y B, y un escalar λ ∈ R, podemos de�nir los siguientes operadores:

(A+B)x = Ax+Bx,

(λA)x = λ(Ax),

A−1x = {y ∈ H : x ∈ Ay}.

Además, de�nimos el cierre de A(denotado como Ā) como el operador de�-
nido de la siguiente forma:

y ∈ Āx⇔ ∃yn ∈ Axn : xn → x, yn → y,

es decir, Ā es la clausura de la grá�ca de A.
Para continuar, vamos a introducir la siguiente notación:

De�nición A.1.1. Dado un intervalo real I, de�nimos:

C(I;H) = {f : I → H : f continua},

L1(I;H) = {f : I → H :
∫
I
||f(t)||dt < +∞},

L1
loc(I;H) = {f : I → H : f ∈ L1([a, b];H) para todo intervalo [a, b] ⊂ I}

W 1,1(I;H) = {f : I → H : f = f(0)+
∫ t

0
h(s)ds para algún h ∈ L1(I;H)}.

De�nición A.1.2. Dado el problema de valor inicial{
u′(t) +Au(t) ∋ f(t), t ∈ (0, T )
u(0) = u0,

(A.1)

donde A es un operador en H y f : (0, T ) → H, decimos que una función
u : [0,+∞) → H es solución fuerte del problema (A.1) si

(i) u ∈ C([0,+∞);H) ∩W 1,1((0,+∞);H) y

(ii) u satisface (A.1).

A.2. Soluciones leves y operadores acretivos

A grandes rasgos, el concepto de solución leve del problema (A.1) es simple-
mente una función u ∈ C([0, T ];X) que es el límite uniforme de soluciones del
problema discretizado en el tiempo. Este concepto de solución es clásico desde
el punto de vista del análisis numérico. Veamos su de�nición formal:

De�nición A.2.1. Sea ε > 0. Una ε-discretización de u′ + Au ∋ f en [a, b]
es una partición t0 < t1 < · · · < tN y una sucesión �nita f1, f2, . . . , fN de
elementos de H tales que

a ≤ t0 < t1 < · · · < tN ≤ b, con
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ti − ti−1 ≤ ε, i = 1, 2, . . . , N, t0 − a ≤ ε y b− tN ≤ ε,

y
N∑
i=1

∫ ti

ti−1

||f(s)− fi||ds ≤ ε.

Denotaremos a esta discretización DA(t0, . . . , tN ; f1, . . . , fN ).
Una solución de la discretización DA(t0, . . . , tN ; f1, . . . , fN ) es una función

v : [t0, tN ] → H constante a trozos cuyos valores v(t0) = v0, v(t) = vi para
t ∈ (ti−1, ti], i = 1, . . . , N , satisfacen

vi − vi−1

ti − ti−1
+Avi ∋ fi, i = 1, . . . , N.

Una solución leve de u′ + Au ∋ f en [a, b] es una función continua u ∈
C([a, b];H) tal que para todo ε > 0, existe una ε-discretización DA(t0, . . . , tN ; f1, . . . , fN )
de u′ +Au ∋ f en [a, b] con una solución v que satisface

||u(t)− v(t)|| ≤ ε para t0 ≤ t ≤ tN .

De�nición A.2.2. Sea I un intervalo en R y f ∈ L1
loc(I;H). Una solución leve

de u′ + Au ∋ f en I es una función continua u ∈ C(I;H) cuya restricción a
cada subintervalo compacto de I es una solución leve de u′ +Au ∋ f en [a, b].

Teorema A.2.3. Sea I un intervalo en R, f ∈ L1
loc(I;H) y u una solución

fuerte de u′ +Au ∋ f en I. Entonces u es una solución leve de u′ +Au ∋ f en
I.

De�nición A.2.4. Dado un subconjunto D de H, una familia de aplicaciones
S(t) : D → D con t ≥ 0 es un semigrupo fuertemente continuo en D si

S(t+ s)x = S(t)S(s)x, para todos t, s ≥ 0, x ∈ D

ĺımt→0 S(t)x = x para todo x ∈ D.

Si S(t) es lineal para todo t ≥ 0, es decir, S(t) ∈ L(X) para todo t ≥ 0, decimos
que la familia (S(t))t es un C0-semigrupo y, en este caso, de�nimos su generador
in�nitesimal B como

Bx = ĺım
t→0

S(t)x− x

t
para x ∈ D(B),

donde D(B) =
{
x ∈ X : ∃ ĺımt→0

S(t)x−x
t

}
.

Dado un operador A, podemos de�nir un semigrupo fuertemente continuo
(SA(t))t≥0 de�nido de la siguiente forma:

D(SA) = {x ∈ H : ∃! solución leve ux de u′ +Au ∋ f en (0,+∞) con ux(0) = x} ,

y para t ≥ 0 y x ∈ D(SA),
SA(t)x = ux(t).
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Para obtener resultados de existencia y unicidad de soluciones (lo que vere-
mos que nos permitirá ver cuándo un operador lineal A es el generador in�nite-
simal de un C0-semigrupo) debemos estudiar el concepto de operador acretivo.

De�nición A.2.5. Un operador A en H es acretivo si

||x− x̂|| ≤ ||x− x̂+ λ(y − ŷ)||, para todo λ > 0 y (x, y), (x̂, ŷ) ∈ A

De�nición A.2.6. Diremos que un operador A en un espacio de Hilbert H es
monótono si

(x− x̂|y − ŷ) ≥ 0

para todos x, x̂, y, ŷ tales que y ∈ Ax y ŷ ∈ Ax̂.
Diremos que A es monótono maximal si no tiene ninguna extensión monó-

tona propia.

Gracias a [13, Corolario A.9], podemos a�rmar lo siguiente:

Proposición A.2.7. Un operador A en H es acretivo si y solo si es monótono.

La acretividad de un operador es importante dado que nos da unicidad de
soluciones fuertes del problema asociado y, más concretamente, del problema
A.1. El resultado es el siguiente:

Teorema A.2.8. Sean f, f̂ ∈ L1(0, T ;H). Sea A un operador en H y w ∈ R
tales que A+wI es acretivo, con I el operador identidad, y sean u y û soluciones
fuertes de u′ +Au ∋ f y u′ +Au ∋ f̂ respectivamente en [0, T ]. Entonces,

||u(t)− û(t)|| ≤ ewt||u(0)− û(0)||+
∫ t

0

ew(t−s)||f(s)− f̂(s)||ds,

para todo t ∈ [0, T ]. En particular, las soluciones fuertes de A.1 son únicas.

De�nición A.2.9. Decimos que un operador A en H es m-acretivo si A es
acretivo y R(I + λA) = H para todo λ > 0, donde I es el operador identidad.

Teorema de Minty Sea A un operador acretivo en H. Entonces A es m-
acretivo si y solo si A es monótono maximal.

Uno de los principales ejemplos de operadores monótonos maximales es el
de las subdiferenciales de funciones convexas que vamos a introducir ahora.

De�nición A.2.10. Dada una función φ : H → (−∞,+∞], decimos que el
dominio efectivo de φ es:

D(φ) = {x ∈ H : φ(x) ̸= +∞} .

Resulta que del hecho de que el dominio efectivo de φ sea vacío o no se pueden
extraer muchas propiedades sobre φ y, en particular sobre ∂φ (ver De�nición
A.2.12). Para aliviar la notación, vamos a introducir algunos conceptos:
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De�nición A.2.11. Dado un espacio de Hilbert H y una función φ : H →
(−∞,+∞], decimos que φ es:

propia: si D(φ) = {x ∈ H : φ(x) ̸= +∞} ≠ ∅.

convexa: si φ(tx+(1−t)y) ≤ tφ(x)+(1−t)φ(y),∀t ∈ [0, 1] y ∀x, y ∈ D(ϕ).

semicontinua inferiormente en x0 ∈ H: si

ĺım inf
x→x0

f(x) ≥ f(x0).

Es fácil ver que, si de�nimos el epígrafo de φ como Epi(φ) = {(x, r) ∈
H × R : r ≥ φ(x)}, se tiene que φ es convexa (respectivamente semicontinua
inferiormente) si y solo si Epi(φ) es convexo (respectivamente semicontinuo
inferiormente).

De�nición A.2.12. Dado un espacio de Hilbert H y una función φ : H →
(−∞,+∞], de�nimos la subdiferencial de φ como el operador ∂φ : D(φ) → 2H

de�nido de la siguiente forma:

w ∈ ∂φ(z) ⇔ φ(x)− φ(z) ≥ (w, x− z) ∀x ∈ D(φ).

Proposición A.2.13. Sea H un espacio de Hilbert y φ una función φ : H →
(−∞,+∞]. Entonces ∂φ es un operador monótono.

Demostración:
Sean z, ẑ, w, ŵ ∈ H tales que w ∈ ∂φ(z) y ŵ ∈ ∂φ(ẑ), entonces

φ(z) ≥ φ(ẑ) + (ŵ|z − ẑ)

y
φ(ẑ) ≥ φ(z) + (w|ẑ − z).

Sumando estas dos desigualdades llegamos a que

0 ≥ (ŵ − w|z − ẑ),

o, lo que es lo mismo,
(z − ẑ|w − ŵ) ≥ 0,

como queríamos probar. □

Teorema A.2.14 (Teorema de Lumer-Phillips). El operador −A es el genera-
dor in�nitesimal de un C0-semigrupo de contracciones lineales (S(t))t≥0 en H

si y solo si A es lineal, m-acretivo y D(A) = H. Además, se tiene la fórmula
exponencial de Hille-Yoshida

S(t)x = ĺım
n→∞

(
I +

t

n
A

)−n

x.
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En el caso particular de que el operador sea la subdiferencial de una función
convexa y semicontinua inferiormente, entonces tendremos existencia y unici-
dad de soluciones fuertes del problema A.1. En particular, se tiene el siguiente
resultado (véase [3] y [5]):

Teorema A.2.15 (Teorema de Brezis-Komura). Sea H un espacio de Hilbert y
φ : H → (−∞,+∞] una función propia, convexa y semicontinua inferiormente
tal que mı́nφ = 0. Supongamos que f ∈ L2(0, T ;H) y u0 ∈ D(∂φ), entonces el
problema  u′ + ∂φ(u) ∋ f en [0, T ],

u(0) = u0,

tiene una única solución fuerte.
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