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Introduccion

Actualmente el estudio y tratamiento de gran cantidad de datos es de gran
interés. Los grafos con peso es un marco natural para dicho estudio. Histori-
camente, dicha teoria se estudiaba mediante la teoria combinatoria de grafos.
Desde principio de los afos setenta, con la introduccion del Laplaciano en grafos,
se ha desarrollado una teoria sobre ecuaciones en derivadas parciales en grafos
con peso, que ha resultado de gran utilidad. A parte de esta teoria esta dedicada
esta memoria.

Los grafos fueron introducidos por Leonhard Euler en el siglo XVIII con
el objetivo de resolver el problema de los puentes de Konigsberg ([10]). Desde
entonces, la teoria de grafos ha sido una disciplina que ha encontrado una gran
cantidad de aplicaciones en campos muy diversos. Algunos de los campos donde
los grafos han sido de gran utilidad son: los sistemas de geolocalizacién como
el GPS (]9], [23]), las redes sociales (|17], [11], [20], [16]), el procesamiento del
lenguaje (|14]), la quimica (|2]) o la biologia (]18]).

Uno de los principales usos de los grafos es la creacién de algoritmos eficien-
tes de ¢lustering” o agrupamiento ([19], [15]), donde se ha comprobado que el
estudio del Laplaciano de un grafo o la constante de Cheeger permiten crear
algoritmos de ¢lustering” o6ptimos y altamente eficientes (7], [21]).

Otra de las areas donde los grafos han sido de gran utilidad es el anélisis y
tratamiento de imagenes. En este area han surgido algoritmos de reconstrucciéon
de imagenes muy potentes usando, por ejemplo, algoritmos de divisién en gra-
fos ([22]). Uno de los principales modelos que se usan para la reconstruccion de
imégenes con ruido es el denominado modelo ROF, que se basa en hallar la ima-
gen que minimiza un cierto funcional de energia. Este modelo se puede estudiar
mediante grafos, obteniéndose soluciones en varios espacios con condiciones de
contorno diversas ([13}, Capitulo 4]).

Por todas estas razones, el estudio de los grafos y de las ecuaciones en deri-
vadas parciales en ellos es de gran interés dado que proporcionan la base teérica

en la que todas estas aplicaciones se fundamentan.

En este trabajo estudiaremos la base teérica de las ecuaciones en derivadas



parciales en grafos con pesos y algunas de sus propiedades méas importantes.

En el Capitulo [1] introduciremos los grafos con pesos y algunas definiciones
basicas que necesitaremos a lo largo del trabajo, ademés de introducir los espa-
cios de medida con los que trabajaremos.

El Capitulo [2]estara dedicado al estudio del Laplaciano de un grafo con pesos
y sus propiedades mas importantes. Estudiaremos el problema de Dirichlet en
grafos finitos e infinitos, y veremos la relacion de los autovalores del Laplaciano
de un grafo con pesos con la constante de Cheeger del grafo. Ademés, probare-
mos la desigualdad de Cheeger en grafos finitos e infinitos.

En el Capitulo [3| presentaremos la ecuacién del calor en grafos y veremos
un resultado de existencia y unicidad de soluciones fuertes de la ecuacién. De
hecho, daremos una férmula explicita de esta solucién y veremos el comporta-
miento asintotico de esta solucion bajo ciertas restricciones en el grafo.

El Capitulo[d se centrard en estudiar el flujo variacion total de las funciones
en grafos y sus propiedades. Comenzaremos introduciendo la variacién total de
una funcion y sus propiedades méas importantes. Posteriormente estudiaremos
un funcional de energia asociado a la variaciéon total cuya subdiferencial sera el
1-Laplaciano de un grafo con pesos, lo que nos permitird dar un resultado de
existencia y unicidad de soluciones a la ecuaciéon diferencial asociada. A conti-
nuacioén estudiaremos el comportamiento asintético de esta solucién bajo ciertas
restricciones en el grafo y en la medida asociada al mismo. Después veremos la
relacion entre la constante de Cheeger y el 1-Laplaciano de las funciones carac-
teristicas de los conjuntos calibrables del grafo, probaremos una desigualdad de
tipo Cheeger que involucrard al hueco espectral del Laplaciano y, por tltimo,
veremos la relacion entre la constante de Cheeger de un grafo y los autovalores
del 1-Laplaciano.

Por altimo, en el Capitulo [5] presentaremos el modelo ROF en grafos, am-
pliamente usado para el tratamiento de imagenes. Presentaremos el funcional
de energia asociado al modelo y probaremos la existencia de una funcién mi-
nimizante del mismo, ademas de una caracterizaciéon variacional en términos
del 1-Laplaciano de este minimizante. Posteriormente, usaremos el método del
descenso del gradiente para aproximar esta funcién a través de la solucién de
un problema de Cauchy asociado.



Capitulo 1

Grafos con pesos

Definicién 1.0.1. Un grafo G es un par G = (V, E), donde V es un conjunto
no vacio (finito o infinito), el conjunto de vértices, y E, el conjunto de aristas,
es un conjuntos de pares no ordenados (x,y) con x,y € V. Escribiremos

x~y si(x,y) €FE,

y en tal caso, diremos que x estd conectado con y o que T ey son vecinos.
Un grafo G es finito si V es finito, y diremos que un grafo es localmente
finito si cada x € V' tiene un nimero finito de vecinos.

Veamos algunos ejemplos de grafos:

1. Grafos completos K,: |V| =n y i ~ j para cualesquiera i,j € V distintos.

/  —
71N & 7
- / \ 5
A% . :
/ -j,//'/ S 7N
£ & £y & £y
A N
I ¢
- AR ) %e \\
i A W o NS Y
\ \x\ ' 3 C =
\ // T ’\\ / \\ ~ }( \ A7/
W Y [/ >N /

Figura 1.1: Grafos completos paran =1,2,3,4,5y 6

2. Grafos camino P,,: V={0,1,....m—1}yi~jsi|i—j =1

O~

Figura 1.2: P




3. Grafos ciclicos Cp, = Zp,: V. ={0,1,2,....m — 1}, yi~jsii—j = +£1

méd m. (Figura[L.3)
I3
B

Figura 1.3: Zs y Z4

Definicién 1.0.2. Un grafo G = (V,E) es bipartito si existe una particion
{V*T,V~=} de V tal que ningin vértice de V™ es vecino de otro vértice de V+
ni de st mimso, y ningun vértice de V~ es vecino de otro vértice de V'~ ni de
$¢ mismo.

Definicién 1.0.3. Dado un grupo (G,-) y un subconjunto S de G con la pro-
piedad de que si x € S entonces = € S y tal que e ¢ S, donde e es el elemento
neutro del grupo, definimos el grafo de Cayley (G,S) del grupo G con un con-
junto generador de vértices S de la siguiente forma:

= FEl conjunto de vértices V' es todo el grupo G.
= Definimos que x ~ y si y solo si y = x - s para algin s € S.

Un ejemplo importante de grafo de Cayley es el generado por el grupo Z? con
la operacién suma habitual y el subconjunto S = {(1,0), (—1,0), (0,1), (0, —1)},
que podemos representar de la siguiente forma:

59 o 0 0 0o

>

Figura 1.4: Grafo de Cayley (Z2,9)

Definicién 1.0.4. Dado un grafo G = (V, E), definimos un grafo con pesos
asociado como un par (V,w) donde w es una funcidn no negativa de V-x V tal
que

(1) Wey = wyaVr,y €V

(11) wgy > 0 si y solo si (x,y) € E.



Estos grafos se suelen denotar como (V,w) dado que w caracteriza comple-
tamente el conjunto de aristas del grafo.

Definicién 1.0.5. Dado un grafo G = (V, E), decimos que una sucesion {x}7_,
de vértices en el grafo es un camino si xy_1 ~ x) para todo k =1,2,...n. Defi-
nimos la longitud del camino {x}}_, como n. Un grafo es conezo si para todo
x,y €V, existe un camino que los une, es decir, existe un camino {xk}zzo tal
que Ty =T Y Ty =Y.

En un grafo conexo, podemos definir una distancia entre dos vértices como
el infimo de las longitudes de los caminos que los unen, es decir,

dG(xay) = inf {TL eN | {xk}zzo Ca‘min07x0 =T, Tn = y}a

cuando no haya confusién denotaremos d¢g simplemente como d.
Dados dos subconjuntos no vacios X e Y de V podemos definir su distancia
como
dX,)Y)=mf{d(z,y) ;2 € X,y Y}.

Con esta distancia podemos definir el r-entorno de un subconjunto de vértices
como sigue:

Definicién 1.0.6. Sea r > 0 y Q C V un subconjunto no vacio. Definimos el
r-entorno de  como

U.Q)={yeV:dyX)<r}.

Vamos a definir ahora las medidas y los espacios relacionados con un grafo
con pesos (V,w) que nos permitirdn estudiar diversas ecuaciones en grafos. A
partir de ahora trabajaremos siempre con un grafo con pesos (V,w) salvo que
especifiquemos lo contrario. Ademés supondremos siempre que (V,w) es un grafo
con pesos conexo y localmente finito.

Definicién 1.0.7. Dado x € V, definimos el peso de x, como
d, = Z Wiy -
Yy~
En general, dado un conjunto A C V, definimos el volumen de A como

v(A) = Z dg.

z€A

Como (V,w) es localmente finito y conexo, se tiene que 0 < d, < co para
todo z € V. De hecho, se puede comprobar que v : P(V) — [0,+0o0] es una
medida.

Vamos a construir ahora una medida de probabilidad asociada a cada x € V
en el conjunto de partes de V. Para cada x € V definimos la medida m, :
P(V) — [0,1] como

my(A) = di Z Way-

® yeA



Sea m = (my)zev. La terna (V,dg, m) es un caso particular de lo que se
conocen como espacios métricos de caminos aleatorios [13].

Definiciéon 1.0.8. Dado 1 < p < o0, definimos el espacio de funciones p-
integrables como

LP(V,v) = {u V=R Zdz|v(x)|p < +oo}.

zeV

En estos espacios definimos la siguiente norma:

1/p
ull Lo vy = <Z dzlv(x)l”> :

zeV

Definimos el espacio de funciones esencialmente acotadas como

L>*(V,v) = {u 1V — R:sup |u(z)] < Jroo} )
zeV

y definimos la norma en este espacio como

[ull oo (v,) = sup |u(z)].
zeV



Capitulo 2

El Laplaciano de un grafo con
pesos

Para definir el Laplaciano de un grafo con pesos antes debemos definir el
gradiente y la divergencia de una funcion sobre un grafo con pesos.

Definicién 2.0.1. Dado un grafo con pesos (V,w) y una funcion u : V — R,
definimos su gradiente como

Vu(z,y) = uly) —u(z) VYa,yeV. (2.1)
Dada una funcion z: V x V. — R, definimos su divergencia como

(div62)(2) = 5 3 () = 2l 0)mal) = 3 - 3 (L) = 2032y
yeVv yeVv (2.2)

Ya estamos en condiciones de definir el operador Laplaciano en un grafo con
pesos.

Definicion 2.0.2. Sea f : V — R una funcion cualquiera. Definimos la funcion
Agf como

Bcf(a) = - 3 Hyheny — I (2). (2.3)

Llamamos al operador Ag el operador Laplaciano con pesos de (V,w). Notar
que se tiene que

Acf(z) = diva(V[)(2). (2.4)
2.1. El problema de Dirichlet en grafos finitos

Consideremos en esta seccién Unicamente grafos finitos, vamos a estudiar
el problema de Dirichlet en estos. Vamos a denotar por F al conjunto de las
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funciones en V' con valores reales. Observamos que F es un espacio vectorial
real de dimension |V]| < oo y que el operador Laplaciano Ag es un operador
lineal en F.

Teorema 2.1.1 (Formula de Green). Sea (V,w) un grafo con pesos finito y sea
Q C V un subconjunto no vacio. Entonces, para dos funciones reales cualesquie-
ra f,g en'V,

> Agf(@)g()d, = —% D Vi@ y)Vg(@ Yy + Y Vi(@,9)g(x)wsy.
€N z,yeqN) yTeef?f

(2.5)
Si Q2 =V, entonces Q¢ es vacio y, por tanto el dltimo término de (2.5)) se anula,
obteniéndose

1
> Acf(@)g(e)de = =5 Y VI y)Vy(ry)wsy. (2.6)
zeV z,ycV
Demostracion:

Tenemos

> Aaf@@)d =3 | o 30 Vi yen, | o).

zeN zeN z yev
zeQyeV
=3 D Vi@ yg@)wey + > D> Vi@ y)g(@)ws,
zeQyeN zeQ yene
=3 Y Vo) 9w + > > VI(@,9)g(2)way,
yeEQ zEN zeQ yeNe

donde en la ultima igualdad hemos intercambiado las variables = e y y hemos
usado que wyy = Wy,. Sumando ahora las dos ultimas igualdades y dividiendo
por 2, obtenemos

S Aaf@gde = 5 3 Vi y)o() — ol)wey + 3 V1)o@,

e z,yeqN) e

yeN®
que era lo que queriamos probar. O
Sea |V| = N (de forma que dim F = N). Nos interesa estudiar el espectro
del operador £L = —Ag, conocido como el operador Laplaciano definido posi-

tivo. Como L actia en F, ha de tener N autovalores A\, que veremos que son
reales, determinados por Lf = Af, para alguna f € F\ {0}. A la funcién f la
llamaremos la autofuncién asociada al autovalor .

Podemos observar que £1 = 0, por lo que 0 es un autovalor de £. De hecho
es simple, es decir, si Lf = 0, entonces f es constante. Vedmoslo.
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Supongamos que Lf = 0, entonces se sigue de (2.6) con g = f que

ST (@)~ F() way = 0.

{z,yeVz~y}

Por tanto, f(x) = f(y) para dos vértices vecinos cualesquiera. Como el grafo
es conexo, para dos vértices z,y € V arbitrarios, existe un camino {z}}_, que
los une y, como xg_1 ~ xg, se tiene que f(x) = f(xg) = f(x1) = = f(x,) =
f(y), por tanto, f(z) = f(y). Como z e y son arbitrarios, se tiene que f es
constante en V, como queriamos ver.

Para comprobar que los autovalores de £ son reales, debemos definir un pro-
ducto escalar en F para el que veremos que L es simétrico. Dadas dos funciones
f,g en F, definimos su producto escalar como

(f,9) = f(x)g(w)ds.

zeV

Lema 2.1.2. El operador L es simétrico, es decir, (Lf,g) = (f,Lg)Vf,g € F.

Demostracion:

Por la formula de Green (22.6)), se tiene

(Lf,9) == Acf(z)g(z)d, = % > Vi@,y)Vy(@, y)wn, = (f, L9).

zeV z,ycVv

Corolario 2.1.3. Todos los autovalores de L son reales.

Vamos a ver ahora un resultado que nos va a permitir acotar los autovalores
de L.

Teorema 2.1.4. Sea (V,w) un grafo con pesos, finito y conexo con |V|=N > 1,
entonces se cumple:

(a) Todos los autovalores de L estdn contenidos en [0, 2]

(b) Si (V,w) no es bipartito, entonces todos los autovalores de L estdin conteni-
dos en [0,2).

Demostracion:
(a) Sea A un autovalor de £ con autofunciéon f. Usando que Lf = Af y la
féormula de Green (2.6)), obtenemos

A Pa)de =Y Lf(2)f(x)de
zeV zeV
1S (W) - @),

{z,yeV,z~y}
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de lo que se sigue que A > 0. Usando que (a + b)? < 2(a? + b?), obtenemos

AD P@de < Y (P )+ P )way
zeV {z,yeV,x~y}

= Z fz(y)wmy+ Z fQ(x)wacy

z,yeV z,yeV

=3 Pdy+ )Y fa)d,

yeVv zeV

=2) " f2(x)ds. (2.7)

zeV

De se sigue que A\ < 2.

(b) Supongamos que A = 2 es un autovalor de £ con autofunciéon f y veamos
entonces que (V,w) es bipartito.

Como A = 2, todas las desigualdades en el calculo de han de ser igual-
dades, en particular debemos tener que para todo = ~ vy,

(f(z) = f(y)* = 2(f(x)* + f()*),
0, equivalentemente,
f@)+ fly)=0.
Si f(xg) = 0 para algtn xg € V, se sigue que f(z) = 0 para todos los vecinos
de z( y, como el grafo es conexo, se debe tener que f =0 en V, pero f es una

autofuncion y, por tanto, no es nula. Por tanto, f(x) # 0 para todo x € V.
Entonces V' se puede dividir en la union disjunta de los siguientes conjuntos:

Vi={zeV|f(x)>0tyV ={zeV|f(x) <0}

Como para todo z ~ y se ha de tener que f(z)+ f(y) = 0, ningan vértice de V+
puede tener como vecino otro vértice de V' y, analogamente, ningtin vértice de
V'~ puede tener como vecino otro vértice de V', por lo que el grafo (V,w) es
bipartito. O

Gracias al Teorema[2.1.4]y a que 0 es un autovalor simple, podemos enumerar
los autovalores de £ en orden creciente como sigue:

O=X <A <A< <Ay <2

Vamos a aplicar el Teorema [2.1.4] para estudiar el problema de Dirichlet en
grafos finitos, en particular vamos a demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.5. Dada [ € F, la ecuacion Lu = [ tiene solucion inica si
y solo si Y v f(x)dy = 0.

Demostracion:
Supongamos que existe una tnica soluciéon a la ecuacion Lu = f. Por la

formula de Green (2.6)),
0= (u,£1) = (Lu,1) = (f,1) = Y _ f(x)da,

zeV
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por lo que > f(x)d, = 0.

Reciprocamente, supongamos que ) . f(z)d, = 0, es decir, que f es or-
togonal a 1. Sea Fj el subespacio de F de las funciones ortogonales a 1. Como
1 es una autofuncién con autovalor 0, el espacio Fy es invariante por L y el
espectro de £ en Fy es A1,...,Ay_1. Por el Teorema A; > 0 para todo
j=1,...,N —1, por lo que L es invertible en F, es decir, para toda f € Fy,
la ecuacién Lu = f tiene una tnica soluciéon u € Fy dada por u = L7 f. O

2.1.1. La desigualdad de Cheeger en grafos finitos
Definicién 2.1.6. Dado Q2 C V, definimos el perimetro de Q2, P(Q) como
P(Q) = Z Way-
€

yeN*

El perimetro de un conjunto "mide"la interaccién o la conexién entre un
conjunto y su complementario.

Definiciéon 2.1.7 (Constante de Cheeger). Dado un grafo finito con pesos
(V,w), definimos su constante de Cheeger como

B . P()
h=h(V,w) = Qllclf“/ Q) (2.8)
v(@)<gv(V)
La constante de Cheeger h es la constante mas grande tal que
P(Q) > hv(Q) (2.9)

para los subconjuntos € C V con v(Q) < (V).

En esta seccién queremos desarrollar todos los resultados necesarios para
demostrar una desigualdad conocida como la desigualdad de Cheeger, la cual
afirma que

donde A; es el primer autovalor no nulo de £. Para demostrarla, necesitamos
antes 3 lemas previos.

Lema 2.1.8. Se tiene que A\ < 2h.

Demostracion:
Dada f € F\ {0}, consideramos el cociente de Rayleigh
(LS, [)
R(f) = —+=.
D=0
Como
Al - fég}‘f];Ll R(f)a
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basta encontrar una funcion f tal que f L 1y R(f) < 2h. Sea Q un conjunto
considerado en el infimo de ([2.8)), en particular, v(£2) < v(Q2°); sea

f(:c):{ 1—a jee(?c

donde elegimos a de tal forma que f L 1, es decir, v(Q2) = av (), por lo que

v(Q)
ol

a =

Por un lado tenemos

(£, )= f(2)%de = v(Q) + a®v(Q°) = (1 + a)r(Q).

zeV

Por otro lado, por la férmula de Green,

(LF 1) =5 3 (V) em = 3 (Viwy) e

z,yeVv zeQ,yene

=(1+a)?® Y wy=(1+0)PQ)
mEQ,yEQC

Por tanto,
(1+a)*P(Q)

R(f) = (1+a)(Q)

< (1+a)h < 2h.

O

Lema 2.1.9 (Férmula de co-area). Dada una funcién f : V — R, definimos
para cada t € R

Q={zeV: f(x)>t}.
Entonces se tiene la siguiente igualdad:

S IV F(@,y)|way = /_OO P(S)dt. (2.10)

T~y

Demostracién:

Dada una arista (z,y) € E, podemos considerar el intervalo I, = [f(x), f(y)),
asumiendo que f(z) < f(y) (en otro caso, cambiamos z por y). Denotando por
|14y la longitud del intervalo, se tiene que |V f(z,y)| = |Iuyl-

Ademas se tiene:

reyyeh e flz) <ty fly) >tetel,,.

Por tanto,

P(y) = Z Wey = Z Way = Z Wey X1, (1)

z€eQy (z,y)EEtELL, (z,y)EE
yEN,
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Asi, obtenemos

/Z P&t = /00 Y wayxa, ()t

T (zy)€E

Z / WeyX1,, (t)dt

(z,y)EE "~

= D wayllayl =D V(@) |way-

(z,y)€E Ty

Lema 2.1.10. Para toda funcion no negativa f en V' tal que
1
v({z eV: f(z) >0}) < §V(V)

se tiene

Yo IVI(@ )y = h Y fla)de,

x~Y zeV

donde h es la constante de Cheeger de (V,w).

Demostracion:
Por la formula de co-drea (2.10)) tenemos

S IV @yl = /

T~y — 00

oo

P(Qy)dt > / Pt
0

(2.11)

Por la hipotesis (2.11)), el conjunto Q; = {z € V : f(z) > t} tiene medida

< 3v(V) para todo ¢ > 0. Por tanto, por (2.9),
P(Q) = hv (),
de lo que se sigue N
S IV Y)lwry > h/o v(Qy)dt.

xr~Yy

Por otro lado, observamos que para t > 0, z € Q; & t € [0, f(z)), de lo que

obtenemos

/OOO v(Qy)dt = /ODQ > dydt

e
:/ Z dxX[O,f(m))(t)dt
0 zev
=3 [ st = 3 dofo)
eV 0 zeV

de lo que se sigue el Lema.

O

Gracias al Lema [2.1.10] ya podemos demostrar la desigualdad de Cheeger.
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Teorema 2.1.11 (Desigualdad de Cheeger).
2
h (2.12)

donde A1 es el primer autovalor no nulo de L.

Demostracion:
Sea f la autofuncion de \;. Consideramos la siguiente particion de V:
y Vo ={zeV: f(z) <0}

v(V~) (en caso contra-
1v(V). Consideremos la

Vt={zeV:f(x) >0}

Sin pérdida de generalidad suponemos que v(V+) <
<

rio consideramos — f). De esto se sigue que v(V™1)

_p _J 5 F=0
g_f+_{0’ f<0

Observemos que g # 0 porque si no fT = 0y como (f,1) = 0 se ha de tener
que f_ =0 pero f # 0. Aplicando la férmula de Green se tiene

(Lf.9) =5 3 Vi@yValey),

z,yeV

funcién

y, usando que Lf = A1 f, tenemos

MY @@y = 5 Y Vi) V()

eV r,ycV

Del hecho de que fg = g2, podemos deducir
Vf(z,y)Vy(z,y) = (f(y) = f(2)(9(y) — g(x))

Gracias a eso, podemos ver que

> (g(y) — g9(x))* = |Vg(z,y)|*.

Zzwy |v.g(1.7 y) |2wmy
erv g9° (x)dw

Por tanto, para probar (2.12) basta probar que

h2
DIV y)Pwwy > 5 Y g% (@)ds.

A

Y

Ty zeV
Como )
v({z € Vi g(@) > 0}) < v(VH) < Ju(V),
podemos aplicar el Lema[2.1.10]a la funcion g2 obteniéndose asi
Z IVg*(x,y)|wey > h Z g% (x)d,. (2.13)
eV

T~y
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Vamos a estimar el lado izquierdo de esta ultima desigualdad.

Z Vg (2, y) |way = Z 9% (2 (1) |way

T~y waV
=2 Y 1oa) — gw)lelfPlo(a) + g(w)lwlf?
z,yeV
<51 X ) - o), | =
z,ycV
1/2
s | 3 ) ewnen ||

z,yeVv
donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Ahora, usando que %(a—i—
b)? < a? + b? obtenemos
1/2

D VAP (@ Ylwny < [ D IVa(r,y)Pawy D (07 @) + 6% (y)way

T~y T~y z,yeV
1/2

2 IVg(z,y)Pwsy Y g (@)way

r~Y z,yeVv

1/2
(2 > Vg, y) ey, Y gz(ﬂf)%) :

T~y zeV

Esto, junto a (2.13) nos da

1/2 1/2
hy g (@)ds < <2Z|Vgx y)| w;w> (Zgz(af)dm> :

zeV T~y zeV

Elevando ambos términos al cuadrado y dividiendo por Y .y, ¢*(x)d, obtene-
mos lo que queriamos, lo que concluye la prueba. O

2.2. El problema de Dirichlet para grafos infini-
tos

Ya tenemos un resultado de existencia y unicidad de soluciones de la ecuaciéon
Lu = f y hemos estudiado la desigualdad de Cheeger en grafos finitos, veamos
ahora como extenderlo a grafos infinitos.

En esta seccion, (V,w) serd siempre un grafo (finito o infinito) con pesos,
conexo y localmente finito con |V] > 1.
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Definicion 2.2.1. Dado un subconjunto finito Q0 C V, denotamos por Fq el
espacio de las funciones de V en R tales que f |qc= 0. Este espacio es un
espacio vectorial de dimension N = |Q]. Definimos el operador Lg en Fq como

stgue
] Lf en 0
Lof _{ 0 en Q°

de forma que Lof € Fq y Lo : Fo — Fa- Al operador Lo lo llamaremos el
operador de Dirichlet en )

Hemos de observar que si €2 es un subconjunto de un grafo finito, entonces el
operador Laplaciano definido positivo en 2 como grafo en si mismo y el operador
de Dirichlet en €2 como subconjunto de un grafo mayor no tienen por qué ser
iguales ni por qué tener el mismo espectro.

De forma analoga al caso de grafos finitos, podemos definir el producto es-
calar de dos funciones f y g en Fq de la siguiente forma:

(f.9) = fz)g(x)ds.
zeQ

Lema 2.2.2 (Férmula de Green). Para dos funciones f,g € Fq cualesquiera,
se tiene

(Lofi9) =5 S VIwy)Vo(, v, (214

RIS

donde Q0 = Uy (Q) (véase Definicion[1.0.6)).

Demostraciéon:
Aplicando (2.5) en ©; y usando que g = 0 fuera de (2, tenemos

(Laf.g) =Y Lof(x)g(x)d,

e
1
=3 Z Vi(z,y)Vy(z,y)wsy — Z Vi(z,y)g(x)wsy (2.15)
z,y€N T€Q1,yeENS
1
T,y

Donde hemos usado que la tltima suma de (2.15) se anula dado que si wy,, # 0,
entonces x ~ y y, como y € 5, se debe tener que z € ¢ y por tanto g(z) = 0.
g

Dado que el lado derecho de (2.14)) es simétrico, tenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 2.2.3. Lg es un operador simétrico en Fq.

Por tanto, los autovalores de L son reales y podemos escribirlos en orden
creciente de la siguiente forma:

A(Q) < X2(Q) <--- < AN(9).
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Como L, es simétrico, podemos caracterizar A1 (£2) como el infimo en Fqo\ {0}
del cociente de Rayleigh R(f), donde

(Eva f) o % Zm,yé(h (Vf(l’, y))2wry
(f7 f) erﬂfz(:n)dac
Hemos de observar que podriamos poner en los indices de los sumatorios que

los vértices estén en V en vez de en 21, ya que fuera de este conjunto la funcion
f se anula o se tiene que w,, = 0.

R(f) =

Teorema 2.2.4. Sea ) un subconjunto finito no vacio de V' con complementario
Q° no vacio. Entonces se cumple

((l) 0< )\1(9) <1
(b) A\ (Q) 4+ Av(w) <2, por tanto

spec Lo C M (R),2 =X (Q)] € (0,2).
(c) A\ (Q) decrece si 2 crece.

Demostracion:
(a) Sea f la autofuncion de A\ (£2). Entonces se tiene

_ (‘Cﬂfa f) _ %Zz, ey |Vf(x,y)|2wzy
M(Q) = o imeﬂ o, , (2.16)

que implica que A1 (2) > 0. Veamos que no puede ser 0. Por reduccion al absurdo,
supongamos que A1 () = 0, entonces se debe tener que V f(x,y) = 0 para todo
x ~ y en §q, es decir, que f(z) = f(y) siempre que z,y € Q1 y = ~ y.
Como Q¢ es no vacio, existe un z € Q¢ y, por la conexiéon del grafo, dado
x € Q, existe un camino {z;}}_, que une z y z. Sea ky el minimo indice tal
que zg, € Q°, como x, ~ xk,—1 € €1, tenemos que xx, € €)1 y, por lo anterior,
f(iE) = f(‘rl) == f(xko)a pero Ty, € Q¢, por lo que f(iE) = f(zko) =0, es
decir, f = 0 en V, pero esto contradice la hipdtesis de que f sea autofuncion.
Esto prueba que A;(€2) > 0.

Veamos ahora que A1(€2) < 1, para ello vamos a usar la traza de Lq. Por un
lado,

TrLo=M(Q)+ -+ An(Q) > NA (). (2.17)

Por otro lado, podemos observar que Lox, = X, para todo =z € Q, por lo
que en la base {x: }zcq de Fq, la matriz del operador es la matriz identidad, y
por tanto Tr LLg = N. Igualando el lado izquierdo de a N, vemos que
efectivamente A;(Q2) < N.

(b) Sea f una autofuncién con autovalor Ay (€2). de forma similar a (2.16)),

tenemos L )
2 Em,yGQl |Vf(l',y)| Way

ZwEQ f3(z)d,
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Por la propiedad de ser infimo del cociente de Rayleigh de A;(Q2), tenemos

% Z$,y€V(v‘f|(I7 y))2wxy -

M(92) < R(f]) = Sy 2(@)dy

Por otro lado observamos que

(Vf(z,9)*) + (VIfI(,9)* <2(£2(2) + (),

por lo que

A(Q) + An(Q) Dayev (@) + 7 (y)Jway

IN

erﬂ f2(1‘)d3;
_ 2 ZwEV Zye\/ fQ(x)wxy _ 2 ZCEGV fz(-r)dz _ 2
ngv A (z)d, erv f(z)d,

(c) Si Q C Q entonces Fo C Far y

M(Q) = inf > inf =X\ ().
1) = inf > ff = %)
O
Gracias al Teorema podemos demostrar un resultado de existencia y
unicidad de un problema de Dirichlet sin restriccién en las condiciones de con-
torno.

Teorema 2.2.5. Sea Q un subconjunto finito de V' con complementario Q¢ no
vacio. Consideramos el siguiente problema de Dirichlet:
Agu=f en
{ w=g en Q°, (2.18)
donde u : 'V — R es una funcion desconocida mientras que f : Q@ — R y
g : Q¢ = R son funciones dadas. Entonces (2.18|) tiene una inica solucion u.

Demostracion:
Vamos a extender g arbitrariamente a €. Sea v = u — g y reescribimos (2.18):

Agv=h en ()
{ v=20 en Q° (2.19)
donde h = f — Agg. Equivalentemente, ([2.19)) significa que
veFqy Lov=—hen Q. (2.20)

Por el Teorema[2:2.4] el espectro de Lq no contiene al 0 y por tanto es invertible
en Fq, lo que nos da una solucién tnica de (2.20)) y en consecuencia de (2.19) y
de (2.18). O
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De hecho, en el caso de f = 0, podemos dar una caracterizaciéon variacional
de la solucién de (2.18)) en términos de lo que llamaremos la energia de Dirichlet,
que se define como

D(u) = % Z (Vu(z,y))*wsy donde Q1 = U ().

z,y€eN
Teorema 2.2.6 (El principio de Dirichlet). Siu € F es la solucion del problema
de Dirichlet

{ Lu=0 en (2.21)

u=g en°
entonces D(u) < D(v) para toda funcion v € F tal que v =g en Q°.
Demostracion:

Sea w = u — v, de forma que w = 0 en Q°. Se puede comprobar facilmente
que

D(v) = D(u+w) = D(u) + Z Vu(z,y)Vw(z, y)ws, + D(w).
z,y€N

Comow=0en 2°y Lu=0en Q, por (2.14) tenemos

Z Vu(z, y) Vw(z, y)wsy = Z Lu(x =0,
z,yeN €N
por lo que D(v) = D(u) + D(w) > D(u). O

2.2.1. La desigualdad de Cheeger en grafos infinitos
Como en el caso finito, definimos el perimetro de un subconjunto Q de V

como
= E Wy -

e
yeQ*
Definicion 2.2.7. Para cualquier subconjunto finito Q C V definimos su cons-

tante de Cheeger como
pPU)

h(Q2) = inf 2.22
() = fnf 0)’ (2.22)
donde el infimo se toma sobre todos los subconjuntos U no vacios de €.
Es decir, h(f2) es la constante mas grande tal que
P(U) > h(Q)W(D), (2.23)

para todo U subconjunto no vacio de 2. Como en el caso finito, se tiene una des-
igualdad como la del Teorema|2.1.11]que también se conoce como la desigualdad
de Cheeger. En particular, se tiene:
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Teorema 2.2.8.

A (Q) > Zh(Q)2 (2.24)

La prueba es similar al caso de grafos finitos. Para probar el Teorema nece-
sitamos el siguiente Lema;

Lema 2.2.9. Para toda funcion no negativa f € Fq se tiene

DIV ) wsy = h(Q) Y f(2)ds. (2.25)

T~y zeV

Demostracion:
Por la formula de co-édrea, (2.10), se tiene

SOV F )y > / P(U,)d

r~y

donde Uy = {zx € V : f(z) > t}. Como U, C Q para t no negativo, por (2.23)) se
tiene
P(Uy) = h(Q)v(Uy)

y, por tanto,

S VS len, = H@) [ (U

T~y

Por otro lado, como en la prueba del Lema [2.1.10] tenemos

/OOO (Uydt =" f(x)

zeV

de lo que se sigue (2.25)). O

Demostracion:
[Demostracion del Teorema [2.2.§]
Sea f la autofunciéon de A\1(Q2). Considerando el cociente de Rayleigh tenemos

Sy [V (@) Peoy
E:er’f2(x)dm )

Por tanto, para probar (2.24) basta probar

A (Q) =

S IV, y) Pwry, > h(g) > A (a)d,. (2.26)

T~y zeV

Aplicando (2.25) a la funcion f? obtenemos

STV @ Ylwey > h(9Q) Y @ (2.27)

r~y zeV
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Haciendo los mismos célculos que en la prueba del Teorema [2.1.11] podemos
obtener

1/2
Z V2 (@, y)|wey < (2 Z IV (@, y)[Pwey Z fQ(x)dw> .

T~y T~y zeV

Combinando esto tltimo con ([2.27) tenemos

1/2 1/2
h(Q) Y fx)d, < <2Z IVf(wvy)%my) (Z fz(w)dm> -

eV Ty eV

Elevando al cuadrado y dividiendo por Y, f?(z)d, obtenemos (2.26) como
queriamos, lo que concluye la prueba. O



Capitulo 3

La ecuacion del calor en
grafos con pesos

En este capitulo, nuestro objetivo va a ser estudiar el problema

{ 9u(t) = Agu(t) parat € (0,+00),

w0(0) = g, (3.1)

donde ug serd una funcién real de V.

Vamos a definir ahora un funcional cuya subdiferencial (véase va a
resultar ser Ag. Gracias a esto, veremos que vamos a tener resultados de exis-
tencia y unicidad de cierto tipo de soluciones de (3.1 conocidas como soluciones

fuertes (véase|A.1.2).
Definicién 3.0.1. Definimos el funcional de energia He : L*(V,v) — [0, +00]
como

) f(x) — w St 2(V.v LV )
Hf;(f) _ { 4 LaxeV Zyev( ( ) f(y))2 Ty . ,];tErOLCLE;/; ) NL (V'7 ),
(3.2)

Por la formula de Green (22.5) se tiene que si Hg(f) < 400, entonces
1 1
Ho(f) = =5 ) f(@)Acf(x)ds = 5(LF. ]).
eV

Por otro lado, podemos expresar Hgz como una doble integral de la siguiente
forma:

H(f) = Z/V V(f(x) = f(y))?dma(y)dv(z) si f € L*(V,v)N L' (V,v). (3.3)

Teorema 3.0.2. Hg es propio, convexo y semicontinuo inferiormente en LQ(V7 V)E|.

Ademds,
O0Hg = L,

IVer el apéndice

22
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en el sentido de que si f € 0Hg(g) entonces g = Lf.

Demostracion:

Por un lado, se tiene que D(Hg) = L?(V,v) N LY(V,v) (ver [A2.11), por lo
que Hg es propio. Veamos que es convexo. Sean (f,r) y (g,s) elementos de
Epi(Hg)(véase y sea t € [0, 1], entonces se tiene que:

Ha(tf + (1~ 1)g) = 3 30 S (5 (@) + (1~ D)gla) — t7(y) — (1~ )g(y))?
zeV yeV
< t*He(f)+ (1 —t)°Hg(g) < tHa(f) + (1 —t)Hg(g)
<tr+(1—t)s,

luego t(f,r) + (1 —t)(g,s) € Epi(Hg), por lo que Epi(Hg) es convexo y por
tanto H¢g también lo es.

Para ver que es semicontinua inferiormente en todo L?(V,v), tomamos f €
L?(V,v) y consideramos una sucesion (f,) C L?(V,v) tal que f, — f en
L?(V,v). Para ver que Hg es semicontinua inferiormente en f, hay que ver
que liminf He(fn) > He(f).

Como f, — f, se tiene que (f,(z) — fu(y))? = (f(z) — f(y))? en casi todo
punto (z,y) de V x V. Por tanto, por el Lema de Fatou,

4HG(f) = / ((2) — () 2dma (y)dv(z)

VXV
< lim inf / (&) — Fo(y))2dma(y)dv()
VxV
= 4liminf Hg(f,),

de lo que se sigue que H¢ es semicontinua inferiormente en f y, como esta era
arbitraria, obtenemos que H¢ es semicontinua inferiormente en todo L2(V,v).

Solo nos falta probar que 0Hg = L. Sean f,g € L?(V,v)N L (V,v) tales que
f € 9Hg(g). Entonces

He(h) = Ha(g) = (f.h — g)Vh € L*(V,v) N LY(V,v).
Dada h € L2(V,v) N L}*(V,v) y A > 0, se tiene
Hg(g+ Ah) — Ha(g) = A(f, ),
luego

(,1) <  (Halg + M) — Hag))

= - ((£(g + M), g + WD) — (£9,9)) = (L9, M) + (E(AD), )

= (Egvh)
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Tomando A < 0, la desigualdad anterior se invierte y haciendo los mismos
célculos llegariamos a que (f, h) > (Lg, h), por lo que concluimos que

(f,h) = (Lg,h)Vh € L*(V.v) N L'(V,v),
por lo que f = Lg. Veamos el reciproco, es decir, veamos que Lf € dHg(f)
para f € L*(V,v) N LY(V,v). Sea h € L*(V,v) N L*(V,v).
Ha(h) ~ Holf) 2 (Cf.h = f) & S(Ch. ) = 2(L5,1) 2 (EF0) — (Lf, /) &
& (Lh,h) + (L, f) = 2(Lf, D).

Por la desigualdad de Young,
2L,0) = Y V(@ y)Vh(z,y)ws,

z,yeVv

5 3 (Ve y) ey + 5 (Ve 0) ey = (Lh, ) + (LF, ).

z,ycVv

IN

que era lo que queriamos probar, por lo que Lf € Hg f paratodo f € L*(V,v)N
LY (V,v). Por tanto, dHg = L, lo que concluye la prueba. O

Gracias al Teorema[3.0.2]y al Teorema[A-2.15] el Teorema de Lumer-Phillips
y la teoria desarrollada en [13] y [3] tenemos el siguiente resultado de
existencia y unicidad de soluciones fuertes:

Teorema 3.0.3. Ag genera un C’O-semigrup (TF)i>0 en L*(V,v), dado por
la formula exponencial de Hille-Yoshida:

TCup = lim
n—-+oo

17"
<I - tAG> 1 ug, Yug € L*(V,v).
n

Ademds, para toda ug € L*(V,v), u(t) = TFuq es la tinica solucidén fuerteﬂ de
la ecuacion del calor

{ w'(t) = Agu(t) para todo t € (0,+00)
u

0 = o (3.4)

Definicién 3.0.4. Denotaremos por e~*2¢ a TE y diremos que {e!¢ :t >0}
es el flujo de calor del grafo G.

Si bien hemos visto que Ag genera un Cop-semigrupo en L?(V,v), este se
puede extender a todo L'(V,v). En particular, si definimos en L!(V,v) el ope-
rador A como Au = v < v(r) = —Agu(z) para cada x € V, entonces A genera
un Cp-semigrupo (S(t))i>0 en LY(V,v) (ver [4] v [12]) tal que S(t)f = etAc f
para toda f € L*(V,v) N L'(V,v). En particular, si tenemos que v(V) < oo,
entonces S(t) es una extension a L'(V,v) del flujo de calor e!2¢ en L?(V,v), la
cual denotaremos igual.

2Véase|A.2.4
3Vease|A.1.2
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Proposicion 3.0.5. Si v(V) < +oo, entonces el flujo de calor conserva la
masa, es decir,

Z dwe_tAGuo(m) = Z dyug(x) Yug € L*(V,v),¥t >0
zeV zeV

Demostracion:
Sea ug € L*(V,v).

d d
g 2 dse™ M ug(a) = 3 du e M ug(a)

zeV zeV
= Z dyAcug(x) = —(Lugp, 1)
zeV
= (u07 ‘C]-) = 07

donde hemos usado que £ es simétrico y que £1 = 0. Por tanto, >y dyet™Sug(x)
es constante para todo ¢t > 0, en particular,

Z dyet2ug(z) = P2y (x) = Z dyup(x),
zeV zeV
como queriamos probar. O
Si bien sabemos que la ecuacion del calor tiene una tnica solucion fuerte,
nos gustaria obtener una expresién analitica de esta soluciéon, es decir, queremos
hallar una expresion explicita de e **%ug para uy € L'(V,v) N L?*(V,v). Para
ello, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.0.6. Sea ug € L'(V,v) N L*(V,v), entonces:

eftAGU()(ZU) — eft <UQ(1') + Z Zuo(y)WC”f:!> = eft Z Zuo(y)ch%n!,

n=1 C, n=0 Cp
(3.5)

donde el sumatorio para cada n € N es sobre el conjunto de todos los caminos
Cp, = {xp}7_, de longitud n en el grafo que unen x e y, donde y es algin vértice
del grafo, y donde We,, = Wy, Wayzs " Wap_1y-

Antes de demostrar el Teorema vamos a hacer algunas observaciones. En
primer lugar, si definimos la medida mz"(y) de forma inductiva como

EX *(n—1
m, = m,ﬂ( ) * My,

donde mi! = m, y m:’ = §, entonces se tiene que el sumatorio sobre los C,
que aparece en (3.5) es precisamente

2ol = | ).

Por otro lado, es facil ver que si ug € L'(V,v), entonces ug € L*(V, m’") para
todo n € N. Teniendo en cuenta estas observaciones, ya podemos demostrar el

Teorema [3.0.6
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Demostracion:
Definimos

k n
Fel@) =YD uo(y)We, %,
n=01|C, ’
entonces se tiene que
SUIAEED 9p oy > wie |
eV n=0zeV
< E::j{:ji:d hm |LVC
n=0zecV C,
. t
= Z Z dy|ug(z)|—
n=0zeV

< eluolr (v,

por lo que 0 < fi(x) < feq1(x) <00y Y. ey dafr(z) < €f|uol|Li(v,), por lo
que por el Teorema de Convergencia Monotona:

S S S ww

t" +
Co| o < e'f|uollLr (v,
zeV  n=0|C, :

por lo que la funcién

n

o
z Y

n=0

> uo(y)Wo

Cn

" nl

estd en L'(V,v) y, por tanto, es finita en todos los vértices. Esto también es
cierto para la funcion

xHZZWo |WC
n=0 C,

con lo que llegamos a que u(x,t) esta bien definida y a que la serie converge
uniformemente en los compactos de [0, +00). Por tanto,

du n—l

o —(z,t) = ZZUO 1)!7
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por lo que, para probar (3.5)) basta ver lo siguiente:

i n—1
tz_;;“‘)(y)wf%é_l); = dl D ulz, t)way.

xr
zZ~T

Para ver esto, veamos primero la siguiente propiedad:

1
D uWe, = — | D w@)We; | |we VneN,

donde los CY,_; son los caminos de longitud n — 1 que unen z con y, para cada
z ~

> uo(y)We, = R Z d e, Y g ! D wo(y)we, 1y
Cu

Ty~ To~Ty Tn=1 yng, 4

= di Z diwml d L Z Uo(y)wzn_w

Zi~x 1 Tn—1 YTy 1

C;zfl
Por tanto,
. tn—l . e 1 tn—1
S S wWe, g = et 3 3 S wlWer | et
n=1 Cp ' n=1"7 zev \C!_, ’
1 . & tn—1
= > wW)We, ., Gy | @
“ n=1C]_, .
1
= t
@ u(z,t),

2

z~T

donde hemos aplicado el Teorema de Convergencia Dominada para intercambiar
el sumatorio y la integral dado que

t 7t tnfl
- ZZUO n 1(,’,LT — ZZ|UO |WC” 1m ZIF(Z),

n=1¢C" n=1C"’

n—1 n—1

y ya hemos visto que F' € LY(V,v) y por tanto F € L'(V, m,) para todo x € V.
O
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3.1. Comportamiento asintético de la ecuacién
del calor

Dada la solucién fuerte de la ecuacion del calor (3.1), cuya formula, como
hemos visto, viene dada por , nos interesa saber como se va a comportar
cuando t tienda a infinito. Veremos que en L?(V,v) el flujo de calor siempre
tiende a una constante, pero nos interesa ver a qué velocidad va a tender a
esa constante. El objetivo de esta seccion es mostrar que si nuestro grafo (V,w)
satisface un cierto tipo de desigualdad conocido como Desigualdad de Poincaré
entonces se tendrd que este decaimiento esta controlado por una gaussiana.

En esta seccion vamos a asumir que v(V) = 1 (podriamos trabajar tam-
bién con v(V) < 400 y considerando la medida ﬁu) Dada f € LY(V,v),
denotaremos la media de f (o el valor esperado de f) como

u(f) = g;f(w)dx - /V f(@)dv(z).
Ademss, dada f € L?(V,v), denotamos su varianza con respecto de v como
2 = T )—UV 2 14w :1 €Tr)— 2 vV v\x
Varo(f) = 3 (f(2)-v(f))*ds = /V (@) —w())2dv(z) /V @1 (p)de(a).

2
zeV

Definicién 3.1.1. Decimos que (V,w) satisface una desigualdad de Poincaré si
eziste A > 0 tal que

NVar,(f) < Ha(f) para toda f € L*(V,v),
o0, equivalentemente,
MANZ2 vy < Ha(f) para toda f € L*(V,v) con v(f) = 0.

Definicion 3.1.2. Definimos el hueco espectral de L como

gap(L) = inf{‘% L f € L2(V,v),Var,(f) # 0}
—atd A 260l 20,3 @) =01
111z v v

(3.6)

El hueco espectral se puede definir también cuando v(V') # 1, en cuyo caso,
en vez de funciones en L?(V,v), se considerarfan funciones en el dominio de Hg,
es decir, las funciones f € L2(V,v) N LY(V,v).

Observemos que si gap(L) > 0, entonces (V,w) satisface una desigualdad de
Poincaré con A = gap(L).

Teorema 3.1.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. (V,w) satisface una desigualdad de Poincaré para un cierto A > 0.

2. Para toda f € L*(V,v)

e3¢ f = vz < e 2NN = v(Hlzzv) para todo t > 0.
0, equivalentemente, para toda f € L*(V,v) con v(f) =0,

e3¢ fllr2vwy < € M| fll12(v) para todo t > 0.

Gracias a este Teorema, y por la observacion anterior, si vemos que gap(L) >
0 entonces podremos afirmar que existe el limite en L?(V,v) de e '2¢ f, sabre-
mos también que es constante y tendremos una cota de la velocidad de conver-
gencia a ese valor. Probemos primero el Teorema.

Demostracién:
(i) = (ii) Sea A > 0 tal que A\Var,(f) < Hg(f) para toda f en L?(V,v).
Dada f € L?(V,v), si definimos u(t, ) = e7t2¢ f(x),

il Dl =2 3 dotutt ) () 2
€
=2 do(u(t,z) — v(f)Aqu(t,z) = —4Hg(u(t, )
zeV

< —4\Var, (u(t,z)) = =4Mu(t, ) = v(F)l|F2(v.0)5
de lo que obtenemos
lut) = v()ll2ve) < [|u(0) — 1/(f)||L2(V7,,)e*2)‘1t para todo ¢t > 0.

(ii) = (i) Dada f € L?(V,v), definimos w(t) = e~ **¢ f — v(f). Entonces, por
hipétesis,

||’w(t)||L2(V’l,) < Hw(O)HLz(V’V)e_Z’\t para todo t > 0.
La expansion de Taylor de orden 1 de w en t =0 es
w(t) = w(0) + tw'(0) + o(t) = w(0) + tAg f + o(t).

Por tanto,

lw(®)l[F2vs) = D dew(t,2)? + Y dew(0,2)* +2¢ Y dufAcf +o(t)

zeV zeV zeV
= [[w(O)|[72(v,) — 4tHa(f) + ot).

En consecuencia,

[w(O)IZ2 () (1 — ™) < 4tHg(f) + o(t).
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Por ultimo, tomando limites cuando ¢ | 0 conseguimos

AVar, (f) = Mw(O)|[72(v,) < He(f)-

O

Vamos a estudiar ahora cuando gap(L) > 0, ya que como hemos visto, esto

nos permite afirmar que se cumple una desigualdad de Poincaré. Resulta que el

hueco espectral es positivo si y solo si el espectro del operador £ en un cierto
subespacio de L(V,v) no contiene al 0. En concreto, sea

H(V.v) = {f € L2(Viv) s v(f) = 0}

el subespacio de L?(V,v) de las funciones ortogonales a las constantes. Vamos
a considerar la restricciéon de £ a este subespacio:

Lrwuy =L |H(v,u) tH(V,v) = H(V,v),

que cumple que es autoadjunto y no negativo. Denotaremos por o(Lg(v,)) al
espectro de L (v,

Proposicion 3.1.4. Si (V,w) es un grafo conexo localmente finito, entonces
gap(L) >0 0 ¢ o(Lwy))-

En particular, si 0 ¢ o(Lpg(v,,)) entonces (V,w) cumple una desigualdad de
Poincaré con X\ = gap(L).

Demostraciéon:
La segunda parte de la proposicién se cumple gracias a los comentarios ante-
riores.

Supongamos por reduccién al absurdo que gap(L) > 0y que 0 € o(Lp(v,))-
Entonces existe v € H(V,v) no nula tal que Lu = 0, por lo que u ha de ser
constante, supongamos u = c¢. Por otro lado, como u € H(V,v), se tiene que
0=v(u) =) ,cy dsc=c-v(V)=c, por lo que u = 0, pero habiamos supuesto
que u era no nula, por lo que llegamos a una contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que 0 ¢ o(Lg(v,,)). Como Ly (v, es autoad-
junto y no negativo, se tiene que

O-(L"H(V,l/)) C [O{, B]a

con a > 0y o = inf {(Lu,u):ue HV,v),|lul|r2v,,) = 1}. Entonces, dada
f e L*V,v) con Var,(f) # 0y v(f) =0, se tiene

o _ 1L _ Ha(f)
252 (4 f)  Van(f)

Como la funcién f que hemos cogido es arbitraria, al tomar infimos se ha de
tener que gap(L) > 0, como queriamos ver. O

Un concepto més general que la desigualdad de Poincaré es la (p, ¢)-desigualdad
de Poincaré, donde p y ¢ estén en el intervalo [1,400), que veremos que todo
grafo con pesos finito cumple y, por tanto, todo grafo con pesos finito cumplira
que el flujo de calor tiene limite en L?(V,v). La definicién es la siguiente:

0<
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Definicién 3.1.5. Decimos que (V,w) satisface una (p, q)-desigualdad de Poin-
caré, con p,q € [1,+00) si existe una constante A > 0 tal que para toda
feLrLiV,v):

£l vy <A Z 1f(y) = f@)]" way |+

z,yeVv

> dof(x)

zeV

)

o, equivalentemente, si eziste una constante A > 0 tal que

||f||Lp(V,l,) < AvaHLq(VXV,V(@mm) para toda f € LY(V,v) con v(f) = 0.

Por simplicidad de la notacion, cuando (V,w) satisfaga una (p, 1)-desigualdad
de Poincaré, diremos que (V,w) satisface una p-desigualdad de Poincaré.

Podemos observar que la desigualdad de Poincaré que habiamos considerado
antes en es simplemente una (p, q)-desigualdad de Poincaré con p = ¢ = 2.

Proposicion 3.1.6. Sea (V,w) un grafo con pesos finito. Entonces (V,w) sa-
tisface una (p, q)-desigualdad de Poincaré para todo p,q € [1,+00).

Demostraciéon:

Supongamos que existen p, ¢ € [1,+00) tales que (V,w) no cumple una (p, q)-
desigualdad de Poincaré. Entonces, existe una sucesion (uy,)neny C LP(V,v) con
[[tunl|Lr(v,v) = 1Vn € N tal que v(u,) = 0 para todo n € N y ademas

Tim ST fun(y) = (@) wpy = 0.
z,yeV

Por tanto,
lim |un(y) — un(z)] =0Vz,y € V con z ~ y.
n—o0
Como ||uy||Le (v, = 1, se tiene que, puede que al restringirnos a una subsuce-
sion,
lim u,(z) =u(z) € RVz € V.
n—oo
Como el grafo (V,w) es conexo y ademas |u(y) —u(x)| = lmy, |un (y) —un(z)| =0
para todo = ~ y, se ha de tener que u es constante, es decir, que existe A € R
tal que u(xz) = AVa € V. Por tanto, el limite en L?(V,v) de u, ha de ser A.
Como v(u,) = 0 para todo n € N, se ha de tener que A = 0, pero esto
contradice la hipotesis de que ||u,||zr(v,) = 1. Lo que demuestra que no pue-
den existir p, ¢ € [1,+00) tales que (V,w) no cumpla una (p, q)-desigualdad de
Poincaré. (]
Como habiamos anticipado, combinando el Teorema,|3.1.3|con la Proposicién
obtenemos el siguiente resultado sobre el comportamiento asintético del
flujo de calor en grafos finitos:
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Corolario 3.1.7. Dado (V,w) un grafo con pesos finito, eziste una constante
A > 0 tal que para toda f € L*(V,v)

|le7tAe f — vl < e M| f — v()llL2 v,y para todo t > 0.
o, equivalentemente, para toda f € L*(V,v) con v(f) =0,

le™ 24 vy < e 2M|If|]22(vu) para todo t > 0.



Capitulo 4

El flujo variacién total

En este capitulo vamos a estudiar lo que se conoce como el flujo variacién
total de un grafo localmente finito. Antes de empezar a estudiar este flujo,
debemos definir los espacios donde vamos a trabajar.

Definicion 4.0.1. Definimos el espacio de funciones de variacion acotada como

BV(V,v)=<u:V —>R: Z lu(y) — u(2)] - wey < +00

z,yeVv

Por otro lado, definimos la variacion total de una funcidn u € BV (V,v) como

TV (u) :% > July) — ul@)|way

z,yeVv

Podemos observar que L'(V,v) € BV (V,v). Ademés, resulta que podemos
calcular el perimetro de un conjunto a través de la variaciéon total de su fun-
ciéon caracteristica. Recordemos que el perimetro de un conjunto £ C V estaba

definido como
P(E)=> > wy
z€EE yeV\E

Vamos a definir ahora la interaccién no local entre dos conjuntos, la cual nos
serd util a la hora de trabajar con el perimetro de diversos conjuntos.

Definicion 4.0.2. Sean A, B C V. Definimos la interaccion no local entre A y
B como
LA,B) =YY way.
r€AyeEB

Podemos observar que L(A, B) = L(B, A) y ademaés se tiene que, dado un
conjunto £ C V,
P(E)=L(E,V\E).

33
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Proposicion 4.0.3. Sea E C V tal que v(E) < +o00. Entonces

P(E)=v(E) = ) way. (4.1)

z,ye &
Ademds, P(E)=P(V\E) y
P(E) =TV (xg), (4.2)

donde xg es la funcion caracteristica del conjunto E.

Demostracion:
En primer lugar, se tiene

P(E)+ Z wxyzzz:wxy—&— Z Wy

z,yeE zeE yeV z,yeR
= E E Way = E d, =v(E).
rzeE yeVv z€E

Por otro lado,

P(E)_P(V\E):Z Z Way — Z Zwmy

zeE yeV\E zeV\E yeE

:ZZWW_ZZ‘*’W

zeE yeV rcE yeE

- ZZ%y—ZZwmy

zeV yeE r€E yeE

=3 4= Y xelleny = (B - 3 dexs(o)

zeV zeV yeV zeV
=v(E) - v(E) =0.

Por ultimo, probemos (4.2)). Para ello, basta con observar que

2TV (xg) = Z IXE(Y) — XEB(2)|way

z,yeV
=2 D wmt D D w
z€EE yeV\E zeV\E yEE

= P(E) + P(V \ E) = 2P(E),

de lo que se sigue (4.2]).
O

Proposicion 4.0.4. Sean A, B C V' conjuntos con perimetro finito y tales que
v(AN B) =0, entonces:

P(AUB) = P(A) + P(B) — 2L(A, B)
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Demostracion:

PAUB)= > > wy

r€AUB yeV\(AUB)

=) D wmtd, D wm

z€AyeV\(AUB) z€B yeV\(AUB)
Pl DA B R DN ID DI D B
z€A \yeV\A yeB ze€B \yeV\B ycEA

= P(A) + P(B) — 2L(A, B).

O
Antes de comenzar el estudio del 1-Laplaciano, veamos un par de propiedades
relevantes de la variacion total.

Proposicion 4.0.5. Sea ¢ : R — R una funcion continua y Lipschitz. Si u €
BV (V,v), entonces ¢(u) € BV (V,v). Ademds

TV (d(u)) <||¢llLipTV (w),

donde ||¢||Lip es la menor constante C > 0 tal que |¢(x) —o(y)| < Clr —y| para
todo x,y € R.

Demostracion:
1
TV(e(w) = 3 D lo(u)(y) — ¢(u) (@) |way
x,er
< Nolleing 3 luly) — u(e)lway = 6]l TV ().
z,ycV
O
Proposicién 4.0.6. TV (-) es conveza y continua en L'(V,v).
Demostracion:
Veamos primero la convexidad. Sea t € [0,1] y u,v € BV (V,v).
1
TV(tu+ (1 =tp) =5 > ltuly) + (1= t)o(y) — to(z) = (1 = )o(x)[ws,
z,yeVv
<= Z [tu(y) — tu(z)|wey + Z [(1—t)u(y) — (1 — t)u(z)|wey
z,yeV z,yeV

— 1TV (u) + (1 — )TV (v),
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por lo que TV (-) es convexa. Veamos ahora la continuidad en L'(V,v). Consi-
deremos (u,)nen C LY (V,v) con u,, — u € L (V,v).

2 () — wn )] ~ o) — u(a)]) g

z,yeVvV

TV (un) = TV (u)

|wxy+ Z ‘un —’LL )|wﬂvy

IN
| =
N
?

z,yeV z,yeV
1
=3 Zlun( ) — u(y)ldy +Z|“n ) —u(z)|ds
yeVv zeV

= ||un — u||L1(V,u)7
por lo que TV (-) es continua en L*(V,v) como queriamos ver. O

Proposicion 4.0.7. Sea u € BV (V,v), entonces

TV (u) = 0 <= u es constante.

Demostracion:
Supongamos que u es constante, digamos u = k. Entonces

Z |u(y |w:cy— Z |k — k|wxy—0

r,ycV z,ycV
Reciprocamente, supongamos que TV (u) = 0, entonces
0=2TV(w) = Y |uly) — w@)|wsy = > dor Z [u(y) — u()|way,
z,yeV zeV T yev

por tanto,
— Z lu(y )| way = 0,
T yev

ya que todos los términos del primer sumatorio son positivos. Por otro lado,

[Agu(z)| = Z(u(y) —u(2))wey| < Z |u(y) z)|way = 0,

yeVv yev

por tanto, como ya hemos visto que el Laplaciano de una funcién se anula si y
solo si la funcién es constante, obtenemos que u es constante, como queriamos
comprobar. O
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4.1. El 1-Laplaciano

Ahora que ya hemos definido el espacio donde la variacion total esta bien
definida, vamos a definir el concepto del 1-Laplaciano. Antes debemos definir el
espacio de las funciones cuya divergencia esta en el espacio L?(V, v). Recordemos
que la divergencia de una funcién z : V. x V — R se define como

q Z z(2,y) 1)) - Way.

x yev

divgz(z

l\DM—‘

Definicion 4.1.1. Sea p > 1. Definimos:
XP(Viv)={z€ L>®(V x Vv @m,) : divgz € LP(V,v)}.

En estos espacios, tenemos una férmula de Green similar a la formula de
Green que ya habiamos visto en (2.14) y cuya prueba es muy similar.

Proposicion 4.1.2. Sean 1 <p < oo, u € BV(V,v)NLI(V,v) y z € XP(V,v),
entonces:

Z u(x)divgz(x = —— Z Vu(z,y) - 2(x, Y)wWay, (4.3)
zeV z,yeV

donde £ + 1 =1y con la convencion + = 0.
p q (e ]

Demostraciéon:
Z u(z)divgz(x)d, = Z u(z)dy - di Z(z(x,y) — 2(y, ))way
eV zeV Cyev
:% Z u(z) - (2(2,y) — 2(y, 7)) way
z,yeVv
+ % Z u(z) - (2(z,y) — 2(y, T))way
z,yeVv
:% Z u(z) - (2(z,y) — 2(¥, T) )way
yev
+% Y ul) - (2(y.2) = 2(2,))way
y,x€V

- _ % Z Vu(z,y) - 2(x, Y)way.

z,yeV

O
Vamos a estudiar una caracterizacién de la variacién total de una funcién
en términos de la divergencia de funciones en X?(V,v).
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Proposicion 4.1.3. Sea 1 < p < co. Dada uw € BV (V,v) N L1(V,v) se tiene:

TV (u) = sup { Z u(z)divgz(z)dy : z € XP(V,v), [|2]| 0 (vxvivem.) < 1} ,
zeV

(4.4)

donde % + % =1, con la convencidén é = 0. En particular, dado E C V con

v(E) < oo,

P(E)= sup{z divgz(x)d, : z € XY (V,v), |12]] Loe (v x Vip@m,) < 1} . (4.5)
zeFE

Demostracion:
El caso particular se deduce de que si v(F) < oo entonces TV (xg) € L>=(V,v)
y de la formula . Probemos ahora la ecuacién .
Denotemos D = {z € X?(V,v),||z|| v xvvom,) < 1}. Seau € BV(V,v)N
Li(V,v) y sea z € D, por la formula de Green se tiene:

1 1
Zd u(z)divgz(x) —3 Z Vu(z, y)z(x, y)wey < —3 Z Vu(z,y)z(x, y)wey

zeV z,yeV z,yeVv
S* > luly z)[|2(z, y)|way
zyGV
S* Z lu(y )| way =TV (u),
waV

donde en la tercera desigualdad hemos usado que |[z||z (v xvpem,) < 1. Esto
implica que sup {3, .\ dyu(z)divgz(z) : 2 € D} < TV (u). Veamos la desigual-
dad contraria. Para ello, denotemos la funcién signo como

1 sir >0,
signg(r) =< 0 sir=0,
-1 sir<o,

Sea V = {x, : n € N} una enumeracion de los vértices del grafo. Para cada
n € N, definimos K,, = {z; : 1 < i < n}. Claramente v(K,) < oo para todo
n € Ny ademas V = UnEN K,,. Por otro lado, K,, C K, para todo n € N.
Dado n € N, definimos z,(z,y) = signo(u(y) — u(z))Xxk, xk,,. Claramente
se tiene que z, € XP(V,v) y ademés, como |z(z,y)| < 1 para todo x,y € V,
obtenemos que ||z,||r (v xvpem,) < 1, por lo que z, € DVn € N. Por otro
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lado, por la formula de Green (4.3)) se tiene

TV =5 3 fuly) —u@)ww, = Jim o S July) — u(e)ler,

o0

z,yeV z,y€Kp
1 . ;
= nh_)rr;o 3 Z Vu(z, y)zn (@, Y)wey = nh_}rrolo Z dyu(x)divg(—zn) ()
z,yeV zeV
< sup { Z dyu(z)divgz(z) : 2z € D} ,
zeV

por tanto, TV (u) < sup {3, o dou(z)divez(z) : z € D} y, por consiguiente

TV (u) = sup { Z dyu(x)divgz(z) : z € D}

zeV
como queriamos probar. O

Corolario 4.1.4. TV (-) es semicontinua inferiormente con respecto a la con-
vergencia débil en L*(V,v).

Demostracion:
Sea u,, — u débilmente en L?(V,v), es decir, dada v € L?(V,v), se tiene

nh_)rrgo Z dpun(x)v(z) = Z dyu(z)v(z).

zeV zeV

Dada z € X2(V,v), con ||z||pe(vxv,pem,) < 1 se tiene:

Z dyu(z)divgz(z) = lm dyu,(x)divez(z) < lminf TV (u,), (4.6)

n—oo n—oo
xzeV
donde en la desigualdad hemos usado que

Z dyu(x)divgz(z) < TV (uy),
zeV

y por tanto

nh_)n;o Z dyu(x)divgz(z) = hnrr_1>1£f Z dyu(z)divgz(z) < lminf TV (uy,).

n—oo
zeV zeV

Tomando supremos en z en la ecuacién (4.6) y por la Proposiciéon anterior
obtenemos
TV (u) < lminf TV (uy,)

n—oo

como queriamos comprobar. O
Vamos a definir ahora un funcional cuya subdiferencial va a ser precisamente
el 1-Laplaciano.
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Definicién 4.1.5. Definimos el funcional F : L*(V,v) — (—00, +00]| como:

[ TV(u) siue L*(V,v)Nn BV (V,v),
Flu) = { oo siue LA(V,v)\ BV(V,v).

Vamos a considerar la siguiente ecuacién formal de evolucién:

u(z,t) = di Z mwmy, zeVt>0. (4.7)

® yeVv

Como en el caso de la ecuacion del calor (ver capitulo , vamos a ver que po-
demos reescribir la ecuacion (4.7) usando la subdiferencial del operador (4.1.5)),
lo que nos ayudara a dar un resultado de existencia y unicidad de soluciones de

(%))

Definicién 4.1.6. Dado un funcional ¢ : L2(V,v) — [0,+00], definimos ¢ :
L3(V,v) — [0, +00] como:

o) = { e ltlD) ¢ v
con la convencion de que 2~ = 9 =0.

0o 0

Podemos observar que si ¢; < ¢o entonces ¢o < ¢.
Para ayudarnos a probar el siguiente Teorema, debemos definir la funcién
signo multivaluada:

1 sir >0,
sign(r) =4 [-1,1] sir=0,
-1 sir <O0.

Teorema 4.1.7. Sean u,v € L?(V,v). Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) v e IF(u)
(11) Eziste z € X*(V,v) con ||z||pe(vxvpeom,) <1 tal que
v = —divgz (4.8)

y ademds

> dau(x)o(z) = F(u).

zeV

(111) Eziste z € X2(V,v) con 2] Loe (v xVpem,) < 1 tal que se cumple (4.8) y
ademds

5 Y Ve )a( )y = Flu).

z,yeVv
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(1v) Eziste g € L>*(V x V,v ® m,) antisimétrica con ||g||povxvpem,) < 1
tal que

1
v(x) = - Z 9(x, Y)wey para todo x € V (4.9)
x yeVv

y ademds

— > glayul@) - way = F(u). (4.10)

z,yeV

(V) Eziste g € L®(V x V,v ® m) antisimétrica con ||g||re v xvpem,) < 1
cumpliendo (4.9) y tal que

g(z,y) € sign(u(y) —u(zx)) para (v@m,)— casi todo punto (z,y) € VxV.
(4.11)

Demostraciéon:

Sabemos que F es convexa y semicontinua inferiormente por la Proposicién
[M.0.6] y el Corolario [£.1.4] ademas es facil ver que F es positiva homogénea de
grado 1, es decir, F(tv) = |t|Fv para todo t € R. Por tanto, por [1, Teorema
1,8], tenemos:

OF (u) = {v e LA(V,v): F(v) <1, Z dyu(z)v(z) = f(u)} . (4.12)

Dada v € L?(V,v), definimos
Y(v) = inf {||Z||Loo(vxv7y®mm) 1z € XQ(V, v),v= 7dZ‘UGZ} . (4.13)

Es facil ver que si ¢(v) < 400 entonces el infimo en (4.13) se alcanza. Veamos
que ~
p=0F.

En primer lugar probemos que F(v) < ¥ (v). Si 1(v) = 400, esta desigualdad
es trivialmente cierta, asi que supongamos que 1(v) < +oo. Sea z € L (G x
G,v®m;) tal que v = —divgz. Entonces, para w € L?(V,v), por la férmula de
Green (4.3) se tiene

1
> dyw(z)o(z) = 5 > Vu(z,y)z(@, y)wsy < [2l| v xvvom) Fw).
zeV z,yeVv

Tomando supremos sobre w obtenemos que F(v) < ||2|[ 1o (v xV,p@m,)- Toman-
do supremos sobre z obtenemos precisamente

Y =F.
Veamos la desigualdad contraria. Denotemos por

D = {divgz: z € X2(V, v)}.
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Entonces, por ([4.4)), se tiene que, para v € L?(V,v),

-~ _ su ZrGV dmw(x)v(x) su Z.’rGV de)(ZL')’U((E)
R M-
— sup > wey da - divgz(x)v(x)

zeX2(V,w) ||Z||L°O(V><V,u®mm)

- 7o),

por tanto F < zz Por |1, Proposicion 1,6], obtenemos que ¢ = 1; < F y, por
tanto, por (4.12), tenemos

OF (u) = {v € L*(V,v) 1 ¢(v) <1, Z dy - u(z)v(z) = ]—'(u)} .

Por tanto, por la observacion sobre alcanzar el infimo en ([£.13), se tiene la
equivalencia entre (i) y (ii).

La equivalencia entre (ii) y (iii) se sigue de la formula de Green (4.3).

Basta coger g(z,y) = 3(z(z,y) — 2(y,x)) para ver que (iii) implica (iv), y
basta tomar z(z,y) = g(x,y) para ver que (iv) implica (ii).

Por ultimo, para ver que (iv) y (v) son equivalentes, veamos que y
son equivalentes. Como g es antisimétrica con ||g||p v xvvgm,) < 1,

=2 Y glayule) - wey = Y gl@y)(uy) — u@))wey,

z,yeV z,ycV
de lo que se sigue la equivalencia entre (4.10) y (4.11]). O

Definicién 4.1.8. Definimos en L*(V,v) el operador multivaluado A, como:
(u,v) € Ay <= —v € OF (u).
Lo llamamos el 1-Laplaciano y denotamos v € Aq(u) cuando (u,v) € Ay.
Hemos de observar que podemos reescribir el problema , que es el que

queriamos estudiar, como

{ uy—Au30 en (0,7)xV (4.14)

(0, z) = up(x) zeV.

Antes de continuar, veamos un ejemplo de que A; es efectivamente multivaluado.
Fijemos un valor 0 < p < 1. Consideramos el conjunto de vértices V = {a, b} y
el conjunto de pesos wyq = Wpp, = Py wap = 1 — p. Gracias al Teorema [£.1.7]
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sabemos que (u,v) € A; siy solo si
dg € L*({a, b} x {a,b},v ® m,) antisimétrica tal que
19l (fa.b} x {a b} wom,) < 1,
g(a,a) -p+g(a,b) - (1 =p) = v(a),
9(b;b) - p+g(a,b) - (1 = p) = v(b),
g(a,b) € sign(u(b) — u(a)).
Como g es antisimétrica obtenemos que
v(a) = g(a,b)(1 —p), v(b) = g(a,b)(1 —p) y g(a,b) € sign(u(b) — u(a)).

El siguiente resultado nos ayudara a demostrar un resultado de conservacién
de la masa del flujo variaciéon total.

Proposicion 4.1.9. Para todas (u,v) € Ay se tiene:

- Z dyv(x)w(x) < TV (w)Yw € BV (V,v) N L*(V,v), (4.15)
zeV
y ademds
- Z dyv(z)u(z) =TV (u).
zeV
Demostracion:

La segunda parte de la proposicion se tiene por el Teorema Probemos
la primera parte de la proposicion. Como —v € 0F (u), dada w € BV (V,v) se
tiene

=Y dev(@)w(x) < Flu+v) = Flu) < F(w).

zeV
Dada w € BV (V,v) N L3(V,v) se tiene que F(w) = TV (w), por lo que tenemos
el resultado que queriamos probar. O

Gracias a la teoria desarrollada en el capitulo 3 y el apéndice A de [13] y el
Teorema de Brezis-Komura [A.2.15] podemos enunciar el siguiente resultado de
existencia y unicidad de soluciones de (4.7)):

Teorema 4.1.10. Para toda funcion ug € L*(V,v) y todo T > 0, existe una
dnica solucion del problema (4.14) en (0,T) en el siguiente sentido:

u € Whi(0,T; L3 (V,v)),
u(0,+) = ug en L>(V,v) y

ug(t,)) — Aqu(t) 20 para casi todo t € (0,T).
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De hecho, por la completa acretividad del operador(vedse 7?7 y (13, Teorema
3.19]) se tiene la siguiente contraccion y el siguiente principio del mdzimo en
cualquier espacio LY(V,v) con 1 < ¢ < oo:

[1(u(t) = o) llLavay < Ml(wo —v0) " Mzaqvwy VO <t <T,

para cualquier par de soluciones u y v del problema (4.14) con datos iniciales
ug Yy vo respectivamente.

Definicion 4.1.11. Dada ug € L*(V,v), denotamos por e " ug a la tinica
solucion del problema ([£.14). Al semigrupo {e~**1},50 en L2(V,v) lo llamamos
el flujo variacion total.

Como habiamos anticipado, veamos que el flujo variacion total conserva la
masa.

Proposicion 4.1.12. El flujo variacion total satisface que para todo t > 0 y
toda funcion ug € L*(V,v) N L?(V,v),

Z dpe g (z) = Z dyug ().

zeV zeV

Demostracion:

Por las Proposiciones y tenemos:

y por otro lado

d
pr Z dpe B rug(z) < TV (=1) =0
zeV
Por tanto d
7 D dne ™ ug(a) =0,

y, en consecuencia,

Z dpe B rug(z) = Z dyuo(z) para todo ¢t > 0.

zeV zeV
O

4.2. Comportamiento asintético del flujo varia-
cién total

Asi como con la ecuacién del calor, vamos a estudiar el comportamineto
asintético del flujo variacion total y veremos que tiende a un valor constante,
pero ademas veremos que si el grafo (V,w) cumple una cierta desigualdad de
Poincaré entonces el flujo alcanza este valor limite en un tiempo finito.
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Proposicién 4.2.1. Para toda funcién ug € L' (V,v)NL3(V,v) eziste al menos
una funcion

U € {u € L'(V,v) N L*(V,v) : 0 € Ay(u)}
tal que

lim e "ug = u en L2(V,v).
t—o00

Ademds,
(1) Siv(V) = +oo entonces us = 0.

(11) Si v es una medida de probabilidad, entonces

Uoo = Z dyug(z).

eV

Demostraciéon:

Como F es una funciéon propia y semicontinua inferiormente en L?(V,v) que
alcanza su minimo en la funcién 0 y, ademas F es una funciéon par, por [6,
Teorema 5|, tenemos que el limite fuerte en L?(V,v) de e *?1y existe y es un
minimo de F, es decir, existe al menos una funcién

U € {u € L'V,u)nL*(V,v): 0 € Ar(u)}.

Ahora, como 0 € Aj(uy), se tiene que TV (u) = 0. Por tanto, por la Proposi-
cién se tiene que U, €s constante, digamos que us, = ¢. Supongamos que
v(V) = 400, entonces, como u., € L' (V,v), se tiene que tener que

Zdluw(x) = Z dy-c=c-v(V) < +oo,

zeV zeV

por lo que se tiene que tener que ¢ = 0. Si v es una medida de probabilidad, por

la Proposicién se tiene:
Uoo = Z dzug(x).

zeV

O
Ahora que ya conocemos el valor limite del flujo variacion total, vamos a
estudiar la velocidad de convergencia del flujo a ese valor.
Si (V,w) satisface una p-desigualdad de Poincaré (ver la definicion [3.1.5),
vamos a denotar

A?Vw) = {nf {M

Recordemos que v(u) = >\, dou(x).

Nl vy # 0, () = o} .

ullLe (v,

Teorema 4.2.2. Supongamos que v es una medida de probabilidad. Si (V,w) sa-
tisface una 1-desigualdad de Poincaré, entonces, para toda funcion ug € L?(V,v)

1 . ||UO||2L2(V7V)

)||L1(V,u) S 2. A%V,w) t

e

ug — v(ug para todo t > 0.
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Demostracion:
Sea ug € L*(V,v). Por la teorfa desarrollada en [13, Apéndice A] podemos
afirmar que

IE Ay — v(ug HLl(Vy) < Ju = v(uo)||p1 (v, u € L*(V,v),t > 0.

En particular, si denotamos v(t) = e " 1ug — v(ug) y u(t) = e A1y,
||'U(t)||ll(v’l,) S ||U(3)||l1(v,u) para t Z S. (416)

Por la Proposicion [4.1.12] v(u(t)) = v(ug) para todo t > 0, por lo que gracias
a la 1-desigualdad de Poincaré se tiene

Ayl o) 1wy < TV (u(s)), s > 0. (4.17)
Esta desigualdad es claramente cierta si |[v(s)||z1(v,,) = 0. Por tanto, por (4.16)

y (1)

1
ol < [ 16 zrads < 3
(Viw)

/t TV (v(s))ds, t > 0. (4.18)

Por otro lado, por la Proposicion

1d

d
—3 dtHe*mluonLz(wm = - Z dye™ B rug %efmluo =TV (e Prug),

zeV
y, por tanto,

t

Lo ia —sA
5”6 ! IUOH%Z(V,I/) ||u0||L2(Vu < - TV (e "™ ug)ds

TV

c\h

lo que implica

t
1
/ TV (v(s))ds < §||U0||%2(v,u)a t>0.
0

Por tanto, por (4.18)),

1 ||u0||%2(vu)
o)Ly vy < T . 2 t>0,
2- A(V,w) t
lo que concluye la prueba. O

Con este Teorema ya tenemos un resultado de velocidad de convergencia del
flujo variacién total si nuestro grafo satisface una 1-desigualdad de Poincaré. Re-
sulta que podemos mejorar las conclusiones si el grafo cumple una 2-desigualdad
de Poincaré.
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Teorema 4.2.3. Supongamos que v es una medida de probabilidad. Si (V,w) sa-
tisface una 2-desigualdad de Poincaré, entonces, para toda funcion ug € L*(V,v)

—tAq

+
IE ug — V(u0)||L2(V,l/) < <||u0 —v(uo)||L2(v,) — /\%V,w)t) para todo t > 0,

donde (-)* denota la parte positiva de la funcidn, es decir, f+(z) = max{f(z),0}.
En consecuencia,

|Juo — V(“O)Hm(v,y)

e By =v(ug) VE>1T= 3

2
(V7w)

Demostracion:

Sea ug € L?(V,v). Denotemos por u(t) = e~ *Atug y v(t) = u(t) —v(up). Por el
Teorema [£.1.7] es facil ver que Aju(t) = Ajv(t) (dado que sign(u(y) — u(z)) =
sign(v(y) — v(x)) para todo z,y € V). Por tanto se tiene

d
%v(t) € Ao(t), t > 0.

Notemos también que v(t) € BV (V,v), de hecho, por [5, Teorema 3.7| se tiene
que v(t) € D(Ay) C BV(V,v) para todo ¢ > 0.

Por el Teorema existe g € L>®(V x V,v ® m,) antisimétrica con
19¢l| Lo (vxvv@m,) < 1 tal que

1
i Z (@, Y)wey = %v(t)(x) para todo z € V y todo ¢ > 0, (4.19)
® yev
y ademas
- Z gt(z,y)v(t)(x)wey = F(v(t)) = TV (v(t)) para todo t > 0.  (4.20)
z,yeV

Multiplicando (4.19) por v(t)(x)d, y sumando en todos los = € V', por (4.20) se
tiene que
1d

5 > (dev(t)(2)?) + TV (v(t)) = 0.

zeV

Por la Proposicion [4.1.12] v(u(t)) = v(ug) para todo ¢ > 0, y, como (V,w)
satisface una 2-desigualdad de Poincaré, se tiene:

/\%v,w)HU(t)HLZ(V,u) < TV(v(t)) para todo t > 0.

Por tanto,
1d
2.dt

Integrando esta ecuacion diferencial ordinaria, obtenemos

1022 vy + Ay 0 @I[72(v,) < 0 para todo ¢ > 0.

+
0|2 (v < <||v(0)\|L2(V7V) — /\%va)t) para todo ¢ > 0,
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es decir,

+
Ju(t) = v(uo)ll 2 v,y < (HUO —v(uo)|lLz(v,) — A?V’“’)O para todo t > 0,

como queriamos probar. O
Gracias a la Proposicién [3.1.6] podemos enunciar el siguiente Corolario:

Corolario 4.2.4. Sea (V,w) un grafo con pesos finito. Entonces para toda fun-
cion ug € L*(V,v),

He_tAlu() - V(UO)HLz(v,u) S )‘?V,w)(f_ DR
donde
= Muo —v(uo)llL2(v)
= v :
(V7w)

Por consiguiente,
e g = v(ug) para todo t > 1.

Hemos de observar que tanto en el Teorema [£.2.2 como en el Teorema [£.2.3]
si suponemos que v(V) = oo, tomando uy € L*(V,v) N LY(V,v) con v(ug) =
0, podemos proceder de forma similar para obtener las mismas conclusiones
cambiando v(ug) por 0. Es decir, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.2.5. Sea (V,w) un grafo con pesos con v(V) = oo. Sea ug €
L2(V,v) N LY (V,v) con v(ug) = 0.

(1) Si (V,w) satisface una 1-desigualdad de Poincaré, entonces

L ol

7tA1u ||
0 (V) — 1
L) = 3. Y P

He para todo t > 0.

(11) Si (V,w) satisface una 2-desigualdad de Poincaré, entonces

—tAq 2 +
||e uoHLQ(V,V) < (Hu0||Lz(V’V) — )\(Vw)t) para todo t > 0.

4.3. La constante de Cheeger y los conjuntos ca-
librables

Definicién 4.3.1. Dado Q CV con 0 < v(Q) < v(V), definimos la constante
de Cheeger de 2 como

h1(92) = inf {fég)) :ECQu(E) > O} . (4.21)

Diremos que E C Q es un conjunto de Cheeger de Q2 si E minimiza (4.21),
es decir, si
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Diremos ademds que ) es calibrable si Q) es un conjunto de Cheeger de si
mismo.

Para simplificar la notacion, dado @ C V con 0 < v(Q2) < v(V), definimos

P(Q)

Aq = R

En esta seccion veremos la relacién de los conjuntos de Cheeger con el 1-
Laplaciano. De hecho veremos que el hecho de que un conjunto €2 sea calibrable
es equivalente a que cierta funcién esté en Ajxq.

Para ver este resultado, antes debemos estudiar dos Lemas previos.

Lema 4.3.2. Sea Q C V con 0 < v(Q) < v(V). Supongamos que eziste una
constante X > 0 y una funcion 7:V — R tal que 7(x) =1 para cada x € Q y

—AT € A1xq en V.
Entonces A = \q.
Demostracion:

Por el Teorema [4.1.7] existe una funcion g € L= (V x V,v®m,,) antisimétrica
con [|g|[ee (v xvivem,) < 1 tal que

1
4 Z g9(z, Y)wgy = AT(z) paratodoz eV
* yev

— Y 9@, y)xa(@)wsy = Fxa) = P(Q),

z,yeVv

donde en la altima igualdad hemos usado la Proposicion Por tanto,

A(Q) = dodr(z)x0(x)

zeV
Y d [ S gl ey | vol@)
dy ’ Y
zeV yev
= P(Q).
Por consiguiente se tiene que
P()
A= =A
Z/(Q) Q)
como queriamos probar. O

Lema 4.3.3. Sea Q CV con 0 < v(Q) <v(V) y7:V — R una funcién tal
que 7(x) = 1 para todo x € Q. Entonces:

AT € A1xq en V <= —AqT7 € A0 en V. (4.22)
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Demostracion:
La implicacién hacia la derecha se tiene facilmente dado que, dada u €
L*(V,v),
OF (u) C 9F(0).
Veamos el reciproco. Por el Teorema[d.1.7] existe una funcion g € L (V xV,v®
m,) antisimétrica con |[|g|| oo ( val,@)mz) <1 tal que

“Ao7(x) = —— Z T, Y)wgy para todo x € V.
yEV

Multiplicando esta ecuacion por d;xq(x), sumando en x € V' y usando que g es
antisimétrica llegamos a:

P(Q) = Aar(Q2 —/\QZdT

zeV

= - Z x y XQ W:Ey

z,yeVv
=5 Z (y) = xa(z))way

z,yeV

1

<3 > Ixa®) = xa(@)lwsy = TV(xa) = P(Q),

z,yeVvV

donde hemos usado la Proposicién en la tltima igualdad. Por tanto, la
desigualdad anterior es en realidad una igualdad, por lo que se ha de tener que

g(x,y) € sign(xa(y) — xa(z)) para (v ® m;) — casi todo punto (z,y) € V x V,
por lo que
AT € AjxgenV

como queriamos ver. O

Ya podemos enunciar y demostrar el resultado que habiamos anticipado al
iniciar esta seccién, que nos va a dar condiciones necesarias y suficientes para
ver cudndo un conjunto es calibrable.

Teorema 4.3.4. Sea Q CV con 0 < v(Q) < v(V). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) Q es calibrable,

(11) existe A > 0 y una funcion 7 : V. — R con 7(z) = 1 para todo x € Q tal
que
AT € A1xq en'V, (4.23)

(111)
—do7* € A1xa en'V,
con T definida como:
X 1 six € Q,
T (.’IJ) = { 1 .

—3gMa(2) sizeV\Q
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Demostracion:
(i3i) = (ii) : Trivial.

(#4) = (i) : Supongamos que existe una funcion 7: V. —-Rcont=1en Q y
satisfaciendo (4.23). Por el Lema se debe tener que A = \q. Por el Teorema
4.1.7, ha de existir una funcién g € L>(V xV,v@m,) con ||g|| L (v xv,vem,) < 1
tal que

1
“a 9(x, Y)wey = AaT(x) para todo z € V,
yev
y ademas
— Z z,y)X(T)wey = F(xa) = P(Q).
z,yeVv

Sea F' C Q con v(F) > 0. Entonces, como g es antisimétrica:

Aav(F) = Ag Z do7(2)xF(2)

zeV
= - Z ay XF wxy
z,yeV
=5 Z (y) — XF(2))way
z,yeVv
1
< 5 Z IxF(y) — XF(x)lwzy = P(F),
z,yeV
por lo que
P(F
Ao < (F) = A\r para todo F' C Q con v(F) > 0,
v(F)

por lo que h1(2) = Aq v, por tanto, Q) es calibrable.
(7) = (4%9) : Dada una funcién w : V' — R, vamos a denotar

E(u)={z eV :u(z) >t}.
Es facil ver que para toda funcién v : V — R y todo = € V se tiene:
oo 0
ue) = [ xm@at= [ (0= xmu@)i

Supongamos que €2 es calibrable. Veamos que, con 7* como en el enunciado del
Teorema se tiene que —Aq7* € A40, es decir,

Aot € OF(0). (4.24)

Por el Lema[4.3.3] esto es equivalente a que \o7* € A;xq, que es lo que quere-
mos ver.
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Sea w € L*(V,v) con F(w) < +o0c. Por un lado, tenemos que

e’} 0
w(z) = /0 Xy ()1 — / (1= Xy (@),

—00

y por otro lado

S dort@) =3 d, - Z doma (Q) = () — %P(Q) — () — v(Q) =0,

zeV IS Y] IGV
por lo que
+oo
3" dodar (@)w(z) AQ/ > doT ()X B, (w) (2)dE. (4.25)
zeV - zeV

Ahora, usando que 2 es calibrable y que 7* = 1 en Q:

)\Q/ Zd T XEt w)( )dt

zeV

—+o0 “+o0
AQ/ v(Ey(w) N Q) dt—i—)\g/ > dur(w)dt

oo

TEE (w)\Q
+o0 +oo
< / P(E,(w) N Q)dt 4+ \g / > det(@)dt.
o0 T 2B (w)\Q

Por la Proposiciéon y la formula de coarea:

+oo
/ P(Ey(w) N Q)dt
+oo —+o0

- P(Ey(w) N Q)dt + / P(E,(w)\ Q)dt

— 00 — 00

“+o0

+oo
_/ L (Ey(w )\Q,Et(w)ﬂQ)dt—/ P(E,(w)\ Q)dt

— 00

+oo
/ w) \ Q, By (w) N Q)dt

—+o0

— Flw) - / P(E,(w)\ Q)dt + / SL(Ey(w) \ 2, Ey(w) N Q)dt.

Sea
I—_ /+°° P(Ey(w) \ Q)dt + /+oo 2L(E(w) \ Q, Ey(w) N Q)dt

Si vemos que I < 0 entonces ya tendriamos (4.24) y por tanto ya habriamos
probado la implicacién que queremos. Como

P(Ey(w) \ Q) = L(Ey(w) \ @,V \ (Ei(w) \ )
= L(Ey(w) \ 2, (EBe(w) N Q) U (V' \ Et(w)))
= L(Ey(w) \ Q, Ey(w) N Q) + L(Ey(w) \ 2,V \ Ey(w))
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y ademas 7*(z) = —%mz(Q) para x ¢ €, tenemos que:

+oo

+oo
1:—/ LB (w)\ O, V\Et(w))dt+[ L(E, () \ Q, By (w) N Q)dt
/+C>O Z Zwrydt

2€E (w)\Q yeR
+o0 400
< [ LE@\Ew) - [ LEw)\0.0) <0
— 00 — 00

donde hemos usado que si A, B C {2, entonces L(A, B) < L(A, Q). Por tanto
I <0 como queriamos ver, lo que concluye la prueba de esta implicacién y por
tanto del Teorema. O

Vamos a ver ahora que el hecho de que un conjunto de vértices sea calibrable
depende tnicamente del conjunto en si mismo, y no de las propiedades del
conjunto total de vértices V.

Proposicion 4.3.5. Sea Q2 CV con 0 < v(Q2) < v(V). Entonces 2 es calibrable
si y solo si existe una funcion antisimétrica g : Q x Q — R tal que

lg(z,y)| <1  para (v @ my) — casi todo punto (z,y) € Q x Q,

)\9:772 T, Y)Wey + 1 —mg(Q), pare z € Q.
T yeq

Demostracion:

Supongamos que ) es calibrable. Por el Teorema esto es equivalente
a que exista una funcién g € L>®(V x V,v ® m,) antisimétrica con g(x,y) €
sign(xa(y) — xa(z)) en (v ® my)—casi todo punto (z,y) € Q x Q que satisface

——Z (,y)wey = Aq  para todo x € Q,
yEV

1
m, () = = Z g(z,y)wzy paratodo z € V\ Q.
z yeVv

Por tanto, dado = € €2, se tiene:

1 1
Ag =— d g(:L' y)wzyffd ngywmyfd* Z mywzy
yeV yeN cV\Q

1 1
== 9(@,y)way + ma(V\ Q) = LTZ Y)way + 1 —mg (),

d
T yeq €N

donde hemos usado que g(z,y) = —1sixz € Qey € V\Q. Por lo que ya tenemos
la funcién que queriamos.
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Reciprocamente, supongamos que existe una funcion g en 2 x Q que satisface
las hipotesis del Teorema. Por el Teorema para ver que  es calibrable
basta hallar una funcién g antisimétrica con g(x,y) € sign(xa(y) — xa(z)) tal

que
{ )\Q - ZyEV g(w y)wmy z €
my () = d% Zyev 9@, y)wey €V \ L
Como se ha de tener que g(z,y) = —1siz € Qey ¢ Qy glx,y) = 1si
x ¢ Qey e laecuacion es equivalente a

{ Ao = d ZyEQ g(:E y)wxy mz(v \ Q) T €
mw(Q) = df Zer\Q g(.%‘ y)wwy + mw(Q) zeV \ Q.
Tomando §(z,y) = g(z,y) si z,y € Q se ve que se cumple la primera igualdad,

y definiendo §(z,y) = 0 si z,y € V' \ Q se cumple la segunda igualdad, lo que
concluye la prueba.

(4.26)

O

Definicién 4.3.6. Diremos que un par (\,u) € R x L2(V,v) es un autopar del
operador —Ay en V si

(1) |JullLr vy =1y

(11) eziste & € sign(u) (en el sentido de que £(x) € sign(u(x)) para todo
x € V) tal que
X € OF (u) = —Aqu.

Diremos que u es una autofuncion de —Ay y que X es un autovalor de —/Aq
asociado a u.

Podemos observar que si tenemos un autopar (A, u) de A; entonces (A, —u)
también es un autopar de A;. Ademas, por el Teorema [I.1.7] sabemos que el
hecho de que (A, u) sea un autopar de —A; es equivalente a que exista una
funcion antisimétrica g € L®(V x V,v @ m;) con ||g]|pevxv,vgm,) < 1 tal
que:

= Yyev 9(z,y) 7 = M(x) para todo z €V,
g(z,y) € sign(u(y) — u(x)) para (v ® m,) — casi todo punto (x,y) € V x V.
(4.27)
Por otro lado, como A = TV(u) se ha de tener que
A=TV(u Z lu(y Z)|wWay
z,yeV
1
<3 > (u)] + [u(@)awy = )l vy = 1,
z,yeV
por tanto,
0<A <1

Asimismo, gracias al Teorema podemos deducir la siguiente relacién
entre los conjuntos calibrables y los autopares de —A;.
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Teorema 4.3.7. Sea Q CV con 0 <v(Q2) <v(V). Se tiene:

(1) Si (Aq, m) es un autopar de —/\1, entonces ) es calibrable.

(11) Si Q) es calibrable y
m.(2) < Aq  para todo x €V (4.28)

entonces (A\q, ﬁxg) es un autopar de —A.

Demostracion:

(1): Como (Agq, m) es un autopar de —A;, existe una & € sign(xq) tal

que —Aoé € Ai(xq). Por tanto, por el Teorema Q es calibrable.
(11): Si €2 es calibrable, por el Teorema se tiene que

—AoTF € Aixq enV,

con
{1 siz e

—%mw(Q) sizeV\Q
Por [|.2§), 7* € sign(xq), por lo que (Aq, ;a5 ) € un autopar de —A;.
O

4.4. La constante de Cheeger y la variacién total

En esta seccién vamos a ver la relaciéon entre la constante de Cheeger de
todo el grafo con la variacion total de un cierto espacio de funciones. De hecho,
veremos que podemos caracterizar esta constante de Cheeger como el infimo de
la variacion total de estas funciones. Ademas, probaremos una desigualdad de
Cheeger con el hueco espectral del laplaciano, lo que nos permitird ver que la
constante de Cheeger del grafo es positiva si y solo si se cumple una desigualdad
de Poincaré o una desigualdad isoperimétrica.

Vamos a asumir que la medida v asociada a (V,w) es una medida de proba-
bilidad.

Definicién 4.4.1. Diremos que (V,w) satisface una desigualdad isoperimétrica
st existe una constante X > 0 tal que

Amin {v(D),1 —v(D)} < P(D) para todo D CV. (4.29)

Se puede ver facilmente que si (V,w) satisface una desigualdad de Poincaré
(ver Definicién [3.1.1]), entonces, dado D C V, tomando f = xp se puede ver
que

Var,(f) = v(D)(1 - v(D))
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y que .
H(f) = 3P(D),

por lo que la desigualdad de Poincaré nos dice que
MWw(D)(1 = (D)) < %P(D).
Ahora, usando el hecho de que si x € [0, 1], entonces
min{z,1 —z} <2z(1 —z) < 2min{z,1 — z},

por lo que la desigualdad de Poincaré implica que (V,w) satisface una desigual-
dad isoperimétrica. Reciprocamente, la desigualdad isoperimétrica implica que

(D)1 — (D)) < P(D).

Recordemos que la constante de Cheeger del grafo (V,w) se define como

h(V) = inf { P

1
D) :DcV,0<u(D)§2}. (4.30)

Podemos ver por (4.1) que h(V) < 1. Ademas, si h(V) > 0, entonces h(V) es la
mejor constante en la desigualdad isoperimétrica (4.29).

Definicion 4.4.2. Dada una funcion u : 'V — R, decimos que pn € R es una
mediana de u st

v{z eV ulz) <pu}) <

M| —

y v({{zeViu(r)>p}) <

DN | =

Al conjunto de medianas de u lo denotaremos med, (u).

Proposicion 4.4.3. Dada una funcion u : V — R, se tiene que
€ medy (u) & —v({u=p}) < v({u > u}) - v({u < u}) < vl({u = p}).

Demostracion:
Supongamos que p € med, (u). Se tiene que

1= v({u > u}) +v({u < u}) + v({u = p})
< vl({u<ph) +vfu=pu) + 5,
por lo que .
v({u <p}) +v({u=p}) 2 5 2v{u>u}),

de lo que se sigue la primera desigualdad. La segunda se tiene de forma anéaloga.
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Reciprocamente, supongamos que se tienen las dos desigualdades de la de-
recha. Se tiene entonces que

L=v{u>p}) +v({u <p}) +v({u=p})
<2v({u < pp) +v({u=p})) =2(1 = v({u > p})),

por tanto,
1<2-20({u> p}),

de lo que se sigue que

v(fu> ) < 3.

Usando la otra desigualdad obtendriamos la desigualdad analoga para v < p,
por lo que se tiene que p € med, (u) como queriamos ver.

O
De esta ultima proposicion se sigue facilmente que
0 € med, (u) < 3 € sign(u) tal que Z d.&(z) =0. (4.31)
zeV
Definicion 4.4.4. Vamos a denotar
(V) = {u cL'(V,v): llullpr(vy =1y0€ med,,(u)}
Y
AT(V) =f {TV(u) : w e I(V)}. (4.32)

Vamos a probar ahora un resultado que nos va a dar una caracterizacién
variacional de la constante de Cheeger de V' en términos de la variacién total
de las funciones en II(V). El resultado es el siguiente:

Teorema 4.4.5. Se tiene la siguiente caracterizacion de la constante de Chee-
ger:

Demostracion:
Sea D C V con 0 < v(D) < %, entonces 0 € med, (xp). Por tanto,

P (V) < TV (V(lD)TV(xD)) _ ng;;

tomando infimos en D se tiene que
ATH(V) < h(V).

Probemos la desigualdad contraria. Sea u € II(V), es decir, u € L'(V,v) con
llul[Lr v,y =1y 0 € med, (u). Denotando por Ey(u) = {z € V : u(x) > t}, por
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la formula de coarea se tiene

400 +oo 0
TV(u):/ P(Et(u))dt:/o P(Et(u))dzH—/i POV \ Ey(u)dt

— 00

0

+oo
>hV) [ B nW) [ AV B

— 00

= h(V) (Z dyut(2) + ) dﬂf(x))

zeV zeV
=h(V)llullr(v,p) = R(V).

Tomando infimos en u obtenemos
AT(V) = h(V)

como queriamos ver, lo que concluye la prueba. O

Recordemos que en el capitulo [2] probamos las siguientes desigualdades de
Cheeger para el primer autovalor no nulo del laplaciano de un grafo con pesos
con un conjunto de vértices finito:

donde \; era el primer autovalor no nulo de Laplaciano del grafo. Vamos a
probar ahora que se tiene una desigualdad parecida con el hueco espectral del
Laplaciano.

Teorema 4.4.6. Se tiene la siguiente desigualdad de Cheeger:

2
MUY < gap() < 2n(v).
Demostracion:
Sea (fn)n C L?(V,v) con v(f,) = 0 para todo n tal que

o 2H ()

= gap(L).
n—o0 ||fn||2L2(V7V)
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Consideremos i, € med, (f,), entonces tenemos:
AH(fn) = zejv(fn(y) — fin = (fa(@) = pin))way
—%%n— — (fula) = )t
: y(e(fn( ) — )_ (fn( ) = bn) ) Pway
—ge:‘/ — (fal@) = tn) ") way
+ }g;/ (fa(y) = pn)™ = (fal@) = pn) ™) way
-2 yz ((fay) = ma)* = (ful@) = pn)¥)x
x ((g}z?yv) —pin)” = (fo(@) = pn) " Jway-
Es facil ver que
- > ((Ualy ~(fa(@) = pn) ") ((fa(y) = pn) ™ = (fal@) = pn) " way = 0,

z,yeV

y, por otro lado, como v(f,) = 0 se tiene:

o f@)de < (fal@) = ) de

eV eV
Por tanto,

4H(fr) o Tayev(Un(y) = )" = (Fal@) = pn) ") ey

anH%z(V,y) B Zggev((fn( T) — pn)T)2dy + erv((fn(x) — pin) " )%dy
> wev (Fa(y) = n) ™ = (fa(2) — 1) ™) way

+

Teniendo en cuenta que

a+b a c
>mind -, = +
c—i—d_mm{b’d} para a,b,c,d € RT,
y que
> ((Fal@) = ) T)?de + D ((fal@) = pn)7)?da > 0,
zeV zeV

podemos asumir sin pérdida de generalidad que

Y ((fal@) = pa)™)? >0,

zeV

ZmEV((fn( ) /j’n) )2d +Zm€V(( ( )_Mn)7)2dz
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Yy que

4H(fn) > Zx,yev((fn(y) - .un)Jr - (fn(x) - Nn)+)2wzy
an”%‘Q(V’y) - erv((fn(x) - /~Ln)+)2dz .

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene:

D (Ul = 1)) ™) = (@) = 1) )| way

z,yeV

Nl

- ( D ((Faly) = )™ = (fule) - #n)ﬂ%“"y) g

z,yeVv

N

x ( Z ((fuly) — ,Un)Jr + (fulz) — /‘n)Jr)Qny)

z,yeV

Por otro lado, es facil ver que

> () = )t + (@) = ) Peomy <43 (@) = ) )2 de

z,ycV zeV

Por tanto:

4H (fn) > %Zmﬁyev ‘((fn(y) - /~‘n)+)2 - ((fn(37> - Mn)+)2| Wy 2
erv((fn(x) - M7z)+)2dw ’

Como 0 € med,(f,), por el Teorema obtenemos:

T By =

hvy)? < U
o,

Tomando limites cuando n — oo, conseguimos
(h(V))? < 2gap(L).

Veamos la otra desigualdad, para ello asumamos que gap(L) > 0 (si gap(L) = 0,
por la desigualdad que hemos probado se tendria que h(V) = 0, por lo que seria
trivial). Si gap(L) > 0, se tiene por (4.29) y la observacion posterior que:

. 2
min {v(D),1 —v(D)} < gap(D)

P(D) paratodo D CV con0<v(D)<1,

de lo que se sigue que
gap(L) < 2h(V),

como queriamos ver, lo que concluye la prueba. O
Una consecuencia inmediata de este Teorema es el siguiente Corolario:
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Corolario 4.4.7. Sea A CV conv(A) = % y sea u = xa — Xv\a. Entonces:
(1) (V)= 1:((:2)) S u=xa— Xv\a minimiza (4.32).

(11) w minimiza (4.32) y gap(L) = 2h(V) < u minimiza (3.6)).

Agrupando todos estos resultados podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 4.4.8. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) (V,w) satisface una desigualdad de Poincaré,

(b) gap(L) >0,
(c) (V,w) satisface una desigualdad isoperimétrica,

(d) h(V) > 0.

4.5. La constante de Cheeger y los autovalores
del 1-Laplaciano

En esta seccién vamos a estudiar la relacion de los distintos autovalores del
1-Laplaciano con la constante de Cheeger del grafo. Ademéas veremos una cota
para esta constante de Cheeger en términos de los autovalores no nulos del 1-
Laplaciano. Por ultimo, veremos que si la constante de Cheeger de un grafo es
un autovalor del 1-Laplaciano, entonces tendremos que un cierto conjunto y su
complementario son calibrables.

Vamos a asumir de nuevo que la medida v es una medida de probabilidad, si
bien todos los resultados que vamos a ver son ciertos siempre que la medida sea
finita dado que los valores de A\ = I;(—g)) y los autovalores de —A; permanecen
igual.

Proposicion 4.5.1. Sea (A, u) un autopar de —A;. Entonces:
(1) A=0< u es constante, es decir, u=1 0o u = —1.

(11) X\ # 0 & existe § € sign(u) tal que ) .y §(x)dy = 0.

Demostracion:

1. (=) Supongamos A = 0. Entonces existe una funcion £ € sign(u) tal que
TV(u) = u(@)X(x)dy = 0.
zeV

Por|4.0.7] se tiene que u es constante, ademads, por ser autofuncion, ||u|[1(v,,) =
1. Por tantou =10 u = —1.

(<) Si u es constante, por [£.0.7] TV (u) = 0. Por tanto, A = TV (u) = 0.
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2. (<) Supongamos que A = 0, por lo anterior esto implica que u = £1, lo
que contradice la existencia de § € sign(u) tal que )\, d.&(z) =
(=) Existe una funcion ¢ € sign(u) y una funcion g(z,y) € L>®(V x
V,v ® m,) antisimétrica con ||g||re= v xv,yv@m,) < 1 satisfaciendo (4.27),
por tanto, por la anitisimetria de g(z,y) se tiene:

A @)de == ) gla,y)wey = 0.

zeV z,yeV

Como A # 0, se ha de tener que

> &x)d, =

zeV

U

Podemos observar que tanto (0,1) como (0, —1) son autopares de —A;. Gra-

cias a (4.31) podemos enunciar el siguiente Corolario inmediato de la proposi-
cion:

Corolario 4.5.2. Si (\,u) es un autopar de —A, entonces
A# 0«0 € med,(u).

En particular, observamos que si A # 0 es un autovalor de A;, entonces
va a existir una autofuncion u asociada a A tal que el conjunto de nivel Fy(u)
tiene medida v positiva, lo cual nos serd muy util mas adelante. De hecho,
para cualquier autofuncién u asociada a A, o bien w o bien —u cumplird esta
condicién.

Proposicion 4.5.3. Sea t > 0. Si (A, u) es un autopar de —A; con A > 0y
v(E¢(u)) > 0, entonces ()\, i Et(u))XEt(u ) es un autopar de —A1, A= Ag,(u) Y
Ey(u) es calibrable. Ademds, v(Ey(u)) < 3.

Demostracion:

Por el Corolario [4.5.2 v(Ey(u)) < 3y, por tanto, v(E(u)) < % para todo
t > 0. Por otro lado, como (A, u) es un autopar, existe una funciéon & € sign(u)

y g € L>*(V x V,v ® my) antisimétrica con g(z,y) € sign(u(y) — u(z)) tal que

- Z (7,y) wzy = X{(z) paratodoxz € V.
yev

Sea t > 0 tal que v(E;(u)) > 0, entonces:

-1 six € Ey(u),
&(x) { c[-1,1] sizeV\ E(u),
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por lo que & € sign(x g, (u))- Por otro lado,

€[-1,1] siz,ye Eiu),

=_1 six € Ey(u),yeV\ t(u),
9(z,y) =1 sixeV\Ei(u),y€E

€[-1,1] siz,yeV\ Ei(u),

por lo que g(z,y) € sign(Xg, () (¥) — XE,(u)(2)). Por tanto, (A, WXEMO
es un autopar de —A;. Por el Teorema y el Teorema se tiene que
A= Ag,(u) Y que Et(u) es calibrable, como queriamos probar. O

Veamos ahora que podemos acotar la constante de Cheeger por cad uno de
los autovalores de —A;.

Teorema 4.5.4. Si A # 0 es un autovalor de —Aq, entonces
h(V) < A.

Demostracion:
Por la Proposicion [£.5.3] y la observacion anterior a la misma, se tiene que

0 < v(Eo(u)) < % y ademas, por (£.2) se tiene

P(Eo(u))

1
") < ) T <u<Eo<u>>XE“<“)) =

O

De hecho, en el caso de grafos finitos, se tiene que el primer autovalor no

nulo de A; es precisamente la constante de Cheeger del grafo h(V') (ver [8]).

Si bien no vamos a probar ese resultado, si vamos a ver que cuando el infimo

en se alcanza, se tiene que la constante de Cheeger del grafo h(V) es un
autovalor de —Aj.

Teorema 4.5.5. Sea Q CV con 0 < v(Q) < 5. Entonces:

1
3-

(1) Si @ y V\ Q son calibrables, entonces ()\Q, ﬁxg) es un autopar de
—Aq.

(11) Si h(V) = Aq, entonces Q y V \ Q son calibrables.

(1) Si h(V') = A\q, entonces ()\Q, @ )XQ) es un autopar de —A;.

Demostracion:
Lo primero que debemos observar es que como v(2) < %,

Ana < Aa- (4.33)
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(1): Por la Proposicion [4.3.5] como © y V'\ Q2 son calibrables, existen funciones
gren QxQygsen (V\Q)x (V\Q) antisimétricas tales que

—1<gi(z,y) <1 para (v ® m,) — casi todo punto (z,y) € Q2 x

—1 < go(z,y) <1 para (v®m,)—casi todo punto (z,y) € (V\Q)x(V\Q),

y que ademas cumplen

1
g = - Z 91(x, Y)wgy +1 —my(Q) para todo z € Q, (4.34)
T yeQ

y

Ao = _di Z 92(z,y)wey +1 —my(V \ Q) para todo z € V' \ Q.
T yev\a

(4.35)
Por tanto, tomando

gl(x7y) si z,y € Q?
) -1 sizeQyeV\Q,
g(w,y) = 1 sizeV\QueqQ,
—g2(z,y) sizyeV\Q,

tendriamos que g(z,y) € sign(xa(y) — xa(z)), ademas, por (4.34),

1
Ao = L ;/g(z,y)wxy para todo z € ,
y

¥, por y ([4.39),

1

“do < Ao = - Z 9(z, Y)wgy < Ao para todo z € V'\ Q.
* yev

Por tanto, por (4.27), obtenemos que ()\Q, ﬁXQ) es un autopar de

—A;.

(11): Como h(V) = 1:((3)) y 0 <v(Q) < 1, tenemos que h(V) = hy () = 1:((3)),
por lo que 2 es calibrable. Supongamos que V' \ € no lo es, es decir, que
existe un conjunto £ C V' \ Q tal que v(E) <v(V\Q)y

)\E < >‘V\SZ-
Por (4.33)), esto implica que v(E) > % ya que si no
(V) < Ae < Ana < Aa = R(V),

que es una contradiccion. Ademas, v(E) < v(V\Q) y Ag < Ay\q, por lo
que
P(E) < P(V\Q)=P(Q).
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Sin embargo, como V(E) 1, se ha de tener que v(V \ E) <  y, obser-
vando que v(Q) <v(V'\ E) dado que E C V' \ ©, llegamos a que

o PB) PO

TETWVAE) T (@)

lo cual es una contradiccion. Por tanto, V' \ © es calibrable.
(111): Esta afirmacion es una consecuancia directa de (i) y (ii).

O
Como consecuencia de este resultado, tenemos el siguiente Corolario:

Corolario 4.5.6. Si h(V) es un autovalor positivo de —Ay, entonces, para
cualquier autofuncion u asociada a h(V) y cualquier t > 0 tal que v(E¢(u)) > 0,

(h(V), V(Et(u))XEt( )) es un autopar de —Ay, v(Ey(u)) < 5 y

Ademds, tanto Ei(u) como V' \ E¢(u) son calibrables.



Capitulo 5

Modelo ROF en L*(V,v)

En este capitulo, vamos a esutdiar el modelo ROF con término de fidelidad
en L?(V,v), donde vamos a asumir que v es una medida de probabilidad. Este
modelo se ha usado ampliamente en el tratamiento de imagenes, en concreto,
se ha usado para limpiar imagenes con ruido. En nuestro contexto, vamos a
tener una imagen con ruido f : 2 — R, y queremos obtener la imagen sin ruido
u: = R, que estaran relacionadas mediante

f=u+n,

donde n es el término de ruido. El modelo ROF que vamos a estudiar es el
siguiente:

A
win {7V () + 5l = faqv - u € L2V | (1)

donde f € L?(V,v) y A > 0 es un pardmetro de escala que medira la diferencia
entre f y u. Para simplificar la notaciéon, escribiremos:

A
Gu, f,A) =TV (u) + §||U - f||2L2(v,y)7 ue LA(V,v).

Lo primero que vamos a probar, es precisamente que existe una tnica funcion
en L%(V,v) que minimice G(-, f,\), y ademas vamos a caracterizarla como la
solucién de una ecuacion usando el 1-Laplaciano.

Teorema 5.0.1. Para toda f € L*(V,v) y X\ > 0, existe una tnica funcion mi-
nimizante uy del problema (5.1). Ademds, uy es la unica solucion del problema

Au— f) € Ar(u). (5.2)

Por tanto, uy € L*(V,v) es la solucion del problema (5.1) si y solo si existe una
funcion g € L=°(V x V,v ® m;) antisimétrica tal que

AMux = f) = divg(g) (5.3)
Y
g(z,y) € sign(ux(y) —ux(z)) para (v ® my) — casi todo punto (x,y) € V x V.
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Demostracion:
Sea f € L?(V,v), y sea {un}nen C L?(V,v) una sucesién minimizante de
(5.1), es decir,

a=inf {G(u, f,\) 1u e L*(V,v)} = lim G(un, f, A).

Se tiene que

A

lunlliz v < llun = fllZz) + 112200

2
Xg(una fa /\) =+ ||f”2L2(V,1/)7

IN

por lo que {u,}nen C L3(V,v) es una sucesién acotada. Por tanto, podemos
asumir, puede que restringiéndonos a una subsucesién, que

U, — uy débilmente en L*(V,v).

Por tanto, por la semicontinuidad de la norma en L?(V,v) respecto a la conver-
gencia débil de L?(V,v) y por el Corolario [4.1.4]

Gu, f,A) < liIr_l)infg(un,f, A) =a,

por lo que efectivamente u) es una funcién minimizante de (5.1]). La unicidad se
obtiene a partir de la convexidad de TV (-) y la convexidad estricta de ||~||%2(V -

Como uy minimiza[5.1] tenemos que 0 € dG(uy, f,A). Ahora, denotando por

®(u) = 3|ju— fH%z(V,,)a por [5, Corolario 2,11] se tiene:

G (u, f,\) = OF (u) + 0P(u), (5.4)
por lo que
0 € 0G(un, f,X) = OF (ux) + Aux — ),

como afirmébamos en (5.2)). Por otro lado, (5.3) se sigue del Teorema [4.1.7 O

Vamos a introducir un espacio de funciones que son la divergencia de al-
guna funcién en X?2(V,v), donde veremos que podemos acotar la norma de la
diferencia entre la funcion objetivo y la imagen con ruido.

Definicion 5.0.2. Denotaremos
GV,v)={feLl*V,v): 3z € X*(V,v): f = diva(2)}, (5.5)
el cual consideraremos con la norma
1711 = tnf {|l2l| o (vsvome) : = diva(z)}

Siguiendo la prueba del Teorema [4.1.7] podemos ver que

11+ Sup{

> dof(@)u(x)

zeV

cue LA(V,v), TV (u) < 1} : (5.6)
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OF (u) = {v eGV,v) |||« <1, Z dyu(z)v(z) = .F(u)} . (5.7)
zeV
Por esta ultima igualdad, y el Teorema [5.0.1]} u, es solucién del problema

(5.1) siy solo si
f—uxeGV,v),

If —wualls < 5y (5.8)

A vev da(f(2) —ur(@))un(z) = TV (un).
De (5.8)), se sigue el siguiente resultado:

Proposicién 5.0.3. Sea f € L?>(V,v) y A > 0. Entonces uy = 0 es solucion del
problema (5.1) si y solo si

1
feG(V,v) y ademds ||f]]. < %
Si f € G(V,v) con ||f||« > %, entonces uy estd caracterizada por:
1
I ~walle = 5
Yy

A do(f (@) = ur(@)ua(w) = TV (uy).

zeV

Demostracion:
La primera parte se sigue de (5.8). Sea f € G(V,v) con [|f||. > &, por (5.8),

A = w)ll STy A dolf(2) = un(@)ua(@) = TV (un).

zeV

Como ||f]]« > %, sabemos que uy # 0, por tanto, por (5.6) tenemos:

A
IMF = )l 2 s wezvdm(f(:c) — ux(@))ux(z) = 1.
Por consiguiente,
1
1F = wll. = 5
lo que concluye la prueba. O

El modelo ROF que estamos estudiando nos ha llevado a la siguiente (BV, L?)-
descomposicion de la imagen con ruido f:

[=ux+ox,
(up,vy) = argmin {TV(u) + %||v\|%2(v7y) f=u+ v} .
(u,v)eL2(V,w)x L2(V,v)

Agrupando todos los resultado que hemos visto en esta parte, obtenemos:
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Corolario 5.0.4. Sea f € L*>(V,v) y A > 0. Para la (BV, L?)-descomposicion
(ux,vy) de f se tiene:

(1) vr € GV, lloalle < 3 9 AT ey on(@)un(e) = TV ().
(11) uy =0 si y solo sivy = f.
(111) Si f € G(V,v) con ||f||« > %, entonces

1
[loa]l« = N Y ademds A Z oa(@)ur(x) = TV (uy).
zeV

Proposicién 5.0.5. Sea f € L*(V,v). Si uy es la inica solucion de (5.1,

entonces
> daun(x) = > dof(2).

zeV zeV

Demostracion:

Por (5.3), se tiene que
AMux = f) = divg(g).

Por tanto, integrando respecto de v y usando la formula de Green (4.3]) con
u=1y z =g, obtenemos:

S do(ua(e) — f(2) = 3 dive(g)(@) =0,

zeV zeV

de donde se sigue el resultado. O

Vamos a construir ahora un minimizante de (5.1) para f = bu, donde u es
una funcién de L?(V,v) que cumple una determinada ecuacién involucrando al
1-Laplaciano.

Proposicién 5.0.6. Sean \,b > 0. Siu € L?(V,v) es solucion de
—u € Aqu, (5.9)

+ o .
entonces uy = (b— %) u es un minimizante de (5.1) con f = bu. Recipro-
camente, si ( — %)u minimiza (5.1) con f = bu, entonces u es solucion de

59).

Demostracién:
Sea a = (b— %)+ y sea u € L*(V,v) una solucién de (5.9). Supongamos que
b > %, por lo que a = b — % Entonces

AMau — f) = Mau — bu) = —u € Ay (u) = Aq(au).
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Por tanto, por el Teorema [5.0.1] au minimiza (5.1). Supongamos ahora que
b < %, por lo que a = 0. Como u es solucion de (5.9), por el Teorema [4.1.7]
existe una funcion g € L (V x V,v ® m,) antisimétrica tal que

—divg(g) = u
y
g(x,y) € sign(u(y) —u(x)) para (v ® m,) — casi todo punto (z,y) € V x V.

Si elegimos z = Abg, entonces ||z|[ Lo (v xvpem,) < 1Y

1
—Xdivc(z) = —bdivg(g) =bu=f
z(x,y) € sign(0) para (v ® m,) — casi todo punto (z,y) € V x V.

Por tanto,
—\f = —Xbu € 0F(0),

y, por el Teorema [5.0.1} 0 es una solucién del problema (5.1)) con f = bu.
Supongamos ahora que (b— 1) u minimiza (5.1) con f = bu. Entonces, por

el Teorema [5.0.1]
=X( b—f1 —bu) € OF( b—f1 )
5 u—bu 3 ) W

pero —A((b— 5) u—bu) = —uy OF((b — §) u) = OF (u), por lo que u es solucién
de (5.9)). O

5.1. El método de descenso del gradiente para el
modelo ROF

En esta secciéon vamos a demostrar que podemos aproximar la solucién del
problema ([5.1) mediante la solucion del siguiente problema de Cauchy:

vy € Ay (v(t)) — A(w(t) — f) en (0,T) xV,
(5.10)
v(0,z) = vo(x) para z € V,

con vg cumpliendo

> davo(w) =Y daf(x).

zeV zeV

Usando (p.4)), podemos reescribir (5.10) como el siguiente problema de Cauchy
abstracto en L2(V,v):

V'(t) + 0G(v(t), f,LA) 20 v(0) = vp. (5.11)
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Como G(-, f,\) es convexa y semicontinua inferiormente, podemos afirmar
que, dado un dato inicial vg € L?(V,v), el problema (5.11)) tiene una tnica
soluci6n fuerte v(t) (ver [5]). Por tanto, si definimos la solucién de como
una funcion v € C(0,T; L2(V,v)) N W51 (0, T; L2(V, v)) tal que v(0,z) = vo()
y que cumpla

AMov(t) — f) +ve(t) € Ar(v(t)) para casi todo t € (0,7T),
podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 5.1.1. Para toda funcion vy € L*(V,v), existe una tinica solucion
fuerte del problema (5.11) en (0,T") para todo T > 0.

De hecho, vamos a ver que la solucién del problema ([5.11)) conserva la masa,
es decir, que conserva la media del dato f.

Proposicién 5.1.2. Sea f € L*(V,v) y sea v(t) la solucion del problema ((5.11))
con dato inicial vy satisfaciendo

> davo(w) =Y daf(x).

zeV zeV
Entonces,
Z dv(t)(x) = Z dyf(x) para todo t > 0.
xeV zeV
Demostracion:
Tenemos

v+ A(v(t) — f) € Ar(v(t)).

Si integramos respecto de v y después respecto de ¢, usando que ) ., dzvo(z) =
> wev 4o f(x), obtenemos:

)\/O S dpo(s)@)ds — A Y daf(0) + 3 dev(®)(@) — 3 daf(2) = 0.

zeV zeV zeV zeV

Por tanto, la funcion z(t) = fot > wev dav(s)(x)ds satisface la ecuacion diferen-
cial
2(t)+Xe(t) = (M+1) > oy do f2),

2(0) =0,
cuya solucion es z(t) =t .y d. f(x). Por tanto,
Y dev(t)(z) = ) dufla),
eV zeV

como queriamos probar. O

Por dltimo, vamos a enunciar y probar el resultado que nos permite afirmar
que la solucién del problema (5.11)), v(t), se aproxima a la solucién del problema
cuando ¢ tiende a infinito.
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Teorema 5.1.3. Sea f € L*(V,v) y sea v(t) la solucién del problema (5.11)

para vo € L*(V,v) tal que Y, .\ dovo(x) = Y, o\ do f (). Entonces,

||v(t) — UAHL2(V,V) < ||’U0 — u>\||L2(V,y) . 67)\7: para todo t > 0, (512)

donde uy es la dnica funcion minimizante de ([5.1)).

Demostracion:
Tenemos

v+ Aw(t) — f) € Ai(v(t)),
y, por el Teorema [5.0.1]
Auy — f) € Ar(uy).

Como por la Proposicién [A.2.13] —A; es un operador monétono en L2(V,v),
obtenemos

D de ((v(1)(x) — ur(@)) (—ve () (&) = A(w(t) (@) = f(2)) = (=Mua(@) = f(2))))) >0,
zeV
de lo que se sigue que

SO @) — (@)’ + A Y dalvlt) @) — ua(2))? <0,

zeV zeV

Integrando esta desigualdad llegamos a ((5.12), como queriamo. O



Apéndice A

Complementos de Analisis
Convexo

A.1. Introduccién a los operadores multivaluados

En este apéndice vamos a introducir algunos conceptos de anélisis convexo
que usaremos a lo largo de las distintas secciones. En este apéndice siempre
consideraremos que H es un espacio de Hilbert real.

Vamos a considerar aplicaciones de la forma

A:H —2H,

A estas aplicaciones las llamaremos operadores. El objetivo de este apéndice
sera dar las definiciones bésicas sobre estos operadores y, dado un operador A,
estudiar el siguiente problema de evolucién:

{ w'(t) + Au(t) > f(t) te€(0,7),
u(0) =z,

donde f : (0,7) — H es una funcién y = € H. Las demostraciones de los
resultados no probados que hay en este apéndice se pueden encontrar en [13].
Dado un operador A y « € H, denotaremos por Az al valor de A en =,

D(A) ={x € H: Az # 0} es el dominio efectivo de Ay R(A) = |J{Az : x € D(A)}

el rango de A. Podemos observar que todo operador A define el siguiente con-
junto en H x H, llamado la grdfica de A:

G(A) ={(z,y) e Hx H:y € Ax}.

Reciprocamente, todo subconjunto G de H x H determina un tnico operador
A definido como:
y € Az & (x,y) € G.
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Segun el contexto, identificaremos un operador con su grafica. Dados dos ope-
radores A y B, y un escalar A € R, podemos definir los siguientes operadores:

(A+ B)x = Az + Bz,
(M)z = M Az),
A7z ={y € H:x e Ay}.

Ademas, definimos el cierre de A(denotado como A) como el operador defi-
nido de la siguiente forma:

yEAI@HyneAxnIn*}xvynﬁgh

es decir, A es la clausura de la grafica de A.
Para continuar, vamos a introducir la siguiente notacion:

Definicion A.1.1. Dado un intervalo real I, definimos:
«» C(;H)={f:I— H: f continua},
o LYIH) = {f: 1= H: [,[|f(t)]ldt < +oc},
» L} (I;H)={f:1— H: feLYa,b];H) para todo intervalo [a,b] C I}
s WONILH) = {f : I — H: f = f(0)+ h(s)ds para algin h € L'(I; H)}.
Definicion A.1.2. Dado el problema de valor inicial

w0+ aun =50, teOD (&.1)

donde A es un operador en H y f : (0,T) — H, decimos que una funcion
u:[0,400) = H es solucion fuerte del problema (A.1)) si

(i) u € C([0,+00); H) NWH((0, +00); H) y
(ii) u satisface (A.1).

A.2. Soluciones leves y operadores acretivos

A grandes rasgos, el concepto de solucién leve del problema es simple-
mente una funcion v € C([0,T]; X) que es el limite uniforme de soluciones del
problema discretizado en el tiempo. Este concepto de solucién es clasico desde
el punto de vista del anélisis numérico. Veamos su definiciéon formal:

Definicién A.2.1. Sea ¢ > 0. Una e-discretizacion de v’ + Au > f en [a, ]
es una particion ty < t; < --- < ty y una sucesion finita fi1, fo,..., fn de
elementos de H tales que

a<tg<ti<---<tny<bh, con
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ti—tz‘,lSE,i:1,27...,N,t0—a§Eyb—tNSE,

Y
N t;
So [Nt - flas <
i=1"7ti-1

Denotaremos a esta discretizacion D4 (to, ..., tn; f1,---, [N)-

Una solucion de la discretizacion D a(to, ..., tN; f1,..., fN) es una funcion
v [to,tn] = H constante a trozos cuyos valores v(tg) = vg, v(t) = v; para
te€ (ti—1,t;],4=1,..., N, satisfacen

STl v s fii=1,...,N.
t; —ti—1

Una solucion leve de v + Au > f en [a,b] es una funcidn continua u €

C([a,b]; H) tal que para todo € > 0, existe una e-discretizacion D a(to, ..., tn; f1,---

de v + Au > f en [a,b] con una solucion v que satisface
[lu(t) —v(t)|| < e para to <t < tn.

Definicién A.2.2. Sea I un intervalo enR y f € Li, (I; H). Una solucion leve
de v + Au > f en I es una funcion continua u € C(I; H) cuya restriccion a

cada subintervalo compacto de I es una solucion leve de u' + Au > f en [a,b].

Teorema A.2.3. Sea I un intervalo en R, f € L}, (I;H) y u una solucidn

fuerte de u' + Au > f en I. Entonces u es una solucion leve de v’ + Au > f en
1.

Definicion A.2.4. Dado un subconjunto D de H, una familia de aplicaciones
S(t): D — D cont >0 es un semigrupo fuertemente continuo en D si

w S(t+s)x=8(t)S(s)x, para todos t,s > 0,z € D
w limy 0 S(t)z = x para todo x € D.

Si S(t) es lineal para todo t > 0, es decir, S(t) € L(X) para todo t > 0, decimos
que la familia (S(t)): es un Cy-semigrupo y, en este caso, definimos su generador
infinitesimal B como

S(t)x —

, x
Bx = %g% — — paraz € D(B),

donde D(B) = {x € X :3limy M}

Dado un operador A, podemos definir un semigrupo fuertemente continuo
(S4(t))i>0 definido de la siguiente forma:

D(584) = {x € H : 3! solucién leve u, de u' + Au > f en (0,400) con u,(0) =z},

yparat >0y x € D(S4),
SA()z = ug(t).

7fN)
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Para obtener resultados de existencia y unicidad de soluciones (lo que vere-
mos que nos permitird ver cudndo un operador lineal A es el generador infinite-
simal de un Cy-semigrupo) debemos estudiar el concepto de operador acretivo.

Definicion A.2.5. Un operador A en H es acretivo si
[lz —2|| < ||z — &+ My — §)||, para todo X >0 y (z,y),(Z,9) € A

Definicion A.2.6. Diremos que un operador A en un espacio de Hilbert H es
monotono si
(x—2ly—9)=0

para todos x,Z,y, 7 tales que y € Ax y § € AZ.
Diremos que A es mondtono mazximal si no tiene ninguna extension mond-
tona propia.

Gracias a |13, Corolario A.9], podemos afirmar lo siguiente:
Proposicion A.2.7. Un operador A en H es acretivo si y solo si es mondtono.

La acretividad de un operador es importante dado que nos da unicidad de
soluciones fuertes del problema asociado y, méas concretamente, del problema
El resultado es el siguiente:

Teorema A.2.8. Sean f,f € LY(0,T; H). Sea A un operador en H y w € R
tales que A+wl es acretivo, con I el operador identidad, y sean u y @ soluciones
fuertes de v’ + Au> f yu' 4+ Au > f respectivamente en [0,T]. Entonces,

[Ju(t) — a()|| < e”"||u(0) — a(0)|| + /0 e[ f(s) = f(s)llds,

para todo t € [0,T]. En particular, las soluciones fuertes de son unicas.

Definicion A.2.9. Decimos que un operador A en H es m-acretivo si A es
acretivo y R(I + NA) = H para todo A\ > 0, donde I es el operador identidad.

Teorema de Minty Sea A un operador acretivo en H. Entonces A es m-
acretivo si y solo si A es mondtono maximal.

Uno de los principales ejemplos de operadores monétonos maximales es el
de las subdiferenciales de funciones convexas que vamos a introducir ahora.

Definicién A.2.10. Dada una funcion ¢ : H — (—o0,+00|, decimos que el
dominio efectivo de ¢ es:

D(¢) = {v € H : g() # +00} .

Resulta que del hecho de que el dominio efectivo de ¢ sea vacio o no se pueden
extraer muchas propiedades sobre ¢ y, en particular sobre Oy (ver Definicion
A.2.12). Para aliviar la notacién, vamos a introducir algunos conceptos:



A.2. SOLUCIONES LEVES Y OPERADORES ACRETIVOS 7

Definicion A.2.11. Dado un espacio de Hilbert H y una funcion ¢ : H —
(=00, +00], decimos que @ es:

» propia: si D(p) ={x € H : p(x) # o0} # 0.
= conveza: si p(tx+(1—1t)y) < to(x)+(1—1t)p(y),Vt € [0,1] y Va,y € D(9).
= semicontinua inferiormente en xg € H: si

liminf f(x) > f(xo).

Tr—rT0o

Es facil ver que, si definimos el epigrafo de ¢ como Epi(p) = {(z,r) €
H xR :7r > p(x)}, se tiene que ¢ es convexa (respectivamente semicontinua
inferiormente) si y solo si Epi(p) es convexo (respectivamente semicontinuo
inferiormente).

Definicion A.2.12. Dado un espacio de Hilbert H y una funcion ¢ : H —
(—00, +a], definimos la subdiferencial de p como el operador Oy : D(p) — 22
definido de la siguiente forma:

w € Ip(z) & p(x) — ¢(z) > (w,z — 2) VYa € D(p).
Proposicion A.2.13. Sea H un espacio de Hilbert y ¢ una funcion ¢ : H —

(=00, +00]. Entonces Op es un operador mondtono.

Demostracion:
Sean z, 2, w,w € H tales que w € dp(z) y @ € d¢(Z), entonces

o(2) > ¢(2) + (]2 — 2)

P(2) = p(2) + (w|2 = 2).
Sumando estas dos desigualdades llegamos a que
0> (w—w|z—2),
0, lo que es lo mismo,
(z = Z|lw —w) >0,
como queriamos probar. O

Teorema A.2.14 (Teorema de Lumer-Phillips). El operador —A es el genera-
dor infinitesimal de un Cy-semigrupo de contracciones lineales (S(t))i>0 en H
si y solo si A es lineal, m-acretivo y D(A) = H. Ademds, se tiene la formula
exponencial de Hille-Yoshida

n—oo

S(t)r = lim <I + tA) x.
n
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En el caso particular de que el operador sea la subdiferencial de una funciéon
convexa y semicontinua inferiormente, entonces tendremos existencia y unici-
dad de soluciones fuertes del problema En particular, se tiene el siguiente
resultado (véase [3] y [5]):

Teorema A.2.15 (Teorema de Brezis-Komura). Sea H un espacio de Hilbert y
p: H— (—00,+00] una funcion propia, convera y semicontinua inferiormente
tal que min ¢ = 0. Supongamos que f € L*>(0,T; H) y up € D(0¢), entonces el
problema

u' +0p(u)> f enl0,T],

u(0) = uyp,

tiene una unica solucion fuerte.
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