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Abstract

En la Ensenanza de la Dindmica Newtoniana a nivel universitario solemos construir Modelos Mecdnicos para la comprension
de la situacion Fisica estudiada. Por lo regular construimos primeramente modelos simples (toy models) que posteriormente
iremos sofisticando con la intencion de crear un modelo mds complejo y por tanto mds realista al final. Aseguramos con ello
que el modelo sofisticado es mejor que el modelo simple (Estrategia de Modelizacién Progresiva, EMP). ;Esto es siempre asi?.
Presentamos aqui la construccion de Dos Modelos Mecdnicos (uno Sofisticado y otro Simple) para estudiar el Movimiento de
una Cuerda Masiva que Resbala sobre una Mesa con y sin Friccion Seca y mostramos que los principales resultados obtenidos
en el modelo simple son tan buenos y generales como los obtenidos del modelo sofisticado. Lo anterior nos muestra como
poder estudiar el problema de la Cuerda que Desliza por una Mesa en diferentes estadios de la Educacion Universitaria sin
detrimento de la compresion completa del problema planteado. Como complemento a lo anterior discutimos también la version
Lagrangiana del Problema, asi como una posible generalizacion al problema planteado.

In the Teaching of Newtonian Dynamics at the University Level we usually build Mechanical Models to understand the Physical
situation studied. Usually, we first build simple models that we will later become more sophisticated with the intention of
creating a more complex and therefore more realistic model in the end. We thus ensure that the sophisticated model is better
than the simple model (Progressive Modeling Strategy, EMP). Is this always like this? We present here the construction of
Two Mechanical Models (one Sophisticated and the other Simple) to study the Movement of a Massive Rope Sliding on a Table
with and without Dry Friction and we show that the main results obtained in the simple model are as good and general as
those obtained from the sophisticated model. The above shows us how to study the problem of the Rope that Slides across a
Table in different stages of University Education without detriment to the complete understanding of the problem posed. As
a complement to the above, we also discuss the Lagrangian version of the Problem, as well as a possible generalization to the
problem posed

Palabras clave: modelo matematico, ensenanza de la mecéanica, ciencias fisicas, formacion profesional, ingenieria,
mecéanica Lagrangiana.

Keywords: mathematical model, teaching of mechanics, physical sciences, vocational training, engineering, La-
grangian mechanics.

23


http://polipapers.upv.es/index.php/MSEL
https://doi.org/10.4995/msel.2024.20834
mailto:lcabral@ciidet.edu.mx
mailto:acastillo@ciidet.edu.mx 

Cuerda que Desliza sobre una Mesa: Modelo Complejo vs. Modelo Simple
24 Luis G. CABRAL-ROSETTI, ADRIANA CASTILLO ROSAS

1. Introduccién

La ensenanza de la Mecéanica, siendo una piedra angular en la formacion de los futuros cien-
tificos e ingenieros, histéricamente ha enfrentado desafios significativos debido a la naturaleza
compleja de los fenémenos fisicos involucrados. La comprensién de conceptos tales como la Cin-
ematica (traslacional y rotacional), la Dinamica (traslacional y rotacional) y la Conservacion de
la Energia, del Momento Lineal y Angular, que constituyen la base Teérica de la Mecénica, a
menudo ha resultado ser un terreno complejo para los estudiantes. En respuesta a esta comple-
jidad inherente, la Didactica de la Mecanica basada en Modelos emerge como una directriz de
innovacién educativa, mostrando un posible camino hacia un aprendizaje més accesible, partici-
pativo y contextualmente relevante (Honoré, 1982), (Gatti, 2008). En este sentido, la Mecénica
Basada en Modelos no solo aborda los desafios tradicionales asociados con la ensenanza de
esta disciplina, sino que también busca transformar fundamentalmente la experiencia educa-
tiva para los estudiantes. La utilizacion de modelos como herramientas centrales en el proceso
de aprendizaje no solo simplifica la representacion de fendémenos complejos, sino que también
proporciona a los estudiantes un medio para interactuar activamente con conceptos abstractos
tales como particula, campo, cuerpo rigido, energia, momento de una fuerza, etc.. Al hacerlo,
se busca transmitir conocimientos, y por otro lado cultivar habilidades criticas, fomentando
una comprension profunda y sostenible de los principios mecénicos estudiados. Este enfoque
se dirige tanto a los aspectos tedricos de la Mecénica, como a la vinculaciéon de manera mas
estrecha de la teoria con la aplicacion practica. La Didactica de la Mecénica basada en Modelos
reconoce la importancia de trascender los limites del aula y proporcionar a los estudiantes las
herramientas necesarias para abordar desafios del mundo real. En ese sentido, este enfoque
no solo busca transmitir informacioén, sino también inspirar la exploracién y el descubrimiento
cientifico, transformando a los estudiantes en aprendices activos de la Mecanica (Justi, 2006).
Aunado a lo anterior, es crucial considerar que el enfoque contribuye al desarrollo de habili-
dades criticas que son esenciales en la formacion del Ingeniero y Cientifico contemporaneo. La
Didéctica de la Mecanica basada en Modelos no solo es una Evolucién en la Ensenanza de la
Mecénica, sino también un catalizador para el desarrollo de una nueva generaciéon de estudi-
antes creativos, capaces de enfrentar los desafios cientificos y tecnologicos de manera informada
y reflexiva. Algunas de las caracteristicas mas relevantes de la Didactica de la Mecanica basada
en Modelos son:

1. Didéctica de la Mecanica basada en Modelos. La Didactica de la Mecanica basada en
modelos implica el uso activo de representaciones simplificadas y abstractas de sistemas
fisicos para facilitar la comprension de conceptos mecanicos. Estos modelos pueden variar
desde simples representaciones gréaficas hasta simulaciones computacionales avanzadas,
brindando a los estudiantes un conjunto diverso de herramientas para explorar y compren-
der fenémenos complejos.

2. Ventajas de utilizar Modelos en la Ensenanza de la Mecéanica
a) Visualizacion: La representacion visual de modelos permite a los estudiantes visualizar

conceptos abstractos, haciendo que la Mecéanica sea mas accesible y tangible.

b) Interactividad: La posibilidad de interactuar con modelos ya sea fisica o virtual-
mente, fomenta la participacién consiente de los estudiantes, mejorando la retencion
del conocimiento.

c¢) Abordaje de la Complejidad: Los modelos proporcionan una forma simplificada de
abordar sistemas mecanicos complejos, permitiendo a los estudiantes descomponer y
comprender cada componente por separado antes de integrar el conocimiento.
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3. Ejemplos Practicos:

a) Simulaciones Computacionales: Plataformas interactivas que permiten a los estu-
diantes explorar fenémenos mecanicos en un entorno virtual, facilitando la experi-
mentacion sin restricciones fisicas.

b) Maquetas y Experimentos Fisicos: La construccion y manipulacion de maquetas fisicas
proporciona una experiencia tactil que complementa la comprension tedrica, permi-
tiendo a los estudiantes conectar la teoria con la practica.

Por tanto, la Didéctica de la Mecanica Basada en Modelos representa un cambio significa-
tivo en la forma en que ensenamos y aprendemos esta disciplina, pues al integrar modelos en el
proceso educativo se abre la puerta a un aprendizaje més interactivo, significativo y aplicado.
Este enfoque no solo aborda los desafios inherentes a la ensenanza de la Mecanica, sino que
también prepara a los estudiantes para enfrentar, en principio, problemas del mundo real medi-
ante la aplicacion de conocimientos adquiridos de manera mas efectiva (Clement, 2000; Oliva,
2019). La Didactica de la Mecéanica Basada en Modelos no solo transforma la forma en que se
presenta la informacion, sino que también empodera a los estudiantes para que se conviertan
en pensadores auténomos, criticos y reflexivos en el campo de la Fisica, y en especial en el de
la Mecénica (Justi y Gilbert, 2002; Schwarz, 2009; Windschitl, Thompson y Braaten, 2008).

2. Construcciéon y Aplicacién de Modelos

A continuacién, estudiamos el Problema de una Cuerda que Resbala sobre una Mesa con
y sin Friccion, para ello planteamos dos modelos. El primer modelo (Modelo A) resuelve
explicitamente las Ecuaciones Diferenciales correspondientes y estudia la Evoluciéon Temporal
de la Cuerda y encuentra las Principales Cantidades Dinamica validas para todo tiempo. El
segundo modelo (Modelo B) es un modelo simple que obtiene de “manera efectiva” la Velocidad y
la Aceleracion del sistema y que coinciden con los resultados del Modelo A, cuando se evaltan
dichas cantidades en el Tiempo Total de Deslizamiento de la Cuerda. Lo anterior servira
para estudiar (modelar) un problema complicado en el Primer Afio de Estudios Universitarios
en Ingenieria y Ciencias, sin necesidad de conocer las técnicas de resoluciéon de Ecuaciones
Diferenciales (Spiegel y Abellanas, 1998).

2.1. Modelo A

Partiendo con Velocidad Inicial nula vy = v(t = 0) = 0, una Cuerda Uniforme (de Densidad
Lineal de Masa A constante) de Longitud Total L y que cuelga un trozo de longitud [ (0 <1 < L)
sobre el borde de una mesa plana Sin Friccion, ver Figura 1. Calcule a) la Posicion, la Rapidez,
la Aceleracion, el Tiréon y el Tiempo en que la Cuerda se Desliza Completamente de la Mesa
bajo la influencia de la gravedad terrestre. Realice lo anterior por medio de la Conservacion
de la Energia, b) Si consideramos ahora que entre la Mesa y la Cuerda existe Friccion Solido-
Solido con un Coeficiente de Friccion Cinética Coulombica py, hallar la Posicion, la Rapidez,
la Aceleracion, el Tirén y el Tiempo en que la Cuerda se Desliza Completamente de la Mesa
(Spiegel, 1980; Greiner, 1989). Aplicar el Teorema del Trabajo y la Energia para estudiar el
Caso con Friccion. Finalmente tender los limites correspondientes (p, — 0) para recuperar

los Casos Sin Friccion del Inciso a). Comparar algunos de los principales resultados obtenidos
con el Modelo B.
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Figura 1: Representacion esquemética general del Modelo A. La cuerda de longitud total L y de longitud
colgante [, con Densidad Lineal de Masa A constante, descansa sobre una Mesa Horizontal (con y sin friccion)
y estd a punto de Romper Inercia y comenzar a moverse hacia abajo.

Modelo A;: Caso Sin Friccion

La forma de proceder con este Modelo Complejo es semejante a lo que se hizo en el Modelo
6 del trabajo (Cabral-Rosetti y Castillo, 2022). La Longitud de la Fraccion de la Cuerda
que Cuelga Verticalmente hacia abajo se denota por z y la Masa por Unidad de Longitud de
la Cuerda constante es A. La Fuerza que actia sobre el Trozo de Cuerda de longitud z es
bésicamente su peso, es decir:

F=mg=MAzg...(1.1a)

teniendo en cuenta que la Masa Total M de la cuerda en términos de Densidad Lineal de Masa
A vale:

M=AL...(1.2a)

Poniendo la Ec. (1.2a) en la Ec. (1.1a) en la Segunda Ley de Newton, hallamos la Ecuacion de
Movimiento de la Cuerda, es decir:

XLa(z) =Xzg = a(z)= %z. ..(1.3a) = % = %z ... (1.3b)

La Ec. (1.3b) es una “Ecuacién Diferencial Lineal Homogénea de Segundo Orden” y su solucion
es el “Caso 1”7 Ec. (24.7) del libro (Spiegel y Abellanas, 1998).

Polinomio Caracteristico
7\

d? d - ~
d_gg+Ad_i+By:0’ A BeRe, 7r*+Ar+B=0 con r,rs€Re y 1 %79

y(@) = cre™ "+ cpe 7

Que en nuestro caso, el Polinémico Caracteristico seria:

ISSN 1988-3145 Q@MSEL


http://polipapers.upv.es/index.php/MSEL

Volume 17, DOL: 10.4995/msel.2024.20834. 27

r—zr:O = r= 0 S : N
Soluciones : { r=+yg/L ...(14a)
L= —/g/L - (1.4b)

Por lo tanto, la Solucién General de la Ecuacion Diferencial Ec. (1.3b) sera:

2(t) = cre VI'LE 4 ge ~VILE | (1.5a)

Derivando con respecto del tiempo la Ec. (1.5a) tenemos

d /T /T /7T
z'(t)za{cle 9Lt 4 che ™ g/Lt} = z'(t):cl\/%e g/Lt_CQ\/%e_ 9/Lt (1.5

donde ¢; y ¢ son Dos Constantes de Integracion, las cuales se determinan a partir de las
Condiciones Iniciales del Problema. Es decir, aplicando la Condicién Inicial para la Posicion
Inicial del Trozo de Cuerda que sobresale de la Mesa en el Instante Inicial en la Ec. (1.5a)
tenemos que:

2t=0)=l=c1+c; = c1+c=1...(1.6a)

y usando la Condicién Inicial para la Velocidad Inicial del Trozo de Cuerda que sobresale de la
Mesa en el Instante Inicial en la Ec. (1.5b) llegamos a:

v,(t=0)=2(t=0)=0=c1\/g9/L—can/g/L = ¢ —ca=0...(1.6b)

Sumando las Ecs. (1.6a) y (1.6b) tenemos que:
Cl+%+01—%:l = 2=l = clzl/2(160)
Poniendo la Ec. (1.6¢c) en la Ec. (1.6b) hallamos que:

es decir, las constantes “c; "y “cy "son iguales.
Poniendo los resultados (1.6¢) y (1.6d) en la Ec. (1.5a) tendremos que:

Vg/Lt —\/9/Lt
2(t) = le g/“—i—ée\/f’/“—l (e te ... (1.6¢e)

2 2

Recordando la definicién de las Funciones Hiperbolicas Ec. (8.1) y (8.2) pag. 31 del libro
(Spiegel y Abellanas, 1998).

sinhz = - (e —e™™);

coshz = 3 (e®+e™™)

—_ N =

Usando la Ec. (8.2) en la Ec. (1.6e) encontramos que la Posicion de la Cuerda para Todo
Tiempo t es:
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Figura 2: Grafica de la Posicion de la Cuerda como funcién del Tiempo z vs. ¢, para una Longitud de la Cuerda
de L = 1m, Ec. (1.7a), Modelo A;: Caso Sin Friccion.

2 (t,1) = I cosh ( % t) ...(1.7a)

Poniendo los resultados (1.6¢) y (1.6d) en la Ec. (1.5b), y aplicando la Ec.(8.1) hallamos la
Velocidad de la Cuerda para cualquier Tiempo ¢:

z‘(t,l):(%)\/%e\/g/_Lt %\/7 ~\/9lLt _ l\/’( Va/Lt _ \/g/_Lt)

v, (t,0) = 3 (t,1) = l\/;smh< %t) ... (L.7b)

Derivando la Velocidad de la Cuerda Ec. (1.7b) hallamos la Aceleracion de la Cuerda:

dv.(t) 9.1 _, /9 g, d 9.\ _, /9 /g
a, (t,1) = g dt{\/jsmh\/; }—l\/;cosh\/;t%(\/;t =1 N =

a, (t,1) = 5 (1) = zﬁcosh< %t) ... (L.7¢)

h

Derivando la Aceleracion de la Cuerda Ec. (1.7¢) hallamos el Tirén de la Cuerda:

- ()24 () -
[ (2]
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vy (mis)

t(s)

Figura 3: Grafica de la Rapidez de la Cuerda como funciéon del Tiempo v, vs. t, para una Longitud de la
Cuerda de L = 1m, Ec. (1.7b), Modelo A;: Caso Sin Friccion.

i

t(s)

Figura 4: Grafica de la Aceleracion de la Cuerda como funcién del Tiempo a, vs. t, para una Longitud de la
Cuerda de L = 1m y para diferentes longitudes de la parte colgante de la cuerda I, Ec. (1.7c), Modelo A;: Caso
Sin Friccion.
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Figura 5: Grafica del Tirén de la Cuerda como funciéon del Tiempo j, vs. t, para una Longitud de la Cuerda
de L = 1m y para diferentes longitudes de la parte colgante de la cuerda [, Ec. (1.7¢c), Modelo A;: Caso Sin
Friccion.

NOTA 1.1: De los resultados anteriores notamos que el Tiréon de la Cuerda esta relacionado
con la Velocidad de esta. De igual manera, la Aceleracién de la Cuerda, esta relacionada con
la Posicion de la cuerda de la siguiente manera:

jz(t,l):%vz(t,l)...(1.76) & latl)=22wt0]...070)

e

De la Ec. (1.7a) tenemos Una Condicion para el “Tiempo Total de Deslizamiento T; de la
Cuerda”, es decir:

[
z(T;) = l cosh (\/% Tt> L = 5 (e VLT o o —\/9/L Tt> N

=

Para hallar dicha “Condicion”, definimos la cantidad “z”como:

z=eVILT|  (18a)

Notemos que z es una Cantidad Sin Dimensiones Fisicas. De tal manera que lo anterior nos
queda como:

2 [ l

Usando la “Formula General”para obtener la solucion general de la “Ecuacion Cuadratica”
anterior tendremos que:

l 1 2L 1 2L
L:—(x—i—;) = —=$+E = m2+<——>m+120...(1.8b)

SRV ) F R -

T12 = = 2 =

L | L? L 1 1
x1,2:7i l_2_1:7j:7 2 — |2 = x:i(L—l—\/[ﬂ—lZ)...(l-gC)
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Figura 6: Grafica del Tiempo Total de Deslizamiento Sin Friccién de la Cuerda T} vs. La Longitud de la Cuerda
L, para diferentes longitudes de la parte colgante de la cuerda I, Ec. (1.8d), Modelo A;: Caso Sin Friccion.

en donde directamente nos hemos desecho de la segunda raiz, pues ello nos llevaria a considerar
“tiempos negativos” y eso es claramente un “sin sentido”.
Poniendo la raiz (1.8c) en la definicion Ec. (1.8a) encontramos:

] . . L L2_ 2
7<L+m>:e\/9/_LTt Logamt::zzando ln{ +Vl b}:ln{e\/g/LTf} =

\/W_LTFIH{@} I Em{“—m}.__(LSd)

g l

NOTA 1.2: El “Tiempo Total de Deslizamiento T; de la Cuerda” Ec. (1.8d), corresponde
con la Ec. [4] del trabajo (Behroozi, F. 1997), corresponde con la Ec. [20.14] del texto (Greiner,
W. 1989), corresponde al Problema Propuesto [3.85] del texto (Spiegel, M. R. 1980), ver (Franco
A., 2015) y corresponde a Question 11.31, Eq. (1) del texto (De Lande, O. L. y Pierrus, J.
2010, p.p. 390-393).

NOTA 1.3: Una forma alternativa de hallar el “Tiempo cotal de Deslizamiento T;” de la
Cuerda lo encontramos en el APENDICE A de este trabajo.

Para poder comparar nuestros resultados con otros trabajos de investigacion, definimos el
Parametro Adimensional x como:

L
L

K ... (1.8¢)

La Ec. (1.8d) se transforma entonces en:

l L L VI2-1[2 L L 2(1-%&
T, (k==)=4/=In{ =+ =, /ZIn{ =+ ( L)
L g [ [ g [ 2
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L 1
Tek=lL)= [— In{-(1+Y1-k*},0sk=lLs1,L=1m
q K

Figura 7: Grafica del Tiempo Total de Deslizamiento Sin Friccion de la Cuerda T; vs. el Parametro Adimensional
k, Ec. (1.8f), Modelo A;: Caso Sin Friccion.

Tt(mzi) . £1n{%[1+m}} . (1.8f)

9

La Ec. (1.8f) corresponde con la Ec. (4) del trabajo de (Behroozi, F., 1997).

Por otro lado, queremos hallar una expresion de la “Rapidez de la Cuerda” en términos
de la posicién para poder hacer comparaciones mas adelante con el Modelo B. Evaluamos la
Velocidad de la Cuerda Ec. (1.7b) en el “Tiempo Total de Deslizamiento T;” hallado en la
Ec. (1.8d), usando la definicion de la “Funcién Seno Hiperbdlico” Ec. (8.1) pag. 31 del libro
(Spiegel y Abellanas, 1998), es decir:

v. (Ty) = (T}) = z\/% iuh (\/% T)

vz(n):z\/%[% {emmln{ﬁw}_ G—MMIH{W}}] N
e

2

w(r) =5,/

l

h

z LtV -F

(L+VIT=R)" -2 N Um:i\/g LP42LVIP— P+ L2 — 12— I?
L(L+VI2-1) ’ 1(L+VI2=P)

2V L
Y g |2+ LV -2 -1 g P4 IVIP—2
Uz(n)_é\/;[ TANED) ] = vz(T)—\/;{ VI ]
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vz (m/s)

L (m)

Figura 8: Grafica de la Rapidez de la Cuerda Sin Friccion, Evaluada en el Tiempo Total de Deslizamiento, como
funcion la Longitud Total de la Cuerda y de la Longitud Colgante de la mesa, Ec. (1.9), Modelo A;: Caso Sin
Friccion. Comparar con la Fig. 26 y la Ec. (2.25) del Modelo B.

Nivel Cero de
Energia Potencial N
L-:z L-=z >
s l C.Hl.l o

lv

Figura 9: Representacion esquematica del deslizamiento de la cuerda sobre la mesa, mostrando la direccién del
movimiento, asi como el Nivel Cero de Energia Potencial de la Cuerda.

N e R R )

ks
b

v(T}) = %(Lz—p) ... (L9)

La Ec. (1.9), es la “Velocidad de la Cuerda, evaluada en el Tiempo Total de Deslizamiento”.
Comparar esta expresion con la Ec. (2.25) del Modelo B

..Se Conserva la Energia Mecénica en el Sistema?

Situado el Nivel Cero de Energia Potencial en el borde de la mesa, procedemos a hacer un
“Balance Energético” de la Cuerda Flexible (Prato D. y Gleiser R., 1982), (Franco A., 2015).

Si pensamos en términos de “Fuerzas”, las tnicas Fuerzas Externas que actian sobre la
Cuerda son: la gravedad en la parte vertical de la cuerda (el peso de la cuerda) y la Fuerza
de Reaccion Normal de la Mesa y el Peso de la Cuerda en la parte horizontal de la Mesa, las
cuales se cancelan entre ellas y no realizan trabajo. Y como la Gravedad (es decir, el peso
vertical de la cuerda) es una Fuerza Conservativa, es natural suponer que la “Energia Mecéanica
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del Sistema se Conserve”.
Como estamos hablando de una Cuerda Flexible, por tanto, debemos hacer referencia al
“Centro de Masas del Sistema” (c.m.), ver la Fig. 7.

AE=0 = E—E=0 = (K+U) K +U) - (1.10)

Inicialmente solo tenemos Energia Potencial Inicial de la Parte de Cuerda que cuelga del
Borde de la Mesa (pues Parte del Reposo) con masa igual a A .

inicial — (

Uinicial = —Mag (%) = _>\lg (%) = Uinicial = —>\g <§) cee (111)

La Energfa Cinética Final de Toda la Cuerda con masa A [, es:

1
Ktina = 5 (my +mg)v? = %mcv2 = %)\LUQ = | Kfina = %/\Lv2 -+ (1.12a)

La Energia Potencial Final de la Cuerda es

Ufinal = —moglL (%) = Ufinal =—)\g (%) ce (113(1)

Poniendo la informacion de las Ecs. (1.11), (1.12a) y (1.13a) en la Ec. (1.10) tendremos que la
“Velocidad Final de la Cuerda” es:

Kiniciat + Uiniciat = Kpinat + Urina = 0—X\g <§) = %XLUZ —\g (%) =

—gl’ =L —gl®> = LUQZg(LQ—ZQ) = |v= %(LQ—P)...(LM)

Como era de esperarse. Comparar este resultado que se obtiene del “Analisis Energético”
Ec. (1.14) con el obtenido previamente en la Ec. (1.9) por medio de un “Anadlisis Dindmico” de
la situacion planteada.

NOTA 1.4: La Ec. (1.14), al igual que la Ec. (1.9) corresponde a la Ec. (2.25) la cual
encontraremos méas adelante en el Modelo B.

NOTA 1.5: Comprobaciéon del “Balance Energético™ Usando ahora el resultado de la
“Velocidad de la Cuerda”, dado por la Ec. (1.7b) para todo tiempo “t”. La Energia Cinética de
la Cuerda dada por la Ec. (1.12a) se transforma en:

2
K finat = 3AL0° (1£b) AL [l\/%smh \/%t] = 3 K llZ%Sinhz\/%t] =

Usando la relacion Ec. (8.11), pag. 31 de la Trigonometria Hiperbolica del libro (Spiegel y
Abellanas, 1998).
cosh’z — sinh®z = 1

La Energfa Cinética Final, la podremos reescribir usando la Posicién de la Cuerda dada por la
Ec. (1.7a), quedandonos como

B 2
Kfina = 3M\I%g {CoshQ\/%t - 11 (L7a) 10 |2 (% _ 1)} =g (22-1) =

Kina = 2Ag (2> = %) |... (1.12b)
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Figura 10: Representacion esquemética del Caso B2 Con Friccion. La Cuerda de longitud total “L” y de longitud
colgante “I”, con Densidad Lineal de Masa A constante, descansa sobre una Mesa Horizontal (con fricciéon) y
estd a punto de Romper Inercia y comenzar a moverse hacia abajo.

De las Ecs. (1.11) y (1.13a) las “Energias Potenciales” inicial y final de la Cuerda seran
(notemos que hicimos L — z , para ser consistente con esta notacion):

Uniciar = =g (5) |-+ (1130) 5 | Upina = =29 (5 ) |-+ (1.130)

Usando las Ecs. (1.13b), (1.13c) y (1.12b), la “Conservacion de la Energia”’ se expresa
finalmente como:

2

Ef_Ez =0 = Kinicial+Uinicial - Kfinal+Ufinal = 0_/\9 (%) = %/\g (22 - ZQ)_/\g <%)

g (22 =1?) =ixg (2* = 1P)|...(1.15)

- 2

La expresion (1.15) confirma la Conservacion de la Energia del Sistema para el Caso I, Sin
Friccion. Tal y como era de esperarse.

Modelo A,: Caso con Fricciéon

Para introducir la “Fuerza de Rozamiento Cinética de Tipo Coulombico” en nuestro anélisis,
debemos tomar en cuenta que la “Longitud de la Parte de la Cuerda en Contacto con la Mesa”
es “L — 2", por tanto, la masa correspondiente de este Trozo de Cuerda vendra de modificar la
Ec. 1.2a) adecuadamente, es decir:

=X (L—z)...(12b)

Por tanto, la “Fuerza de Rozamiento Cinética” del Trozo de Cuerda en Contacto con la Mesa
sera:

Cuerdaen la Mesa m
— e N
fr=—pmN =—pmamg =—pg (M —m) =—mg AL —2z@1)] =

fr=—mgA[L = 2(t)] |... (1.16)

Por tanto, la “Fuerza Neta” que actia sobre el Trozo de Cuerda que esta sobre la mesa de
)
longitud “L — z”son: su “Peso” y la “Fuerza de Rozamiento Cinética” es decir:
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F=mg+fr=Xzg— g [L—2(t)] = Aa(z)=Xzg—m\g[L—=2(t)] =

>z g (kg P’z g

— = =z(t) — — |L — z(t — = =1 t) —

T M) > =) e >
d*>z ¢

NOTA 1.6: Cuando hacemos p, — 0 en la Ec. (1.17a), recuperamos el caso de la “Ecuacion
de Movimiento de la Cuerda Sin Friccion” Ec. (1.3b), como debe de ser.

NOTA 1.7: Comparar la Ecuacion de Movimiento Ec. (1.17a) con la que se hallara en la
Ec. (2.21a) del Modelo B.

Vemos que la Ec. (1.17a) es una “Ecuacion Diferencial Lineal No Homogénea de Segundo
Orden” y su Solucién General viene dada por la suma de la solucién de la Ecuacion Diferencial
Homogénea (“Caso 1”7 de la Ec. (24.7), pag. 92 del libro Spiegel y Abellanas (1998) maés
una Soluciéon Particular de la Ecuaciéon Diferencial No Homogénea. La Ecuacion Diferencial
Homogénea seré:

d221 g

Es claro que si hacemos i — 0 en la Ec. (1.17b), tenemos la Ec. (1.3b) del Caso Sin Friccion.
Por este hecho, usamos la solucion obtenida en la Ec. (1.5a) y la Adaptamos Adecuadamente,
es decir:

/9 /9
21 (t) = Zhomogenea(t) = (3¢ ()t +cqe L)t s (1'176)

Una Solucion Particular de la Ec. (1.17a) se obtiene simplemente haciendo que 2 = 0, y
hallamos que:

L
0= % (1 + ,Uk) zZ — ,ng = 22(t> = Zparticular(t) = = cte.|... (117d)

Por tanto, la Solucion General la obtenemos sumando las soluciones (1.17¢) y (1.17d), es
decir:

[T, Z L
2(t) = 21(t) + 2(t) = ) = cse L(H“’“)t—{—c e VILUFm)E 1’:’_€ .. (1.17e)
M

Confirmacion de que la Ec. (1.17e) es solucion general de la “Ecuacion Diferencial Lineal No
Homogénea de Segundo Orden” (1.17a). Derivando una y dos veces la Ec. (1.17e) tendremos

que:
; g ( 2 (1) t g ( ﬂ 1+uk
2(t) =ca\/ L (L+pw)eVE cun/F (1 +pp)e VL ... (1.18a)
/T g
E(t) = 32 (14 ) e VI e, 8 (1) e VI (1.18D)
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Poniendo las Ecs. (1.17¢) y (1.18b) en la “Ecuacion Diferencial de Movimiento” Ec. (1.17a)
comprobamos que:

9 9
03% (14 ) e VT Q) t 04% (14 i) e Votm)t _
/T g L
% (1+ pr) [ese VT gpo TV LU L 4 1‘:% } — g
k

g g
03% (14 ) e VL Qtpe) t 04% (1+ 1) e VTt t _

g /9
03%(1+Mk)6\/mt—04%(1+uk) e L(1+“k)t+% % pk — g

Efectivamente la Ec. (1.17e) es la Solucién General de la “Ecuacion Diferencial Lineal No
Homogénea de Segundo Orden” Ec. (1.17a).

A continuacion (procederemos como antes) a determinas los valores de las constantes c3 y ¢4
mediante la Aplicacion de las Condiciones Iniciales, es decir, usando las Ecs. (1.17¢) y (1.18a)
tendremos:

i L pire L
z(t=0)=c3+cy + = = |ggt+tcu=I1—
( )=t T+ g s 1+ pg

2t =0)=cs\/E L+ ) —can/§ (L) =(cs—ca)/§ (A +m)=0 =
i(t=0)=c3—cs=0]|...(1.19)

... (1.19a)

Para Resolver el Sistemas de Ecuaciones, sumamos las Ecs. (1.19a) y (1.19b):

L L
03+%+C3_%:l—1l:]jﬂk+0 = QC:s:l_ll:]j/M~C
=_ 7" 1 (1.19 & =————1...(1.19d

NOTA 1.8: Es claro que si calculamos el Limite cuando pux — 0 en las Ecs. (1.19¢) y (1.19d),
recuperamos el valor de las constantes Sin Friccion Ecs. (1.6¢) y (1.6d) halladas previamente
para el Modelo A;: Caso Sin Friccion.

De esta manera, poniendo las Ecs. (1.19¢) y (1.19d) en la Ec. (1.17¢), hallamos la Soluciéon
General de la “Ecuacion Diferencial Lineal No Homogénea de Segundo Orden” Ec. (1.17a).

At) = <£ _ L) VI (1 _ L) oV Eurmw e L

2 2(1+4 ) 2 2(1+4 ) 1+

A\

8.2
0 <l o [l — L]> 6\/%(1+#k)t +e \/%(1+Mk) nys
A =
2

(1 + ) 14 pg

= (Lol N Ve~ Ewem ] D
2 2(1+4 ) 1+
82]  cosh /T (1 ¢
— t
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{ugL +(1+pg[I-L])Cosh
_+ Hi

Z(thPk) =

t(s)

Figura 11: Grafica de la Posicion de la Cuerda como funcién del Tiempo z vs. ¢, para una longitud de la parte
colgante de la cuerda de I = 0.5 m, y diferentes valores del Coeficiente de Friccion Cinética ug, Ec. (1.20a),
Modelo Ay: Caso Con Friccion.

I+l =L L
2(t) = (%) cosh /& (14 ) t + 1/fll-ﬂ,uk

{ukL 4 (14 [l — L]) cosh ( 2 (14 ) t)} ... (1.20a)

z (ta l? Mk) =

L+ gy

. Cuél es el resultado de la Ec. (1.20a) cuando calculamos el limite py, — 07

z (tv l,,LLk — 0) = ,};902 (ta l’ﬂ/k)

(1.20a) . {
k=0

o {ukL—F(l—F,uk[l—L])cosh( (1 + ) t>}]

2 (t,1, g, — 0) = Lcosh <\/%t> ... (1.7a)

Encontramos la Posicion de la Cuerda Ec. (1.7a) del Modelo A;: Caso Sin Friccion, como
debe de ser.

Poniendo las Ecs. (1.19¢) y (1.19d) en la Ec. (1.18a), podemos hallar la Rapidez de la
Cuerda para el Modelo Ay: Caso Con Friccién, es decir:

L ml g
! /~LkL \/gi ~JZar
oo 91 L Hk) =
<2 (1+ ) ) L pe)e
Uz(t) — Z(t) _ % (l _ ( pu L >> /% 1 + ,Uk { VI (1+Mk)t _\/%(1+Hk)t —

L+ g
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. (g
Vz(thi) = (I+pl-L]) Smh\/ 3 (1+ H)t

LT+ )

vz (m/s)

Figura 12: Grafica de la Rapidez de la Cuerda como funcién del Tiempo v, vs. t, para una longitud de la parte
colgante de la cuerda de [ = 0.5 m, y diferentes valores del Coeficiente de Friccion Cinética py, Ec. (1.20b),
Modelo Ay: Caso Con Friccion.

/g
sinh i (1+pg) t

i) — U+ L, — pe L e\/mt_e—mt\
vz<t>—z<t>—( T )[ W=}

Uz (tJJIU/k) =z (tuu’k) - (l + [k [l - L])

g : g
msmh( 2 (1 4 ) t) .. (1.200)

. Cudl es el resultado de la Ec. (1.20b) cuando calculamos el limite py, — 07

(1.200)

lim [(z + [l = L)) sinh ( (14 ) t)]

HE—0

. g
2 (4, »0) = lim v, (¢,1,

vt 1 e — 0) = l\/;smh ( % t) ... (L1.7b)

Encontramos la Velocidad de la Cuerda Ec. (1.7b) del Modelo A;: Caso Sin Friccion, como
debe de ser

NOTA 1.9: Comparar la expresion Ec. (1.20b) valida para todo “t”, con la Ec. (2.23)
valida cuando la dltima parte de la cuerda abandona la mesa del Modelo B.

De igual manera que antes, poniendo las Ecs. (1.19¢) y (1.19d) en la Ec. (1.18b), podemos
hallar la Aceleracion de la Cuerda para el Modelo A,: Caso Con Friccion, es decir:

orlt) =20 = (5 - 722 ) # ) e VET

2 2(1-1-/%)
! e L g L (1pp) t
- g 1 7 1223 =
(5 st ) £
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g g
az(tlp) = I('HJ:(U—L]) Cos hV I (1+ p) t

a; (ma’s?)

Figura 13: Gréfica de la Aceleracion de la Cuerda como funcion del Tiempo a, vs. ¢, para una longitud de
la parte colgante de la cuerda de I = 0.5 m, y diferentes valores del Coeficiente de Friccion Cinética i, Ec.
(1.20c), Modelo Ay: Caso Con Friccion.

coshq/%(l-i-uk) t

4l — L QW e\/%t+e_\/%t .
Aty ) * * 2

a.(t) = £(t) = (

(I + ju [l — L]) cosh ( (1 + ) t> .. (1.200)

a; <t7l7,uk) =2z (t7l7ﬂk) = %

. Cudl es el resultado de la Ec. (1.20c) cuando calculamos el limite py, — 07

(1.20¢) . [% (Ut [l — L])cosh( 21+ py) t)]

- pe—0

a, (t,1, s — 0) = fl cosh (\/% t) . (L.7¢)

Encontramos la Aceleracion de la Cuerda Ec. (1.7¢) del Modelo A;: Caso Sin Friccion, como
debe de ser.
Derivando la Aceleracion de la Cuerda Ec. (1.20c) hallamos el Tiron de la Cuerda:

Qa, (ta la Mk — 0) = HEIE}O Ay <t7 la Mk)

) = 20 DLy cosh (/4 m) 1))

:%(l_{_uk[Z—L])sinh( (1 + )t )Z( %(1+Mk)t> =

Gt L) = % (t,l,uk):%(lJr,uk [z—L]>,/%<1+uk)smh( 9 (14 ) t) ... (1.20d)
E

. Cuél es el resultado de la Ec. (1.20d) cuando calculamos el limite p — 07
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[9

. g 19 . .
Jz (Ul p)==(+pll=L]) o [ = (1 + pi) Sinh == (1 + p)t
Lo N ¥t

4000}

0
o
=
(=}
—
[
[
1
[
[
1
[
[
[
R G
1
[
[
1
[
[
[
1
T
[
[
1
[
[
1
[
' E
g s
e |
)
-.\,‘cn
o
—
1 |
\
[
. A

Jz (mvs?)

| P.k=10
: . L =02
]
ol | —g"—-l L
i ! : Hg =0.0
1000k o
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

t(s)

Figura 14: Grafica del Tirén de la Cuerda como funcion del Tiempo j, vs. t, para una longitud de la parte
colgante de la cuerda de [ = 0.5, y diferentes valores del Coeficiente de Friccion Cinética py, Ec. (1.20d), Modelo
As: Caso Con Friccion.

J= (6 1y — 0) = lim g, (4,1, px)
Hi—0

(1.20d) ;) [% (I+ e[l — L)) %(1+Mk)sinh< (1 + ) t)]

= HE—0

; 1919 g
jz(t,l,uk%O)—lL\/;anh( Lt) ... (1.7d)

Encontramos el Tiron de la Cuerda Ec. (1.7d) del Modelo A;: Caso Sin Friccion, como debe
de ser.

NOTA 1.10: De los resultados anteriores Ecs. (1.20a), (1.20b), (1.20¢) y (1.20d), notamos
que el Tiron de la Cuerda esta relacionado con la Velocidad de esta. De igual manera, la
Aceleracion de la Cuerda, esta relacionada con la Posicion de la Cuerda, de la siguiente manera:

0 =L 04 )] (1200) & lan(t) = L1+ ) 2(0) — L] (1.20)

I
I

Claramente cuando hacemos el limite cuando p, — 0 en las Ecs. (1.20e) y (1.20f), recuper-
amos las relaciones entre el Tiron y la Velocidad de la Cuerda Ec. (1.7e) y la relacion que existe
entre la Aceleracion y la Posicion de la Cuerda Ec. (1.7f) del Modelo A;: Caso Sin Friccion,
previamente visto. Notemos también que la Ec. (1.20f) corresponde justamente a la Ecuacion
del Movimiento de la Cuerda sobre una Mesa con Friccion Seca Ec. (1.17a) del Modelo Ay:
Caso Con Friccion

NOTA 1.11: Comprobacién, si ponemos el valor de “z(¢)” dado por la Ec. (1.20a) en la
Ecuacion de Movimiento de la Cuerda Ec. (1.17a), encontramos la Aceleracion del Sistema, es
decir la Ec. (1.20c), tal y como debe ser.

d*>z ¢
az Zﬂ)‘“ﬂﬂ{

l}:ﬂ?{ukL—F(l—Fuk [Z—L])COSh %<1+,Uk) t}‘| — Uk =
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d*z g g
@:Z D)+ Z(l—irpk[l—L])cosh (14 w) t —eg =
d*z g p
e =Lu+m [l—L])cosh( 2 (1 + ) t) ... (1.20¢)

Para poder hallar el nuevo “Tiempo Total de Deslizamiento “T;” de la Cuerda con Friccion”,
procederemos de forma analoga a como lo hicimos en el Modelo A;: Caso Sin Friccion.

Es decir, partiendo de la Ec. (1.20a) y usando la Ec. (8.2) del libro (Spiegel y Abellanas,
1998) tenemos Una Nueva Condicion para el “Tiempo Total de Deslizamiento “T;” de la Cuerda
con Friccion”, es decir:

8.2

Z(Tt>:Huk{Mku(zwk[z—m)cosh( $m 7))
I — <1_L) [emTt_i_e_\/%(l"Fﬂk)Tt} L bl
2 2(1+ ) 1+ g

Para hallar la Nueva Condicién, definimos:

y=e VIOt T| (1914

es claro que si hacemos que pr — 0 en la Ec. (1.21a), recuperamos la Ec. (1.8a) del Modelo
A;1: Caso Sin Friccion. Por tanto, lo anterior nos queda como

l L 1 L L 1 L 1
TR Y AR VA Y AV VO
2 2(1+4 ) y/) 14 g T+ 2 (14 px) y

%[L(HW_“M:% Jrluk [l(1+uk)—ukL](y+$> =

2L (14 ) — L] = [ (L + ) — pu L (yf)

2[L (14 pu) — L]y = [[(1+ ) — L] (v* +1) =
U+ ) = L] y? = 2[L (U4 ) — g L)y + (L (U4 ) — L] =0 =

L(1+Mk)—MkL} L+ Lye — yu
2—2[ +1=0 = y* -2 +1=0 =
Y L1+ ) — L |V Y It —1) Y
2L
2
bl |y+1=0]|.. (121
’ {Z+Mk(l—L)}y (1.215)

Claramente, si hacemos que p — 0 en la Ec. (1.21b), recuperamos la Ec. (2.8b) del Modelo
A;: Caso Sin Friccion. La “Ecuacion Cuadratica” (1.21b) tiene como solucion:

B [_%} + \/[_%r —4(1)(1)

= =
Y1,2 2<1)

H‘,Uk 2\/ H’Mk(l L)]

N2 = =
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L2
y1’2:l—i—ﬂk(l—L)j:\/[l—l—,uk(l—L)]Q_1 -

L 1 ; ;
y1’2:l+/wk(l—L)il+uk(l—L)\/L_[H“’“(l_L)] -
1 9 2
y:m<L+\/L —[l+uk(l—L)]) .. (1.21¢)

Si hacemos que p — 0 en la Ec. (1.21c), recuperamos la Ec. (1.8c) del Modelo A;: Caso
Sin Friccion. Como antes, nos deshacemos de la raiz negativa, pues ello nos llevaria a considerar
“Tiempos Negativos”.

Poniendo la raiz positiva (1.21c) en la definicién (1.21a) encontramos que:

1 2 T4u) 1,  Logaritmizando
— | L L2 —|l [—L = e VLV
e (LB - DF) = e %

2 N 2
N R ) :ln{emn} -

[+ pe(l— L)

: L+\/L2—[H—Mk(l_L)]2
mﬂ:m [+ (1= L) -

7 L+\/L2—[Z+uk(l—L)]2
Ty (1, pe) = g(1+ﬂk)ln L+ e (1= L)

_..(1.21d)

NOTA 1.12: El “Tiempo Total de Deslizamiento T} de la Cuerda con Friccion” Ec. (1.21d),
corresponde con la Ec. [12] del trabajo (Behroozi, F. 1997), corresponde con la Ec. [20.23] del
texto (Greiner, W. 1989), corresponde al Problema [3.85] del texto (Spiegel, M. R. 1980),
(Franco A., 2015) y corresponde a Question 11.31, Eq. (11) del texto (De Lande, O. L. y
Pierrus, J. 2010, p.p. 390-393).

Sien la Ec. (1.21d) hacemos que ur — 0, recuperamos la Ec. (1.8d) del Modelo A;: Caso Sin
Friccion. Es claro también que este nuevo Tiempo de Deslizamiento Ec. (1.21d) es claramente
més grande que el Tiempo de Deslizamiento Sin Friccion Ec. (1.8d), del Modelo A;: Caso Sin
Friccion, lo cual lo podemos observar en la grafica Fig. 6.

Para comparar nuestros resultados con otros trabajos de investigacion, usamos el Parametro
Adimensional “k”, Ec. (1.8e) en la Ec. (1.21d), y para ello definimos

A= 1 B 1 B 1 1 1
IR R T (e T (e | TR ()]
_ 1 _ 1 B 1 B 1
Sl (-] [l mis—1)] A+ (c—DY Lkt (k—1)
A:l[n+uk(n—1)] ... (1.21e)
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[0 - (- L)Y
Tell, the)= .| In
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Figura 15: Grafica del Tiempo Total de Deslizamiento T} de la Cuerda con Fricciéon T; vs. L, para una longitud
de la parte colgante de la cuerda de [ = 0.5 m, y para diferentes valores del Coeficiente de Rozamiento Cinético
ik, Ec. (1.21d), Modelo Ay: Caso Con Friccion.

BEL+\/L2—[Z+uk(l—L)]2:

v ) =i i [ mte )]

— L L2 = L2l (= DF = L+ L1 = [ e (= D =

B:L{1+\/l—[ﬁ+ﬂk(/€—1)]2} - (1.21f)

El argumento del Logaritmo Natural de la Ec. (1.21d) corresponde al producto de los
resultados parciales Ecs. (1.21e) y (1.21f), es decir:

A B = (/@ K(I@—l)]) (L{l—i—\/l—[/f—i—uk(/f—l)]z}) =
18- (=) (U V- b)) =
A-B= K(#m) <1+¢1—[n+uk(m—1)]2) =

1—|—\/1—[/<+,uk(/<¢—1)]2
K+ g (8 — 1)

Poniendo la Ec. (1.21g) en el Argumento del Logaritmo Natural de la Ec. (1.21d) tendremos
finalmente que:

A-B=

.. (1.21g)

L L /1 [k e (= D
g (1+ ) K+ (k= 1)

Ty (K, ) = .. (1.21h)
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" L4 DRt TR

Tl s o e =B U
N g+ K+ e (K=1)
Hk = 0.6 : !
Hg=0.8 !

T{ [S}I

11 IS, | UTUU— L S | N ]

k=Il/lL

Figura 16: Grafica del Tiempo Total de Deslizamiento Con Friccion de la Cuerda T} vs. el Parametro Adimen-
sional , Ec. (1.21h), Modelo A,: Caso Con Friccion. Ver el APENDICE B.

La Ec. (1.21h) corresponde con la Ec. (12) del trabajo de (Behroozi, F., 1997), ver el
APENDICE B.
. Qué sucede cuando hacemos que py, — 0 y sustituimos el valor de “£” en la Ec. (1.21h)?

Ty (ko = )1 — 1 L teyizleemi=P]
N — -
LA =t om0 [\ gt ) K+ i (k= 1)
L 1+ V1 — k2
Ti (kype — 0)] 1 = —ln{—+ r }] =
w=T g K L
L L++L?—1[?
Ty (kype = 0)] 1 = \/;hl{f} - (L8f)
- L

Con lo que recuperamos la Ec. (1.8f) del Caso Sin Friccion, como debe de ser.
De la Ecuacién de Movimiento (1.17a), vemos que la cuerda comienza a deslizarse solo
cuando Z > 0, es decir,

I

%(1+Nk)l_,ukg>0 =

Mk
1 [ [ L|...(1.22
I+ )l > g = >(1+uk) (1.22a)

Y la maxima longitud “!” de la cuerda que puede colgar sin que se caiga de la mesa

(compatible con el reposo), sera cuando:

s

(1+,us>l_ﬂsg<0 =

e

[hs
T4+ u)l < peg = 1< L|...(1.22b
(14 ps) I < pusg (1+us) ( )
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NOTA 1.13: La condicién (1.22b) la encontraremos de nuevo méas adelante en el Modelo B,
cuando cambiamos p — ps para poder considerar el Reposo y/o la Velocidad Constante de la

Cuerda.
Por otro lado, para poder hacer comparaciones de la “Rapidez de la Cuerda” evaluaremos la

Ec. (1.20b) en el “Tiempo Total de Deslizamiento T} de la Cuerda con Friccién” hallado en la
Ec. (1.21d), es decir:

(I +p [l = L)) g,
2 L(1+ pg)

m L/ L2 —[i4p,1—1)]? m L/ L2 14 py (1-1))?
Q ZE 1 k)ln{ I+pg(1-L) _; ZE ’:l k) In Hpg(=L) =
e — €

(% (E) =

PPN (73 (0 sl B e ! -
2 (Lt 2 L(1+ pg) ln{ Lh/i_[l&r“i;l_mp}
oy~ CEmli=1) [ Lyl +m(— L) | _
2t 2 L (14 ) I+ (1= L) L+\/L27[l(+uk<)lfL)]2
I+pg(l=L
([l =1)) g
v (Th) = 2 L(1+ pu)
L+\/L2—[l+uk(l—L)12_ L+ (- L) N
4+ (I L) LoyJ22— 14 (- D)
R LI - DF] - ) )
S I N R Ty
_ (1= L)) g
v (1) = 2 L(le/uLk)><

L2420y L2 — (L4 i (L= L) + L2 — [l + e (L= D)F — [+ e (= L)

1 0= 01| L+ /2= = D

_ UFmf=L) [

212+ 2L\J12 = [+ g (L= D = 2+ o 1 = L))
M{bu \/L2 — [l + (Z—L)F]
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g
)=\ T

{L2[l+ﬂk(lL)]2+L\/L2[Z+Mk(lL)]2}
=

[L+ VI [+ (- L)]Q}

(% (n) =

L(1+ u)

{\/L2 L4 (L= DL — | l+ﬂk<lL]2+L\/L2[l—i-/ik(lL)]Q}:

{L+ VI = [+ (Z—L)]Q]

UZ(Tt)_\/L(liu)x
{W (- L W}
=

L+ /L2 ={i+mm (- L)

o= i £ T

UZ(Tt):\/2{(L—[Z+Mk(l—L)])(L+[l+uk(l_L)])}:>

(1 + )

. 2 (L—l—/ﬁkl—F,ukL)(L—Fl—i-,ukl—ukL)
UZ(Tt)_\/ { (1 + ) }$

g [ (L0 ) — 11+ ) (L0~ gl + L1 )
”“”:¢‘{ (14 m) b=

UAE%:Vg{ﬂ%ﬂﬂ@—bﬁi;5M+JD+MD}j

0 (1) = A=) (1 = + 1+ )} = (L =0 (L~ L+ 1+ )

(1) = [ = L+ D) — e (B = 1) =

v, (Ty) = \/% (L2 = 12) — (L — 12)%] |... (1.23)
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0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Pk

L (m)

Figura 17: Panel de la izquierda y derecha, graficas de la Rapidez de la Cuerda como funcién de la longitud
Colgante 1, longitud Total L y Coeficiente de Rozamiento Cinético py Ec. (1.23), evaluada en el Tiempo Total
de Deslizamiento T; de la Cuerda con Friccion v, vs. Ly v, vs. pug, del Modelo Ay: Caso Con Friccion
respectivamente, para [ = 0.37 m. Comparar con la Fig. 23 del Modelo B

NOTA 1.14: La Ec. (1.23) correspondera exactamente a la Ec. (2.23) que se hallara en el
Modelo B. Ver las gréficas correspondientes de la Ec. (2.23), Fig. 5.
De forma analoga, evaluaremos la Aceleracion de la Cuerda Modelo Ay: Caso Con Friccion

Ec. (1.20c) en el “Tiempo Totac de Deslizamiento “7;” de la Cuerda con Friccion” hallado en
la Ec. (1.21d), es decir:

a. (1) = 57 (L+ e[l = L])

L/ L2 [i4p,(1—-1))? L/ L2 [+, (1—L))?
V) fﬁ@\“:—#\k)m{ D) —y ) /Tt In D)
e + e =

T) =L (4 mll—L I{HW} !
a. (Ty) = ﬁ( +pe [l —L]) e + {L+ —LLPW”_LHQ} =
In (E=T (=)
(&
L1214 (1~ D) |
g
() = U+l =L + =
a. (T2) 2L( e | ) I+ (1= L) LA/ L2 [+, (I-L))?
I4+pp(1-L)
9 L2~ 1+ (1 - L+ (1= D)
2z L yJL2 [+ (L~ L)
2
) Lm0 DF| -
0 (T) = 2 (14 [l - 1) S

2L 0+ (1= L)] {L+\/L2—[l+uk(l—L)]2}
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a: (1) = o (1+ [l = L)) x

2L

L2+2L\/L2—[l+uk(l—L)]2+L2—[z+uk(l—L)]2+[z+uk(l—L)]2

=
1+ (i — L) [L+ VI = [+ <Z—L>ﬂ

(1) = REW

2”+®ﬂ¢ﬂ 1+ 0= D — ot =TF + ot =TT |

L+\/L2 L+ l—L)]]

L+\/L2 1+ u .
.(T) = a. (1) = g|...(1.24)
—[l+m(—L

La Ec. (1.24) nos dice simplemente que cuando se ha consumido un Tiempo Total “T}”
de Deslizamlento y la Cuerda ya no esté sobre la mesa, ella esta cayendo libremente con la
“Aceleracion de la Gravedad Terrestre”, tal y como debe de ser.

. Doénde esta la Cuerda una vez que ha transcurrido un Tiempo Total “T;” de Deslizamiento?.
Tomando la Ec. (1.20a) para la Posicion de la Cuerda y evaluandola en el “Tiempo Total de
Deslizamiento” Ec. (1.21d) tendremos:

pel (U4 [l — L))
1) = h Z(1 T
(1) = gt eosh (/£ (1) T)

Vemos que la expresion funcional (cosh) es la misma que para la aceleracion, (ver el desarrollo
que se hizo en la Ec. (1.24), utilizando la relacién existente entre las “Funciones Hiperbolicas”
y la “Funciéon Exponencial” Ec. (8.2)), por tanto, tomando el desarrollo hecho para la Cuerda
hasta antes de la cancelaciéon masiva, tendremos:

_oml (U [l L))
Z(Tt)_lﬂLMk 2(1 4 pu)

L2420\ L2 — 1+ o (1= D+ L2 — [+ o (0= D) 4 [+ e (- L)

=
1+ 00— 0] | L4/ = U= D
_oml | UFprf=L])
Zm)_ljukJr 20t m)
217+ SL\J L2 — [+ i (1~ D) — [ttt =T)F + L =T
=

Ime@<@ﬂL+¢B—U+MU—LW}

L I L2~ 14 (- D)

T+ L+ ) [L+\/L2—[l+uk(l—ﬂ)]2]
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Figura 18: Representacion esquematica del deslizamiento de la Cuerda sobre la Mesa con Friccion, mostrando
la direccion del movimiento, asi como el Nivel Cero de Energia Potencial de la Cuerda.

L L L+L L
2(T) = 2% _ bt L L) = |2(Ty) =L]|...(1.25)

Q) (rm)  (rm) ()

La Ec. (1.25) nos dice que cuando se ha consumcdo un Tiempo Total “T}” de Deslizamiento
y la Cuerda mide exactamente la Longitud Total de la misma “L” y esta cayendo en “Caida
Libre” tal y como debe de ser.

iS¢ Cumple el Teorema Trabajo-Energia en este Caso?

Finalmente, para aplicar el “Teorema del Trabajo y la Energia”, procederemos de forma
semejante a como lo hicimos en el Modelo A;: Caso Sin Friccion (Prato D. y Gleiser R., 1982),
y siguiendo a (Franco A., 2015). Situamos el Nivel Cero de Energia Potencial en el borde de la
mesa, tal y como aparece en la Fig. 18.

El “Teorema Trabajo-Energia”dice que:

Winicial%final =AFE = Winioial%final - (K + U)final - (K + U) s (126>

inicial

Por lo tanto, procedemos a calcular el “Trabajo Mecanico”, realizados por la “Fuerza Disipa-
tiva de Rozamiento’en los Puntos Inicial y Final, ver la Fig. 14, es decir:

WHf_/ fi- dz’—/ 7 |dz’|cos180°_—/ fodz (110)
2(0)=l 2(0)=l 2(0)=l

- [ maL-#)gar
z(0)=l

Wﬁf:—ukkg/() (L-2)d = wu=L-7 = du=-di =
z(0)=l

Z z

Wiy = urAg / =

2(0)=l
Wisg = sudg [(L =2 = (L=0°] =
Wisg = udg [5 (L — 220+ 2°) — 5(L* = 2L+ 1?)] =
Wisg = pdg [5L° — 2L+ 32 — 3L +IL - 41’ =
Wios = mdg [== (L+32) + 1 (L= 3)] =

(L= 2) (=d2') = g [H(L - 2]

z(0)=l
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Wisg = —puhg (L+32) 2+ g (L — 30) 1]. .. (1.27)

La Ec. (1.27) esta en acuerdo con lo reportado en (Franco A., 2015).

Como antes, tomamos el Nivel Cero de Energia Potencial en el Borde de la Mesa, y hace-
mos referencia al “Centro de Masas del Sistema” (c.m.). Es obvio que cuando desaparece el
rozamiento (u — 0), el Trabajo hecho por la Fuerza de Rozamiento es Nulo.

Las Energias Potenciales Final e Inicial, son iguales que antes (Caso Sin Friccion) Ecs.
(1.13b) y (1.13c¢)

Uiniciat = —Ag (%) -+ (1.13b) ; Ufinat = —Ag (%) -+ (1.13¢)

La que si cambia, es la Energia Cinética Final, lo cual se ve reflejado en la Rapidez por la
Presencia de la Friccion. Usando el resultado de la “Velocidad de la Cuerda”, dado por la Ec.
(1.20b), la Energia Cinética de la Cuerda dada por la Ec. (1.12a) modificada adecuadamente
se transforma en:

g

1.20b
Ky = it (20 e

AL{(HM 1 L)) sinh( (14 ) t)r N
K finat = 1AL {(Huk [l — L])° [ﬁ] sinh2< 2 (1 + ) t)} N

Usando de nuevo la relacion Ec. (8.11), pag. 31 de la Trigonometria Hiperbolica del libro
(Spiegel y Abellanas, 1998) tenemos:

)\g(lz—l-({i:[;;)L])Q [cosh2 < 2 (14 ) t> — 1] ... (1.28)

Por otro lado, sabemos que la Posicion de la Cuerda viene de la Ec. (1.20a) y por tanto
tenemos que:

Kfinal =

z(1+uk)—ukL:(l+uk[l—L])cosh< (14 ) t) =

l+Mk[l—L]

Poniendo el resultado de Ec. (1.29) en la Ec. (1.28) de la Energia Cinética Final tendremos
que:

cosh( (14 p) t) = ... (1.29)

C AU L= L) | (2 (0 + ) — D
Rt = =5 0k ) ( L+ [ = L ) _1] N
i gl = L) [ e (Ut ) — L] = U+ L= LD* |
finet 2(1+ ) (I + e [l — L))
Kpinat = =20 {2 (1 ) — L] — (L gl — 1)}

(1 + pr)

2
ekl (I R )
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Kinar = 3Ag (14 1) { {z - ui—kuk)Lr - [z - “i—kmﬁ)L} 2} ... (1.30)

NOTA 1.15: Si hacemos el Limite cuando u; — 0 en la Ec. (1.30) de la Energia Cinética
Final, recuperamos inmediatamente el resultado de la Energia Cinética Final dado por la Ec.
(1.12b) para el Caso A; Sin Resistencia.

Finalmente, poniendo los resultados dados por las Ecs. (1.13b), (1.13¢) y (1.30) en la Ec.
(1.27), concluimos que:

— 1k Ag (L4 52) 2+ mdg (L — 50) 1 = 529 (14 ) x
[ R

— g (L + 32) 24+ puAg (L — 30 1= tXg (1 + pue)

{[z—ﬁLr— {l—ﬁLr}—|—%g(l2—z2)...(1.31)

La Ec. (1.31) esta en acuerdo con lo reportado en (Franco A., 2015), cumpliéndose por tanto
con el “Teorema Trabajo Energia’”.

2.2. Modelo B

Colocamos una Cuerda Flexible de Densidad Lineal de Masa Constante A y de longitud
L = 1 m sobre una mesa de tal manera que parte de ella (/) cuelga por el extremo derecho de la
mesa (ver la Fig. 15). Si el Coeficiente Estético de Rozamiento entre la mesa y la cuerda es de
is = 0.6, y el Cinético es py, = 0.3. Calcular: a) la méaxima longitud [ de la cuerda que puede
colgar sin que se caiga de la mesa (compatible con el reposo), b) la velocidad de la cuerda en
el momento en que no queda nada de ella sobre la mesa, ¢) usando el resultado obtenido en el
inciso b), cual es la velocidad de la cuerda cuando Desaparece la Friccion, i.e. py s = 0.

a) Calcular la maxima longitud 1 de la cuerda que puede colgar sin que se caiga
de la mesa (compatible con el reposo)

Para resolver este problema echaremos mano del Modelo Simple de Dos Masas Puntuales
unidas por una Cuerda Ideal que pasa por una Polea también Ideal, en una Mesa con Friccién,
ver el Modelo 2 en (Cabral-Rosetti y Castillo, 2022).

Lo anterior, se explica mejor con el diagrama de la Fig. 16

Por lo tanto, construimos las Ecuaciones de Movimiento del Modelo Simple de Dos Masas
Puntuales unidas por una Cuerda Ideal que pasa por una Polea también Ideal, en una Mesa
con Friccion. Partiendo de los correspondientes Diagramas de Cuerpo Libre, es decir:

Bloquel

Y F:T—fi=ma... (21) & > F,iN-mg=0...(22)

Bloquel Bloquel
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Figura 19: Representacion esquematica del Modelo B. La Cuerda de longitud total “L” y de longitud colgante “1”,
con Densidad Lineal de Masa A constante, descansa sobre una Mesa con Friccion y esté a punto de desplazarse
(Romper Inercia) y comenzar a moverse hacia abajo.

donde a denota la “Aceleracion en Potencia del Sistema”, pues estamos estudiando un Sis-
tema Cuasi estatico, es decir, A Punto de Romper Inercia. Ecuacion complementaria (Ley de
Coulomb para Rozamiento Solido-Sélido):

fs < psN ... (2.3)

Bloque2
Y Fo: o =0...(24) & Y F, T —myg=—mai... (25)
Blogque2 Bloque2

De la Ec. (2.2), hallamos la Reaccion Normal de la Mesa sobre el Bloque 1, es decir:
N =myg...(2.6)

Sustituyendo la Ec. (2.6) en la Ec. (2.3) y todo ello lo ponemos en la Ec. (2.1) para poder
encontrar la Tensién de la Cuerda, es decir

T —pusmig=ma = T =pusmig+mia...(2.7)

Ponemos la Ec. (2.7) en la Ec. (2.5) para hallar la Aceleracion del Sistema:

smig + mia —meg = — moa = (Mg — psmy)g = (mi+ mg)a =
- mo — gy
a=—>""-""" .. (2.8
<m1+m2>g (2.8)

NOTA 2.1 La Ec. (2.8) corresponde a la Ec. (26) del Modelo 2 en (Cabral-Rosetti y
Castillo, 2022), pero aqui aparecen Dos Diferencias: a la Cuasi Aceleracion del Sistema pues
estamos antes de Romper Inercia y u, en lugar de uy, esto es debido a que aqui el Sistema esta
en inminencia de moverse.

Poniendo la Cuasi Aceleracion Ec. (2.8) en la Ec. (2.7) hallamos la Tension en la Cuerda:
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o
/ <—J’ ﬂ

|
MODELO mg TT
=
ng, |

Figura 20: Diagrama esquematico donde se modela la Cuerda de Longitud total “L” y de longitud colgante
“” y con Densidad Lineal de Masa A\ constante mediante el Modelo Simple de Dos Masas Puntuales unidas
por una Cuerda Ideal que pasa por una Polea también Ideal, en una Mesa con Fricciéon ver el Modelo 2 en
(Cabral-Rosetti y Castillo, 2022).

— 2 _ 2
ma usm1> g = T = MO T Hsmimag Fmamag — pimig

T=pumig+m
a 19 1<m1+m2 mi+ Mo

T = [%}g...(?.%

NOTA 2.2 La Tensiéon de la Cuerda Ec. (2.9) corresponde a la Tension de la Ec. (27) del
Modelo 2 en (Cabral-Rosetti y Castillo, 2022), en donde hemos cambiado ps por g, por las
razones antes expuestas.
Como era de esperarse, si hacemos el Limite cuando us — 0, en las Ecs. (2.8) y (2.9),
recuperamos los Casos Conocidos del Modelo 1 vistos en (Cabral-Rosetti y Castillo, 2022).
Para el caso en que la Cuerda No Cae de la Mesa, entonces la Cuasi Aceleracion es Cero, y
de la Ec. (2.8) tendremos que:

Mo — UM
0= (BB g o gy =0 S g =g > [T . (210
1 2

Como por Hipotesis la Cuerda es Homogénea tenemos que:

\ = Masa de la Cuerda M cte
" Longitud de la Cuerda L

Para cada parte de la Cuerda tenemos que:

my

A:
L—1

= my=A(L-1)...(211)

Anélogamente,

)\:% = my=Al...(2.12)

Poniendo la Ec. (2.11) y (2.12) en la Ec. (2.10) encontramos que:
AM=pA(L=1) = Il=ps (L-1)...(2.13)
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Figura 21: Panel de la izquierda y derecha, graficas de la Longitud de la Cuerda Colgante ! como funciéon de L
y ps Ec. (1.16a) I vs. L y I vs. ps, respectivamente, para Modelo B.

Por otro lado, de la figura sabemos que la Longitud Total de la Cuerda es:

L=(L—-1)+1...(2.14)
De la Ec. (2.13) tenemos que:

z
(=D = (215)

Sustituyendo la Ec. (2.15) en la Ec. (2.14) llegamos finalmente a que:

1 1
L:L+l:l(—+1):l<ﬂs+ ) g( Hs )L...(2.16a)
Hs Hes s fs + 1

NOTA 2.3: La condiciéon encontrada en la Ec. (2.16a) corresponde a la Ec. (1.22b) del
Modelo A,: Caso Con Friccién, visto previamente.

Poniendo los Valores Numeéricos del Problema en la Ec. (2.16a), hallamos la Longitud de la
Cuerda que sobresale de la Mesa, sin que esta resbale.

0.6
[ = <06+1)(1000m) = [[=375cm]|...(2.17)

NOTA 2.4: Hemos puesto el signo de desigualdad en la Ec. (2.16a) para valores menores que
el encontrado con esas condiciones la Cuerda se haya en Reposo o en Movimiento con Rapidez
constante (se esté resbalando). Para valores con el signo de igualdad, la Cuerda esta a punto
de Romper la Inercia y Comenzaria a Moverse con Aceleracion constante.

o~

b) La Velocidad de la Cuerda en el momento en que no queda ninguna parte de la
cuerda sobre la mesa.

A partir de la “Longitud Colgante” [ dada por la Ec. (2.16a) la Cuerda Empieza a Caer
Aceleradamente. Designemos ahora por “2” la “Porciéon Colgante de la Cuerda en cada Instante
de Tiempo”.

Las Fuerzas que acttian sobre la cuerda son las mismas que antes, aunque ahora varian en
magnitud, pues la cuerda se mueve sobre la Superficie Horizontal y como sabemos, el Roza-
miento es ahora “Dindmico” y “No Estatico” como antes. Por tanto, la Ec. (2.16a) se transforma
en:
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g
a(uy) = 1{2(1 +U)-HklL}, 2=04 a(w) = g{ zZ(1+ ) - L), z=04
L

a(m)

L (m) Uk

Figura 22: Panel de la izquierda y derecha, graficas de la Aceleracion de la Cuerda como funcion de la longitud
Colgante z, L'y ux Ec. (1.21a) a vs. L y a vs. pg, respectivamente, para z = 0.4 m., para Modelo B.

It
= L|...(2.16b
) (us+1> (2.160)

Por tanto, la Ec. (2.12) se transforma en:

A="2 o =z (218)
V4

my=A(L—2)...(219) =  mi+me=A(L—z)+ Az=AL...(220)

Poniendo ahora las Ecs. (2.18), (2.19) y (2.20) y cambiando ps por py en la Ec. (2.8) de la
Aceleracion (@ — a) tendremos:

o) = (M) g - (=SB L (-]

my + mag AL

a(t) =

NOTA 2.5: De la Ec. (2.21a) es claro que la “Densidad Lineal de Masc de la Cuerda”
desaparece, y el tnico vestigio que nos queda de la cuerda es su Longitud Total “L”.

NOTA 2.6: Observemos que, la Ec. (2.21a) corresponde exactamente con la Ec. (1.20f) del
Modelo As: Caso Con Fricciéon. Es decir, encontramos la misma relaciéon entre la Aceleraciéon
y la Posicién de la Cuerda sin necesidad de hallar toda la resoluciéon exacta del problema como
en el Modelo Ay: Caso Con Friccion. Ademas, es la Ecuacion de Movimiento Ec. (1.17a) del
Modelo A,: Caso Con Friccién.

La Ec. (2.21a) nos dice que la Aceleracion es una Funcion de la Altura “2”. Por tanto, para
poder hallar la Velocidad de la Cuerda, haremos uso de la Regla de Cadena, es decir:

(1 + ) 2(8) — ] .. (2.210)

i

~—

dv R.C. dvdz dv
_w waz 2 (2,22
W)=w = Ga Ve 22

Poniendo la Ec. (2.22) en la Ec. (2.21a) y Separando Variables para poder Integrar ten-
dremos:
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r—m—m—

V(e L)= \‘e‘ % {(L2=P)-p (L-1)°} 1= 0.37 m

_L=08m

v (m/s)

15 L=06m

L=04m___,

00 0.2 0.4 06 08 1.0

Hk

Figura 23: El Panel de la izquierda y de la derecha muestran gréficas de la Rapidez de la Cuerda como funciéon
de las longitudes I, L y ug Ec. (1.23) v vs. L y v vs. py, respectivamente, para [ = 0.37 m., para Modelo B.
(Comparar ambas Figs. 12 del Modelo B con las Fig. 17 del Modelo As)

v L L

v%:%[z(l—{—,uk)—ukL] - /v’dv’:% (1—1—,uk)/z’dz’—ukL/dz’ -
Ly 0 =T ) - L zﬂ = 0= T (L2~ ) — 24 L (L - 1)] =
= L) (22 =) = 2w L (L= 0] = L[4 ) (L= 1) (L+1) = 2L (L = D)
v2=%< — [+ ) (L4 D) = 2 L] = (L= DL+ 1+ L+ pul = oL = L]
v2:%(L—l)[L+l+pkl—ukL]:%(L—l)[(LJrl)—uk(L—l)]
02 = UL~ 1) (L+1) = e (L — 1) (L =)

L

y la Velocidad de la Cuerda en el Momento en que No Queda Ningin Eslabon sobre la Mesa
es:

o, L) = \/% (L2 = 12) — (L — 1)?]|.. . (2:23)

NOTA 2.7: Observemos que, la Ec. (2.23) es la misma que la Ec. (1.23) del Modelo A,:
Caso Con Friccion, cuando evaluamos la Velocidad de la Cuerda en el Tiempo Total T; de
Caida. Es decir, encontramos la misma relaciéon entre la Velocidad y la Longitud Total L y
parcial [ de la Cuerda sin necesidad de hallar toda la resoluciéon exacta del problema como en
el Modelo As: Caso Con Friccién.

O bien en términos de s, ugx y L, para ello hacemos uso de la Ec. (2.16b) en la Ec. (2.23)

o=\ He - ()
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1+ 2 s — Py ~ 1+ 2 U = Mk
MHs, L)=_[gL|————— V(lols, L)= [gL|—————
V(Lk. s, L) \’Q‘[ P ] | .k- | | [ (14—#5)2 ]

1 1 |

! Hs =03, u =05 : : | L L=03m, Yk =0.5 4 :

10_____:_“‘____‘[_______: _______ it | Shococaaaloaaaans R L:O,Sm.yk-U,O
\ ' ' 1 i |

| ——— L=05m, p=07

2k---naa-s —_- L=0.7m, pg=05 - 5
' L=1.0m, pg =03

T A L=0.7m,pg=1.0 st s P |

Hs

Figura 24: El Panel de la izquierda y de la derecha muestran gréaficas de la Rapidez de la Cuerda como funcién
de la Longitud de la Cuerda L, v vs. L y del Coeficiente de Rozamiento Estatico v vs. us, respectivamente, Ec.

(2.24)., para Modelo B.
— M - 2
— 1— 5
al (us + 1>_ }

= fu{[i- ()] [ ()] - ()] - G2}
sty = o = (20) [ {[o+ (250)] - [ G
sty = o [ [ o [
= ot [ {2 [
U<Mk,L>_\/( o 0 2 ) = \/ e

v(pg, s, L) = \/gL {W} ... (2.24)

c) Usando el resultado obtenido en el inciso b), cuil es la velocidad de la cuerda
cuando s — 0.

Vemos finalmente que, cuando No Existe Friccion entre la Cuerda y la Mesa ui = ps — 0,
la Velocidad de la Cuerda seréa partiendo de la Ec. (2.23)

(L) = ,/% (L2 — 12) ... (2.25)
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0.0 0.z 0.4 0.& 0& 1.0

Figura 25: Grafica de la Rapidez de la Cuerda como funcion Coeficiente de Rozamiento Cinético v vs. ug, Ec.
(2.24)., para Modelo B.

Figura 26: Grafica de la Rapidez de la Cuerda como funcion la Longitud Total de la cuerda y de la Longitud
que sobresale de la mesa v vs. L, Ec. (2.25), para Modelo B. Comparar la Fig. 26 del Modelo B con las Fig. 7
del Modelo A;: Caso Sin Friccion. Son las Mismas.

NOTA 2.8: Observemos que, la Ec. (2.25) es la misma que la Ec. (1.9) del Modelo A;:
Caso Sin Friccion, cuando evaluamos la Velocidad de la Cuerda en el Tiempo Total T' de Caida.
Es decir, encontramos la misma relacion entre la Velocidad y las Longitudes Total L y Parcial [
de la Cuerda sin necesidad de hallar toda la resolucion exacta del problema como en el Modelo
A;: Caso Sin Friccion.

NOTA 2.9: El resultado (2.25), aparece como resultado del Problema 3.10.18 (Zill y Cullen,
2008).

NOTA 2.10: Ver el APENDICE E para ver una Generalizacion del Modelo B el cual
proporciona las Principales Variables Dindmicas del Problema de una Cuerda que Resbala por
un Plano Inclinado de Angulo 6 con Friccion.
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3. Conclusiones

En el presente trabajo hemos resuelto completamente el Problema de la Cuerda que Resbala
sobre una Mesa. Lo anterior lo hemos concretado en Dos Modelos. El primero de ellos (Mo-
delo A), hemos resuelto el problema Sin Friccion y Con Friccion, integrando explicitamente las
correspondientes Ecuaciones Diferenciales de Movimiento, hallando las principales cantidades
dindmica del problema (Posicion, Velocidad, Aceleracion y Tirén para todo tiempo) y la relacion
que guardan entre ellas. También hemos hallado el Tiempo Total de Deslizamiento de la Cuerda
al Caer de la Mesa, comparando nuestros resultados con otros autores (ver los Apéndices A y B),
y hemos comprobado en cada caso la Conservacion de la Energia y el Teorema Trabajo-Energia
respectivamente. Por otro lado, hemos construido un Modelo Muy Simple (Modelo B), que usa
basicamente Dos Ingredientes Teoricos. Uno, el resultado del Modelo 2 del trabajo (Cabral-
Rosetti y Castillo, 2022), y segundo, la suposicion de que la Cuerda Flexible es Homogénea y
de Densidad Lineal de Masa Constante A = M /L. Con ello hemos sido capaces de reproducir
algunos los Principales Resultados del Modelo A (Velocidad y Aceleracion, en la caida), sin
hacer todos los desarrollos matematicos que se hicieron alli, ver las Ecs. (2.21a), (2.23) y
(2.25), asi como el Apéndice C. Es de llamar la atencion la obtencion los resultados correctos
de las Ecs. (2.21a), (2.23) y (2.25), con tan solo aplicar la hipotesis de la Densidad Lineal de
Masa Constante al Modelo 2 del trabajo (Cabral-Rosetti y Castillo, 2022). Lo anterior tiene una
ventaja didactica evidente. Este tipo de problemas que se suele proponer como ejercicio a los
estudiantes de Ingenieria y Ciencias aparecen tipicamente en los cursos de Mecanica Intermedia
o Mecanica Avanzada, cuando los estudiantes tienen ya un dominio de las técnicas de Resolucion
de Ecuaciones Diferenciales (ver el Modelo A y Apéndice D). Sin embargo, nuestra propuesta
(Modelo B) permite resolver un “Problema Complicado” en un Curso de Fisica General“sin hacer
uso de matematicas sofisticadas” obteniendo los Principales Resultados del ejercicio de forma
correcta y abriendo el paso a la construccion futura de un modelo mas refinado y sofisticado
(Modelo A), propio de Cursos Universitarios Avanzados. Creemos que el estudio temprano
del Modelo B en los Cursos de Fisica General (Mecénica), servird como“entrenamiento a los
alumnos” para Cursos de Mecanica Mas Avanzados, en donde se plantean problemas cuya
sofisticacion matematica es manifiesta.

4. Apéndices

4.1. Apéndice A

Una forma alternativa (Behroozi, F. 1997), (De Lande, O. L. y Pierrus, J. 2010) de escribir
la “Ecuacion de Movimiento Ec. (1.3b) es como sigue:

2
Tz 2 4 (A

dt2 72
0

en donde hemos definido a “7” como:
L
T=4/—...(A2
\/; (A.2)

el cual es un “Tiempo Caracteristico del Sistema”.
La Ec. (A.1) tiene como solucion la Ec. (1.7a), que reescrita en términos de la Ec. (A.2)
luce como:
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T

+(t) = I cosh (3) L (A3)

El “Tiempo Total de Deslizamiento ¢p” durante el cual la cuerda se desplaza sobre la mesa
se obtiene poniendo z(tp) = L en la Ec. (A.3), y esto da como resultado:

t t L t L
2(tp) = L = lcosh L = cosh™! {cosh (—D)} — cosh™ {7} L = cosh™! (7) =
T T T

tp = Tcosh™* (%) - (A4)

El resultado Ec. (A.4), se halla en la Ec. (1) de la Pregunta 11.31 de la referencia (de Lande
y Pierrus, 2010). Pero, y ;Qué relacion tiene este tiempo “tp” con el Tiempo de Deslizamiento
“Ty” que obtuvimos en la Ec. (1.8d)? Para hallar esa relaciéon, la Ec. (1.8d) la podemos
reescribir como:

L (L+VIZ_P L [rz—p L [1I?
T, = —1n{%l}:>Tt=Tln{7+ l—g};»:Ft:Tln{TJr 1_2_1}
g

L L\’ L
T, =7In 7—1— (7> -1 = Tt:Tcosh1(7>...(A.5a)

en donde hemos usado la Ec. (8.56), pag. 34 del libro (Spiegel y Abellanas, 1998).

cosh 'z = In (:c + Va? — 1> r>1 [coshflx > 0, es el valor pm’ncz’pal}

Finalmente identificamos que el Segundo Miembro de la Ec. (A.5) es justamente el tiempo
“tp” dado en la Ec. (A.4), por tanto, concluimos que:

| T, =tp]... (A.5b)

Es decir, nuestros resultados coinciden con los resultados de la referencia (de Lande y Pierrus,
2010). ;Lo anterior podra ser aplicado al Modelo Ay: Caso Con Friccion? Procedamos a
analizar la Ecuacion Dcferencial de Movimiento del Caso con Friccion Ec. (1.17a), es decir:

2z g d*z g g d*z g 1

¢z _91 — L @z _9.49,— CE_9, -

gz~ p W tm) el = ae = e e — g = g = pr o gLz g
d?z z

w=n

en donde hemos definido a “7” como:

el
Il
=
-
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el cual es un “Tiempo Caracteristico del Sistema con Friccion”. Notemos que la Ec. (A.6)
es posible convertirla en una Ecuacion Similar a la Ec. (A.1) haciendo una “Transformacion de
Coordenadas”, es decir:

Y =2 —Fumgl|... (AS)

Por tanto, usando la Ec. (A.8) en la Ec. (A.6) tendremos:

d? 5 1 5 2z 2
e (2 + P g) = = (2 + P g) — g = P 0]---(A.9)

La Ecuacion de Movimiento (A.9), tiene exactamente la misma forma que la Ec. (A.1), por
tanto, la solucion de la Ec. (A.8) es idéntica a la encontrada en la Ec. (A.3), quedandonos:

(1) = =’ cosh (3) L (A10)

7

donde z{, se define como

2 =20 — Trurg ... (A1)

cuyo “Tiempo Total de Deslizamientc Con Friccién de la Cuerda” es el mismo que hallamos en
las Ec. (1.21d) o (1.21h), de nuestros calculos.

4.2. Apénice B

Para poder comparar nuestro resultado Ec. (1.21h) con el trabajo (Behroozi, F. 1997),
empezamos definiendo:

r=rk+pu (k—1)]...(B.1)

Por tanto, del Modelo Ay: Caso con Friccion la Ec. (1.21h) la reescribimos como:

9(1-LFMk)ln{1+\/$1_7}

Trabajando el Argumento del Logaritmo en la Ec. (B.2) tenemos:

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
IH{H_ M}:m{1+_ﬂac}:1n{1+ ! w}:m{1+ I } .
X

...(B.2)

Ty (K, i) =

T T T T2 T 2

donde definimos:

. (B4)

Il
SHE

Y

Por tanto, la Ec. (B2) nos quedara como:

ISSN 1988-3145 @MSEL


http://polipapers.upv.es/index.php/MSEL

Volume 17, DOL: 10.4995/msel.2024.20834. 63

T, (k, i) = #m{wm}..wm

g (1 + )

Recordando la relacion entre las “Funciones Hiperbolicas Inversas” y el Logaritmo Natural
Ec. (8.56) pag. 34 del libro (Spiegel y Abellanas, 1998).

8.56| cosh™(z) =1In (z + V22— 1) z>1 [COSh_l(Z) > 0, es el valor pm’ncipal}

Usando la Ec. (8.56) en la Ec. (B.5) encontramos que la “Tiempo de Deslizamiento Total
de la Cuerda” es:

T (y, i) = cosh () ... (B.6)

g (1 + )

El “Tiempo Total T; de Deslizaciento de la Cuerda” Ec. (B.6), corresponde con la Ec. (12)
del trabajo (Behroozi, F. 1997). Claramente, cuando hacemos que Desaparezca la Ficcion Seca
(ur — 0), hallamos la Ec. (4) del citado trabajo

4.3. Apénice C

..Son consistentes los Resultados Principales de los Casos sin Friccion y con Friccién encon-
trados en el Modelo A, con los hallados en el Modelo B?

A) Caso Sin Friccién:

La Aceleracion de la Cuerda dada por la Ec. (2.21a) en el Modelo B cuéando hacemos que
la Friccién Desaparezca (j; — 0), se convierte en:

a(z) = %z .. (C1)
La cual corresponde a la “Ecuacion de Movimiento de la Cuerda” Ec. (1.3a), del Modelo
A;: Caso Sin Friccion, como debe de ser. Vemos que, efectivamente las Ecs. (1.7a) y (1.7c) del
Modelo A;: Caso Sin Friccion, satisfacen la Ec. (B.1) del Modelo B, es decir:

Modelo Ay:
Modelo Ei ur— 0 Caso Si’r}\Friccion

a(z) = J

Lz <1'7“g(1'7c) rgflcosh( %tjz [%] I cosh (\/%tj ...(C2)

Ver la Ec. (1.7f) para ello.

B) Caso Con Friccion:

Partiendo de la Aceleracion de la Cuerda dada por la Ec. (2.21a) en el Modelo B

a(z) = L[ (1+ m) = L] ... (C:3)

La cual corresponde exactamente a la Ecuacion de Movimiento Ec. (1.17a) (ver la relacion Ec.
(1.20f) entre la Aceleracion del Sistema y su Posicion) del Modelo A,: Caso Con Friccion. Vemos
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que, efectivamente las Ecs. (1.20a) y (1.20c) del Modelo Ay: Caso Con Friccion, satisfacen la
Ec. (B.3) del Modelo B, es decir:

(1.20a), (1.20¢)

(I + [l—L])cosh( 2 (1 4 ) t>

e

%|:<1+1,Mk {MkLJF(HH,{[z_L])cosh( L (14 ) t)}) (1+,Uk)_ﬂkL}

= % [{,ukL—i— (I + pg [l = L]) cosh (@/%(1%—/11@) t)} —,ukL]

[+ l— L
[+ l—L
:g( Mz[ Dcosh( %(1+/Lk)t> =
MocfsloB Modelo As: Ctkqo con Friccion

Y

)

(l+uk[l—L])cosh< %(1—1—/%)15)E%(l+uk[l—L])cosh( %(1+uk)t>...(0.4)

Por tanto, la “Aceleracion del Sistema” Ec. (2.21a) hallada en el Modelo B, es la Aceleracion
Correcta del Sistema y, por tanto, un Buen Modelo Mecénico, pues prueba de ello es que la
soluciéon obtenida aqui mediante la solucién analitica explicica de las correspondientes “Ecua-
ciones Diferenciales” son Totalmente Compatibles y Equivalentes una de la otra, Ver la Ec.
(1.20f).

4.4. Apéndice D

A manera de complemento a lo discutido en el texto, utilizaremos la Dinamica Lagrangiana
para hallar de forma independiente la Ecuacién de Movimiento de la Cuerda que Resbala por
una Mesa con Friccion Seca. Utilizaremos algunos resultados obtenidos antes en el Modelo A,
para construir la Funciéon Lagrangiana del Sistema, asi como la correspondiente “Funcién de
Disipacion Generalizada de Rayleight-Hirvonen” para la Fuerza de Rozamiento entre la Mesa
y Parte de la Cuerda “I” que esta en contacto con ella.

Recordemos que la Cuerda Parte del Reposo con Velocidad Inicial nula vy = v(t = 0) = 0,
que la Cuerda es Uniforme, es decir, que tiene una Densidad Lineal de Masa A constante, que
tiene una Longitud Total “L” y que cuelga un trozo de longitud “/” (0 <[ < L) sobre el borde de
una mesa plana. Entre la Mesa y la parte de la Cuerda que esta en contacto y sobre ella, existe
Friccion Coulombica (S6lido-Sélido) con un Coeficiente de Friccion Cinética py. Utilizando las
Ecs. (1.11) y (1.12a) y adaptando la notaciéon correspondiente tenemos que la Energia Cinética
y Potencial de la Cuerda se escriben como:

T =\L@)|...(D.1) ; V=—1\g(t)|...(D.2)

2

La “Lagrangiana del Sistema” es:

L=T-V = |L=21\LE(t)+ i)g2*()|...(D.3)
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En vista de que existe Friccion Seca entre la Mesa y una parte de la Cuerda, tenemos
que construir la “Funcién de Disipacion de Rayleight-Hirvonen para Fuerzas Disipativas No
Viscosas”.

Lo anterior lo podremos hacer gracias a la “Funcién de Disipacion Generalizada de Rayleight-
Hirvonen” propuesta por Ville Hirvonen (Hirvonen, 2023). Dicha funcién se escribe como:

1 n+1

La Norma de la Fuerza de Rozamiento Coulombica (Friccion Seca) se suele escribir como el
producto de un Coeficiente de Rozamiento Cinético, por la Fuerza de Reaccion Normal de la
superficie sobre el cuerpo en estudio, la cual en nuestro caso es el Peso de la Cuerda, es decir:

MasadelTrozo
de Cuerdaen -
Contacto con la Mesa m
—
|fr] = ueN ... (D.5a) ; N =mg = (M —m) g=[ANL-=2()]g...(D.5b)

Poniendo la Ec. (D.5b) en la Ec. (D.5a) tendremos que la Fuerza de Rozamiento Coulombica
entre la Mesa y el Trozo de Cuerda que esta sobre ella es:

£l = mgA[L = 2(8) ... (D.50)
La Norma de la Fuerza de Rozamiento Seca Ec. (D.5c), corresponde a lo encontrado en la
Ec. (1.16a) del Modelo Ay: Caso Con Friccion. Procedemos a hallar la “Funcion de Disipacion

Generalizada de Rayleight-Hirvonen”, para ello hacemos n—=0 en la Ec. (D.4), pues la Fuerza
de Rozamiento No es Viscosa, sino Seca, quedandonos

1
041

(D.5¢)
=

FRH ’fT”UO+1 = ’fr|1): ’fr|2(t) FRH :,ukg)\ [L—Z(t)]Z(t) (D6)

Por otro lado, las Ecuaciones de Euler-Lagrange en nuestro caso son:

d ( oL ) oL OFry

dt\oz(t)) ~ 9:(t) 0:(t) - (D)

Realizando las correspondientes Derivas Parciales al Lagrangiano Ec. (D.3) y a la Funcién de
Disipacion Generalizada de Rayleight-Hirvonen Ec. (D.6) tendremos:

8%) AL:(t)...(D.8a) ; % (a(zé)) — ALZ(t)...(D.8b)
%@) = \gz(t)...(D.8¢) ; 25@31 — g\ [L — 2(t)] ... (D.8d)

Poniendo los resultados Ec. (D.8) en las Ecuaciones de Euler-Lagrange Ec. (D.7) llegamos
a:
ALZ(t) — Agz(t) = —pgA [L — 2(t)] = LZ(t) = g2(t) — gL + prgz(t) =
LE(t) = g (L+ ) 2(t) — gL = LE() = g [(1+ ) 2(8) — L] =
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£(6) = I+ ) 2(6) = L] ... (D.9a)

s=Z0+m)z—gm = |2=Az-B. (D)

La Ec. (D.9a) es la Ecuacion de Movimiento de la Cuerda sobre una Mesa con Friccion Coulom-
bica Seca obtenida con la Dindmica Lagrangiana, la cual corresponde exactamente a lo encon-
trado en la Ec. (1.17a) o la Ec. (1.20f) del Modelo Ay: Caso Con Friccion, y a la Ec. (2.21a) del
Modelo B, mediante un Analisis Dinamico de las Leyes de Newton. Es claro que si hacemos el
limite p; — 0 en las ecuaciones antes citadas, hallamos la Ecuacién de Movimiento del Sistema
sin Friccion, es decir, la Ec. (1.3a) del Modelo A;: Caso Sin Friccion.

La solucién de la Ecuacion de Movimiento de la Cuerda sobre una Mesa con Friccion Seca
la hallamos explicitamente en el Modelo A,: Caso Con Friccion, y aqui por completes, la
hallaremos utilizando la Transformada de Laplace (Hirvonen, 2023), (Spiegel, 1980), (Bronson
R. y Costa G. 2008, p. 211):

=2
L

donde hemos definido las constantes “A "y “B "como:

(14 )z — g = ‘2:A22—B2‘...(D.9b)

A= (14 pg) ... (D.10a) ; B = \/guy|...(D.10b)

e

Aplicando la “Transformada de Laplace” a ambos lados de la Ec. (D.9b) y usando la Linealidad
de la Transformada de Laplace, tendremos que:

L{zy=L{A%} —L{B*} = L{z}=A4L{}-BL{1}...(D.11)
usando el resultado (24.5) del Teorema 26.1, pag. 242 del libro de la Serie Schaum .

L{y'(2)} = Y (s) — cos — 4

donde “cy y ¢;” son las Condiciones Iniciales del Problema. De tal manera que usando el
resultado (24.5) y la Tabla de Transformadas de Laplace dada en las pags. 137, y el Apéndice
C pags. 301-305 tenemos que nuestra Ec. (D.11) se transforma en:

[s°Y(s) —cos — 1] = A* [Y(s)] — B® F} ...(D.12)

s
donde las Condiciones Iniciales para la Cuerda que se Desliza por la Mesa con Fricciéon son
“co =1y c1 =v9=0" Por tanto, de la Ec. (D.12) tendremos que:

(Y (s) — sl] = A [Y(s)] - B’ H S PV (s) = AV (s) = sl — % N
9 21 B? sl B?
Y(s){s —A}—sl—? = Y(S)_SQ—AZ_s{SQ—AQ}”'(

Aplicando la “Transformada Inversa de Laplace” a ambos lados de Ec. (D.13) tendremos:

D.13)

()
vy =i gl U0 pp o (pida)
S = 52—A2 5(32—A2) = d4aa
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donde hemos definido las cantidades “C” y “D” como:

CELl{SQia2}...(D.15a) : Dle{ﬁ}...(D.wb)

A continuacién, calcularemos la “Transformada Inversa de Laplace” de la Ecs. (D.15a),
consultando el Apéndice “A” de (Bronson R. y Costa G. 2008, p. 224),

C:Ll{ i } = [C'=cosh(At)]...(D15.0)

s2 — a2

Para hallar la “Transformada Inverca de Laplace” de la Ecs. (D.15¢), que involucra un Pro-

(19

ducto de Funciones que dcpende de “s” usaremos el “Teorema de Convoluciéon”, ver el Capitulo
23 de (Bronson R. y Costa G. 2008, p. 233),

donde hemos definido:

..(D.16a) : G(s)zﬁ...(D.l%)

Bronson R. y Costa G. 2008, p. 330),

F(s) =

®w | =

Usando el Apéndice “A” de

—~

sinh( At)/A

D=1L""{F(s — dr = 1M S h(A
{F( }/ftT gt) T /0() /sm )

Usando la Ec. [1.482] pag. 243 de las Tablas de Integrales (Spiegel, M. R. y Abellanas, L. 1998)

1
1.482 /sinh (ax) dx = — cosh (ax)
a

quedandonos la integral de “D como:

cosh (AT), = |D= cosh (At) — 1]|...(D.15d)

D:—/smh (AT)dr
A = A

A AQ[

Con los resultados Ecs. (D.15¢) y (D.15d), regresamos a la Ec. (D.14a) y tendremos que:

2(t) = I {cosh (At)} — B? {% [cosh (At) — 1]}

Poniendo los valores de “A” y “B” dados por las Ecs. (D.10a) y (D.10b) en la ecuacion de la
Posicién de la Cuerda anterior finalmente tendremos:

2(t) = [ {cosh (At)} — B? {22 [cosh (At) — 1]}

(1+Mk)t) —guk{ﬁ [cosh( %(1+uk)t) —1]} =
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” I
- iy
‘\\ y
- Ay
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Figura 27: Principales Variables Dinamicas del Modelo C.

z(t):lcosh( %(1"‘/%)75)—%(705}1( %(1+Mk>t>+%(l) =

+(0) = eosh iuw)—(&)mh( L) L

+ 1)
R ]
- )

g
2(t) = T {/LkL+ [l + . (I — L)] cosh ( T (1 —I—,uk)t)} ... (D.16)

La Ec. (D.16) corresponde exactamente a la Ec. (1.20a) del Modelo A,: Caso Con Friccion,
tal y como debe de ser. Para calcular la Velocidad, la Aceleracion y el Tirén de la Cuerda sobre
la Mesa con Friccion, se procede como antes, ver las Ecs. (1.20b), (1.20c) y (1.20d).

hl‘Q

4.5. Apéndice E

En vista del éxito del Modelo B para reproducir los Principales Resultados del Modelo Ajs:
Caso Con Friccion (y del Modelo Ay: Caso Sin Friccion, cuando py, — 0) podemos generalizarlo,
para hallar las Principales Variables Dinamicas del Problema de una Cuerda que Resbala por
un Plano Inclinado de Angulo 6 con Friccion, es decir, el Nuevo Modelo lo llamaremos Modelo
C el cual tendria un esquema como el de la Figura 27 en donde en un Proceso Analogo al

realizado para la construccion del Modelo B, hallamos, que las Principales Variables Dindmicas
del Modelo C son:

_ ps L
~sind + p, (1 —cos) |

(B

a(x) = % {z[sinb + pg (1 — cos )] — up L} ... (E.2)

- \/% {[sin 6 + 1 (1 — cos 0)] [L? — 22] — 2l [L — 2]} |. .. (E.3)

que cuando § — 7, la Ec. (E.1) se transforma en la Ec. (2.16b), la Ec. (E.2) se transforma en
la Ec. (2.21a), y la Ec. (E.3) se transforma en la Ec. (2.23), dandole consistencia y generalidad
a este nuevo Modelo C.
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