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Abstract

En la ensenanza de la Mecdnica, es siempre recomendable poder discutir en clase Pro-
blemas Integradores y Holisticos. En ese sentido proponemos analizar el cldasico proble-
ma del Nino Esquimal que resbala por su Igli desde diferentes puntos de wvista, y que
sirva como Experiencia de Aprendizaje Mediado (EAM) usando para ello la Estrategia de
Modelizacion Progresiva (EMP). Dicho problema, aparece en la mayoria de los textos de
Fisica General Universitarios y es abordado unicamente con argumentos de Conservacion
de Energia. En este trabajo lo planteamos y resolvemos usando la“Dindmica Traslacional
con y sin Friccion”,“Conservacion de Energia”, “Teorema Trabajo-Energia con y sin Fric-
cion”, “Dindmica Rotacional con y sin Friccion” y usando la “Dindmica Lagrangiana con
y sin Friccion”, con la intencion de mostrar como con un mismo problema se puede re-
solver de muy diferentes maneras, ayudando al estudiante a integrar sus conocimientos
de Mecdnica de una forma general.

In the teaching of Mechanics, it is always advisable to be able to discuss Integrative and
Holistic Problems in class. In this sense, we propose to analyze the classic problem of the
Eskimo Child sliding down their Igloo from different perspectives, serving as a Mediated
Learning Ezperience (MLE) and using the Progressive Modeling Strategy (PMS). This
problem appears in most University General Physics texts and is addressed solely with ar-
guments of Energy Conservation. In this work, we pose and solve it using “Translational
Dynamics with and without Friction”, “Energy Conservation”, “Work-Energy Theorem with
and without Friction”, “Rotational Dynamics with and without Friction”, and using “La-
grangian Dynamics with and without Friction”, with the intention of showing how the
same problem can be solved in very different ways, helping the student to integrate their
knowledge of Mechanics in a general way.

Palabras clave: modelo matematico, ensenanza de la mecénica, ciencias fisicas, formacion profesional, ingenieria.
Keywords: mathematical model, teaching of mechanics, physical sciences, vocational training, engineering.
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1. Introduccién

La Teorfa de la Experiencia de Aprendizaje Mediado (EAM) de Reuven Feuerstein es la
teoria general que se empleard para el sustento psico-pedagogico del presente trabajo que se
centra en la mediatizacion como parte de la practica pedagogica docente, es decir el Aprendizaje
Mediatizado. Esta teoria se deriva de una anterior propuesta de R. Feuerstein que denominé
Teorfa de la Modificabilidad Estructural Cognitiva (TMEC). La EAM se encuentra relacionada
con el desarrollo cognitivo en los sujetos a partir de un aprendizaje mediado (Complemento del
Aprendizaje Directo), el cual se refiere a la participacion de un ser humano que propicie en otro
la creacion de los prerrequisitos cognitivos para promover un aprendizaje directo y efectivo.
De acuerdo con R. Feuerstein se requieren tres criterios para provocar un aprendizaje media-
do: la intencionalidad, la trascendencia y el significado, experimentados en un contexto social
que contribuya a ello. Es importante senalar que la EAM no propone una nueva estrategia de
ensenanza-aprendizaje, sino la visibilizacion de la necesidad de trabajar estructuralmente desde
la practica pedagobgica, considerando al docente como mediatizador cuando es “responsable,
afectivo, conocedor y competente para ser intermediario entre el mediatizado y la experiencia
de aprendizaje mediatizado” (Orra. S., 2003, p. 37) Los principales conceptos que sostienen
el trabajo teoérico de R. Feuerstein son Modificabilidad, la cual hace énfasis en la posibilidad
que tiene todo individuo mediatizado en alterar de manera permanente su actuaciéon cuando
las circunstancias se impliquen un actuar flexible y adaptado para la resoluciéon de problemas.
Cognitiva a la que R. Feuerstein hace referencia para los procesos cognitivos a través de los cuales
los individuos perciben la informaciéon y que, posteriormente, se interiorizardn como parte de
sus funciones cognitivas que determinaran la forma y su capacidad para emplear el aprendizaje
adquirido en nuevas situaciones o circunstancias de mayor complejidad. Estructural, que se
relaciona con la interconexion de elementos cognitivos dentro de la estructura mental, y que
son fundamentales para ordenar la informacion de entrada (input) y generar una elaboracion
(output), actividad que R. Feuerstein relaciona con las operaciones mentales de la inteligencia
que son necesarias para el aprendizaje. (Orra. S., 2003, p. 39)

A partir de ese marco, la Experiencia de Aprendizaje Mediatizada (EAM) se presenta como
la forma en que el individuo (estudiante) transforma todos los estimulos que recibe, con ayuda
de un mediatizador (docente) quien los ordena, organiza y modifica para conformar un entorno
educativo enriquecido y de mayor calidad para el desarrollo intelectual. El acto de mediatizar
debe estar intencionalmente ligado al propodsito de enriquecer los factores relacionados a lo
cognitivo, para que estos giren hacia los significados existentes en el mundo en que se vive,
con el fin de desarrollar en el individuo condiciones necesarias para adaptarse y modificarse,
contrastandose con las determinaciones culturales por las cuales transita en su vida cotidiana.
(Orru. S., 2003, p. 40)

Los criterios basicos de la EAM que propone R. Feuerstein se consideraran como indicadores
para el analisis de la practica pedagogica de los docentes que imparten, por ejemplo, la asig-
natura de Dinamica (Mecanica Clasica): intencionalidad y reciprocidad, coparticipacion, sig-
nificado; individualizacion; trascendencia; planificacion de objetivos; competencia; retos; au-
torregulacion y control de comportamientos y auto modificacion.

Para poder lograr el objetivo de una “Reestructuracion Cognitiva” en estudiantes y mae-
stros, construimos 8 Modelos Mecénicos (El nino que Resbala de su Igli) mediante un proceso
inductivo o deductivo (segun sea el caso), en donde una propuesta simple (modelo de juguete)
sea el inicio de la construcciéon y comprension del fendémeno mecanico estudiado.

Por ejemplo, en nuestro trabajo de investigacion publicado recientemente, Estrategia de
Modelacion Progresiva: Del Bachillerato a la Licenciatura, (Cabral-Rosetti, L.G. y Castillo,
A., 2022a), se construy6 el modelo clasico de Dos Bloques atados con un hilo que resbalan
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sobre una mesa y que pasa por una Polea, desde el mas simple (bachillerato) hasta el més
complicado que considera friccion y masa en el hilo (universitario).Otro antecedente de la linea
metodologica propuesta se puede encontrar en el trabajo La Modelizaciéon como una Estrategia
de Ensenanza: Ejemplo de la Caida de un Paracaidista en un Medio Resistivo (Cabral-Rosetti,
L.G.y Castillo, A., 2022b), en donde se analizé de manera simultanea la caida de un paracaidista
en diferentes medios viscosos (aire).

Cabe destacar que la Estrategia de Modelacion Progresiva (EMP) se ha venido probado con
grupos de profesores (curso de capacitaciéon) y alumnos de pregrado y postgrado obteniendo
resultados prometedores. La idea central es continuar con este tipo de trabajo estudiando
diferentes fenémenos mecéanicos, para el beneficio de profesores y alumnos (Cabral-Rosetti,
L.G. y Castillo, A., 2022c).

2. Construccion de los Modelos

A continuacion, elaboramos 8 modelos que van desde la propuesta més comtn (Conservacion
de la Energia) del Problema del Nino Esquimal que Resbala de su Igli, hasta el modelo resuelto
por medio de la Mecénica Lagrangiana con Friccion Coulombica utilizando Multiplicadores
Indeterminados de Lagrange.

2.1. Modelo 1: Usando Dinamica Newtoniana

Un Nifo Esquimal de masa “m”esta sentado en la parte mas alta de su Igla (Monticulo
Semiesférico de Hielo de Radio “R”) como se muestra en la Fig. 1. Recibe un pequenisimo
empujon y comienza a resbalar hacia abajo sobre el Igli. Ignorando la Friccion entre el nino y
el Igla, y considerando al nifio como un Punto Material masivo (particula), a) ;En qué punto
se separa el nino del igla?, b) ;Cuél es la rapidez del nino en dicho punto?, c¢) La distancia a
la que cae el muchacho, medida desde la base del igla, d) La velocidad del nifio justo al tocar
el piso. Para Resolver el Problema, Explote la Simetria del Problema y Use Explicitamente la
Segunda Ley de Newton, e¢) Encuentre los incisos a) y b) mediante el uso de las*Coordenadas
Intrinsecas”y compare sus resultados (Resnick, 1987: 170).

a) ; En qué punto se separa el nino del Igla?

Para resolver el problema consideraremos al Nino Esquimal como una particula puntual de
masa “m”, ver la Fig. 1. El nifo se desliza sobre su Igld, el cual consideremos que es lizo (es
decir, No Hay Friccion) y Perfectamente Semiesférico de Radio “R” constante. El anélisis se
llevara a cabo inicialmente en el Plano Cartesiano xy, tal y como lo muestra la Fig. 2.

Las Fuerzas que acttian sobre el nifio (ver Fig. 2) son:

a) El Peso: P= mg(—j).
b) La Fuerza de Reaccion Normal del Igla: N = N cos(6)i + N sin(6)]

Explotaremos la “Simetria Semiesférica del Problema”, mediremos la posicién del nino es-
quimal sobre el Igla (monticulo de hielo semiesférico) mediante el angulo “6” (ver Fig. 2),
y usaremos los Vectores Unitario (Versores) propios de las Coordenadas Polares (4, y wp).
Descomponiendo el Peso del muchacho en sus componentes Radial y Angular y usando la
Propiedad Vectorial de que cualquier vector A= A+ Ay + Ak siempre se puede escribir
como:
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Figura 1: Representacion esquemética del Modelo 1. Un Nino Esquimal considerdndolo como una Particula
Material Puntual de masa “m”, resbala sobre su Igla (Monticulo de Hielo Semiesférico de Radio “R”) inicialmente
se encuentra en reposo en el Punto A, resbala por el monticulo hasta llegar al Punto B, en donde se desprende
del Igla.

Figura 2: Diagrama del Nino Esquimal montando en la parte alta de su Igla (Punto A) del Modelo 1, donde
se muestra el Peso del Nino y sus Componentes Cartesianas, la Reaccion Normal del Igla sobre el nino, los
Vectores Unitarios Cartesianos y Polares. El chico resbala del Punto A, y se desprende del Igli en el Punto B.

ISSN 1988-3145 @MSEL


http://polipapers.upv.es/index.php/MSEL

Volume 17, Do1: 10.4995/msel.2024.21177. 75

A= ([1’-%)%+ (Z-j)j+ <ff-l%>l%...(1.1).
La demostracion de la Ec. (1.1) la podemos encontrar en el Apéndice A.
La relacion (1.1) es evidente en “Coordenadas Cartesianas”, pero sera de gran utilidad cuando

la implementemos para el caso especifico de Coordenadas Polares. Quedéandonos con ello que
el Peso del Nifo Esquimal (ver la Fig. 2) es:

— —

P= (ﬁ-ar)arJr(ﬁ-a@)a@ ~ P- (—mgj-ﬂr)d,,—i—(—mg}-fm)ﬂg...(l.Za)

NOTA 1.1: Vemos inmediatamente que la expresion dada en la Ec. (1.2a) es una mezcla de
Versores Polares y Versores Cartesianos. Para poder usar la Simetria del Problema, debemos
poner todo en Coordenadas Polares. Para ellos debemos de encontrar la relacién que existe
entre dichos Vectores Unitarios Polares y Cartesianos, ver el Apéndice B.

Usando el resultado Ec. (B.11) del Apéndice B, volvemos a la Ec. (1.2a) obteniendo:

P = (—mg [sin@ i, + cos O i) - ) Gy + (— mg [sin6 @, + cos O i) - 1ig) g . . . (1.2b)

Para simplificar la Ec. (1.2b) recordemos que los “Vectores Unitarios Ortonormales” cumplen
con:

Uy - Up = |Up| |Gy cos0°=1...(1.3a) ;
7:69"&9: |1AL9H’&9’COSOO:1...(1.3I)) 3
ﬁr : ﬁg = ﬁe : ’&T = |ﬁr| |ﬁ9| cos90° =0... (1.36)

Entonces usando las relaciones (1.3) en la Ec. (1.2b) nos queda que el Peso del Nino Esquimal
(ver la Fig. 2), expresado en Coordenadas Polares quedara como:

P = mgsin 6 (—i,) + mgcos 0 (—ig)|. .. (1.4)

Por otro lado, es claro que la “Reaccién Normal del Igla sobre el Nino” en “Coordenadas
Cartesianas” (ver la Fig. 2), se escribe como:

N =Ncosfi+ Nsinfj|...(1.5a)

Pero usando la Ec. (B.5) del Apéndice B, vemos que la Ec. (1.5a) se puede escribir como:

Up
A\

™~

—

NzN(cos@%thinﬁj) = |N = Nu,|...(1.5D)

que es la Reacciéon Normal del Igla sobre el Nino en Coordenadas Polares.
Por otro lado, sabemos que la Aceleraciéon de una Particula en Coordenadas Polares se
escribe como:

i= (7’ - r92> iy + (ré + 27'«9'> ig|. .. (1.6)

La Fuerza Neta (ver la Fig. 2) que actta sobre el muchacho es: F’;wm =P+N , es decir:

—

Freta = m [(7“ — r92> Uy + (7“9 + 27*9) ’119:| = (N — mgsinf) a, —mgcosf ug|...(1.7)
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Claramente de la Ec. (1.7) obtenemos Dos Ecuaciones Escalares, una para la Componente
Radial u, y otra para la Componente Angular iy, de las Coordenadas Polares, es decir:

m [(r — r92> ﬁ»&] = (N — mgsinf)&...(1.8a) ; m [(ré+ 27"9) ﬁ@} = —mgcosf By .. (1.8b)

En las relaciones anteriores Ecs. (1.8) debemos de Introducir la Constriccion dada en el
Enunciado del Problema, es decir, que el Nino Esquimal Resbala sobre el Monticulo de Hielo
de Radio r = R = cte. Poniendo esto en las Ecs. (1.8a) y (1.8b) tenemos que:

—mR#* = N — mgsinf|...(1.9q) ; RA = —gcosh|...(1.9b)

En principio, lo que seguiria seria resolver el Sistema de Ecuaciones Diferenciales No Lineales,
Tarea Muy Complicada. Sin embargo, notemos que podemos “Hacer un Truco” para resolver
una parte del problema. Si tomamos la Ec. (1.9b) (que determina la Ecuacion de Movimiento
del Nino) y la multiplicamos por “0” en ambos lados de la Ecuacion Diferencial, es posible
construir una Diferencial Exacta, es decir:

. 0JO d (62 d .
ROO = —gb cos 0 N RE <?> =9 (sinf)...(1.10)

Separando Variables e Integrado (aplicando el Teorema Fundamental del Calculo) en ambos
lados de la ecuacion anterior tendremos que:

0 12
T.FC. R/d(%> :_g/d(smg) N R(%) — —gsinf+Cy...(1.11)

Ahora aplicamos las Condiciones Iniciales, las cuales nos dicen que el nifio se encontraba en
reposo en la parte méas alta de su Igla al iniciar el movimiento, es decir: en § = 7,0 = 0, con
ello nos queda que gsin(5) = C1 = C; = g. Por lo tanto, poniendo el valor de la constante C
en la Ec. (1.11) nos queda como:

= |[R6*=2¢g(1—sinb)|...(1.12q)

De Cinematica Rotacional sabemos que v = §R = 6% = v?/R? | entonces la Ec. (1.12a) nos
quedara como:

v() = \/2gR (1 —sin6)|. .. (1.12b)

Es decir, hemos sido capaces de hallar una “Primera Integral de Movimiento”. La Ec. (1.12b)
representa la “Velocidad del Nino Esquimal” como una funcién del dngulo “6”.
Sustituyendo la Ec. (1.12a) en la Ec. (1.9a), seremos capaces de hallar la “Reaccion Normal
del Igla sobre el Nino Esquimal”, es decir:
R §?
———
m[2g (1 —sinf)] =mgsind — N = N =mgsinf —2mg + 2mgsinf =

llegando a que:

N(#) =mg(3sinf —2)|...(1.13a)
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v(6) = y2 g R (1-Sin 6)
o° 15" 30° 6o =41.8° 60" 75" 90°

|
|

® 4 : 4

E 382 | 3.62

= l
|

2 | : 2
| |
| |
| |
| |

D’ | | E D.

0° 15° 30° 8o =41.8° 60° 75° 90°
8 (grados)

Figura 3: Gréfica de v vs. 6, del Nifio Esquimal, Ec. (1.12b) en donde aparece el “Angulo Critico de De-
sprendimiento 6. = 41.8° y la “Velocidad en el Punto B vg = 4/ % gR de Desprendimiento del muchacho cuando

deja el Igla”, los cuales se determinaran mas adelante (ver las Ecs. (1.14b) y (1.16)).

N(6) = mg(3 Sin@ - 2)

0" 15° 30° 8, =41.8° 60" o a0-
4[} T T T T T T 4[}
I I | I |
| | | | |
I | | I |
| | | | |
I | | I |
30 I I

I

M (Mewtons)
]
[

10

| |

| |

| |

| |

| |

1 1 D.
0° 15° 30° 0, =41.8° 60° 75" a0°
g (grados)

Figura 4: Gréfica de N vs. 6, del Nifio Esquimal, Ec. (1.13a) en donde aparece el Angulo Critico de De-
sprendimiento 6, = 41.8° (ver las Ecs. (1.14b) cuando N=0.
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Angulo| Vv(6)=[2gR N(¢) = mg Anélisis de la Velocidad
0 (1 — seng) 1"2 (3send — 2) del nifio Esquimal y de la
Ec. (1.12b) Ec. (1.13a) Reaccion Normal del Iglu
0=90° 0 mg para diferentes angulos (6)
6 =60 [gR mg (3 V3/2 - 2) )
(2 — ‘/3) ]112 N(90 )
N(60")
6 = 45’ [gR mg(3v22-2) ¢ \ O
(2 _ ‘/2) ]1[2 V(60) N(45 )
v(45")
6.=41.8 [ 2/3gR |12 0 v(41.8")
6=30 | TaRT= | - ma (i o)
0=0 [ 2gR 12 -2mg N(OY) ‘[V(OO)
T

Figura 5: Tabla y Grafica de la Velocidad del Muchacho (flechas en verde) Ec. (1.12b) y de la Reaccion Normal
del Igla sobre el Esquimal (flechas en azul) Ec. (1.13a), para diferentes valores angulares (¢ = 90°, 60°, 45°,
41.8°, 30° y 0°). Notamos que la Magnitud de Reaccion Normal comienza con su Maximo Valor (N = myg,
6 = 90°) y va disminuyendo, hasta hacerse cero (N = 0, § = 41.8°). Posteriormente la Reaccion Normal,
adquiere valores negativos (flechas en rojo) que no tiene significado fisico. Después de 6 = 41.8°, el muchacho
ya no esta en el Igld, esta en el aire cayendo.

Con lo anterior procedemos a Analizar el Movimiento del Nino Esquimal. El muchacho
permanece sobre el monticulo de hielo cuando N > 0; pero cuando N = 0 es inminente la
separacion del chico del Igla. Partiendo de la Ec. (1.13a) y haciendo N = 0 en dicha ecuacion,
hallamos el “Angulo de Desprendimiento”, el cual sera:

2
0 =mg(3sinf — 2),es decir :sinf = 3

Pero de la Fig. 2, vemos que:

2 , n 5
La Ec. (1.14a) nos da la “Altura Exacta” desde donde el muchacho se separa del monticulo
de hielo (Igla), es decir:

2
§ = sin~! (g) = [9=41.8]...(1.14p)

NOTA 1.2: Para fines de comparaciones posteriores, usaremos también el Angulo Comple-
mentario “3”, ver Fig. 6.

De la Fig. 6 es claro que simplemente debemos hacer el cambio: sin(f) — cos(/3) y cos(d) —
sin(/3), para podernos referir al “Angulo Complementario 3”.

En este caso tenemos que:

N(B) =mg(3cosf —2)|...(1.13D)
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Figura 6: Diagrama del Nifio Esquimal montando en la parte alta de su Igla (Punto A) del Modelo 1, donde
se muestra el Peso del Nifio y sus componentes en el Angulo Complementario “3”, la Reaccién Normal del Igla
sobre el nino, los Vectores Unitarios Cartesianos y Polares. El chico se despende del Igla en el Punto B.

N(f) = mg(3 Cosf - 2)

. o= 0. L#] 4,
0- § L5 30° Br =48.2° go° T a0-
3':' T T T T T T 30
I I I l I
I | l I
I I I | I
25 ------ | — Wym — — — - — — - — — — + - - - - - - === R 25
l I l l I
| I | l I
I I | I I
g, I R R T PENERENEE ER SRR S N S N NN EEE NS (e e 20
o l | l l I
= | | l I
I I | I I
% [ ol R PSS . TR RS S N S N NN EEE NS [ttt 15
= l I l l I
= | I | l I
s 1 1 1 1 1
7 L R R R [ T S L o S ST S A T S e S ST 10
l I I l I
| I l I
1 1 =0 1 1
g | T T P T [T ST L T AR T T, AT ST AT g
l I l I
| I \I l I
I I I I I
0 I 1 L\ 1 1 0
0° 157 30° B, =48.2° 60° h° a0°

Figura 7: Grafica de N vs. (3, del Nino Esquimal, en donde aparece el Angulo Critico de Desprendimiento
B = 48.2°, ver las Ec. (1.33b) cuando N = 0.
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v(B) = Y2 g R (1-Cos f)
0° 15° 30° Be =48.2° g0° 75" a0°
12 T T T T T T 12

| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |

& Tt ’ T i
s I VB = -gR I I
-E I I 3 I I
: | | | |

; | | | |
| | | | |
| | |
362F----- f ————— JI —————— ; ————: —————— ‘I- —————— 3.62

| | | | |
| | | |
| | | | |
| | | |
| | | | |

|:| 1 1 1 1 1 1 |:|

0= 15° 30° B =48.2° 60° Fi a0°

B (grados)

Figura 8: Grafica de v vs. (3, del Nifio Esquimal, Ec. (1.12c) en donde aparece el Angulo Critico de Des-

prendimiento 5, = 48.2° y la “Velocidad en el Punto B vp = 4/ % gR de Desprendimiento del muchacho cuando
deja el Igla.

Entonces, de la Ec. (1.13b) el dngulo “3.” requerido sera de:

2 2
0=mg(3cosfB. —2) = cosf.= 3,68 decir : 3. = cos™? (g) = | f.~48.2°|...(1.14¢)

Y para el caso de la Velocidad del Nino Esquimal, probaremos més adelante que es:

v(B) = /29R (1 —cos ) |...(1.12¢)

Puesto que las ecuaciones que rigen el movimiento del nino esquimal se escriben bajo el
supuesto de que él se mueve a lo largo de la trayectoria circular del Igli con un radio igual a R,
claramente, la soluciéon que se obtiene para el valor de la Normal N es el que se requiere para
que el nino se mueva segtn lo prescrito.

Esto significa que para angulos entre 48.2° < 3 < 90°, para que el nino permanezca en
contacto con la superficie del iglu, “la Superficie debe en Realidad Jalar (Tirar) del Nino”. De
la Ec. (1.13b), cuando 5 < 90°, el igla debera de “jalar al nifio con el doble de su peso”.
Finalmente, notese que a pesar de la Fuerza Normal es una funcién del peso del nino, el angulo
en el que el nino deja el igla es independiente de m y g¢.

b) ;Cual es la rapidez del nifio en dicho punto de Desprendimiento?

Poni¢ndose ¢l valor de sin(f) = 2 hallado en la Ec. (1.14b) en la Ec. (1.12a) encontramos
que:

. 2g 2 ;
02—5(1—§> = |6?=2L|...(1.15)
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Angulo| Vv(8)=[2gR N(8) = mg Analisis de la Velocidad
B (1 — cosp) 1'2 (3cosp — 2) del nifio Esquimal y de la
Ec. (12c) Ec. (13b) Reaccién Normal del Igla
p=0 0 mg para diferentes angulos (8)
B =30 [gR mg (3 V3/2 - 2) )
(2 - v3) "2 N(0)
N(30)
B =45 [gR mg (3v22-2)| ¢ )
(2 _ VZ) ]1[2 V(300) N(45 )
(45"
B.=48.2 [2/3gR "2 0 y(48,2")
p=60" | [gRI™ RoHE \v60)
=90 | [2gR]" : 2mg Q02 lv(90"’)

Figura 9: Tabla y Gréafica de la Velocidad del Muchacho (flechas en verde) Ec. (1.12¢) y de la Reaccion Normal
del Iglu sobre el Esquimal (flechas en azul) Ec. (1.13b), para diferentes valores angulares (8 = 0°, 30°, 45°,
48.2°, 60° y 90°). Notamos que la Magnitud de Reaccién Normal comienza con su Maximo Valor (N = mg,
B = 0°) y va disminuyendo, hasta hacerse cero (N = 0, 8 = 48.2°).Posteriormente la Reacciéon Normal, adquiere

valores negativos (flechas en rojo) que no tiene significado fisico. Después de 8 = 48.2°, el muchacho ya no esta
en el Igla, esta en el aire cayendo.

48.2°

=Ty S S ——

»

30

B (deg)

60

Figura 10: La Fuerza Normal N (Normalizada al Peso del Nifio Esquimal mg) como una funciéon de 8 cuando
el nifo se desliza hacia abajo del monticulo esférico. Notemos que para angulos 8 > 48.2°, la Fuerza Normal se

convierte en Negativa.
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Figura 11: Grafica de la caida del muchacho desde el Punto B de su Igla. En el Punto B el chico lleva la
velocidad de vp = % gR y realiza un Tiro Parabolico hasta llegar al Punto C (en el piso). Se muestran las

distancias (O_Q) =x0y (Q_C’) = vp,t y el Tridngulo Rectangulo cuya Hipotenusa es R y cuyos Catetos son
zo=YRyy=h"=2R

De las Coordenadas Polares sabemos que la Componente Angular de la Velocidad (usando la
Ec. (1.15)) es:

. . 2
Up = ROty = 9= RO :vng\%(ngJ =

Finalmente tenemos que la Rapidez del muchacho en el Punto B (Punto de Desprendimiento)
es:

vp =y/39R|...(1.16)

c) La distancia a la que cae el muchacho, medida desde la base del igla

Para determinar la distancia recorrida por el muchacho desde el Punto de Desprendimiento
(Punto B) hasta el suelo, usaremos las Ecuaciones del Tiro Parabolico. De la Fig. 11, obtenemos
las Componentes Cartesianas de la Rapidez del Muchacho justamente en el Punto B.

Es decir, en la Fig. 11 vemos que se forma un Triangulo Rectangulo, con Hipotenusa R y
Catetos xg e 1o , los cuales valen:

Del Teorema
; — 2
sinff =3 |...(1.18a) = de Pitagoras
sinf + cos?d = 1 = cos?0 = 1 — sin’f (1.1:8a) 1-— (%)2 = cos20 = g =

cosf = \/?g ... (1.18b)

R=ajty = w=R-y=K-(R)'=F B = f=(Q1-jF =

= 13=3R" = |z9=%R|...(L17)

Por tanto, el Punto B de Desprendimiento debido a las Ecs. (1.17a) y (1.17b) tiene por
Coordenadas Cartesianas:
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B (20, 0) = (@R, %R) .. (1.17¢)

Usando la Ec. (1.16) y los resultados Ecs. (1.18a) y (1.18b) tendremos:

Uy = vgsinf = vazé\/gx/gR...(l.wa)
=—vgcos = |vpy,=—3\/%VgR|...(1.19)

UBy =
Usando las relaciones Ecs. (1.17) y Ecs. (1.19) la Posicion del Nifio Esquimal justo cuando

abandona el Igla en el Punto B es

= |z=¥YR+2 f gR t|... (1.20a)

\/7\/97315—59752 .. (1.200)

El Punto de Impacto corresponderé a que la altura se iguale a la del suelo, es decir: y = 0. De
la Ec. (1.20b) tendremos que:

T = Tg+ vpyt

COI[\')

Y =yo— vpt — 9t> =

R—3\/2VgRt— 39t = |39+ 3/ 2VgRt—2R=0|...(1.21a)

(1.21a) es una “Ecuacion Cuadratica para el Tiempo”, la cual la

0=

wrno

Como podemos ver, la Ec.
podemos poner como:

at®> + Bt +v=0...(1.21b)

gl...(1.22a) ; 5z§\/§\/g_1%...(1.22b) ; |v=-2R|...(1.220)

Usando la “Formula General para las Ecuaciones Cuadraticas”, encontramos utilizando las

Ecs. (1.22), el “Tiempo que Tarda el Nino Esquimal” en alcanzar el suelo sera:

ey R (BVR) () (3R )

Il
N |

«

N (i)
) BVeRE JGeR) (1) () VaR|[- f Vi Tomandoel
g =

1 gR V46 — /10
=37 [x/_ \/_} = |[t=—=7m V7 ... (1.23)

Sustituimos el tiempo hallado en la Ec. (1.17) en la Ecuacion para la Coordenada x dada

por la Ec. (1.20a) y obtenemos el Punto de Impacto C:
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— 4+2,/2 fﬂf _ V5 2v2 )\ (/46 =10 R
r=FhR+5\/5V9R ( g> =g+ 575) <3—¢3) gy
%< ) (35 V) 4 [+ (3) (V36 i)

=3 (5V5+4V23) R= 112R ... (1.24)

Por lo tanto, las Coordenadas del Punto de Impacto C, donde el Ninio Esquimal cae a Tierra
sera:

=1L (5\/5+4\/%> R~ 112R|...(1.25a) & [y=0]...(1.25))

=~ |c <2i7 (5\/3+ 4@) R, 0) ~ C(1.12R,0) ... (1.25¢)

d) La velocidad del nino justo al tocar el piso.

Para calcular la Rapidez con la que el Nino Esquimal llega al suelo (Punto C), se obtendra
de las “Ecuaciones del Tiro Paraboélico”, es decir:

a; =0...(1.26a) ; a, =—g...(1.260) ;
ve, = vpsind...(1.27a) ; ve, = vpcost —gt...(1.27b) ;
x =wvptsin®...(1.28a) ; y=Hh +vptcosd — 3gt*...(1.28)

Hallamos el “Tiempo de Caida’de la Ec. (1.28b) haciendo que y=0, es decir:

0="H +wvptcos — sgt° = (39)t° + (—vpcosf)t+ (=) =0

vpcosf + \/(UB cos0)” — 4 (%g) (—h)
2(30)

1
t=-— {UB cosf + \/U%COS29 + 2gh’} ... (1.29)
9

t= =

Sustituyendo la Ec. (1.29) en la Ec. (1.27b) tenemos que:

1
¢, = VB cos —y [i {UB cos 0 + \/1)12300520 + Qgh’}} = |vg, = —\/11123(:0820 +2gh'|...(1.30)

La Rapidez del Nino Esquimal en el Punto C, sera la Raiz Cuadrada de la Suma de los Cuadra-
dos de las Componentes “z”e “y” Ecs. (1.37a) y (1.40), es decir:

2
= /¢, T V&, = \/(UB sin §)® + (—\/UZBCOSQQ + 2gh’)
= \/U%Ml +2gh = ve = /vy +2gh' ... (1.31)
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Figura 12: Definiciéon del Sistema de Coordenadas Intrinseco o también llamado Natural. Eje Tangente: Su
Direccién es Tangente a la Trayectoria y el Sentido Positivo Sera el de la Velocidad del Movil en ese Punto.
Se define por el Vector Unitario @;. Eje Normal: Su Direccién es Perpendicular a la Trayectoria y el Sentido
Positivo sera el que se Dirige al Centro de Curvatura de la Trayectoria. Se define por el vector unitario .
(Fernandez J. L., 2023).

De las Ecs. (1.16) y (1.14a) conocemos la “Rapidez en el Punto B” y la Altura h'. Susti-
tuyendo esta informacion en la Ec. (1.31) tendremos

2
'U(J:\/(1/§9R) +2g(§R):,/%gR+%gR:\/§gR:\/2—£gR = |ve=+/29R|...(1.32)

El resultado Ec. (1.32), se pudo haber previsto desde el principio, pues el muchacho
(Particula Puntual) en su caida Sin Rozamiento, esta ligado al Campo Gravitacional Terrestre
(Campo Conservativo) y sabemos que la velocidad de caida desde una cierta altura “h” con
velocidad inicial nula “vy = 0” en dicho campo es justo v = 1/2gh , independientemente del
camino seguido en la caida, (Resnick, R. Halliday, D. & Krane, K., 1987), (Beer, F. P., Jr., E.
R. & Cornwell, P. J., 2010), (Young, H. D., Freedman R. A. & Ford, A. L., 2009).

e) Encuentre los incisos a) y b) mediante el uso de las “Coordenadas Intrinsecas” y compare sus
resultados.

A continuacion, resolveremos el mismo problema usando las “Componentes Intrinsecas” de
la Aceleracion. ;Qué es un Sistema de Coordenadas Intrinsecas? Se define el “Sistema de Re-
ferencia Propio”, “Intrinseco”, o también algunas veces llamado “Natural”, para Cada Punto de
la Trayectoria como un Sistema de Coordenadas formado por dos ejes.

Para hacer el analisis del problema, usaremos el Angulo Complementario “3”, definido pre-
viamente ver la Fig. 6

La expresion de la Fuerza en Coordenadas Intrinsecas, “u,,” y “u;"es:
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‘ Sistema Coordenado Intrinseco Uy

4

Trayectoria’de P}
. |
1 Circulo Osculador |/ '

Sistema Coordenado Polar |

Figura 13: Comparaciéon entre el Sistema de Coordenadas Intrinseco o Natural y el Sistema de Coordenadas
Polares (Beer, F. P, Jr., E. R. & Cornwell, P. J., 2010: 698).

Zﬁ =md =m (a; Uy + a, Uy) ... (1.33a)
Las Componentes Tangenciales y Normales de Coordenadas Intrinsecas de la Fuerza son:
2

S F =ma, = (Z—:) (1.33) 5 > Fu=ma,=m (%)...(1.33@

La expresion de la Fuerza en Coordenadas Polares, “u,” y “ug”es:

Zﬁ:mo_i:m(arﬁr—l—agﬁg)...(l.?)éla)

Las Componentes Radiales y Angulares de Coordenadas Polares de la Fuerza son:

Z F, = ma, = (7’ — r92) (1.34b) Z Fy = mag = (7’9 + 27"(9) .. (1.34¢)

NOTA 1.3: Solo en el Caso Especial de que R = cte, ambos “Sistemas Coordenados
Coinciden”.

Usando el Angulo Complementario “/3”, la Fuerza Neta ﬁnem que actiia sobre el nino esquimal
de masa “m” son (ver la Fig. 6): su Peso “P” y la Reaccion Normal del Monticulo Esférico
(Igla) sobre el Nino “N”. Escribiendo la “Segunda Ley de Newton” en Componentes Intrinsecas,
es decir, Componente Tangencial y Componente Normal es: ﬁneta = Ean + ﬁnor , las cuales son
explicitamente:

d
ZFWL D Mgy, = md—;} =mgsinf...(1.35a)

ZF”O’" L Mgy = % =mgcosf — N ...(1.35D)

De la Componente Tangencial de la Fuerza Ec. (1.35a), tenemos que:
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Regla de Separando
dv . dv dg, : .
m— = my sin8  1la Cadena Mgy =M sinf  Variables
N =

vdv = gsin fds como s = SR, entonces : ds = Rdf por tanto =
‘vdv = gRsin ﬁdﬂ‘ .. (1.36a)

Integrando la Ec. (1.36a) tomando en cuenta la Condiciones Iniciales, tenemos:

v B v
/ Ov’dv’ = gR/ﬁ sin 8'd3 = %(U’)Z = QR(_COSEME:O
Vo=

=0

vo=0

LW =gR(—cosf+1)= [v*(8) =2gR(1—cosp)|...(1.36b)

La Ec. (1.36b) corresponde a la Ec. (1.12c), previamente hallada. De la Componente
Normal de la Fuerza Ec. (1.35b) tenemos que

2
m% =mgcosf — N ...(1.37a)

Usando el resultado Ec. (1.36b) en la Ec. (1.37a) llegamos:

20K (1 —
ng(RCOSﬁ)ngcosﬁ—N = 2mg —2mgcosf —mgcosf=—N

Por lo tanto, la Reaccion Normal del Igla sobre el Nino sera:

N(B) =mg(3cosf —2)|...(1.37D)

La Ec. (1.37b) corresponde a la Ec. (1.13b), previamente hallada. El Nifio Esquimal deja de
estar en contacto con la Superficie del Igli cuando N = 0, entonces de la Ec. (1.37b) tendremos
que:

3mgcosf=2mg = |cosfB=2|...(1.38a)

=

=T

Es decir, la Ec. (1.38a) representa la Altura h’ (ver la Fig. 6): cos(5) =

W =2R|... (1.38D)

Los resultados Ec. (1.38a) y Ec. (1.38b) son resultados obtenidos previamente.
NOTA 1.4: De la Ec. (1.35a) podemos hallar la Posicion Angular del Nino Esquimal “3”
en Funcion del Tiempo, es decir:

28

dv d dp :
(R— RW = gsinG]...(1.39)

mazmgsmﬁ = 7 7

) =gsinf =

Una manera de resolver la Ec. (1.39) es mediante Procedimientos Numéricos o Simbolicos.
O procediendo como se hizo con la Ec. (1.10b), tenemos que la Ec. (1.39) se puede convertir
en una Diferencial Exacta, si multiplicamos en ambos lados de la ecuacion por “3”, es decir:
d (3

RAB = nginﬁ = R% <7) = —g% (cosf) =
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Separando Variables e Integrado (aplicando el Teorema Fundamental del Calculo) en ambos
lados de la ecuacién tendremos:

52 52
R/d(%)z—g/d(cos,@) = R(%)Z—QCOSB-FOl =

Ahora aplicamos las Condiciones Iniciales, las cuales nos dicen que el nifio se encontraba en
la Parte Mas Alta de su Igla al Iniciar el Movimiento, es decir: en 8 = 0, 5 = wy (observemos
que ahora suponemos una pequena velocidad angular inicial “wy # 07, todo ello con el fin de
poder comparar con otros modelos mas adelante).

Con lo anterior, la constante de integracion “C'"nos queda que %w% = —gcos(0) + Oy =
Ci=g9+ %w% . Por lo tanto, la ecuaciéon anterior nos queda como:

BR2— _geosf+g+ B = B - B2 = g(1—cosf)|...(1.40)

De Cinemética Rotacional sabemos que v = BR = 52 = 2—22, entonces la Ec. (1.40) nos
quedara como:

1(5)-

0|3

wy=g(l—cosf) = %:29(1—(3086) = v? = R°wi+2gR (1 — cos )

= |v(fB) = \/R%Jg—l—ZgR(l —cosf)]...(1.41a)

O bien en términos de la Velocidad Traslacional Inicial,vy = BwoR = v} = Wi R?

v(B) = \/US +2gR (1 —cosf)|...(1.41b)

Por otro lado, sabemos que el Nino Esquimal pierde el contacto con el Igli en el Punto B
(ver la Fig. 6), justo cuando N = 0. De acuerdo con la Ec. (1.35b), esto ocurre en un &dngulo
B y el nino lleva en ese momento la velocidad vg dada por:

2
m%zmgcosﬁ—NO = |v%4 = Rgcosf,.|...(1.42)

Igualando las Ecs. (1.41b) y (1.42) hallamos que el “Angulo Critico 3. de Desprendimiento”
es:

Rgcos B, = v +2gR(1 —cosB,) = Rg(cosf.+2cosf,) =vs+29R =

@,
Rg Ry

Claramente cuando la “Velocidad Inicia es Cero” (vy = 0), Recuperamos el Caso Conocido
dado por la Ec. (1.14c¢). Ver la Ec. (3.6) Modelo 3 para observar como se obtiene este resultado,
usando argumentos de Trabajo-Energia.

. Cual sera la velocidad del nino Esquimal en el Punto B de Desprendimiento? Para responder
a la pregunta, pondremos la Ec. (1.43) en la expresion de la Velocidad dada por la Ec. (1.42),
es decir:

1 (2 v
3cos f. = = |fe=cos T | =+ =—]|..(1.43)

3 3gR
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v(B) = «\."Ivg+2 g R(1-Cos f8)

o° B¢ =20.2° 30° 45° 60° 5° a0°
1[:| T T T T T T T -II:]
| Lo | [ |
| Lo | I |
| Lo | ! |
| Lo | I |
B Fupetanians Rl Tl
| |
| |
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o
—
o

o
4=}
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o

| |
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| |
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| |

0° Be =20.2° 30° 45° 60
B (grados)

Figura 14: Gréfica de v vs. (3, del Nino Esquimal con Velocidad Inicial vg = 4 (m/s) y Radio del Iglu de
R =2 m, Ec. (1.41b) en donde aparece el “Nuevo Angulo Critico de Desprendimiento 3. = 20.2°”, ver la Ec.
(1.43).Compare esta grafica con la Fig. 8

2 > 2 2 1
v% = Rg cos {cos1 <§ + ?)Z—ORH = (ggR—l— %) = |vp =1/ 3 (v3 + 2gR)|...(1.44)

La expresion (1.44) es la “Velocidad de Desprendiendo del Muchacho” en el Punto B de la
Fig. 6 y Fig. 14 justo cuando la “Reaccién Normal del Igla” desaparece (N = 0), claramente
recuperamos el “Caso Sin Velocidad Inicial” Ec. (1.16), cuando la “Velocidad Inicia es Cero”

(UO = 0)

2.2. Modelo 2: Usando de la Conservacion de la Energia

Un nifio Esquimal esta sentando en la parte mas alta de un Igla (monticulo de hielo semies-
férico, sin friccion) de radio R como se muestra en la Fig. 15. Recibe un pequenisimo empujon
y comienza a resbalar sobre el Igli hacia abajo. Ignorando la Fricciéon y considerando al nino
como un Punto Material. a) ;Cuadl es la rapidez del nino en el Punto B de Desprendimiento?,
b) ;En qué punto se separa del iglt el nino?, c) ;Es posible determinar el angulo como funciéon
del tiempo, es decir: 6(t)? Para resolver el problema usando la Conservacion de la Energia,
(Resnick, R. Halliday, D. & Krane, K., 1987), (Young, H. D., Freedman R. A. & Ford, A. L,
2009), (Beer, F. P., Jr., E. R. & Cornwell, P. J., 2010).

a) ;Cual es la rapidez del nifio en el Punto B de Desprendimiento?

Usando la Conservacion de la Energia desde el Punto A (punto donde comienza a moverse
el Nino Esquimal), hasta el Punto B (punto en el cual el muchacho deja de tener contacto con
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Figura 15: Representaciéon esquemética del Modelo 2. Un Nino Esquimal considerdandolo como una Particula
Material Puntual de masa “m”, resbala sobre su Igla (Monticulo de Hielo Semiesférico de Radio “ R”) inicialmente
se encuentra en reposo en el Punto A, resbala por el monticulo hasta llegar al Punto B, en donde se desprende
del Igla

Figura 16: Diagrama del Nino Esquimal montando en la parte alta de su Igla (Punto A) del Modelo 2, donde se
muestra el Peso del Nifio y sus Componentes Cartesianas, la Reaccion Normal del Igla sobre el nifio. El chico
resbala del Punto A se desprende del Iglu en el Punto B.
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el Igla, Punto de Desprendimiento), ver Fig. 16

Er=Fg = Kjis+Us=Kp+Up = %mvi+mghA:%mv%—i—mghB...(Z.l)
donde,
va=0...(22a), ha=R...(22b), vg="...(22¢) y hg=~hn...(2.2d)

Poniendo la informacion dada por las Ecs. (2.2) en la Ec. (2.1) tenemos

wigR = g +amgh' = |gR = $vg +gh'|...(2.30)

De la Fig. 16 tenemos que:

sin@zﬁ = h' = Rsinf...(2.4)

Poniendo la Ec. (2.4) en la Ec. (2.3) y despejando la “Velocidad de Nino Esquimal ”

gR = %v% + g (Rsinf) = %v?g =gR(1—sinf) = ‘UB = \/2gR (1 —sind)|...(2.5q)

La Velocidad del Esquimal Ec. (2.5a), corresponde a la Ec. (1.12b) encontrada en el Modelo

1, la cual podemos reescribir usando el hecho de que: v = R = 62 = 2—22, también como:

= 0% = %9(1 —sinf)|...(2.5b)

que corresponde a la Ec. (1.12a) del Modelo 1.

NOTA 2.1: La Ec. (2.5), proviene directamente de haber utilizado explicitamente la “Con-
servacion de la Energia” y esto, en principio, nos deberia de sorprender, puesto que la “Fuerza
de Restriccion en General No es Conservativa” y uno de los requisitos para la Conservacion de
la Energia Mecanica es que todas las fuerzas involucradas en el problema sean conservativas
(Ver la Ec. (1.13a) del Modelo 1 en donde aparece que la Reaccion Normal del Igla sobre el
Nino Esquimal, depende explicitamente del dngulo “6”). Este requisito permite que el trabajo
realizado por las fuerzas se exprese como la diferencia entre los valores del Potencial en los
estados inicial y final del sistema. En este problema, la Fuerza de Restriccion es la Fuerza de
Reaccion Normal del Igla sobre el Nino, por lo que siempre es perpendicular al movimiento
restringido. Por lo tanto, la Fuerza de Restriccion No Actiia sobre el Sistema y No Contribuye
a un Cambio en la Energia Mecénica del Sistema. Por lo tanto, si que podemos igualar la
Energia Mecénica Inicial a la Energia Mecanica Final.

b) ;En qué punto se separa del igla el nino?

De la Fig. 16 es claro que en la Posiciéon B el muchacho esta en la “inminencia” de perder
contacto con la Superficie Esférica (Iglu). Esto significa que la “Fuerza Normal N” que el hielo
ejerce sobre el nifio es cero, (N = 0). Por lo tanto, la “Fuerza Centripeta” de su “Movimiento
Semicircular” sera la Componente del Peso en la Direccion Radial (P,). Es decir, aplicando la
“2da. Ley de Newton” en el Punto B tenemos:

2
v .
Fe=P. = ma. :mEB = mwgsinf,
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Usando la Ec. (6.1) tenemos que:

%(1 —sin(0)) = gsinf = 2 — 2sin(f) = sin(h) =

2=3sinf, delaFig. sinf =

= |k =

wln

wn

R|...(26)

==

La Altura de Desprendimiento h? Ec. (2.6), se corresponde con la Ec. (1.14a) del Modelo
1.

Para encontrar la Rapidez con la que el Nino sale del Iglia, pondremos la Ec. (2.6) en la Ec.
(2.1) y encontramos:

vE=29R(1-2) = |uog=1/2gR|...(2.7)

La Rapidez del Muchacho Ec. (2.7) en el Punto B (Punto de Desprendimiento) es justamente
la Ec. (1.16) del Modelo 1.

2.3. Modelo 3: Usando el Teorema Trabajo-Energia

Un nifo Esquimal (Considerando como un Punto Material) esté sentando en la parte mas
alta de un Igla (Monticulo de Hielo Semiesférico, Sin Friccion) de radio R tal y como se muestra
en la figura 17 . Recibe un empujén y se mueve horizontalmente con una velocidad inicial vy.
Resolver el problema utilizando el Teorema del Trabajo y la Energia,

a) Demostrar que el Nifio Esquimal sale del Igli en una Posicién Angular cuyo Angulo
Critico f. (medido desde la parte superior del Igli) dada por:

2 v2
S Ny ) 0
Be = cos (3 + 3gR)
b) ;Cuél es la Rapidez Horizontal vy Minima que debe comunicérsele al muchacho para que
Resbale sobre el Igli y lo abandone en el Punto B? (De Lande, O. L. y Pierrus, J. 2010).

a) Hallar la Posicion Angular Critica 5. del Nino Esquimal cuando sale del Igla.

Las fuerzas que acttian sobre el nino esquimal son su Peso mg y la Reaccion Normal N del
Igla (Semiesfera sin Rozamiento) sobre el nino, y que actia radialmente hacia afuera, ver Fig.
17.

La Ecuacion de Movimiento (Aplicando la Segunda Ley de Newton) tiene componentes
Tangencial y Normal, las cuales son en el “Sistema de Coordenadas Intrinsecas”

d 2
ZFt: mat:md—::mgsinﬁ...(?).la) ; ZFn: man:m%:mgcosﬁ—N...(S.lb)

El nino Esquimal pierde el contacto con el Igla en el Punto B, justo cuando N = 0. De
acuerdo con la Ec. (3.1b), esto ocurre en un angulo “5.” y el nifo lleva en ese momento la
velocidad “vg” dada por:

2
m%:mgcosﬁ—}(o = |vh = Rgcosfy|...(3.2)
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Figura 17: Representacion esquemaética del Modelo 3. Un Nino Esquimal considerdndolo como una Particula
Material Puntual de masa “m”, es empujado con una Velocidad Inicial “vg # 0” y Resbala sobre su Igla (Monticulo
de Hielo Semiesférico de Radio “R”) desde el Punto A hasta llegar al Punto B, en donde se desprende del Igla

Figura 18: Diagrama del Nifio Esquimal montando en la parte alta de su Igla de Radio R (Punto A) del Modelo
3, donde se muestra el Peso del Nifio, la Reaccion Normal del Igla sobre el nifio, el Angulo Complementario “/”,
y la Velocidad Tangencial que lleva el nino al resbalar por el Igla. El chico resbala del Punto A y se desprende
del Igla en el Punto B.
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Podemos calcular la Velocidad del Nifio como Funcién del Angulo v(3) aplicando directa-
mente el Teorema Trabajo-Energia. Es decir, partiendo de la definicion de Energia Cinética

tenemos:

C’onj\nuta
4 JK d d oAy dv .\
_ 2 2 . - -,
K:%mv i; E:E(%mv):%(%mv v):%m(-% %v>

F
dv ~= - Lo dr dK S dr

zém(zd—:ﬂ):ma-ﬁ:pﬁ:ﬂd—: = —t:F-—:...(B.Ba)

Separando - 19\ B
Variables = dK = F-dF = |d(3mv*) =F-dr|...(3.3b)

Que para Nuestro Caso sera, usando la Parte Tangencial de la Fuerza, es decir, la Ec. (3.1a)

d (mv?) = F, - dF = (mgsin 8) (Rdp) . .. (3.4)

En vista de que m, g y R son constantes, la Ec. (3.4) la Podemos Integrar Inmediatamente,

obteniendo:

v(B) B
/ d (3pm0*) = / mgRsin ' dB = |v*(B8) =vi+29R(1 —cosB)|...(3.5)
Vo 0

NOTA 3.1: Salvo por la Velocidad Inicial (que es una constante), compare la Velocidad
del Nino Esquimal Ec. (3.5) con la Ec. (1.41b) del Modelo 1 y con la Ec. (2.5a) del Modelo 2,

obtenidos previamente.
De las Ecs. (3.2) y (3.5) hallamos que:

Rgcos B, = v +2gR(1 —cosB,) = Rg(cosf.+2cosf,) =vs+29gR =

v:  29R 2 2
Beosfe=—C+ o~ = |fe=cos T[S+ ]...(3.6
cos 3 Rg+ R B = cos (3+39R) (3.6)

que es justo, lo que nos pedian demostrar, y que corresponde al resultado Ec. (1.43) del Modelo

1

NOTA 3.2: Sien la Ec. (3.6) hacemos que la Velocidad Inicial sea Cero (vy = 0), entonces
el Angulo Critico f. es el que encontramos en la Ec. (1.14c¢) del Modelo 1. Comentarios sobre

la Solucién obtenida:

1) El Angulo Critico 3. obtenido en la Ec. (3.6), depende de g, R y v, pero NO Depende de
la masa m del Nino Esquimal.

2) De la grafica de la Ec. (3.6), Fig. 19 que se muestra al lado, notemos que cuando vy — 0,
entonces 3, — cos™1(2/3) ~ 48.2° (Angulo Critico encontrado previamente en los Modelos
1y 2), el cual es Independientemente de g y R. Ver Modelo 1.

NOTA 3.3: Ademaés, cuando vy = v/gR tenemos que 3. = cos~!(1) = 0. Es decir, el Nifio
Esquimal Sale Disparado de su Igli Desde el Punto de Partida A. ;Coémo es Esto Posible?

(Para entender esto, Ver el Inciso b) de este Modelo 3).
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Figura 19: Diagrama de la Ec. (3.6) del Angulo Complementario “3 ” vs. la Velocidad Inicial “vy ” del Nifo
Esquimal montando en su Igli de Radio R, Modelo 3

b) ;Cual es la Rapidez Horizontal vy Minima que debe comunicarsele al muchacho para que
Abandone el Higla Sin Resbalar por su Superficie, cayendo por accién de la gravedad ¢g? (Resnick,
R. Halliday, D. & Krane, K., 1987).

La Posicion del Muchacho en términos de las Ecuaciones Cineméaticas es:

1
x:v%t;y:yo+v0yt—|—§ayt2,endonde, y=R ;v,=0 ; v;#0;a=—g

Entonces:

1
r=uwpt...(3.7a) ; y=R-— §gt2...(3.7b),

de la Ec. (3.7a) despejamos el tiempo “t” y lo sustituimos en la Ec. (3.7b),

y=R— lg<£)2...(3.8).

2 Vo

Por otro lado, la Ecuacién de un Circulo (Igli) centrado en C(0,0) es: 22 + y? = R?, el cual
podemos escribir como:

=R —y’=(R—y)(R+y)...(3.9).

2
Por otro lado, de la Ec. (3.8) despejamos vy,

%g<£>223_y N <£>2:M = L= /=2 (310

Vg Vo g 2(R —vy)
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Sustituyendo la Ec. (3.9) en la Ec. (3.10) tenemos:

UO:\/ (B—7](R+y) _ [g

=4/=(R+vy), peroy = R, entonces :

2R—7) 2

v = ,/%(23) = v =+/gR|...(3.11)

NOTA 3.4: Con esta Velocidad Inicial vy, el Muchacho Sale Disparado del Igla Sin Resbalar
por él.

NOTA 3.5: Para un Igli de un Radio de R = 2 m., y con la Aceleracion de la Gravedad
Terrestre de g = 9.81 m/s?, tenemos que vy . ~ 4.4 m/s>.

., Cual sera la velocidad del ninio Esquimal en el Punto B de Desprendimiento?

Para responder a la pregunta, sabemos que el nino Esquimal pierde el contacto con el Igli
en el Punto B (ver la Fig 3.2), justo cuando N=0. De acuerdo con la Ec. (3.1b), esto ocurre
en un Angulo 3, y el nino lleva en ese momento la velocidad vp dada por:

2
m%:mgcosﬁ—,No = |vh = Rgcosf.|...(3.12)

NOTA 3.6: La Ec. (3.12), corresponde a la Ec. (1.32) del Modelo 1.
Poniendo el valor del Angulo Critico Ec. (3.6) en la expresion de la Velocidad dada por la
Ec. (3.12), tendremos:

2

v% = Rgcos |cos™ 2+U—O = ggR—i-U—8 = |uvg = 1(v%—l—QgR) ... (3.13)
3 3R 3 3

La expresion Ec. (3.13) es la “Velocidad de Desprendiendo del Muchacho” en el Punto B
de la Fig. 18, justo cuando la “Reaccion Normal del Igla” desaparece (N = 0), claramente
recuperamos el “Caso Sin Velocidad Inicial” Ec. (1.16) del Modelo 1, cuando la “Velocidad
Inicia es Cero” (vy = 0).

NOTA 3.7: La expresion (3.13) corresponde a la Ec. (1.44) del Modelo 1.

NOTA 3.8: Para un Radio del Igla de R = 2 m, una Velocidad Inicial de vy = 4 m/s
(Recodemos la Ec. (1.12b)), para que el muchacho resbale por el Igli y no salga disparado,
la Velocidad Inicial deberd de ser menor que vy < /gR ~ 4.4 m/s), y una Aceleracién de
la Gravedad Terrestre de ¢ = 9.81 m/s?, tendremos que bajo estas condiciones, la “Veloci-
dad de Desprendimiento del Muchacho Esquimal” en el Punto B de la Fig.19 es de vg =

V/1/3(v¢ +2gR) ~ 4.3 m/s , y esto ocurre en el "Angulo Critico" 8. = cos™(2 + 31;—0;) ~ 20.2
, dada por la Ec. (3.6).

2.4. Modelo 4: Usando Dinamica Traslacional con Fricciéon Cinética (Seca Coulom-
bica).

Un nifio Esquimal (considerando al nifio como un punto material de masa “m”) esta sentando
en la parte mas alta de un Igla (monticulo de hielo semiesférico) de radio “R” y rugoso, es decir,
existe Friccion Cinética entre el Nino y el hielo del Igla (fx = uxN). Recibe un pequenisimo
empujon (vy # 0) y comienza a resbalar hacia abajo (Ver Fig. 20). a) ;En qué punto se separa
del iglu el nino?, b) ;Cual es la rapidez del nino en dicho punto? Comparar los resultados
obtenidos cuando p; — 0 con el Modelo 1 (De Lande, O. L. y Pierrus, J. 2010).
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Figura 20: Representacion esquemaética del Modelo 4. Un Nino Esquimal considerdndolo como una Particula
Material Puntual de masa “m”, es empujado con una Velocidad Inicial “vg # 0” y resbala sobre su Igla (Monticulo
de Hielo Semiesférico de Radio “R”) donde existe Friccion Cinética (fr, = uxN).

Observando la Fig. 21 , las Fuerzas que actiian sobre el nifio Esquimal son: Su Peso “P”,
la Reaccion Normal del Monticulo Semiesférico sobre el nino “N”, y la Fuerza de Rozamiento
entre el nino y el Igla “F,”.

Aplicando la Segunda Ley de Newton en Coordenadas Polares, y tomando en cuenta que en
el Iglu R = cte.

a= aRadial + aTangencial = Rﬁz (_ ﬁ'r) + RB'&O s (41)

A continuacioén, escribimos las Componentes de la Fuerza en su Forma Escalar para la Parte
Radial y Tangencial, es decir: La Componente Radial:

Z F. = mayegias = |mRB*= mgcos 3 — N |...(4.2a)

FuerzasRadiales

La Componente Tangencial:

Z F, = maangencial = mRpB =mgsinf— f,|... (4.2b)

Fuerzas Tangenciales

En donde la Condicion Complementaria (Ley de Coulomb) para la Friccion Cinética es:

Poniendo la Ec. (4.3) en la Ec. (4.2b) tenemos:

mRfS = mgsin  — N |. .. (4.2¢)

De la Ec. (4.2a), encontramos que:

N(B) = mgcos B —mRS?|...(4.4)
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O

Figura 21: Diagrama del Nifio Esquimal montando en la parte alta de su Igla (Punto A) del Modelo 4, donde
se muestra el Peso del Nifio “P ” y sus “Componentes Cartesianas Polares” referidas al Angulo Complementario
“B”, la Friccion Seca entre el nino y el Igla “F,.”, la Reaccién Normal del Igla sobre el nino “N”.

Poniendo la Ec. (4.4) en la Ec. (4.2c), hallamos la Ecuacion de Movimiento del Muchacho
Esquimal:

wRB = wrgsin f— (mg cos [ —mRB2> = | RS — . RB* + g cos B —sin B = 0]. .. (4.5a)

NOTA 4.1: Cuando Eliminamos la Friccion (ux — 0), la Ec. (4.5a) se transforma en la
Ecuacion de Movimiento del Nifio Esquimal, en ausencia de Friccion, Ec. (1.38) del Modelo 1,
es decir:

RS —gsinff =0]|...(4.5b)

Al integrar esta ecuacion conocemos la Velocidad del Muchacho, tal y como ya se ha hecho
antes, en el Modelo 1.

. Es posible integrar la Ec. (4.5a) del Problema?

La respuesta es afirmativa y vamos a demostrarlo. Para la Ecuacion Diferencial (4.5a)
hagamos lo siguiente:

Regla de
la Cadena

- .d3
B—B% ... (4.6a)

dp dg

. &8 d (dB d
()= i 22

b=~ a\a) " w

Separando Variables = |Bd8 = BdS]|... (4.6b)

Poniendo la Ec. (46a), en la Ec. (4.5a), y la Ecuacion Diferencial se transforma en:

.dB o
Bﬁ_ﬂkﬁ =
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Por otro lado, sabemos que en general v = wr y que en nuestro caso es:

v=fR|...(4.7a)

O bien, de la Ec. (4.7a):

B:}% AT = 5’2:%22 . (470)

Usando las Ecs. (4.7) en el Primer Sumando del Primer Miembro de la Ec. (4.5¢), obtenemos
que:

dﬁ_ v d /v 1 dv dv _li B
i35~ @) - m E] R ] -1 )

Por tanto, la Ecuacion anterior nos quedara como:
g vy d (v 1 [ dv 1 dv*(B)
(2= ()= = |o=— ... (4.7d
p= 5d5 (R) a3 <R> T R R

Por tanto, poniendo los resultados dados por las Ecs. (4.7) en la Ec. (4.5c), finalmente
tendremos que:

N | —
N
[N}
<
Q|
E'G
N——

L d(8) (v2(ﬁ)
or: ap M\ TR?

dv*(B)
dp

Notemos que la Ec. (4.8) representa una Ecuacion Diferencial Ordinaria de Primer Orden
en la Rapidez al Cuadrado v?(f3), y es No Homogénea.

Para resolver la Ec. (4.8) Multiplicamos en Ambos Lados de la Ecuacion Diferencial por el
Factor Integrante e2**% para obtener una Diferencial Exacta, es decir:

) :}%[sinﬁ—,ukcosﬁ] =

— 2uv*(B) = 2gR (sin B — g cos B)|. .. (4.8)

Diferencial Exacta
7\

o {dvd—ém - 2ukv2<ﬁ>} = Wd—gg) — 2u0%(B)e 4P = 2gRe 4 (sin f — puy cos B)

= e {e eBp2(B)} = 2gRe” " (sin B — puy, cos B) |. ... (4.9a)

Separando Variables e Integrando:

8 , 8 ,
/ d (e’Q"’“B U2(B/)> :/ 2gRe™ 8" (sin ' — pycos B) df3’ . .. (4.9b)
0 0

I Iy
7\ 7\
7 7 N

B B
6_2'%6’02(/3) _ 1}2(5 _ O) _ 2gR/ e—2ukﬁ/ sin ﬁldﬁl —Q,Uk:gR/ e‘Q,ukB’ COS /Bldﬁl
0 0

= e B2 (B) — i = 2RI, — 2urgRI,|. .. (4.9¢)
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El problema se ha reducido a integrar la Ec. (4.9¢), para ello usaremos los resultados (1.460)
y (1.461), del libro de la Serie Schaum (Spiegel, M. R, & Abellanas, L., 1988, p. 242).

axr

1.460 /eax sinbx dx = cﬂe—+b2 (asinbx — bcos bx)

1.461 /e‘w cosbx dr = a;—+bz (

a cos bx + bsin bx)

Que para nuestro caso hacemos que las constantes valgan:

a— —2u...(410a) ; b—1...(4.100) ; = — (...(4.10¢)

Usando el resultado (1.460), con las adecuaciones Ec.(4.10) tendremos que la Integral I; se
convierte en:

B , 1 460 6_2.‘11@/8,
I = / e 28 sin p'dp’ = { (—2u sin 8 — cos 5')}
: = 2w rar

B

0

S =
1 {4,“%“‘1 ( uksmﬁ+cosﬂ)+4’uz+1( )}

1
4pz +1

{1— 8 (2, sin B+ cosB)} ... (4.11a)

I =

Usando ahora el resultado (1.461), con las adecuaciones Ec.(4.10) tendremos que la Integral
I, se convierte en

B , —2pf
I, = / e 28 cos BdS 1.461 { ¢ 5 5 (—2py, cos B’ + sin B’)}
0 - (—2p)” + (1)

B

0

L= {2 (Copcospasing) - — b (com)) =
9 = L1 g COS sin B2 11 Hi
1
I, = 2 — e 28 (sin B — 2 ... (4.11b
2 4#% ] { Hr — € (sing M 0085)} ( )

Poniendo los resultados (4.11a) y (4.11b) en la Ec. (4.9¢), podremos hallar la Velocidad del
Muchacho que Resbala sobre el Igli con Fricciéon, y como Funciéon del Angulo, es decir:

29R

—2uB, 2 2 1 — e 208 (9 ;
TOB) ik = g (1= (dpusin + cos )}
2urgR
—4:{‘3_ ] {Q,uk — e 2P (gin B — 2, cos 6)}

Desarrollando y Simplificando tenemos:

2urgR _ .
_ 2B D — e 2HB -9
e L2 +1 {2, — e (sin 8 — 2, cos B) }

2 2
WU2<5) = p2eh 4 —29R6 i - 2/%—2[%936 "
0 4p2 +1 4pi 41
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Rapidez del Nifio Esquimal con Friccién (v vs. )

Rapidez (m/s)

Figura 22: Grafica de v vs. 3, del Nino Esquimal con Velocidad Inicial v = 4 (m/s) y Radio del Igla de R =2
m, y diferentes valores del Coeficiente Cinético de Rozamiento (0 < uy < 1) Ec. (4.12).

29R 2upg R
- zg W(Quksinﬂ—l—cosﬁ)+l2k—gW(sinﬂ—2ukcosﬁ)
dpi +1 dpi +1

,UQ(B) — ,02621%5 + QQR 1——2/,613 621%/3 _ ﬂ (2,&2 COSB + Lk Sjnﬂ + cos ﬂ)
0 1+ 4y} 1+ 43 V0"

v (B) = |vi +29R 1_—%% el 2R (#k sin 5 + cos 3 [1 + 2u2]) (4.12)
0 1+ 4p? 1+4p3 I

Si hacemos que la Friccion desaparezca (u — 0) en la Ec. (4.12), obtenemos:

v?(B) = vo +2gR (1 — cos B) |. .. (4.13a)

El resultado (4.13a) corresponde a la Ec. (1.41b) del Modelo 1 o a la Ec. (3.5) del Modelo
3 construidos mediante argumentos de Dinamica Traslacional y el Teorema Trabajo-Energia,
respectivamente. Y si ademés imponemos que la Velocidad Inicial sea Nula (vy = 0) obtenemos:

v?(B) = 2gR (1 — cos 3) |. .. (4.13b)

que corresponde al resultado (1.12¢) del Modelo 1. Por otro lado, jqué sucede con la “Fuerza
de Reaccion Normal” 7. Poniendo el resultado (4.12) en la Ec. (4.4) y usando las Ecs. (4.7c)
tenemos:

N(B) = mg cos § — mRf” (420) mgcos 3 —mR (U}éf)> (4;1>2)
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Rapidez del Nifio Esquimal con Friccion (v vs. i)

0 F=0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Hk

Figura 23: Gréafica de v vs. py, del Nino Esquimal con Velocidad Inicial vy = 4 (m/s) y Radio del Igla de R = 2
m, y diferentes valores del Coeficiente Cinético de Rozamiento (0 < uy < 1) Ec. (4.12).

N(B) =mgcosp

m 1—2u3 29R .
) { {U(Z) +29R <1 n 4#%)] 2P T+ 42 (1 sin B+ cos B [1 + 12,11%})} ... (4.14a)

Notemos que cuando u; — 0 la Ec. (4.14a) nos queda como:

N = mgeoss - i 2 (V) 1- 2} o

_m
R

Si la “Velocidad Inicial del Nino Esquimal” es nula (vy = 0), recuperamos el resultado (1.33b)
del Modelo 1.

N(B) =mg (3cosf —2) va |. .. (4.14b)

N(B) =mg(3cosf —2)|...(4.14c)

Como ya se mostro antes en la Ec. (1.14c) del Modelo 1, la Ec (4.14c) muestra que la
“Reaccion Normal” N cambia de signo en el “angulo Critico” 8, = cos™1(2/3) &~ 48.2°, en este
limite. Ver la Fig. 9 del Modelo 1.

2.5. Modelo 5: Usando el Teorema Trabajo-Energia con Friccion Cinética (Seca
Coulombica)

Un nifio Esquimal (considerando al nino como un punto material) esta sentando en la parte
méas alta de un Igla (monticulo de hielo semiesférico) de Radio R. Supongamos que el Igla
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Reaccion Normal del Iglu con Friccion (N vs. B)
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Figura 24: Grafica de N vs.3, del Nifio Esquimal con Velocidad Inicial v =4 (m/s) y Radio del Igli de R =2
m, y diferentes valores del Coeficiente Cinético de Rozamiento (0 < py, < 1) Ec. (4.14a).

Reaccién Normal del Iglu con Friccion (N vs. )
250 T T T ¥ g T T . u T T T ) : ) d T T | T i T

200

Modelling in Science Education and Learning

150

N (Newtons)

100}

50 |

2.5

Hk

Figura 25: Grafica de N vs. py, del Nifio Esquimal con Velocidad Inicial v = 4 (m/s) y Radio del Igla de
R =2 m, y diferentes valores del angulo Complementario (0° < 8 < 90°) Ec. (4.14a). La Reaccién Normal del
Igla sobre el Nino para valores 5. > 48.2° en esta grafica no tiene sentido fisico.
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Figura 26: Representacion esquemaética del Modelo 5. Un Nino Esquimal considerdandolo como una Particula
Material Puntual de masa “m”, es empujado con una Velocidad Inicial “vg # 0” y resbala sobre su Igla (Monticulo
de Hielo Semiesférico de Radio “R”) donde existe Friccion Cinética (fi = upN).

es Rugoso, es decir, existe entre el Nino Esquimal y el Igld una Fuerza de Rozamiento del
tipo Coulombico, es decir: f, = /N, donde py es el Coeficiente de Friccion Cinética. Para
hacer los calculos, utilice del Teorema del Trabajo y la Energia para hallar la Velocidad del
Nino Esquimal, asi como la Fuerza de Reaccion Normal entre el Nino y el Monticulo Esférico,
mientras se desliza sobre su Igli. ;Se recuperan los casos conocidos cuando p, — 0 del Modelo
3? (De Lande, O. L. y Pierrus, J. 2010), (Greiner, W., 1989).

La Ecuacion de Movimiento (Aplicando la Segunda Ley de Newton) tiene dos componentes,
una Tangencial y una Normal, las cuales son:

1\%OFt cmay = m% =mgsinf — f.... (5.1a);1\%0Fn S ma, = m% =mgcosf — N...(5.1b)

Notamos inmediatamente que las Ecuaciones de Movimiento son similares a las Ecuaciones
de Movimiento obtenidas en el Modelo 3, salvo por el hecho de que ahora aparece explicitamente
la Fuerza de Rozamiento en la Ec. (5.1a), y esto hara una diferencia crucial.

Por tanto, de la Ec. (5.1b) la Reaccion Normal del Igli sobre el Nifo Esquimal es:

2

N(B) = mgcosﬁ—m% ... (5.2)

Podemos calcular ahora la Velocidad Tangencial del Nifio como Funcién del angulo v*(3)),
derivando con respecto del tiempo, la Energia Cinética, i.e.

ConLnuta
K=tm?] & Ly gy zgm(a.fl_f+2—f-a>
B Potencz‘aAM ecanica
— Ly — 8 _»\
:ém(z% U) @i F.i=F d—z = %: 3 d—z ... (5.3a)
Separando

Variables
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Figura 27: Diagrama del Nino Esquimal montando en la parte alta de su Igli de Radio R para el Modelo 5,
donde se muestra el Peso del Nifio (mg), la Reaccion Normal del Igla (Radialmente Hacia Afuera) sobre el nifio,
el 4ngulo Complementario “5”, la Velocidad Tangencial que lleva el nino al resbalar por el Igla, y la Friccion

—

Seca (Coulombica) F,., entre el Nifio Esquimal y si Igla y que acttia dirigida en la direccion en contra de la
Velocidad del Nino.

Notamos inmediatamente que las Ecs. (5.3a) y (5.3b) son las mismas que obtuvimos antes
en el Modelo 3. Salvo que ahora, la F; es la Ec. (5.1a) que corresponde a la Parte Tangencial
de la Fuerza, en donde aparece explicitamente la Fuerza de Rozamiento entre el Nino y el Iglua.

Usando la condicion para la Friccion de Coulomb, asi como la Ec. (5.2) para la Reaccion
Normal en la Ec. (5.3b), tendremos que:

d [lmv2 (6>] = ﬁt'dfz (mgsin B — f.) - dr fr=npN

2 =

ds
—~ =
d [3mv* (8)] = (mgsin 8 — . N) - (Rdp) (5:3)

2 2
SUNC [ —
lmclv2

PRI )
/d (3mo?) = (mg sin 8 — ppmg cos B + umn%) (RdB) =
2
dUdéﬁ) _ 2/%@2(6) =2gR (sin B — pgcos5)|...(5.4)

en donde la Ec. (5.4), representa una Ecuacion Diferencial Ordinaria de Primer Orden en la
Rapidez al Cuadrado v*(3), y No Homogénea. La Ec. (5.4) corresponde exactamente a la Ec.
(4.8) del Modelo 4. Notamos también que si Desapareciera el Rozamiento (p — 0), entonces
esta ecuacion se transformaria en la Ec. (3.4) del Modelo 3, y que por Integracion Directa
podemos hallar v?(/3), cosa que en el caso presente es evidente que no se puede hacer asi. Para
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resolver la Ec. (5.4) debemos proceder exactamente igual a como lo hicimos en el Modelo 4
(de la Ec. (4.9) en adelante, no lo repetiremos aqui e invitamos al lector a que lo haga) Las
soluciones relevantes son como antes:

1— 242 2R .
(B) = {0(2]4_29]%( Mg)} o2iB _ o (e sin B+ cos B [14243]) |... (5.5)

La Ec. (5.5) es la Ec. (4.12) hallada en el Modelo 4. Recomendamos ver las Fig. 22 y 23
, asi como los diferentes valores limite, Ecs. (4.13a) y (4.13b). De igual manera se halla la
Reaccion Normal del Igla sobre el Nino Esquimal

N(B) = mg cos 3

m 2 1_2N% 2urf 29R . 2
—_— 2 _— [l A 14+12 ... (b.
{{vojt gR(1+4Mi e e (1 sin 8+ cos B [1 4 124] ) (5.6)

La Ec. (5.6) es la Ec. (4.14a) hallada en el Modelo 4. Recomendamos ver las Fig. 24 y 25 |
asi como los diferentes valores limite, Ecs. (4.14b) y (4.14c).

2.6. Modelo 6: Usando Dinamica Rotacional

Un nino Esquimal est4 sentando en la parte méas alta de un Igla (monticulo de hielo esférico)
de radio R como se muestra en la Fig. 28 . Recibe un pequenisimo empujéon y comienza a
resbalar hacia abajo por el hielo. Para resolver el problema use explicitamente argumentos
de Dindmica Rotacional. Para los dos primeros incisos, ignore la friccién y considere al nino
como un punto material a) ;En qué punto se separa del igla el nino?, b) ;Cudl es la rapidez
del nifio en dicho punto?, ¢) ;Cémo incluimos la friccion entre el igla y el nifio?, y con ello
contestemos las preguntas a) y b) incluyendo la friccion (Resnick, R. Halliday, D. & Krane, K.,
1987), (Young, H. D., Freedman R. A. & Ford, A. L., 2009).

a) ;En qué punto se separa del igla el nino?

Una Forma Alternativa de resolver el Problema del Nifio en el Igli, es mediante argumentos
de Dinamica Rotacional. Para ello debemos de considerar al nino como un punto material
(particula) masivo y describiremos el movimiento mediante el uso de las Coordenadas Polares,
usando el &ngulo Complementario “5” y desde el Origen de Coordenadas “O” de la Fig. 29 .

Aplicando la 2da. Ley de Newton Rotacional tendremos:

. . . 2B .
Tol=1|d] = TOI[OJZIﬂ:IW = |10 =1p5]|...(6.1)
donde 7o es el Momento de la Fuerza (también llamada Torca) que ejerce la Fuerza de
Gravedad sobre el Nino Esquimal, I es su Momento de Inercia, medido desde el Centro de
Sistema Coordenado “O” de la Fig. 29 y “a@” es la Aceleracion Angular del Muchacho.
De la Definicion de Torca y de la Fig. 29 tenemos que:

To=FxF = |f=|f ‘ﬁsinﬁ‘ = RF|, = R(mgsinf) = ‘7‘0 = ngsinﬁ‘. ..(6.2a)
Igualando las Ecs. (6.1) y (6.2a) tenemos:
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Figura 28: Representacion esquemaética del Modelo 6. Un Nino Esquimal considerdndolo como una Particula
Material Puntual de masa “m”, resbala sobre su Iglt (Monticulo de Hielo Semiesférico de Radio “ R”) inicialmente
se encuentra en reposo en el Punto A, resbala por el monticulo hasta llegar al Punto B, en donde se desprende
del Iglu.

o

Figura 29: Diagrama del Nifio Esquimal montando en la parte alta de su Igla (Punto A) del Modelo 6, donde
se muestra el Peso del Nifio y sus componentes en el angulo Complementario “5”, la Reaccion Normal del Igla
sobre el nino, los Vectores Unitarios Polares. El chico se despende del Iglu en el Punto B.
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16 =mgRsinf...(3a) ,en donde :. ..(6.4).

Sustituyendo la Ec. (6.4) en la Ec. (6.3a) llegamos a:

wR?p =mgRsinf = B—%sinﬁzo ... (6.5a)

NOTA 6.1: La Ec. (6.5a) corresponde a la Ec. (1.10b) del Modelo 1 (recordar que aqui
debemos cambiar el cos() por el sin(/))) y también corresponde a la Ec. (1.39) del mismo
Modelo 1 en Coordenadas Intrinsecas. Es también la Ec. (3.1a) del Modelo 3, asi como la Ec.
(4.2b) del Modelo 4 y la Ec. (5.1a) del Modelo 5, cuando hacemos que la Fuerza de Rozamiento
Desaparezca (f, = 0).

Observamos que si multiplicamos por B en ambos lados de la Ec. (6.5a), podemos construir
una “Diferencial Exacta”, es decir:

. dr. .
BB —4Bsinf=0 = E%ﬁz—l—%cosﬁ =0 =

/d[%BQ—l—}%cosﬁ}:O = |18+ LcosB=c|...(6.6)

Aplicando las “Condiciones Iniciales” a la Ec. (6.6). Es decir, cuando § = 0, entonces B = 2,
por tanto, la constante “c”, quedara como:
v5

MR+ geos) e > o= e gl 00

Poniendo la constante “¢” Ec. (6.7) en la Ec. (6.6), la “Ecuacién de Movimiento” nos quedara
como:

- oo 2
P+ Lcosf=3704+% = i8P=18+L(1-cosf) =

2

%52 =14 {% +2g (1 —cosﬁ)} = |RB*= T +2g9(1—cosp)|...(6.8a)

Si en la Ec.(6.8a) hacemos que  — +, hallamos que:

R(%)2 = % +2g9(1—cosB) = |v*(B)=v]+29R(1—cosf)|...(6.8b)

La Ec. (6.8b) corresponde a la Ec. (3.5) del Modelo 3. Y si a esta Ec. (6.8b), hacemos que
vo — 0, entonces se convierte en:

v*(B) = 2gR (1 —cos ) |. .. (6.8¢)

que es la Ec. (1.12b) y (1.41b) del Modelo 1 y ademas es la Ec. (2.5a) del Modelo 2,
obtenidos previamente.

Por otro lado, viendo la Fig. 29, notamos que la “Fuerza Centripeta” que actiian sobre el
“Muchacho” es:

2

F.=ma, = m% = mw?R =mB?R =mgcos 3 — N...(69q)

Pero, el muchacho se separa del monticulo “justo” en el momento en que “N = 07, de tal
manera que la Ec. (6.9a) nos quedara finalmente como:
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mB’R =mgcosf = |F?R=gcosA|...(6.9b) B : R v?(B8) = Rgcos B|...(6.9¢)

Igualando las Ecs. (6.8b) y (6.9¢) tenemos que:

vg +2gR (1 —cosB) = gRcos3 = vj+2gR = gRcosB +2gRcosf8 =

v2 2
3gRcos B =vi +2gR = cosﬁ:gg—f}%—i-gz—}; = 6(;:005_1(——1—&)...(6.10)

NOTA 6.2: La Ec. (6.10), corresponde al dngulo Critico de Desprendimiento encontrado
en la la Ec (3.6) del Modelo 3. Si ahora a la Ec. (6.10) hacemos que la Velocidad Inicial sea
Cero (vp = 0), entonces el angulo f3. es el que encontramos en la Ec. (1.14c) del Modelo 1 y es
el que se puede obtener sin mayor dificultad del Modelo 2.

b) ;Cual es la rapidez del nifio en el Punto de Desprendimiento B?

Sabemos que v = WR = BR y tomando el valor de 6 de la Ec. (6.9b), por tanto, tenemos:

v(B) = < %cosﬁ) R=\/%4R*cos3 = |v(B)=+/gRcosB|...(6.11a)

Ahora usaremos el valor del cos(f) hallando en la Ec. (6.10), el cual representa el Punto B
de Desprendimiento del Muchacho (h'), tendremos:

v(B) =\JoR (2+3%) = |o(B) = /hd+ 2R (611)

NOTA 6.3: Claramente si en la Ec. (6.11b) la Velocidad Inicial es Nula (vy = 0), entonces
tenemos que la Velocidad del Muchacho en el Punto de Desprendimiento es:

vp =/2gR|...(6.11¢)

que corresponde a la Ec. (1.16) del Modelo 1, y a la Ec. (2.7) del Modelo 2, previamente
discutidos anteriormente.

¢) ;Coémo incluimos la friccion entre el igla y el nino?, y con ello contestemos las preguntas a) y
b) incluyendo la friccion

De la Fig. 30, vemos que, si incluimos la “Friccion Cinética”, la “2da. Ley de Newton
Rotacional” nos quedara como:

‘TO =mgRsinf — Rf,..|..

. (6.20)

Claramente si la “Friccion Cinética” desaparece en la Ec. (6.2b), recuperamos la Ec. (6.2a),
del caso “Sin Friccion”.
Usando las Ecs. (6.1) y (6.4) en la Ec. (6.2b) tenemos:

16 = mR*B = mgRsin 8 — Rfyo. |...(6.12)

Sabemos que la “Friccion Cinética Coulombica” es igual a:
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mg cos 6

Figura 30: Diagrama del Nino Esquimal montando en la parte alta de su Igla (Punto A) del Modelo 6, donde
se muestra el Peso del Nino y sus componentes en el dngulo Complementario “5”, la Reaccion Normal del Igla
sobre el nino, los Vectores Unitarios Cartesianos y Polares, asi como la Fuerza de Rozamiento “F,” entre el Nino
y su Igla.

froz = ,ukN Ce (613)
Poniendo la Ec. (6.13) en la Ec. (6.12) hallamos:

mRB = mgsin § — N |. .. (6.5b)

Si la “Friccion Cinética” es nula en la Ec. (6.5b), recuperamos la Ec. (6.5a), del caso
“Sin Friccion”. Por otro lado, vemos inmediatamente que “No Podemos Realizar el Truco” de
multiplicar por § toda la Ec. (6.5b) para poder hallar una “Integral Primera o Cuadratura”
(ver la discusion sobre como “integrar” la Ec. (1.10b) del Modelo 1).

Como ya hemos dicho antes, la “Fuerza Centripeta” que siente el muchacho esta dada por la
Ec. (6.9a), es decir:

mB?R =mgcosB—N... (6.9a)
De la Ec. (6.9a) despejamos la “Reaccion Normal del Igla™

N(B) = mgcos f —mpB*R|...(6.14)

NOTA 6.4: La “Reaccién Normal del Igla” Ec. (6.14), fue hallada previamente en la Ec.
(4.4) del Modelo 4 y en la Ec. (5.2) del Modelo 5.

Poniendo la Ec. (6.14) en la Ec. (6.5b), hallamos la Ecuacién de Movimiento del Muchacho
Esquimal con Friccion:

wRS = wgsin f — (mg cos f3 —%RB2> =
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RB — u,RA? + g [fr cos B —sin B] = 0. .. (6.15a)

NOTA 6.5: Cuando Eliminamos la Friccion (uy — 0), entonces la Ec. (6.15a) se Transforma
en la Ecuacion de Movimiento del Nifio Esquimal, en Ausencia de Friccion, Ec. (1.39) del
Modelo 1, es decir:

RB —gsin 3 =0|...(6.15b)

Para el Primer sumando de la Ecuacion Diferencial (6.15a) hagamos lo siguiente:

. P d (dﬁ) _dB RC. d3dp .dp

R bl 625%...(6.1600

Separando Variables = |BdS = Bda]. .. (6.160)

Poniendo la Ec. (6.16a), en la Ec. (6.15a), la Ecuacion Diferencial se transforma en:

.df3 o 0
5%—%52—}—%[

Por otro lado, sabemos que en general v = wry que en nuestro caso es:

sin 8 — pg cos B] . .. (6.15¢)

v=BR|...(6.17a)

O bien de la Ec. (6.17a):

B:}% (6170 = | = =@ (6170)

Usando las Ecs. (6.17) en el Primer Sumando del Primer Miembro de la Ec. (6.15¢),
obtenemos que:

. .df v\ d (v 1 [ dv dv
=0——==(=)=3=5)=5 v PERO —| =
b=535 <R) a3 (R) R2 [Udﬁ} ’ [Udﬁ}
Por tanto, la Ecuacion anterior nos quedara como:
. .dB oy d /v 1 [ dv 1 dv?(B)
=f—==)—=(=)==|lv—=| ==—=—7"-...(6.17d
8=535 (R) ds (R) R {Udﬁ} o ap 647
Por tanto, poniendo los resultados dados por las Ecs. (6.17a) y (6.17b) en la Ec. (6.15¢)
y tomando en cuenta el Cambio de Variable propuesto en la Ec. (6.17c) que nos dice que:

d 1 d
% (UQ) = § <2U%)

N | —

8% = ;}%—22 = &, tendremos que:
B= @ B=a
1d [v? v? _ Add 2
5%( ‘R(f)>_/zl/k:( -R(f)>:%[slnﬁ_ﬂkcos/6] = %—ZI,L]C@:EQ[S]H/B—M’CCOSB]
dd 2g . .
B 2up® = = [sin 8 — pg cos B] ... (6.18)
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con la Condicion Inicial de que ®(3 = 0) = 52(0) = ;—3’2 . Observamos que la Ec. (6.18) es
la misma que obtuvimos en la Ec. (4.8) del Modelo 4. Para resolver la Ec. (6.18), usaremos
la misma estrategia que aplicamos en el Modelo 4, adecuando la Condicién Inicial. Para ello,
Multiplicamos en Ambos Lados de la Ecuaciéon Diferencial por el Factor Integrante e=2## para
obtener una Diferencial Exacta, es decir:

Diferencial Exacta
7\

d g dd , 2
o2k {_ _ Qluk(I)} — 6*2“’@5% — 20 ® 2P = Ege’m‘kﬁ [sin  — puy cos (]

2
= % {6_2%6‘1)} = Ege_Z“’“ﬁ [sin 8 — py cos B]]. .. (6.19a)

Separando Variables e Integrando la Ec. (6.19a) tenemos:

B ’ B 2g /
/ d <e_2‘““8 q)) :/ “Zem2mB [sin ' — py, cos B df . . . (6.19b)
0 o R

B B
e 2B P (v)e 2B — P(vg)e 2O = QEg/ e 2 gin B'd g’ —/ e~ 28" cos B!
0 0

I Ip)

1
=

1
[0%(B) e 2P —f] = = 291, — 2urgly] = |[V*(B) e P — 2 = 291, — 2uigls|. .. (6.19¢)

Notamos inmediatamente que la Ec. (6.19¢) es exactamente la Ec. (4.9¢) del Modelo 4, por
tanto, solo copiaremos aqui directamente las soluciones y los valores limite. Para las personas
interesadas en ver el procedimiento de integracion, los remitimos al Modelo 4 y ver la Ec. (4.9¢)
hasta la Ec.(4.14c).

Para la Velocidad del Muchacho tenemos

v2(B) = |vs +29R 1—_2;;,% P _29R (1 sin B+ cos B [1 4 2p3]) (6.20a)
0 1+ 442 1+ 4483 R

= O Vg = 0
Mk:> v*(B) = vg +29R (1 — cos B) ... (6.20b) 0:>

Los resultados particulares Ecs. (6.20b) y (6.20c) fueron hallados en las Ecs. (4.13a) y
(1.12c) de los Modelos 4 y 1, respectivamente. Para la Reaccion Normal del Igla tenemos:

v?(B) = 2gR (1 — cos B) |. .. (6.20c)

N(B) = mg cos 3

1—2u2 9
_%{{08+29R(—Zk):|62uk5_ gl (uksinﬁ+cosﬁ[1+12,ui])} ...(6.21a)

1+ 4p2 1+ 4p2
=0 N(B) = mg (3cos - 2) = v |....(6.210) W=0" TN(B) = mg(Bcosf—2)|...(6.21c)

Los resultados particulares Ecs. (6.21b) y (6.21c) fueron hallados en las Ecs. (4.14c) y
(1.33b) de los Modelos 4 y 1, respectivamente. Finalmente, Recomendamos al lector ver las
Fig. 22 y 23 del Modelo 4, y las Figs. 7 y 8 del Modelo 1, para completar la discusion de este
Modelo 6.
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Figura 31: Diagrama del Nifio Esquimal montando en la parte alta de su Igla (Punto A) del Modelo 7, donde
se muestra el Peso del Nino y sus componentes en términos del angulo complementario “5”, la Reaccion Normal
del Igla sobre el nino. El chico se despende del Igla en el Punto B.

2.7. Modelo 7: Usando la Mecanica Lagrangiana Sin Friccion

Para resolver el Problema del Nino Esquimal que resbala de su Iglt mediante la Mecanica
Lagrangiana, usaremos el angulo complementario “5” (Spiegel, M. R., 1980), (Cline, D., 2019)
como lo muestra la Fig. 31.

La Fig. 31 sugiere usar Coordenadas Polares como Coordenadas Generalizadas para el
estudio del problema, i.e, “r” y “3”. Para nuestro problema, la Ecuacion de Constricciéon es:

fr,p)=r —R=0...(7.1)

Como siempre la Lagrangiana del Sistema se determina a partir de las Energias Cinética y
Potencial de problema, es decir:

T =3m (732 + TQBZ) ... (7.2a) ; V =mgrcosf...(7.20)

Por tanto, la Lagrangiana del Sistema (£L =T — V) es:

L=1m (7’“2 + TQBZ) —mgreos ... (7.3)

donde la Energia Potencial es Cero en la Parte Inferior del hemisferio. Las Ecuaciones de
Euler-Lagrange con Multiplicadores Indeterminados para nuestras Coordenadas Generalizadas
MT,?? y “/877 son:

§ Q
d (0L oL Q& d (0L oL (;f

@MSEL ISSN 1988-3145


http://polipapers.upv.es/index.php/MSEL
https://doi.org/10.4995/msel.2024.21177

El Nifio Esquimal que Resbala de su Igla
Luis G. CABRAL-ROSETTI, ADRIANA CASTILLO ROSAS

114
Realizando las Diferenciaciones en la Constriccion Ec. (7.1) da:
of of
—=1...(7.5 ; — =0...(7.50
ar ( CL) Y 8/8 ( )

Y haciendo las Derivadas Parciales de la Lagrangiana Ec. (7.3) tenemos

OL — mgrsin ... (7.7a)

B

oL — mgLﬁ2 — myg co(s7ﬁ66) (7.6a) 0L — 2. (7.70)
W:mr... . ) Y ) '.
i (58) = mit...(T.6¢) 4 (g—g) =mr?S+2mrrf...(7.7¢)

Poniendo las Ecs. (7.5), (7.6) y (7.7) en la Ec. (7.4) encontramos

mit — mr3? +mgcosf=X...(7.8q)
mr?B +2mrr3 —mgrsin 3 =0...(7.8b)

A continuacién, Aplicamos la Restriccién » = R a estas Ecuaciones de Movimiento, es decir:

d

r=R...(C9a) i_i r=7=0...(7.9b)

Con lo cual las Ecs. (7.8) quedaran como:

—mR“B2 +mgcosf=A...(7.10a)
mR?*B —mgRsin3=0...(7.100)

Simplificando la Ec. (7.10b), tenemos:

S g
B = Rsmﬁ .. (7.11)

mR%3 =mgRsinf =

la Ec. (7.11) corresponde a la Ec. (1.39) del Modelo 1.
Podemos integrar la Ec. (7.11) realizamos la siguiente manipulacion

_a(ay_di_dias [
ﬂ_E(E>_dt_dﬁdt = ﬂ—ﬁdﬁ...(TlQa)

Separando Variables en la Ec. (7.12a) tenemos:
Bdg = Bdp|...(7.12b)

Con ayuda de la Ec. (7.12a), Separando Variables (ver la Ec. (7.12b)) y Aplicando las
Condiciones Iniciales de que %(t = 0) = 0 cuando B(t = 0) = 0, podemos integrar la Ec.

(7.11), y obtener:

— S1
=0

"=V R o

162:_%(Cosﬁ—1) = BZI%(l—COSﬁ) (713@)

2

: 3 B
340 _ 9 inf = _ ﬁ"dﬁ"’:%/ sinf@ dg =
B

QMSEL
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Figura 32: Diagrama de la Fuerza de Restriccion Normal @,., normalizada al Peso del muchacho mg, como una
funcién del angulo complementario 8. El nino esquimal se desprende de su Igla cuando 5, = cos_l(%) = 48.2°,

Usando la Ec. (7.13a) y sabiendo que 32 = }%—22, podemos hallar la Velocidad del Muchacho en
Funcion del dangulo (3, es decir:

vt 2 2
Ezﬁ(l—cosﬁ) = |v(f) =2gR (1 —cosf)|...(7.13b)
La Ec. (7.13b) corresponde a la Ec. (1.36) del Modelo 1,

Sustituyendo (%)2 de la Ec. (7.13a) en la Ec. (7.10a) obtenemos después de resolver para

2
_mR{Eg(l_cosﬁ)}—i—mgcosB:)\ = —2mg+2mgcosf +mgcosf =X\ =

La Fuerza Generalizada de Ligadura @), asociada a la coordenada “r” de las Ecs. (7.5a) y
(7.14) es:

0
QT:N:)\a—f:)\(l) = |Q,=N(B)=mg(3cosf —2)|...(7.15)
r
La Ec. (7.15), representa la Fuerza de Constriccion, es decir, la Fuerza de Reaccion Normal que
depende del dngulo [ y que ejerce la Superficie del Igli al Nino Esquimal, la cual fue hallada
previamente en la Ec. (1.37b) del Modelo 1.

El nino esquimal se desprende del Igla en un angulo Critico . cuando @), = 0, es decir:

Qre=N=0=mg(3cosf—-2) = |f.= cos! (%) ~ 48.2°]...(7.16)

Notemos finalmente que la Fuerza de Restriccion (la Normal) de la Ec. (7.15) es Q, = A =
mg cuando 8 = 0, es decir, cuando el nino esquimal esta encaramado en lo mas alto del Igla
(Ver la Fig 10, del Modelo 1).

@MSEL ISSN 1988-3145


http://polipapers.upv.es/index.php/MSEL
https://doi.org/10.4995/msel.2024.21177

El Nifio Esquimal que Resbala de su Igla
Luis G. CABRAL-ROSETTI, ADRIANA CASTILLO ROSAS

116
}', A
8

O

Figura 33: Diagrama del Nino Esquimal montando en la parte alta de su Igla (Punto A) del Modelo 8, donde
se muestra el Peso del Nino y sus componentes en términos del angulo complementario “5”, la Reaccion Normal

del Igla sobre el nino, y la Friccion Seca de Tipo Coulombica (Solido-Solido).

Modelo 8: Usando la Mecanica Lagrangiana Con Fricciéon

2.8.
Coulombica (Solido-Solido), (Spiegel, M. R., 1980), (Cline, D., 2019) tal y como lo muestra la

Consideremos el Problema del Nino Esquimal que resbala de su Igla con Friccion Seca
El Mecanica Lagrangiana las Ecuaciones de Euler-Lagrange para Sistemas No Conservativos

Fig. 8.1.
se escribe como:
d (0L oL NC
— =) —=—=0""|...(8.1
i (aqj) i

siendo Qév ¢ la contribucién a la j-esima Fuerza Generalizada que NO Deriva de un Potencial

(tal como la Fuerza de Friccion Coulombica), las cuales se obtienen de:
... (8.2)

N
dis . iy 49 n

=2 F 9q;

i=1

Dado que el nino esquimal (suponiéndolo como una particula puntual) se encuentra sobre la
superficie del Igla (suponiéndola semiesférica) y el movimiento tiene lugar en el plano vertical,
tendremos tan s6lo un dnico grado de libertad: el angulo “ ” con la vertical, ver la Fig. 33.

Tomando como Origen del Sistema de Referencia el Centro del Igla (Semiesfera), en O, las
componentes tanto del Vector de Posicion, asi como del Vector de Velocidad del Nino Esquimal

{:U—Rsinﬂ...(&?)a) 4 {x’-RBcosﬂ...(S.éla)
y = Rcosf3...(8.3b) = y = —RfAsing...(8.4b)

son:
QMSEL

ISSN 1988-3145


http://polipapers.upv.es/index.php/MSEL

Volume 17, Do1: 10.4995/msel.2024.21177. 117

oz N
%

K,
;'ﬁ‘ ‘\ ' -41. >

e

g 4B 10\ me

Figura 34: Detalle del Diagrama Fig. 33 del Nino Esquimal montando en la parte alta de su Igli, donde se
muestran los diversos angulos introducidos.

Usando las Ecs. (8.3) y (8.4), encontramos la Energia Cinética y Potencial del Nino Es-
quimal, es decir:

L L. v=1 72 '2}
3 Smu v—2m[:v +y

(8;4) I {(Rﬁ cosﬁ>2 + (—RB sinﬁ)Q] =

T =3m [RQBQ (sin®B + 00325)} = ‘T(ﬁ) = %mRQBQ ‘ ..(8.5)

De igual manera, hallamos la Energia Potencial Gravitacional:

(8.30)

- V(B) = mgRcos|...(8.6)

V =mgy

Con las Ecs. (8.5) y (8.6) hallamos la Lagrangiana del Sistema: L =T — V:

L= %mR%Q —mgRcosf|...(8.7)

Ahora necesitamos conocer la Fuerza Generalizada asociada a la Fuerza de Rozamiento
Solido-Solido del muchacho con el Igla, la cual, usando la Ec. (8.2) viene dada por:

Qf =Fo- L —p, 2 4R, % (2
roz a/@ r02,T T

0 :
8/8 oz,y% Froz7m_ (RSID /8) + F,,.

5 (RcosfB) =

9
02,y 86

Q5 = R(Fyps 088 — Frppysinf) ... (8.8)

Usando la Fig. 34 conocemos las Componentes de la Fuerza de Rozamiento, es decir:

at+0=3 y B+0=F = a+f=p+4 = |a=8]...(89)

Por tanto, usando la Ec. (8.9), la Fuerza de Rozamiento Coulombica se escribira como:

ﬁroz = (Froz,:vu Froz,y) = ﬁraz(ﬁ) = /'L/cN (_ COs Ba sin B) s (810)
Poniendo la Ec. (8.10) en la Ec. (8.8) se deduce que:

Qs = R (—pxN cos ) cos B — R (N sin ) sin § = —u RN (sinQB + COSQB) =
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Usando las Ecuaciones de Euler-Lagrange que incluyen tanto Fuerzas Conservativas como NO
Conservativas Ec. (8.1), hallamos la Ecuacion de Movimiento para la tinica Coordenada Gen-
eralizada “f ”, es decir:

{g—g:ngsinB...(S.HQ) ; g—észQB-u(S-lQb) ;

4 (g—g) — mR2j ... (8.12)
Poniendo los resultados Ec. (8.11) y Ec. (8.12) en la Ec. (8.1), en principio, hallamos la

correspondiente Ecuacion de Movimiento del Muchacho:

mR*3 —mgRsinf = —, RN |. .. (8.13)

Aunque aparentemente ya esté resuelto el problema, nos encontramos con un inconveniente:
en la Ecuacion del Movimiento Ec. (8.13) aparece la Reaccion Normal que ejerce el Igla sobre
el nifio esquimal (), y que entra en juego a través de la Fuerza de Rozamiento.

Dicha Reaccion Normal es Desconocida a Priori, y el Método de Lagrange por si solo NO
es capaz de determinarla. Por ello, para acceder a la Fuerza de Constriccion “/N” es necesario
aplicar el Método de los Multiplicadores Indeterminados de Lagrange.

Dicha Reacciéon Normal “N” se origina porque el Igli es un cuerpo rigido, oponiéndose a
ser deformado por el peso del muchacho, y como consecuencia de ello, la distancia “r” del nifio
esquimal al centro O es constante e igual al radio del Igla “R".

Asi pues, siguiendo el Método de los Multiplicadores Indeterminados de Lagrange, procede-
mos a “Relajar dicha Ligadura”; y por tanto, tendremos Dos Coordenadas Generalizadas, “( ”

[13eeh]

y “r”, e incluiremos un Multiplicador Indeterminado de Lagrange, “\”, es decir:

Y A+ Cu=0 Yu=12.1[...(814)

j=1

Aplicando la Ec. (8.14) a la Ligadura del Sistema y sus derivadas tendremos:

Ligadura

r—R=0|...(815a) = 7#=0...(8150) = #=0...(8.15¢)
= [Ay, =1]...(816a) ; |A;s=0]...(8.16b)

De la Fig. 33, las Componentes del “nuevo” Vector de Posicion, asi como de la “nueva” Rapidez
del Muchacho Esquimal seran ahora:

r=rsinf...(8.17a) 4 i=7rsinf+rBcosf...(8.18a)
y=rcosf...(8.17b) = y:fcosﬁ—rﬁsinﬁ...(8.18b)

Usando las Ecs. (8.17) y (8.18), encontramos la “nueva” Energia Cinética y la “nueva”
Energia Potencial del Nino Esquimal, i.e.:

T = %mqﬂ — %m U = %m [3;«2 + y2] (SiS) %m [(r sin 3 + TB cos ﬂ)Q + (7” cos 3 — TB sin 5) 2]
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T = #*sin’B + 2r7 B sin B cos B + 12 2cos? 8 + 12cos? 8 — 2ri-Bsin B cos B + r2 (%sin? B

T =72 (sin26 + COSQﬁ) + 232 (sinQB + COSQﬁ) = |T(r,B) = %m (fQ + T252> ... (8.19)

De igual manera, hallamos la “nueva” Energia Potencial Gravitacional sera:

V = mgy (8'1::[)) V(r, 8) = mgrcos|...(8.20)

Con las Ecs. (8.19) y (8.20) construimos la “nueva” Funciéon Lagrangiana del Sistema:

L=1m (7'"2 + r262> —mgrcosf3|...(8.21)

Para tomar en cuenta tanto las Fuerzas de Constriccion, como las Fuerzas que NO provienen de
un Potencial, las Ecs. (8.2) se deberan de modificar adecuadamente para obtener las “nuevas”
Ecuaciones de Euler-Lagrange del Sistema, es decir:

d [ OL oL <
dt (@C]j) 0q; i 1 whhs = Qi V) 2ol (8.22)

De tal manera que de acuerdo con la “nueva” Ec. (8.22), las Ecuaciones de Euler-Lagrange
para las “dos nuevas "Coordenadas Generalizadas (r, #) usando las Ecs. (8.16a) y (8.16b) son

ahora: d oL oL ,
{ Eéﬁi_5+>“4r:@“ ... (8.23a)

4 g—g — S+ 25 = Q4 .. (8.23D)

en donde ya se ha tenido la precaucion de insertar al lado derecho de las igualdades Ecs. (8.23a)
y (8.23b) las Fuerzas Generalizadas asociadas a la Fuerza de Friccion Seca del muchacho con
la superficie esférica del iglua.

Usando la Ec. (8.2) hallamos la “nueva” Fuerza Generalizada asociada a la Fuerza de Roza-
miento Seco del muchacho sobre el Igli:

= - : P 8.17
QB/ = Lroz ° g_g = Froz,a;g_g + Froz,y% ( - )

L o (817
Qr: roz'g_: :Froz,x%_‘_Froz,ya_:Z ( - )

Qs = szwaﬁ (rsin 3) + Frozvyai (rcosp) =
Q' = Frozon: (rsinff) + Fro.y5- (rcos ) =

Poniendo las componentes de la Fuerza de Rozamiento (ver la Ec. (8.10)) y derivando con
respecto a las Coordenadas r y 3, tenemos:

{Qﬁ' = (—pxN cos B) (rcos f) + (N sin g) (—rsin ) =
Q" = (=N cos ) (sin ) + (u N sin 3) (cos B) =

Qs = —erN (sin’g + cos?8) =
Q. = N (—cosfBsin 3 +sin fcos §) =
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Finalmente, las “nuevas” Fuerzas Generalizadas asociada a la Fuerza de Rozamiento Seco,
seran:

Qﬁl = —,U,kT’N R (824@)
Q. =0...(8.24b)

Ademas, notese que las Fuerzas de Ligadura Radial y Angular usando las Ecs. (8.16a) y
(8.16b) vienen dadas por:

R, =N =—-)A, = —\...(8.25q)
Rg=AAz=0...(8.250)

Por otro lado, haciendo las correspondientes Derivadas Parciales de la “nueva” Lagrangiana,
Ec. (8.21) tenemos:

{ oL = mrfB* —mgcosf...(8.26a) ;

oL —mr ... (8.26b) ; 4 (%) =mi...(8.26c)

T 7

{ g—g =mgrsinf...(8.27a) ; g—g =mr’f...(8.27b) ;

4 (%) =m{2rig+28}...(827¢)

Insertando todas estas expresiones Ecs. (8.24), (8.25), (8.26) y (8.27) y en las “nuevas”
Ecuaciones de Euler-Lagrange Ecs. (8.23), obtenemos:

mit —mr3? +mgcosf — N =0...(8.28q)
mr?B + 2mri 3 — mgrsin f = —uprN ... (8.28b)

Ahora es el momento de eliminar la variable “r” del problema recordando que realmente esta
distancia es r = R = cte. , por lo tanto, tendremos:

—mRBZ +mgcosff=N...(829a)
mR?3 — mgRsin 3 = —p, RN ... (8.29b)

Llegados a este punto, podemos comparar con las cosas que hemos hecho previamente. Es
decir, comparemos las Ecs. (8.29) con las Ecs. (7.10) del Modelo 7, en donde abordamos el
mismo problema, pero sin friccion.

Vemos, que las Ecs. (8.29a) y (7.10a) son esencialmente las mismas, pues la “Fuerza de
Constriccion”, es decir, la Fuerza Normal del Igli que depende del angulo “8” y que ejerce
la superficie del Igla al nifio esquimal, no cambia para nada. Dicha Fuerza fue hallada con
anterioridad en la Ec. (4.4) del Modelo 4.

Por tanto, la Ec. (8.29a) proporciona el valor de la Reacciéon Normal, que como puede
comprobarse coincide con la Diferencia de la Componente Normal a la Superficie del Peso y la
Fuerza Centripeta, es decir:

N(B) = mgcos 5 —mRB%|...(8.30a)

Comparar la Ec. (8.30a) con la Ec. (4.4) del Modelo 4 y notar que la Ec. (8.29b), corresponde
a la Ec. (6.5b) del Modelo 6.
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Conservacion
de la Energia

Dinamica Teorema Trabajo-
Traslacional con g Energte_i c?f’ Y2l
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Rotacional con R Lagrangiana con
y sin Friccién y sin Friccién

Figura 35: Diferentes Aproximaciones Teodricas en la resolucion del clasico problema del Nino Esquimal que
resbala de su Iglu.

Llevando la “Fuerza Normal de Restriccion” Ec. (8.30a) a la Ec. (8.29b), para que asi
podamos construir la Ecuacion de Movimiento del Nino Esquimal.

wR*B — mgRsin f = — R (mg cos 3 —mR/82> =

RS — 1, RB% + g [ju, cos B —sin ] = 0. .. (8.300)

Claramente, cuando Eliminamos la Friccion Cinética (ur — 0), entonces la Ec. (8.30b) se
transforma en la Ec. (1.28) del Modelo 1, es decir:

RB — gsin 3 =0]...(8.30¢c)

Ecuacion que al integrar conocemos la Velocidad del Muchacho, (en el Caso Sin Friccion)
tal y como ya se ha hecho antes en el Modelo 1.

Para poder integrar de la Ec. (8.30b) se debera proceder tal y como se hizo con la Ec. (4.5a)
del Modelo 4, obteniendo los resultados equivalentes a las Ecs. (4.12) y (4.14a) del Modelo 4,
ejercicio que se deba al lector.

3. Conclusiones

En el presente trabajo hemos analizado el problema clasico que aparece en muchos libros de
texto “El nino Esquimal que Resbala de su Igld”. Sin embargo, en dichos textos, el problema
es resuelto usando tnicamente argumentos de “Conservacion de la Energia” y despreciando el
Caso con Friccion entre el nino y el Igla. En este trabajo hemos estudiado el problema bajo la
perspectiva tedrica de la Estrategia de Ensefianza Mediante la Modelacién Progresiva (EMP)
Gobert y Bucley, 2000 en Oliva, 2019: 7, para poder incentivar la Experiencia de Aprendizaje
Mediado (EAM) Orra. S., 2003, en donde hemos resuelto el problema usando la “Dindmica
Traslacional con y sin Friccion 7, “Conservacion de Energia”, “Teorema Trabajo-Energia con y sin
Friccion”, “Dinamica Rotacional con y sin Friccion” y usando ademas la “Dinamica Lagrangiana
con y sin Friccion”, ver la Fig. 35.
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Lo anterior lo hicimos creyendo que resolver un mismo problema desde diferentes puntos
de vista tedricos y para diferentes niveles de profundidad matematica, ayuda al profesor y al
estudiante universitario a comprender profundamente como se puede resolver este problema en
las diferentes etapas de un curso regular de Fisica General (Mecéanica Bésica) y/o de Mecéanica
Intermedia.

4. APENDICE A: Demostracién de la Relacién (1.1) del Modelo 1.

Si tenemos cualquier vector “A” en el Espacio Tridimensional Cartesiano que se escribe como
A=A+ Ay + A, k| entonces al realizar el “Producto Punto (Escalar)” con cada uno de los
“Vectores Unitarios” de los “Ejes Coordenados Cartesianos” tendremos:

=A,|...(Ala)

.

A= <A2+Ay]+z4]€> Ax(%-%>+Ay(j-%)+Az(l%~%> = |4

A= <A2+ij+Ak> Ax<i-j>+Ay<j-j>+Az<l%-j> = |A.5=4,.. (A1)

/T-i%z(Ax%+ij+AZ/%)-/%:Ax(E-%)+Ay(j-/%)+Az</%-/%) = (A=A .. (Al

Es claro que “El Producto Punto” del Vector A con cada uno de los Ejes Coordenados, lo
que hace es hallar cada una de las Componentes de esos ejes (A;, A,yA,) respectivamente, por
tanto, es claro que:

k

A (Ad) i (A9) e (1)

by
Ay
o

A VU NN

b
I
b
8
+.
:m
<o

5. APENDICE B: Relacién entre Versores Polares y Versores Carte-
sianos del Modelo 1

Conociendo el “Vector de Posiciéon” de una particula en cualquier instante de tiempo “t”,
entonces 829 es un “Vector Tangente” a la curva 6 = cte , es decir, es un Vector en la Direccién
Radial de 7(t) (en el que se incrementa “r ), Ver la Fig. 36.

Un Vector Unitario (Versor) en esta direccion se define por:

or(t)

T — or
U = oo ] (B.1)
or

Por otro lado, el “Vector de Posiciéon” se escribe como:
Ft)=xi4yj=rcosfi+rsinfj...(B.2)
de la Fig. 36 tenemos que:
or(t)

r

=1...(BA4)

A N r(t
=cosfi+sinbyj...(B.3) ; ’87"()’

or
Asi que de la Ec. (B.1) llegamos a que:

i, = cosfi+sinfj|...(B.5)
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Figura 36: Diagrama de la evolucién de una particula puntual en el Plano Cartesiano “zy "y su relacién con las
Coordenadas Polares y sus respectivos Vectores Unitarios.

.. 7(t . .
De forma similar, ag_g) es un “Vector Tangente” a la curva r = cte. Un Vector Unitario en esta

direccion (es decir, un Versor en la direccion donde crece 6, ver la Fig. 36) es:

Ot

[

QD
53

Uy = o (t) Ce (B6)

00

De la Ec. (B.2) derivamos con respecto de “6” y tenemos:

or(t)
a0
Asi que de la Ec. (B.6) quedara como:

— —rsinfi +rcosfj...(B.7) ;

lig = —sin @1 + cosfj|...(B.9)

Hay que destacar que, a Diferencia de los Vectores de la Base Cartesiana, los Vectores de la
Base Polar No Son Constantes, pues Cambian Punto a Punto. Esto quiere decir que Varian en
Direccion y Sentido al Cambiar de Punto en el Plano. Lo anterior lo podemos constatar en las
Fig. 37.

De las Ecs. (B.5) y (B.9), hemos hallado los Vectores Unitarios Polares 4, y 4y en términos
de los Vectores Unitarios Cartesianos y j’, ahora queremos hallar la Relacion Inversa, es decir,
queremos hallar los Versores Cartesianos ¢ y j en términos de los Versores Polares @, v g, asi
que de las Ecs. (B.5) y (B.9) Resolviéndolas Simultaneamente tenemos lo siguiente. De la Ec.
(B.5) despejamos i

U, —sinf j

i = ... (B.10)

cos 0
Sustituyendo la Ec. (B.10) en la Ec. (B.9) hallamos:

— @, sin@ + (sin?0 + cos20) j  —d,sinf + j A
= ( )]: tJ = ugcost = —u,sinf+ j =
cos 6 cos
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0 P ) T | |
0 g j. <2 P \/’Ip d=r /4 ?T"‘ ngT
1 i | 1 e 1 Uplg—myy — =¥ g P
n/4 [ T - 1 q I
\/§ \/§ \/i \/E ’ igly_o =7
n/2 f _i' _jTA - ‘ N B
'.‘ H, Dy = T
> =
& & P X

Figura 37: Tabla y esquema comparativo entre los Versores Cartesianos (fijos) y Versores Polares (dependientes

del dngulo) evaluados estos tltimos en § =0, T 7.

j =sinfa, +cosbig|...(B.11)

Con la Ec. (B.11), regresamos a la Ec. (B.10) y hallamos que:

~ . . ~ ~ .. 9 ~ . ~
s Up —sind (sinf a, + cos b Up) (1 — sin 9) U, sinfcosf g
1 = — —

cos cos 0 cos

i = cos O, —sinfiyg|...(B.12)
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