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EL METODO DE VOLUMENES FINITOS EN EL ANALISIS DEL FLUJO EN LAMINA LIBRE.
APLICACION A LA RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE SAINT-VENANT

PARTE 0. MOTIVACION






1. INTRODUCCION

La Dindmica de Fluidos es una parte de la Mecanica de Fluidos que, a su vez, es una rama de la Fisica. En
ingenierfa tiene una gran importancia. Sus aplicaciones reales son muy numerosas y abarcan muchos
campos de la ingenieria. Asi, por ejemplo, hablamos de flujo en presién en tuberias para el caso de las
redes de abastecimiento en las ciudades (Ingenieria Industrial y/o Civil), de flujo en ldmina libre en
colectores y redes de saneamiento también en el caso de ciudades (Ingenierfa Civil), y en canales y
sistemas de canales de alimentacién de plantas potabilizadoras previas a la red de abastecimiento
(Ingenierfa Civil), analisis del riesgo de inundaciones fluviales (Ingenieria Civil), pero también de
oleoductos, centrales hidroeléctricas, sistemas de aire acondicionado y un largo etcétera. Como vemos,

se trata de aplicaciones con una importancia grande en la vida y seguridad de las personas.

Esta rama de la Fisica, la Dindmica de Fluidos, se encarga del estudio del movimiento de los mismos
atendiendo a las causas que lo producen (gradientes de presiéon, componente tangencial de la fuerza
gravitatoria, etc.). Las leyes que rigen estos movimientos o flujos, es decir, sus leyes de gobierno, se
expresan en forma de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). La solucidn exacta de estas ecuaciones
en la préctica totalidad de casos reales de interés, no es posible o conocida. Es por ello por lo que se recurre

a su resolucién aproximada mediante métodos numéricos.

En este trabajo, presentamos el Método de los Volimenes Finitos (FVM, por sus siglas en inglés) en su
aplicacién al caso de las ecuaciones que gobiernan el flujo de los fluidos incompresibles (“aquellos para
los que su densidad no depende de la presién”). Concretamente, y tras una primera parte en la que se
plantean tanto las ideas fundamentales como una aplicacion basica del mismo, se estudia en profundidad,
su aplicacién como método numérico para la resolucion del modelo conocido como SWE (Shallow Water
Equations) o Sistema de Ecuaciones de Saint-Venant para el flujo en ldmina libre no permanente

unidimensional.

ElFVM, comienza a tomar forma en la década delos afios 60 del siglo pasado y es introducido a principios
de los afios 70, de manera independiente, por McDonald (1971) y por MacCormack y Paullay (1972).
Durante ese periodo, los investigadores se centraron en desarrollar métodos numéricos eficientes para
resolver problemas de dindmica de fluidos, impulsados por la necesidad de resolver problemas cada vez
més complejos en las aplicaciones fisicas y de ingenieria. Otra figura fundamental en la formalizacién y
popularizacién del FVM fue Brian Spalding (1923-2016) de Reino Unido. Spalding, junto a su equipo del
Imperial College de Londres, desarrollaron y promovieron su uso también a partir de la década de los 70
del pasado siglo. El método se fue formalizando a medida que los investigadores desarrollaron esquemas
numéricos especificos para diferentes tipos de EDPs. Asi, Patankar y Spalding jugaron un papel crucial
en la formulacién y aplicacién practica del FVM a través de su trabajo, que culmind en la publicacién del
libro "Numerical Heat Transfer and Fluid Flow" por parte de Suhas Patankar en 1980. Este libro se
considera una referencia cldsica y ayudé a consolidar tanto la metodologia como sus aplicaciones. Desde
la década de 1980, el FVM se ha difundido ampliamente y ha sido adoptado en una gran variedad de
campos mas alla de la dindmica de fluidos, incluyendo la transferencia de calor, la ingenieria estructural,
y muchos otros problemas que involucran EDPs. Los avances en el campo de la informatica con cada vez
mayores capacidades de calculo, han permitido la implementacion de algoritmos cada vez mds complejos

y precisos basados en este método.



El FVM es, en esencia, un método alternativo al de diferencias finitas, muy similar en algunos aspectos,
pero basado en una consideracidn fisica, escribir las leyes de gobierno, las EDPs, en forma de leyes de
conservacion (o de balance; sin tratar de ser riguroso, pero si con la idea de transmitir el concepto, leyes
que se podrian expresar como: “entradas menos salidas —flujos-, igual a variaciéon del ‘volumen’
almacenado”). Esto se hace bdasicamente, transformando la parte de las derivadas espaciales en
divergencias, de manera que, al integrar en los volimenes o celdas (volumenes finitos), esas integrales
sobre las divergencias, se transforman —mediante la aplicacién del teorema de Gauss- en flujos a través
de los bordes de esas celdas (superficies de cada volumen finito). Es un método conservativo
(intrinsecamente conservativo). Una de sus ventajas fundamentales es que su formulacién permite el uso
de mallas no estructuradas, lo que lo hace muy versatil para multiples aplicaciones, especialmente en el
campo de la mecénica de fluidos (Dindmica de Fluidos Computacional, CED, por sus siglas en inglés),

para cuyo avance ha sido fundamental.

Para desarrollar el tema planteado, el trabajo se estructura en cuatro partes, tras esta primera Parte 0, de
motivacidén. Asi, en la Parte 1, tal y como se ha comentado, se plantean las ideas fundamentales del
método y su aplicacidn bésica; seria la parte del documento dedicada a lo que hemos llamado Primeros
Desarrollos. Seguidamente, en la Parte 2, se plantea la sintesis teérica, asi como los fundamentos
matematicos del método, es la que hemos denominado Formalizacion. En la Parte 3 se entra de lleno en
la aplicacién a la resolucion del Sistema de Ecuaciones de Saint-Venant (o modelo de SWE) para el flujo
en lamina libre no permanente unidimensional. Se resuelve el sistema de EDPs para el caso de canal
rectangular de ancho y pendiente variables, con friccién y pérdidas locales de energia. Tras el estudio del

caso, en la Parte 4, se concluye y plantean las lineas futuras, es la Conclusién del documento.



2. RELACION DEL TRABAJO CON LOS ODS DE LA AGENDA 2030

El Informe Brundtland, firmado en Oslo el 20 de marzo de 1987 y titulado originalmente Nuestro futuro
comun', definia el desarrollo sostenible como “aquel que satisface las necesidades del presente sin
comprometer la capacidad de las futuras generaciones para satisfacer las propias”. El Principio 3° de la
Declaracién de Rio sobre el Medioambiente y el Desarrollo (1992) asumi6 la definicién del Informe
Brundtland. Por su parte, la Conferencia Mundial sobre Desarrollo Sostenible de Johannesburgo, 10 afios
mds tarde, reafirmo el término como eje clave de la agenda internacional. El 25 de septiembre de 2015,
durante la 70° Asamblea General de la ONU en Nueva York, 193 jefes de Estado y de Gobierno firmaron
la Agenda 2030, con 17 Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) y 169 metas econdémicas, sociales y
medioambientales, que serd la hoja de ruta del desarrollo esta década, ademads de una estrategia clave para

luchar contra el calentamiento global.

Dadas las multiples aplicaciones a la vida real de la Dinamica de Fluidos y de la Ingenieria Hidraulica y el
Medio Ambiente, areas ambas de conocimiento sobre las que versa la aplicacién de este trabajo, todo lo
que consiga mejorar el conocimiento del flujo en laimina libre permitira optimizar el uso de los recursos
hidricos, el consumo de energfa y la produccién de energia renovable -como la hidroeléctrica p.e.-, el
saneamiento de las ciudades y nucleos urbanos (con sus importantisimas consecuencias en términos de
salud publica) y mejorar la lucha contra el cambio climatico y global, ademas de la mejora de los sistemas
de defensa contra inundaciones de especial relevancia en zonas en vias de desarrollo pues es en ellas
donde la vulnerabilidad de las personas es mayor y por tanto donde se contabilizan mayores pérdidas en

términos de vidas humanas.

Por tanto, y en el sentido mds amplio, la relacién del presente trabajo con los ODS se articula a través de
los ODS 3, Salud y bienestar; ODS 6, Agua limpia y saneamiento; ODS 7, Energia asequible y no
contaminante; ODS 9, Industria, innovacién e infraestructuras; ODS 11, Ciudades y comunidades
sostenibles; ODS 12, Produccién y consumo responsables; ODS 13, Accién por el clima; y, ODS 15, Vida
de ecosistemas terrestres (fundamentalmente fluviales, caudales ecoldgicos, etc); y todo ello, teniendo al

agua obviamente como el gran hilo conductor en nuestro caso.
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EL METODO DE VOLUMENES FINITOS EN EL ANALISIS DEL FLUJO EN LAMINA LIBRE.
APLICACION A LA RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE SAINT-VENANT

PARTE 1. EL METODO DE VOLUMENES
FINITOS (FVM). IDEAS FUNDAMENTALES Y
APLICACION BASICA. PRIMEROS
DESARROLLOS
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3. PLANTEAMIENTO DEL METODO. UN CASO SENCILLO.

Se trata de un método numeérico muy usado en Dindmica de Fluidos Computacional (CFD, por sus siglas
en inglés). Se basa, como hemos indicado, en escribir las EDPs en forma de leyes de conservacion. Se
discretiza en celdas (volimenes finitos) el dominio en el que se quiere resolver la ecuacién o ecuaciones
en cuestion. Y, se discretizan las EDPs, ya en su forma conservativa. Gran parte del trabajo asociado al
FVM va a ser modelar o proponer un esquema para los flujos a través de los bordes, de las fronteras, de

cada volumen finito (o celda) en el cual subdividimos el problema.

Estas leyes de conservacion son en general de la forma:

a¢+VF—O 3.1

donde ¢ es la funcidn incognita, y representa a la magnitud fisica objetivo (velocidad, p.e.),y F(¢, x, t)

(en el caso de un problema 1D) representa el flujo (con el operador nabla, denotamos la divergencia).

Para ilustrar el método, nos apoyamos en un caso sencillo, que tendra luego relacién con situaciones o

casos que veremos mas adelante. Se trata de la ecuacion de adveccidon-difusion 1D lineal:

ou ou 0%u
= —Cc—

- Cax Vo (32)

donde u es la funcién incdgnita en este caso, ¢ es la velocidad de adveccién (constante en el modelo lineal)
y V suele ser una viscosidad. De los términos en derivadas espaciales, el primero es el advectivo y el

segundo, el difusivo.

Si queremos reescribir esa ecuacion en forma de ley de conservacion:

ou d(cu) 0 ¢ ou
5 "o tox"3)

Quedando en el miembro de la izquierda la derivada temporal y en el de la derecha, la derivada espacial.

De esta manera, los términos del miembro de la derecha, se van a escribir como flujos a través de los

bordes del elemento de control (volumen o celda; en 1D, segmentos o intervalos) ya que, subdividimos

el dominio o region de interés en estos volumenes e integramos en cada uno de ellos. Asi, si se integra en

un volumen la ecuacion anterior:

J‘ audV_ J (’)(cu)dV+J 6( c')u)dV
Lo T ) Tox s ax\ax) ¢

En este caso, en el que el problema es 1D, supongamos que hemos discretizado el dominio de interés en

intervalos (volimenes finitos), con la nomenclatura indicada en la figura 3.1, en la que los puntos

representativos de cada volumen, se toman en sus centros.

Aplicando lo dicho a este caso
€ou €a(cu) €9/ Ou
—dx=—J dx+J —(v—)dx.
o Ot o Ox o 0x\ Ox
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Figura 3.1. Malla 1D. Discretizacidn en intervalos (voliumenes finitos). P punto central de la celda de integracion;

O y E puntos centrales celdas vecinas, con bordes (fronteras) o y e.

De tal forma que

€ou ou|®
—dx =—culf+v—|,
o

ot dxl,
conlo que
Jeaud — _o( )+ ou ou
T x =—c(u, —u, V(’)xe V(’)xo'

donde los términos del miembro de la derecha representan ‘los flujos de la funcién a través de los bordes’,

en este caso ‘este’ y ‘oeste’, con la notacién utilizada.

A partir de este punto del desarrollo, empiezan las aproximaciones, relacionadas con la parte numérica
del problema. Estas aproximaciones van a tener que ver fundamentalmente con interpolaciones. Es decir,
con como por un lado se aproximan las integrales involucradas y por otro, como se evaltian los flujos en
los bordes de la celda en cuestiéon. Tanto para la integracién como para la evaluacién de los flujos, van a
intervenir aproximaciones. Se hace, por tanto, una aproximacién discreta a cémo es la funcién en el

interior del volumen y en los bordes.

Asumiendo que la longitud de la celda Ax es muy pequeiia, una forma sencilla de hacer esto seria

(se reemplaza el valor de esa integral por el valor de la derivada en el punto P por la longitud de la celda;

y, todavia faltaria discretizar la parte temporal)

Mientras que las aproximaciones para los flujos se harian (interpolacién mas sencilla)

(uP + uE)'

Up =

Nl N =

(up + up).

U, =

De tal forma que

1
c(ue —up) = EC(uE — Ug).

La aproximacion para las derivadas, podria hacerse por diferencias finitas centradas (aqui se nota el

‘parentesco’ claro de este método con el de Diferencias Finitas)

du _Up —Uup

axl, Ax



du Up — U

~

axl, = Ax

con lo que, sustituyendo ya todo

dup c Ug — 2up + up
e A=~ muo) Fv——r
y dividiendo en ambos miembros por Ax
dup (ug — up) ug — 2up + up
=—C +v )
ot 2Ax Ax?

donde todavia falta discretizar la parte temporal. Para ello, podemos usar el esquema temporal que

elijamos, p.e. Euler (el mas sencillo). Lo veremos mas adelante.

Todo esto es facilmente generalizable a méds de una dimensién. Llamemos ahora ¢ a la funcién. La
ecuacion de adveccidn-difusiéon (3.2), en términos del operador divergencia, escrita para 2 o 3
dimensiones, quedaria

¢

= =~V +vV*0. (3:3)

Nota 3.1: con el operador nabla V estamos denotando la divergencia, mientras que con V2 estamos

denotando el Laplaciano.
Recordemos que c es la velocidad de adveccidn, de forma que
c= (Cx,cy ) en 2D

c= (cx, Cy, CZ) en 3D

La ecuacidn (3.3) puede quedar escrita de forma conservativa como'

6¢_ Veop + VvV
ot cp+ Vi,

e integrando en un volumen

)
J 9 4y = J VegpdV + J VvVodV.
14 ot 14 14

Aplicando ahora el Teorema de Gauss (o de la divergencia) —ver Apéndice-, al miembro de la derecha,

podemos escribir

ad
J 9 4y = J codsS + J YIRS,
y Ot S(W) sv)

' La expresamos en términos de divergencias para que al integrar en volumen se pueda aplicar el Teorema de Gauss

convirtiendo esas integrales de volumen en flujos a través de las superficies que encierran dichos volimenes.



con 71 vector unitario normal exterior y S(V) superficie que engloba al volumen V sobre el que se estd

integrando.

Aplicandolo al caso 2D (por comodidad de escritura y de representacion), discretizamos el dominio en

celdas® (figura 3.2)

l x
v —%
Ay /o

( [ I
SV
7 l— T 4

sy RV
Figura 3.2. Malla 2D. Discretizacién en celdas (volimenes finitos).

Aproximaciones:

(integral de la derivada temporal)

] ]
f 9 1y ~ ﬂAv; AV = AxAy;
14

at at
(flujos)
J cprdS = Y () (@) AS;
sV) fs feTnfo
f VOpRAS = ) (V) @)y ASy
e fs feTnfo
conlo que

(C¢)f(ﬁ)f ASf = Cy¢sAx - Cx(poAy - Cy¢nAx + Cx¢eAy'
fs.Jfe,fn o,

* La forma de las celdas (volumenes finitos) en las que discretizamos el dominio o regién de interés en la que se
quiere conocer la funcién, puede ser muy diversa. Este método es en ese sentido, muy versatil. P.e. HEC-RAS
software para el calculo del FLL, utiliza celdas de hasta 9 lados; mientras que en 3D, muchos programas de CFD
utilizan tetraedros que se van acomodando de forma apropiada.
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v(Vo) (R ASy ~ V%L Ax —v@

dxl, dy

fsJe.fnJo,

Y, andlogamente al caso anterior, con la interpolacién mds sencilla para los valores de la funcién en los

bordes

1 1
Ps ~ E(‘PP +¢s); o = E(‘Po + ¢p),

1 1
Pn = E(‘PN +¢p); P = E(‘PP + ¢g).

Y la aproximacién de las derivadas espaciales por diferencias finitas centradas

| dr—ds 0P _ dp—do
oyl Ay 7 oxl, Ax '
| du—¢p D] _ dr—p
ayl, Ay 7 oxl, Ax

Sustituyendo todo y proponiendo algin esquema temporal, obtendriamos ya las ecuaciones discretas en

términos de los ‘centros’ de cada volumen finito (nodos centrales).

Como se ha comentado, todo esto es facilmente generalizable a 3D, donde las celdas serian ya claramente
volimenes. También se podria ‘mejorar’ cambiando el tipo de interpolaciones espaciales, lo que tendra
que ver con el orden del esquema. Como también ha sido dicho, se podria utilizar otro tipo de celdas o
volimenes, p.e., en el caso 2D, celdas hexagonales. Incluso, se puede plantear, y asi lo hacen algunos
programas de andlisis de FLL, un mallado con celdas no uniformes y, en cada sector del problema en el
que uno tiene interés, hacer distintos tipos de aproximaciones. Todo esto hace de este método, un método

tremendamente versatil.



4. APLICACION ‘NATURAL’ AL CASO DE FLUJOS 2D DE FLUIDOS
COMPRESIBLES. ECUACIONES DE EULER.

Vamos a aplicar ya todo lo visto al campo de la Dindmica de Fluidos. Comencemos, por su interés en

cuanto a alguna de las particularidades que van a ir apareciendo, por el caso de flujos bidimensionales

(ideales®) de fluidos compresibles. Las ecuaciones que gobiernan estos flujos son las conocidas como

Ecuaciones de Euler (una ecuacion de continuidad o conservacién de la masa; dos ecuaciones de

momento o cantidad de movimiento; y, una ecuacién de energia, escrita en términos de presion). Estas

ecuaciones, en variables primitivas (p, densidad; v, velocidad; y, P, presién) quedan escritas como

0 0

a—i +— Ep (pvy) + 3y (pvy) =0 [continuidad]

6vx v, N (')vx 10P _0 ridad d ient
3 + v, —=— T, 3y pax , [cantidad de movimiento]
v, vy, o (')vy 10P _0 ridad d ient
5 TV, Ty 3y pay , [cantidad de movimiento]
opP 0y v, opP opP )

E+y a—+yPW+vx6—+vy@—O, [energia]

donde (WV)vy, con k=x, y, en las ecuaciones de cantidad de movimiento representan los términos

- . 19P
advectivos (porque existe un flujo fisicamente hablando); mientras que, ——,

Py k=x, y, los términos de

fuerza de presion sobre ‘las paredes’. y es la constante adiabatica, igual a 5/3.

Escritas en forma matricial quedarian

p /”x
d v
_ x +| 0
at\ Vy 0
P \0

p 0 0
v, 0 1 0
0O v, O
yP 0 v,

WAV RN

A T R K ) I

dx \ Uy 0 0 v 1/p ay\v | S
P 0 0 yP v, P

En el FVM, usamos variables conservativas, ya que se trata, como sabemos, de leyes de conservacion.

Utilizaremos, por tanto, la conservacién de la masa, del momento y de la energia totales. De manera que,

el método se disefia para asegurar estas leyes. Es decir, el método numérico con su disefio, asegura que

estas cantidades se van a conservar, también en su versidn discreta, obviamente. Se disefia para que los

flujos a través de las ‘paredes’ sean lo que alimenta la evolucidn del interior de cada volumen finito.

* No hay viscosidad, no hay disipacién o pérdida de energia.
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El FVM asegura por tanto el cumplimiento de las leyes de conservacién desde su propio disefio. No
obstante, la aproximacién que finalmente tengamos, va a depender de la discretizacién que hagamos y de

la interpolacién que utilicemos (el método se basa en aproximaciones locales).
Las variables conservativas en este caso son

= densidad de masa, p
* densidad de momento, pvy, pv),

* densidad de energia, pe

donde la energia se expresa a partir de la ecuacién
Lo 2
e = u+§(vx +17y),
en funcién de la velocidad y de la energia interna u, relacionada con la presion P a través de

P = -Dpu.

Reescribiendo las ecuaciones de Euler (4.1) en forma conservativa, tenemos (notacién ‘condensada’)

P PVUx / PVy
d [ pv 0 vZ+P 0 PVyUx
ZP 2 P — 2. p |=0 (4.2)
ot\ Py dx PUxVy ay pUy + /

pe (pe + P)v, (pe + P)v,

De forma que, si llamamos U al vector de variables conservativas (el primer término representa la
evolucion de dichas variables con el tiempo; son las variables incognita) y F al vector de flujos (funcién
flujo; el segundo y tercer término representan su divergencia: esas cantidades involucran a los flujos a
través de los bordes de los volumenes finitos), el sistema (4.2) anterior lo podemos escribir de forma

compacta (abusando un poco de notacién) como

aU+VF—0 4.3
ot o (43)

donde

U = (p, pvx, pvy, pe ).

De esta manera, ya tenemos las ecuaciones preparadas para integrarlas en el volumen finito
correspondiente y poder aplicar el Teorema de Gauss. Asi, se describe la evolucién en términos de los

flujos sobre cada borde o frontera.

Para la interpolacion de la funcién flujo, en general, dispondremos de los Resolvedores de Riemann y del
método propuesto por Sergei Godunov*. Esto tiene, como veremos mas adelante, una aplicacién
importante en fluidos, sobre todo en el caso de problemas donde hay una compresibilidad muy grande -
en el caso de fluidos compresibles-, en general, gradientes importantes, y se pueden generar shocks o

discontinuidades. Estas metodologias seran importantes para ver cdmo trata el esquema numérico estas

* Uno de los precursores de los Resolvedores de Riemann.



discontinuidades o saltos que fisicamente se producen. Directamente relacionado con este tema

particular, hablaremos en el apartado siguiente, de los ‘Limitadores de Flujo’.

No obstante, lo dicho en el dltimo pérrafo, vamos a plantear ahora la aplicacion del FVM en la resolucién
de las ecuaciones de Euler en un caso donde fisicamente no hay ningun salto o discontinuidad. Asi,
haremos de momento, las cosas de la forma mas intuitiva y sencilla posible para que, desde el punto de

vista conceptual, todo se entienda perfectamente.

Sobre el tema de los Resolvedores de Riemann y el método de Godunov, volveremos en el apartado 6 al

hablar de las Ecuaciones de Saint Venant o de aguas someras (SWE, por sus siglas en inglés).

Supongamos pues, un mallado regular de celdas (volumenes) cuadradas de lado A = Ax = Ay.

Generamos la masa, el momento y la energia totales en cada celda i (figura 4.1) como

Qi = Ul'AZ.

\
1w

OE:[ o :0;'4\& .g\
)5 4 e

- /N\fS L /&V\

Figura 4.1. Malla 2D. Discretizacién en celdas (volumenes finitos). Ecuaciones de Euler 2D. (En la notacién actual,

P=i, celda de interés; j=celdas vecinas)

La ecuacién de evolucién queda entonces, una vez que integramos (aplicando Gauss)

av;
J

donde F;; representa el flujo entre celdas vecinas i, j (lo que antes llamdbamos bordes o interfaces n, s, e,
y 0). Para evaluar estos flujos vamos a necesitar los valores de las cantidades en esas interfaces. Es ahi
donde interviene algtn tipo de interpolacidn, y para lo que utilizariamos en su caso, los Resolvedores de

Riemann (que interpolan el valor de las funciones a los bordes).

Nota 4.1: Con fluidos, las interpolaciones se hacen con las variables primitivas. Esto es asi para evitar
valores negativos de la presion (que, de no ser asi, podrian aparecer en funcién del método de
interpolacién utilizado). Si interpolamos directamente la presién, no va a dar nunca un valor negativo.
Después, se construyen las variables conservativas, que son las que necesitamos para aplicar el

esquema numérico (discreto y conservativo).
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La mdés sencilla de esas interpolaciones, suficiente para el caso que nos ocupa, es la basada en la

aproximacion de los gradientes.

Asi pues, si se quiere el valor de alguna cantidad “f” en una frontera (interface), p.e., la que corresponde
.1, . -/ ;

al punto i + > ) la interpolacién seria

c')fl-,j Ax

f. 1.zfi,j+az,

l+5,]

o 9fij o .
aproximaciéon de segundo orden, donde para rr buscamos alguna aproximacién al gradiente en esa

frontera. Se podria utilizar, p.e. la aproximacién al gradiente, basada en diferencias finitas centradas

0fij 0fij| _ [firrj = fimsj fije1 = fij—1
ox ' dy 2Ax ’ 2Ay '

Como hemos dicho ya en reiteradas ocasiones, a veces, si hay saltos (“discontinuidades en los valores de
las variables, llamadas shocks”), se usan otras aproximaciones al gradiente u otras interpolaciones®

(Resolvedores de Riemann).

Nota 4.2: En fluidos, a veces no se sabe ‘desde donde puede venir el flujo’, por ello lo que en ocasiones
se hace es interpolar ‘por un lado y por el otro, o arriba y abajo’ y tomar como valor del flujo, el
promedio de las interpolaciones. Ain mds, hay quien incluso introduce un término difusivo

(proporcional a la diferencia de velocidades en las fronteras, p.e.), ficticio, para controlar

inestabilidades numéricas, pero esto no deja de ser un ‘parche’.

Incluimos a continuacién el enlace a un ejemplo de aplicacién de las ecuaciones de flujos compresibles

bidimensionales, la Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz® (https://levelup.gitconnected.com/create-your-

own-finite-volume-fluid-simulation-with-python-8f9eabob8305 ) —~véase también figura 4.2-.

=

Figura 4.2. IKH. Izda.: en el planeta Saturno, formada por la interaccién de dos bandas en la atmosfera del planeta
(fte.: NASA). Dcha.: visible por nubes sobre el Monte Duval, Australia (fte.. GRAHAMUK de la Wikipedia en

inglés).

5 Hemos llamado a este apartado ‘Aplicacién Natural’, ya que estamos planteado el caso de la manera mds sencilla
posible de forma que todo esta resultando intuitivo; en definitiva, natural.

¢ Este fendmeno puede ocurrir cuando un flujo se introduce dentro de una masa fluida en reposo o cuando hay
suficiente diferencia de velocidad a través de la interfase entre los dos fluidos. Helmholtz estudié la dindmica de dos
fluidos de diferentes densidades cuando se presenta una pequefa perturbacidn, tal como una onda introducida en
la superficie que separa los fluidos.
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5. LIMITADORES DE FLUJO

Como sabemos, el FVM se basa en escribir las ecuaciones en forma de divergencias para después poder
integrarlas, aplicar el Teorema de Gauss y que nos queden los términos expresados como flujos. En 1D,

teniamos —formulacion semidiscreta; a falta de discretizar la parte temporal- (Figura 5.1):

= mlr () -rlea) e
oc - axlf\Me2) TPyl OB
L ey t
-y ' i*’/z‘
—
celdn

Figura 5.1. Malla 1D. Discretizacion en intervalos (voliumenes finitos). Nomenclatura.

Pues bien, en esquemas de alta resolucién (esquemas numéricos utilizados para resolver problemas en
ciencias e ingenieria), cuando es previsible que la funcién (u en este caso) pueda presentar gradientes
muy fuertes o choques’, se utilizan los denominados limitadores de flujo. Se usan particularmente en el
campo de la Dindmica de Fluidos (veremos un ejemplo de cdmo los utiliza el software HEC-RAS para el
céalculo del FLL). Se usan para evitar oscilaciones espurias que de otro modo ocurririan con esquemas de
discretizacién espacial de alto orden, debido a choques, discontinuidades o cambios bruscos en el
‘dominio’ de la solucién. El objetivo es limitar el gradiente de la solucién cerca de los choques o

discontinuidades.

A veces, también se denominan limitadores de pendiente, aunque no son conceptos totalmente
equivalentes. En general, el término limitador de flujo se usa cuando el limitador actta sobre los flujos
del sistema; mientras que, el limitador de pendiente se usa cuando el limitador actta sobre los estados del

sistema, como presion, velocidad, etc.

En principio, se intentd reproducir numéricamente estas situaciones (gradientes fuertes, choques, etc.)
con aproximaciones de orden alto, pero desde el punto de vista de la estabilidad del método numérico, se
ha demostrado mejor, utilizar una especie de ‘parche o artificio matematico’ que basicamente consiste
en ‘moverse entre una aproximaciéon de baja resoluciéon y otra de alta resoluciéon’. Es decir, para
aproximar los flujos se utiliza una especie de combinacién entre la aproximacién de baja resolucién y la

de alta. Para ello utilizamos lo que se ha dado en llamar, limitador de flujo.

7 Donde p.e., pueda haber variaciones fuertes de densidad en el caso de flujos de fluidos compresibles o del campo
de velocidades en incompresibles, es decir, lo que fisicamente conocemos en general como choques o

‘discontinuidades’.
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En definitiva, el uso de limitadores de flujo, junto con un esquema apropiado de alta resolucién, hace que
las soluciones disminuyan la variacién total (TVD; este aspecto se vera con mas detalle en la Parte 2 de

este texto).

Asi, se propone el uso de

F(u ;) =29 = o) < Y- f.“’i“>,

3 +% i+5
F (u._1> = .bcija - ¢(Ti—1)< .bcija - f.alfa>,
2 =3 i-5 i-5
donde
fraja - flujo de baja resolucién
f3@ = flujo de alta resolucién

(los conceptos de baja y alta resolucidn, tienen que ver con la interpolacién realizada para

aproximar los flujos)

¢ (r) =limitador de flujo (es como vemos, una especie de ‘peso’)

U~ Ui
g = —
Ui — U

con ¢(r) = 0 de forma que

*  Si¢p(r) = 0: se usa solamente aproximacién de baja resolucién para el flujo; menos preciso
pero mas disipativo, por eso controla mejor los choques (caso de pendiente pronunciada,
pendientes opuestas o pendiente nula);

*  Si¢(r) = 1:seusasolamente aproximacién de alta resolucién para el flujo; mas preciso (caso

de soluciones suaves).

Existen distintos limitadores propuestos en la literatura [26, 27, 28]. Los diferentes limitadores tienen
diferentes caracteristicas de conmutacién y se seleccionan de acuerdo con el problema a resolver y el
esquema numérico de resolucién. Debemos sefialar que no se ha encontrado ningtin limitador concreto
que funcione bien para cualquier tipo de problema, por lo que en general, se acaban seleccionando por

prueba y error.

Como ejemplos de algunas funciones limitador de flujo, podemos citar los siguientes de entre los mas

utilizados:
Charm (Zhou, 1995)

(r(3r +1)

¢cm(r) = { (T‘ + 1)2 ’
k 0, r<0

r>0; lim ¢.,(r) =3
r—>00



Hcus (Waterson and Deconinck, 1995)

1.5(r + |rD _
bnc(r) = W; rh_glo bnc(r) = 3.
Minmod-simétrico (Roe, 1986)
Gmm (1) = max[0,min(1,1)]; lim ¢ (r) = 1.
r—o00

Van Albada 1 —simétrico (Van Albada et al., 1982)

r’4+r

¢va1(r) = 2+ 1;

ll_)nt}o Pva1 (r)=1.
Van Albada 2 —forma alternativa para esquemas de orden espacial alto (Kermani, 2003)

2r

¢va2(r) = 2+ 1;

ll_)nt}o ¢va2 (T') = 0.

Los limitadores sefialados como simétricos, satisfacen la siguiente propiedad de simetria

o) s <1>

r r

que es una propiedad deseable, ya que asegura que las acciones de limitacién para gradientes hacia

adelante y hacia atras, operen de la misma manera.



6. ANALISIS NUMERICO DE LAS ECUACIONES DE NAVIER-
STOKES. FLUJO BIDIMENSIONAL DE FLUIDOS
INCOMPRESIBLES

6.1.  INTRODUCCION. ECUACIONES

Estudiemos ahora el caso estandar, de flujo bidimensional de fluidos incompresibles, a partir de las
Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D (lo vemos en 2D por comodidad, pero todas estas ideas son
facilmente extensibles al caso 3D). Se trata de EDPs para campos, en este caso de velocidades, que

evolucionan con el tiempo.

Las ecuaciones pues de Navier-Stokes para el campo de velocidades v = v(x, y, t) del flujo de un fluido

incompresible (con un enfoque Euleriano del flujo) son

v, v, dv, —10P
— tVy=—+tv,—=
at dx dy p O0x
6&+V 6&4_ avy_—1ap
ot ¥ ox
(estas ecuaciones se pueden complicar mas con términos gravitatorios en el miembro de la derecha)

donde como siempre, P es la presion, p es la densidad del fluido y v su viscosidad (que tiene que ver con
la resistencia a las tensiones tangenciales). En estas ecuaciones, en el miembro de la izquierda, las
derivadas espaciales multiplicadas por el campo de velocidades representan la adveccion de dicho campo
por él mismo, se trata de términos no lineales; y, ala derecha, tenemos por un lado el gradiente de presién
y por otro, los términos difusivos correspondientes a los términos con el Laplaciano. Son ecuaciones pues
que expresan la evolucién de campo de velocidades y que espacialmente comprenden términos tanto
advectivos como difusivos, ademads del gradiente de presiéon en ambas direcciones, que fuerzan al flujo a

nivel de elementos de fluido vecinos.

En forma vectorial y compacta (6.1) quedarian escritas

av+(V) = loprowe 6.2
e vWv = ) vVev. (6.2)

Al tratarse ahora de flujos de fluidos incompresibles, se puede pensar a priori, que estamos ante un
problema mas sencillo. De hecho, fisicamente lo es, pero no asi desde el punto de vista numérico. Para
poder resolver estas ecuaciones de gobierno, al discretizar debemos garantizar esa incompresibilidad. Se
debe asegurar, por tanto, numéricamente, que la divergencia del campo de velocidades es nula, que es la
condicién que garantiza dicha incompresibilidad. Veremos para ello, cudl es la estrategia de calculo, a

partir del algoritmo correspondiente.
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Nota 6.1: De manera exclusiva en el caso bidimensional, para atacar este tipo de problemas
numéricamente, se usa a veces una forma alternativa de las ecuaciones en términos de la vorticidad y

de la funcién corriente. Esta formulacion se ha utilizado tanto en el caso de flujos atmosféricos como

en las ecuaciones de FLL en aguas someras o poco profundas (SWE).

Hemos dicho pues que, la condicién de incompresibilidad tiene que ver con una condicién sobre el
campo de velocidades (que es la incognita del problema). De tal forma que, la divergencia de ese campo

de velocidades tiene que ser nula, es decir

_0v,  Ovy

Vv =—>= —_
v dx  dy

0. (6.3)

Se dice entonces que el campo de velocidades es solenoidal.

En cuanto al término del gradiente de presion, y relacionado con el método que vamos a plantear para
resolver numéricamente el problema, cabe sefialar que la presiéon es una magnitud (escalar) que esta
relacionada con el campo de velocidades (vectorial). Esto puede ponerse de manifiesto tomando

divergencias en la ecuacion vectorial de Navier-Stokes. Asi, se llega a

V2P = —pV[(vV)v], (6.4)

que es una ecuacion del tipo Poisson. Con lo que, conociendo el campo de velocidades, puedo conocer

las presiones. Son campos vinculados.

6.2.  FVM. ELALGORITMO SIMPLE.
El método numérico va a disenarse para conseguir Vv = 0. Para ello, se va a ‘separar’ el campo de
velocidades del campo de presiones. De manera que, resolvemos en primera instancia, el campo de
velocidades “sin la presion’, y después, se obtiene la presiéon para garantizar que el campo de velocidades

tenga divergencia nula, a partir de la tltima ecuacién anterior.

Reescribiendo las ecuaciones de Navier-Stokes en forma de leyes de conservacion (agrupando la parte de
derivadas espaciales en divergencias), y considerando la condicién de divergencia nula para el campo de

velocidades, se llega a

d 1
% V@) = —V(PR) +VT(Tvy)

, (6.5)

d -1
% +V(vyv) = 7V(Py) +vV(Vv,)

Con lo que ya esta todo preparado para poder integrar en volumen y aplicar Gauss (estos volimenes son

las celdas de nuestro problema en las que vamos a subdividir la regién de interés):

0 1
— | v, dV = —J vaﬁdS——J andS+J vVv, nds,
atly s pPJs s

(6.6)



0 1
—J vy, dV = —J VyvﬁdS——J Pn,dS +J vVv,nds,
at Jy S pJs S

donde todo lo que aparece en los miembros de la derecha de las ecuaciones (6.6) anteriores, representa

los flujos a través de las celdas. Y todo ello, con

J vAdS = 0. (6.7)
S

Cabe destacar, aunque lo veremos en detalle seguidamente, que para el caso que ahora nos ocupa, se van
a tomar como puntos representativos en cada celda, puntos distintos para el campo de velocidades y para

el de presiones.

Recordemos que, en la estrategia de calculo numérico para resolver este problema, se va a obtener
primero el campo de velocidades “sin la presidn’, es decir, sin los términos con las integrales de la presién
de las ecuaciones anteriores, y luego, se va a calcular la presién para satisfacer la condicién de divergencia
nula del campo de velocidades, ligada a la incompresibilidad del fluido. Posteriormente, se actualizara el
campo de velocidades con el gradiente de presién obtenido en el paso previo. A esta estrategia de célculo
se la conoce como Método de Proyeccién o también, mas comunmente, como Algoritmo SIMPLE (por
sus siglas en inglés: Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations). Es una especie de método
predictor- corrector, se avanza un paso con una especie de predictor del campo de velocidades, con el

que se calcula la presion, y luego se corrige dicho campo de velocidades.

Para fijar ideas, supongamos que hacemos un Euler en el tiempo (aunque se podria hacer cualquier otra
cosa no tan sencilla, como p.e., Runge-Kuta, o lo que sea). Llamemos A;; al término advectivo y D;; al

difusivo. El esquema de célculo seria pues

Vi~ Vi —A™ 4+ D [paso 1,predictor]
At - i i p ’p
Vl-nj+1 - \71']' -1
<~ —_"vVp, [paso 3, corrector]
At p

donde P la obtenemos de la condicién (si tomamos divergencias en la tltima ecuacién anterior):

n+1 BN PN
Vv - VVL']' _ —VVU _ -1

2l v n 5 V2P, [paso 2, 'truco’]

que es de nuevo, una ecuacién de tipo Poisson. Es decir, al obligar a la presién a cumplir esta condicién
(igualdad de la derecha) conseguimos que la divergencia del campo de velocidades sea nula. En todo este
planteamiento

VTL

ij =campo de velocidades en el punto representativo de la celda ij en el paso de tiempo n;

n+1

V”

=idem en el paso de tiempo n+1;y,

V;j = campo de velocidades aproximado (sin la presién) en el punto representativo de la celda

ij en el paso de tiempo n+1;



6.3.  FVM. MALLADO Y DISCRETIZACION.

Se utiliza una malla staggered o escalonada. El campo de velocidades y la presion, se expresan en distintas
mallas, lo que obviamente, esta directamente relacionado con cdmo interpolaremos los campos. De esta
forma, a medida que se va construyendo el método al escribir las ecuaciones discretizadas, aparece todo
como de manera natural. La presion se expresa en el centro de la celda en cuestién, mientras que las
velocidades quedardn expresadas en los centros de los bordes de la celda en cuyo centro se evalué la
presion, siendo a su vez esos puntos, los centros de su propia malla (figura 6.1). Los indices i,j (i para la
coordenada x, j para la coordenada y) del campo de velocidades quedan asi ligados a los indices i,j del
campo de presiones; de manera que, son los inmediatamente anteriores en x e y respectivamente (en un

problema 2D).

‘}C‘—p@ ra.:ké/ #a& c&['n{
pea(de): decde P (B):
P ()

Figura 6.1. Malla escalonada 2D, campos de presién y velocidades. Discretizacion en celdas (volimenes finitos).
Nomenclatura: (P)i’ j presion en el punto (i, j); (Vx)i, j componente x del campo de velocidades en (ij); (VY)ij

componente y del campo de velocidades en (i,j).

Una vez elegido este indexado, queda definida la escritura de los flujos de cada variable (se podria haber
elegido otro, lo tinico que hay que hacer es ser coherente entre esta eleccion y la escritura posterior de las
ecuaciones, y su programacion). Y, en consecuencia, se usan los correspondientes volimenes de control.

Estos estan para presiones y velocidades, como vemos, desfasados.

Una vez hecho esto, se procede a integrar numéricamente las ecuaciones. Asi, para el paso 1, ‘sin la

presion’, se tiene:

0

—J V,dV = —J vxvﬁdS+J vVv, nds,
ot Jy S S

i)
—J V,dV = —J VyvﬁdS+f vVv,nds,
at )y, s s
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que evolucionan el campo de velocidades en una primera etapa de ‘prediccién’ sin la presién. En su

version discreta (imaginemos por sencillez y para fijar ideas, Euler para el tiempo, aproximando la

integral de volumen al valor de la velocidad en el centro de su celda por AxAy, miembro izquierdo; y, con

todos los flujos espaciales en el miembro derecho)

(vx)i,j - (Vx)i,j

AL AxAy
= (VeVy) oAy — (Ve ) Ay + (vay) Ax — (vxvy) Ax
S n
v, v, v, v,
—| Ay ———| Ay+—| Ax——— Ax|,
+V6xey 6x0y+6y X E)ysx
(‘A’y)- T (Vy)- ;
”At =z AxAy
= (Vyvx)oAy - (vyvx)eAy + (vyvy)SAx - (Vyvy)nAx
v, v, v, v,
—| Ay——— Ay+—— Ax——=| A
+v 3 y ox y + 3y X 3y ) X

De forma que

(velocidades)

Vo) ig1,j+ (Vi j (V)i j+(vVdie
(Vx)e z%( x)o = X, (

(Vy)

(Vy) LH] ” 5 ( y) £ — =4 ( y)

(“gradientes”)

axle — Ax > axl, T Ax T oy ly,
6vy _ (Vy)HL]-_(Vy)L-']-. 6vy _ (Vy)i']-_(vy)i_l']-. 6vy
ax lg Ax > ax g Ax Tay i,

2 x)n -

_ i1 =i vy

_ i)y avy

Vi jr1+Vadij (v,), = (Vi j+ (Vi j—1
X/S

2 ? 2

>

I.]+1+ I.] ( y) (Vy) )Lj—l

_ (Vx)i,j_(vx)i,j—l
= —Ay

>

Ay ay g

_ (Vy)i']- - (Vy)i']-_l

Ay

>

Ay oy g

Vemos como, con las mallas elegidas (ligadas) la escritura de estas ecuaciones ha resultado bastante

natural.

Todo esto, nos permite, realizar los calculos correspondientes al paso 1y, por tanto, acabar obteniendo:



‘?i,j = (\7,51.,].,\73,1,,], )
A partir de la condicién inicial (c.i.) dada, en un primer paso de tiempo, obtendriamos ese campo de
velocidades aproximado para todo (i, j), obviamente teniendo en cuenta ademas las condiciones de
contorno (c.c.), aunque, de momento, pensemos en un caso peridédico (“que es lo que uno hace cuando
se quiere olvidar de los contornos”). De manera que, debidamente programado (doble bucle ‘for’ o una
matriz), obtendriamos en cada instante el campo de velocidades ‘sin la presiéon’ (predictor) en toda la

malla.

Ahora, para obtener la presion, procedemos tal y como indicamos, a partir de

Que nos asegura que la divergencia numérica del campo de velocidades es nula. Discretizamos esta
ecuacion segtin la malla de celdas azules (figura 6.1). De manera que, partiendo de la ecuacién anterior,

la vamos a aproximar por (paso 2)

Pi_1j—2P;j+Piyqj Pijo1—2P i+ P
(Ax)? (Ay)?
P [CO)ivrj — )i N (‘73’)1',]41 - (‘73’)1',]'

At Ax Ay ’

donde en el miembro de la izquierda se tiene la aproximacién al Laplaciano (diferencias finitas centradas
de segundo orden), mientras que, en el derecho, tenemos los flujos a través de las caras de la celda azul,
que al haber elegido las mallas como lo hemos hecho, no requiere de interpolacién adicional. Esto no es
otra cosa que un problema de Poisson en el que la incégnita es el campo de presiones P; j conocido el
campo V; j (queda como un sistema lineal, con una matriz de bandas). Este paso se tiene que hacer en

cada iteracién del campo de velocidades, lo que numéricamente tiene cierto coste computacional.

Resta finalmente el paso 3, consistente en actualizar o corregir el campo de velocidades en base a

considerar el gradiente de presién una vez obtenida ésta. Es decir:

1 ~
WOF ™ = (0035 1Py Ry

At p  Ax

n+1 PN
(VY)ij - (Vy)l.]. 1P i1 — P

At p Ay

)

Con esto, se dispone ya de toda la formulacién para ir obteniendo a lo largo del tiempo y para toda la

malla en la que hemos discretizado la regién de interés, el campo de velocidades del flujo

Vij = (in.]"vyi,j )
Se dispone, por tanto, de toda la ‘teoria’ para poder implementar el método en el cédigo correspondiente.
La principal ventaja de este algoritmo es que nos asegura un mejor mantenimiento de la condicién de
compresibilidad. De hecho, esta condicién va a tener que ver mucho con la tolerancia del error que

vayamos a exigir en la resolucidon de la ecuacién de Poisson de las presiones (paso 2). Por ello, al ir



evaluando cdmo se cumple la condicién de divergencia nula, se ve que este método funciona muy bien,

y por eso es muy utilizado.

6.4. FVM. TRATAMIENTO DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO.

Lo habitual en Mecanica de Fluidos, en el caso de flujos reales y en Ingenieria Hidrdulica en todo caso, es
trabajar con condiciones de contorno y no suponer que éstas son periddicas. En los problemas reales, los
modelos representan una porcion de esa realidad, y en los bordes, debemos poner el efecto de la realidad

no modelada sobre la regidn de interés, contemplada por el modelo matemdtico.

Supongamos que estamos resolviendo el problema del flujo de un fluido, limitado por una pared (figura
6.2, amarillo), el cajero de un canal, p.e., idénticamente se haria para cualquier otra pared fisica, el
concepto no cambia. Y, supongamos, ademds, que estamos en un problema en el que no hay flujo entrante

a través de la pared (lo habitual)

Vxlpared =0.

Pero, en el que si esta permitido el flujo tangencial (a lo largo de la pared), es decir

V. =V
y|pared p’

Pues bien, estas dos condiciones, constituyen las cc para el campo de velocidades junto ala pared. Veamos

como tratarlo dentro del método.

) f}\a 25
e T,
_{, S

T 1
_l- - K- --[—X— ' \

celo yawétsm k

Figura 6.2. Malla escalonada 2D, campos de presion y velocidades. Condicién de contorno (efecto de la pared).
Para reflejar esto numéricamente, imponemos la condicién
(Vx)l,j = 0, VJ
Mientras que para la componente ‘y’, cuya malla esta desplazada, usamos lo que se denominan ‘celdas

fantasma’. Se trata de celdas ficticias, que estdn mas alla de la pared o frontera fisica. En general, se
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agregaran celdas fantasma en todo el contorno del problema. Asi, para esa componente, la condicién

queda

(Vy)llj + (Vy)olj
2 =V

Vj.
Esto habra obviamente que tenerlo en cuenta a la hora de escribir las ecuaciones.

En cuanto ala presion, se debe proceder de forma consistente con lo indicado. Se tiene definida la presién
en una malla que no incluye la pared, en el sentido de que el punto representativo de la celda pegada a la
pared estd en su centro y no junto a la misma. Pero, alguna consideracién debemos hacer en relacién al
gradiente de presion en la direccién perpendicular a la pared, porque es el que ‘fuerza’ el campo de
velocidades. Para tener eso en cuenta, debemos de nuevo satisfacer la condicién de divergencia nula, que

de forma discreta supone

De la ecuacién de continuidad (div v = 0), explicitamente

n+1 n+1
Wi -t )~ (W),
+ _O'
Ax Ay

que, por la condicién de pared, queda en

+1 +1
(v, ’21;'1 N (Vy)zjﬂ - (Vy)zj _o
Ax Ay ’

pero la velocidad en el ‘paso temporal n+1’, se calculaba

n+1

=" AtR+Lj_'RJ
V)i = Oy —————

Ax

En particular, sustituyendo esto tltimo en la penultima ecuacién

" AtP; —P; AtPiji1— Py AtPyj—Pj_q
(V)2 — D Ax N (Vy)1,j+1 ) Ay - (Vy)llj + ) Ay .
Ax Ay o

de donde, operando y reorganizando

(Ax)2 (Ay)? CAt| Ax Ay

Pyj—Py; Pijoa—2Pj+Pjia p|(Vr)y; (VY)1,j+1 - (VY)L]'

Que es la alternativa a la ecuacion de Poisson para la presién en el paso 2, en el caso de las celdas junto a
la pared (Py j no aparece, lo que no importa, ya que fisicamente lo que importa es el gradiente de presion
y no el valor de Py ;). Por tanto, ala hora de escribir la matriz para resolver el problema de Poisson, habra
que tener esta ecuacion en cuenta para los términos del borde (pared) correspondiente. De manera que,

esto ya nos permite resolver el problema completo teniendo en cuenta los contornos.

La extension de todo lo visto en este caso, a 3D, es bastante inmediata, ya que, conceptualmente no cambia

nada. Las ideas son las vistas.



EL METODO DE VOLUMENES FINITOS EN EL ANALISIS DEL FLUJO EN LAMINA LIBRE.
APLICACION A LA RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE SAINT-VENANT

PARTE 2. SINTESIS TEORICA Y
FUNDAMENTOS MATEMATICOS DEL FVM.
FORMALIZACION
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NOTA:

Esta Parte 2, plantea, como se ha comentado en la Introduccién de este texto, la sintesis tedrica, asi
como los fundamentos matematicos del Método de Volumenes Finitos. Su contenido se presenta y
estd explicado tomando [30] como referencia fundamental entre otras referencias importantes, como
[1, 29], principalmente. Se ha estudiado, extraido y sintetizado de las mismas aquellos contenidos

tedricos que resultan de interés para el tema del trabajo que nos ocupa.




7. ANALISIS TEORICO DE LEYES DE CONSERVACION

7.1.  INTRODUCCION

En este apartado se va a introducir las ecuaciones hiperbolicas de leyes de conservaciéon desde un punto
de vista tedrico, repasando sus principales propiedades con el objetivo de obtener toda aquella
informacién que posteriormente pueda ser de interés a la hora de disefiar métodos numéricos adecuados

para su resolucién.

Como hemos visto en la Parte 1, en multitud de problemas del campo de la fisica y de la ingenieria estan
presentes las leyes de conservacién (también en otros campos como la biologia por ejemplo o la quimica).
En virtud de estas leyes, la cantidad de materia/sustancia/magnitud fisica contenida en un volumen de
control solamente varia por los flujos de esta materia/sustancia/magnitud fisica a través de sus fronteras.
Hablamos asi, p.e., de la ley de conservacién de la masa, de la ley de continuidad (de caudales), de la ley

de conservacién de la energia, etc.

Desde el punto de vista matemadtico, podemos formalizar las ecuaciones que definen estas leyes de
conservaciéon como ecuaciones en derivadas parciales de tipo hiperbdlico. Sea pues un intervalo I =
(x1,%3) © Ryunavariable deinterésu = u(x, t) = (ug, Uy, ..., Uy) € R™, definidaparacadax €
I e instante de tiempo t > 0. Esta variable podria ser la temperatura de una barra, la concentracién de
una sustancia o la velocidad de un fluido en movimiento. El principio de conservacién se expresa

entonces matematicamente como

d [
EJ ulx, t)dx = f(x1, 1) = fx, 1), (7.1)

donde f = f(x,t) = (fi, f2, -, fm) € R™ correspondeal flujo de u(x, t) (que sale y entra) a través

de las fronteras de .

Integrando ahora (7.1) entre dos instantes arbitrarios £1 y t, (con t, > t;), se obtiene
X2 X2 ty ty
J u(x, ty)dx — J u(x, t;)dx = flxq,t)dt — | f(xy, t)dt, (7.2)
X1 X1 ty ty

que constituye la expresion integral de la Ley de Conservacién, desde el punto de vista matematico.

Suponiendo que u y f son diferenciables, mediante las relaciones

ty X2

uG ) —ulet) = [ wConde,  fGn0 -0 = [ floodx
X

t1 1

podemos escribir
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J 2 sz(ut + f)(x, t)dxdt =0, (7.3)

1 1
0
con Uy = au/at Y fe= f/ax-

Como (7.3) se verifica para cualesquiera intervalos (xq,%;) vy (t1,t2), el integrando debe ser

idénticamente nulo, con lo que

u+f,=0 (x,t) e R x (0, +), (7.4)

que constituye la forma diferencial de la ley de conservacién. En el contexto de este trabajo, se establece
f = f(w), de tal manera que (7.4) se reduce a la siguiente ecuacién en derivadas parciales (EDP) de

primer orden

U+ f(w, =0 (x,t) € R X (0,+). (7.5)

En los préximos apartados, se ird analizando (7.5) en su version escalar, es decir, con m=1. En primer
lugar, la ecuacién escalar lineal (f(u) = auw), y posteriormente, con f (1) una funcién no lineal. En

ambos casos, se trata de una EDP de tipo hiperbdlico.

7.2. LA ECUACION ESCALAR LINEAL. CURVAS CARACTERISTICAS

Esta ecuacidén se conoce como la ecuaciéon de adveccidn lineal. Es el caso mas sencillo de ley de
conservacion. Apoyandonos en este caso, introduciremos el método de las caracteristicas que luego
constituye el punto de partida para el modelo no lineal y que ademads serd considerado también en el
disefio de algunos de los esquemas numéricos que trataremos mas adelante, sobre todo en la Parte 3 de

este trabajo.

Seaa € Ry uy: R — R una funcién de clase (1. Se considera el problema (escalar)

ur+au, =0 (x,t) eQ =R x(0,+0)
(7.6)
u(x,0) = uy(x) x € R.

Deduzcamos su solucién y veamos, ademas, que es nica, dentro de las funciones diferenciables.
Se define la funcién t — x(t; xy) = at + x,, que verifica la ecuacién diferencial x'(t) = a y la

condicién x(0) = Xy, con Xy un ntimero real arbitrario. Suponiendo que exista una solucién u =

u(x, t) del problema (7.6), ésta deberd satisfacer
d !
77 4 (6x0), 1) = ux G5 x0), 8) - ' (85 x0) + ue (x(65 %), 1)
= auy (x(t; x0), t) + u (x(£; o), ) = 0.
De manera por tanto que, U es constante a lo largo de cada una de las rectas
Cy, = {(at + x0,0):t 20}; x5 ER
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Rectas que son paralelas y reciben el nombre de rectas caracteristicas o simplemente caracteristicas del
problema (figura 7.1). Recubren todo el semiplano Q: dado (x,t) € €, existe un tnico Xy = x — at de

modo que (x,t) € Cxo y por tanto

u(x, t) = ulxy, 0) = uy(xy) = upg(x — at). (7.7)

Luego la solucidn, en caso de existir, debe ser (7.7). Para ver que, en efecto, lo es, comprobemos que

satisface (7.6), es decir

u(x, t) + au, (x,t) =u'y(x — at )(—a) + au’'y(x —at ) = 0.

Y ello, para todo par (X, t) € £, con u(x,0) = uy(x ) para cualquier x € R.

s,

J (1)

Ty = —at

Figura 7.1. Problema escalar lineal. Rectas caracteristicas. Fuente: [30].

Obviamente, (7.7) puede definirse independientemente de que Uy sea suave o no. Ademds, como se trata
de una simple traslacién, conserva en Cy, las singularidades que la funcién inicial presente en el punto
asociado x. De forma que, si Uy no es de clase C* en algun punto, (7.7) tampoco lo sera, y por tanto no

puede ser solucidn de la ecuacion en derivadas parciales del problema (7.6).

No obstante lo dicho, puede comprobarse que aunque Uy no sea suave, (7.7) si satisface la forma integral

de la ley de conservacidn, es decir, a partir de (7.2)

szu(x, t,)dx — szu(x, t))dx = a (J 2u(xl, t)dt — J 2u(xz, t)dt), (7.8)

X1 1 t1

para valores x; < x, y t; < t, cualesquiera. Es importante sefialar ademds que, (7.8) modeliza mejor la
realidad, en el sentido de que es mds representativa de la misma, que la ecuacién diferencial, ya que esta
ultima, se obtiene de la primera afiadiendo la condicion de suavidad de los integrandos. Por tanto, parece

pues légico adoptar la funcién
u(x, t) = uy(x — at), (x,t) € R x [0, +0), (7.9)

como solucién del proceso fisico en estudio.



Se plantea ahora, por ser extensible al estudio de la ecuacién no lineal, otra forma de definir la solucién
generalizada del problema (7.6). Esta forma alternativa consiste en mantener invariante el dato inicial

Uy afiadir un término de difusion (ya citado con anterioridad en el Apartado 4) a la EDP, es decir

Up + AUy = EUyy (7.10).

Con € > 0 pequefio arbitrario. La ecuacién (7.10) es de tipo parabdlico, por tanto, su solucién, que
denotamos por u¥, pertenece al espacio C* (R X (0, +00)) aunque Uy no sea suave. Puede obtenerse

mediante el cambio de variable

v&(x, t) = ué(x + at, t),

a que V¢, verifica la ecuacidn del calor, es decir v¥ = €vf,, siy solo si, obviamente, u¢ verifica (7.10).
yaq t xx> S1Y

Finalmente, se puede comprobar que el limite de u®(x, t) cuando € tiende a cero, coincide con (7.9).

Analizado el caso con la ecuacidon lineal mds sencilla, estudiemos ahora el caso de la ecuacién lineal

general, es decir

us +a(x,tu, =0 (x,t) eQ =R % (0,+0)
(7.11)
u(x,0) = uy(x), x €R

con ug funcién de clase C y a: @ — R, Lipschitz continua respecto de x y t. Como en el caso precedente,

y para Xy numero real arbitrario, se considera el problema
x'(t) =alx,t), x(0) = x,, (7.12)

que admite una tnica solucién x(t; x,), por las condiciones impuestas sobre la funcién a(x, t). Esto

implica que, para valores de X, distintos, las gréficas de x(t; x,), son disjuntas.

De manera andloga, se comprueba que la solucién de (7.11) debe ser constante en cada una de las curvas

caracteristicas del problema: Cy, = {(x(t; o), t): t = 0}; de modo que ésta cumple
u(x(t; xp),t) = ulxg, 0) = ugy(xy), t=>0, X0 € R. (7.13)

De tal forma que, si estas curvas recubren todo el semiplano (), se habra hallado la solucién del problema.
Si Uy no es suave, al menos puede garantizarse que U en (7.13) verifica la forma integral de la ley de

conservacion.



7.3. LA ECUACION ESCALAR NO LINEAL

Vamos a ver en este apartado, como en el caso de la ley de conservacién no lineal, el comportamiento es
totalmente distinto. Ahora, las curvas caracteristicas solo permiten resolver el problema en un
determinado nimero de casos, pues en ocasiones se van a cruzar y no siempre van a recubrir todo el
semiplano (). Serd pues necesario introducir nuevos conceptos que nos permitan finalmente resolver el

problema.

7.3.1. Método de las Caracteristicas
Sea pues la siguiente EDP no lineal
us+ f(w), =0, (7.14)

con f suficientemente suave. Si denotamos por a(u) a la funcién derivada de f(u), podemos reescribir

(7.14) como

us + a(wu, = 0. (7.15)

Utilizaremos en adelante, (7.14) o (7.15), indistintamente, segiin interese. Tratamos a continuacién el

siguiente problema de Cauchy

U + f(w)y = up + a(u, =0, (x,t) eQ =R % (0,+0)
(7.16)
u(x,0) = uy(x), x € R,

para un dato inicial 1y: R = R una funcién de clase C*.
Pues bien, suponiendo que existe 4 = u(x, t) solucién del problema (7.16), se considera el problema

x'(t) =a(), x(0)=x,,

y se denota por x(t; Xx) a su solucidn, caso que exista. Como en el caso anterior, se deberd cumplir

CuCelt ), ) = 1y (6200, (60) 2 (x5 ), 0) =

Pues, de nuevo, U es constante en las curvas { (x(¢; x,)): t = 0}. Ahora bien, en este caso

x'(t; xy) = a(u(x(t;xo), t)) = a(uy(xp)),

De tal forma que x(t; xo) = a(uo (xo))t + Xx,. Rectas de pendiente variable, no paralelas. De manera

que, las curvas caracteristicas son ahora las rectas
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Cx, = {(a(uo(xo))t + X, t): t=> 0}; Xo € R.

A diferencia pues de lo que ocurre en el caso de la ecuacion lineal, no se puede asegurar ahora que estas
rectas no se corten, de la misma manera que no se sabe si recubren todo el semiplano (). La pregunta

natural es entonces
Dado (x,t) € Q, ¢ existe un inico xo = xo(x,t) € Rtal que (x,t) € Cy,?
Sila respuesta es afirmativa, la solucién de (7.16) seria
u(x, t) = u, (xo(x, t)), (x,t) €Q, (7.17)
de clase CL. Pero, ;se puede afirmar que es asi? Véamos:
Por el teorema de la funcién implicita, la respuesta a la pregunta previa serd afirmativa siempre que

g(xo, x,t) = ag(xp)t + x —x, g =ac-u

Cumpla

a9

I (xg,x,t) = a'g(xp)t + 1 #0, Vxo,x €ER,t = 0. (7.18)
)

Es evidente que (7.18) se verifica si aq es creciente. En el caso de que ag no sea creciente, también se
puede garantizar (7.18) para valores de t lo suficientemente pequefios. Asi, el menor valor de t para el
que (7.18) no se cumple, se denomina tiempo critico y se denota por t.. De tal forma que, en este caso, se
tendria la solucion del problema (7.16) parala region R X [0, t;). Veamos a continuacion la expresion
de este tiempo critico en el caso de que la funcidén ag no sea creciente. En este caso, debe existir & €

R: a’y(¢) < 0, de modo que

ao(&) > ag(&+ h), h € (0,9), (7.19)

con § > 0. Por tanto, a partir de (7.19), las rectas caracteristicas asociadas a £ y &€ + h se cortan en el

instante

h
T T —a®)

Tomando limites cuando h tiende a cero, se deduce que tj, — — a;(f)' En consecuencia, t., vendra
"o
dado por
t inf; ( ! ) ! (7.20)
=1 T T v .
¢ RV 0@ T infeera’s©



Parat = t.,y quiza para instantes de tiempo posteriores, las rectas caracteristicas pueden dejar una zona
del semiplano por recubrir. La otra posibilidad, como hemos visto, es que dos de estas rectas
caracteristicas se intersecten. De manera que si C .Y Cx2 se cortan, sus pendientes son obviamente
distintas, luego ug(x1) # ug(x,). Con lo que, en principio, habria dos posibles valores de la solucién
en el punto de interseccién de ambas caracteristicas. Desde el punto de vista fisico, es evidente que
funciones multievaluadas no tienen sentido, es decir, no suelen tener significado fisico. Por tanto, no se

puede aceptar esta situacion para t = t,.

Para mayor detalle, puede consultarse [30], que incluye un ejemplo ilustrativo.

7.3.2. Solucion débil. Concepto

En primer lugar, recordemos que el método de las caracteristicas permite resolver la ley de conservacién
lineal u; + au,, = 0 en todo su dominio. La solucién verifica la EDP si el dato inicial es suave y la

ecuacion integral (7.8) si éste presenta alguna singularidad. Esto ha sido tratado en el apartado 7.2.

Por otro lado, acabamos de ver que, para el caso no lineal, 1 de clase (1, en algunas ocasiones solo es
posible obtener la solucién para valores de t inferiores a cierto tiempo critico t.. Para poder extender esta

funcidn, se debe generalizar el concepto de solucién.

Asi, andlogamente a lo hecho en 7.2, podriamos plantear la forma integral de la ley de conservacién

J-zu(x,tz)dx— J 2u(x,tl)dx=J 2f(u(xl,t))dt—J 2f(u(xz,t))dt, (7.21)

X1 X1

y afirmar que u(x, t) es solucién generalizada de (7.14) si verifica (7.21) para valores arbitrarios de x; <

nytl < tz.

No obstante, y para este proposito, suele utilizarse una formulacidn integral alternativa. La técnica

consiste en multiplicar (7.14) por una funcién test @ € C§ (]R x [0, 00)), es decir, de clase C con soporte

compacto, e integrar sobre el dominio de la ecuacion, es decir

J-OOJ- m((put + of (Wy)dxdt = 0. (7.22)
0 J-w

Utilizando la integracién por partes, se eliminan las derivadas de u y se introducen las de ¢. Asi

[00)

]mj m(cptu+ o f (W)dx dt = —J @ (x, 0)ug(x)dx. (7.23)
0 —o0

— 00

Llegando de esta manera a la siguiente definicién.



Definicién 7.1. Sea 1y € Lj;.(R)8, se dice que u € L. (R X [0, )) es una solucién débil de (7.16), si
cumple (7.23) para toda ¢ € C%(]R x [0, 00))

Destacamos que, si U es una solucién débil de un problema dado, también lo es cualquier funcién igual a
ella casi por todas partes. Ademas, seflalamos que, por construccion, es claro que toda solucién en el
sentido clasico es solucion débil de (7.16). Reciprocamente, una funcién de clase ct que satisface (7.23)

para cualquier ¢, también verifica (7.16).

7.3.3. La condicion de Rankine-Hugoniot

Resulta obvio que el concepto de solucién débil es mucho mas general que el concepto clésico de solucion,
pues incluye funciones que satisfacen (7.23) pero no son diferenciables e incluso no son continuas. En
cualquier caso, estas funciones deben cumplir alguna condicidn, satisfacer alguna restriccién, sobre sus
discontinuidades. A esto dedicamos el presente epigrafe. El estudio se restringe a soluciones débiles

suaves a trozos.

Definicion 7.2. Se dice que una funcion u € LT . (Q) es de clase (1 a trozos, si existe un niimero finito de

curvas

L={(o®),t):tel}, i=1,.,n,
con 0;: I; — Rde clase C1, tal que w es de clase C* en las componentes conexas de 2 — (UL T).

Teorema 7.1. Sea U una solucién débil de (7.16) de clase C* a trozos. Sea I' = {x = o(t)} una de sus

curvas de discontinuidad. Dado un punto P = (x¢, ty ) de la curva, conty > 0, se definen

u” = limu(xy — & ty), ut = limu(xg + ¢ty ), (7.24)
£-0~ e-0%

como los valores de U a la izquierda y a la derecha de P, respectivamente. Entonces, se cumple que

fw) - fwh = o' (to). (7.25)

u- —ut

Expresién conocida como Condicion de Rankine-Hugoniot o Condicién RH.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [30].

8Sea ) c R™ abierto, L. (Q) = {u: Q — Rmedible:u € L (V) VV compacto c Q}. SiQes cerrado y
f € LY. (Q), esto quiere decir que f es la restriccién a ) de una funcién F € L35 . (U) con U abiertoy Q < U.



7.3.4. Caracterizacion de soluciones débiles

Definido el concepto de solucidon débil y vista la Condiciéon de Rankine-Hugoniot, se enuncia el siguiente
resultado sobre caracterizacioén de soluciones débiles, que permitird obtener algunas de ellas de manera

sencilla.

Teorema 7.2. Una funcion u de clase C! a trozos es solucién débil de (7.16) sii son ciertas las tres
afirmaciones siguientes:

»  wverificau; + f(u)x = 0 en los puntos donde es de clase C1.

=  uverifica la Condicion de Rankine-Hugoniot en los puntos de discontinuidad.

»  usatisface la condicién inicial u(x, 0) = uy(x).
En [30] pueden encontrarse varios ejemplos que muestran la aplicacién de este resultado.

El concepto de solucién débil, la Condicién de Rankine-Hugoniot y éste tltimo resultado, resuelven y
permiten obtener solucién en los casos, p.e., en los que existen regiones de interseccién o solape de
diferentes familias de curvas caracteristicas (véase Ejemplo 2 en [30]). Pero, existen otros casos, otras
situaciones, en las que la solucién débil no es tnica, por ejemplo, algunos casos en los que las
caracteristicas no recubren todo el semiplano (véase como ejemplo de este tltimo caso el Ejemplo 3 en
[30]). Esto ilustra el hecho conocido de que algunas leyes de conservacién admiten mds de una solucién
débil. Por ello, para seleccionar de entre las posibles mateméticamente hablando, aquella que tiene
significado fisico, se debe imponer una condicién adicional. Esta condicidn es conocida como condicién

de entropia y a ella se dedica el siguiente epigrafe.

7.3.5. Solucion de entropia

7.3.5.1. Condicidn de entropia

Este requisito adicional, esta condicién, no es mas que una versién matematica del Segundo Principio de
la Termodindmica, segtn el cual, la entropia de un sistema fisico tiende a aumentar o como poco,
permanecer constante, ya que, de forma natural, se tiende a un estado de minima energia (maximo

desorden). Es decir, en cualquier caso, la entropia del sistema, no decrece.
Definicion 7.3. Sea u = u(x, t) una solucion débil de (7.16) de clase C* a trozos. Se dice que u cumple la
Condicién de Entropia de Lax, si para cada curva de discontinuidad I' = {x = a(t)} y para cada punto

P = (xg,ty ) deella, se verifica

fw™)>a'(t) > f'(u?), (7.26)
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siendou™ yu* los valores de u a la izquierda y a la derecha de P, respectivamente, definidos en (7.24).

2
Asi p.e., para la conocida Ecuacién de Burgers (en ella, f(u) = % / 2 conlo que f (u), = uuy; con
f'(w) = w), la expresién (7.26) se reduce a u~ > u*; siendo éste su requisito de entropia segtin la

Condicién de Entropia de Lax.

Definicion 7.4. Bajo las mismas hipotesis que en la definicion anterior, se dice que la solucién débil verifica
la Condicién de Entropia de Oleinik, si para cada punto P = (x¢, ty ) de cada curva de discontinuidad

I'=x = a(t) se cumple

FO) = FQ) o F0) = )

v—u- v—ut (7.27)

paratodov: u~ < v <ut,

Las condiciones de entropia definidas, permiten admitir ciertas soluciones débiles y excluir otras. No
obstante, se trata de restricciones locales, que hacen referencia tan solo al comportamiento de las
funciones en las discontinuidades. Por ello, y con el objetivo de deducir propiedades en todo el dominio,

se plantea una condicidn global equivalente a las estudiadas.

Sea pues € > 0 pequeiio arbitrario, un coeficiente de viscosidad, se considera, de manera anéloga al caso

lineal, el siguiente problema

U + (W) = EUyy (x,t) €Q
(7.28)
u(x,0) = up(x), x €R

que es la version viscosa del problema (7.16). Su solucién cldsica, que denotamos nuevamente por u?,

equivale a

siendo @?, solucién de

P = EQxx» (x,t) EQ
o(x,0) = @§(x), x €ER

para un cierto dato inicial @§ que depende de 1y y de €.

Proposicion 7.1. Con la notacién anterior, la funcién u(x, t) = lirgl ué(x,t), es solucion débil de (7.16)
E—

y es denominada Solucion V'V (por sus siglas en inglés, ‘vanishing viscosity’, -viscosidad evanescente-).



Par de entropia

Fijadan: R — R una funcién convexa suave, se define g: R — R como

q(u) = f n'()f'(s)ds, u€R.
0

Estas funciones, asi definidas, verifican q' (1) = n'(w) f' (w). Multiplicando la ecuacién con viscosidad

por 1’ (u), y aplicando la regla de la cadena, se deduce

e + qu)x = 1) g — en” D",
Como 1(u) es convexa, se obtiene
N(We + qu)x < en(u®) x.
Asi pues, la Soluciéon VV cumple
nWe + qwy < 0. (7.29)

Esta expresion, debe interpretarse en el sentido distribucional. Para toda funcién test ¢ € C3(Q) con

®=0

[ | @aw +oaadrdc+ | owon@tnaxzo. 730
0 —o00

— 00

Al par formado por las funciones 17 y g se le denomina par de entropia.

Definicion 7.5. Una funcién u € L (Q) recibe el nombre de solucién de entropia de (7.16) si:
= U essolucién débil de (7.16), y
» u verifica (7.29) para todo par de entropia (1, q)

Nuevamente, toda funcién igual casi por todas partes a una solucién de entropia es también solucién de

entropia.
Por otra parte, puede comprobarse que una solucién débil u es solucién de entropia si y solo si

lu —cle + [sign(u — ) (f (W) — f(c))]x =0, (7.31)

en el sentido distribucional para cualquier constante ¢ € R. La condicién (7.31) se conoce como la

Condicién de Entropia de Kruzkhov.

Se introduce ahora un resultado de equivalencia entre (7.29) y las condiciones de entropia de Lax y

Oleinik vistas con anterioridad.



Teorema 7.3. Sea una funcionu € L* (Q) una solucion débil de (7.16), de clase C* a trozos. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
= U essolucién de entropia de (7.16),

*  Encada curva de discontinuidad I' = {x = a(t)} y en cada punto P = (x¢, ty ) de la curva,

q®) —q@™) < o't ™ — u7), (7.32)

para todo par de entropia (1, q),
® U verifica la condicién de entropia de Oleinik,

*  Sif esconcava o convexa, U cumple la condicion de entropia de Lax.
Para finalizar el epigrafe, presentamos el siguiente resultado de unicidad.

Teorema 7.4. Sea el problema (7.16), para una funcion f € C* y uy € L1(R) N L* (R). Entonces, la
solucion V'V es la tinica (excepto variaciones en un conjunto de medida nula) solucién de entropia de (7.16)

¥, ademds, verifica

. ”u(', t’-)”L':>° S ”uO”Looi Vt > 0;
= Sillugllyy < o, entonces

luC, Ollzv < lluollyy,  VE>0 (7.33)

= Siuyvson soluciones de (7.16) con datos iniciales Ugy y Vg, entonces

Ug(x) <vy(x) vxeR —  ulxt) <v(x,t) Vxt.

Nota 7.1: Dada una funcién real g en [a,b] y una particién P = {a =% <X < <Xy, = b} de

ese intervalo, se toma

Np
gr = Z|g(xj+1) - g(x]-)|
j=0
De forma que, la variacion total (TV) de g se define como la seminorma

lgllry = sups(ge)




7.3.5.2. Soluciones de entropia de los problemas de Riemann

En este epigrafe, se muestran las soluciones VV del Problema de Riemann

ur+f(w, =0 (x,t) Q=R x(0,+0),

(7.34)
uy x<0
u x>0’

up(x) = {

El objetivo es encontrar todas las soluciones de entropia de este problema. No obstante, desde el punto
de vista del diseflo de métodos numéricos para resolver (7.16), las soluciones de mayor utilidad serdn

aquellas correspondientes a los casos en los que U; # U,,, como veremos en apartados siguientes.

En virtud del teorema de unicidad, es suficiente con encontrar una solucién de entropia para cada
condicién inicial, es decir, para cada par u;, u,.. Notese ademas que, si u(x, t) es solucién de la ley de
conservacion escalar, entonces también lo es u(Ax, At) para cualquier constante A > 0. Por tanto, es

natural considerar soluciones de la forma especial u(x,t) = U (x / t)'
Son posibles tres casos, a saber:
1. U; = U,.Eneste caso, obviamente, la solucion constante 4 = U es la solucion de entropia. Este

caso, como se ha mencionado, no serd de gran utilidad en el disefio de métodos numéricos.

2. u; #u, A f'(uy) > f'(u,). En este caso, sabemos que

u x<st

u, x>st’ (7.35)

ulx,t) = {

es una solucién de entropia y, por tanto, la solucién de entropia. En ella el valor del parametro

d
S, que define la curva de discontinuidad, viene dado por la Condicién RH, es decir, d—i =
flu)—f @)

p— . Esta solucién se conoce como onda de choque (shock wave).
1~ Ur

3. u #u A f'(uy) < f'(u,). En este caso, tratamos de encontrar una solucién suave del tipo

U(x/t). Asi, sea § = x/t, entonces

=@ (-%),  t=r©()

y la ecuacion en derivadas parciales en (7.34) se convierte en

WGﬂ—g+fﬂDﬂ=a

que se reduce a
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=&+ f'(U) =0, (7.36)

si asumimos U’ (&) # 0 en todo caso.

Ahora,si f" > 0 (f estrictamente convexa), f" es estrictamente creciente. Entonces, para cada
S (f'(ul),f'(ur)) se puede encontrar una tnica U € (u, u,.) tal que f'(U) = &, y por
tanto, U (&) es diferenciable (Teorema de la funcién implicita). Por otra parte, también se podria
haber planteado como que, al ser f es estrictamente creciente, existe (f ")=1, de forma que, a

partir de (7.36), se desprende que U = (f'){~1.

Por lo tanto

U x < fl(u)t
ulet) ={U©)  x=¢,¢ e (f@w),f'w),f'W) =5, (7.37)
Ur x 2 f'(u)t

es la solucion de entropia. A esta solucién se la conoce como onda de rarefaccion (rarefaction

wave).

Asi, queda completamente resuelto el problema de Riemann para las leyes de conservacion escalares.



8. METODOS NUMERICOS PARA LA ECUACION HIPERBOLICA
LINEAL

8.1. INTRODUCCION

Acabamos de ver, en el capitulo anterior, como las ecuaciones hiperbélicas que definen las leyes de
conservacion tan solo pueden ser resueltas analiticamente en casos muy concretos. Por ello, como ya
hemos ido diciendo en diferentes partes del texto, se requieren métodos numéricos que nos permitan
resolver los problemas planteados, aunque sea de manera aproximada. Los métodos numéricos que a
partir de este momento se van a ir introduciendo, aproximan la solucién de estas ecuaciones hiperbdlicas

o sistemas de ellas.

Asi, y como punto de partida, en este apartado, vamos a presentar los métodos para la ecuacién

hiperbdlica lineal, més sencilla, cuya solucion exacta si es conocida. Sea pues, el siguiente problema

ur+au, =0 (x,t) eQ =R x(0,+0)
(8.1)
u(x,0) =uy(x), x€R

siendo a, una constante no nula. El andlisis que se presenta podria, no obstante, generalizarse al caso de

una funcién cualquiera a = a(x, t).
Para el disefio de los diferentes métodos numeéricos, debemos acotar tanto el dominio espacial como el

dominio temporal de la solucién. Asi pues, en nuestro caso, problema (8.1), el dominio espacial se acota

al intervalo [x;, Xz ], en el que se toma la siguiente particion uniforme

fo = {xL = Xg, X1, ...,x]_l,x] = XR}, (82)

siendo x; = x;, + jAx, con Ax = (xg — x1)/] (Figura 8.1).

Figura 8.1. Particién del dominio espacial.

Mientras que, en el caso de la variable temporal, se fija un tiempo final T, y se divide el intervalo [0, T],

en principio en N subintervalos iguales, dando lugar en este caso a la particién
“Pt = {0 = to, tl""'tN—ll tN = T}, (83)

siendo ahora t,, = nAt,con At = T/N.
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A Ax se le denomina paso espacial, mientras que, a At, se le denomina paso temporal. Tal cual han sido

definidos en este momento, ambos se consideran constantes.

Seau(x,t) = ug(x — at ),lasolucién de (8.1). El objetivo ahora es obtener una aproximacion del valor
que toma U en cada punto (x]-, tn) del mallado, en el que consistentemente con las definiciones

anteriores, se ha discretizado el problema, denotada por u}q, mediante la condicién inicial fija

u](-’ = uo(xj), j=0,1,..,].

Ao largo del presente capitulo, se van a presentar diferentes expresiones (modelos) que van a permitir
obtener los valores de u}-“'l paraj = 0,1, ..., ]/, en tiempo t, 41, a partir de las estimaciones para u}1 a

tiempo t,.

8.2. CONVERGENCIA, CONSISTENCIA Y ESTABILIDAD DE UN METODO
NUMERICO

Antes de presentar los diferentes métodos numéricos, vamos a analizar brevemente las distintas

propiedades que éstos deben cumplir si queremos conseguir el objetivo planteado con ellos.

Asi, se dice que un método es convergente, si el error global definido como e}l = u}1 - u(xj, tn) se anula

cuando Ax y At tienden a cero. Como concepto resulta sencillo, pero es muy dificil comprobar por
definicién si los métodos son convergentes, pues estos vienen dados por una relaciéon o férmula de

recurrencia y normalmente no se tiene la expresién analitica de u}l.
Para un método numeérico dado por su férmula de recurrencia general
W+ G () =0, (8.4)

el error local Tjn, se define como el resultado de sustituir en (8.4) cada estimacion o valor aproximado u]’-1

por el valor exacto en ese punto, dividendo por At

1 = =[x ) + 6 (u(x 1), o)

De manera equivalente, se dice que un método es consistente si el error local se anula cuando Ax y At

tienden a cero, lo que garantiza que el método estime la ecuacion diferencial correcta.

De una forma intuitiva, se puede decir que un método es estable, silas soluciones numéricas son préoximas
cuando los datos iniciales también lo son. Formalmente, para un método lineal y condiciones de frontera

periddicas (en otro caso, el tratamiento de la estabilidad no es nada sencillo)

U.]n+1 = G(uf_r, ---:u]n+r'At; AX) = aj_r(v)u}l_r +t aj+r(v)u}l+r’ j= L. M,
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A 1
dondev = A—; = MAt,yaque Ax = 77 SLX se mueve en [0,1].
En forma vectorial,

un+1 — H(v)u”,
de manera que

u™ = Hv)™u°,
donde H(v) es la matriz (circulante, por la periodicidad) M X M formada por los coeficientes a, (V).
Entonces, se dice que el método es estable en [0, T] para v si existen K, Ny > 0 tal que
IH@)"u® — HW)™|| < K|lu® —v°], (8.5)

para cualquier u®, v € R, cualquier n tal que T > nAt = %y cualquier N = Ny. En (8.5) ||| es 1a

norma euclidea.

Por la definicién de norma matricial, esto es equivalente a ||H(v)™|| < K. Como H (V) es circulante, es

diagonalizable por transformadas discretas de Fourier (TDF) (si y solo si), por lo que H(v)™ también lo

es. Como las TDF son unitarias [|[H()"|| = p(H (V))n, donde p(H (v)) es el radio espectral de H (v)

(maximo de los valores absolutos de los valores propios de la matriz).

El radio espectral de la matriz circulante H(v) se puede calcular haciéndola funcionar sobre vectores

2mm ..

armonicos u]n =ewm/ m,j =1, ..., M. De forma que

_— 2mm iy 2R )i
W =aj_r(veM + ot aj (Ve M
2mm 2mm .,

Zmm e >
—e M (a,-_r(v)e T ety (V)eT™ ”). j=1..M,

2mm_ .
—7Tl

2mm .
por lo que A,,(v) = (aj_r(V)eT(—r)l + ot (V)em ), m=1,..,M, son los valores

propios de H (V). Por tanto, se tiene que dar que |4,, (v)|™ esté acotado bajo las condiciones anteriores.

Un criterio mas contundente de estabilidad es el de estabilidad segin von Neumann, para la que se toma

K=1, de manera que, se exige

A, <1

Estos tres conceptos, convergencia, consistencia y estabilidad, quedan relacionados a partir del Teorema
de equivalencia de Lax. Este resultado afirma que, en todo método consistente, la estabilidad es una

condicién necesaria y suficiente para su convergencia. Es decir, si el método es consistente y estable,



entonces es convergente. Este resultado es pues muy importante para comprobar la convergencia de un

método.

8.3. LA CONDICION DE COURANT-FRIEDRICHS-LAX (CFL)

Estudiamos en este apartado una propiedad exclusiva de los métodos numéricos para la resolucion de las
ecuaciones hiperbdlicas de leyes de conservacion. Se trata de la conocida como Condicién CFL. Para ello,
veremos antes un par de conceptos sobre la relacién que guarda la condicién inicial con la solucién de la

ecuacion y del método.

Como sabemos,
u(x, t) = uy(x —at), (8.6)

esla solucion del problema (8.1). Laimagen de (8.6) en un punto P = (x]-, tn) del mallado, solo depende
del valor de ug en el punto Q = (x]- —aty, 0). De esta forma, el dominio de dependencia de la ecuacion,

se define como

D, (x]-, tn) = {xj — atn}.

Por otro lado, el valor u}1 que proporciona el método numérico, se calcula a partir de dos o tres
estimaciones (segtn el método) a tiempo ¢,,_1, como u}l__ll, u}l_l, u}1+—11’ por ejemplo. De manera que,
recursivamente, u}q, depende del valor que toma la funcién inicial Uy en distintos puntos del mallado
espacial: M; = {xj_k, ey Xjy weny xj+r}. Con esta notacidn pues, el dominio de dependencia del método

viene dado por la envoltura convexa del conjunto M, es decir, en nuestro caso, el intervalo

Din (%), tn) = [Xj—ks Xjar ]

Definicion 8.1. Un método numérico para resolver el problema (8.1) cumple la Condicién de Courant-
Friedrichs-Lax o Condicién CFL si

De (%), tn) € D (5,0, (8.7)

es decir, si el dominio de dependencia del método contiene al dominio de dependencia de la ecuacion.

A partir de esta definicidn, se puede ver, por ejemplo, en el caso de un sencillo método de diferencias
finitas para resolver (8.1), qué implica el cumplimiento de esta condiciéon CFL. Asi si reemplazamos la

derivada temporal por una diferencia hacia adelante y la espacial por una diferencia hacia atras, es decir

uMt —ut Ut —ul
j I B o S
At Ax '
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y despejamos u]’-ﬂ'l, se obtiene

u}“l—u +a ( 1—u)

; . . . At s ‘7
como férmula recursiva del método. Ahora, si denotamos v = ar, podemos reescribir la ecuacién

anterior de la forma
utt = 1 —vu} +vul . (8.8)

Por lo que, aplicando la Definicién 8.1, se llega a la conclusion de que la Condicién CFL se cumple para

valores de a positivos, lo que se traduce en que se verifique

At <1 (8.9)
a—=<1, )
Ax
siendo At el paso temporal del método numérico y, Ax su paso espacial. Se puede ademds probar, que se
trata de una condicién necesaria parala convergencia del método numeérico, pero no suficiente (para mas

detalles, véase [30]).

A partir de aqui, en los epigrafes siguientes, se presentan dos esquemas numéricos convergentes para la
ecuacion que nos ocupa en este momento, es decir, la de adveccidn lineal. Se trata del Método Upwind y
del Método de Lax-Wendroff.

8.4. ELMETODO UPWIND

En el método anterior, hemos visto que, cumple la condicién CFL para a > 0 si Ax y At verifican la
relacién (8.9). Asi que, serfa oportuno utilizar (8.8) para el caso en el que a > 0 y generar una nueva
ecuacion para el caso de los valores negativos de a. Asi, aproximando la derivada espacial por una
diferencia finita hacia adelante en este caso, se deduce finalmente la expresién del Método Upwind

(completo):

Uttt = A +v)uf -vuly; a<o0

j j
, 8.10
u}“l =A-vu}f+vy', a>0 (8.10)

At . . - .
donde, como antes, v = a—. Si denotamos ahora a* = max(a,0) y a~ = min(a,0), las dos

ecuaciones anteriores pueden escribirse de manera compacta como

At At
u}1+1 = ul - Ea+(u}1 _ ]7,1_1) — Ea—(u]’?_'_1 — u]’?), a €R. (8.11)

La ecuacidn (8.11) anterior es la expresion general del método upwind en este caso.



En cuanto a la condicién CFL para el caso de a < 0, a partir de la Definicion 8.1, podemos, razonando

, . . At , .
de manera analoga al caso anterior, llegar a que ésta se satisface [30] si —a > < 1. Asi pues, el método

upwind cumple la condicién CFL (necesaria para la convergencia) siy solo si |[v| < 1.

Por otro lado, sustituyendo u}1 por ]/}1 = A"e!MTJAX o 15 ecuaciones (8.10), se obtiene

mmAx

1+4v(1+v)sin2( ), a<0

2
|A(m)| - mT[Ax

1—4v(1—v)sin2( ), a>0

Concluyendo que el método es estable siy solo si [v| < 1, es decir, idéntica restriccién que la impuesta

por la condicién CFL.

Tanto en el caso de @ > 0 como en el de a < 0, si el dato inicial ©g es suficientemente suave, se puede

deducir [30] que el error local viene dado por

1
" = _Ea(l — VU Ax + 0(Ax?), (8.12)

de orden 1 respecto de Ax. Aplicando el Teorema de equivalencia de Lax, se deduce que el método es
convergente si |[v| < 1. Mientras que, si Uy presenta alguna singularidad, la funcién solucién verifica,
como sabemos, la forma integral de la ley de conservacién ya que no admite derivadas en todo su
dominio. Por este motivo, en base a un andlisis de Fourier [30], se llega a que este caso, el error es de

orden 2.

Para cada Ax > 0 definimos el ERROR

J
pox _ Ax2|u]1-\’ —u(x,T)|, (8.13)
j=0
cuyo ORDEN se aproxima mediante los valores

2A
™ =log; (E*"/pas ). (8.14)

Expresiones, (8.13) y (8.14), que nos permitiran obtener el error y el orden de convergencia aproximado

del método, respectivamente.

Finalmente, y como enlace con el siguiente epigrafe, pues serd de utilidad a la hora de disefiar el método
que en él se presenta, planteamos ahora una manera alternativa de deducir las ecuaciones (8.10) o, en

definitiva, la ecuacién (8.11) del método upwind.



Asfi, una vez calculadas las aproximaciones para t = t,,, se considera la funcién lineal p = p(x) que

verificap(xj_;) = i yp(xj) = u;', definida como

X — X X — X
j j-1

+ult )
x

(8.15)
i~ %1 X=X

p(x) =uiy

Como puede verse en la Figura 8.2, se toma el punto Q = (g, t,), perteneciente a la misma recta

caracteristica que P = (;, t;;41). Como ambos pertenecen a la misma caracteristica, u(P) = u(Q). De

forma que se propone escoger u}-“'l = p(q), asi, segun (8.15)
AQ BQ AQ AQ
+1 _ _ —
= p@ =l S g Y <1_E' (8.16)

donde A y B quedan definidos en la figura 8.2 y, con la notacién MN se hace referencia a la longitud de

un segmento definido por sus extremos M y N.

"’n—l

L ]
B = (."L’J_h t”) Q) A = (L(fd-,:t”)

Ej-1 xTj

Figura 8.2. Deduccidn alternativa del método upwind. A partir de [30].

De manera que, teniendo en cuenta que la pendiente de la recta caracteristica es 1/a, y que, como

At ., . AQ . .
sabemos, vV = a w facilmente se deduce que v = ﬁ, y por tanto, (8.16) en realidad equivale a

Uttt =ut v+ ut(1-v),

que como se puede observar, es la ecuacion del método upwind, (8.10), cuando a > 0.



8.5. ELMETODO DE LAX-WENDROFF

Hemos visto en el epigrafe precedente como, para soluciones clasicas, el método upwind permite obtener
aproximaciones de primer orden. No obstante, el método puede obtener soluciones poco precisas cerca
de singularidades o que presenten cierta amortiguacion (para més detalle e incluso ejemplos ilustrativos,

véase [30]).

Al objeto pues de evitar estos posibles problemas y de aumentar el orden de convergencia del método
numérico, se presenta en este epigrafe el esquema de Lax- Wendroff. Se deduce su ecuacién para el caso
de a > 0, tomando como referencia la discusion final del epigrafe anterior; obteniéndose el mismo

resultadosia < 0.

Asi pues, conocidas las aproximaciones para t = t,,, se considera el polinomio de segundo grado p =

p(x) que verifica

p(x,-_1) =iy, P(xj) = uj, P(xj+1) = Ujyq,

y queda definido como

(35 =) (01 )

Xj — xj—l)(xj+1 - xj—l)

o )= 50)

P e g S

p(x) =ul, j+1
7 T (01— 25-0) (00 — %7)
De nuevo, se toma el punto Q = (q,t,), perteneciente a la misma recta caracteristica que P =

X;, tne1) v se escoge ulT! = p(q). Asi, segin la figura 8.3 y la expresioén anterior
j y g¢ U plq g g y p

wi_ ., AQ:TQ TB-TQ_ QB-AQ

u =Uu;_ + u; + u; . 8.17
T e Y @ T 20 (8.17)
P tn-—l
X . 2 . . iy
B Q A C
Ij—1 T Tjt1

Figura 8.3. Deduccidn de la ecuacién del método de Lax-Wendroff. A partir de [30].

Como AQ = aAt = vAx, QB = (1 —v)Ax y CQ = (1 + v)Ax, se concluye que, la ecuacién (8.17)

anterior, en realidad equivale a
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v(1+v) v(l—v)

+1 _ 2
u]’-1 = u}l_lT +ul(1=v?%) +ufy, — (8.18)
Ecuacién que también puede escribirse como
n+l _ . n v n n Vz n n n — At

Nota 8.1: Para la aplicaciéon de este método, una vez calculados los valores a tiempo ¢ = t,,,

ug, uf, ..., W q, uft, se fijan u; yupy,; siguiendo una de las siguientes estrategias (c.c.)

* Condiciones de frontera artificiales: u”; = uf, u; =uj,

* Condiciones de frontera periddicas: u; = ul;, uj, =uf

A continuacién, se aplica (8.18) para calcular ug*?, ..., uf**.

Es claro, andlogamente al caso anterior del método upwind, que la condicién CFL (necesaria para la
convergencia) se cumple si y solo si |v| < 1. De la misma manera y por otro lado, sustituyendo u;* por

]/]’-1 = A"eiMmiAX o (8.18), se obtiene

mmAx

A(m) = 1 — 2v?sin? ( ) — iv sin(mmAx). (8.20)

Este factor cumple

mnlAx
), (8.21)

[Am)|? =1 —4v%(1 — vz)sin“’(
concluyendo de nuevo que el método es estable si y solosi |[v| < 1.

Si el dato inicial ug es suficientemente suave, se puede deducir [30] que el error local es de orden 2 en Ax

y viene dado por

1
Tjn = ga(l - Vz)uxxxsz + O(AXS)- (8-22)

Por estabilidad y aplicando el Teorema de equivalencia de Lax, se deduce que el método es convergente
si|v] < 1.

Mientras que, si Uy presenta alguna singularidad, se recurre al analisis de Fourier y se llega a que en este

caso, el error es de orden 4 (véase [30]).



9. METODOS  NUMERICOS PARA LAS  ECUACIONES
HIPERBOLICAS NO LINEALES. METODOS DE VOLUMENES
FINITOS

9.1. CASO ESCALAR

9.1.1. Introduccion
Analizado el caso de la ecuacion escalar hiperbolica lineal, vamos a estudiar ahora el de la no lineal

U+ f(wx =0, 0.1

de manera que a lo largo de este capitulo vamos a plantear los métodos numéricos para la ecuaciéon no
lineal, en primer lugar, para la ecuacién escalar, y finalmente, su extensién a al caso de sistemas de

ecuaciones hiperbolicas no lineales.

Hemos visto, Capitulo 7, que las soluciones de las leyes de conservacién hiperboélicas pueden presentar
singularidades en tiempo finito. Por ello, los esquemas numéricos deben disefiarse teniendo en cuenta la

estructura y caracteristicas de estas ecuaciones, y sus soluciones.

El objetivo pues, en primer lugar (ecuacién escalar), sera obtener una aproximacion de la solucién de

entropia del problema

us + f(u), =0, (x,t) Q=R % (0,+)
9.2)
u(x,0) = uy(x), x € R.

Como se comentd en el caso lineal, para la resolucién numérica, debemos acotar tanto el dominio espacial
como el dominio temporal de la solucién. Asi pues, el dominio espacial se acota al intervalo [x;, Xg] y
t € [0,T], para ciertos valores de x;, xg y T dados. Nuevamente, deben imponerse condiciones
adicionales adecuadas (sobre este asunto se profundizard en la Parte 3 de este trabajo) en x = x y
X = Xpg.

Sea | € N arbitrario, se definen los valores

_ .1 .
X =x, + ]+E Ax, j=01,..,],

conAx = (xg —x;)/].

Por otro lado, se fija
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Obviamente, con esta definicién, xp = X 41
2

De manera que, estos puntos dividen el intervalo [X;, Xg] en ] subintervalos de longitud Ax:

]+1], j=01,..,J. (9.3)

¢ = [x,_l,x,
) 2

Estos subintervalos son conocidos como celdas o voliumenes de control (volimenes finitos). En la figura
9.1 se representa el intervalo [x;, xg ], los distintos puntos y los volimenes de control. Hay ocasiones en
las que resulta necesario definir nodos X o celdas ¢ para valores de k no contemplados en la figura;

pero estos, pueden definirse de manera andloga.

Ax/2

bol—

Figura 9.1. Construccién de los volumenes de control en [xL, xR]. Fuente: [30].

En cuanto a la discretizacion en la variable temporal, se toma tg = 0y t,+1 = t,, + At,, hasta llegar a
t, = T, para cierto natural N. El parametro At,, es una cantidad fija o variable en funcién del método

numérico, como posteriormente iremos viendo.

En los métodos numéricos, a Ax se le denomina, como sabemos, paso espacial, mientras que, a At,,, sele
denomina paso temporal. Y, como se ha comentado, veremos métodos numéricos en los que este ultimo
puede ser variable, en cuyo caso, suelen denominarse de paso temporal adaptativo. Veremos estos

conceptos con detalle a medida que se vayan planteando los diferentes métodos.

9.1.2. Método de Volimenes Finitos. Ecuacion general

Como hemos comentado en el epigrafe anterior, y ya era conocido, se deberan aproximar soluciones no
necesariamente suaves, funciones para las que no tiene sentido su evaluacién en los puntos de
discontinuidad. Por ello, no se trata de estimar el valor de la solucién en los puntos (x]-, tn) del mallado,

sino de obtener aproximaciones de los valores promedio de la solucién

1

xf+1/2
V=% J ulxty)dx  j=0,1,..,],
x *j-1
2
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denotadas como u}l. A partir de la condicién inicial ug, se define

1 [*i+Y
u](.’ = ]].O = J zuo(x)dx j=0,1,..,].

*j=1/,
El objetivo ahora es encontrar las estimaciones para u}-“'l a partir de las u]’-1 obtenidas para t = t,,.

Para ello, se considera la forma integral de la ecuacion (9.1) sobre el dominio ¢j X [ty, tp41], es decir

f R tper)dx — f T tp)dx = — f tmlf (” (xf+1/z’t))dt * f tnﬂf (” (xf-l/z’t))dt' G4

=1y =1z tn tn

Esta expresion, es decir, la forma integral (7.21), vista cuando se introdujo el concepto de solucién débil
en el epigrafe 7.3.2, estd bien definida porque no puede haber discontinuidad en una recta vertical, segiin

la condicién RH.

Definiendo ahora

tnta
=i o)

(9.5)
1

_ tn+1
noo_
fi-y, = Aty ), f<u (xf‘l/Z't)) at,
y dividendo (9.4) por Ax, sellega a

Aty /- _
n+l _ gyn _ —N n _fn
R Ut T N CD

donde destacamos que los términos f (promedios de los flujos) no son conocidos, pues dependen de la

propia solucién u a calcular. Por ello, se deben obtener aproximaciones de ]7:_ 1/ »que denotaremos por
2

/’71 1Y definir los valores objetivo de u}-ﬂ'l como

At
—an n(rsn _fn P
wT =y A (f}"'l/z ];._1/2), j=0,1,..,], (9.7)

que constituye la ecuacion general de los métodos de voliimenes finitos. La clave en el disefio de los
diferentes métodos estd, como veremos en los epigrafes siguientes, en la estimaciéon de los flujos, es decir,

en estimar adecuadamente las expresiones (9.5).



9.1.3. Método de Godunov

Se suponen conocidas las aproximaciones U} en el instante t = t,, en cadaceldac;, j = 0,1, ...,]J.
p p n j

]

estrategias siguientes (de manera andloga a lo visto en la Nota 8.1):

* Condiciones de frontera artificiales: u”; = ug, u} =up,

* Condiciones de frontera periddicas: u®; = up, uj}, = ug

Nota 9.1: En primer lugar, se determinan los valores de u”; y de u}},, siguiendo una de las dos

Asi, paracadaj € {—1, ..., ]}, se define el problema de Riemann siguiente

U+ f(U)yx =0,

ut ox <x,1
u,(x,tn) — { T{ j+ /2

)
uj+1 x > x].+1/2

(9.8)

cuya solucién de entropia se ha detallado en el epigrafe 7.3.5.2. Se debe tener en cuenta que las rectas de

discontinuidad de las soluciones de problemas vecinos no pueden intersectar para t < t,,41 = t,, +

At,,. Como el valor de las pendientes de estas rectas en mddulo estd acotado por max| f '(u}q) |, se toma
j

At;, de manera que:

max|f’(u’-1)| Ai < 1 (9.9
j T2V Ax — 27 '

Andlogamente al caso lineal, la condicién (9.9) anterior recibe el nombre de Condicién CFL.

Por otro lado, cabe sefialar que la solucién del problema (9.8), denotada por ﬁjﬁl Iy verifica

—n ( t) _ -n X xf+1/2
ujJr1/2 X, = Uj+1/2 t—t, ’

. sz =n 7 . ol .
para cierta funcién vj +1/,° Asi, el ﬂu}o f]111 /y se puede estimar como

- 1 tn+1 1 tnt1 o
f}+1/2 :E . f(u(xj+1/2't)>dtzEJtn f(uj+1/2 (xj+1/2,t)>dt

1 tn+

= f (177+1/2(0)) dt = f (17]?;1/2(0))-

At, )y,



Usando entonces f]’:_ v, = f (1_7;:1 /, (0)) enla ecuacion general (9.7), se obtiene el método de Godunov.

Es decir, la aproximacion de (9.5) es la imagen por f del valor de la solucién del problema de Riemann.

Una férmula explicita para esta aproximacién de ]7:_ 1 viene dada por
2
: n n
min_ f(0) w < w7,

T _ fGod(,,n ., n I e il 251
f(le/z(o))—f () = max  f(6) why <ul’ (9.10)

n n
u]-+1595u]-

Segiin esta expresion, el método de Godunov coincide con el método upwind, cuando f(u) = au
(ecuacitn lineal). Ademas, si f no presenta maximos locales y tiene un inico minimo en w, en particular,

si f es estrictamente convexa, esta formula se reduce a

fo (uf' ufr) = max[f (max(u}', ), f(min(uy, ))]-
Se puede consultar algin sencillo ejemplo, pero ilustrativo, de aplicaciéon de este método en [30].

A pesar de que con este método se obtienen estimaciones de las soluciones de entropia para problemas
con ecuaciones no lineales cuyas discontinuidades se aproximan bastante bien (como es el caso de la ec.
de Burgers para diferentes datos iniciales), hay que sefialar que la evaluaciéon de los flujos numéricos
mediante (9.10) conlleva un importante coste de calculo. Ademas, resolver el problema (9.8) para usar
exclusivamente el valor de su solucién en {xj +1 /2} X {t,, tny1 }>al evaluar los flujos, parece a priori, un

poco excesivo. Por ello, se plantean otras alternativas para aproximar (9.5).
Por tdltimo, como se verd posteriormente en el apartado 9.3, hay que indicar que este método no puede

generalizarse al caso de sistemas de ecuaciones ya que no se tiene una expresion explicita de la solucién

de los problemas de Riemann.

9.1.4. Método de Roe

En primera instancia, se plantea linealizar la EDP en los problemas de Riemann (9.8). De esta forma, el

problema (9.8) queda reemplazado por el (9.11) siguiente

ut +a'n 1ux = 0;
j+3

2
(9.11)
u'  x<x,1
]
u(x’tn) = { n S j+ /2’
uj+1 X x].+1/2

donde



fuly) = fh

n n
n o _ nom Ui # Ujyq
a]+1 _ u]+1 u] .
2 e, N n_,n
f(uj) U = Ujpq

La solucién de (9.11) se obtiene mediante el método de las caracteristicas; pero, de nuevo, es necesario
asegurar que las rectas de discontinuidad de problemas vecinos no intersectan. Para ello, fijado Ax, es

suficiente con tomar At;, de manera que se satisfaga

At
LA (9.12)

Andalogamente a lo planteado en el método de Godunov, la aproximacién de los flujos en (9.5) serd la
imagen por f del valor dela solucidn, ahora del problema (9.11) (linealizado), en el segmento {xj +1 /2} X

{tn: tn+1 }, es decir

f@? a’,1+1 >0
A~ ~ Jt5
n Roe n . n 2

| = u;, U; = i

f;+1/2 f ( J ]+1) f(u}1+1) a]n-'-1 <0
2

(9.13)

Sustituyendo entonces los flujos dados por (9.13) en la ecuacién general (9.7), se obtiene el método de
Roe.

El coste computacional asociado a este método, como puede suponerse, es muy bajo. No obstante, como
la solucidn de linealizacién de (9.8) solo admite una recta de discontinuidad, el método no funcionara
bien (no estimara correctamente una aproximacion de la solucién de entropia) si el problema en cuestién

tiene p.e. dos rectas de discontinuidad.

Por este motivo, se plantea a continuacién un método que aproxima la solucién VV con un coste

computacional inferior al de Godunov.

9.1.5. Método de Rusanov

A la hora de disefiar un método robusto y eficiente, la clave esta en encontrar una buena aproximacién a
la solucién de entropia de los problemas de Riemann (9.8). En este método, a diferencia del método

anterior, ésta, la solucién de los problemas de Riemann, se sustituye directamente por

uj x—x 1<-s 1(t—t
(v AT S
*
" 1(36, t) = 4“,4% Sj+%(t tn) <x xj+% < Sj+%(t tn),
2 | »
W+ X — xj% > sj%(t —tn)



una funcién con dos discontinuidades, que se desplazan a velocidades 5,1V S Aplicando ahora la
2 2

condicién RH en cada una de ellas, usando ];:_1 /, en lugar de f (u;f+1), se deduce
2 2

L )+ el
fivy, = 2 T2

(ulyy —ul). (9.14)

m _ ¥ , .. m
Adoptando ahora como }; i1, = }; 417, Y2 queen el método de Godunov se ha fijado }; 417,00mO la

imagen por f del valor de la solucién del problema de Riemann (9.8) en {xj+1/2} X {ty, the1 }- De

manera que, usando este f.* 1, en la ecuacion general (9.7), se obtiene el método de Rusanov.
q j+1/,

Se necesita obtener el valor de la velocidad Syl Una primera opcién [30], seria considerar el maximo
2

valor que ésta puede tomar, es decir, Ax/ 2 Ap> Pero no se tendrfan probablemente resultados muy
satisfactorios al no tener en cuenta la naturaleza del problema planteado. De manera que, en este método,

se propone
502 = max(17 G ()
Por tanto, y concluyendo, este método consiste en calcular u}-“'l a partir de (9.7) con

. R 1
fay, = £ = S () + £(ha) — max((f ()L () ) (s =)l (915)

Como en los casos anteriores, utilizamos lo comentado en la Nota 9.1 y la condicién CFL dada en (9.9),

para determinar At,, fijado Ax.

9.1.6. Analisis de convergencia

En los tres epigrafes anteriores se han presentado sendos métodos numéricos para tratar de resolver el
problema (9.2). Dos de ellos, Godunov y Rusanov, permiten obtener estimaciones de la solucién VV del
problema; mientras que el de Roe, debido a su linealizacién de los problemas de Riemann, puede
proporcionar (més detalles en [30]) soluciones débiles sin sentido fisico. Por ello, se presentan a
continuacién una serie de definiciones y conceptos para llegar a establecer las propiedades que debe

cumplir un método numeérico para que ese problema no tenga lugar.

Supongamos, en el contexto de este epigrafe, que las aproximaciones u}1 se calculan a partir de una

expresion de la forma

u}“l = H(u}q_p, ...,u]’?,...,u]’-ﬂrq), (9.16)

con H(0, ...,0) = 0.



Definicion 9.1. Sin tener en cuenta las condiciones de frontera, se dice que un método (9.16) es

conservativo, si

para todo n.

Puede comprobarse que esta propiedad se cumple si y solo si existe una funcién £, tal que (9.16) se pueda

escribir como

At, .
W= H W) = 0 = (s 1) = (4l (9.17)

conT <p, s<qyq+r=p+s,comoocurre en los tres métodos vistos.

Definicion 9.2. Dado un método conservativo, se dice que es consistente, si verifica
flu, .., w) = fw), (9.18)

para cualquier niimero real U.

Esta caracterizacién de consistencia es equivalente a la clasica de que el error local sea de orden mayor o

igual que 1.

Las funciones f asociadas a los tres métodos estudiados verifican la condicién (9.18) anterior, por lo que
debe definirse algtin otro criterio adicional que permita, al menos, diferenciar la linealizacién de Roe de
los otros dos métodos. Para ello, se recuerda que, dos soluciones u y v del problema (9.2), con datos

iniciales Ug y Vg respectivamente, satisfacen

ulx,t) <v(x,t) Vx,t si ug(x) <vy(x) Vxe€eR,

propiedad representada en el Teorema 7.4. De forma que, los esquemas numéricos deben cumplir una

cierta propiedad de monotonia que nos garantice la obtencién de la solucién correcta. Veamos

Definicion 9.3. Un método (9.16) es mondtono sila funcién H es creciente en cada una de sus componentes.

Mediante una caracterizacién de este concepto en términos de f, puede comprobarse como los métodos
de Godunov y Rusanov son monoétonos, mientras que el de Roe no lo es. Ya tenemos pues una

caracteristica que ‘separa’ los métodos ‘robustos’ de aquellos que no lo son.

Recordemos en este punto, de acuerdo de nuevo con el Teorema 7.4, que la solucién VV de (9.2),

denotada por u, verifica



luC, )l < llugllpe, vt > 0.

Andlogamente, puede comprobarse que las estimaciones obtenidas mediante un método consistente y

mondtono, cumplen
minu? < 4" < maxu? vn,j
k k ] k k ’] .

Por otro lado, estas aproximaciones también satisfacen una discretizacion de (7.33) (Teorema 7.4):
|u"Jr1 — u"+1| < |u" — u'}| (9.19)
i+1 i =S i+1 i |y .
J J

y de la condicién de entropia (7.31). La ecuacién (9.19) constituye la condicién de estabilidad.

Todas estas propiedades, refuerzan la hipdtesis de que los esquemas conservativos, consistentes y
mondtonos permiten calcular (son estables) la solucion de entropia de la ley de conservacion, como se

enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 9.1. Considérese el problema (9.2) con dato inicial uy € L*(R), y un método numeérico con
ecuacion (9.17) (conservativo), consistente y mondtono, siendo fdiferenciable o con continuidad de

Lipschitz local. Sean u}qlas estimaciones calculadas para Ax > 0 arbitrario, se define la funcién

A — n
u x(xl t) - u] ) (xl t) € [xj—l/z’xj+1/2) X [tTLI tn+1)-

Astimase que las funciones u*
= Son acotadas: para cada Ax > 0 existe C > 0 tal que ||qu”L°°(]R><]R+) <C.
»  Convergenen L*(R X R*") a una cierta funcion u cuando Ax, At — 0.

Entonces, la funcién u es la solucién VV de (9.2). Cabe notar que la hipdtesis de monotonia puede

sustituirse por la condicion (9.19).

Pues bien, una vez conocidos qué métodos permiten aproximar la soluciéon débil correcta, es decir, la
solucion de entropia, es importante saber a qué velocidad convergen a ella. Asi pues, fijado t > 0, con

las hip6tesis del teorema anterior, se tiene

lut* —ul| ... <CAx, C>0, (9.20)

LY(R)

sila solucién es suave. No obstante, para el resto de casos se ha probado la cota



[luet* — ul| CVAx, C>0. (9.21).

LY(R) =

El error estd pues acotado. Estos resultados son de consideracién también para el método upwind pues,
recordemos, éste equivale al método de Godunov cuando la ecuacion es lineal. El orden de convergencia

se obtiene siguiendo la férmula (8.14).

9.1.7. Reconstruccion espacial de segundo orden

En estos epigrafes restantes del capitulo se van a presentar distintas estrategias con el fin de aumentar el
orden de convergencia de los métodos vistos hasta el momento. Estos métodos, pueden reescribirse

como:

1) Una vez calculadas las estimaciones u]’-1 en el instante t = t,,, se define la funcién constante a
trozos

v, (x) = uf, x€c¢, j=-1.,]+1 (9.22)

2) A continuacidn, se evalua esta funcién en los extremos de la celda ¢;, para obtener

n— n+

u’ =v (x. ) u’ =v (x. )

j+l/, — O\ Sy =1, — T \Ni=1Y,
3) Finalmente, se evaltia u}-“'l como

At
n+l _ . n__“""Nn(zg- n-— n+ R n+ P —
W=t - (fan, ) - fadh W ), =01 (929)

siendo f=f60d o f=fRus taly como se definieron en (9.10) o (9.15), respectivamente.

Para soluciones suaves del problema (9.2), denotadas por u = u(x,t), cabe sefialar que la funcién

definida en (9.22), constante a trozos, verifica

v, —u(,t,) = 0(Ax) (orden 1).

Pues bien, con el objetivo de obtener, como se ha comentado, aproximaciones de orden superior, se

propone ahora tomar funciones lineales a trozos, p,,, que cumplan puntualmente
pn — u(, t,) = 0(Ax?) (orden 2).
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Asi pues, denotando p, = pp,;(x),

promedio

X € ¢j y teniendo en cuenta que ;' es una estimacién del

1 (Y
Ar ’ u(x, t,)dx,
x]'—l/z
se impone que py, ; verifique la relacién
1 xj+1/2
Ar P j(x)dx = uj'.

X.
i=/,

Asi, se deduce que, py, j debe tomar la forma

Pnj(x) = uf + 0]-"(x - xj),

(9.24)

para un cierto parametro 0']-n, por determinar. La clave para disefiar métodos numéricos robustos reside

en precisar el valor de dicha pendiente.

Imponiendo ademds la condicién

1 xf+3/2 n
Ax Pnj(x)dx = uj 4, (9.25)
x].+1/2
se obtendria
A
n j+1 ]
= 9.26
oj i (9.26)

En este caso, con la funcidn lineal a trozos y estas consideraciones, el esquema resultante, coincidiria para

la ecuacidn lineal con el método visto de Lax-Wendroff. Recordamos en este punto que las estimaciones

que este método proporciona, pueden sufrir oscilaciones cuando las soluciones presentan alguna

discontinuidad [30].



Por otro lado, se obtienen resultados analogos [30] si para la pendiente se toma

n n
o = W —U g 0 oM = Uipr — U
J Ax J 2Ax

Con el fin de evitar estas oscilaciones, y teniendo en cuenta como sabemos, que la solucién de entropia

del problema satisface (7.33), es decir

luC, Ollrv < lluollzy, vt > 0,

los métodos numéricos deberian cumplir una propiedad similar a ella a nivel discreto. Asi, recordando la

funcién v, definida en (9.22), se elige 0']-n, tal que la funcion lineal a trozos py, verifique

J-1
Ipallry < Moallry = )l =] (927)
j=0

Un posible valor para el pardmetro 0']-n seria

o = minmod

]

u, —ul Ut —ult
<1+1 i Y j 1>’ (9.28)

Ax ' Ax
con

sign(a,) min(|a4|,|az]), si sign(a,) = sign(a,)

minmod(a,,a, ) = {
’ 0 en otro caso

donde la funcién minmod acttia como limitador de pendiente.

Con ello, se ha obtenido una reconstruccién de orden 2 a nivel espacial.

9.1.8. Formulaciéon semidiscreta

Con la estrategia vista en el epigrafe anterior, mediante esa técnica de reconstruccién, se ha conseguido

una aproximacion espacial de orden 2. Sin embargo, en (9.23), estd presente la discretizaciéon temporal

_9(tni1) — 9(&5)
9e(tn) = AL + 0(At).

Esta discretizacion es de orden 1, por lo que el esquema resultante, sigue siendo de primer orden.

Para poder aumentar el orden del esquema final, presentamos en este epigrafe la formulacién que da
lugar a los conocidos como métodos semidiscretos. La idea es, aplicar una discretizacion espacial a la ley

de conservacién y mantener intacta la derivada temporal. Asi, la EDP se transforma en un sistema de



ecuaciones diferenciales que puede resolverse, por ejemplo, mediante un método de Runge-Kutta de
orden superior. Esta es la formulacion que utilizaremos en los métodos propuestos en la Parte 3 de este
trabajo, dedicada a la Aplicacidn. Para ilustrar esta idea, en este epigrafe, planteamos un Runge-Kutta de

orden 2.

Asf, seau = u(x, t), la solucién de entropia del problema (9.2), para t = 0 se considera

1 [*i+, ]
I(t) = Ar J u(x, t)dx j=0,1,..,],

X.
J=/,

siendo I; (0) valores conocidos por la condicién inicial. Como en ocasiones anteriores, integrando la

ecuacion Uy + f(u), = 0, respecto de x en cada ¢;, se obtiene

d 1 _ N .
L0 +E<f (u (xj+1/2,t)> - f(u(x]._l/z,t))) =0, j=01,.,], t>0

+ .
conu(x.— ,t) =lim___+ u(xt).
]+1/2 x—»x]_+1/2 ( )

Sea fj+1/2(t) una aproximacién de f<u (x]._+1/2,t)> y f(u (x].++1/2,t)>. Se define

(uo(t), ..., u; (t)) como la solucién del sistema

d 1 ,. .
Zw(0) = 5O = =(f111,© = f111,®), >0
j=01,..7], (9.29)

Fijado ty =0y u](-’ = U (0) para cada j = 0,1, ...,/, suponiendo calculadas las estimaciones u}-1 de

u; (t,) para cierto t,, se define, como siempre t, 1 = t, + At,, segtin la condicién (CFL)

At,
max|f (u )| =

Los valores u}* *1 pueden hallarse mediante el método de Runge-Kutta de segundo orden siguiente

At
1 _ n
u; = u' + 2—!.1]’-1,
u].(z) = u].(l) + AtnLQ), (9.30)

u}“l ;(u +u(2)), j=0,1,..,].

Se utiliza este método, porque a diferencia de otros esquemas de Runge-Kutta, satisface la discretizacién

de (7.33):



Z|u]’ff - u}l+1| < 2|uf+1 —u?| (condicién de estabilidad).
J J

El proceso se repetiria hasta obtener los valores para el instante fijado ty = T, para cierto N.

En (9.30), los operadores L'; corresponden a

~ ~

*

1 * *
L E(Gﬂ/z - ff—l/z)-

Para los flujos ]i.:_1/2, se toma la funcién lineal dada en (9.24), con el pardmetro 0']-n de (9.28). A

continuacién, se toma

- .
Uis1y, = Pin (x1'+1/2)’ U1, = Pin (x]'—l/z)'
y se escoge

~

* Ay - +

. =flu._,1,,u, ,
f1+1/2 f ( i+1/2 1+1/2)
con f:fGOd 0 f:fR“S, tal y como se definieron en (9.10) o (9.15), respectivamente.
De esta forma, ademads de verificar la condicién de estabilidad, el método resultante es conservativo y
consistente y, por tanto, segun los resultados comentados en el epigrafe 9.1.6, permite obtener la
aproximacion a la solucién de entropia del problema.
Finalmente, se sefiala ademds que, una vez calculados u}l, Jj =20,1,...,], para obtener las estimaciones

en el instante t,, . 1, es necesario fijar valores para u™,, u™ ara U 4, Ut . Para ello se sigue, como
n+1 ) 1 2 J+10 Uiv2

siempre, una de las dos estrategias siguientes:

=  Condiciones de frontera artificiales: u"; =

|
e
o
=
&

— n n — n n — n
SU, W TUW Y W = U

= Condiciones de frontera periddicas: u™,

[

&
<

N
[

n n — n n — n
Uy, Uhr = Uy Y Uy =Ug



9.2.  METODOS DE RECONSTRUCCION DE ORDEN ALTO

9.2.1. Reconstruccion de funciones suaves

En el apartado anterior, se ha utilizado una estimacién del promedio de la solucién en cada celda para
hallar una aproximacién puntual de dicha funcién. Para esta reconstruccién se han empleado, o bien
funciones constantes a trozos o bien funciones lineales a trozos; obteniendo de esta manera,
reconstrucciones espaciales de orden 1 o de orden 2, respectivamente. El objetivo ahora es el de plantear
distintas estrategias que nos permitan aumentar el orden de la estimacién puntual que luego se utiliza
para resolver los problemas de Riemann adecuados. Estas estrategias respecto de la reconstruccién en la
discretizacion espacial, junto a herramientas como un método de Runge-Kutta estable y de orden alto en
la parte temporal, permiten obtener una aproximacién final de la solucién bastante mas precisa
aumentando el orden del esquema resultante. Y ello, tanto en los intervalos de suavidad como en aquellos

puntos en los que la solucién presenta alguna singularidad.

En el epigrafe 9.1.7 se ha presentado un método de reconstruccioén espacial con la propiedad TVD (9.27),
mediante el limitador de pendiente minmod. Es sabido que no puede obtenerse un orden superior a dos
si se pretende conservar la disminucién de la variacién. Por ello, para alcanzar mayor precision, se han
desarrollado técnicas, basadas en ideas similares, pero sin asegurar estrictamente esta condicién TVD.
Algunos ejemplos son los métodos ENO (essentially non-oscillatory) y WENO (weighted essentially non-

oscillatory) que veremos en los dos epigrafes siguientes.
Antes de ello, resulta de interés estudiar el siguiente problema:

Sear > 0. Dada la particién de la figura 9.1 y los valores promedio de la funcién h: [x, xg] —

R, suficientemente suave

Xy

=

1 +1/,
i = Ax h(&)dé. (9.31)

Xi-1/,

Se plantea hallar, para cada celda c;, un polinomio q; (x), de grado menor quer, que aproxime
hen ¢; con orden r, es decir
qj(x) —h(x) = 0(Ax"), Vx €.

En primer lugar, fijada una celda ¢; arbitraria, deben seleccionarse 1" celdas consecutivas conteniendo a

¢j, es decir

ST ={cjizir s Goterr—1}, k€{0,..,7 —1}. (9.32)

Se denota por Sj i al conjunto formado por los extremos de las celdas en .S_'}:k, es decir
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Sk =1x o X .

)k jok=3" " kA2
Si alguna celda c, de .S_']rk no pertenece a la particién de [x;,xz] anteriormente considerada, debe
definirse el promedio de h, siguiendo una de las estrategias siguientes:

= Condiciones de frontera artificiales: h_, = h,_y, Ry, = Ry pyq

—r
= Condiciones de frontera periédicas: h_, = hy_, .1, by, = h,_y

Tomamos la primitiva de la funcién h

H(x) = j h(E)de.

Cabe notar que, las diferencias divididas® de primer orden de H en los extremos de las celdas coinciden

con los promedios (9.31)

i [xi_l/z’x”l/z] _ H (xi+1/2)A_xH (xi+1/2) _ ﬁ J):—L:/z h(E)dE = Ry,

Esto es importante, pues indica que las diferencias divididas de H de cualquier orden, pueden obtenerse

también a partir de la informacién conocida. En particular, se define

hlx;] = h; ~ ~

_ hlx;i1, o, xie1]l — RIxg, o0, X540

h[xl-, ...,xi+l] — [ i+1 L;f]l — JE i i+1 1] L 1>0,
i+ l

puede comprobarse, por induccién sobre el pardmetro [, la relacién

1

H [xi_1/2,xi+1/2, ...,xi+l+1/2] = H_—li_l[xi, v Xigl, 1=0. (9.33)

? La diferencia dividida es un concepto utilizado en calculo numérico y en la interpolacién de Newton. Es una forma
de calcular la pendiente de una recta que pasa por dos puntos en un plano, y se utiliza para construir polinomios de
interpolacién. Formalmente: Dada una funcién f:D ¢ R — R, {x;}; € D con x; < X;,, las diferencias

divididas de f en estos puntos, se definen como

v Xipg =X
y, de manera recursiva, para j = 1,2, ...
f[xi+1' ---'xi+j] - f[xi' ---'xi+j—1]

Xivj —Xi

Pl i) =



Se toma a continuacién el (4nico) polinomio Q; k de grado menor o igual que 7, que interpola a la funcién

primitiva H en los puntos S}:k

r r—
T — -
Qix(x) = Z}H [xj_k_%, ...,xj_k+r_%] 1_[ (x x},_k+m_%) (9.34)
]:

m=0

Debe notarse que el polinomio Q}T,k es una aproximacion de H de orden 7 + 1 en la envoltura convexa

de S}:k, Conv(S;k) = [x]._ s e X k+r_1], siempre que esta funcién sea suficientemente suave en
2 2

dicho intervalo.

Seguin teoria basica de interpolacién, se deduce que la funcidn derivada de este polinomio, denotada por,

q; k> € una estimacion puntual de h de orden 7. En particular, en ¢;
q]r',k (x) — h(x) = 0(Ax"), Vx € ;.

Destacamos que este polinomio q;k interpola los promedios de h en las celdas de .S_'}:k:

T T
" x Q7 (x
Ql"‘( j—k+i+1> Ql"‘( j—k+i—1>
2 2
Ax

H (xj—k+i+%) —H (xj—k+i—%>

Ax

1
Ar JC qjx(x)dx =

j—k+i

= hj_g+i-

La segunda igualdad se cumple porque Q; k interpola H en los puntos de S}:k.

Al derivar (9.34), el polinomio q;,k, no incluye el término H (x]._ k_;), de modo que, por la propiedad
2

(9.33), éste solo depende de los promedios conocidos de i_l]-_k, e i_l]-_k+r_1. Asi pues, aunque se usa la

funcién primitiva H en la deduccién de q; x> N0 es necesario conocer ninguna informacién sobre ella.

Se ha obtenido la expresiéon explicita de dicho polinomio para r =2, para r=3 y k€

{—1,0, ..., — 1}. Se ha afiadido k = —1, por conveniencia en los cilculos que siguen.

En nuestro caso, tan solo se utilizan los valores que toma q; x en los extremos de ¢j, es decir, enlos puntos

X; 1Y X, 1. De manera que, evaluando los polinomios obtenidos, g ]2 kY q]3-, k> en estos nodos, se obtiene:
2 2



r—1 r—1

qj (xj+1> = Z Crihjk+is @k (xj_1> = Z Chorihjrsi; T=23 (9.35)
2 =0 2 i=0

El valor de los coeficientes Cy ; se incluye en la tabla 9.1 siguiente.

r k i=0 i=1 i=2
2| 1 3/, -1/,
0 1/2 1/2
1 —1/2 3/2
3 -1 11/6 —7/6 1/3
0 1/3 5/6 _1/6
1 _1/6 5/6 1/3
2 1/3 —7/6 11/6

Tabla 9.1. Coeficientes Cy; para el calculo de qj ..

9.2.2. Método ENO

Para el desarrollo de este epigrafe se ha tomado [1, 29] como referencia.

Asi, en el epigrafe anterior, a partir de los valores promedio (9.31) de una funcién suficientemente suave,
se ha obtenido una estimacién puntual de ésta, en cada celda c;. Para ello, fijada la celda ¢, pueden

utilizarse distintos conjuntos de celdas que la contengan, mostrados en (9.32).

Como sabemos, las soluciones de las ecuaciones hiperbdlicas no lineales pueden mostrar singularidades
en tiempo finito. Por ello, si utilizamos cualquier S]rk en el proceso de reconstruccion, podrian obtenerse

aproximaciones que no verifiquen la condicién de orden o incluso, presenten alguna oscilacién.

En este sentido, la idea fundamental del método ENO consiste en escoger, de entre los distintos S}:k
. . . .. A . . T
posibles, aquel que proporcione el polinomio interpolador més suave. Este algoritmo, selecciona Sj
usando diferencias divididas como indicadores de suavidad. De manera que se elige el conjunto que
genera menos diferencias, para intentar evitar asi oscilaciones en la interpolacién, en primera instancia,
asi como posteriormente, alrededor de las discontinuidades de la soluciéon. A continuacion,

desarrollamos el detalle del procedimiento seguido en este método.

Asf pues, para hallar una aproximacién de h en una determinada celda c;, debe incluirse en S}:k los

extremos de esta celda, es decir, X;_1, X; 1. El polinomio de primer grado (recta) que interpola a la
2 2

funcién primitiva H en estos puntos, viene dado entonces por

le(x) =H (xj—%> +H [x,_l,x,+1] (x - X, 1).

I=3 J*T3 =32



Para construir el polinomio de segundo grado, el tercer nodo a escoger puede ser, en principio, X;_30
2

X3 Sitomamos el primero de ellos, el polinomio que interpola H en los puntos {x}._g, X 1,X;,1 } serd
2 2 2 2

2,1 _ pl - -
Pj (x) = p] (x)+H [xj_%,xj_%, xj%] (x xj_%) (x xj+%>.

Mientras que si tomamos X; ;2 como tercer nodo, el polinomio seria
2

sz,Z(x) = pjl(x) +H [x,_l,x, 1,X, 3] (x — xj_1> (x — xj+1>'

J=3 Ity Iy 2 2

Como vemos, los polinomios sz’l )y sz,z (x) difieren tan solo en la diferencia dividida que acompafia

al término (x — X _1> (x - X, 1). De manera que, por lo comentado anteriormente, se escoge el nodo
2 2

X. 3si

J 2

)

|H [x, 3,X. 1,X, 1]

2 J7z2 %3

< ‘H [X. 1LX, 1,X, 3]
J=3 Ity J+3

o el nodo X;,3 en caso contrario. Se hace notar, que las diferencias divididas de H pueden obtenerse a
2

partir de las medias i_l]- conocidas, mediante (9.33).

Se sigue este algoritmo hasta obtener los r+1 puntos necesarios. De esta forma se obtiene el mallado
S i para cierto k = ko € {0, ...,7 — 1}. Una vez elegido el mallado, la estimacién buscada es la dada
por el polinomio q; k, obtenido en el epigrafe anterior, que supone una aproximacién de h de orden " si

esta funcidn es suave en las celdas de S}:ko. Los valores que toma en los extremos de la celda ¢; se calculan

mediante las expresiones (9.35).

Este método permite obtener aproximaciones bastante precisas de las soluciones de las leyes de

conservacion, sin presentar oscilaciones.

9.2.3. Método WENO

Al igual que en el caso del epigrafe anterior, para el desarrollo del presente, se ha tomado [1, 29] como

referencia.

No obstante lo dicho en el epigrafe anterior, queremos sefialar lo siguiente. En el método ENO, para cada
celda ¢j, los r conjuntos .S_']rk que se consideran, contienen entre todos, 21 — 1 celdas: Cj_y41, -, Cjpr—1
(y con ellas se obtiene una aproximacién de h de orden 7). Entonces, si h es suficientemente suave en

cada una de ellas, puede tomarse el conjunto

c2r—1 __
S] - {Cj—r+1' ey Cj+T—1}'



para hallar una aproximacién/estimacién de orden 2r — 1, denotada por q ]Z-r_l, siguiendo la explicacién
dada en el epigrafe 9.2.1. Esta aproximacion, mejoraria entonces la obtenida mediante el algoritmo previo
de orden 7 en el método ENO. Este hecho motiva el método WENO que presentamos a continuacion,
en el que se van a considerar si bien, a través de la consideracién de unos pesos para los distintos

polinomios en funcién de su suavidad, como veremos seguidamente.

Recordamos en este punto, que para resolver las ecuaciones hiperbdlicas de leyes de conservacién
solamente se utiliza la aproximacién de h en los extremos de las celdas. Asi, a partir de [1], los valores de

2r—1
q; (x]. i%) pueden expresarse como

r—1 r-1
i () = 2 i (x0) @7 ()= 2t ) 039
k=0 k=0

. . T . . . . A
Los polinomios g , son las estimaciones de h en los intervalos [x]._ k_%, X e +r_%], cuyas imagenes en

X =%, pueden calcularse por las expresiones dadas en (9.35).
2

Los coeficientes d}, reciben el nombre de pesos éptimos, los cuales verifican:
dg + d; + b + d:_z + d:—l = 1,

siendo su valor parar = 2y parar = 3, los siguientes

2 1
r=2: d% :=§, d% ::E,

Como podemos observar pues, para el método WENO, en lugar de considerar una tinica estimacién dada
por q; ¥ descartar el resto, se propone tomar una combinacién convexa de todas ellas; la dada en (9.36).
De manera que, se asignan unos pesos d}, a los polinomios q; r en funcién de su suavidad; lo que

determina su contribucién a la aproximacioén final.

Asf, las estimaciones de h en los extremos de la celda ¢j, es decir, h (x]. +1), vendran dadas por
-2

r—1
h — T "
h (xj%) = ; Wi 19k (x].%) ~ h (xj%)’ (9.37)

r—1
ﬁ(x, 1) = 2 &7 qT (x, 1) ~ h(x, 1), (9.38)
T T 2



COn unos pesos w;k y a}jk, k =0,...,7r — 1. La clave estd en la manera de obtener estos pesos. Asi, el

valor de W] se va a escoger segin de la suavidad de la funcién h en las celdas del conjunto .S_']rk De

Js
forma que, si en ellas la funcién presenta alguna discontinuidad, este valor debiera ser practicamente

cero. De este modo, i (x]. A1 ) ‘solamente’ se calcularia a partir de las celdas donde no hay singularidades,
2

obteniendo asi, una estimacién al menos de orden 7. Sin embargo, si la funcién es suave en todos los
conjuntos S]rk, los pesos w;k deben tomar valores préximos a los 6ptimos dj, para alcanzar un orden

superior (< 2r — 1).

Aligual que en [1], se propone

T
. %k . d

Cie = ajy+-+al Gk = V2

jr— 1 (£+I k)

k=0,..,r—1 (9.39)

— @ o Orogen
Yk @ @ Gx =

jr— 1 (£+I k)

En las expresiones (9.39) anteriores, el parametro € alude a un numero positivo muy pequefio, empleado
para evitar que se anule el denominador. Por otro lado, el término IS}:k corresponde a una medida de la

suavidad de la funcién h en las celdas de .S_']fk, que puede calcularse a partir de

r—1 m 2
= ), ot | d ) (9.40)
ji ke dxm ——m ik .
m=0

De forma que, cuanto menor sea el valor de IS}:k mds suave serd el polinomio q;k y, por tanto, éste
deberd tener un mayor peso a la hora de calcular las aproximaciones (9.37) y (9.38); tal cual reflejan las
expresiones para los pesos dadas en (9.39).

Parar = 2 la expresion (9.40) equivale a:

IS]%O == (}_lj+1 - }_lj)z, IS]%1 == (}_l] - ]'_l]'_l)z.

Mientras que, parar = 3, se tiene:

13 — — 1,
IS]%O = E(h] - 2hj+1 + hj+2)2 + Z(Sh] - +1 +h +2)
_ 1, _ -
ISjy = 12( — 2k + hyy)” + 7 (him1 - Rjer)’
— — 1, _ - -



Este método WENO serd implementado en uno de los métodos propuestos en la Parte 3 de este trabajo,

dedicada a la Aplicacion, concretamente en el esquema numérico de tipo upwind.

9.2.4. Aplicacién a los métodos de volumenes finitos

Recordemos que el objetivo es resolver el problema

us + f(w), =0, X € [x,xg], t>0
(9.41)
u(x,0) = uy(x), x €ER.

Recapitulemos lo visto hasta el momento. Asi pues, sea U = u(x, t) su solucién. En los métodos de
volimenes finitos vistos en el apartado 9.1, una vez calculadas las estimaciones u]” de los promedios de
u(s, ty) en las celdas, debe hallarse una aproximacion puntual de esta funcién en cada celda o intervalo

¢j. Para ello, hemos visto que se pueden utilizar funciones constantes a trozos (epigrafes 9.1.3 2 9.1.5)
~
u(x, t,) = U X € ¢j,
o lineales a trozos (epigrafe 9.1.7)
~ n n _ i i
u(x, t,) = u' + o (x x]) x € ¢j,
obteniendo estimaciones espaciales de orden 1 u orden 2 respectivamente.

Pues bien, estas sencillas estrategias pueden ahora sustituirse por los métodos de reconstruccién de orden

alto que acabamos de ver en los epigrafes precedentes, como exponemos seguidamente.

Asi, la solucién de (9.41) se obtendrd a partir de la formulacién semidiscreta presentada en el epigrafe

9.1.8. Recordemos, que ésta consiste en resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

d 1/, A
7w =40 = —E(f,url/z(t) —f-_l/z(t)), t>0
j=0,1..] (9.42)

con condicién inicial

1
u;(0) = Ar J uy(x)dx.

En (9.42), u; (t) corresponde a una aproximacién del promedio
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1
— J u(x, t)dx,
Ax ¢

mientras que f.,1, corresponden a una estimacién de ulx..1,,t)]. Enel mencionado epigrafe
1 jx /2 p j+ /2 P1g

9.1.8, para la discretizacién temporal se utiliza un método Runge-Kutta de orden 2 que cumple la
propiedad TVD (discretizacién de (7.33)). Como sabemos, las técnicas vistas en los métodos ENO y
WENO permiten obtener una aproximacién espacial de orden superior a dos. No obstante, si en este caso
se aplica un método de orden 2, como el mencionado, para la evolucién temporal, el esquema resultante
proporcionara una estimacion final en las regiones donde la solucién sea suave, de orden 2. Para
aumentar pues la precision final del método, podemos proponer, por ejemplo, un esquema Runge-Kutta

de orden 3 para dicha evolucién temporal, que conserva la condicién TVD. Este esquema viene dado por

u =l + At, L7,

]
3 1 1
(2) 1) (1)
U 4u] +4u] +4At [, (9.43)
3 2 2
u’.q‘+1 =yt + - (2) + = At L(Z) _] = 0: 11 :]

J 2% T3 3

Para aplicar el esquema (9.43) anterior, se toma u = u;(0), para cualquier j € {0,1,...,]}.
Posteriormente, para t = t,, calculados como siempre u]- ~ U;j(ty), se determinan las aproximaciones

en el instante £, .1 = t, + At,, donde At,, debe verificar (condicién CFL)

At,
max|f (u )| A =

Ahora, para aplicar las técnicas de reconstruccién de orden alto vistas, veamos como proceder. Estas
7 . 1. . . . .7 7 3 . * .
técnicas se van a utilizar en la parte espacial de la discretizacion, en el cdlculo de los términos £; a partir
de u donde el superindice ‘asterisco’ alude a “n”, “(1)” o “(2)” en la notacién empleada en (9.43).

Recordemos que tenemos que resolver el sistema (9.42).

Por tanto, ahora, se aplica bien el método ENO o bien el método WENO, para cierto 7 (en coherencia

con el esquema Runge-Kutta (9.43), cabria aplicar estas reconstrucciones para 7 = 3), en las celdas

C_1,Cp,Cqy -, C]—l' C], C]+1,

tomando los promedios h; = u;. Deben afiadirse los valores u]’-‘ correspondientes a los subindices j =

-1,-2,..,—ryj=]+1]+2,..,] + r, mediante alguna de las estrategias explicadas en el epigrafe

9.2.1. Las aproximaciones de los valores h ( ) yh ( ) en cada celda ¢j, se denotardn por u]’:l y
2 2
u]’f +l’ respectivamente. Una vez hecho esto, los flujos f]-_,_l se obtienen como

2 2



donde f se corresponde con f=f694 o f=fRus tal y como se definieron en (9.10) o (9.15),
p y

. . 7 . * . e . . e
respectivamente. Finalmente, el término £; equivale, con esta notacién, a la siguiente expresién

* _i ok _ £* .
L] = Ax (f;+% f}_;), ] 0, ,]
De nuevo, puede justificarse que el método asi formado, es conservativo y consistente. Lo que junto a la

propiedad TVD, nos indica que el resultado obtenido es una estimacién de la solucién de entropia del

problema.

En [30] puede consultarse un ejemplo numérico en el que se comparan, entre otros, los resultados
obtenidos por un modelo con reconstruccién espacial ENO de orden 3 y un esquema Runge-Kutta de
orden 2 para la estimacién temporal, con los obtenidos por un modelo con reconstruccién espacial
WENO de orden 3 y un esquema Runge-Kutta también de orden 3 para la estimacién temporal. Los
resultados obtenidos en este caso, son practicamente coincidentes, incluso en los puntos en los que la

solucién exacta presenta singularidades.
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9.3.  EXTENSION A SISTEMAS DE ECUACIONES

9.3.1. Sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacion

Hasta el momento, en esta Parte 2 del trabajo, hemos analizado las ecuaciones hiperbdlicas de las leyes
de conservacién escalares, tanto lineales como no lineales, desde el punto de vista tedrico, y se han
presentado distintos métodos numéricos en volimenes finitos, principalmente, para estimar su solucién.
En este epigrafe y en el siguiente, se va a generalizar lo visto al caso de sistemas hiperboélicos de leyes de
conservacion, planteando el concepto de sistema hiperboélico y su tratamiento numérico en el caso de
sistemas no lineales directamente. Para un estudio teérico mas detallado, tanto de los sistemas lineales

como de los no lineales, véase [30].

En general, las leyes de conservacion se representan, como sabemos, en forma de sistemas de ecuaciones

en derivadas parciales. Se trata de sistemas de la forma

du; N afi(w) _
Jat 0x

00 i=1..,m x€R t>0, (9.44)

enlaqueu = (Uy, ..., Upy): R X R* — R™ representa la solucién de la ley de conservacién formada
por las variables conservadas u;. Por su parte, las componentes f = (fy, ..., f): R™ — R™ reciben el
nombre de funciones de flujo o simplemente flujos, y son funcién de las variables conservadas. Cabe
notar que este sistema se deduce a partir de la ecuacién integral, mas general, similar a (7.21).
Como en el caso escalar, el objetivo es obtener la solucidn de (9.44) que verifica la condicién inicial:
u(x, 0) = u(x), x ER,

dada una funcién u®: R — R™ conocida (dato inicial).
El sistema (9.44) suele escribirse de la forma

ug + f(u)yx =0,
siendo, matricialmente, una expresion equivalente a

us + A(u, =0, (9.45)

en donde A(u) corresponde a la matriz jacobiana de f (w), es decir

_0fiw)

AR™ - R™™, - (AW), = P
' j
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Se dice que el sistema (9.45) es hiperbélico si, para cualquier vector u € R™, la matriz A(u) es

diagonalizable con valores propios reales. Es decir, si A(u) tiene m valores propios reales tales que

W) £ 2,W) < - < Ay (W10

y existe una base de R™ formada por los vectores propios asociados 7;(1). De esta forma, sea R(u) =

(r; ()] ... |7, (w)), se satisface la relacién

A(w) = RWA@R@W) L, Alu) = diag(/ll(u), ...,Am(u)). (9.46)

El sistema seré estrictamente hiperbélico si, ademds, los valores propios de la matriz jacobiana de f son

distintos, es decir

A(w) < 2,(w) < - < A, (w). (9.47)

En adelante, asumimos que el sistema (9.45) es estrictamente hiperbdlico. Esta condicién de
hiperbolicidad es necesaria para demostrar la existencia de algunas soluciones, mientras que la condicién
(9.47) se asume para facilitar el estudio a realizar. En cualquier caso, estas restricciones no suponen
limitacion alguna a la hora de plantear la extensién de los esquemas numeéricos ni de resolver el caso

planteado en la siguiente parte de este trabajo.

9.3.2. Métodos numéricos para sistemas no lineales

Los problemas a cuya resolucién nos enfrentamos, son del tipo

us + f(u), =0, (x,t) EQ =R % (0,+)
(9.48)
ulx, 0) = u(x), x €R,

estrictamente hiperbdlicos, en los que para cualquier vector U, la matriz A(u) = f'(u) € R™ x R™

tiene m valores propios reales y distintos.

Como en el caso escalar, para funciones suaves u°, la no linealidad de estas ecuaciones puede provocar
discontinuidades en sus soluciones. Esto obligaba, como se vio, a generalizar el concepto clasico de
solucion (es decir, funcién de clase C! que verifica la ecuacién diferencial en todo punto) al de solucion
débil que luego a su vez requirid, el de solucién de entropia. Concepto este ultimo necesario para en el
caso de existencia de varias soluciones débiles, encontrar aquella que tenia sentido fisico y que, por tanto,

de verdad resolvia el problema.

' Donde cada valor propio se repite tantas veces como indique su multiplicidad.



El objetivo pues, como en el caso de la ecuacion escalar, serd obtener una aproximacion de la solucién de
entropia del problema. No obstante, el disefio de métodos numeéricos para estos sistemas no lineales
supone un importante reto, ya que sus soluciones, como sabemos, resultan mucho mds complejas que en

el caso escalar o lineal.

Asi pues, en primer lugar, se propone generalizar los métodos de voliumenes finitos analizados para la
ecuacién escalar no lineal (Apartado 9.1). Para ello, dado el problema (9.48), se considera el mallado en
los dominios espacial y temporal visto en el epigrafe 9.1.1. Se pretende, por tanto, obtener las

aproximaciones de los promedios de la solucién en cada celda, esto es

1 (*j+Yy
Ut~ — J 2u(x, t)dx, uf € R™,

X.
j=1/>

Como siempre, fijado el paso espacial Ax, una vez halladas las estimaciones u}1 para cierto instante t =

t,, se toma At, (paso temporal) de modo que se satisfaga la condicién CFL dada ahora por
At 1
max|;uM)|— < =, 9.49
x| 2| - < 5 (9.49)

con A; valor propio de la matriz A(u) del sistema. Esta expresion (9.49) supone la extensién de (9.9) para

sistemas de ecuaciones.

Posteriormente, con el método de volimenes finitos, siguiendo el esquema de Godunov en este caso, los

valores de u]’-“'l, se calculan a partir de la expresién

At
n+l _ . n__""MN(¢n _fn
wtt =y - By, = fly). 050
donde f.n 1, corresponde a la imagen por f de la solucién del problema de Riemann
j+/2 8

ue + f'(Wuy =0,
(9.51)

n
U; x < X1/,

u(x, t,) = {u"] ‘> )
j+1 Xj+1/,

A diferencia del caso de la ecuacién escalar, ahora no es posible deducir la expresioén general de los flujos

fj’:_l /) lo que sin duda dificulta la aplicacién del método. Para los sistemas lineales, no obstante, si es

posible obtener estos valores, ya que, en este caso, el problema (9.51) puede resolverse de manera exacta

[30]. Se comprueba en este caso, como ya ocurria para la ecuacidn escalar, que este método aplicado a un

sistema lineal, coincide con el método upwind.



Como extensién del método de Roe, se propone sustituir el término no lineal f'(u) en (9.51) por una

matriz A?_,_l’ que dependa de u}-1 y uf+1. En [31] se indica que esta matriz debe cumplir las siguientes
2

propiedades:

= AL -0 = f(ulh) - fD)

= A? 1 sea diagonalizable con valores propios reales
2

. A?_'_l — f'(@) suavemente si u;, u}1+1 — U.
2
La conclusién respecto a esta adaptacion [30] es que, aunque pueden obtenerse matrices que satisfagan
estas propiedades, sus expresiones son tan complejas, que hacen inviable la puesta en préctica de la

misma.

Por otra parte, como generalizaciéon del método de Rusanov, se propone aproximar la solucién de (9.51)

por una funcién a trozos de la forma

u' x—x —s 1(t—t
If J j+%< j+%( ")
*
@ft (x,t) = 4uj+% Sj+%(t tn) <x xj+% < Sj%(t tn)
Iun x—x.1>s 1(t—t,)
k ]+1 ]+E ]+E n

* . ./ . . .

conu 1ySs; 1 por determinar. Funcién con dos discontinuidades, como sabemos, que se desplazan a

it 1
2 2

velocidades S;p1Y TS, Al igual que en el caso escalar, aplicando la condicién RH, se considera
2 2

)+ g

S..1
o am . +2
f]'+1/2 = fR S(u}q’u}q_'_l) = fj+1/2 = > 5 2 (u;l+1 — u}l)’ (952)

donde para el valor de la velocidad S, 41, se propone
2

Sjsd = max; (|2:(u]")], [4: (1)) (9.53)

Finalmente, siguiendo ese paralelismo con el apartado 9.1, en cada celda ¢ = [x]._1 /5 X; 41 /2], puede

definirse una funcioén lineal del tipo

Dn,j(x) = uj" + a]-"(x - xj),

con pendiente g;* € R™ adecuada. A partir de ésta, se sustituyen las estimaciones u;* y U’y 1 en (9.52) y

(9.53) por los valores py, i | X;, 1 ni+1 | X: 1, ) respectivamente.
p p '] ]+ /2 yp '] J+ /2



Andlogamente, componente a componente, también pueden aplicarse las técnicas de reconstruccién
espacial de alto orden ENO y WENO presentadas en el Apartado 9.2. Como ya se ha comentado, esta

ultima técnica serd implementada en uno de los métodos propuestos en la Parte 3 de este trabajo.



EL METODO DE VOLUMENES FINITOS EN EL ANALISIS DEL FLUJO EN LAMINA LIBRE.
APLICACION A LA RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE SAINT-VENANT

PARTE 3. EL FVM EN EL ANALISIS DEL FLUJO
EN LAMINA LIBRE UNIDIMENSIONAL NO
PERMANENTE. SISTEMA DE ECUACIONES DE
SAINT-VENANT O ECUACIONES DE AGUAS
SOMERAS (SWE). APLICACION
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10. MOTIVACION

La Hidraulica del Flujo en Lamina Libre estudia el movimiento del agua en cauces, canales, colectores,
etc. En todos aquellos conductos, cerrados o no, para los que el movimiento tiene lugar con una lamina
libre (LL) de separacién entre el flujo de agua y la atmoésfera. La importancia de este tipo de flujos para
las personas es vital. Téngase en cuenta p.e., que el agua de nuestros grifos procede, si se trata de recursos
superficiales (lo mas habitual), del agua de los embalses (en LL) que es captada y transportada por canales
(en LL) hasta las plantas potabilizadoras. El conocimiento de la hidraulica de los cauces naturales es
fundamental para poder regularlos y captar recursos para abastecimiento, riego, produccién de energia
hidroeléctrica, etc., pero también para hacer una explotacién sostenible de los mismos sin alterar de
manera significativa su régimen de corrientes, garantizando en todo momento el adecuado régimen de
caudales ecoldgicos. Pero no solo esto, los estudios de inundabilidad que permiten hacer planes de
emergencia y proteger a la poblacion frente a las inundaciones de los rios, requieren del conocimiento de
estos flujos en lamina libre y de su modelacién matematica para asi poder cuantificar calados (niveles) y
velocidades de los flujos desbordados, asi como los alcances territoriales de las inundaciones. Solo de esta
manera se puede, por una parte, defender a la poblacién frente a las avenidas fluviales, y por otra, siempre
que estemos a tiempo, realizar una adecuada ordenacidn territorial y urbana, compatible con los riesgos

de inundacién. Este tema es, lamentablemente, de gran interés en nuestra zona.

Por todo ello, el conocimiento de estos flujos y su cdlculo numérico, resulta de especial importancia en el

campo de la Ingenieria Hidrdulica asociada a la Ingenieria Civil.

11. PLANTEAMIENTO

Para la formulaciéon matematica de este tipo de flujos (hidraulicamente hablando) se parte de leyes de
conservaciéon fundamentales de la Mecéanica de Fluidos relativas a la masa (ecuacién de continuidad),
momento (cantidad de movimiento) y energia, que constituyen las leyes de gobierno del movimiento y
que se expresan en forma de EDPs. Estas ecuaciones se compactan en un sistema hiperbdlico no lineal.
Las soluciones a este sistema presentan discontinuidades (saltos, ondas, etc.) por lo que las soluciones
clasicas no son suficientes (ademas, los problemas de interés practico real, no tienen solucién analitica
conocida). Por todo ello, interesa resolver el sistema original como un problema de valor inicial
discontinuo como, por ejemplo, un problema de Riemann (no obstante, puede haber casos en los que
interese resolver otros problemas de valores iniciales que no sean problemas de Riemann, con
condiciones iniciales que tomen mas de 2 valores). Como sabemos, en la solucién de un problema de
Riemann no lineal, aparecen dos tipos de ondas, las denominadas de choque y las de rarefaccién. Esto
depende de las condiciones iniciales a ambos lados de un determinado punto (seccién), de manera que,
se pueden producir zonas de compresién que generan ondas de choque (resalto hidraulico), cuando la
magnitud conservada es inicialmente mayor a la izquierda del punto (seccién); o, regiones de expansion,
con ondas de rarefaccién, cuando esta magnitud es mayor a la derecha (“cambio de régimen subcritico a

régimen supercritico”).

Los Resolvedores de Riemann son métodos numéricos que permiten resolver dichos problemas. En este
sentido, hemos visto, por ejemplo, el método de Godunov (epigrafe 9.1.3), explicito y de volumen finito,

que calcula el flujo numérico que actualiza el valor de la funcién incdgnita en cada celda promediando
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los valores de diferentes soluciones que aparecen cuando se define un problema de Riemann local entre

una celda y sus contiguas.

En esta parte del trabajo, en primer lugar, se van a deducir las ecuaciones de gobierno y se va a presentar
la formulacidn final del sistema de EDPs a resolver, el conocido como sistema de ecuaciones de Saint-
Vénant. Seguidamente, se va a plantear diversos esquemas numéricos de resolucién del mismo y el
analisis de su comportamiento contrastando las soluciones obtenidas frente a casos test con solucién
exacta conocida. De este andlisis se va a deducir el método propuesto que finalmente se contrasta frente

a resultados obtenidos en laboratorio experimental.

12. FORMULACION DEL FLUJO EN LAMINA LIBRE (FLL) 1D
NO PERMANENTE. ECUACIONES DE SAINT-VENANT

Las ecuaciones de gobierno del flujo en lamina libre unidimensional no permanente, ecuaciones del
movimiento, forman un sistema de EDPs que se deduce promediando en seccidn transversal (en cuanto
a seccién hidraulica) a partir de las leyes fisicas de: conservacién de la masa (ecuacién de continuidad),
conservaciéon del momento (ecuacién de cantidad de movimiento) y conservaciéon de energia. No
obstante, para el andlisis de este tipo de flujos, es suficiente con utilizar, junto a la ecuaciéon de
continuidad, una delas otras dos. Es habitual utilizar la ecuacién de continuidad junto conla denominada
ecuacion dinamica, por ejemplo, deducida a partir del principio de energia. El sistema formado por estas
dos ecuaciones es el conocido como ecuaciones de Saint-Venant o de aguas someras (SWE por sus siglas

en inglés).

12.1. ECUACION DE CONTINUIDAD PARA EL FLUJO EN LAMINA LIBRE
UNIDIMENSIONAL NO PERMANENTE

La ecuacién de continuidad para flujo no permanente puede deducirse estableciendo la conservacién de

la masa en un volumen infinitesimal de canal entre dos secciones del mismo (figura 12.1).

| a < 6°%cosa=1 |

| Plano horizontal de referencia |

Figura 12.1. Esquema para la definicion de la ecuacién de continuidad en flujo no permanente.
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En este tipo de flujo, el caudal varia con la distancia (variable x) a una tasa ﬁ, es decir, los caudales de
entrada y salida al volumen de control considerado no son necesariamente iguales en un instante de
tiempo dado. De hecho, en general, su diferencia puede expresarse como
Q,—0Q 90 d (12.1)
—Q=—-—dx, .
2 1755
(la derivada parcial es necesaria ya que @ = Q(x,t)) y esa cantidad es, por conservacion de la masa, el
ratio al que el volumen fluido decrece entre las dos secciones de canal consideradas, ya que el agua
ademas, es un fluido incompresible. Si y es el calado del flujo (altura de agua desde la solera del canal) y
B el ancho en superficie libre, entonces, el volumen de agua entre las secciones extremas 1 y 2 se
incrementa seguin
oy

B—d 12.2
ot % ( )

a .
ya que el calado cambia con el tiempo a una tasa de 6—3; Los dos términos deducidos, (12.1) y (12.2), deben

ser por tanto iguales en magnitud, pero de signo contrario, es decir, simplificando

aQ dy
—+B—=0 12.3
0x + ot ’ ( )

que representa la ecuacion de continuidad para flujo no permanente en ldmina libre. Esta ecuaciéon que

puede reescribirse como

o0 + 04 0 (12.4)
ox ot '
donde A es el drea o seccién mojada, teniendo en cuenta que un elemento diferencial de la misma
(elemento infinitesimal de drea mojada) puede escribirse como el ancho en superficie libre por un
diferencial de calado. Ademas, a partir de la primera expresion de la ecuacién de continuidad (12.3),
considerando que @ = VA4, con v velocidad media del flujo liquido, podemos escribir

d(v4) dy

B— =0,
0x Jat

es decir

a2, 5
ox  Vox "ot

A ;
Con lo que teniendo en cuenta que la profundidad hidraulica se define como yy = 7> asi como la

consideracidn anterior en cuanto a la expresion de un elemento diferencial de drea mojada, sellega a

WL LYY 125
oy " Vox "or (12.5)

Expresion que representa la ecuaciéon de continuidad en términos de velocidad y calados. (sila seccion es

rectangular, la profundidad hidraulica coincide con el calado del flujo, es decir: yy; = y )

Para canales rectangulares (y para cauces muy anchos), la primera expresion de la ecuacién de

continuidad (12.3) puede reescribirse como



dq OJy
—4+==0 12.6
0x + ot ’ ( )

enla que q es el caudal especifico o caudal por unidad de ancho (Q = Bq). Esta ecuacién fue presentada

por primera vez por Saint-Venant en 1848 [6].

12.2. ECUACION DINAMICA PARA EL FLUJO EN LAMINA LIBRE
UNIDIMENSIONAL NO PERMANENTE

Se considera inicamente el movimiento del flujo en la direccién principal (longitudinal) de la conduccién

(canal, cauce, colector, etc.; en adelante, canal). Se desprecian, por tanto, las componentes transversal y

vertical del movimiento, por otra parte, poco importantes en este tipo de conducciones, siempre que su

curso no plantee curvaturas importantes (planta y alzado).

Como es sabido, el flujo no permanente (transitorio) se caracteriza por el hecho de que sus variables
hidraulicas dependen del tiempo (calado; seccién mojada; velocidad; etc.). Asi pues, en el flujo en ldmina
libre unidimensional no permanente, estas variables van a depender de x (variable espacial siguiendo la
direccién del canal) y de t (variable temporal). Por tanto, se considera adicionalmente la variacién de la
velocidad del flujo en funcién del tiempo, mediante la aceleracién, que producird una fuerza y, en
consecuencia, una pérdida de energia adicional (invertida precisamente en acelerar el flujo). La pérdida
de energia total del flujo se puede tratar exactamente igual que en el caso de un flujo permanente sin mas
que considerar adicionalmente esta pérdida debida a la aceleracion (Chow, 1959); véase a estos efectos la

representacion simplificada incluida en la figura 12.2.

dx
le N
) S h:;:: ***************************** { ********
SRS Sco N h
s T~~~ _Lheayq - -2
vt I Lineggmy ~ 7= = <ecian
i eenel‘g’ -~ o - hf
1a - .
29 . A
\ 4
) Wit
2
v v
Cd)
29 29
y
: Solera def . . . =%
- . era de] ;
A anal de .
bendijent,
Iodxl | ente T, | y+dy
Ol a<6tcosa=1 | T X
z a < 6%cosa =1

v L Plano horizontal de referencia |

Figura 12.2. Esquematizacién de los términos de la ecuacién de energia en el flujo en ldmina libre unidimensional

no permanente.

La fuerza (F,) debida a la aceleracién (%) actuando sobre el peso unitario del agua (w), es iguala F, =

d
ga—:, donde g es la aceleraciéon de la gravedad. Se ha supuesto que la pendiente longitudinal del canal es

pequefia (/y < 0.1) -familia de canales de pequeia pendiente- y que la aceleracion es en la direccion de

X; su componente vertical es por tanto despreciable. Asi, el trabajo realizado por dicha fuerza a través de
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0
la distancia infinitesimal dx entre las dos secciones de canal consideradas, es ga—:dx. Este trabajo es
igual a la pérdida de energia por la aceleracion del flujo. Dividiendo por w se tiene dicha pérdida de

energfa en términos de altura de energia (hy).

Por tanto, en términos de altura, la pérdida total de energia entre las secciones extremas de aguas arriba
y aguas abajo (distanciadas dx), considerando que no hay cambio de seccién en el canal, serd la suma de
la pérdida debida a la friccion hy = Irdx (con It pendiente de friccion; cuyo significado fisico es el de la

pérdida de energia por unidad de longitud debida a la friccién) y de la pérdida debida a la aceleracion

10v . , . 9. ;g ; . s

h, = PED dx. La pendiente de la linea que indica la pérdida de energia debida a la aceleracion es pues
10v . ./ ; :

I, = PYTS De manera que, a partir de la ecuacion de la energia, como en el caso de flujo permanente, se

puede escribir:

v? v? v?
—= d dy+-—+d|-—|+hsr+h
z+y+2g z+dz+y+ y+2g+ <2g>+ s+ g,

es decir

i+l vdzyrdy+ () 4 pdx + 1204
zZry Zg_Z ZryTay 29 29 fex g ot X

y simplificando
v? 10v
d<z+y+5> = —Ifdx—gadx, (12.7)

donde el miembro de la izquierda de la ecuacién (12.7) representa la variacién de la energia total
(pérdida) en términos de altura de energia a lo largo de la longitud del canal, es decir, en funcién de la
variable espacial x. Téngase en cuenta, a estos efectos, que: Z = z(x); y = ¥(x,t); y v = v(x, t).
Mientras que, los dos términos de la derecha, representan, de izquierda a derecha a su vez, las pérdidas
de energia por friccién y por la aceleracién del flujo (dependiente del tiempo) respectivamente. De forma
que, esta ultima ecuacién establece que la pérdida total de energfa en el flujo unidimensional
gradualmente variado no permanente, depende de los efectos de la friccién y de la aceleracidn (supuesto
un ancho de seccién constante para el canal o con cambios graduales —hidrodindmicos-, donde la pérdida

por remolinos sea despreciable). Recuérdese que en el caso equivalente del flujo unidimensional

gradualmente variado permanente, depende exclusivamente de los efectos de la friccién.

De forma que, desde el punto de vista fisico, omitiendo por simplicidad los detalles matematicos, si

‘dividimos’ en la ecuacién (12.7) anterior por dx y ‘se pasa’ a derivadas parciales, se obtiene:

dz+6y+6 v? +1617_0
dx dx 0x\2g A

i . [ daz . Lo T
que podemos reescribir, teniendo en cuenta ademas que — i Iy (pendiente geométrica longitudinal

del canal) como:

dy wvdv 1dv

et — =1 =1 12.8
6x+g6x+g6t o (12.8)



que es considerada como la ecuacion general dindmica para el flujo unidimensional gradualmente variado
no permanente. En ella, la pendiente de friccion (I¢) se puede evaluar mediante la formula de Manning,
la de Chézy o cualquier otra para flujo uniforme, asumiendo que, lo que le sucede a nivel local (seccién
transversal) en términos de pérdida de energia por friccién al flujo gradualmente variado es equivalente
a lo que le sucederia al uniforme del mismo calado y la misma velocidad. Asi, a partir de la férmula de
Manning:

IS ﬁ (12.9)

4, )
A2 RH/ 3

donde Ry es el radio hidraulico, definido como la seccién mojada A dividida por el perimetro mojado P

(figura 12.3), y n en este caso, el coeficiente de rugosidad de Manning.

Seccién genérica Seccion rectangular
| : | S
A /. ] i 1 I B=b
P A by
A y A he y A= by RH:F_b+2y

b b P=b+2y

Figura 12.3. Variables y pardmetros hidraulicos en seccion transversal.

Esta ecuacion dinamica es valida solamente cuando la distribucién de presiones es la hidrostatica, es
decir, cuando las componentes verticales de la aceleracién son despreciables. Escrita como sigue, permite
observar facilmente los términos adicionales que se van afiadiendo a la ecuacién a medida que se va

considerando un movimiento mas complejo

Movimiento uniforme
permanente i

Movimiento No uniforme permanente

Movimiento No uniforme No permanente

Sien el tramo de canal existiesen cambios de seccién (ancho), de tal manera que hubiese que considerar
las pérdidas locales (por remolinos) al no ser éstas despreciables, la ecuacién anterior quedaria escrita

como

dy wvov 1dv

——— =11 —1 12.10
ax gox got ° T b ( )

donde en el miembro de la derecha se ha incluido el término —I; que representa las pérdidas locales de

energia en el tramo de canal, expresadas por unidad de longitud de tramo. Estas pérdidas normalmente
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2
se evalian como un coeficiente constante k por la altura de velocidad del flujo (—Zg) dividida en este caso,

por la longitud del tramo considerado (o distancia entre las secciones de interés).

En aplicaciones practicas resulta conveniente utilizar el caudal y la seccién mojada en lugar de la
velocidad y el calado como variables dependientes. Asi, esta ecuaciéon dindmica (con las consideraciones
hidraulicas hechas en parrafos anteriores y los cambios de variables habituales) puede quedar expresada

en términos de caudal (Q = vA) como

0Q 9 [Q? dy
a*a(ﬂ + 942 = gally 1), (211)

que en ocasiones también puede verse escrita como

0Q d(Q*
T + a<7 + 911> = gA(lo — Iy — 1)- (12.12)

. 2Q - . o Q? -
En estas ecuaciones, ¢ &8 el término que representa la aceleracion local; P (7) es el término que
representa la aceleracién advectiva; gA % es el término que representa la fuerza debida a la presion (o su
equivalente gl; como la integral de presion hidrostatica en cada seccidon); mientras que, los términos de
gAly, gAlr y gAI representan, respectivamente, las fuerzas gravitatoria, de rozamiento y de reacciéon

por cambios en la seccién.

En funcién del problema real que se quiera resolver, a veces se utilizan modelos simplificados. Asi, y
supuesta seccién de anchura constante (o pérdidas despreciables al ser los cambios graduales), el modelo
de onda cinemdtica, considera de la ecuacion anterior exclusivamente los términos de fuerza gravitatoria
y de fuerza de rozamiento (movimiento uniforme permanente); se trata del modelo més sencillo. El
modelo de onda difusiva considera, ademas de los términos anteriores, el término de fuerza de presion.

Mientras que el conocido como modelo de onda dindmica, utiliza la ecuacién completa.

12.3. SISTEMA DE ECUACIONES DE SAINT-VENANT. CLASIFICACION Y
PLANTEAMIENTO NUMERICO

Las ecuaciones vistas de continuidad y general dindmica para flujo gradualmente variado no permanente
fueron deducidas y publicadas conjuntamente por primera vez en 1871 por A.J. C. Barré de Saint-Vénant
[7] para describir la propagacién de ondas en flujos en lamina libre [15]. En la actualidad son conocidas
en la literatura cientifica como sistema de ecuaciones de Saint-Venant. Estas pueden ser escritas, como se
ha visto, tanto en términos de velocidad y calado como en términos de caudal y 4rea mojada. Cabe afiadir
que el sistema de ecuaciones de Saint-Venant se puede expresar de muchas formas dependiendo de las
variables, geometria del canal y otros factores que puedan tenerse en cuenta. En el apartado 13 lo

expresaremos en la forma mds conveniente de cara al planteamiento de los esquemas numéricos.

La validez de estas ecuaciones ha sido verificada por muchas observaciones y experimentos de
laboratorio. No obstante, debido a su complejidad matematica, la solucidén exacta de las mismas
(mediante el Método de las Caracteristicas p.e.) solamente es posible para los casos mas sencillos. En los

casos mas complejos, se utilizan métodos numeéricos aproximados para la resolucién de este tipo de
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ecuaciones. Por ello, para aplicaciones practicas de interés real, se recurre a métodos numéricos

aproximados, como es el FVM que aqui nos ocupa.

12.3.1. Clasificacion

Estas ecuaciones forman un sistema hiperbdlico no lineal, (12.13), que se puede escribir en su forma

conservativa como

04 0Q o )
v + Pl 0 (ec.de continuidad) |
}, (12.13)
0Q 9 (Q? N
= + =\ + gl | =gAUo = Ir = I}) (ec.dlnamlca)}
que, a su vez, se puede escribir de forma compacta como
du OJF(U)
4~ _s(U 12.14
5 ), ( )

donde el vector de variables conservadas U, el vector de flujos de dichas variables F y el de términos fuente

S, son

Q
U=<g); F= sz+gl1; SZ(QA(IO—OIf—Il))'

Las variables conservadas son A(x,t), que representa la seccién mojada y Q(x,t) que representa el

caudal o volumen fluido por unidad de tiempo.

Como sabemos, un sistema de ecuaciones es hiperbdlico cuando su matriz jacobiana, de dimensién
N X 1, tiene n valores propios reales, 4;, i = 1,...,1, y un conjunto de n vectores propios linealmente
independientes, e;, i = 1, ...,7n, que forman una base del espacio n-dimensional. En nuestro caso, la

matriz jacobiana es de 2 x 2, y resulta ser

I_ﬁ_ —Q—+ — 29 _(62—172 217)'

22798 “12
donde

o | oa

=194~ |98

que es la velocidad de propagacion o celeridad de las ondas superficiales generadas por perturbaciones
enlaldmina libre. Este valor coincide con la velocidad a la que se mueve el conocido como régimen critico
en teorfa del flujo en ldmina libre. Este hecho resulta fundamental pues, el régimen critico divide el
espacio fisico de caracterizacion del flujo en lamina libre en, régimen subcritico o lento, si su velocidad v
es menor que C; y, régimen supercritico o rapido, si su velocidad v es mayor que ¢. En el primer caso,
régimen lento, al moverse el flujo a velocidades inferiores a las de la onda de perturbacidn, se dice que

hay comunicacién hidraulica de aguas abajo hacia aguas arriba ya que las ondas pueden remontar el flujo,



mientras que, en el caso de régimen rédpido, al moverse a mayor velocidad que las ondas de perturbacién,
éstas no pueden remontar el flujo, y su transmisién es solo hacia aguas abajo. Esto, que es una cuestiéon
fisica de comportamiento del flujo en uno y otro tipo de régimen, va a tener un reflejo numérico a la hora
de plantear, posteriormente, la resoluciéon de las ecuaciones a través del Método de Godunov, lo que

explica, su amplio uso en este campo.

De tal forma que, calculando los valores propios A:

] —AIl =0,
-1 1 _
c2—v? 2v-21 =0
de donde
22v -2 - (c*-v¥) =0,
operando

A2 —=2vi+ (W% —-c?) =0,

ecuacion de segundo grado en A que resuelta permite obtener los valores propios: 44 = v — ¢, y 4, =

v + c; siendo los vectores propios:

conlo que

Ez(vic 1741-0)'

Noétese que, una vez calculada J, el sistema (12.14) puede escribirse de manera compacta en su forma no

conservativa como

ov + ou S(U) 12.15

ot T ax T (12.15)
Si mantenemos las ecuaciones de Saint-Venant en funcién de las variables velocidad v y calado y (para
una seccion mojada dada A como una funcién conocida de y), llegamos, obviamente, a la misma

conclusion. Asi, para el caso de seccion rectangular (o cauce muy ancho), el sistema (12.13) puede quedar

expresado
d ad(v
o4 + vy) =0 (ec.de continuidad) \|
at 0x
}, (12.16)
6v+6 172+ 1 e |
5t Tax\ 2 T9Y )= glo —Ir — 1) (ec. Lnamlca)}

que es la forma en la que habitualmente se utiliza en el campo de la Hidraulica Fluvial, donde ahora, el

vector de variables conservadas U, el vector de flujos de dichas variables F y el de términos fuente S, son



_ (V). _ (2 . _ 0 )
U_(v)’ F= %+gy ’ S_(g(lo—lf_ll)'

de forma que

oF vy
lzﬁ:(g v)_
Y, por tanto
_v—4 y | _
y-an =" 7] =0

y resolviendo el determinante

w—-D*—gy=0 - v2-2vA+A%2—-gy=0.

Es decir
22 = 2vA+ (v? — gy) =0,

lo que, comoy = 5 considerando nuevamente la definicién de ¢, conduce a la misma ecuacién de

segundo grado en A y por tanto, a los mismos valores propios: A4y = v ——c, y A, = v +c.

12.3.2. Planteamiento numérico. Esquemas tipo upwind
Como sabemos, existen diferentes métodos de discretizacién de las EDPs, de entre los que nosotros

hemos seleccionado el de volumenes finitos, por las consideraciones vistas con anterioridad. A su vez,
existen también diferentes maneras de resolver numéricamente las ecuaciones discretizadas, como
también hemos ido exponiendo durante el presente trabajo. Las diferencias fundamentales en este caso
estan centradas en el célculo de los flujos numeéricos a través de las celdas en las que se divide la regién de
interés. De manera que, en funcién de la forma en que se escriban estos flujos, se pueden ‘construir’

diferentes esquemas numéricos.

Las celdas computacionales se consideran volumenes de control en un esquema de volimenes finitos,
segun el cual, las variables conservadas se integran calculando valores medios. Se tiene de esta forma, en
el caso 1D, una red regular de celdas (intervalos) como se muestra en la figura 12.4 adjunta, para un

dominio total o regién de interés de longitud L en este caso.

AX
x=0 x=1
t 1
n+1 * * ° . . . L
At | Xi-1/2 l I Xi+1/2 J
n - ° ® 13 - L -o—
Xy Xi-1 Xi Xis1 XN X

Figura 12.4. Malla 1D. Red regular de celdas.
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El punto x; es el representativo de la celda i (intervalo), que tiene una anchura Ax, y abarca desde la

frontera o borde x;_1, hasta la x; 1, . El paso temporal es At, de manera que, cada nuevo instante
i-1/, i+1/,

t"+1 = t™ + At, se calcula resolviendo series o secuencias de problemas de Riemann, suponiendo que

en cada celda las variables (incognita) son ‘constantes definidas a trozos’.

Los problemas de Riemann consisten en suponer k + 1 estados constantes (valores de la variable)
separados por k ondas que parten del origen, donde cada una de ellas estd asociada a un valor propio de
la matriz jacobiana del sistema de ecuaciones hiperbélico (jacobiano del flujo). Asi, la estructura de la
solucién del problema de Riemann consiste en k ondas que emanan del origen, una por cada valor propio
A;.Cadaondai conlleva una discontinuidad de salto en u propagindose a una velocidad A;. Para sistemas
no lineales, las ondas o discontinuidades que se pueden presentar son las denominadas ondas de choque
(shock waves), las ondas (o discontinuidades) de contacto (contact discontinuities), o, las ondas de
transicion suave como las rarefacciones (rarefaction waves). El tipo de onda presente en la solucion del
problema de Riemann en cada caso, depende fundamentalmente de las condiciones de contorno de dicho
caso. Naturalmente, la solucién ala izquierda de la onda A, es simplemente el dato inicial u; y ala derecha
delaonda Apesu,. Elasunto estd en encontrar la solucién enla ‘cufia’ entre las ondas A1 y 4. En nuestro
caso, como el sistema SWE es de k=2, se tienen dos ondas, asociadas a A1y 4,, que definen tres estados

(figura 12.5).

A2

>
=
o
i N
\\,‘
“~

Uiy

[ i+1 x
Figura 12.5. Problema de Riemann para el sistema SWE, k=2.

Los Resolvedores de Riemann son, como sabemos, métodos numéricos para resolver los mencionados
problemas de Riemann. Uno de los mas conocidos y utilizados en Dindmica de Fluidos Computacional

(por las razones antes sefialadas) es el esquema desarrollado por Godunov en 1959.

En los casos mas sencillos, el método de discretizacién elegido es un esquema upwind de primer orden
explicito de tipo Godunov. El término upwind alude, como sabemos, a la derivada espacial. Este método
envia la informacién en un sentido u otro, segtin el signo del valor propio (lo que lo conecta fisicamente
con los diferentes tipos de régimen de flujo mencionados anteriormente, a saber, régimen supercritico y
subcritico, resolviendo perfectamente los cambios de uno a otro, que suponen ondas de choque —shocks-

y rarefacciones).

En cuanto a la integracién temporal, los métodos explicitos se caracterizan, como es bien conocido, por
apoyarse o utilizar siempre la informacién conocida en un paso de tiempo anterior. Son mas sencillos
que los implicitos, pero estdn sometidos a una condicién de estabilidad (en nuestro caso, la condicién
CFL).
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Nos apoyamos ahora en un sencillo ejemplo para mostrar lo fundamental del método numérico que

estamos describiendo. Sea pues la siguiente ley de conservacién (escalar):

Ju J0f(uw)
at ox

0, (12.17)

donde u(x, t) es la variable conservada en este caso, y f (1) su flujo. La ecuacién integral (de balance)

correspondiente serfa

tn+1

in+1/2 [ux, t™1) — ulx, t™)]dx + J [f(u (xi+1/2’ t)) —fu (xi—l/z’ t))] dt =0.
Xi-1/, -

Se puede definir el valor medio de u(x, t) en la celda i, en el instante t™ como

1 Xit1/,
ul = Ax ulx, t™)dx. (12.18)
*i-1/,

Y los flujos medios en cada borde o frontera, denominados flujos numéricos, como (notacién compacta)

tn+1

fiy, = ijtn flu (xiil/z, t))dt. (12.19)

De manera que la ecuacién integral queda ahora escrita como (férmula recursiva)

At . *
Wt = = (fha, ~ ) (12.20)

El esquema serd de tipo explicito si f* =~ f(u™), de forma que la variable en t™*! depende

exclusivamente de informacion en el tiempo anterior t™.

Godunov (1959) propone: f* = f(u*), donde u* es la variable intermedia. En el caso escalar lineal, con

f(u) = Au, con A = cte., es decir con

ou ou _

—4+1—=0
6t+ 0x ’

tendria la forma f* = Au* (figura 12.6).

Asi mismo, Godunov define esta variable intermedia como

1 1
ut = > (Uisr +u) — ESig(/l)(uiﬂ - ).



Uit1

& A >

i i+1/2 i+l «x

Figura 12.6. Caso escalar lineal. Variable intermedia U™ de Godunov.

De manera que, como se puede deducir,

. . yields . . yields
siA>0, sig(d) =1 — u* = u;, mientras que, si A < 0, sig(d)) = -1 — u* = u;44

A partir de la definicion de u”, los flujos numéricos de Godunov quedan definidos como

1
5 1Al i —w),

. 1
fi At =—Auppq + ) — 5

1 = 2
. , 1 1
fiay, =" = El(ui +uiq) — > |21 (u; — ui—p).

De manera que, sustituyendo directamente estos flujos en la ecuacién recursiva anterior, ésta queda

expresada como una formulacion en flujos numéricos, con la siguiente expresion final

At
Uttt =uf - Ax A7 —ui—q) + A7 (uggq —up],
donde
L _A£la)
2 )
(de forma que, si A es positivo, entonces AT = Ay A~ = 0; mientras que, si A es negativo, el que se anula
es AT).

De esta forma, la informacién de la celda i, en el caso p.e. de A > 0, se actualiza de la siguiente manera:
el flujo fl*—l /, recoge la informacién procedente de la celda inmediatamente anterior, i-1, y la “vuelca’ en
la celda i; al mismo tiempo, fl:_ 1 /2 extrae la informacion de la celda i, para actualizar la i+1 (se va, como
vemos, hacia la derecha, en términos de flujo hidraulico, hacia aguas abajo''). Vemos pues, como estas
definiciones dotan de ‘estructura matematica’ al método upwind, pues de esta forma, se determina en
qué sentido viaja la informacién segtin el signo de A. Lo que fisicamente, en el caso del FLL, tiene que ver

con el sentido desde el que se controla el flujo; todo es consistente, modelo matematico y realidad fisica.

" Que es coherente fisicamente con lo que ocurre en el caso de los FLL, pues, si A > 0, el régimen es supercritico,

se gobierna desde aguas arriba, por tanto, la informacién fluye en el sentido hacia aguas abajo.



13. ESQUEMAS NUMERICOS DE ALTO ORDEN BIEN
EQUILIBRADOS. METODO PROPUESTO

13.1. INTRODUCCION
Al abordar la resolucién numeérica de los sistemas hiperboélicos de leyes de conservacién por métodos
clasicos, pueden aparecer problemas como oscilaciones de las variables en torno a discontinuidades,
generacion de choques sin sentido fisico e inestabilidades en el calculo numérico debido ala no linealidad
de las ecuaciones [10]. Para evitar este tipo de problemas suele a veces aplicarse ‘viscosidad artificial’
como se ha comentado con anterioridad. En este caso el método requiere ademas el ajuste de nuevos

pardmetros en un proceso que puede resultar farragoso y no sencillo.

Por ello, se han planteado también los denominados esquemas de alta resolucién. De esta forma, se
obtiene una mejor aproximacién numeérica de la solucién. Se trata de esquemas que plantean una
discretizacién no lineal de los términos convectivos del sistema de ecuaciones. Estan basados en las
teorias matematicas denominadas de variacidn total decreciente (TVD por sus siglas en inglés), en este
caso aplicadas a sistemas no lineales, por lo que se necesita linealizar de alguna forma el sistema. La clave
estd en encontrar la adecuada linealizacion del sistema manteniendo su cardcter conservativo. En este
contexto, varios son los esquemas numeéricos propuestos para la resolucion del sistema de ecuaciones de
aguas someras a lo largo de la literatura técnica sobre este tema. De entre ellos, destacamos los esquemas
de alta resolucién propuestos por Brufau y Garcia-Navarro en [10]. En ese trabajo se presentan dos
esquemas de tipo upwind, de primer y segundo orden, asi como lo que las autoras denominan método
de extrapolaciéon de variables. El caso de este dltimo método es en realidad una extensiéon de orden
superior del método de Godunov (1961), cuyo orden depende de la discretizacion elegida, a través del
denominado como pardmetro k en el método. En este esquema, se calcula el flujo numérico tipo upwind
con la peculiaridad de que las variables a la izquierda y derecha de cada interfase se redefinen usando la
adecuada extrapolacidn, de ahi el nombre que le otorgan al método. Las funciones que representan el
valor de las variables en cada celda pueden ser constantes a trozos (esquema de primer orden) o lineales
a trozos (esquema de segundo orden). En el método se usan también limitadores de pendiente para estas
funciones lineales a trozos. Con los vectores de los valores de las variables extrapoladas en la pared se

calculan los flujos numéricos de alta resolucion. Para un mayor detalle, consultar [10].

En este trabajo nos centramos, en primera instancia, en dos esquemas numéricos concretos, bien
equilibrados de alto orden. Se trata de un esquema de tipo centrado y de un esquema de tipo upwind con
reconstruccion espacial WENO. Asi, en este punto, se describen en primer lugar los esquemas numéricos
desarrollados en [14], para los modelos numéricos que incluyen la pendiente del canal y el término de
pérdidas de energia por friccién, adaptando la estrategia descrita por Gascon y Corberan [20] en la
integracién temporal, con un esquema de tipo Runge-Kutta en el caso del esquema centrado y siguiendo

el esquema Runge-Kutta TVD que se describe en Shu & Osher [32] para el caso del esquema upwind.

Posteriormente, y de forma justificada, se selecciona el método propuesto para la extension del modelo
al caso de canales con geometria irregular y pérdidas locales de energia, como un paso mas en ese
acercamiento a la realidad de los conductos reales para el trasiego de caudales en lamina libre. Este

método sera descrito con mayor grado de detalle.
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Asi pues, trataremos en primer lugar la simulacién numérica de las ecuaciones de Saint-Vénant o de
aguas someras en 1D (espacial) con el término fuente relativo a la pendiente del canal y a las pérdidas
continuas de energia debidas a la friccidon. Se considera que la solera (canal) o lecho (cauce) permanece
fijo a lo largo del tiempo, es decir, la tinica interaccién entre el flujo liquido y los contornos se debe a la
friccién (no hay erosidn ni sedimentacién). Con todo ello, el sistema de ecuaciones de aguas someras,

con la notacién y en la forma en que se va a tratar en los esquemas numéricos, viene dado por:

2

q 1
+|—+=gh?
(@)¢ <F 29 >x

\

|
4 , (13.1)
—gh(Zp)x — gnz% |%| R, J

donde h(x, t) es ahora el calado; q(x, t) es el caudal especifico o caudal por unidad de ancho de canal,
definido como q(x,t) = v(x,t)h(x,t), g es la aceleracién de la gravedad, Z;, (x) es la funcién que
define la forma del fondo del canal, nn es el coeficiente de rugosidad de Manning, y Ry es el radio
hidraulico de la seccién mojada, definido a su vez como el cociente entre la seccién mojada y el perimetro
mojado. En el caso de secciones muy anchas, puede adoptarse Ry = h. Asumimos esa situacién, ya que

es la habitual en cauces reales (naturales).

Podemos reescribir el sistema (13.1) de forma matricial tomando ademds como variable la cota de la

lamina libre (x, t) = h(x,t) + Z, (x) en lugar del calado h(x, t). Se obtiene asi el siguiente sistema:

q 0

oMol . _ oz i
at[q]+ax[nfzb+§g(n—zb)2] [_g(n_zb)a_xb_ nzn_qu |n_qu|m_Zb) /3| (13.2)

dondeu = [N q]7 es el vector de variables incégnita; con lo que (13.2) puede quedar expresado

2
E)ugaz, t) N af(ua(;c, t)) _ 2 sc(rut))  ©  utfi=s=s,+s, (13.3)

k=1

siendo f(u(x,t)) el flujo y s el término fuente, con dos componentes en este caso, s, relativo a la

pendiente del canal y s, el término de pérdidas de energia debidas a la fricciéon.

A continuacidn, se presenta la aplicacion del esquema numérico tipo upwind propuesto por Hidalgo et
al. en [24] al sistema de ecuaciones de aguas someras (13.1), junto con un esquema de reconstruccién
espacial tipo WENO.

Por otra parte, el esquema numérico centrado no oscilatorio propuesto en [14] considera el algoritmo
propuesto por Caleffien [11]. Para ello, se modificé el esquema propuesto por Capillay Balaguer en [13].

Las modificaciones consistieron principalmente en el tratamiento del término fuente para prevenir



errores numéricos y en la definicién de los flujos Runge-Kutta. En este trabajo, ademas, se modifica esta
ultima definicién para adaptarla, en primera instancia, al nuevo término fuente que incluye las pérdidas

de energia debidas a la friccion.

13.2. ESQUEMA NUMERICO DE TIPO UPWIND CON RECONSTRUCCION
ESPACIAL WENO

13.2.1. Esquema de tipo upwind en volimenes finitos
Los métodos que explotan explicitamente la informacién sobre la propagacién de ondas que emana de la

solucion del Problema de Riemann, son los que, como ya se ha comentado, se denominan generalmente
métodos de tipo upwind. Uno de los métodos mas sencillos de este tipo es el Método de Rusanov, que
solo plantea una estimacién del limite superior de la maxima velocidad de propagacién en el Problema
de Riemann local. En este sentido, segtin [36], se podria definir este esquema como un ‘resolvedor de una
onda’. Siguiendo la misma referencia, un resolvedor de dos ondas seria el esquema HLL [22], que requiere
estimaciones de los limites superior e inferior de las velocidades que se desprenden del Problema de
Riemann local. En este sentido, hablariamos de un resolvedor de Riemann completo como aquel cuyo

modelo de onda contenga ‘todos los campos de caracteristicas’ presentes en la solucion exacta.

En este apartado presentamos, a partir de [14], un esquema tipo upwind en volimenes finitos para la
resoluciéon numérica del sistema de ecuaciones de Saint-Vénant dado en (13.1) segun su expresioén en
(13.3). Este esquema se combina con un esquema tipo Runge-Kutta en la integracién temporal. Para su
aplicacién se divide el dominio espacial de calculo en N subintervalos, celdas o volumenes de control
(volumenes finitos). Seguidamente, se integran las ecuaciones sobre cada celda dividiendo por su

longitud. Asi, dado un volumen de control V; = [xi—1 /7 X1 /2] de dimensién (en este caso longitud)
Ax; = x;.1 J, T Xis1y, e integra la ecuacién en dicho volumen y se divide por su longitud para
obtener la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
du;(t) 1
dt B Axi

(fi+1/2 - fi—l/z) +5:(t), (13.4)

donde

() = J T odr, (135)

*i-1/,

1
Axi

representa el promedio espacial del vector solucién'? u(x, t) en el volumen de control V/; en el instante t.

Mientras,

fur, = f(u(xy,0), (36

2 En adelante, en esta seccidn y siguientes, por comodidad, dejamos de utilizar negrita para indicar variable

vectorial ya que, en este punto, queda claro y no ha lugar a la duda.

104



es el flujo interceldas, en la interfase derecha en el mismo instante t (andlogamente para la interfase

izquierda). Cabe sefialar en este punto que, se podrian definir aproximaciones de f ;1 /5 directamente,

sin requerir el valor de u (xi+1/2' t) [36], como veremos mds adelante.

Es posible, ademas, construir estos flujos numeéricos interceldas, de forma bastante aproximada, sin
resolver explicitamente el Problema de Riemann, siempre que se conserve lo que realmente define el

problema de Riemann, esto es, las ecuaciones diferenciales y la condicién inicial .

Finalmente,

1 Xit1/,
5;,(t) =— J s(u(x, t))dx, (13.7)
Axi xi_l/
2
denota el promedio espacial del término fuente S(u(x, t)) en el volumen de control de cdlculo V; en el

instante t.

Como se ha comentado, la discretizacién temporal de (13.4) se resuelve mediante el esquema Runge-

Kutta TVD propuesto por Shu & Osher en [32].

13.2.2. Reconstruccion WENO
La resolucién de (13.4) requiere el calculo de los flujos numéricos interceldas, para lo que, segtin (13.6)
se necesita el valor de la solucién en la frontera o interfase delas celdas (o volimenes de control), obtenido

a partir de los promedios en cada celda segtin (13.5).

Como estamos resolviendo el caso unidimensional (una tnica dimensién espacial), si se quiere obtener
un orden r de precisidn, se necesitan r soportes (conjuntos) candidatos, cada uno de los cuales estard

conformado por r celdas o volimenes consecutivos conteniendo a V;. Denotemos los r soportes como

{Vi—r+1' Vi—r+2' L Vi}' {Vi—r+2' Vi—r+3' L Vi+1}' L {Vi' Vi+1' L Vi+T—1}'

Observemos que, para cada volumen V;, los r soportes considerados, contienen entre todos, 2r-1 celdas:
Vieys1s -» Vizr—q. Para cada uno de ellos se pueden construir, como sabemos, polinomios p;(x), | =
0,...,7 — 1, de grado r-1. Cada uno de estos polinomios debe ser conservativo, es decir, el promedio
integral de cada polinomio debe ser igual al promedio integral de la solucién dentro de cada celda del

soporte

1
— | p@dx=u ), O0<lLk<r-1, (13.8)
Axk Vi

donde V}, es cada uno de los volumenes de control del soporte utilizado para construir los polinomios p;.

13 Los métodos de ese tipo, que construyen asi los flujos, incluyen los llamados métodos centrados o simétricos.
Los métodos centrados clasicos incluyen el Método de Lax-Wendroff, el Método de Lax-Friedrichs y el Método
Centrado de Godunov [36], distinto al de Godunov tipo upwind.



k,0 . . .
Denotemos ahora por ul,(+1/) , 1<k <r los r valores que toman los r polinomios en la interfase
2

xi+1/2' En el método WENO, como sabemos, se definen los valores reconstruidos u (xi+1/2' t) como

una combinacién convexa de los valores que toman los polinomios ponderados con pesos positivos, es

decir

r—1
_ )
u (xi+1/2, t) = 2 ouly), (139
k=0

donde, wy, son los llamados pesos no lineales, calculados mediante

_Y —dj 0<j< 1 (13.10)
Wi = =—— con a; = <j<r-1, .
! L%ak g (£+,8-)p

(de forma que se asignan unos pesos a los polinomios en funcién de su suavidad, determinando asi la
contribucién de cada uno de ellos a la aproximacioén final). Los coeficientes d; son (ver 9.2.3) los
denominados pesos 6ptimos en el método. En nuestro caso, tomamos p = 2y € = 1076, valor muy
pequeiio, que como se ha dicho, se considera para evitar la division por cero. Mientras que, f3; son los

denominados indicadores de suavidad, que se calculan a partir de

r—1 X1 m 2

E am—1 [ 2 d

,Bk = Ax J (dx_mpk(x)> dx 0<k<r-1. (1311)
m=1 Xi-1/,

Se pueden obtener mas detalles sobre la reconstruccién WENO en el epigrafe 9.2.3 y en [5, 25, 34].

13.2.3. Tratamiento del término fuente

La discretizacion del término fuente se lleva a cabo a partir de una cuadratura de Gauss 2. Asi, para el

Ax; B Ax;

volumen de control V;, los ‘puntos de integracién’ son x{ = x; — a3 VX =X + NG siendo x; el
Ax;
centro de la celda o volumen de control. Los pesos en la cuadratura se toman como w{* = a)iﬁ = TL

Aproximandose, por tanto, la integral del término fuente (13.7) como

1 Xis1/,

T Ax;
by,

5;(t) s(u(x, t))dx = %(s(u(x{", t)) +s (u (xl.ﬁ, ))) (13.12)

La aplicacién de la ecuacién anterior, requiere del conocimiento de los valores de u(xf,t) y de

u (xlﬁ , t), lo que podemos conseguir utilizando también los polinomios de reconstruccién WENO, p;.
Asi, mediante un procedimiento del todo similar al comentado anteriormente para los puntos de la
interfase entre volumenes de control, se puede obtener ahora el valor de la funcién incégnita en cada

punto de Gauss a partir de

r-1 r—1
u(xf,t) = 2 Qe (xf, t) = 2 Qe ulP, (13.13)
k=0 k=0



k, k, Sr e . . .
donde ul( “ y ul( B sonlos valores de la funcién incognita (reconstruidos por los polinomios) en cada

punto de integracion x{* y x{g , con {1, los pesos de la reconstruccion WENO.

Para este esquema, en [14], se implemento una reconstruccion WENO cuadratica, lo que implica que se

ha tomado un valor der = 3. Por tanto, los soportes considerados han sido

Vi, Vic1, Vi, Vie, Vi, Viea b Vi, Vizr, Vig2 -

13.2.4. Promediado de los flujos numéricos
Para obtener un tnico valor del flujo numérico en cada interfase entre celdas, se ha utilizado el flujo

conocido como GForcea [35, 36]. En esencia, el valor del flujo numérico en la interfase xi_1/2, por

ejemplo, viene dado por
_ nfLF _ LW
fi_1/2 = gfi—1/2 +(1 ‘9)fi-1/2' (13.14)

En la ecuacién (13.14) anterior, con el superindice LF se denota el flujo de Lax —Friedrichs, mientras que

1 .
con el superindice LW, se denota el de Lax-Wendroff. Habitualmente, se considera 8 = TicrL siendo

CFL el numero de Courant- Friedrichs-Levy, empleado para controlar la estabilidad del esquema

numeérico.

El flujo LF se obtiene a partir de

Ax

+ Saht (Wi—1 — uy), (13.15)

LF _ 1 + -
iy, =3 (R, £,

en la que fl.+ 1Y fi_1 /, son los valores de los flujos numéricos por la derecha y por la izquierda del
/2 /2

extremo de celda o interfase x; _1 /s Por su parte, el flujo LW, se estima en dos etapas (método de dos

pasos). En primer lugar, se calcula la solucién en la interfase para un instante intermedio, en nuestro caso,

t, + %At, que viene dada por

1 A
W, =@y )+ o (f@) - f@). (1316)

Y a continuacién, en una segunda etapa, se obtiene el flujo como'*:

A () B CERY)

A partir de los valores obtenidos en (13.15) y (13.17), mediante (13.14), se obtiene el flujo numérico. En

este caso, para la aplicaciéon del método, se ha considerado un valor de a=3.

14 E] Método Centrado de Godunov es anélogo al de Lax-Wendroff expuesto, pero con el célculo de la solucién en

la interfase no en un instante intermedio sino a tiempo t,,.



13.3. ESQUEMA NUMERICO DE TIPO CENTRADO

13.3.1. Esquema tipo centrado en volimenes finitos
A partir de [14, 2, 3], se presenta en este apartado, un esquema de tipo centrado para el que no se necesita

conocer la estructura del sistema de ecuaciones en derivadas parciales a resolver. En este caso, no
podemos aplicar directamente el esquema de discretizacién temporal de tipo Runge-Kutta aplicado en el
caso del esquema anterior, pues en los esquemas centrados, las celdas en las que se reconstruye la solucién
no coinciden con las celdas de integracién del esquema de volumenes finitos. Por ello, en este caso, se
utiliza un nuevo esquema tipo Runge-Kutta con la ayuda de una extensién natural continua [8]. El
esquema ha sido disefiado para que resulte bien equilibrado. Se describe una nueva estrategia basada en
la definicién de un nuevo flujo de avance temporal, que considera el flujo fisico y la primitiva del término

fuente del modelo de aguas someras.

Para la reconstruccién espacial, se considera un polinomio centrado de grado 3 con una correccién de la
pendiente para impedir la aparicion de falsos extremos en la solucién numérica obtenida, el cual ha sido

descrito en [13].
Se realiza una discretizacion espacial del dominio nuevamente en N, nodos equidistantes, con un paso

A .
espacial Ax, de manera que x; = xj_; + Ax y X 1= % + 7x, conj =1,2,...,N,. El paso temporal
2

es constante e igual a At de manera que el intervalo temporal se encuentra discretizado uniformemente
en los valores t" = nAt, n = 0,1,2, ..., Ny. Como esquema de tipo centrado, éste integra el sistema

tn+1]

(13.2) en el volumen de control [x]-, xj+1] X [t" cuando n es par y en el volumen de control

[x]._l, x]._'_l] X [t", t"*1], cuando n es impar. Asi, cuando n es par, la ecuacién (13.3) se convierte en
2 2
1 tn+1 tn+1 tn+1
gl =g, —— J fi+1(Ddt — J fi(mdr +f 5 1(n)dr. (13.18)
Jjt3 Jt3 Ax en en en Jt3

Y, en el siguiente paso de tiempo

1 tn+2 tn+2 tn+2
—n+2 —n+1 _ ,
U . dt — . d+J (t)dr, 13.18
u] u] Ax Jtn+1 f]+%(7) 4 Jtnﬂ f]_%(‘[) t gn+1 S](T) t ( )
donde
1 Xj+1
U g =-— u(x, t")dx, (13.19)
j+3  Ax %

O =f (u(x,-, t)), (13.20)
2
1 [+
§j+%(t) =1 L,. klek(x,u(x,t))dx, (13.21)
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—=n+1,

con definiciones equivalentes para ;" °; f 4l (t); 5;(t). Veamos en la sucesion de epigrafes siguientes,
2

como se articula el procedimiento para llegar a obtener ﬁ]’,q:f a partir de ﬁ]’,:_l segun (13.18) (malla

2 2
desplazada -staggered grid-),. En el caso del siguiente paso de tiempo, con (13.18°) (malla no desplazada

-non-staggered grid-), se usara un procedimiento de integracion totalmente analogo.

13.3.2. Reconstruccion espacial puntual y promedio

En el instante t = t™, se supone conocida una aproximaciéon de orden 0((Ax)*) de los siguientes

promedios de la solucién
1 [+t
U =-— 2 ,tM)de. 13.22
=g | uede. as22)
]'__

En el epigrafe 13.3.6 se analiza la definicion de los polinomios centrados de grado 3, R;(x; ™), de la

forma

Ri(x ™) = C + CY (%) + (%)2 rey ;xx")s, (13.23)

para la reconstruccién puntual de la solucién, usando los valores promedio ', i € {j — 2,j — 1,j,j +

1,j + 2}. Asi que:
RiGoa™ = u(x, t™) + 0((A0)Y), vx e [x L 1] (13.24)
2

Estos valores puntuales se usaran en la aproximacion numérica de los flujos y del término fuente. En este
.1: . . . AN .
esquema se utilizan dichos polinomios para obtener tanto los valores puntuales U;” como los promedios

ﬁ;-:_ 1 delasoluciénent = t™. De tal forma que, los valores puntuales sobre la malla no desplazada (non-
2

staggered grid) serian

=l =1 ( —2ul +u,). (13.25)

Asimismo, usando también estos polinomios, podemos aproximar los valores medios en la malla

desplazada (staggered grid)

1
2

ok Xj+1
= J ?Ri(x; u™)dx +J Rip1(x; u™)dx|. (13.26)
Xj

g

Y usando (13.23), se obtiene:

T = —(18(dP O] — d O y) + T, O + (64 — Oy) + Ty (64 — O) + W04



Los coeficientes d}1 y 9}1 se definen (epigrafe 13.3.6) de tal manera que se preserve la estabilidad del

esquema y se eviten oscilaciones numéricas, como se ha comentado.

13.3.3. Tratamiento de los flujos numéricos
Las integrales definidas de los flujos respecto del tiempo en (13.18), se aproximan mediante una

cuadratura gaussiana con dos nodos de integracién. De forma que

tn+1

J.

donde By = %(1 - 1/\/§>Y,81 = %(1 + 1/\/§>

Para aproximar los valores necesarios de u(x]-, t" + ,BkAt), k € [0,1], se aplica un método Runge-

fi@dr = %(f (@) + £ (a7)). @329

Kutta de orden 4 acoplado, como se indica en el epigrafe siguiente, a la Extensiéon Natural Continua [8]

4
0Pk = u(x, e + BAt) ~ af + AtE b,(B kY,  (13.29)
i=1

donde k]-(i) son los flujos Ruge-Kutta que se definen en el siguiente epigrafe (calculados en el paso previo)

y las constantes b; (B)) vienen dadas por [8]

1 3 1 83 V3
bl(ﬂo)zg—m; bz(ﬂo)=b3(ﬂo)=g—m; b4(ﬂo)=—m;
(13.30)
18 ++3 9+ 43 1
(B = o a8 = bs(B) = T BB =~

13.3.4. Reconstruccion de los flujos Runge-Kutta
Como se ha comentado, la integracién temporal se desarrolla mediante un esquema tipo Runge-Kutta

acoplado con lallamada Extensién Natural Continua (NCE) [13]. Este procedimiento usa los flujos Ruge-
Kutta (13.29), kj(i), 1 < i < 4, que coinciden con la evaluacién numérica de (—f, + s; + 5;) en

(13.3), calculada a partir de los valores puntuales obtenidos ﬁ,((i), ke{j—2,j—1,j,j+1,j+2},

siendo

At At
oV =ar, aP =t +=kD, o =t + =k, a® =ar + Ak, (13.31)
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Para calcular estos flujos Ruge-Kutta, utilizamos la aproximaciéon descrita en [13], incorporando ahora el

término de friccién al término fuente. Se define asi la siguiente funcién vectorial K]-(xk;ﬁ(i)) =
. . @
—[fg) - fE.L)] + (fxx.k(sl +5;) dx) , es decir
J

K]'(xk; ﬁ("))

| 0~ |
N P ® - ®
= ¢ 1\ q LSRN
—+-g(f-2 - —+-g(f-2
Kﬁ—Zb S9(—2,) )k (ﬁ—Zb S9(—2,) )i J
0 )

+lg z z % q | g N I SEEED

9 (@ _ 2OV _ (a® _ 20V _ . 2 f —72yY SRS

Z V=7 n (nM—12,) 73dx
2 ((nk b,k) (n] b,j ) 9 ( xj n— Zb n— Zb 1 b ) J

que es considerada de esta forma porque satisface la siguiente relacién con los flujos Ruge-Kutta

9K;

— =k’ =(—frtsi+s5). (13.33)

x:x]-

Esta definicién, ademas, garantiza que el esquema esté bien equilibrado.

Considerando los valores puntuales de @) definidos en (13.31), calculamos Ki(x;a9), k €
{/ —2,j—1,j,j+1,j + 2}. Entonces consideramos los polinomios de interpolacién P; (x; Kj(i))

definidos en el epigrafe 13.3.6 segtin [13]. La evaluacién de los flujos Runge-Kutta k]-(i), se realiza a partir

de la siguiente aproximacién de orden 4

@)
dP; ( x; K. 1 . ;
M (‘)dP].(‘), i=12,..,4 (13.34)

@) —
k" = =—0,
J dx Ax

Los valores del pardmetro Gj(i) y el valor de la pendiente dP]-(i) se definen, como ha sido dicho, con el

objetivo de evitar la aparicion de falsos extremos y oscilaciones en la solucién numérica.

13.3.5. Integracion del término fuente

Las integrales temporales del término fuente, se aproximan de nuevo mediante una cuadratura gaussiana

con dos nodos de integracién (ya definidos)

tn+1

At
s a(@dr=—(5" o4 P), (1335)
]+2 2 ]+E ]+E

tn

donde a su vez



j+1 ntf nap
Sl T J 51 (o, t7+86) ) + 55 (¢ k))) k=01.  (13.36)

Usamos el procedimiento descrito en [11] para calcular §T-1ﬁ ¥ El primer paso para calcular la integral
i+t

2

del primer término $; (u(x, t"+ﬁk)) en la ecuacidn (13.36) anterior, consiste en una manipulacién

i _[2 . . .,
analitica de la componente si ] utilizando la integracién por partes [14, 11, 13], esto es
J

1
+=
2

1 X+ 0Z
=2 _ _ b
S 1 ij g —Zy) ax dx

1,j+5 X;

p
g 52 52 ~ = A 1 [%j+
=% [Zb,j+1 —Zpj— 2Mjs1Zpj+1 t+ 2;Zp ;] + EL, Y(x)dx, (13.37)

donde se ha introducido la funcién Y(x) = gZ, Z—z. Como se aprecia, ahora la componente
§£2J 1depende de la derivada espacial de la variable superficie libre o lamina libre 1) enlugar dela derivada
Jr2

espacial de la cota del fondo (solera o lecho), Zj,. Desde el punto de vista numérico, esto es mejor pues en

general (cauces naturales), la superficie libre (X, t) suele ser més regular que el lecho Zj, (x)15.
Para evaluar la integral de () en (13.37), se siguen los siguientes pasos:

a. A partir de los valores puntuales ], se construyen los polinomios de interpolacién P;(x;7),

descritos en 13.3.6, que se utilizardn para aproximar los valores puntuales de la funcién ¥ (x).
Asi

df; . dPi(x; 1) . 6,dP

by =92v;—7>= 92— = 92, ’Ax’, (13.38)

donde Zj, ; son los valores puntuales reconstruidos de Zp,.

b. Se calculan también los polinomios P; (x ; lﬁ), a partir de los valores puntuales 1 i y finalmente,

se evalta la integral

Xj+1 x LAx Xjt

PY(x)dx =J "7 p(x; w)dx+J Piy1(x;)dx. (13.39)

Xi Xi
J J ,+ﬁ

La integral del segundo término s, (u(x, tn+ﬁk)) en la ecuacion (13.36)

15 En modelos de lecho mévil, es decir, con erosién, la variable (funcién), cota del lecho es en realidad Z,, (x, t).



q
n—2p

1 Xj+1 _
s = ——J gn® 1 (n —Z,) /3dx, (13.40)

2,j+5 Ax % n—=2y

se evalda siguiendo un procedimiento analogo al descrito para evaluar la integral de 1 (x).

13.3.6. Reconstruccion polinomial no oscilatoria

En este epigrafe, detallamos el procedimiento seguido en [13] para la definicién de los polinomios de

tercer grado utilizados en este apartado, en epigrafes anteriores, en el caso de la reconstruccién espacial

puntual y promedio R; (x; ™) y, tanto en la reconstruccion de los flujos Runge-Kutta P; (x; Kj(l)) como
en la integracion del término fuente P;(x; 7). Con el primero de los polinomios, se reconstruyen valores
puntuales a partir de valores medios; mientras que, con el segundo, la reconstrucciéon de los valores

puntuales es a partir también de valores puntuales.

13.3.6.1.  Reconstruccion de valores puntuales desde valores medios
Como en [13, 9], inicialmente se considera el polinomio de tercer grado que interpola valores medios con

las siguientes condiciones

qj(x;a™) = a5 qi(xj- @) =y qj(xje0;0") = Whys
(13.41)

dq; . _
Axd—x](xj;u") = df.

La pendiente d}1 sera definida mas delante de manera que se preserve el comportamiento no oscilatorio
de la reconstruccion. El objetivo en este punto es conseguir una reconstruccién de valores puntuales a
partir de valores promedio, de orden cuatro, es decir, una reconstruccién puntual de 0 ((Ax)*). Ademas,
para preservar la estabilidad del esquema numérico, se considera, como se ha comentado, el parametro
9}1 definido en [13, 32]. De esta forma, el polinomio R; (x; u™) queda definido como sigue

jGea™

1 a )
R @) = o7 <q,-(x; ) - 5 (40’ da> +(1-gM)ar.  (13.42)

De este modo, el polinomio resultante adopta la forma

T SN _ an =N =N n
R;(x; @) = ul' + 07 <_uj'1 i Bl SO (u,-_1 ~ Y+ 104, ) (D)
I 7 J

24 8 Ax

+ 17,]1-1_1 - 217,;1 + 17.}11 (x - Xj)z
2 Ax

T+, — 2d™ x — x 3
j—1 j+1 ] ]
. 13.43




El pardmetro 9}1 estd definido para eliminar extremos espurios. Asi, si se considera
2 Lgn
d*q;(x;u™)

L ~ 1
q;0ca™) = q;06 ") — o7 (M) ———5—,

y definimos

M" = max {q}f(x; um), X € |[x, 1,x, 1]},

AL
mj' = min{q}f(x; u"), x€[x _1,x 1]}'
J=3 Jt3
Y
1

M", = max{— '+ up ; (x 1'1_1”)}
jt5 2 ) G BTy
m' 1= mm{1 @' +uj; qj (x L an)}

j*5 227 T UES Ry

El limitador 9}1 viene dado por

n o _=n n __ an
Mj+l Uj mj_l U
2

min M T = e sty <ut <y
J ] J ]
n —_ — —
o = M — u}; m7'1+1 _ u}? . (13.44)
. =3 Jt3 . _ _
min — 1 S UL, >u' > Uiy

m_ om0 on o
My - mp -y

1 en otro caso

Balaguer y Conde en [4] prueban que R;(x; &™) presenta un comportamiento no oscilatorio, siempre
teniendo la misma forma y el mismo tipo de monotonia que la secuencia %", 4", 4, ;, con la definicion
para la pendiente d}-1 que se expone a continuacién. Para ello, se considera la siguiente notacién

n _ o; Trn ITrn_ sn =N Tpn _ =sn _ =N i7ron — =N _ =N
St =sign(UC), UCt=ul, —ul,, UR'=u},—u}, UC2!=u}, —u",

dsh = 2gcr — L gcar d1”—U—C"n dzn—l(UC”—LLUR") 13.45
i =3Vl = ULy, asly === as2f =2(Ug i) (13.45)
4UR" - 30C! 50C" —4UR}! 4UR'+UC!

ds3f =————>, ds4l =———, ds5P=—7T"—".

2 6

Se distinguen ahora, los siguientes casos en la definicién de d}-1

Caso A. Se tiene que @', < T < U, o Wy = U 2 U,. En este caso dj' adoptard los
siguientes valores
(A1) Si S]?1 = 0 entonces d}-1 =0.

(A2) Si S]?1 #0y (ZS]nUC]-n > S]nUCZ}-l) entonces d}-1 = dS]n.



(A3)Si S/ # 0y (2S]'UC* < SPUC2]') entonces

=n =n
U1+l

(A3.1)Siuf =

, entonces

max{dsl’-q, ds]“} si Sf >0
n_ _
J min{dsl’?, ds]“} si Sf <0

+
(A3.2) SiT! # M

entonces

(A3.2.1) Si |UR]n —%UC]n| = %'UCZ? — ZUC]-n entonces

max{dsZ", dsB" ds"} si S" >0
;T min{dsZ", dsB" ds; } si Sf <0

(A3.2.2) Si |UR]n —%UCJH| < %'UCZ? - ZUC]-n| entonces

UR? 1

uct — —
(ZL —sre1|20Rr - OcP| si |-L -2 <c2
n { 2 uct 2
dj = ocr ] URn
| - si [2 -1 > c2
2 UC

conC1l = % y C2 = 15—\/E.

Caso B. Se verifica que 4} ; < u' > u}',,. Entonces, la definicion de d]’-1 es la siguiente

(B1) Si UCZ}-1 = ZUC]-n entonces d}-1 = ds]n.
(B2) Si UCZ}-1 < ZUC]-n entonces d}-1 = min{dszn, ds4-n dS }
(B3) Si UCZ}-1 > ZUC]-n entonces d}-1 = max{ds?)n, dSSn dS }

Caso C. Se verifica que %" ; > &' < %, ;. Entonces, la definicién de d}-1 es la siguiente

(C1)Si 176'2}-1 = ZUC]-n entonces d}-1 = ds]n.
(C2)Si UCZ}-1 < ZUC]-n entonces d}-1 min{ds?)n, dSSn dS }
(C3)Si UCZ}-1 > ZUC]-n entonces d}-1 = max{dsZn, ds4-n dS }

13.3.6.2. Reconstruccion de valores puntuales desde valores puntuales
Para el calculo ahora de los polinomios Pj(x; y(i)), se parte de los valores puntuales fl,gl), k €
{i—2,j—1,j,j+1,j + 2}. De este modo, se construye el polinomio tercer grado que verifica estas

condiciones

Py ®) =97 Blyoy®) =925 Plageny®) =955
(13.46)

dap; . ;
Axd—x] (xj; y(l)) = dP](l)



La pendiente dP]-n sera definida de manera que se preserve el comportamiento no oscilatorio de la

reconstruccion. Bajo estas condiciones, el polinomio Pj(x]- i (i)) adopta la siguiente definicién

Ax 2 Ax

NORAING (M)
=y +y. — 2dP. X — Xi\3
+ ( S (=) ) (13.47)

ool o= (3% =290 430N 2
P](x]’y(l)) = 5‘1]'(1) + 6](1) (dp](l) (x x]) + (y]—l y] y]+1> (x x])

2 Ax

De nuevo, el limitador 9]@ viene definido segiin las reglas establecidas en (13.44), cambiando en las
definiciones valores medios por valores puntuales, para impedir la aparicidon de falsos extremos en la

solucién numérica.

La definicién de la pendiente dP]-n coincide con la descrita en el epigrafe anterior para d}l, cambiando

valores medios por valores puntuales, y definiendo, en coherencia, ademads

@ _ 5O _ 5O @ _ 5@ _ 50 _ E _ 6
YC =94, -95, YR =94 -9, Cl= o 62—12+\/§,

(13.48)

. 1 . . L1 . .
@ _ @O _ = @ _ )] o _ = @ _ »
dslj =0, dst =3 (YC] 8 YR]. ), dsSj =3 (8 YR]. 7 YC]. )

Para mas detalles en relacidn a esta reconstruccion polinomial no oscilatoria, consultese [4].

13.4. PASO TEMPORAL. CONDICION DE ESTABILIDAD

La estabilidad de los esquemas numéricos presentados, depende de la seleccidon del paso de tiempo o paso
temporal utilizado. Este, se ha considerado constante hasta ahora. Pues bien, en aras ademds a optimizar
el tiempo de célculo total sin comprometer la estabilidad del esquema, se propone ahora un paso de
tiempo variable (o adaptativo), satisfaciendo la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy o condicién CFL

de forma que

Ax
At™ = CFL (13.49)

max; < ’gﬁ]’? + |f7]”|>

donde fl]n es el valor puntual estimado del calado o altura de agua y 9}1 el dela velocidad del flujo liquido,

en el instante t™, en X = x; cuando n es par,yen x = X; 1 cuando 71 es impar . Asi, consideramos que
2

el intervalo temporal se encuentra discretizado en los valores t0 = 0,t™ = t"~1 + At", n > 1.
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El valor del numero de Courant o CFL se elegira adecuadamente a cada problema en estudio. En nuestro
caso, el valor CFL < 0.35 garantiza la estabilidad de los esquemas numéricos para los problemas

estudiados, al igual que en [12].

13.5. CASOS TEST CON SOLUCION EXACTA

En este apartado se presentan varios resultados numeéricos, a partir de [14, 2], para varios ejemplos o
casos test en los que se conoce su solucion exacta. Se pretende verificar de esta manera el comportamiento
no oscilatorio y la precisién de los esquemas numéricos descritos, a fin de proponer finalmente uno de
ellos como el mas adecuado al caso de estudio objeto de este trabajo, en el que como se ha mencionado y
se detalla mas adelante, se considera un canal de ancho variable en el que ademds de las pérdidas de
energia continuas debidas a la friccién, se consideran las pérdidas de energia locales que tienen lugar
precisamente por el cambio de anchura de una seccién de flujo a otra. En [14] pueden consultarse ademds

otros casos test con comportamiento analogo para los dos esquemas numéricos estudiados.

13.5.1. Rotura de presa en canal horizontal con calado inicial no nulo

Se considera el problema de rotura de presa con embalse lleno y propagacién repentina por el cauce de
aguas abajo de la onda de avenida generada. Este cauce, como veremos, se considera con una lamina de
agua inicial, es decir, el cauce no esta seco. Matematicamente, y con la nomenclatura utilizada en este
trabajo, se tiene un fondo (lecho) fijo a cota cero Z(x) = 0, para 0 < x < 50 m, con las siguientes

condiciones iniciales para las variables de lamina libre y caudal especifico

n(x,O):{ 1 si0<x<10m q(x,0)={2'55i05x510m

01 si x>10m’ 0 si x>10m (350

En la figura 13.1 siguiente se muestra la solucién numérica obtenida con ambos esquemas, el esquema
upwind-WENO vy el esquema de tipo centrado, para el tiempo final t = 7 s, en cuanto a cota de lamina
libre y caudal de la onda de avenida en cada seccidén, como corresponde a un régimen no permanente. En
dicha figura puede verse comparativamente ambas soluciones numéricas, entre si, y en relacién a la
solucidén analitica obtenida a partir de [35], tedrica, sin amortiguamiento de la onda debido a la friccion.
Las simulaciones se han realizado con un paso espacial Ax = 0.5, lo que conduce a N, = 100 nodos.
Por su parte, para cumplir la condicidn de estabilidad, se ha tomado el valor CFL = 0.35. Como se puede
observar en la figura, el esquema upwind-WENO es claramente mas difusivo que el esquema de tipo
centrado, lo que se aprecia especialmente en el caso de la ldmina libre. No obstante, de las pruebas
realizadas, se desprende que el primero, permite utilizar un paso de tiempo mas grande (se ha probado
con CFL=0.9). Por otra parte, en el esquema de tipo centrado aparecen ligeras oscilaciones. Estas
desaparecen al tomar pasos de tiempo menores si bien con ello aumenta ligeramente la difusién
numeérica.

En cualquier caso, hay que resaltar que se trata de un test absolutamente teérico en el que la onda de
avenida avanza sin amortiguamiento alguno debido a la friccién y que, precisamente por ello, el
fendmeno es si cabe mas violento, con velocidades mayores de las que se alcanzarian en el caso real

equivalente.
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Figura 13.1. Test1: Rotura de presa en canal horizontal con calado inicial no nulo. Soluciones numéricas

(aproximadas) y analitica (tedrica) en t=7 s. Fte.: [14].

13.5.2. Rotura de presa en canal horizontal con frente de avance de la onda
seco/mojado

En este segundo test, tratamos fisicamente el mismo problema, es decir la rotura de presa con embalse
lleno y propagaciéon de la onda de avenida, pero en este caso, el cauce de aguas abajo esta seco, es decir,
con una condicién inicial de calado nulo. Matematicamente, se tiene Z, (x) = 0, sobre el dominio 0 <

x < 50 m, con las siguientes condiciones iniciales

n(x’o)z{lsiOstmm q(xlo)z{Z.SSiOSxﬁlom

0 si x>10m’ 0 si x>10m’ (13.51)

es decir, embalse lleno y cauce seco aguas abajo, lo que dard lugar a lo que se conoce como frente de onda

seco/mojado, y la misma condicién en caudales que en el test1 anterior.

En la figura 13.2 se compara nuevamente la solucién obtenida con ambos esquemas numéricos para el
instante final £ = 4 s, en cuanto a cota de lamina libre y caudal de la onda de avenida en cada seccién,
con la solucién analitica extraida de [9]. Las condiciones de las simulaciones numéricas han sido las

andlogas al caso anterior, es decir, Ax = 0.5, como paso espacial, lo que conduce a N, = 100 nodos y

CFL = 0.35.

De nuevo, podemos observar que el esquema upwind-WENO es claramente mas difusivo que el esquema
de tipo centrado con el mismo CFL. En el esquema de tipo centrado han desaparecido las ligeras
oscilaciones (del tamafio del orden del esquema) observadas en el testl. Esto puede ser debido a que la
velocidad de avance de la onda de avenida es mayor en este caso. Ademds, su ajuste a la solucién analitica
es realmente bueno. Por otra parte, el comportamiento del esquema de tipo centrado en lo que respecta
al frente de onda seco/mojado es mejor pues no requiere ningtin tratamiento especial en las celdas en las
que la columna de agua cambia de valores positivos a nulos. No obstante, para un mayor detalle en el

analisis de tanto de este test como del anterior, véase [14].
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Figura 13.2. Test2: Rotura de presa en canal horizontal con frente seco/mojado. Soluciones numéricas

(aproximadas) y analitica (tedrica) en t=4 s. Fte.: [14].

13.5.3. Discusion

Se han comparado los resultados obtenidos con dos esquemas numéricos de alto orden bien equilibrados
en la resolucién de un modelo de ecuaciones de aguas someras como corresponde al caso de rotura de
presa; en dos situaciones, con el cauce de aguas abajo con cierto nivel de agua y con el cauce seco. Se trata
de casos test bastante exigentes numéricamente hablando por la discontinuidad que supone el frente de
onda (fisicamente hablando), sobre todo, en el caso de cauce seco aguas abajo, donde la discontinuidad
es mds fuerte y las celdas pasan de valores nulos de calado a valores positivos importantes. Se han
comparado entre si los resultados obtenidos y con las soluciones exactas conocidas extraidas de las
referencias citadas. El comportamiento final en ambos esquemas podriamos decir es basicamente no
oscilatorio, con una menor difusién y por tanto un mejor ajuste a la solucién exacta, en el caso del

esquema de tipo centrado.

Segun [14] ademds, en el esquema upwind-WENO es mas facil la implementacién de las condiciones de
contorno y su adaptacién a mallas de tridngulos en el paso a dos dimensiones, lo que puede resultar
interesante en ese caso; mientras que el esquema de tipo centrado presentado no necesita conocer la

estructura del sistema de EDPs que se resuelve.

13.6. MODELO MATEMATICO. METODO PROPUESTO

Adicionalmente, el esquema de tipo centrado presentado ha sido aplicado a otros casos tipo test con
solucién exacta [14, 2]. Asi, como puede consultarse en [2] se ha evaluado, por ejemplo, en el caso del
flujo en régimen estacionario en un canal de ancho constante con control hidraulico a base de una
sobreelevacion de la cota de solera (umbral). En este caso, como corresponde a la existencia de un control
desde el punto de vista hidraulico, se produce un cambio de régimen de subcritico aguas arriba del
umbral, pasando por el critico sobre el mismo, a un régimen supercritico aguas abajo. Inmediatamente
después, se produce un nuevo cambio de régimen desde este supercritico al subcritico impuesto desde
aguas abajo por la condicién de contorno establecida. Esto provoca la aparicién de lo que se conoce como

resalto hidraulico (onda de choque estacionaria que se produce en el paso de régimen rapido a lento).
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Este caso es un test clasico en este campo y ha sido considerado en otras muchas referencias, como es el
caso de [18] y [37]. La solucidn obtenida se ajusta perfectamente a la solucién analitica, sin presentar
oscilaciones numéricas, representando bien los cambios de régimen y el resalto hidraulico, tanto en su

localizacién en el canal como en la evaluacién de los calados conjugados involucrados.

Asi pues, por todo ello, el método finalmente seleccionado en este trabajo, por los motivos expuestos, es
el que responde al ESQUEMA NUMERICO DE TIPO CENTRADO DE ALTO ORDEN BIEN EQUILIBRADO. Al objeto
de poder abordar el caso de estudio en este trabajo, es decir, canal de ancho variable y consideracién de
pérdidas locales de energia, se introducen en el modelo las oportunas modificaciones. Asi, en el sistema
de ecuaciones de aguas someras se introducirdn, progresivamente, los términos adicionales
correspondientes a la variacién de anchura (B(x)) y a la consideracién de las pérdidas locales de energia

por este motivo.

De esta forma, si consideramos el efecto de la variacién de la anchura B(x) en la seccién transversal
A(x), teniendo en cuenta que ésta ultima se puede expresar como A(x) = B(x)h(x,t), para seccién

rectangular, el sistema (13. 1) se transforma segin [37] en

(B \
he + (@ = —q% |
qz 1 ) _ . qz (B), L4 (4] Y I}' (13.52)
(@ +({-+39 x——g (Zb)x_FB(x)_gn E|E|RH )

donde B(x) normalmente se comportard como una funcién continua definida a trozos. En los casos en
que la funcién B (x) sea derivable salvo en un numero finito de puntos, su derivada se aproximara como

el promedio de las derivadas por la derecha y por la izquierda.

A suvez ahora, y dado que, en el caso de canales para flujo en lamina libre, normalmente ya no se cumple
la condicién de seccién muy ancha (B>>h) —como ocurria en el caso de cauces naturales-, debemos

considerar para el radio hidraulico la expresién

Ry = B(x)h(x,t)

"~ B(X) + 2h(x,t)’ (13:53)

que es la adecuada para una seccién rectangular genérica. Asi se ha considerado en el sumando
correspondiente a la pérdida de energia por friccién en el término fuente de la segunda ecuacién en

(13.52).

Anélogamente, si consideramos 17(x, t) como variable para la cota de la ldmina libre en lugar del calado

h(x,t), podemos reescribir (13.52) como



@B

1[2]+%[ ot lg -2, " q? (B)Z
n-Zp 2 -9 —Zp)(Zp)x —

N—Zp B(x)

%

4
2 3
—aJn
g n-Zp In-z,l H

(13.54)

Como antes, en notacién vectorial, siendo de nuevo u = [N q]7 el vector de variables incégnita,

(13.54) puede quedar expresado

3
E)ugaz, 2N af(ua(;c, ) _ 2 sc(ou( ) © U +fi=s=s;+5,+5;, (13.55)

k=1

donde ahora los términos fuente sy, (x, u(x, t)) quedan como

(B)x
0 —q5 0
(x) -4
s = 0Zp|; S, = , ; S3 = = 1; 13.56
1 [_g(n _Zb) axb 2 _ qz B'(x) 3 _gnz qZ | qZ |RH3 ( )
n-2p B(x) 1720 T=2h

siendo §; y S3 equivalentes a los §; y S, de antes (modelo bésico) y el nuevo S, (en (13.55)) el que

incluye el término debido a la variacién del ancho del canal.

De tal forma que, se completa el esquema numérico descrito en el apartado 13.3, usando el mismo
procedimiento visto en 13.3.5 para discretizar ahora el nuevo término S, que considera el ancho del

canal.

Ahora bien, si los cambios de anchura en el canal no se producen de forma hidrodinamica'®, deben
considerarse las conocidas como pérdidas locales de energfa. Estas se producen fisicamente por la
aparicion de contracciones y expansiones de la vena fluida e incluso de remolinos turbulentos asociados
a esos cambios geométricos en la seccion hidraulica. Estas pérdidas seran tanto mds importantes cuanto
mds antihidrodindmica sea la transicién o cambio de anchura. Se distingue asi, entre las consideradas
hidrodinamicas, las graduales y las bruscas. En el caso de estas ultimas es donde las pérdidas son
obviamente mayores. La manera de considerar estas pérdidas en el modelo matematico es introduciendo,
como se indicé en el epigrafe 12.2, un nuevo sumando en el término fuente de la segunda ecuacién del

sistema (13.52). Concretamente, en nuestro caso, se van a modelizar a partir del término [16]

!¢ Se considera que un cambio de anchura (ensanchamiento o estrechamiento) es hidrodindmico, si la relacién
longitud/cambio de ancho es de 4/1 o superior. En tal caso, pueden despreciarse las pérdidas hidraulicas de energia

por ese motivo.



(v (x, 1))

—h(x,t) Ep

A(Zx) , (13.57)

con el significado habitual para h(x, t) y v(x,t) como calado de la ldmina libre y velocidad del flujo
respectivamente, y donde A(x) es una funcién que solo toma valores no nulos cuando se produce un
cambio de seccidn, es decir, en una contraccion (estrechamiento) o en una expansion (ensanchamiento).

De tal forma que (13.52) queda ahora escrito como sigue

(B)x A
\ ¥ (13.58)
@1 op2) - _@®x_ 244 g7 s _ 2200 |
(e + (h + Zgh )x = —gh(Zp)x neto I |h|RH hz ax

Las pérdidas locales por contraccién o expansion solamente se considerardn si éstas, las contracciones o
expansiones, existen. Para el caso de transiciones graduales (4:3 o incluso 1:2, p.e.), que sera el caso del
canal utilizado en el laboratorio (ver Apartado 14), los valores a considerar en la funcién A(x) para la
transicion de anchura implementada en dicho canal (primero contraccién y luego, a continuacién aguas

abajo, expansion), seran los siguientes, quedando definida la funcién como

0.1 0.76 <x<0.775
A(x) =40.3 0.825 < x < 0.84. (13.59)
0 en otro caso

(Nota: los tramos de definicidén de la funcién en (13.59) estan referidos al canal de ensayos utilizado en el
epigrafe 14.2; en cualquier caso, el primer tramo, correspondiente al valor 0.1 de la funcién, representa la
contraccidén; mientras que, el segundo tramo, correspondiente al valor 0.3, representa a la expansién. Si
la seccién no cambia de ancho, el valor que toma A es cero, y el término de pérdidas locales desaparece

de la segunda ecuacion del sistema).

Numéricamente, la derivada parcial del cuadrado de la velocidad del flujo que aparece en (13.57) se
aproxima de forma puntual en cada nodo de la malla uniforme de puntos x = x;, Vi=1,...,n,
separados Ax = X;,1 — X;, Vi, usando los valores de dicha velocidad en los mismos puntos en cada

instante de tiempo t, v;(t) = v(x;, t) = q(x;,t)/h(x;,t), de tal modo que

1

Ax

(v (x, 1))
dx

~
=~

Vi () + 1O\ (1) + v (D)
(et ) - ()

1
= o 7 (O = v (O + 20, (via (O — v (©)]. (13.60)



Para la resolucion de (13.58) usamos el esquema numérico de volimenes finitos de tipo centrado de alto
orden bien equilibrado propuesto, considerando ahora, de manera adicional, el término propuesto para
las pérdidas locales de energia. En todo caso, este término se puede discretizar del mismo modo que el

término correspondiente a las pérdidas de energia por friccion.

El uso de un esquema de tipo centrado facilita la incorporacién de nuevos términos al modelo
matematico, obteniendo la soluciéon numérica sin la necesidad de tener que diagonalizar la matriz

asociada al sistema de ecuaciones en derivadas parciales.

13.7. DEFINICION DEL PROBLEMA. CONDICIONES INICIALES Y DE CONTORNO

El conocimiento del tipo de EDPs es también fundamental para la formulacién correcta de la resolucién
del problema cuya solucién (aproximada) se pretende encontrar. Una EDP o sistema de EDPs debe ser
resuelto en un dominio estrictamente definido y para unas condiciones auxiliares concretas, también
estrictamente definidas, impuestas en los limites del dominio de la solucidon. En otras palabras, cada
soluciéon de una EDP o sistema de EDPs corresponde a unas condiciones impuestas a priori a esta
solucién desconocida, de forma que, una misma ecuacién o sistema de ecuaciones, puede tener
soluciones diferentes ante distintas condiciones, como es obvio. De tal manera que, la funcién soluciéon
del problema considerado, debe satisfacer simultdneamente tanto la ecuacién o sistema de ecuaciones
como las condiciones impuestas en los limites del dominio de la solucidn. Estas condiciones adicionales
o auxiliares, en nuestro caso, ecuaciones hiperbdlicas, son habitualmente llamadas condiciones limite y
se dividen, como sabemos, en dos tipos: condiciones iniciales (c.i.) y condiciones de contorno (c.c). Las
primeras, proporcionan informacién sobre la funcién o funciones solucién en el dominio de la solucién,
para el instante inicial ty. Estas condiciones estan presentes en problemas no permanentes en los que una
de las variables independientes es el tiempo. Por su parte, las c.c proporcionan la informacién sobre las
condiciones impuestas en los contornos fisicos del dominio de la solucién. En el caso de los problemas
de flujo en lamina libre, estos contornos fisicos coinciden con las secciones extremas de aguas arriba y
aguas abajo. Se trata de las secciones que delimitan el tramo de canal objeto de estudio. Si en un extremo
del dominio de la solucién, el valor de la funcién solucién desconocida es dado o esta fijado, entonces
hablamos de c.c de tipo Dirichlet; mientras que, silo que se conoce es el valor de la derivada de la funcién
en dicho extremo, entonces hablamos de c.c de tipo Neuman o c.c naturales. También se puede hablar de

condiciones de tipo mixto, pero éstas no tienen aplicacion en el caso que nos ocupa.

Matematicamente, la ecuacién o sistema de ecuaciones de gobierno del problema y sus condiciones limite

(c.c.y c.i), estan bien formuladas [19] si aseguran

=  La existencia de solucién;
® Launicidad de la solucién; y

= Ladependencia continua de la solucién respecto de las condiciones limite.

El problema de la prueba de la existencia de la solucidén es importante desde el punto de vista del
formalismo matematico. Desde el punto de vista fisico o de la resolucién de problemas de ingenieria, no
obstante, es razonable asumir que el modelo matematico basado en los principios de las leyes de

conservacion bien planteadas tiene solucién en la mayoria de los casos.
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La unicidad de la solucién estd relacionada con la formulacién de las condiciones limite para el tipo
considerado de EDP. Si las condiciones no son las suficientes, la solucién no sera tinica; mientras que
demasiadas condiciones pueden conducir a una solucién sin sentido fisico [19]. En definitiva, para definir
adecuadamente las condiciones limite, se necesita conocer el tipo de ecuaciones a resolver. De ahi que la
correcta clasificacién de las EDPs y el conocimiento de sus caracteristicas (curvas caracteristicas) resulte

fundamental para el correcto planteamiento del problema y su solucién.

Para algunos problemas, la manera de formular las condiciones, inicial y de contorno, es bien conocida.
Asi, para el caso de las ecuaciones hiperbdlicas, la siguiente regla es de aplicaciéon: “en cada limite del
dominio de solucién considerado, es necesario imponer tantas condiciones adicionales como
caracteristicas ‘entren’ en dicho dominio de solucién desde este contorno”. Para entender mejor la

manera de aplicar esta regla, a continuacion, presentamos dos ejemplos.

Asi, por ejemplo, en el caso de la ecuacién de adveccién pura (13.61)

—+ u—x =0 parau = cte. (13.61)

Sus caracteristicas en el plano (x,t) vienen dadas por dx = udt, con lo que en este caso, son rectas
1
definidas por t = ty + " (x — xg), donde la pendiente es precisamente 1/u, dependiente del signo de

la velocidad del flujo u (figura 13.3)

a) T_A b) t‘\
V % X
v |
b
A, S .
............................... > S %
x=0 U>0 x=L x=0 U<0 x=L

Figura 13.3. Ecuacion de adveccion pura. Caracteristicas, parau > 0 (a) y para u < 0 (b). Fuente: [33].

Entonces, si se quiere resolver (13.61) en el dominio 0 < x < Lyt = 0 conu > 0, se deben imponer

las siguientes condiciones auxiliares:

= i

o f(x,0)=fi(x) para 0<x<IL,

o (extremo de aguas arriba) x=0: f(0,t) = f,(t) para t =0,

donde f;(x) y f(t) son valores dados conocidos.
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Siel vector velocidad fuera el opuesto, es decir, u < 0, figura 13.3.(b), entonces la condicién de contorno
debiera ser impuesta en el extremo contrario del canal, es decir, en la seccién extrema de aguas abajo, en
x=L.

Para el caso de estudio que nos ocupa, es decir, para el sistema de ecuaciones de Saint-Vénant, es conocido

que dicho sistema posee dos familias de caracteristicas reales que vienen dadas por

dx
—| =u+.gh
dtly
(13.62)
dx
= — h
dtl, u gt

con el significado habitual para las variables (funciones) en el que u es la velocidad del flujo y h el calado
del mismo (altura de agua). Donde ademads, como sabemos, \/ﬁ es la celeridad (c) o velocidad de
propagacion de las ondas superficiales en el flujo en ldmina libre generadas por cualquier perturbacién
(c = \/ﬁ). En este caso, la estructura de las caracteristicas en el dominio de la solucion (0 < x <
L y t = 0) puede variar de acuerdo a la relacion entre la velocidad del flujo u y la celeridad de las
ondas superficiales ¢. De manera que, si U < ,/gh, es decir, estamos en régimen subcritico o lento

(ntimero de Froude, F = u/ \/_h<1)’ las familias de caracteristicas estan inclinadas en direcciones
g

opuestas (en (13.62), una tangente es de pendiente positiva y la otra es de pendiente negativa). Su forma

puede verse en la figura 13.4 siguiente.

VK'"
+ \*|¥+

Figura 13.4. Sistema de ecuaciones de Saint-Vénant. Caracteristicas, para u < /gh (lineas continuas) y

parau > / gh (lineas a trazos). Fuente: [33].

Interpretando la regla anterior, si el régimen es subcritico (F<1), como a través de la linea de £=0 entran

dos caracteristicas en el dominio de la solucidn, entonces, son necesarias dos c.i:

ulx,0) =u;(x) A h(x0)=h;(x) para 0<x<L.

Mientras que, como una sola caracteristica entra en el dominio de la solucién en cada uno de los bordes

x =0 y x = L, entonces en cada uno de ellos hace falta solo una condicién adicional, es decir:



u(0,t) =uy(t) o h(0,t) =ho(t) para t=0,

u(L,t) =u,(t) o h(Lt)=h,(t) para t=0.

Si el régimen es supercritico (u > /gh, F>1), ambas familias de caracteristicas estan inclinadas en la
misma direccién (ver lineas de trazos en figura 13.4 anterior). Para este caso, las c.i se imponen de manera
idéntica al caso anterior; mientras que las c.c, se imponen como sigue. En el extremo de aguas arriba, x =

0, ambas funciones deben tener valores conocidos, es decir
»  (extremo de aguas arriba) x=0: u(0,t) = uy(t) y h(0,t) = ho(t) para t=0;

mientras que en el extremo de aguas abajo, x = L, no se requiere c.c alguna, pues ‘no entra’ ninguna

caracteristica en el dominio de la solucién.

Como se puede deducir, en el caso de las ecuaciones hiperbdlicas, el conocimiento de la estructura de las
caracteristicas resulta fundamental para imponer correctamente las condiciones limite al problema y asi

asegurar su correcta formulacién.

Lo que acaba de analizarse desde un punto de vista matematico, estd directamente relacionado con la
fisica del movimiento del flujo en ldmina libre y sus condiciones de control. En régimen subcritico, como
el flujo se mueve mas lentamente que las ondas, cualquier perturbacién aguas abajo que las genere, hace
que éstas remonten el flujo y que, por tanto, hidraulicamente, secciones de aguas arriba vean alterado su
funcionamiento por algo ocurrido aguas abajo. Por eso se dice que, hay conexién hidraulica entre aguas
arriba y aguas abajo y que lo que ocurre aguas abajo acaba imponiendo el comportamiento del flujo en
régimen subcritico. Se habla, por tanto, de que el régimen lento se controla desde aguas abajo. Por el
contrario, como el régimen répido se mueve a mayor velocidad que las ondas, éstas no pueden remontar
el flujo. En este caso no hay comunicacién hidraulica entre aguas arriba y aguas abajo, y por ello, se dice
que el régimen répido se controla desde aguas arriba. Esto implica fisicamente que, en régimen lento la
condicién que lo controla estd aguas abajo, y es coherente con que matematicamente la cc aimponer deba
imponerse en ese extremo; mientras que, en régimen rapido la condiciéon que lo controla estd aguas arriba
Yy, por tanto, en coherencia, su cc debe estar también en ese extremo. Vemos pues como, a través de la
estructura de las caracteristicas hay una perfecta coherencia entre la fisica del problema y su formulacién

matematica.

Por analogia, se pueden formular requerimientos similares desde el punto de vista del esquema numérico

de resolucién. Asi, numéricamente, el problema estd bien definido si

®  Lasolucién numérica existe;
= Lasolucién numérica es Unica; y
* Ladependencia continua de la solucién numeérica respecto de las condiciones limite (conocidas

o aproximadas).



Segun Fletcher (1991) la definicién correcta del problema numérico requiere no solo su correcta
formulaciéon (ecuaciones de gobierno -EDPs- y condiciones limite) sino también el correcto
comportamiento del esquema numérico (estabilidad). Solo en tal caso, una solucién aproximada del
problema numérico estara cerca de la solucidn exacta del problema matematicamente bien definido para
la EDP o sistema de EPDs.
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14. CASOS DE LABORATORIO. CONTRASTE NUMERICO-
EXPERIMENTAL

Seleccionado el esquema numérico, y mejorado el modelo (sistema de ecuaciones), en este apartado se
analiza su comportamiento comparando los resultados numéricos con los experimentales obtenidos a
partir de los correspondientes ensayos de laboratorio realizados en el Laboratorio de Hidraulica y Obras

Hidrdaulicas de la Universitat Politécnica de Valéncia.

El contraste numérico-experimental demuestra la importancia de modelar adecuadamente los distintos
fenémenos fisicos que intervienen en el proceso, asi como la correcta imposicion de las condiciones de

contorno del problema.

14.1. CANAL CON CONTROL HIDRAULICO POR CAMBIO DE ANCHURA
HIDRODINAMICO Y CAMBIO DE REGIMEN. CASO 0

En este primer caso, se considera la variacién de anchura del canal, pero no se introducen pérdidas locales
de energia en el modelo. Esto fisicamente tiene sentido ya que, al ser la transiciéon de achura
hidrodindmica, como se ha comentado, estas pérdidas de energia son muy pequeiias y, por tanto, se

pueden despreciar.

El objetivo de este caso es evaluar la capacidad del modelo numérico para representar los cambios de
régimen de flujo (hidrdulico) desde régimen subcritico o lento a régimen supercritico o rapido y
viceversa, incluyendo por tanto la presencia de resaltos hidrdulicos. Para ello, se ha disefiado el
experimento de laboratorio adecuado y se han tomado los datos necesarios para la caracterizacion de la

ldmina libre en el canal. Los ensayos se realizan en régimen permanente o estacionario.

El dispositivo experimental es un canal para flujo en ldmina libre, de seccién rectangular de 0.075 m de
anchura y 0.15 m de altura de cajeros, en pendiente horizontal (Z, (x) = 0 Vx), con 2.5 m delongitud.
Los cajeros y la solera son de metacrilato. A este material le corresponde un coeficiente de rugosidad de
Manning n = 0.008. En una zona intermedia de este canal de ensayos hidraulicos se ha creado un
estrechamiento gradual en planta de la seccidn (figura 14.1.a), pasando de los 0.075 m de ancho a 0.05 m
de anchura en la zona de garganta o maxima contraccién. Esta anchura de 0.05 m se mantiene a lo largo
de una longitud de 0.12 m. El dispositivo asi disefiado, para la situacién de ensayo que se detalla a
continuacioén (caudal y condiciones de contorno fundamentalmente), hace que el estrechamiento se
comporte como un control hidraulico, forzando el paso del régimen lento del flujo de aproximacién
desde aguas arriba a régimen rapido aguas abajo del estrechamiento, para posteriormente, y bajo la
influencia de la condicidén de contorno de aguas abajo, en este extremo del canal, pasar de dicho régimen

rapido al lento impuesto, con la aparicién del correspondiente resalto hidraulico.

Las condiciones iniciales para las variables de calado y caudal especifico son

h(x,0) =005m A q(x,0)=0m?/s vx €]0,2.5[. (14.1)

128



Numéricamente se consideran dos situaciones en relacién a la condicién de contorno de aguas arriba
(x = 0). Esto se hace para evaluar la influencia del conocimiento del calado aguas arriba en el caso del
régimen lento de aproximacién. De esta forma, las condiciones de contorno comunes a los dos

experimentos numeéricos son
h(2.5,t) =0.05m A Q(0,t) =1.638-107% m3/s vt, (14.2)

donde, como puede apreciarse, la condicién de caudal se ha dado en caudal total, ya que el especifico q

como caudal por unidad de ancho, cambia a lo largo del dispositivo experimental.

Los dos experimentos numéricos quedan pues definidos por la diferencia en la condicién de contorno de
aguas arriba. Asi, en el primer caso (denominado Exp1) el calado aguas arriba, condicién de contorno en
x = 0, es el calado experimental, es decir, h(0, t) = 0.072 m; mientras que en el segundo caso (Exp2),
se impone un calado nulo, esto es, h(0,t) = 0 m, forzando de esta manera ‘mucho la fisica del
problema’. Las simulaciones numeéricas se han realizado con una malla de N,, = 400 nodos y un valor
de CFL = 0.35. Enlafigura 14.1,b y ¢, se presentan los resultados obtenidos en cuanto a la ldmina libre,
en el instante t = 60 s para los dos experimentos numéricos, Expl y Exp2, asi como la ldmina libre
experimental medida en laboratorio mediante limnimetro de aguja con una precisién de 0.0001 m

(décima de mm).

a b
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£ oo0st| :
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. " 5 003} .
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. 0.01 | N .
0 I .
0 0.5 1 15 2
x (m)
c Narrowed cross section Hydraulic jump

Experimental profile i Expl profile @~ -———-—- Exp2 profile
Figura 14.1. Caso 0: Canal con estrechamiento y control hidrdulico. Soluciones numéricas (Expl y Exp2) y

experimental (laboratorio) en t=60 s. (a) Disefio experimental. Geometria en planta. (b) Perfiles de ldmina libre. (c)

Montaje de los perfiles de lamina libre numéricos sobre imagen de laboratorio. Fte.: [3].
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Como puede observarse, ambos casos (Exp1 y Exp2) muestran comportamientos muy similares, con un
buen ajuste general al perfil de lamina libre experimental, estando la principal diferencia entre ambos
fundamentalmente en la localizacién del pie del resalto. A partir de la seccién de maxima contraccién
(subtramo con seccién de 0.05 m de ancho) los dos perfiles numéricos son practicamente idénticos hasta
el pie del resalto hidraulico (en el perfil experimental). Asi, el cambio de régimen lento a régimen rapido
en el estrechamiento estd bien representado en ambos casos, obteniéndose valores de calados muy
proéximos a los experimentales. En el tramo de régimen lento de aguas arriba, el Exp1 se ajusta mas, por
su condicién de contorno. No obstante, el perfil en Exp 2 arroja en esa zona un calado maximo de 0.068
m, apenas un 5.6 % por debajo del medido. En cuanto a los calados de aguas arriba y aguas abajo en el
resalto hidraulico, calados conjugados, los resultados obtenidos en Exp2 coinciden con los
experimentales, mientras que, los obtenidos con Exp1 difieren en menos de un 5%. Asi mismo, Exp2
representa mejor el inicio del resalto, localizando perfectamente su pie. En el caso de Exp1, la localizacién
del resalto coincide practicamente con su final en el perfil experimental. Asi pues, Exp1 localiza el resalto
en lo que serfa su pie, mientras que Exp2 lo hace coincidir con su final real (experimental). Hay que
sefialar en este sentido, que con el modelo considerado (SWE 1D), que no tiene en consideracién el efecto
de la turbulencia, la longitud del resalto propiamente dicha no se calcula. En cualquier caso, y desde un
punto de vista practico, es preferible localizar su pie que no su final. En este sentido, seria mas deseable
el comportamiento de Exp2. No obstante, en problemas reales de obtencién de la limina libre general en
canales, normalmente se desprecia la longitud del resalto por ser ésta muy pequefia en relacién a la
longitud del canal. Esto no ocurre asi en otro tipo de aplicaciones (p.e., en cuencos de resalto a pie de

presa, donde precisamente la longitud de la obra es la del propio resalto).

Analizados pues estos resultados, podemos sefialar que este modelo (ecuaciones con friccién y ancho
variable) resuelto con el esquema numérico seleccionado, muestra un comportamiento adecuado a la

hora de representar el funcionamiento hidrdulico del flujo en el caso estudiado.

Cabe ademds sefialar, que, a nuestro juicio, seria posible implementar en el modelo numérico alguna
ecuacion del campo de la hidraulica cldsica de tal manera que, localizado el resalto, se calcule su longitud

traduciendo ésta en un numero adecuado de celdas de la malla, mejorando asi la solucién obtenida.

14.2. CANAL CON CAMBIO “GRADUAL” DE ANCHO Y PERDIDAS LOCALES DE
ENERGIA. CASOS 1 A 4

En este nuevo dispositivo experimental, canal de ensayos (distinto del anterior), se han disefiado dos tipos
de ensayos, siempre materializando en el canal el mismo tramo interior para conseguir el estrechamiento
del ancho del canal mediante la correspondiente contraccién aguas arriba y la expansién aguas abajo. Los
dos tipos de ensayos experimentales se han generado en base a cambios en las condiciones del flujo
(hidrdulico) es decir, con cambios bdsicamente en las condiciones de frontera matemadticamente
hablando.

Los ensayos del primer tipo representan lo que se conoce como una transicion hidrdulica con régimen

lento de aproximacidn; mientras que, los del segundo tipo, representan un control hidrdulico, también

con régimen lento de aproximacién. El comportamiento como control, hace que en este segundo tipo de
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ensayos se produzca un cambio de régimen, pasando de lento a rapido, previo paso por el critico en el
subtramo interior de seccién mas estrecha. Desde el punto de vista experimental, este segundo tipo de
ensayos estd conformado por un Unico ensayo, sin imponer en el extremo de aguas abajo del canal
ninguna condicién adicional, de manera que, una vez alcanzado el régimen rapido aguas abajo del
estrechamiento, este régimen contintia hasta la desembocadura, con un lanzamiento al final del canal.
Desde el punto de vista matematico, para este subtramo final en régimen rapido, no haria falta una
condicién de contorno aguas abajo, en el extremo final del canal, pues, fisicamente, este tramo viene
gobernado por el calado impuesto inmediatamente aguas abajo del estrechamiento-control, por el mismo
control (asi, cuando se resuelve la EDO correspondiente a este movimiento en régimen permanente, solo
es necesaria la cc de aguas arriba). Para probar el comportamiento del esquema numérico propuesto
frente a este tltimo aspecto, este inico caso experimental del segundo tipo de ensayos propuesto (control
hidraulico), se convertira en dos experimentos numéricos o casos, en definitiva, uno en el que no se

impondra la condicién de contorno en la frontera de aguas abajo y otro en el que si se hara.

El canal utilizado en estos ensayos es también un canal para flujo en ldmina libre del Laboratorio de
Hidrdulica y Obras Hidraulicas de la UPV. Se trata ahora de un canal horizontal de 2.5 m de longitud, en
seccidn rectangular de 0.1 m de anchura, con solera de PVC (fija y plana) y cajeros de metacrilato. El
funcionamiento es en circuito hidrdulico cerrado con una bomba hidraulica que impulsa el agua desde
un depdsito en la parte inferior, mediante una tuberia de impulsién hasta pasar a lamina libre en el
depdsito de cabecera que alimenta directamente el canal por su extremo de aguas arriba. Se dispone del
equipamiento y la instrumentacién necesaria para la medicién de las variables hidrdulicas de interés,
principalmente en nuestro caso, caudales de ensayo y calados o perfil de la lamina libre. Para la medicién
de caudales se dispone de contador y de caudalimetro de pulsos electromagnéticos, mientras que, para la
medicidn de la ldmina libre se utiliza un limnimetro digital calibrado, con una precisién de 10> mm. La

zona de ensayo en el interior del canal, ocupa una longitud total de 1.8 m.

Para materializar el estrechamiento, se ha colocado, por la cara interior de los cajeros, en la zona de
interés, unas placas de metacrilato de 0.02 m de espesor. La longitud de estas placas en la direccién del
canal es de 0.05 m. Se debe sefialar, que, si bien estas placas tienen sus aristas mojadas ligeramente
biseladas, en sentido estricto, el estrechamiento mas que gradual debiera considerarse brusco. Este hecho
tendra su principal reflejo en el perfil de la lamina libre experimental. El canal de ensayos descrito, asi

como el disefio geométrico experimental puede observarse en la figura 14.2.

Dadas las consideraciones realizadas en 13.6 respecto del modelo matemdtico y sus limitaciones en
cuanto ala funcién B (x) y su derivabilidad, hubiera sido deseable que el disefio geométrico experimental
generara el estrechamiento con ciertas transiciones lineales previa y posterior, es decir, no cambiando de
ancho de forma ‘repentina’. En cualquier caso, estos son los experimentos de los que se disponia. Por
ello, y para poder aproximar la derivada de la funcién B(x) como el promedio de las derivadas por la
derecha y por la izquierda, en el modelo numérico si se han considerado esas dos transiciones de cajero
alrededor (aguas arriba y aguas abajo) de las placas que fisicamente generan el estrechamiento. La
primera transicion empieza en x = 0.76 my termina en el inicio del estrechamiento, es decir, en x =
0.775 m, tiene por tanto, una longitud (de estrechamiento) de 0.015 m. La segunda, comienza donde

termina el estrechamiento (x = 0.825m ) y acaba en x = 0.84 m, con una longitud, ahora de



ensanchamiento, también de 0.015m. Este tipo de transicion la llamaremos, en el contexto de este
epigrafe, 4:3, pues dicha proporcién coincide con la relacién entre el espesor de la placa (0:02 m) y la
longitud de la transicién (0:015 m). Dado que, en el canal experimental, como se ha dicho, no existe dicha
transicion, efectuaremos la comparativa numérico-experimental considerando distintos tipos de
transiciones en el modelo matematico en el que, sin embargo, si se introducen en la formulacién de las
pérdidas locales de energia los coeficientes correspondientes a un estrechamiento y a un ensanchamiento
brusco, como el que realmente se ensaya en laboratorio. De esta forma, también usaremos la transicién

1:2, que tendrd una longitud a cada lado del estrechamiento igual a 0.04 m.
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(a) Imagen del canal. (b) Esquema del canal.
Figura 14.2. Canal experimental Casos 1 a 4. (a) Imagen del canal y detalle del estrechamiento. (b) Croquis acotado

de la geometria experimental; planta (superior) y alzado (inferior).

En la tabla 14.1 siguiente se recogen los distintos casos de ensayo. Dado que el canal y la geometria del
estrechamiento en él es la misma para los cuatro casos, lo que los distingue son las condiciones de caudal
y calados impuestos, es decir, las condiciones de contorno e iniciales. Insistimos en que desde el punto
de vista fisico solamente son tres los casos, pues el caso C3 y el C4 son el mismo desde el punto de vista
experimental. Desde el punto de vista numérico, difieren en que en C3 no se ha considerado condicién
de contorno alguna aguas abajo, por las razones comentadas, mientras que en C4 si se ha considerado
una condicién de contorno de calado (el medido experimentalmente) para probar la bondad del

comportamiento del modelo numérico.

cc de aguas arriba (x=0; t)|cc de aguas abajo (x=1.8; t) ci( x; t=0) Estrech.

Tipo  |Caso a (m’/s)] h(m) q (m’/s)| hm)|  a(m’/s)] hm)|  Vee(m)
Transicién C1 1.569E-02 0.08412 1.569E-02 0.08412( 0.0412
Cc2 2.435E-02 0.09522 2.435E-02 0.09522( 0.0552

Control C3 1.569E-02 0.06078 1.569E-02 0.04236( 0.0412
ca 1.569E-02 0.06078 0.02394 1.569E-02 0.04236( 0.0412

Tabla 14.1. Casos de ensayo. Leyenda: cc, condicién de contorno; ci, condicién inicial; ye, calado critico en el

estrechamiento (Estrech.).

En cuanto al perfil de la lamina libre, se han tomado con caracter general puntos equiespaciados

aumentando la densidad de los mismos en la zona del estrechamiento. Donde se ha observado cierta
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variabilidad transversal de la ldmina libre en el canal'’, se ha tomado, en el caso de esas secciones, al
menos tres puntos de calado (eje del canal y laterales) tomando como valor del calado en la seccién la
media de esos valores. Esto se ha hecho asi para tener un tnico valor del calado como representativo de
la altura de agua en la seccidn, para su comparacion con el resultado de la simulacién numérica, dado que
el modelo es unidimensional. Para la toma de datos experimentales, se ha esperado el tiempo necesario
hasta el establecimiento del régimen estacionario. De manera equivalente, para el modelo matematico, se
tendran en cuenta los resultados obtenidos en un periodo de tiempo lo suficientemente grande como
para que se alcance la situacion estacionaria. Las soluciones numéricas obtenidas se estabilizan a partir

de un tiempo t = 20 s.

Las simulaciones numéricas se han realizado con una malla de N, = 1080 nodos y un valor CFL =
0.30 (nimero de Courant). Este se ha elegido como el maximo posible para asegurar la estabilidad del
esquema. Como sabemos, el esquema utiliza un paso de tiempo variable (adaptativo) a partir de la
igualdad (13.37) determinada por la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy o condicién CFL. De esta
forma, el esquema adopta un paso de tiempo variable que se adapta a la velocidad del flujo obtenida en

cada paso de tiempo. El instante final considerado para la presentacién de resultados ha sido t = 20 s.

Los principales resultados obtenidos en cuanto a calados y perfil de la lamina libre, se muestran en las
figuras siguientes. Los resultados numéricos en cuanto a q(x, t), no se muestran por no tener especial
interés. Ya que, se trata de un régimen estacionario, luego en realidad q(x,t) = q(x), y ademas, éste
solamente varia aumentado en la zona del estrechamiento hasta el valor correspondiente al ancho en la

garganta, es decir, al ancho de 0.06 m. Estas graficas no aportan nada, y por ello, no se incluyen.

La figura 14.3 muestra la comparativa entre el perfil de ldmina libre experimental (laboratorio) y los
obtenidos a partir de las simulaciones numéricas con las dos transiciones implementadas para

representar en el esquema numérico el cambio de ancho del canal de laboratorio.
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Figura 14.3. Caso C1. Comparativa numérico-experimental, segiin transiciones 4:3 y 1:2. Perfiles numéricos a t=20s.

'7 El hecho de que el estrechamiento, fisicamente, sea mds bien brusco, introduce patrones propios de un flujo 2D
en incluso 3D y de ahi esa variabilidad espacial de la ldmina libre y la necesidad de tomar mds de un calado en

seccion transversal.



Como puede observarse, perfil experimental, la lamina libre desciende al producirse una aceleracion del
flujo a su paso por el estrechamiento. Esta aceleraciéon provoca un aumento de la velocidad y, en
consecuencia, una disminucién de los calados. Esta es la descripcién cualitativa de lo que fisicamente
ocurrey alo que el modelo matematico, con el sistema (13.44) conduce, pues aqui, el papel de las pérdidas
locales de energia es importante. Con ellas se explica el descenso de la lamina libre aguas abajo del
estrechamiento respecto de la lamina libre aguas arriba del mismo. La disminucién de calados que tiene
lugar, una vez ya recuperado el ancho total de la seccién, estd directamente relacionada con la pérdida de
energia del flujo entre ambas secciones (inmediatamente aguas arriba e inmediatamente aguas abajo del
estrechamiento), y ésta tiene su componente fundamental en las pérdidas locales por el estrechamiento,
pues las de friccién son sin duda pequefias y muy inferiores, dada la escasa de distancia entre ambas
secciones y el bajo valor del coeficiente de rugosidad de Manning en este caso, coherente con los
materiales (muy pulidos) que conforman el canal de ensayos. Se puede afirmar que ambos perfiles
numéricos, con las dos transiciones implementadas, reproducen bien en lineas generales el
comportamiento descrito del flujo y el perfil general de la ldmina libre, aunque con matices en el entorno
local fundamentalmente, del estrechamiento. Lo calados aguas arriba, y, por tanto, la lamina libre, es
simulada con suficiente aproximacién (errores milimétricos), con mejores resultados en el caso del
modelo numérico con transicién 4:3, como cabia esperar, pues estd mas proxima a la realidad
experimental. Aguas abajo y a cierta distancia de la zona del estrechamiento, ocurre lo mismo, los perfiles
de ldmina libre observado y simulados, se ajustan con bastante aproximacién. Las principales
discrepancias entre las simulaciones numéricas y el perfil experimental, se encuentran en el propio
estrechamiento y en sus secciones inmediatamente aguas abajo, y se deben, a nuestro juicio, ala apariciéon
de patrones de flujo 2D e incluso 3D por la forma de la contraccién, al ser ésta bastante brusca o poco
gradual, como ya ha sido comentado. Este hecho escapa a la capacidad del propio modelo hidréulico al
ser éste un modelo unidimensional. No es por tanto una cuestién que pueda achacarse al esquema
numérico de resolucién en ningin caso. No obstante, la disminucion de la ldmina libre en la zona estrecha

recogida en las simulaciones numeéricas es muy inferior a la experimental.

Para ilustrar la importancia de la consideracidn, con sentido fisico, de las pérdidas locales de energia en
un caso como el que nos ocupa, se incluyen en la figura 14.4 siguiente los resultados obtenidos, para este

caso, en funcién de los valores asignados a la funcién A(x).
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Figura 14.4. Caso C1. Comparativa numérico-experimental, segun los valores asignados a la funcién A(x). Perfiles

numeéricos a t=20s.
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De ella cabe extraer dos importantes conclusiones. Si no se tienen en cuenta las pérdidas locales (1(x) =
0, Vx), el modelo es incapaz de reproducir el perfil general de la ldmina libre, no representando el
aumento de calados aguas arriba del estrechamiento respecto de los de aguas abajo del mismo (figura
14.4 izda, perfil verde). Con los valores adecuados (figura 14.4 izda, perfil rojo), este fenomeno se
reproduce perfectamente. La segunda conclusién irfa en el sentido de que, si estos valores de 1(x) -
coeficientes de pérdidas locales- son excesivos (y por tanto carentes de sentido fisico), el modelo
reproduce una lamina libre exageradamente elevada en el tramo de canal de aguas arriba del

estrechamiento, que nada tiene que ver con la realidad observada (figura 14.4 dcha, perfil verde).

En la figura 14.5, se muestran los resultados obtenidos para los casos C2, C3 y C4. En cuanto a los
resultados para el caso C2, son directamente trasladables todos los comentarios hechos para el caso C1,
como por otra parte cabia esperar ya que, se trata de casos del mismo tipo (transiciones hidraulicas).
Observamos nuevamente como en la simulacién que considera las pérdidas locales de energia, el perfil
general simulado se ajusta bastante al experimental, representando adecuadamente el descenso (de aguas
arriba a aguas abajo) generado por el estrechamiento, si bien, como en el caso anterior, dentro del propio
estrechamiento y en sus inmediaciones, el modelo no recoge bien el detalle de la ldmina libre. Eso es
debido como se ha comentado, a efectos de patrones de flujo 2D y 3D que no pueden ser considerados
en un modelo unidimensional. No obstante, el descenso de calados simulado en el interior del
estrechamiento estd mas préximo al medido en laboratorio. Al modelo sin pérdidas locales, le ocurre lo

mismo que en el caso anterior.
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Figura 14.5. Casos C2, C3 y C4. Comparativa numérico-experimental. (Izda.) Caso C2, perfiles numéricos de la
lémina libre segtin los valores asignados a la funcién A(x). (Drcha.) Casos (numéricos) C3 y C4, con transicion 4:3,

perfiles numéricos de la lamina libre. En todos los casos, perfiles numéricos a t=20s.

Enlos casos C3y C4, que como sabemos, desde el punto de vista experimental constituyen un tnico caso,
lo que se tiene es un control hidraulico ejercido por el propio estrechamiento, pasando del régimen
subcritico del tramo de aguas arriba, por el critico en el estrechamiento, al régimen supercritico del tramo
de aguas abajo. Eso es exactamente lo que se observa en el perfil experimental de la figura 14.5 derecha.
La simulacién numérica solo resulta conceptualmente correcta, y en ese caso, con un perfil medio general
muy ajustado al experimental, en el caso C4, es decir, en la simulacién numérica para la que se ha
impuesto una condicién de contorno de aguas abajo igual al valor experimental (calado medido en esa

seccién). Si esta condicién no se fija, caso C3, el perfil simulado no representa el observado. De hecho,
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estd reproduciendo otro tipo de comportamiento hidrdulico en el que, tras el paso a régimen rapido de
aguas abajo, mediante un resalto hidrdulico (onda de choque), se produce un nuevo cambio de régimen

a régimen lento (esto es lo que ocurria en el Caso 0, pero aqui no es lo que se observa).

136



EL METODO DE VOLUMENES FINITOS EN EL ANALISIS DEL FLUJO EN LAMINA LIBRE.
APLICACION A LA RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE SAINT-VENANT

PARTE 4. CONCLUSION

137



138



15. CONCLUSION

El trabajo aborda la aplicaciéon concreta del método de volimenes finitos en un dmbito muy especifico
como es el del andlisis del flujo en ldmina libre. Sin embargo, hasta llegar a ese nivel de concrecién, se
hace un planteamiento integral del tema, de la manera mas auto-contenida posible, presentando el origen
del método, sus primeros desarrollos en el 4ambito fundamentalmente de la Dindmica de Fluidos (mucho
mas extenso que el flujo en lamina libre), la formalizacién matematica del mismo y ya, finalmente, trasla
formulacién de las ecuaciones de interés, y, la composicién del conocido como sistema de ecuaciones de
Saint-Vénant o modelo de SWE (por sus siglas en inglés), aplicindolo al caso concreto de estudio. Para
ello, se prueba, ademas, dos esquemas numéricos y se analiza la bondad de su comportamiento en casos
test. Finalmente se elige uno de ellos, en este caso el esquema de tipo centrado no oscilatorio de alto orden,
para su contraste numérico-experimental con casos de laboratorio que responden, por fases,
sucesivamente, a las implementaciones realizadas en el sistema de ecuaciones inicialmente presentado.
Se aborda de esta forma en primera instancia el contraste con un caso en el que se ha permitido la
variacion de anchura del canal para pasar seguidamente, al caso en el que la relevancia de las pérdidas
locales de energia es importante. En estos casos, ademads, se analiza toda una casuistica variada en cuanto

a cambios de régimen del flujo.

Se puede concluir que el modelo matematico finalmente presentado es capaz de simular el movimiento
en lamina libre no permanente de aguas someras y su paso por un estrechamiento, ya tenga éste lugar
con pérdidas de energia locales importantes o no. Como se ha comentado en el parrafo anterior, la
formulaciéon matemdtica se ha verificado comparando las simulaciones numéricas con los resultados
obtenidos en experimentos de laboratorio analizando un total de cinco casos, cuatro de ellos
implementando el tema de las pérdidas locales de energfa, con dos tipos de comportamiento del flujo,
transicién y control hidrdulicos. Los resultados obtenidos muestran la importancia de la adecuada
eleccion de los términos que intervienen en el modelo matematico y las ventajas de la comparacién con

ensayos de laboratorio para controlar el grado de precisién del mismo en casos practicos.

En los aspectos concretos del caso de estudio analizado, en el sentido amplio de la denominacién, la
comparativa efectuada permite concluir que el modelo matematico representa bien tanto el cambio de
régimen lento a rapido alrededor del estrechamiento, como el contrario, con la aparicién del conocido
fendémeno del resalto hidraulico, si bien, éste simplemente se localiza, pues un modelo de estas
caracteristicas no puede reproducir su extension. No obstante, en el primero de los casos, cambio de
régimen lento aguas arriba a régimen rapido aguas abajo debido a un control hidrdulico por
estrechamiento, el modelo reproduce bien la disminucién de calado y el descenso de la lamina libre hacia
aguas abajo observado en laboratorio, si se le imponen condiciones de contorno fijas para el calado en los
dos extremos del canal, en este caso aguas abajo, lo que no tendria que ser necesario, teéricamente, en
este caso. Probablemente, esto no ocurra con un esquema tipo upwind. Esto se analizard mas adelante y

por ello se propone como la primera de las lineas futuras que a continuacion se detallan.

139



16. LINEAS FUTURAS

Como principales lineas futuras de investigacién, por orden de inmediatez y/o cronoldgico de desarrollo,

planteamos, las siguientes:

a.

Investigar el uso de otras aproximaciones para los flujos numéricos y su promediado en el
esquema tipo upwind-WENO que minimicen la difusién numérica observada en los ejemplos
resueltos y que permitan su aplicacion a otros ejemplos de interés real. La conexién de este tipo
de esquemas, con la naturaleza fisica del comportamiento del flujo en ldmina libre, lo convierte

en una metodologia de indudable interés, de ahi la profundizacién en su estudio.

Incluir la fase solida en el conjunto de ecuaciones. Es decir, incluir en el Sistema de Ecuaciones
de Saint-Vénant la ecuacién de continuidad del sedimento o ecuacién de Exner y utilizar las
correspondientes ecuaciones de transporte de sedimentos como carga de lecho para poder
simular el caudal sélido (transporte de sedimentos) y asi pasar de un modelo 1D de contornos

fijos (conocido como modelo de lecho fijo) a un modelo 1D de lecho mévil.

Siguiendo con esta evolucién del modelo matematico, implementar los cambios necesarios en el
mismo para poder abordar el problema del flujo a través de puentes fluviales con losa de

proteccion en el lecho.

Una vez el modelo (ecuaciones y esquema numeérico) esté listo, con las implementaciones y
capacidades anteriores, el objetivo seria el salto a un modelo 2D. Solo asi, por ejemplo, se podria
resolver adecuadamente, desde el punto de vista de su aplicabilidad real, el problema que plantea

C.

A nivel de investigacién tedrica y ya en un estadio mas avanzado (resuelto lo anterior), nos
planteamos introducir técnicas de Inteligencia Artificial en los modelos (técnicas de Machine
Learning, p.e.) e incluso plantear el tema de Gemelos Digitales para casos reales de relevante
interés practico, como, por ejemplo, el mencionado de los puentes sobre cauces, sobre todo para
el caso de las grandes infraestructuras viarias (autovias, autopistas o puente de lineas ferroviarias
de alta velocidad).
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APENDICE. Teorema de Gauss o de la divergencia
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El teorema de Gauss, también conocido como teorema de la divergencia o teorema de Gauss-

Ostrogradski, es un resultado fundamental en célculo vectorial.

De manera sintética e informal, en calculo vectorial, el teorema de la divergencia relaciona el flujo de un
campo vectorial a través de una superficie cerrada con la divergencia del campo en el volumen delimitado

por dicha superficie cerrada.

Teorema de Gauss o de la divergencia: Sea U una region acotada por una superficie cerrada S, con

S = dU. SiF es un campo vectorial continuamente diferenciable en un entorno de U, entonces

J[ =[] orar

O, alternativamente

ff Fﬁds=J_U div(F)dV
s U

Es decir, este teorema establece que la integral de superficie de un campo vectorial F sobre una
superficie cerrada S es igual a la integral de volumen de la divergencia de F sobrela regién U contenida

o encerrada por la superficie cerrada S.

Este teorema constituye un resultado importante en Fisica e Ingenieria, en especial en los campos de la
Electricidad y de la Mecédnica de Fluidos. En estos campos, normalmente se utiliza el teorema en tres

dimensiones. Sin embargo, puede generalizarse a cualquier nimero de dimensiones.
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