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1. Introduccion

Los satélites de comunicaciones, desde sus inicios en la década de los 60, han
constituido el soporte de muy diversas aplicaciones de telecomunicacion. Gracias a sus
propiedades de cobertura global, con el paso de los afios han dado soporte a muchas
aplicaciones, como por ejemplo, la difusion de sefiales de radio y television,
observacion remota de la Tierra, radionavegacion y comunicaciones moviles. En el
futuro més inmediato estos satélites soportaran (total o parcialmente) las redes de
transporte de los nuevos servicios multimedia.

Los mayores requerimientos de los sucesivos servicios prestados por los satélites de
telecomunicacion, basicamente calidad de servicio y contenidos, ha supuesto a su vez
un aumento constante de las frecuencias de operacion. Asi pues, si los primeros satélites
de comunicacion fija operaban a bajas frecuencias (6/4 GHz y 8/7 GHz), los mas
modernos ya se encuentran prestando servicios de banda ancha a frecuencias mas altas
(14/12 GHz), y es de esperar en los proximos afios un salto a la banda de frecuencias de
30/50 GHz.

Los filtros de microondas poseen una gran importancia debido a que también se
emplean en diversas aplicaciones de las telecomunicaciones, tales como sistemas de
acceso inaldmbrico (WLL (Wireless Local Loop), LMDS (Local Multipoint Distribution
System), y MVDS (Multipoint Video Distribution System)), sistemas de comunicaciones
moviles (GSM (Global System for Mobile Communications) y UMTS (Universal
Mobile Telecommunication System)) y sistemas de comunicaciones via satélite.

Las primeras aplicaciones utilizaban filtros en tecnologia guiada convencionales,
con toda su estructura metalica, pero éstos han empezado a ser remplazados por filtros
en tecnologia guiada con resonadores dieléctricos. Esto es debido a que el uso de
resonadores dieléctricos permite reducir la masa y el volumen de los filtros (alrededor
de un 50%) y ademas proporciona mayor estabilidad térmica en aplicaciones de alta
potencia. Sin embargo, modelar este tipo de filtros es mucho mas complicado que
modelar los filtros convencionales ya que en su geometria aparecen estructuras
circulares y rectangulares. Obtener una herramienta de disefio automatizada (CAD)
exacta y eficiente para este tipo de filtros resulta mas complicado y actualmente es
objeto de estudio.

Hasta el momento varias herramientas comerciales informaticas basadas en métodos
numéricos permiten llevar a cabo el analisis de este tipo de estructuras, pero requieren
de un tiempo de computacion muy elevado.

Los métodos existentes para el andlisis de los dispositivos de microondas pueden
clasificarse en tres grandes grupos: Métodos analiticos, Métodos numéricos y Métodos
hibridos.

Los métodos analiticos, también denominados modales, proporcionan resultados
muy exactos y de una forma eficiente desde el punto de vista computacional. No
obstante, presentan la desventaja de que son solo aplicables a unos pocos problemas
candnicos con geometrias regulares. Los métodos numéricos, o de discretizacién
espacial son capaces de analizar problemas con geometrias arbitrarias, pero su
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desventaja es el elevado consumo de memoria y de tiempo de CPU. Como alternativa
tanto a los métodos analiticos como a los numéricos, nacieron los métodos hibridos que
intentaban sacar partido de las ventajas de los dos grupos anteriores. Aunque su
eficiencia es mayor que la de los métodos numéricos, dichos métodos hibridos todavia
resultan demasiado lentos para analizar una estructura tan compleja como un filtro con
resonadores dieléctricos. Parece claro que ninguno de los tres tipos de métodos
existentes es capaz por si solo de analizar filtros con resonadores dieléctricos de forma
suficientemente eficiente.

Se ha intentado adaptar la estrategia de disefio para filtros convencionales [1],
obteniéndose algoritmos robustos y rapidos, pero al ser el acoplo entre modos mucho
mayor en los filtros con resonadores no se converge al resultado con la exactitud
deseada. Se ha estudiado otro método de disefio robusto y eficiente pero el tiempo de
calculo que se requiere es elevado [2].

De entre todos los tipos de filtros se ha optado por estudiar los de plano H con
postes circulares dieléctricos ya que son faciles de fabricar y soportan mayores
potencias, véase Fig.1.
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Fig.1

Como solucién al problema que se plantea, se ha pensado seguir la siguiente
estrategia de segmentacion para analizar este tipo de estructuras, consistente en dividir
el filtro con dieléctricos en varios bloques constitutivos fig.2: discontinuidades entre
guias de distintas anchuras y postes dieléctricos que actian como resonadores.
Utilizando un método modal muy eficiente se pueden obtener las matrices de
admitancias generalizadas de las discontinuidades en cuestion, pues se trata de
estructuras canonicas. Y por otro lado se estudia un modo para obtener las matrices de
dispersion generalizadas de los postes dieléctricos. Enlazando las matrices generalizadas
de los distintos bloques constitutivos se puede conseguir de forma muy eficiente la
respuesta eléctrica del filtro en su conjunto.

Con este proyecto se intenta encontrar un método eficiente y rapido de céalculo de las
matrices de dispersion generalizada en la seccion donde se encuentran los postes
dieléctricos.
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Fig. 2.

1.1. Acoplo modal Guia-Espacio abierto

Dada la geometria de la seccion del filtro que se esta analizando, nos enfrentamos a
un problema inductivo, es decir, la geometria de la guia es invariante en altura. Cuando
una guia rectangular con geometria inductiva es atacada por modos TE;, tan solo se
excitan modos del mismo tipo.

Se puede pensar en resolver el problema mediante acoplo de modos y asi obtener la
matriz de dispersion generalizada (MDG) -correspondiente. La MDG relaciona
amplitudes de ondas progresivas y regresivas teniendo en cuenta el modo fundamental
de la guia y tantos modos de orden superior como sea necesario para caracterizar el
segmento.

Para resolver el problema mediante acoplo de modos, en el tramo de guia irregular
(en la que se encuentra el resonador dieléctrico) se emplea una formulacidon de espacio
abierto y se expresan lo campos eléctricos incidente y dispersado como sumas de modos
cilindricos. Estos sumatorios deben truncarse de manera que el nimero de términos que
se tienen en cuenta (modos cilindricos) sea lo suficientemente elevado para reconstruir
correctamente los campos. De esta forma se calcula la matriz de dispersion D, que
relaciona el espectro de campo cilindrico incidente y el espectro de campo cilindrico
dispersado. Asi, el tramo de guia irregular queda totalmente caracterizado.

Para caracterizar el segmento desde el punto de vista de modos guiados se realiza un
acoplo de modos de una guia rectangular estandar a modos cilindricos. Esto se hace
forzando continuidad de campos eléctrico y magnético en un contorno que encierre el
segmento irregular.

La tesis realizada por el Dr. Héctor Esteban Gonzélez [3] analiza, entre otras cosas,
guias rectangulares con postes dieléctricos de seccion arbitraria mediante el uso de
matrices de dispersion generalizadas. Para resolver este acoplo modal relaciona el
espectro de campo incidente con las amplitudes de los modos guiados progresivos y
regresivos forzando continuidad de campo eléctrico en la circunferencia que encierra el



Introduccidon 5

segmento irregular. Forzando continuidad de campo magnético en dicha circunferencia
se pueden despejar las amplitudes de los modos guiados regresivos en funcioén de los
progresivos y obtener asi la MDG.

Esta forma de resolver el acoplo modal funciona bien en la mayoria de los casos,
pero no es asi si los planos de referencia estan muy préximos al objeto, en nuestro caso
al resonador dieléctrico. Puesto que en nuestro proyecto los planos de referencia estan
proximos al resonador debemos encontrar otra forma de resolver el acoplo modal.

1.2. Metodologia

Para realizar el nuevo acoplo modal, suponiendo que s6lo hay un objeto dispersor en
el centro de la guia con una matriz de dispersiéon D diagonal y s6lo dos accesos guiados
iguales, se puede pensar en realizar el acoplo en un contorno circular o en un contorno
rectangular.

En cuanto a resolver el acoplo modal en un contorno circular Fig. 3. Dentro del
contorno se emplea la formulacion de espacio abierto y se expresan lo campos eléctricos
incidente y dispersado como sumas de modos cilindricos. Fuera del contorno se trata el
problema desde el punto de vista de modos guiados. A continuacién se fuerza
continuidad de campo eléctrico y magnético en todo el contorno circular.
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Fig. 3

Se proyecta sobre los modos de dentro del contorno y sobre los de fuera. Para
obtener una solucion es necesario calcular varias integrales. El problema que presenta
este método es que probablemente no converja por el mal condicionamiento de las
matrices que se obtienen.

Por tanto este proyecto se centra en el contorno rectangular (fig.4). Dentro del
contorno se emplea la formulacion de espacio abierto y se expresan lo campos eléctricos
incidente y dispersado como sumas de modos cilindricos. Fuera del contorno se trata el
problema desde el punto de vista de modos guiados. A continuacién se fuerza
continuidad de campo eléctrico y magnético en todo el contorno rectangular.
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Si se desarrollan las expresiones se ve que para obtener la matriz de dispersion se
tienen que calcular varias integrales. Para resolverlas analiticamente se hace uso de una

expansion en series en ondas planas de las funciones de Bessel. Todo este proceso se
describe con detalle a continuacion.
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2.  Objetivo

En este proyecto, dado lo expuesto anteriormente, se desarrollard un nuevo acoplo
modal eficiente para obtener la matriz de dispersion generalizada de un tramo de guia
con dos accesos y con un resonador dieléctrico cilindrico en el centro.

Para ello, si es posible, las expresiones involucradas en la resolucion del problema
se calculardn de forma analitica y posteriormente se comparardn con los resultados
numeéricos. El objetivo que se busca resolviendo el problema analiticamente es poder
disminuir el coste computacional y temporal que se obtiene con las resoluciones
numéricas, pues es demasiado elevado. Pero ademas se debe prestar especial atencion a
los posibles errores que se cometan, ya que para poder resolver algunas expresiones
analiticamente se han de realizar ciertas aproximaciones que introducen dichos errores.

Finalmente, se busca resolver la matriz de dispersion generalizada utilizando las
expresiones calculadas de forma eficiente, y de este modo obtener valores correctos con
bajo error consumiendo el menor tiempo posible en sus célculos.
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3.  Calculos y discusion de resultados

3.1 Analisis y desarrollo del problema guia-espacio abierto

En esta seccion se describe como es la matriz de dispersion generalizada en nuestro
problema y a continuacion se describe el andlisis hecho de la guia con el objeto
dispersor utilizando acoplo modal guia-espacio abierto en un contorno rectangular.

3.1.1. Matriz de dispersion generalizada

La matriz de dispersion generalizada de una red de N accesos de guiaondas
proporciona una relacion entre las amplitudes normalizadas de las ondas modales
progresivas y regresivas en cada puerto de acceso de la red definida por:

M,
p :izso,/)af ie[l,---,N],me[l,---,Mi] (2.1)

siendo M, el numero de modos que se consideran necesarios para expresar

correctamente el campo en el acceso i, y teniendo en cuenta que @' y b'” representan

las amplitudes normalizadas para las m -ésimas ondas progresivas y regresivas
definidas de la siguiente forma:

+(i)

af) =2 — 2.2)
Zom
=(7)

b =L (2.3)

[7)
ZOm

donde V' y V@ son las amplitudes de las m -ésimas ondas modales de tension

5

(progresiva y regresiva respectivamente) en el acceso i, y Z.) es la impedancia

caracteristica del m -ésimo modo en el acceso i.

En la expresion (2.1) se expande la amplitud normalizada del m -ésimo modo
reflejado en acceso i como combinacion lineal de las amplitudes normalizadas de todos
los modos incidentes de cada uno de los accesos. Los pesos de esa suma son los

coeficientes S/ . Se puede escribir el sistema de ecuaciones de forma matricial:

X XU V(R "V "V

R S Y R SO I 2.4)
A I L (L
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donde cada elemento es un sub-bloque:

" = [afi) aga] o

b(i) = [b](i) o bil\/fl ] (26)
SG e S

SN =| E N
S}(\/Z{ 1) e S /(\/lf’,/;;/[ J

Cada sub-bloque 5" o a"” representa todas las amplitudes normalizadas de ondas

incidentes o reflejadas del acceso i. Los sub-bloques S/ contienen las contribuciones
de las ondas incidentes de los modos del acceso j sobre las ondas reflejadas de los

modos del acceso i.

Si M es el nimero total de ondas progresivas y regresivas que existen, definiéndose
como:

M=>M, (2.8)

Resulta que el sistema de ecuaciones descrito en (2.4) estd formado por M
ecuaciones con M incognitas.

Por tanto si particularizamos todas estas expresiones para nuestro problema
particular, es decir una guiaonda con dos accesos iguales (ver figura 5) tenemos:

(1) (LD (1,2) 1) Q)]
b _ S S N (2.9)
b(2) S(z’l) S(Z’Z) a(2) a(z)

donde a”,b",5"” se definen como en (2.5), (2.6) y (2.7) respectivamente y por tanto

Itn

segun (2.8) se tendrd que resolver un sistema de M =M, +M, ecuaciones con
M =M, + M, incognitas.

@t — - — '
— 3 ———
U — gl

Fig. 5
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3.1.2. Acoplo modal guia-espacio abierto

Suponemos un so6lo objeto dispersor en el centro de la guia con una matriz de
dispersion D diagonal y sélo dos accesos guiados iguales, (ver figura 6). Nos
referiremos como x,,y,,Z,, con i€ [1,2], a los vectores unitarios del sistema de
coordenadas local al acceso i. Fijamos también un sistema de coordenadas global
definido por =x,7,Z. Puesto que vamos a utilizar formulacion de espacio abierto
usaremos con frecuencia coordenadas cilindricas (o, ¢), siendo:

p=AX+Y

= arctan 2 (2.10)
X

Por cada acceso inciden al segmento unicamente modos TE,,g, como se ha indicado
anteriormente los modos que se excitan en ¢l son s6lo TE,, pues el segmento es
invariante en la dimension z. Por tanto, todos los campos eléctricos estan polarizados
linealmente segun Z .

!
L
4l k)
\ o
1}\{1 hm d |:1 E p X h[ﬂ E
— iy
— Ei‘
C; 5
[ — a 2
1 21 o B
212 ¥ zi_l:l l:'ri
Fig. 6

Como se puede observar en la figura 6 a partir de ahora a'®,b'® estaran definidos
en sentidos opuestos a lo expuesto anteriormente con lo que (2.9) quedara:

1) (1,1 (1,2) 1) 0]
L T A e R @.11)
a(z) S(an) S(2,2) a(z) = b(z)

Una vez expuesto todo esto podemos pasar a analizar el problema. Dentro del
contorno rectangular se debe caracterizar el segmento mediante formulacion de espacio
abierto. Para ello expresaremos los campos eléctricos incidente y dispersado como
sumas de modos cilindricos.
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E"(p,$)= i, J, (Kp)e"'2 (Campo incidente)  (2.12)
E*(p,¢)= Y c,H, W (Kp)e™’z (Campo dispersado) (2.13)

n=—000

donde J,(Kp)e™ es el modo espectral cilindrico incidente 7 -ésimo (finito en el origen
de coordenadas) y Hn(z) (Kp)e™ es el modo espectral cilindrico emergente 7 -ésimo
(singular en el origen de coordenadas). Los coeficientes i, representan el espectro

cilindrico de campo incidente y los coeficientes c, el espectro cilindrico de campo

dispersado. Estos espectros vienen relacionados por la matriz de dispersion conocida D
del siguiente modo:

N;
[cq] =D- [ip] —c, = ,,;,,D‘”’i” (2.14)

Y puesto que la matriz D es diagonal, si llamamos d, al elemento n-ésimo de su
diagonal tenemos:

¢, =di (2.15)

Por razones computacionales las sumas infinitas de modos incidentes y dispersados
se deben truncar, quedando:

N;

E"(p,9)= D i, (Kp)e™’z (2.16)
n=-N;

— Ni . Ni .

E*(p.#)= Y c,H,(Kp)e"'2 =" d,iH, " (Kp)e"'z (2.17)
n=—N; n=—N,

donde debe cumplirse que N, > KR, siendo R el radio de la circunferencia que contiene

la zona delimitada por el contorno rectangular. En secciones posteriores se estudiard que
valor de N, se toma para que la suma de modos cilindricos incidentes y dispersados

l

reconstruya correctamente el campo incidente y dispersado dentro del contorno.

Teniendo en cuenta todo esto el campo total dentro del rectangulo sera:

N;

E=E"(p. )+ E“(p.9) = Y., (Kp) +d,H, 2 (Kp)}, 2 (2.18)

n=-N;
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A partir del campo eléctrico como ya sabemos se puede obtener el campo magnético
utilizando una de las ecuaciones de Maxwell

VXE =—jouH (2.19)
Por tanto podemos expresar el campo magnético de la siguiente forma:
ﬁz-#Vsz;[ﬁ(lﬁzj+¢B(_ 5Ej]= (2.20)

Jop Jopu\" \ p 6¢ op

N; ' i '
_—1 > {Kip(J" (Kp) +dan<2>(Kp)),5 + j(J'n(Kp) +d H® (Kp))(zﬁ}ne"”’ﬁ

Por otro lado, fuera del contorno los campos transversales totales pueden expresarse
como una suma de modos guiados. Teniendo en cuenta que en los contornos C, y C,

(ver figura 4) el campo transversal es nulo puesto £, =0 y que el campo magnético
normal a los mismos es también nulo #, =0 podemos expresar los campos como:

m=1

M, M,

- - N— () _, @ . = (i) U] .

EP=%a,"e," (x)e +>b,"% (x)e 7, i=12 2.21)
m=1

M; M,
— L . o= o (i) L . o= (i)
Ht(t) — } :am(t)Yom(l)hm(l) (xl.)efy'” i _ 2 :bm(t)Yom(l)hm(l) (xi)e;/m Boi=12  (2.22)
m=1

m=1
Reordenando términos se tiene:
—_ . M’ . 0 . i) '
ED=3N|g Qe 4 p Ozl @y i=12 2.23
m m m 1
M _-yn?z, @ _ywz 7 @ . _
s —p el )YOm h'"(x), i=12 (2.24)

donde para guia de onda rectangular y para modos 7E ,:

' (i)
ey (x,)=-y, %sen(m—”xi], i=12 (2.25)
a.on.

11

! () N
PO () = -5, | Fom sen(Mxi] =z xe " (x), i=12 (2.26)
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2
i mimw .
y, = (—J -K? i=12 (2.27)

. (i) (i)
)fom(l) - l(i) — jfm = ym 1= 1’2 (228)
Z,," Jo  jKn

Siendo a; y b, la anchura y altura respectivamente del acceso 7, K es el nimero de

onda (K =w./le), ;/m(i) es la constante de propagacion del m -ésimo modo de

propagacion en el acceso i y los vectores unitarios son los definidos en la figura 6, por
tanto y, =y, =Z.

Teniendo en cuenta todo esto vamos a definir una serie de vectores para que resulte
mas sencillo escribir una expresion mas compacta del campo fuera del contorno. (Ver
figura 6)

a® _b1<2>
a(l) . .
a =|: (2>:| donde a® =|: b =|: (2.29)
’ alh B
O 5 af?
b:{ (z)} donde b =|: a® =t | (230
“ b

De modo que a y b son vectores de M =M, + M, elementos, correspondiendo los
M, elementos superiores a la guia 1 y los M, siguientes a la guia 2. De igual forma si
nos fijamos en la figura 7 tenemos:

pe [O,27z] recorre lacurva C=C,+C,+C, +C,.

d (¢) = es la distancia del centro a C para cada ¢.

i
o4
a &,(8) i
— ) —h
oo |t G( o
— 2 —
=l 8 Zp=ll
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Definimos también,

g,(9)= {e’(”l) (% (¢)) ZZ 21 donde m € [1,...,M1] (2.31)
g.(9) = {e'(’f)M' (% (#)) ZZ gz donde m e [M, +1,...,M| (2.32)
0 2
2@ |
g.(9) = £ :(@ (2.33)
|81 (9) ]

Finalmente el campo fuera del contorno se puede escribir de la siguiente forma
teniendo en cuenta que en C, y C, tenemos que z, =0 y que z, =0 respectivamente,

_, 0 o, .
portanto e " * =1, y €™ “ =1, con lo que finalmente se tiene:

EY = f(am +b,)g.($)2 (2.34)
Y = f (a, = b,)Y,. g, (#)F (2.35)

definiendo Y, como:

y (1) Yo(ll) Y()(JZ)
Y, —{_ ’ } donde ¥, = r,? =|: (2.36)
(. (2) 0 |- 0 - :
Y,
' Y, Yo,

El signo negativo que aparece al definir el vector de impedancias caracteristicas es
necesario para que H, = H  siempre.

Vistas todas estas expresiones ya se puede forzar continuidad de campo eléctrico y
magnético en el contorno cuadrado C. Primero forzamos continuidad de campo
eléctrico:

E"(p.§)+E*(p.¢) = E" (p.#) (2.37)
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Sustituyendo (2.18) y (2.34) en (2.37) obtenemos la siguiente expresion:

> . (Kp)+d,1,” Kp)le™ = Y (a, +b, )¢, @) (2.38)

A continuacién forzamos continuidad de campo magnético en todo el contorno
rectangular:

H"(p.$)+H*(p.¢)=H (p.9) (2.39)

Concretamente forzaremos continuidad de campo magnético transversal. Para ello
proyectamos (2.20) en direccidon yp, posteriormente sustituimos la expresion obtenida y
(2.35) en (2.39):

N;

) { 0. kor+ 11,2 k52 ka1, k- y)} " =

=H" =f(a ~ b, )Y,,8.(#) (2.40)

m=1

donde:

(p- D) = sen(g)
($-$) = cos(p) (2.41)

Sustituyendo (2.41) en (2.40)

=" =f(am ~b, )Y, 20 (9) (2.42)

A partir de las expresiones (2.38) y (2.42) obtendremos las ecuaciones necesarias
para calcular la matriz de dispersion buscada. Para ello en primer lugar proyectamos
estas ecuaciones sobre los modos de dentro del contorno. Para ello multiplicamos a

ambos lados por el factor adecuado (e”"?J, (Kp(¢)))" y aplicamos la integral sobre el
contorno.
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Como resultado de proyectar las ecuaciones (2.38) y (2.42) sobre los modos de
dentro obtenemos unas ecuaciones que quedan:

S 4 i = B, (a, +5,) m=-N.,..N, (2.43)
%Cmnin = f:Dmn(an -b)) m=-N,,..,N, (2.44)
donde:
4,, = [L7,(Kp(@) +dHO Kp(@)e™ ("], (Kp(g)) de (2.45)
B, = [g, @7, (Ko@) de (2.46)

=1l n
C,.=|— J, (K d,H? (K
w={3 { o Ve KPO) + 4T (Ko@) ents)

+ 110, Ko@) +d, HE Kp@) os@) ™ (7, (Kpo)) de - 2.47)

D,, =g, ("7, (Ko@) de =Y,,8B,, (2.48)

Por otro lado proyectamos también las ecuaciones obtenidas al forzar continuidad de
campo (2.38) y (2.42) sobre los modos de fuera del contorno. Se opera igual que en el
caso anterior, multiplicamos a ambos lados de la igualdad por el factor adecuado, que en
este caso sera:

e’(;)'(xl(m) peC y me(l,...,.M))
e (x,(9) peC,y me(M, +1, M)

&n (#) Sen(ml—”( —%)j $cC,o0C, y me(l,...M)
sen(w&—é)} peC,0C, y me(M, +1,.,.M) (2.49)
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A continuacion se aplica la integral sobre todo el contorno en las dos partes de la
igualdad. De este modo obtenemos nuevas ecuaciones:

N; M
> E,i =) F,(a,+b,) m=1,..,M (2.50)
n=-—N; n=l
N, M
>G,i, =Y H,,(a,-b,) m=1,..,M (2.51)
n=-N; n=l
donde:
E,, = f [J,(Kp(#)) +d,H (Kp($)le™g,, (#)de (2.52)
C
F,, = [g.(#)g, ($)dc (2.53)
C

G, =| ‘1[ "7, (Ko@) +d,HO (Kp(@))sen(d)

L 1 LKp(#)
+ 10, Ko@) +d,HE (Kpp) Jeos <, (¢)de (2.54)
H,, =[2,(@Y,g, ($dc=Y,F,, (2.55)

Escribiendo matricialmente el sistema de ecuaciones que proviene de las
expresiones obtenidas (2.43), (2.44) y (2.50), (2.51) llegamos al siguiente sistema de
ecuaciones matricial:

Ai =B(a+b) (2.56)
Ci = D(a-b) (2.57)
Ei=F(a+b) (2.58)
Gi=H(a-b) (2.59)

donde a y b son las definidas en (2.29) y (2.30) respectivamente, 4 y C son matrices
cuadradas de tamafo (2N, +1)x(2N,+1), B y D son matrices de tamafio

2N, +)xM, E y G son de tamano M x(2N,+1), y F y H son matrices
diagonales cuadradas de tamafio M x M .
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Para resolver nuestras incognitas a y b y de este modo calcular la matriz de
dispersion necesitamos dos de las expresiones. Debemos tomar una que proceda de
expresiones de campo eléctrico y otra que proceda de expresiones de campo magnético.
Por tanto existen dos posibilidades, tomar (2.56) y (2.59) o0 (2.57) y (2.58).

Si elegimos (2.56) y (2.59) tenemos:

i=A"B(a+b)

GA'B(a+b)=H(a—-b)

(H —GA'B)a=(H +GA™'B)b
b=(H+GA'BY'(H+GA'B)a
S=(H+GA'B)"'(H+GA'B) (2.60)

donde S es la matriz de dispersion que buscamos definida en (2.11).
Si optamos por utilizar (2.57) y (2.58) tenemos:

i=C"'D(a—b)

EC'D(a—b)=F(a+b)

(EC'D-F)a=(F+EC'D)b
b=(F+EC'D)Y(EC'D~-F)a
S=(F+EC'DY(EC'D-F) (2.61)

En ambos casos se necesita invertir una matriz cuadrada 4 o C de tamafo
(2N, +1)x (2N, +1) y otramatriz (H + GA"'B) o (F + EC'D) de tamafio M x M . Por
tanto la eleccion vendra dada por el coste computacional y temporal de cada una de las

opciones asi como del mejor o peor condicionamiento de las matrices que han de
invertirse para obtener la §'.

Para calcular las matrices se han de resolver una serie de integrales, con lo que la
eleccion de alguna de las posibilidades pasa por decidir que integrales son mas sencillas
de calcular analiticamente para conseguir reducir al maximo el coste computacional y
temporal de calculo de la matriz de dispersion S .

Las integrales a calcular son A4
resolver (2.60) y C

mn >

B,, y D,, van a tener el mismo coste, F,, y H,, también son practicamente iguales.

mn mn

B,., G,y H, enelcaso que se opte por

mn > mn mn

D, E, y F, siseresuelve (2.61). Comparando vemos que

Observando las integrales restantes, entre escoger 4,y G, o por el contrario C, y
E . parece mejor la primera opcion puesto que a pesar que 4, es algo mas complicada

que £, , laintegral C, resulta mucho mas compleja que la G,, . Esto es debido a que

mn >

en C,, ademas de la complicacion que suponen las derivadas de las funciones de Bessel
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y Hankel, se afiade otra dificultad dada por el factor por el que se multiplica para
proyectar sobre los modos de dentro del contorno (e’"*J, (Kp(¢)))*, ya que este factor
supone agregar un sumatorio mas a la expresion completa. Por otro lado el factor que se
anade en G, dado por (2.49) es mucho mas sencillo, puesto que se multiplica por

mn

funciones trigonométricas.

Dado lo expuesto anteriormente, finalmente se resolvera (2.60), con lo que las
integrales a calcular seran 4, , B,,, G,, y H,, dadas por las expresiones (2.45),

(2.46), (2.54) y (2.55).

3.2. Resolucion de integrales

En esta seccion se desarrollaran las integrales para poder llevar a cabo su resolucion
analitica que se comparara en sucesivas secciones con los resultados numéricos.

3.2.1 Introduccion

Para poder resolver algunas integrales analiticamente se hace uso de una expansion
en series de ondas planas de J,(Kp(¢#))e™”, para ello se utiliza una expresion con la

que se aproximan, bajo ciertas condiciones, los productos de Bessel y funciones
trigonométricas por una serie de funciones exponenciales. Esta expresion es:

n L— 2nrm

1 — .
JKp(@)et =25 e e G.)
=0

donde

N sin(ﬁ] (3.2)

El valor de L debera ser lo suficientemente elevado para llegar a la convergencia de
la serie, cuanto mayor sea n sera necesario tener en cuenta mas términos de la serie.

Ademas se utilizard otra expresion para poder expresar las funciones de Hankel de
segunda especie a través de funciones de Bessel y de este modo poder escribirlas
también como una serie de funciones exponenciales. Sabemos que la funcion de Hankel
de segunda especie es infinita en el origen y en las expresiones de campo como modos
cilindricos representa modos emergentes. Sabemos también que se pueden escribir los
modos emergentes como incidentes cambiando el plano de referencia, de este modo se
puede expresar la distribucion de campo representada por modos emergentes como una
distribucion de campo dada por modos incidentes con un origen de coordenadas
desplazado. Dado que la funcion de Bessel en las expresiones de campo como modos
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cilindricos representa modos incidentes podemos escribir la funcion de Hankel de
segunda especie como suma de funciones de Bessel de la siguiente forma:

H”(2) (Kpl)ejnqﬁl — ZH;E%);) (KdZI)e_./(p_n)¢21 'Jp (K,Dz )eJ'P¢z (33)

p=—o

donde p, <d,, ,siendo ¢,,4,,9,,,p,,p,.d,, los definidos en la figura 8.

—=lF

N

-'Gcl

w

Fig. 8

Por razones computacionales las sumas infinitas de (3.3) han de truncarse,
quedando:

P
H,” (Kp)e" = 3 H2 (Kdy)e "™ - J (Kp,)e"™ (3.4)

p=—Pp

con P>KR siendo R el radio de la circunferencia donde queremos reconstruir
correctamente la distribucion de campo. Debemos tener en cuenta que si utilizamos esta
expresion la distribucion de campo se reconstruira adecuadamente en toda la
circunferencia de radio R menos en el origen de coordenadas que tomara un valor
infinito. Esto queda ilustrado en la figura 9.

Para cada tramo del contorno del rectingulo se deberan escoger los valores
adecuados de d,, y ¢,, dependiendo de donde se situe el nuevo sistema de referencia.

Ademas también se deberd elegir el valor mas conveniente para el radio de la
circunferencia donde esta expresion es valida.
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Una vez expuesto todo esto ya podemos pasar a describir como obtener la solucion
analitica de cada una de las cuatro integrales necesarias para calcular la matriz de
dispersion.

i
Y H
q F. & X.g .
k" AE e
¥
Oy |
Fig.9
3.2.2. Integral 4 ,
La integral a calcular es:
4, = [[1,(Ko(@) +d,HO (Kp@)le™ ), (Ko(g) de (3.5)
C

donde m =-N,,..,N, y n=-N,,...,N,. Esta integral la dividiremos en dos partes para

simplificar los calculos, por un lado una integral que contenga las funciones de Bessel,
y por otro una integral que contenga las funciones de Hankel.

4,, = [1,Kp@ne™ (e, (Kp(p) de

+[d HOKp(@)e (e, (Ko@) de = 4, + 4, (3.6)

Nos centraremos en primer lugar en el calculo de 4, . Para calcular esta integral se
divide el contorno rectangular en cuatro tramos C =C, +C, + C; + C,. Como se puede
ver en la figura 6 en el contorno C, sélo se depende de la coordenada y, siendo la

coordenada x fija. Del mismo modo ocurre en el resto de tramos que so6lo dependen de
una coordenada, C, solo depende de y mientras que C; y C, s6lo dependen de x.

Para escribir las integrales de cada uno de los contornos recorreremos el rectangulo
en sentido contrario a las agujas del reloj empezando por C, (ver figura 6). Por tanto
nos quedara:
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4,= [ 1Ko e, (Kp(p)) dy
+[ T (Kp@ne" (e, (Kp@)] (<)
# [ Ko@e (e, (Kp@)) -av)

(/2 . . s«
[ 1(Kp@ne (e, (Kp@) de= 4, + 4, + 4,44, ()

donde a partir de ahora, teniendo en cuenta que a es la anchura de la guia como se
indica en la figura 6, vamos a considerar que el lado del rectangulo paralelo al eje x es:

(=0.7a (3.8)

Pasamos a resolver la primera de las integrales, la que recorre el tramo C,:

4, =" J,&p@ne" (e, (Ko@) dy (3.9)

Sustituyendo la expresion (3.1) en (3.9) dos veces, teniendo en cuenta que en el
segundo caso la expresion debe de estar conjugada y que para el tramo C, la
coordenada x es fija obtenemos:

w/a i1 Lol ﬂZM " j—m L-1 _ﬂ,2mﬁ "

— i + + "X +S,"

Ajl EJ’ e L o /K(Cxa+siy) ; ze L pt/K(Clxg+s,'y) dy (3.10)
I'=0

donde teniendo en cuenta el contorno en el que nos encontramos y las expresiones
definidas en (3.2):

_0.7a
X, = 5
_ (ywj
)= cos| —
L
S,)'= sin[%) (3.11)

Reordenando términos en (3.10) y haciendo calculos obtenemos:

sn—m L-1L-1 .27 ,
J—(nl-ml") _ . o fal2 _q
Ajl JLZ zze L e JKxo (C;=C;") ﬂ/ze JKy (S, -8, )dy (312)

1=0 I'=0

I

~
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Por tanto ahora se trata de calcular una integral mucho mas sencilla ya que se trata
de una integral directa:

~IK(S1=5,)5 e+jK(S1 =55 2j Sin(K(S, -, ')Zj

e dy - — = X ;
a2 - JK(S,-S,") —JK(S,-S,") JK(S,=S,")

J’“/z ~JKy(S;=8) 3 — €

2sin[K(S, ~5, );j

y %=asinc(K(S] —Sl')zij (3.13)
K(S=5), g

Sustituyendo (3.13) en (3.12) obtenemos la integral completa:

. 2r
j——(nl—ml") . N .
4, = "JL2 YN et e K (€=C gin c(%(S, - S,')j (3.14)

donde A = 2% es la longitud de onda.

Si Seguimos recorriendo el contorno en sentido contrario a las agujas del reloj la
siguiente integral a resolver serd la que recorre el tramo C,, que teniendo en cuenta
(3.8) queda:

A, =7 1 (Kp@)e™ (e, (Ko@) (~dv) (3.15)

-0.7a/2

De igual forma que con la integral anterior sustituimos (3.1) en (3.15) conjugando
los términos adecuados y teniendo en cuenta que en este caso la coordenada fija es y

obtenemos:

07a/2 ULt T m Lol 2mE
Aﬂ;j e L e KEiin) ]L ze L MRS gy (3.16)
I'=0

donde teniendo en cuenta el contorno en el que nos encontramos:

== (3.17)
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Reordenando términos en (3.15) y haciendo calculos obtenemos:

0.7a/2

. 2z
j—(nl-ml") . oo . o
Az =L N e RS [T e (G g (3.18)
J ) -0.7a/2

La integral a resolver es muy parecida a la anterior, tratandose también de una
integral directa que se resuelve facilmente:

0.7a
. £ 0.7a . £ 0.7a . [
IK(C=C) = eHK(CFCI = ) 2js1n(K(Cl -C") 5 j

jO.7a /2 e_ij(Cl e .)dx - e

~0.7a/2 -JjK(C,-C'") - JK(C -C") - JK(C, =€)

2sin(K(C, ~C") 07“) 0
_ Ta

2
 0.7a 2
K(Cz _Cz ) 2
=0.7asin c(K(C, -C") O;“j (3.19)
T

Sustituyendo (3.19) en (3.18) obtenemos la expresion que se buscaba:

sn—m L—1L-1 21 nl—ml' ) .
4,2 YT TS T s sinc[o'/z K(C, - C/)) (3.20)

Con esto ya s6lo nos queda calcular dos integrales mas para obtener 4,. Estas dos

integrales resultardn muy sencillas de calcular pues se resuelven practicamente igual
que las anteriores.

Continuamos calculando A4, en la que se recorre el tramo C, y cuya expresion es:

4, =" 1,Kp@ne" (e, (Kp@)) (~dy) (3.21)
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Sustituyendo la expresion (3.1) en (3.21) como ya se ha hecho con las integrales
anteriores teniendo en cuenta que en el segundo caso la expresion debe de estar
conjugada y que la coordenada fija es x obtenemos:

=0

a2 A o] I T ke sy
A/3 EJ. _Ze L o7/ (Crxog+8,y) e L o*) (C)'xp+S,'y) (—dy) (322)
: —ai2 [, L

Pero en este caso el valor de x, es diferente que en la integral 4, pues nos

movemos en un tramo del contorno diferente (ver figura 6). En este caso se tendra:

X, = —— (3.23)

De todas formas la resolucion de la integral (3.22) es igual que la (3.10) ya que so6lo
se diferencian en un signo y el valor de x, se deja indicado. Por tanto se tendra:

1 27 nl—ml' ) ,
Aj3 ~ _Cl] Z ' e./ . (nl /)eijo(C,C,)Sinc[%(Sl _S[')j (324)

Por ultimo queda calcular 4,,, integral que recorre el tramo C, y cuya expresion a
partir de (3.7) y (3.8) queda:

A= T, Kp@ne™ (], (Kp(@) dx (3.25)

-0.7a/2

Como se ha hecho en las integrales anteriores sustituimos (3.1) en (3.25)
conjugando los términos adecuados y teniendo en cuenta que la coordenada fija en este
caso es la y . Obtenemos una nueva expresion:

j” L-1 jlz’ﬂ j—m L-1 jl,ZWI

: —JK(C;x+S,y B +jK(C,'x+S;"'

Aj4 ;jm /ZT e L e/ (Cix+S8;y0) 7 e L p*i (C'x+8,"yg) dx (326)
— a

Al igual que antes en este caso el valor de y, es diferente que en la integral 4,

pues nos movemos en un tramo del contorno diferente (ver figura 6). En este caso se
tendra:

Y= (3.27)
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La resolucion de la integral (3.26) es igual a la (3.16) salvo por un signo y el valor
de y,, por tanto la integral quedara:

sn-m L-1L-1 27 ,
. ——(nl—ml") . no. .
4= %zze’ L g S i {%K(q - c,')j (3.28)
1=0 I'=

Con esto tenemos resuelta la primera parte de la integral 4, que teniendo en cuenta
que 4, =4, +4,+A4;+A4, ytodas las expresiones dadas por (3.14), (3.20), (3.24) y

(3.28) obtenemos la expresion final sobre la que se tendran que hacer las pruebas
adecuadas para ver si las aproximaciones hechas son validas y al mismo tiempo se
tendra que programar de la forma mas eficiente posible.

Por tanto si nos fijamos en todas las expresiones sefaladas sustituimos y
simplificamos obtenemos:

n—-m L-1L-1 .

2
a J—ml-ml") (. e i _C . a
4,=Y > Dt (e TR (G=ED _ gtk CI))smc(Z(S, —Sz')j

sn—m L-1L-1 .27 nl—ml' . , . '
+ 07(1] z ej L (nl l)(e“’JKYO(S/_S/ ) e‘JKYO(Sz_SI ))Sin C(O;a K(Cl — Cl')j (329)

donde en este caso se definen x, y y, simultineamente para poder escribir la expresion
de forma mas compacta:

_0.7a
X, = 5
a
Yo E

Una vez calculada A4, continuamos calculando 4,, que como se ha visto
anteriormente en (3.6) se define como:

Ay = [d,HP (Kp(@)e (e, (Ko@) de

donde recordemos que d, es el elemento 7 -ésimo de la matriz de dispersion D .

Se procede exactamente igual que con 4,, se divide el contorno rectangular en
cuatro tramos C=C, +C, +C, +C,.
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Para escribir las integrales de cada uno de los contornos recorreremos el rectangulo
en sentido contrario a las agujas del reloj empezando por C, (ver figura 6). Por tanto
nos quedara:

A, =" 41,2 (Ko@) (", (Ko@) dy
[ a1, (Koe" (7, (Ko@) ()
[0 a,1,2 Kp@)e (e, (Kp@) (~dy)

A 8 (im Jax=d, +4,+4,+4, (330
+[ d,H,P (Kp@)e" e, (Kp(@)) dx = 4, + Ay + A + 4, (3.30)

-0.7a/2

A continuacion pasamos a resolver la primera de estas integrales 4,, sobre el tramo

C, (ver figura 6), para ello haremos uso de la expresion definida en la introduccion de
esta seccion (3.4), donde en este caso concreto se debera calcular el valor de los
parametros d,, y ¢,, (ver figura 10). Asi la integral a calcular sera:

al2 P Cioen o[ im "
A= [ d, Y HD (Kd,)e T (Kpe (e, (Kp@)) by (3.3D)
p

=P

Fig. 10

De la fig. 10. podemos extraer los valores que tomaran d,, y ¢,, y la relacion entre
las coordenadas del nuevo sistema de referencia y el sistema de referencia original. Se
han de tomar unos de manera que el tramo sobre el que se calcula la integral C, este
contenido totalmente en la circunferencia de radio R y como el origen de coordenadas
del sistema de referencia original, donde la expresion (3.4) no es valida, coincide con el
centro del poste dieléctrico, donde no estamos haciendo el estudio, no tendremos
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problemas en ese sentido. Tenemos pues d,, = max(x,,R), para calcular el valor del
radio de la circunferencia nos fijamos en la figura 10 y obtenemos:

(R-x,)"+(s-a) =R’ (3.32)

donde x, se corresponde a la coordenada fija respecto al sistema de referencia original

en el tramo C,:

Despejamos R de la expresion (3.32):

2442.,2
R=% (3.33)
0

En posteriores secciones se debera hacer un estudio para averiguar que valor de s es
el mas adecuado para conseguir que el error sea lo mas pequefio y uniforme posible en
todo el tramo C,. Ya s6lo queda determinar el valor del parametro ¢,, y la relacion
entre los dos sistemas de referencia. Observando la figura 10 resulta sencillo determinar
que ¢,, =z . Mientras que las coordenadas cartesianas del nuevo sistema de referencia
respecto a las del original se deducen facilmente observando una vez mas la figura 10:

y=Y (3.34)

Una vez deducidos todos estos pardmetros ya se puede calcular la integral 4,,.

Como primer paso sustituimos (3.1) en (3.31) teniendo en cuenta que hay que conjugar
la expresion cuando proceda y que al estar en el tramo C, la coordenada x es fija al
igual que la coordenada x'. Obtenemos la siguiente integral:

1 2p7

a2 z (2) —j(p=n)é, jp < L = JK(Cixy'+S8;y")

~ - 1 . -

A4, = J._a/z d, EPHn_p(Kdzl)e 3 lzoe e
p==

2mr

—n [—1
J K (Cxe S, )
. e e 1 X0 I dy

donde fijandonos en (3.34):

2 (3.35)



Calculos y discusion de resultados 29

Reordenando términos y teniendo en cuenta (3.34) obtenemos:

L—1 L-1 .p-m . 2p7W 2mr

P
—i(p- I iKGe-R) T jKG
d z § § |:H(2) (KR)e j(p-mz J e L e/ 1(Xo e L o/KG™
n n—-p L2

p=—P =0 I'=0
al2 o o
) I o /KV(S,-81") dy}

Ahl

1

~

-al2

donde la integral a resolver resulta ser directa e igual a las resueltas anteriormente,
tomando el resultado de la integral de (3.13) y teniendo presente (3.2) y (3.11)
finalmente se tiene:

L-1 L-1 ) jp—m I.szl ) ’/Fz,ﬂ o
d”a Z ZZ H® (KR)e—/(p—n)zr L_e L o IKG=R) LT L IKGY,

n—-p 2
p=—P =0 ['=

Ahl

I

sin c(%(S, - S,')ﬂ (3.36)

A continuacion pasamos a resolver la siguiente integral A4,, definida en el tramo C,.

Para ello debemos de volver a deducir tanto los pardmetros d,, y ¢,, como la relacion

entre las coordenadas del sistema de referencia original y el nuevo sistema de referencia
ilustrado en la figura 11.
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A partir de (3.30) y (3.4) obtenemos una primera aproximacion de la integral que
deberemos calcular:

0.7a/2 P Cioen o[ im "
4= [ d, S HE (Kdy e T (K (e, (Kp@)) () (337)

p=-F

Fijandonos en la figura 11. deducimos que d,, =max(y,,R) donde el radio de la
circunferencia en este caso es:

(R —yo)2 +(s- a)2 = R? (3.38)

donde y, se corresponde a la coordenada fija respecto al sistema de referencia original
enel tramo C,:

Despejamos R de la expresion (3.38):

2 + 2 . 2
R=2o TS5 "4 (3.39)
2y,

Al igual que en el caso anterior en secciones posteriores se deberad hacer un estudio
para averiguar que valor de s es el mas adecuado para conseguir que el error sea lo mas
pequefio y uniforme posible.

s . . 3z .
Por Gltimo en este caso como se aprecia en la figura 11. se tiene ¢,, = B mientras

que las coordenadas del nuevo sistema de referencia seran:

(3.40)

Ya estamos preparados para calcular 4,,. Sustituimos (3.1) en (3.37) teniendo en

cuenta que hay que conjugar la expresion cuando proceda y que al estar en el tramo C,
la coordenada y es fija al igual que la coordenada y'. Obtenemos la siguiente integral.

2prm
122
/ L

~

—1
e

P

A
L

j—n L-1 2"’IJ K(C,'x+S )
. € e’ 1'x+8;"'vo —dx
T IZ (—dx)

—JK(Cx'+8,3,")

A,

IIZ

J-O7a/2 |: Z H(z) (Kd )e—/(p 1)y, e

0.7a/2

~
I}
=]

'=0
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Recordemos que C,,C,',S,y S," vienen definidas en (3.2) y (3.11). Ademas si
tenemos en cuente (3.40) se ve que:

-4
075 (3.41)
Y'=y - R

Reordenando y sustituyendo términos:

P L-1L-1 . 3z .p-m . 2p7 2mr
2 ~J(p=my- I iKS o-R) T kS,
Ahzg_dnz H}E_L(KR)e 2 J —e L o /KSR , L oK'
p=—P =0 I'=0 L
Jal2 . .
, .[07”/ o IKHC=C) g
-0.7a/2

donde la integral a resolver resulta ser directa como en el caso de antes. Ademas es
igual a una de las integrales resueltas anteriormente, tomando el resultado de la integral
de (3.19) finalmente se tiene:

-1 L . 3z .p-m ., 2pw 2mr
4,=-07a-d, i >3 Hp7, (kRye """ L pz ¢ g L gk
p=—P =0 I'=0 L
. 0.7a
-smc( P (O C,')ﬂ (3.42)

Calcular 4,; y 4,, resultara mas sencillo ya que se podran reutilizar las expresiones
de 4, y A, respectivamente. De todos modos es necesario determinar tanto los
parametros d,, y @,, como la relacion entre las coordenadas del sistema de referencia
original y los nuevos sistema de referencia en cada caso. Veamos que ocurre con 4,, .

A la vista de la figura 12. deducimos que d,, = max(abs(x,),R), el valor del radio
de la circunferencia sera:

(R—abs(x,))’ +(s-a)’ =R’ (3.43)

donde x, se corresponde a la coordenada fija respecto al sistema de referencia original

enel tramo Ci:

_ 0.7a
Xy ==
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Fig. 12

Despejamos R de la expresion (3.44):

PR (3.45)
2abs(x,)

El valor de s al igual que antes se estudiard mas adelante. Por otro lado observando
la figura 12 resulta sencillo determinar que ¢,, =27 . Mientras que las coordenadas

cartesianas del nuevo sistema de referencia respecto a las del original se deducen
facilmente:

=y
3.46
x'=x+R ( )

Para calcular la integral se opera igual que con 4,,. De este modo 4,; queda:

L-1 L-1 ) jp—m I.szi ) ,j]'hl o
Ah3 ~_da Z zz H(2)I7(KR)6—1(P—’!)2” . e L g /KGR, L /KCG%
nt L L n— I
p=—P [=0 I'=
. a )
-sinc¢ Z(Sl -5 (3.47)

Si comparamos (3.36) y (3.47) vemos que se diferencian por el signo, por los
parametros deducidos de la figura 12 y por el valor de x,'. La expresion (3.47) ain

puede simplificarse de la forma:
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L-1 L-1 jp—m ﬂZﬂ ) —jl'zm—” o
Ah3 ~ —dna Z zz H}EEL (KR) —e L o KGR, L o/KG
p=—P 1=0 I'=0 L
. [a \
-sinc¢ Z(Sl -S") (3.48)

Por ultimo queda calcular la integral 4,, sobre el tramo C,. En primer lugar, al
igual que en las otras ocasiones, deduciremos los parametros d,, y ¢,, fijdndonos en la
figura 13. Se tiene que d,, = max(abs(y,),R) donde el radio de la circunferencia en
este caso es:

(R—abs(y,))’ +(s-a)’ =R® (3.49)

donde y, se corresponde a la coordenada fija respecto al sistema de referencia original

enel tramo C;:

Despejamos R de la expresion (3.49):
2 + 2,2
R=2o TS5 "4 (3.50)
2y,

El valor de s se estudiara mas adelante.

-

= oE

Fig.13



Calculos y discusion de resultados 34

El valor de ¢,, =— como se ve en la figura 13., mientras que las coordenadas del

N

nuevo sistema de referencia seran:

': +R
y=y (3.51)

x'=x

Ya conocidos los parametros necesarios, calcular la integral es igual que con 4,,.

De este modo 4,, queda:

P Ll L-1 —j(p-n)~ j PRl - _jpnE _—
A4,,=0.7a-d, Z z H,EEL(KR)e 2 Te L o /KSi*R) 7L L IKS Yy
p=—P [=0 I'=
. (0.7
-smc( ﬂ“(c, —c,')ﬂ (3.52)

Si comparamos (3.42) y (3.57) vemos que se diferencian por el signo, por los
parametros deducidos y por el valor de y,'.

Ya conocemos las expresiones necesarias para obtener una solucion de
A, =A4,+4,+A4,+A4,. Sinos fijamos en (3.36), (3.42), (3.48) y (3.52) sustituimos

y simplificamos se obtiene:

S ek ol AR P tp-tm) 2 j iKC, (xp—R) , jKC;'
A, =da Z e L (H,(,)p(KR)e_](p_”)”e_j 1(%=R) , JKC %y

P L-1 L-1 - p—m 2z , R V3
P tp-rm) i
+0.7a-d, E E {J e L (H,EL(KR)Q 2 o KS (0 =R) 5K vy

(T e
CH® (KR)e 2 g RS 00 gt y°]sinc(oza(C1—C;')ﬂ (3.53)
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donde en este caso se definen x, y y, simultineamente para poder escribir la expresion
de forma mas compacta:

X, :O.7a
2
_a
Yo _E

Por lo tanto 4,, = 4, + 4,, queda definida a partir de (3.29) y (3.53).

3.2.3. Integral B,,

La integral de la que nos ocuparemos es:

B,, = [g.@)e"J, (Ko@) de

donde m=-N,,..,N, y n=1,..,M . Para calcular esta integral al igual que con las
anteriores se divide el contorno rectangular en cuatro tramos C =C, +C, +C, +C, (ver
figura 6). Recordemos que en los tramos C, y C, la coordenada x es fija y por lo tanto
la integral s6lo va a depender de y . Ocurriria de forma parecida con C, y C, al ser la
coordenada y fija, pero si nos fijamos en la expresion que define a g, (2.31) y (2.32)

vemos que para estos tramos es nula. Por tanto para esta integral so6lo tendremos que
recorrer los dos tramos en los que y es variable C, y C,, siendo ademas su valor nulo
o no dependiendo del valor que tome 7.

La integral quedara:
al2 img *
B, =["" g @le™, Ko@) dy

[ g @le™ T, (Ko@) (~dy) = B, + B, (3.55)

donde B, es la integral sobre el tramo C, recorrido en sentido contrario a las agujas del
reloj que toma valores no nulos cuando n € [1,-~~,M ]]. B, es la integral sobre el tramo
C, que toma valores no nulos cuando n e [M, +1,--- .M ], siendo M, el niimero de

modos guiados consideradosenlaguiai y M =M, +M,.
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En primer lugar resolveremos B,, para ello utilizamos (2.32), (2.25) y (3.1)
conjugada, sustituimos teniendo en cuenta que la coordenada x es fija con valor

_0.7a )
X, = - y nos queda:

=
1

—al2 a2b2 a2

%) m mn
ja/Z _ 2ZO(I’!—M1) Sen((n _Ml)ﬂ. ){j ie 27 ]K(C1x0+51y))dy
L iz

donde recordemos que los dos accesos son iguales y por tanto cada modo tiene la misma
impedancia caracteristica en los dos accesos. Ademas observando la figura 6. se puede

. a i ., .
deducir que x, =y + 5 Reescribiendo la expresion anterior tenemos:

=
1

-m 2m7r
ja/Z _ 2ZO(n_M1)Sen (}’l M )7[ J < le ]K(C[X0+SIY) dy
—al2 ab a L =

Reordenando términos obtenemos:

27 R znl al — .
B=- O(n M) ]Tz ot KCr j_ajzsen(w[y +%)Je+,1<s/ydy (3.56)

=0 a

Vemos que la integral que nos queda es un producto entre un seno y una
exponencial que efectivamente tiene solucion analitica. Este tipo de integrales se
resuelven por partes, haciendo uso de esta resolucion por partes dos veces, despejando
luego la integral que vuelve a aparecer en la propia solucion y reordenando términos se

obtiene la solucion, veamos:

J:a/z ((n y)ﬂ( %jje+ﬂ(5,ydy:

al?2
en —(n — Ml)ﬂ- (y + gj e KSy —1
i a 2 JKS,

1 (n—M])JZ'J'a/ZCOS (n—M)x y+ﬁ e S dy
JKS, a -al2 a 2
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Aplicando a continuacion la segunda integracion por parte queda:

= sen| 1MV (y + gj grisr 1
a 2 JKS,

1 (n—Ml)ﬁ{ 1 COS((n—MI)z(y+gje+,m,y]

JKS, a | JjKS, a 2

L1 (n—Ml)er-a/Z o (n—Ml)fr(y+g] £ gy
JKS, a —al2 a 2

Despejando la expresion de la integral tenemos:

2
o[ L =M)x [ sen (n—Ml)fr(yJ,gj ¢S gy =
JKS, a —al2 a 2

al2

= 'I;S sen[(n_Ml)ﬂ (y+%)]e+ﬂ“’y
JBY, a
—al2

2
B 1 (n_Ml)ﬂ.COS (n_M1)7T(y+£j e+JKS/y:
JKS, a a 2

Por tanto, finalmente obtenemos el siguiente resultado:

Jva/Z Sen[(n _Ml)ﬂ. (y +%j]e+j[(s1ydy =

—al2 a

|:K1 (Kgsen(—(n — M] )ﬂ. (y + gj]eJijS/y

-al2 a 2

— K3 COS(M['}/ + gjjeﬁKS;y j:| (357)
a 2

al2
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donde
1
K, = .
I+ 1 n-M)x
JKS, a
_ 1
o JKS,
1 Y (-M
K, =|- (n=M)z (3.58)
JKS, a

Si acabamos de calcular la integral, finalmente obtenemos:

ja/Z Sen[(n _Ml)ﬂ (y +%j]e+j[(51ydy —

—al2 a
- jks, 2 +jKS, 2
= K1K3[e 2 —cos((n—M,)z)e 2} (3.59)

Y sustituyendo (3.59) en (3.56) se tiene que:

27 A= S kS +IKS
B =— /%%Ze T e+fKC1xOK1K3[e "2 _cos((n-M)x)e 2) (3.60)
a 1=0

donde n E[M1 +1,---,M].

Esta expresion presenta un problema puesto que cuando /=0 el valor de KK, es
una indeterminacion, para solucionar este inconveniente calculamos el limite de K K,

cuando / tiende a 0, y por tanto segin (3.2) S, - 0.

. 2 _
lim K K, = lim—JK514) =Mz _
S0 T SRV (KS,a) + (n— M) (KS,a)a
_ (n—M,)m _ a

= lim ——— = (3.61)
520 (jKS,a) +((n—M)7)  (n—M)x

Cuando programemos (3.59) deberemos de tener en cuenta este detalle.
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Pasamos a resolver B, sobre el tramo C,, para ello utilizamos (2.31), (2.25) y (3.1)
conjugada, sustituimos teniendo en cuenta que la coordenada x es fija pero esta vez con

valor x, = —%, ademas los dos accesos son iguales y segun la figura 6. x, =y +%,

con todo esto y reordenando términos nos queda:

2Zo j—m L-1 _ﬂZmT;z +jKC al2 ni a +iKS
—[—2—> e e hr sen| —| y+—|le " (-d
\ab L ; [ V2 (=)

La integral que queda es muy parecida a la anterior, solo se diferencian por un signo
y porque en lugar de n— M, aparece simplemente 7 . Por tanto la solucion sera:

27 jmid e —jKS/Z +jKS; 2
B, = 1/—b‘)”jTZ:e Tle ’KC”“‘KIK{e . —cos(nz)e ’ 2] (3.62)
a 1=0

donde K, y K, tienen la misma expresion que en (3.58) pero con n en lugar de

BZ

1

n-M,,y ne [1,---,M1]. Cuando / =0 el valor de K,K; es una indeterminacion que se

soluciona como en el caso anterior, Obtenemos loégicamente el mismo resultado que
(3.61) pero con n en lugarde n—M,.

Conocidas (3.60) y (3.62) ya tenemos la solucion para B, =B, + B, .

2Z,, j" S _ﬂzrzﬁ ~jKC)x
R L L — e e 10
{ ab L ;
ks, @ . ks, @
'K1K3(e B —cos(n;r)e : 2]:| ne[l,"',M1]
B, = (3.63)

—m L—1 L2mrm
{_ 2ZO(n—M|) J == oK
K

. 0.7a
Donde se considera x, = .
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3.2.4. Integral G,,

Esta integral es, a primera vista, la mas complicada ya que aparecen funciones de
Bessel y Hankel derivadas respecto de p:

-1l n
G, =|— J, (K d,H? (K
w=[ { o, VP @)+ P Kp@en(d)

+ 10, (Ko@) + d,HE (Kp@) Joos) <, (#)de

Para evitar el tener que calcular derivadas respecto de p utilizaremos la regla de la

cadena para obtener una nueva expresion equivalente a la anterior pero mas sencilla.
Sabemos que esta expresion proviene de imponer continuidad de campo magnético en el
contorno rectangular y por tanto las derivadas aparecen como consecuencia de utilizar
una de las ecuaciones de Maxwell para obtener el campo magnético (2.19). Utilizando
la regla de la cadena podemos escribir (2.20) de la siguiente forma:

gzt yxp=-_! [@(iﬂzﬁJW{_ %%n (3.64)

Y puesto que lo que buscamos es la componente en y del campo magnético, como

se vio en secciones anteriores se proyecta H sobre la direccion y. Asi, teniendo en
cuenta que:

X = pcos¢

y = psing

0 = Ccos¢x +sin ¢gp
(,/3 = —sin¢x + cos gy

podemos escribir H - de la siguiente forma:

H-p= _‘L sin ¢(% égj (—psin ¢)] —Ccos ¢( ég; oS ¢B

1 _, O6E. _, OE.
——| —SIn —COS —_—
: ¢ o ¢ &j

:L(éEj (3.65)
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donde puesto que las funciones de Bessel y Hankel provienen de los modos cilindricos
la expresion para E_ es:

N;

E = S .(Kp)+d,H,” Kp))e

n=-—N;

y por tanto segun el desarrollo hecho en secciones anteriores la integral a resolver se
reduce a:

G, =|

| (5(Jn(Kp)ej"¢)+ . sle,” (kpye)
! jou

5 n 5 ]g; (¢)dc (3.66)

donde g;* esta definido en (2.49), m=1,..,.M y n=-N,,...,N,. Para que resulte mas
sencillo el proceso de resolucion vamos a separar esta integral en la suma de otras dos:

6, =[] 5(Jn(Kp)e/"¢)g;*(¢) s -1 a, 5(Hn(2)(Kp)efn¢) oG+,
cJOH ox % jou S

En primer lugar resolveremos G,. Para ello como ya se ha hecho en las integrales
anteriores recorremos la curva C =C, +C, + C, + C, (ver figura 6) en sentido contrario

a las agujas del reloj empezando por C, y nos queda:

ai2 1] 5(] (K,O)ej"¢) o
G, = 2 d
J —al2 ja)ﬂ 6x gm (¢) y

072 1 J (Kp)e’w)
j07a/2ja)ﬂ S¢
.

+

. (§)(~dx)

18, (Kp)e™™)
-al2 ja)ﬂ 6x

+

. (9)(~dy)

07a/2 ] 5(J,,(K,D)ej"¢) o* _
+J‘ 0712 jept Sc g, (Pdx=G,+G,+G;;+G, (3.67)

Debido a la propia definicion de g;* las integrales G, y G, tendran valores nulos

para ciertos valores de m .
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Pasamos a resolver G ;. Sustituimos (3.1) en G, y derivamos la expresion respecto

X, sustituimos también (2.49) y utilizamos a su vez (2.25), a continuacion puesto que
nos encontramos en el tramo C, fijamos la coordenada x con lo que la integral sélo

. . a
dependera de y . Teniendo en cuenta que los dos accesos son iguales y que x, =y +5

(ver figura 6) reordenando términos queda:

donde x, :O'% y me [M] +1,'--,M] ya que asi se define g;*para C, en (2.49).

La integral que se ha de resolver es casi igual a la resuelta para B, (3.59), s6lo

cambia que en este caso la exponencial es la conjugada. Se puede aprovechar el
desarrollo hecho anteriormente en el que las constantes definidas en (3.58) K, y K,

tendrian el mismo valor y K, estaria cambiada de signo en este caso. Por tanto la
expresion sustituyendo la integral por su solucion quedaria:

~ 2ZO(WI M ﬂi 2”” _/KCIXO
V L=

JKS) S ~IKS
-K\K;| e —cos((m—Ml)zr)e (3.68)

donde no olvidemos que solo tiene valores no nulos para m [M LM ] Y ademas
cuando / — 0 aparece una indeterminacion que se soluciona como (3.61).

Para calcular G,,, integral sobre el tramo C,, se debe tener en cuenta que su

expresion variard ligeramente dependiendo del valor que tome m debido a la forma en
*

la que est4 definida g, , en principio le llamaremos m y mds adelante matizaremos sus

valores. Sustituimos (3.1) en G;, y derivamos la expresion respecto X, sustituimos

también g;* por la expresion adecuada de (2.49) recordando que ¢=0.7a, a
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continuacion puesto que nos encontramos en el tramo C, fijamos la coordenada y con
lo que la integral s6lo dependera de x. Simplificando y reordenando términos queda:

Ill

j2

1 2 oS [T ke g [ M 0.7a
TTZ;( JKC)e J:O.M/ze sin X— (—dx)

donde y, :%.

La integral es parecida a las anteriores resueltas por partes, aunque hay que tener en
cuenta que dentro del seno se le resta un término a x en contra de lo que ocurria en las
integrales anteriores, esto cambiard las cosas cuando se sustituyan los limites de
integracion. De todos modos es sencillo llegar a la expresion final de G, simplificada:

n L-1 2n7r

0.7a 0.7a
Zce e RS KK[ P cos(ma)e ﬂ (3.69)

Ill

donde dependiendo del valor que tome m la expresion variard un poco. Si
me [l,m,M ]] la expresion no cambia, pero si m € [M LM ] la expresion variara
siendo m=m—M, .

Para resolver G;; y G,, sobre los contornos C, y C; respectivamente el proceso es
igual que el seguido hasta ahora. Se sustituye (3.1) en las expresiones, se deriva
respecto X, y sustituimos también la expresion de g, correspondiente en cada caso. En

el caso de G, puesto que nos encontramos en el tramo C, fijamos la coordenada x con

lo que la integral s6lo dependerd de y ademas los dos accesos son iguales y x, =y +%

(ver figura 6). Reordenamos términos y queda:

1 |2z, ]" = 12"—” ke
Gz——rm —JKC))e Ko
Jlem (m ()]
4 a
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donde x, = —% y me [1,---,M1] ya que asi se define g;* para C, en (2.49).

Finalmente la integral quedara:

KS, 2 - JKS, %
-KIK{e 2 - cos(mﬂ)e 2 ]:l (3.70)

Por otro lado G, es practicamente igual que G, . Las expresiones que quedan son

. : . a
las mismas pero cambiadas de signo y con y, = 5 Por tanto finalmente tendremos:

2;171'

_jKC, 0.7a + KC[07a
e Ko ~K]K3[e T —cos(m;r)e T ﬂ (3.71)

~_iJ_L
.= Lz

n L=

donde al igual que antes dependiendo del valor que tome m la expresion variard un
poco. Si me [1,---,M1 la expresion no cambia, pero si m € [M1 +1,---,M] la expresion
variard siendo m =m— M, . Recordemos que en todos los casos K,K; cuando /=0 es
una indeterminacion que se soluciona como (3.61).

Finalmente obtenemos:

G;+G,+Gy, mell,M,|]

G,+G,+G, me[M, +1,---, M]

donde las expresiones estan definidas en (3.68), (3.69), (3.70) y (3.71). Sustituimos
estas expresiones en G, y obtenemos la solucion analitica de la integral.
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0.7a

2n7r 0.7a
1 7" L ik X - jKC, +jKC,~L2
——jL E (e et/ S’y°)-K1K3 e 2 —cos(mﬂ)e 2
n

27, 4 ikCx kS, < - jKS, 2
—4 1‘;’”e G OKIK{e] 2 _cos(mr)e ZH
a

e[l M,
G, =
-n L-1 ,[2mr ) ) K 0.7a o 10'70
lj? Cle] L l:(ejKS/yO _e+jKS[y0)'K1K3[e J ’ _Cos((l’l’I—M])ﬂ')e e J
n L=
27 . kS, 2 &S, %
* \ 0(”;)7%) e e KIK{eJ 2 —cos((m—M,)z)e - 2}:|
a
me[Ml +1,"'5M]
(3.72)
donde x, = a Yo %

Continuamos resolviendo G,,. Para ello como ya se ha hecho en las integrales
anteriores recorremos la curva C =C, +C, + C, + C, (ver figura 6) en sentido contrario

a las agujas del reloj empezando por C,:

a2 1 S\H"(Kp)e™) .-
Gy =", .2 pse) - g
al2 jol oxX
(2 in
+J-0,7/2 1 d 5([-]" (Kp)e’ ¢)
07412 jopl Sx

a2 1 S\HP(Kp)e| ..
[ e o) )e: -

+J-o.7a/2 1 4 §(H,1(2)(Kp)ej”¢)
07412 jepu " Ox

g5 ($)(=dx)

g:n*(¢)dx =G, +*G), +G,; +G, (3.73)

Debido a la propia definicion de g, las integrales G,; y G,; tendran valores nulos
para ciertos valores de m .
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Primero resolvemos G,,. Sustituimos (3.4) en G,,:

a/2 —j(p=n)¢y ", /pd' 0¥
Gu= [ [ZH,EQ,(Kdzl)e 1 (K ]gm (#)dy

Los valores de los parametros ¢,, y d,, se pueden determinar al igual que se hizo en
A, observando la figura 10, ya que nos encontramos en el tramo C,. Asi
d,, =max(x,,R) donde R viene definida por (3.33) y ¢, =z . En cuanto a las
coordenadas del nuevo sistema de referencia »'=y, x'=x—R. Sustituimos (3.1) y
derivamos la expresion respecto X:

~ [*? &) j(p-mx
G, = ‘”/zja)/.ld ZH o (Kdy)e

2p7r

p L—
%2( JKC)e' £ e KGtRsm e (g gy,
1=0

Sustituimos también (2.49) y utilizamos a su vez (2.25), a continuacion puesto que
nos encontramos en el tramo C, fijamos la coordenada x con lo que la integral solo

, . . a
dependera de y . Teniendo en cuenta que los dos accesos son iguales y que x, =y +5

(ver figura 6) reordenando términos queda:

1 0<m M) @) I T B o)
G, =~ ,/ d, Y H® (Kd,)e ' """ L5 (—jKC)e' e it
hl iKn z ( ) I g -JKC)

.J‘a/z ejKS,ySen((m_Ml)ﬂ' [y +£jjdy
-al2 a. 2

1
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Esta integral ya se resolvié anteriormente en G ;:

1 2Z O(m M) ) jpemr I 'S zp” o~ KCiI(0=R)
G, = — —d, ZH = (Kd,y))e Tz
n p=-P =0

JKS; & - jks, &
-KIK{e 2 _cos((m-M)r)e 2 H (3.74)

) . 0.7
donde no olvidemos que tiene valores no nulos para m € [M LM ], y X, = 4.

Calculamos ahora G,,, integral sobre el tramo C,. Al igual que G ,su expresion
variard ligeramente dependiendo del valor que tome m debido a la forma en la que esta
definida g . Seguimos el mismo proceso que con G,,, puesto que nos encontramos en

el tramo C, la integral s6lo dependera de x, y viendo la figura 11, deducimos que
d,, =max(y,,R) donde R estd definido en (3.39), ¢,, =377[ y segun el nuevo sistema

de referencia x'=x, y'= y— R. Simplificando y reordenando términos queda:

2p7r

i( .
Ghz E_ldn z H(Z) (KdZI)e o ) J ZCe L o /KS1(yo=R)
7

-J.O'm oK gin| M7 [ _0-7a (—dx)
~07a/2 0.7a 2

donde esta integral ya se resolvio (3.69), por tanto queda:

cp L-1 2p7r

c -
G,, ;ldn > HP (Kd,)e Y _Zce o KSI 00 R)
n  p=r

jKC,O7a +jKC,O7a
KKje 2 —cos(mr)e 2 (3.75)

donde y, = > y dependiendo del valor que tome m la expresion variard un poco. Si

me [1,--~,M ]] la expresion no cambia, pero si m € [M LM ] la expresion variara
siendo m=m—-M, .
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La integral G,, es practicamente igual a G,;. Cambia el signo del diferencial, el
valor de x,, los pardmetros y cambio de sistema de referencia derivados de utilizar (3.4)
y el rango de m en el que la integral es no nula. De la figura 12, pues esta integral es
sobre C,, tenemos que d,, =max(abs(x,),R), donde el valor de R viene dado por
(3.45)¢ =2r y las coordenadas del nuevo sistema de referencia respecto al original son
y'=y, x'=x+R. Lasolucion a la integral queda:

1 (27 E e ot
= Hr(i) (Kd,,) Ce L o /KCilx+*R)
h3 77 Clb p:zp P 21 L ; /
: K]K{ejm[2 - cos(mzr)e_ﬂ(s[z]:l (3.76)
. . 0.7a
donde no olvidemos que tiene valores no nulos para m € [1,- oM l], y Xy =— S

Por ultimo la integral G,, se diferencia de G, en el signo que toma el diferencial, el
valor de y,, por los nuevos parametros y el cambio de sistema de referencia derivados

del uso de la expresion (3.4). Esta integral s6lo dependera de x puesto que nos
encontramos en el tramo C,. De la figura 13 extraemos que d,, =max(abs(y,),R),

donde R viene dado por (3.50), ¢=%, y las coordenadas del nuevo sistema de

referencia respecto al sistema de referencia original son x'=x, y'=y+R:

1 & e T PR T R
Gu=—d, Y. H? (Kd,)e 2N "Ce b e
n o ,=r ? L=
- jkc, 214 +jkc, %74
‘KK e 2 —cos(m;r)e 2 (3.77)

a . . . .
donde y, = 5> y dependiendo del valor que tome m la expresion variard un poco. Si
me [l,m,M ]] la expresion no cambia, pero si m € [M LM ] la expresion variara

siendo m=m—-M, .

Recordemos que en todos estas integrales cuando /=0 y por tanto S, -0, KK,
es una indeterminacion que se soluciona tomando el limite como se muestra en (3.61).
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Finalmente ya solo queda obtener G, :

G +G, +Gy, me[la"'aMl]
G, =
G,+G,+G, me[M1+l,---,M]

donde las expresiones estan definidas en (3.74), (3.75), (3.76) y (3.77).

P

1 P&t en ~ip-m~

24 ZH(Z) (Kd )J—ZC,e L ||e 2o RS0 _, 2t IS (0 =R)
n n-p 21

n L =

p=-P

K, 0.7a +KC, 0.7a
-K\K;| e > —cos((m-M))r)e 2

2Z o . _ j[(51E —jKS,E
_ / I(;m g~/ (p=mm 5+ JKC, (xo R)K]K3 e 2 —COS(I’I’NZ')e :
a

mell,-,M,]

1 S LS LA (A RIS _ —jp-mZ . ~
—d, ZH:i)p(KdZI)JTZC[e Llle 2 o RS o=R) _ o 2 o+ kS| (39 =R)
n =0

p=-P

- jxc, 21e +jkc, 21¢
‘K K| e 2 —cos((m—Ml)ir)e 2

2Z _ . . jI(SIg _j](Slﬂ
+ / 0(»;) M|>e—J<p—n>zre—/Kc,(xo—R>K]K3 e 2 _COS((m —M,)zr)e 2
a

me[M, +1,---, M]
(3.78)

donde en este caso se definen x, y y, simultineamente para poder escribir la expresion
de forma mas compacta:

_0.7a
X, = 5
a
Mo _E

Por lo tanto G,,, =G, + G,, queda definida a partir de (3.72) y (3.78).
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3.2.5. Integral H,,

Esta integral es de la forma:

H,, = [g.($),g, ($)de

donde g vy g;’n* vienen definidas segun (2.31), (2.32), (2.25) y (2.49), m=1,...M y
n=1,..,M . Para calcular esta integral al igual que con las anteriores se divide el
contorno rectangular en cuatro tramos C=C,+C,+C,+C, (ver figura 60).
Recordemos que en los tramos C, y C, la coordenada x es fija y por lo tanto la integral
solo va a depender de y. Como ocurria con B,, la integral sobre C, y C, si nos
fijamos en la expresion que define a g5 (2.31) y (2.32) es nula. Por tanto para esta

integral s6lo tendremos que recorrer los dos tramos en los que y es variable C, y C,,
siendo ademas su valor nulo o no dependiendo del valor que tome n y m.

La integral quedara:

al? %
i, =%,[" g, @y

+1, [ e, @(-dy) = H,+H, (3.79)

donde H, es la integral sobre el tramo C, recorrido en sentido contrario a las agujas del
reloj que toma valores no nulos cuando [m,n]e [l,-u,Ml] . Mientras que H, es la
integral sobre el tramo C, que toma valores no nulos cuando [m,n]e [M LM ],
siendo M, el nimero de modos guiados considerados enlaguia i y M =M, + M, .

Resolvemos en primer lugar H,. Para ello sustituimos g, y g;* por (2.32) y (2.49),
que al mismo tiempo utilizan (2.25). La integral a resolver es:

a2 272 -M YA -M
H =Y, )J‘ 0=ty o f (M= M) X, oy o f (M= M) ¥, |dv
Veal2 a,b, a, a,b, a,

. . a
donde teniendo en cuenta que los dos accesos son iguales, que x, =y + 5 (ver figura 6),

simplificando y reordenando términos obtenemos:
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H = O(n My \/ZO(n Ml)\/ 0(m—-M,)

J._m [(n 224 )ﬂ [ ) j]sen[—(m —a]2\41)7z [y + %)]dy

La integral que nos queda para calcular es muy sencilla, se trata de un producto de
funciones trigonométricas que se resuelve de forma directa:

(o P A o
—al2 a 2 a 2
_ J'aa//zzéco{(n —am)ﬂ [y N %D —%cos(m +m ;2M1)7r (y +%Ddy

1 a I O N o _

=3[ =) g

:%sinc(n—m)—%sinc(n+m—M1) (3.80)
Y por tanto:

H =Y, w7 \/Zo(n M])\/ 0(m— MI)(2smc(n m)—Esmc(n+m M)]

7
=Yy, My \/ZO(n Ml)\/ 0(m-M )Lzsmc(n m)j

donde se puede ver facilmente que esta integral s6lo tomard valores no nulos cuando
n=m.
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Finalmente la solucion sera:

1
Yooy —Zoon- n=m e|M,+1,--- M
le 0( Ml)b 0(n-M,) [ 1 ] (3.81)
0 n+m

Por otra parte la resolucion de /, es practicamente igual a la de H,, veamos:

H,=%,["" ¢:(#)g;, @)

Al igual que antes sustituyendo g, y g;* por (2.31) y (2.49), que utilizan a su vez
(2.25) y recordando que como esta integral es sobre C, tenemos que [m,n] € [1,- M 1] :

~ 2 al2 nr a mrm a
Hy = Yo, =N 20V Zon jmsen[a—(y + Ensen(a_(y + Ej](_dy)

Vemos que la integral es practicamente la misma, quedando finalmente:

HZZ—ZM—%TJZ%JZM(%ﬂndn—mg
a

Y por tanto:

—ZM;Z% n=m ell,--,M|] 582

H,=
0 n+m

Q

Sabemos que Y, = ZL y b= B ya que suponemos que la guia con la que estamos
On
trabajando estd normalizada, sustituyendo (2.36) y teniendo en cuenta (3.81) y (3.82):

nem (3.83)

mn

=
I
S o

n+m
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3.3. Analisis de resultados y comparacion con la solucion numérica

3.3.1. Introduccion

Para averiguar si las expresiones anteriores van a proporcionar valores
suficientemente cercanos a la solucion exacta y si van a cumplir los requisitos
temporales que se buscan, calcularemos la solucidn numérica de las expresiones
obtenidas y compararemos dichos resultados calculando el error cometido debido a las
aproximaciones realizadas y el coste temporal que tiene cada una de las formas de
resolucion del problema.

En primer lugar se comparardn las integrales sobre un solo tramo, utilizando el
tramo C, por ejemplo, para ello serd necesario fijar el valor de [m,n] . A continuacioén
se comparara la expresion completa de las integrales a lo largo de todo el contorno
manteniendo aun un valor de [m,n] fijo. Finalmente se calculara la matriz completa y se
comparard, sobretodo, el coste temporal respecto a la matriz obtenida utilizando
métodos numéricos.

Una vez obtenidas todas las matrices necesarias, se pasara a calcular la matriz de
dispersion generalizada. Para asegurarnos de que se obtiene un resultado correcto de S
se debera estudiar el mal condicionamiento de las matrices y en caso de obtener
resultados negativos se puede estudiar la posibilidad de solucionar el problema
mediante el calculo del otro conjunto de integrales.

El valor que se la dard al la anchura de la guia a partir de ahora serd a =19.05mm .
El didametro del poste circular serd 0.6a y los tramos sobre los que integramos paralelos

al eje x tendradn una medida de ¢ =0.7a . Ademas tomaremos un valor de 2 =09 , de
0

donde podremos obtener la frecuencia en la que estamos trabajando.

Ademas para hacer todos estos calculos se deberd determinar el valor de algunos
parametros que en secciones anteriores no se especificaron, pues tomaran el valor que
haga que el error entre las expresiones calculadas analiticamente y la resolucién con
métodos numéricos sea minima. Estos parametros son, por ejemplo, la L de la
expresion (3.1) en cada una de las integrales en las que se utiliza, la P de (3.4) que
como veremos es la que mas complicaciones dara, la s de las figuras 10, 11, 12 y 13 que
se necesita para obtener la R, etc.

El lenguaje que se utilizard para programar las integrales necesarias y poder realizar
las comparaciones oportunas sera Matlab. Como ya se ha indicado, se tendrd que
utilizar un método numérico. En principio se utilizard una funcién interna de Matlab que
evalia numéricamente integrales definidas utilizando el método de Newton-Cotes
adaptativo de orden 8, esta funcién es ‘quad8’. En algunos casos este método alcanza el
nivel limite de recursion dependiendo del valor de [m,n] , con lo que para obtener un
resultado mas fiable se utilizara un método programado que evalua integrales definidas
utilizando Simpson adaptativo.
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Una vez sefalado todo esto pasamos a comparar los resultados empezando por la
Matriz A4, pues es la que mas complicaciones dard, puesto que las matrices B y H son
sencillas y con la matriz G se tendran practicamente los mismos problemas que los
ocasionados por la matriz 4.

3.3.2. Matriz A4,

Para poder determinar con mayor facilidad el valor de los parametros que nos faltan
por especificar para hacer que el error sea minimo, volvemos a separar la integral A

mn

en dos partes 4, y A4, como se hizo en (3.6). En primer lugar estudiaremos 4, .

Como ya se hizo anteriormente (3.7) A, se divide en la suma de cuatro integrales,

cada una dada sobre uno de los tramos que conforman el contorno rectangular.
Estudiaremos lo que ocurre con la integral 4, definida sobre el contorno C, (ver figura

6) y una vez definidos los parametros necesarios generalizaremos sobre toda la integral
para ver si se obtienen los resultados deseados. Recordemos la expresion de esta integral
definida en (3.6) que serd lo que se resolverd numéricamente:

= [ 1, (Ko@ne 1, (Kp(@)) dv

La solucioén analitica de esta integral definida en (3.14) quedaba:

:n—m L—1 L-1 jﬁ(nl ml')

4,29 > et i e-fWCf-Cf')sinc(%(S,—S,')j

donde falta determinar el valor que debe tomar L para que la serie converja.
Recordemos también que esta serie aparece dado que se utiliza una expresion con la que
se aproximan los productos de Bessel y funciones trigonométricas por una serie de
funciones exponenciales definida en (3.1) y es:

2n7r

n L—

ng J" —JK(Cyx+S,y)

J K e/ ~ L J: li 1y
(Kpo(9)) I ZO:

De esta expresion obtendremos el valor de L adecuado. Para ello realizamos unas
graficas donde se expresa el valor absoluto cometido respecto al numero de ondas
planas L que se consideran en la expansion. Como el valor de L dependera del valor
de n dibujamos graficas para diferentes valores de n. Observando la figura 14 vemos
que cuanto mayor es el valor de n se necesita una mayor L para llegar a la
convergencia. Vamos a tomar una valor de L =45.
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Error Error
10 T T T T T T T 10

n=15 n=20

Fig. 14

Una vez determinado que valor tomarda L ya se puede pasar a comparar los
resultados obtenidos con la expresion evaluada numéricamente y la obtenida
analiticamente. Comparamos en primer lugar que pasa con la integral sobre el tramo

C,, si tomamos por ejemplo [m,n] = [5,5] el error absoluto cometido es del orden de

107, mientras que el error relativo (cociente entre error absoluto y valor numérico) es
del orden de 107°.

El error obtenido es pequeno, por tanto valido. Para [m,n] elevados en este caso por

contener la integral funciones de Bessel los resultados son practicamente 0 en ambos
casos, por tanto el error absoluto es muy pequefio mientras que el relativo es mayor,
pero como el valor de la integral es practicamente 0 esto no se tiene en cuenta.

Si pasamos a evaluar la integral A4, completa (3.29) sobre todo el contorno

tendremos que el valor de L en todos los tramos sera el mismo que el calculado para el
tramo C, puesto que las expresiones y aproximaciones hechas en todos los tramos son

las mismas. Para [m,n] = [4,5] el error absoluto obtenido es del orden de 107", mientras
que el relativo es de 10™. Siendo estos errores vélidos. Cabe notar que para [m,n]

elevadas ocurre lo mismo que antes y que para muchos valores de [m,n], el valor de la
integral se anula.
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Por otro lado también interesa ver el coste computacional de cada uno de los
métodos de resolucion. La resolucion numérica supone un tiempo de aproximadamente
0.15 segundos, mientras que la analitica con L =45 necesita un tiempo de 0.18
segundos y con L =30 el tiempo es de aproximadamente 0.09 segundos. Vemos que
para [m,n] pequenas el tiempo mejoraria pues se necesita un valor de L menor, pero
como el valor de L ha de ser unico para calcular la matriz se ha de tomar L =45 con lo
que los tiempos empeoran. De todos modos a la hora de calcular la matriz
analiticamente se pueden aprovechar muchos célculos redundantes, con lo que es
posible que el coste computacional y temporal necesario para calcular 4 de forma
analitica mejore respecto a la solucion numérica en la que no es posible aprovechar
ningun calculo y el tiempo total de calculo de la matriz sera la suma de tiempos de cada
uno de sus componentes.

Pasamos a estudiar las expresiones obtenidas con A4,, . Al igual que antes en primer
lugar nos centraremos en la integral sobre el tramo C,, cuya expresion tiene esta forma:

4, = [ a, 1,2 Kp@ne" (e, (Kp(@)) dy

Esta integral es la que se evaluard numéricamente, mientras que la integral resuelta
analiticamente es, segin (3.36):

. p—m 2prm 2mr

P L-1L-1 .
(- jlI= _. _ —jl'— . ,
d.a Z ZZ{H:&) (Kd,)e jp-ma J e L g KGGaR) L G UKG

p=P 10 I'=0 ! r
. (a \
. s1nc(z(Sl -5, )H

donde recordemos que falta especificar el valorde R,P y L.

Ahl

1

El valor de L dependera del valor que tome P, pues el pardmetro L viene de
utilizar la expansion de ondas planas de J, (Kp")e’”' que aparece como consecuencia

de sustituir (3.4) en la expresion de la integral de 4,, y segun el estudio que se acaba de
hacer de la convergencia de la expresion (3.1) el valor de L serd tanto mas grande
cuanto mayores valores se alcancen de p . Por otro lado P dependera a su vez del valor
que tome R, pues como se explico P> KR . Dado todo esto deduciremos R,P y L
conjuntamente.

Para determinar estos parametros evaluaremos el error que se comete en la
expresion (3.4), utilizada para aproximar los modos cilindricos dispersados,
representados por funciones de Hankel y exponenciales, por una suma de modos
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cilindricos incidentes, representados por funciones de Bessel y exponenciales. Ademas
sustituiremos (3.1) en ella. La expresion queda de la forma:

L2pr

) PoL-l . P jtPr
H, 2 (Kpe™ = 3 3 H, (Kdy)e /4 Loe g i @4.1)

n—p
p=—P1=0

El valor de R en el tramo en el que estamos haciendo un primer estudio, segin
(3.33) tiene esta expresion:

2 2 2
R_x0 +s5"-a
2x,

donde x, = O’% y hay que determinar cuanto vale s (ver figura 10) para cometer un

error lo més pequefio posible.

Por otro lado P> KR, es decir P =(QKR con redondeo hacia arriba, siendo O un

valor real mayor a 1, cuyo valor también ha de determinarse. Ademas se debe tener en
cuenta qué valor maximo se le daa P para que no se alcance un valor de L demasiado
elevado puesto que esto conllevaria un coste computacional y temporal mayores.

Dado todo lo expuesto se deben encontrar valores de s y O adecuados para que el

sumatorio de P converja y de errores pequefios, pero al mismo tiempo se debe de tener
en cuenta que estos pardmetros no han de proporcionar valores de P demasiado
elevados para no disparar el coste computacional de la solucion.

En primer lugar estudiaremos qué valor maximo debe de tomar P. Para ello nos
fijamos en la expresion (4.1) y evaluamos el error que se comete para un cierto término
del sumatorio de P al sustituir el producto de las funciones de Bessel y exponenciales
por la expresion (3.1), de este modo estamos evaluando el error de:

Hﬁ)p (Kd2] )e*j(P*n)cﬁzl ']p (K,O2 )ejpcﬁz

jp j12p7[

L-1 2p7
~ ZH@) (Kdﬂ)e*j(}?*")%] Te L e*/K(ClifS/y) (42)
=0

n-p

donde p toma un valor fijo y puesto que estamos en el tramo C, se tiene que ¢,, =7 y
d,, =max(R,x,) . Puesto que el valor de R aun no se ha determinado, en este caso lo

calcularemos tomando s = 0.7, de todas formas el orden del error que se comete no va a
depender fuertemente de este parametro, y por tanto tomamos d,, = R.
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A partir de esta expresion necesitamos ver para qué p el valor que toma L es
demasiado elevado. Construimos unas graficas cada una para un valor fijo de p que
nos muestren el error absoluto que se comete en la expresion (4.2) para un valor de
n =1en funcion de L para diferentes p . El resultado se muestra en la figura 15. Como
se puede apreciar el problema real no es que L alcance valores demasiado grandes para
llegar a la convergencia, si no que atin alcanzada la convergencia el error que se comete
con la aproximacién hecha utilizando (3.1) sobre (3.4) es enorme cuando p alcanza
valores mayores a 25 aproximadamente.

error p=6 error p=20
’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ; ‘ 10

. . . . . . . 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80

error p=25 error p=30
10 1

10"} ] 15[

Fig. 15

Por tanto si se toman valores de P elevados en la expresion (4.1) cada término del
sumatorio de p estard afadiendo un error que dado lo expuesto en los primeros y

ultimos términos, donde el valor absoluto de p es elevado, este error sera elevado.

Si analizamos el problema se puede deducir porqué en la expresion (4.1) el error es
tanto mas elevado cuanto P es mayor, al contrario de lo que cabria esperar ya que a
mayor P deberia de alcanzarse la convergencia seglin (3.4). Esto es debido al conjunto

dado por la sustitucion que se hace de J, (Kp'")e”?”" por su expansion en serie de ondas
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planas y la funcién de Hankel por la que se multiplica esta expresion. El problema esta
en que cuando hacemos esta sustitucion en términos del sumatorio con p elevadas el

producto de la funcion de Hankel por la exponencial (H,” (Kd,)e™'"™"') toma

valores realmente elevados y por tanto el error que se comete al sustituir J, (Kp')e??
por la serie de ondas planas, aunque en realidad es pequefio, se multiplica por un

nimero de orden mucho mayor, dando lugar a un término que introduce un error
enorme dentro del sumatorio.

Por eso las graficas con p grande tienen el error elevado incluso con valores de L

para los que ya se ha alcanzado la convergencia. Por tanto, para evitar errores elevados
debidos a este problema limitaremos el valor a P =25 y fijandonos en la gréafica de la
figura 15 donde p =25, pues es el sumatorio alcanzard como maximo este valor,

tomaremos como minimo L =50.

Una vez ya se ha deducido el valor médximo de P pasamos a averiguar qué valores
deben de tener los parametros antes citados s,0 y por tanto R. Para darles unos

valores Optimos se construyen unas graficas donde se evalua el error absoluto cometido
en la expresion (3.4) que recordamos:

P
H,” (Kp)e"™ = 3 H2 (Kdy )e "™ - J (Kp,)e"™ (3.4)
=P

Las graficas que se muestran en la figura 16 representan el error absoluto cometido
en esta expresion en todo el contorno C,, es decir el eje y, tomando una n =1, que es
donde estamos haciendo este primer estudio. Cada grafica representa una Q fija y cada
color una s diferente.

Ademas también cabe sefialar que para Q =2.5 el valor de P se mantiene por
debajo de 25 para cualquier valor de s, si O =3 s6lo toma valores mayores a 25 para
s=1ysi Q=4 pasalo mismo que en el caso anterior, sélo toma valores mayores a 25
para s =1.

Si nos paramos a estudiar los resultados mostrados en la graficas podemos ver que
tienen sentido, pues para un Q fijo, a mayores valores de s y por tanto mayores valores
de R el error en los bordes es menor puesto que el area definida por la circunferencia
de radio R donde es valida la aproximacion hecha en (3.4) es mas amplia y los bordes
superior e inferior del tramos C, estdn mas alejados de ella y por tanto de la frontera
limite estd mas lejana. Por otro lado también se observa que en el centro del tramo el
error cometido es mayor que para valores de s menores debido a que el centro de la
circunferencia, al ser el radio mayor, esta mas alejado del centro del tramo que se esta
estudiando y por tanto esta mas alejado de la zona del area del circulo donde dicha
expresion tiene errores menores.

Si se estudia lo que pasa cuando consideramos un s fijo, vemos que como era de
esperar, para un valor de Q mayor el error es menor, puesto que por definicion
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P =QKR y por tanto también P es mayor, tomandose de este modo mas términos del

sumatorio y aumentando la convergencia, siempre teniendo en cuenta que no se debe
superar el valor de P maximo definido anteriormente.

4 5

10 . . . . . . . . . 10 . . . . . . . . .

-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
coordenada y coordenada y

Q=25 Q=3

6

10 . . . . . . . . .

-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
coordenada y

Q=4
Fig. 16

Teniendo en cuenta todos estos datos vamos a tomar un valor de Q =3, ya que si su
valor fuera 2.5 el error seria un poco demasiado alto y si fuera de 4, aunque P no llegue
a valer 25 para algunos valores de s, alcanza valores cercanos a 20 y el coste
computacional aumentaria demasiado a cambio de la mejora que ofrece esta solucion.
En cuanto al valor de s, si nos fijamos en la grafica con Q0 =3 tomaremos s =0.7,
pues es una solucion intermedia donde el error entre el centro y los bordes del tramo
estan mas compensados que con las otras dos soluciones, con estos dos valores P =15.
Recopilando datos nos queda:

0=3
s=0.7

4.3
P=15 *3)

L =50
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Con estos valores podemos imaginar que el error para n =1 puede ser aceptable
pero no sabemos que puede pasar para n mayores. Para estudiar que pasa construimos
otro conjunto de graficas que se encuentran en la figura 17, donde se muestra el error

. .y , . a a
relativo que se comete en la expresion (3.4) en un area determinada entre y € [— 5,5}

y X€ [xO,R] para diferentes valores de 7.

Como se aprecia en las gréficas el error aumenta de forma muy répida con n, pues
solo hace falta ver los errores que se alcanzan con n =10 incluso habiendo utilizado un
valorde O =5 y s =0.9 que nos dan un valor de P =38, lo cual también influye en el

hecho de que el error sea tan elevado.

En realidad esto no presentard un gran problema puesto que para valores elevados
de n los elementos diagonales de la matriz de dispersion D se hacen nulos y por tanto

al ser d, =0 la integral 4,, también se anula. Veamos a partir de qué valores de n los

d, se anulan.

07 3] . 07 3]

0.7 3] e 0.9, 4]

i

i
y
i
A,

Fig. 17
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La norma dice que:

n>12Kr, —>d, =0 (4.4)

. s - a
donde r,; es el radio del cilindro, en nuestro caso el poste metalico, por tanto 7., < 5 y

haciendo calculos obtenemos:

a ) a
Sabemos que 0.5 < 7 <1. Si tomamos como peor caso 7 =1, tenemos:

n<12Kr, < 1.2;;% =127 =377 (4.6)

conloque n<3.

Por tanto viendo la figura 17, se observa que el error que se comete no es tan
elevado. Cuando evaluemos la integral veremos que resultados se obtienen.

Solo falta decidir que valor de d, es el correcto. Como se ha sefialado
anteriormente d,, =max(R,x,), y con los valores definidos en la introduccion se

obtiene efectivamente como habiamos supuesto que d,, = R.

Ahora ya estamos en condiciones de calcular el error que se comete al evaluar la
integral sobre el tramo C,de las dos formas expuestas. Se tiene que el error absoluto

para [m,n] = [4,3] es del orden de 107, mientras que el error relativo es de 10™" debido
sobretodo a la parte imaginaria puesto que en la parte real el error relativo es del orden
de 107.

A continuacién vamos a seguir el mismo proceso que se ha seguido con 4,, para
ver que ocurre con 4,,, integral sobre el contorno C,. Para ello recordemos cual es la
expresion que se evaluara numéricamente definida en (3.30):

4, =77 4,1, Kp@)e™ (e, (Ko@) (~dx)

-0.7a/2

mientras que la expresion analitica obtenida anteriormente definida en (3.42) es:
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8 A Ly LI
A,=-0.7a-d, z Zz H,fl,(Kdﬂ)e 2 I e L /Kb L oK
p=P 120 1'=0
. (0.7
~smc( l“(q —C,')ﬂ (3.42)

donde recordemos que al igual que con la integral anterior falta especificar el valor de
R,PylL.

En este caso puesto que la se han hecho las mismas aproximaciones que las vistas en
la integral anterior, nos enfrentamos al mismo problema con la diferencia de que el
valor de R segun (3.39) es diferente al anterior:

2,2, 2
Yo ts”-a

2y,

R=

donde y, :%.

El estudio para determinar el valor maximo de P es el mismo que se ha hecho
anteriormente y por tanto P =25. Ahora falta averiguar que valores de s y QO son

max

los adecuados. Y puesto que P = QKR determinar a continuacion el valor de P .

Para averiguar los valores de s y QO al igual que antes construimos unas graficas
que se representan en la figura 18 que representan el error absoluto cometido en todo en
contorno C,, es decir el eje x, tomando n =1. Cada grafica representa una Q fija 'y
cada color una s diferente.

Ademas también cabe sefialar que tanto para O =2.5 como Q =3 el valor de P se

mantiene por debajo de 25 para cualquier valor de s, siendo estos valores ligeramente
superiores para Q =3.

Si nos fijamos en las graficas se puede observar que en este caso los valores de s y
QO pueden ser menores, obteniendo errores aceptables en todos los casos, aunque muy

diferentes de los bordes al centro. Esto es debido a que los tramos con coordenada y
fija son mas cortos que los que tienen coordenadas x fijas, por tanto puesto que C,
pertenece a los primeros, esto permite que el area de la circunferencia necesite abarcar
menos espacio que en el caso de C,, y por tanto el centro de la circunferencia siempre

estard mas cerca del tramo que se estudia. Ademas el pico que se observa para s =0.5
en la coordenada x =0 es debido a que el centro de la circunferencia de radio R
coincide exactamente con este punto.
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Por tanto se podria escoger valores que hicieran que P fuera menor a la obtenida
para el tramo C, pero dado que para calcular la integral completa debemos tomar un
valor unico para estos pardmetros, tomaremos s =7y Q=3.

Fig. 18

Ademas puesto que el valor de R y por tanto el de P también deben de ser Unicos,
se debera de escoger el peor caso, de modo que R tomara el valor que tomaba para la
integral del primer tramo calculado, en vez de el valor que deberia tomar segin la
expresion definida por (3,39) en este tramo. Recopilando nos queda:

0=3
s=0.7

4.7
P=15 @7
L=50

Todo lo expuesto hasta se ha hecho considerando n =1, para valores de » mayores
ocurre lo mismo que en la integral anterior, con lo que so6lo se considerara esta integral
para n <3 segun (4.6).

Falta decidir que valor de d,, es el correcto. Como se ha sefialado anteriormente
d,, =max(R,y,) para evitar que el centro de la circunferencia caiga dentro de la guia, y

con los valores definidos en la introduccion se obtiene efectivamente que d,, = R.

Pasamos a calcular el error que se comete al evaluar la integral sobre el tramo C,de
las dos formas expuestas. Se tiene que el error absoluto para [m,n] = [4,3] es del orden

de 10™°, mientras que el error relativo es de 10~ . Efectivamente se ve que los errores
son algo mejores que en el caso anterior.

Para las integrales 4,, y 4,, tendriamos exactamente los mismos razonamientos, y
los pardmetros que se obtendrian serian los mismos.
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Ya estamos en condiciones de evaluar para la integral A4,, completa (3.53). Para
[m, n] = [4,5] el error absoluto obtenido es del orden de 107, mientras que el relativo es

de 107, Cabe notar que para n elevadas la integral se anula dado lo que se ha expuesto
anteriormente respecto a los diferentes valores de d, y que para valores elevados de m

la integral también se hace muy pequeia.

Ya tenemos los resultados de 4,, y 4,.Y por tanto vamos a comparar los errores
cometidos al evaluar la integral 4 de forma numérica y analitica. El error absoluto que
se obtiene para [m,n] = [4,3] es del orden de 107, mientras que el relativo es de 10™°.
Los valores obtenidos son aceptables.

En cuanto a coste temporal tenemos que numéricamente el tiempo que se emplea
para realizar los célculos es de aproximadamente 0.25 segundos, mientras que si se
utiliza la expresion analitica utilizada para calcular esta integral es de 0.5 segundos pero
se ha de tener en cuenta que dado que esta integral supone un paso intermedio para
calcular la matriz completa, no se ha optimizado el numero de operaciones y
probablemente cuando se calcule la matriz se podran mejorar estos tiempos.

Dicho esto, pasamos a estudiar la construccion de un programa que calcule la matriz
A optimizado en cuanto a coste temporal. Para ello se aprovechan todas las operaciones

comunes que tienen 4,, y A4, y sobretodo se explota el uso de matrices y vectores que
ofrece Matlab.

De las expresiones de 4,, y A4, definidas en (3.29) y (3.53) respectivamente, se

observa que hay muchos términos en comun, sobretodo las exponenciales y las sinc.
Para reducir el coste temporal al maximo se calculan los C,,C,",S, y S, como vectores
y por tanto se opera con ellos en forma de vector, este hecho permite a su vez poder
calcular las sinc sin necesidad de bucles, puesto que solo es necesario convertir los
C,C/',S, y S, en matrices donde sus filas o columnas se repitan segun convenga. Esto

se consigue multiplicando adecuadamente el vector C,,C,',S, o S,' que se precise por
vectores fila o columna segiin convenga llenos de unos.

Ademas utilizando el producto de matrices combinando adecuadamente las matrices
que estan involucradas se puede eliminar uno de los tres bucles que supondrian los tres
sumatorios, quedando el programa reducido a dos bucles que contienen operaciones con
matrices sencillas, puesto que todo aquello que no dependa de las variables que definen
el bucle se calcula anteriormente e ellos. Luego fuera de los bucles ya se acabaria de
multiplicar por las constantes oportunas. A parte se utiliza también un bucle sencillo
auxiliar para calcular algunos valores de exponenciales ya que también se ha de tener en
cuenta que los valores de [m,n] ahora ya no son fijos y también toman una serie de

valores para formar la matriz, por tanto se definirdn como vectores también.

Otra forma de agilizar calculos es tener en cuenta que la matriz 4,, es nula para

valores de n mayores a 3 con lo que de esta forma se reduce el tamafio de muchas
matrices que intervienen en calculos.
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Teniendo en cuenta todo esto los resultados temporales que obtenemos son
francamente buenos, siendo por ejemplo para L=50 y N, =20 el coste temporal

aproximadamente es de 0.25 segundos. No olvidemos que me [— N,,-- ~,Nl.] y
ne [— N,,---,N, l.] y por tanto estariamos hablando de una matriz de [41 X 41] es decir de

1681 elementos que son integrales. Si esos 1681 elementos los calculdsemos
numéricamente el tiempo ascenderia a 0.25x1681=420.25 segundos, es decir,
aproximadamente 7 minutos.

Ahora falta evaluar las prestaciones de esta matriz y el valor adecuado de N, para

obtener la matriz de dispersion generalizada correcta. Los errores cometidos en cada
elemento de la matriz serian aproximadamente iguales a los expuestos anteriormente
para un [m,n] fijo. Estas prestaciones se evaluaran en secciones posteriores.

3.3.3. Matriz B,,

Esta matriz resulta mucho mas sencilla que la anterior, pues no es necesario
determinar tantos parametros adicionales. En este caso s6lo necesitamos conocer qué
valor de L es el adecuado.

Para esta integral no hace falta evaluar en primer lugar, como prueba, el error
cometido en uno de los tramos, pues si nos fijamos en su definicion (3.55) solo toma
valores diferentes de 0 en dos tramos y dependiendo del valor que toma » el valor de la
integral total serd, o la integral sobre uno de los dos tramos o sobre el otro tramo,
anulandose la integral sobre todos los demds. Recordemos las expresiones. Por un lado
esta la expresion que se resolvera numéricamente que es:

22, " Sen[ﬂ[y +§D(e""¢Jm (Kp(@)) dv
-al?2

a

nell,-,M,]

mn

I e | SR

ab —al2 a

ne[M,+1,-,M|
(4.8)
mientras que la expresion analitica que ha de programarse es la definida en (3.63).

Recordemos que para programar (3.63) se debe de tener en cuenta que el término
del sumatorio con / =0 tiene un trato especial, puesto que si se programa como el resto
de términos divergira. Por tanto se le ha de dar un valor teniendo en cuenta la expresion
(3.61). Para ello como trabajamos con vectores se ha de tener cuidado en darle el valor
adecuado al primer elemento del vector. Para calcular la integral analitica antes ha de
fijarse un valor L, que viendo las graficas de la figura 14, tomaremos L =50.
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Si comparamos los resultados obtenidos para [m,n]:[4,3] por ejemplo, el error

absoluto es del orden de 10™"" mientras que el error relativo es del orden de 10™. Los
errores que obtenemos estdn muy bien. Por otro lado los tiempos utilizados para hacer
los calculos tanto numéricamente como analiticamente son practicamente 0, del orden
de 0.01 segundos.

Pasemos ahora a evaluar los tiempos obtenidos con la matriz B completa. Para
minimizar calculos se aprovechan todos los términos que se repiten en la expresion
(3.63), ademas como ya se hizo con la matriz 4 se explotan todas las posibilidades que
ofrece el calculo con vectores. Gracias a esto evitamos utilizar ningiin bucle, pero hay
que tener cuidado con todo lo relacionado con el término /=0 para que no cause
ninguna indeterminacion, esto se soluciona definiendo adecuadamente todos los
vectores.

Ademas el programa realizado tiene en cuenta la posibilidad de que M, # M, tanto
si es mayor M, como si por el contrario lo es M,. En teoria al ser los dos accesos
iguales M, y M, también lo serian.

Probemos el programa con por ejemplo L=50, N, =20, M =10 y vamos a
suponer que M, =M, puesto que los dos accesos son iguales. El coste temporal
aproximadamente es de 0.016 segundos. No olvidemos que me[—Ni,---,N,.] y

ne [1,- M ] y por tanto estariamos hablando de una matriz de [41 X 10] es decir de 410

elementos que son integrales. Si esos 410 elementos los calculdsemos numéricamente el
tiempo ascenderia a 0.01x410 =4.1 segundos. La mejora de coste temporal también
esta bien.

Falta evaluar las prestaciones de esta matriz, el valor de N, y el de M adecuados.

Los errores cometidos en cada elemento de la matriz serian aproximadamente iguales a
los expuestos anteriormente para un [m,n] fijo. Estas prestaciones se evaluaran en
secciones posteriores.

3.3.4. Matriz G,

Con esta matriz nos vamos a encontrar los mismos problemas que con 4. La
expresion que se evaluara de esta integral de forma numérica es de la forma:

-1l n
G, =|— J, (K d,H? (K
w=[ { o, VP @)+ P (Kp@en(d)

+ 10, Ko@) +d,HE (Kp(p) Jeos) <, (@)de 4.9)

donde g;* dependera del contorno en el que analicemos la integral.
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Para calcular esta integral con Matlab sustituimos las funciones de Bessel y Hankel
derivadas por las expresiones equivalentes que se detallan a continuacion:

) _ n
Jn (Kp) - Jn—l (Kp) - Jn (Kp)
Kp

H'(Kp) = )} (Kp) 2 H{ (Kp) (4.10)
o

La expresion que se ha de evaluar numéricamente finalmente sera:

=1l n
G, =|— J, (K d,H? (K
. Li&wﬁxpwwnn(p@mmw

. n n ng _o*
+ ](J 1 (Kp) = K—pJ (Kp)+d,H7(Kp)- K—pH ff’(Kp)j COS(¢)}’ ’g, ($)dc

4.11)

Por otro la lado, recordemos que para obtener la solucion analitica se hace uso de la
regla de la cadena y por tanto la integral que queda para resolver es mucho mas sencilla.
La solucion analitica es la suma de las expresiones (3.72) y (3.78). Vemos que los
parametros que se han de determinar y sus limitaciones son los mismos que en el caso
de A, pues provienen de las mismas expresiones y sustituciones. De este modo se tiene:

0=3

s=0.7
P=15
L=50

donde todos los parametros se definen de igual forma que hasta ahora. Ademas en la
expresion también aparece el problema de B en el término del sumatorio que /=0.
Para resolver el problema se ha de tener en cuenta (3.61), y cuando se programe, tener
cuidado de darle el valor adecuado al primer elemento de los vectores el los que
participe /.

Con todo lo sefialado no es necesario relatar la evaluacion para cada parte de la
integral y cada uno de los tramos, puesto que la integral G es la mezclaentre 4 y B.
La primera parte de la integral es muy parecida a la primera parte de A, salvo por una
constante gracias a la regla de la cadena que proviene de derivar respecto a x (ver
(3.66), (3.55) y (3.6)), mientras que la segunda parte de la integral es como la primera
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parte de B. Se tienen todos los problemas derivados de A4, con la suerte de tener un
sumatorio menos, y por otro lado la integral final a resolver en cada uno de los tramos
es del mismo tipo que en B, una integral directa por partes.

Cuando programemos la integral hay que tener en cuenta que dependiendo del valor
de m en algunos tramos la integral es nula o no. Ademas el programa realizado tiene en
cuenta la posibilidad de que M, # M, tanto si es mayor M, como si por el contrario lo

es M, . En teoria al ser los dos accesos iguales M, y M, también lo serian.

Pasemos pues a evaluar qué ocurre con el error y el coste computacional con los dos
procedimientos para la integral completa sobre todo el contorno rectangular. Se

comparan los resultados obtenidos para [m,n] = [4,3] por ejemplo, el error absoluto es
del orden de 10~ mientras que el error relativo es del orden de 107. Los errores que
obtenemos son aceptables. Por otro lado si analizamos los tiempos utilizados para hacer

los célculos de forma numérica el tiempo es de 0.25 segundos mientras que
analiticamente el tiempo es de 0.02 aproximadamente.

Para programar la matriz completa minimizando célculos se aprovechan todos los
términos que se repiten en las expresiones (3.72) y (3.78), tales como las exponenciales
comunes, las constantes K, y K, y las soluciones a las integrales reducidas que se

repiten en dichas expresiones. Ademas como ya se hizo con las otras matrices, se
explotan todas las posibilidades que ofrece el calculo con vectores.

Gracias a esto s6lo se necesita utilizar un bucle que representa el sumatorio de p

pues el otro sumatorio se soluciona utilizando la capacidad de calculo con vectores que
tiene Matlab. Este bucle, por tanto, tiene que ver con la parte de la integral representada
por la funcion de Hankel, que como se ha indicado anteriormente s6lo toma valores
diferentes de 0 para n <3, por tanto las matrices con las que se trabaja en el bucle no
son de gran tamafo. Recordemos que ademas hay que tener cuidado con todo lo
relacionado con el término /=0 para que no cause ninguna indeterminaciéon en la
multiplicacion entre K, y K, esto se soluciona definiendo adecuadamente todos los

vectores.

Veamos que resultados obtenemos al programar la matriz completa. Se supone por
ejemplo L=50, N,=20, M =10 y que M, =M, puesto que los dos accesos son
iguales. El coste temporal aproximadamente es de 0.11 segundos. No olvidemos que
m e[l,'--,M] y ne[— Nl.,--~,Nl.] y por tanto estariamos hablando de una matriz de
[10><41] es decir de 410 elementos que son integrales. Si esos 410 elementos los

calculdsemos numéricamente el tiempo ascenderia a 0.25x410 =102.5 segundos, es
decir 1.7 minutos aproximadamente. La mejora de coste temporal estd muy bien.

Falta evaluar las prestaciones de esta matriz, el valor de N, y el de M adecuados.
Los errores cometidos en cada elemento de la matriz serian aproximadamente iguales a
los expuestos anteriormente para un [m,n] fijo. Estas prestaciones se evaluaran
posteriormente.
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3.3.5. Matriz H,,

Esta es la matriz més sencilla. No es necesario determinar ningin pardmetro
adicional, ni tan siquiera L, ya que no contiene ningun sumatorio.

Para esta integral no hace falta evaluar en primer lugar el error cometido en uno de
los tramos, pues si nos fijamos en su definicion (3.79) s6lo toma valores diferentes de 0
en dos tramos y dependiendo del valor que toma » la integral total serd, o la integral
sobre uno de los dos tramos o sobre el otro tramo, anulandose la integral sobre todos los
demads. Por un lado esté la expresion que se resolverd numéricamente que es:

2 al2 nrx mrmr
Y., E\/Z(m \Zo Lﬂz sen[a— X, ]sen[a— X, ]dy

[m,n]e [1,---,M]]

S
I

mn

2 al2 (n—M)rx (m-M)rx
Yotnon)) E\/ZO(nfM,) \/ZO(me, ) ja/zsen(—l X, jsen(—l x, |dy

a, a,

[m,n]e[M] +1,---,M]

(4.12)

mientras que la expresidon analitica que ha de programarse es muy sencilla y estd
definida en (3.83).

Si comparamos los resultados obtenidos para [m,n]:[3,3] por ejemplo, el error

absoluto es del orden de 10™'* mientras que el error relativo es del orden de 107'°. Los
errores que obtenemos estdn muy bien. Por otro lado los tiempos utilizados para hacer
los célculos tanto numéricamente como analiticamente son practicamente 0.

Pasemos ahora a evaluar los tiempos obtenidos con la matriz H completa. Esta
matriz es muy sencilla de programar pues se trata de una matriz diagonal con los
términos constantes e iguales.

Ademas el programa realizado tiene en cuenta la posibilidad de que M, # M, tanto
si es mayor M, como si por el contrario lo es M,. En teoria al ser los dos accesos
iguales M, y M, también lo serian.
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Probemos el programa con por ejemplo M =10 y vamos a suponer que M, =M,
puesto que los dos accesos son iguales. El coste temporal aproximadamente nulo. No
olvidemos que m e [1,-~,M ] y ne [1,-~,M ] y por tanto estariamos hablando de una
matriz de [10 ><10] es decir de 100 elementos que son integrales si se calcula la matriz

de forma numérica. De todos modos el tiempo que se utiliza si hacemos los calculos
numéricamente también es practicamente 0.

Falta evaluar las prestaciones de esta matriz y el valor de M adecuado. Los errores
cometidos en cada elemento de la matriz serian aproximadamente iguales a los
expuestos anteriormente para un [m,n] fijo. Estas prestaciones se evaluaran a
continuacion.

3.3.6. Matriz S

Para calcular la matriz de dispersion generaliza S se utiliza la expresion (2.60) que
recordemos que es:

S=(H+GA'B)"'(H +GA™'B)

Es necesario invertir la matriz A, por tanto, serd interesante estudiar su
condicionamiento. 4 es una matriz cuadrada de tamafio (2N, +1)x(2N, +1). Para ver

su mal o buen condicionamiento se calcula su nimero de condicion, cuanto mayor sea
su valor peor condicionada estard la matriz. Construimos una grafica que muestre el

numero de condicion en funcion de N, . Esta grafica esta representada en la figura 19.

cond
20

10"} I N
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Como se aprecia en la grafica esta matriz estd bastante mal condicionada. Con lo
que los resultados que se obtienen a partir de (2.60) no van a ser demasiado fiables.

Podria tenerse en cuenta la posibilidad de seguir el mismo proceso pero con la otra
posibilidad de célculo de S, utilizando las otras cuatro integrales que se han deducido
en secciones anteriores. La matriz se calcula como se define en (2.61):

S=(F+EC'DyY(EC'D-F)

En este caso la matriz que ha de invertirse es C, cuya expresion es:

=1 n )
C =|— J (Kp d H? Kp
mn i 77 |:K (¢) ( n( (¢)) + n**n ( (¢)) el’l(¢)

+ 10, Ko@) +d, HE (Kp@) Joos@) 7.1, (Kp(g)) de

que utilizando la regla de la cadena queda:

Cu=[-, [g(Jn(Kp)eM)mn o(m,® (kpye™)

m e\ & ](ef"1¢Jm<Kp<¢>>)*<¢>dc

y se puede deducir, segin los desarrollos hechos anteriormente con G, , que la integral
quedaria igual que A4, con la diferencia que estaria multiplicada por una constante que

procede de las derivadas respecto x . Por tanto tampoco seria una solucion.

Si la matriz 4 al menos no estuviera tan mal condicionada para valores de N,
pequefios deberia de hacerse un estudio para averiguar el valor adecuado de N, que

permitiera por un lado llegar a la convergencia y obtener valores de S correctos y por
otro lado evitar que la matriz 4 alcanzara un excesivo mal condicionamiento. Pero en
nuestro caso este estudio no tendria mucho sentido pues para valores pequefios de N, la

matriz estd igualmente mal condicionada.
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4. Conclusiones

Como se ha indicado en otras secciones lo que se buscaba con este proyecto es
encontrar un método mas efectivo, computacional y temporalmente, para calcular la
matriz de dispersion generalizada en una guia con dos accesos y un objeto dispersor
cilindrico en el centro. Para ello se ha desarrollado un método basado en el acoplo
modal guia- espacio abierto, cuya solucion ha sido objeto de estudio para determinar si
es posible llegar a ella analiticamente, evitando calculos numéricos.

Los elementos necesarios para calcular finalmente la matriz de dispersion
generalizada se han podido hallar analiticamente como se pretendia. Los errores que se
han cometido en estos célculos intermedios, como consecuencia de las aproximaciones
hechas para llegar a una solucion analitica de las expresiones, han resultado aceptables,
aunque en algunas ocasiones se han obtenido resultados muy buenos y en otras el error
ha estado mas ajustado.

Por otro lado, vistos los resultados que se han obtenido, el método es efectivo en
cuanto a tiempo, pues se logran mejorar bastante los tiempos numéricos, pero presenta
un gran inconveniente. En los célculos interviene una matriz con niimero de condicion
bastante elevado, provocando de este modo, que los resultados obtenidos no sean
fiables.

El tamafio de esta matriz viene dado por el nimero de modos cilindricos que se
consideren en el acoplo de modos guia-espacio abierto. Si al menos el nimero de
condicion fuera aceptable considerando hasta un cierto valor de modos cilindricos,
podria hacerse un estudio para averiguar el nimero adecuado de modos que permitiera,
por un lado, llegar a la convergencia y obtener valores de S correctos, y por otro lado,
evitar que la matriz 4 alcanzara un excesivo mal condicionamiento. En nuestro caso
podria hacerse este estudio pero sin garantia de éxito, pues incluso considerando pocos
modos cilindricos, el nimero de condicion de esta matriz sigue siendo elevado.

Finalmente, aunque se ha encontrado un proceso de resolucion puramente analitico
con error aceptable y un coste temporal francamente bajo, la solucion de la matriz de
dispersion generalizada a la que se llega no es fiable, pues una de las matrices que
intervienen en el calculo estd mal condicionada, y hace que el sistema que ha de
resolverse sea inestable.
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