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Resumen

En la última década, se han venido desarrollando técnicas inspiradas por la naturaleza y la economı́a con el fin de resolver
problemas de control y toma de decisiones. En este artı́culo, se presenta este nuevo paradigma que combina los juegos poblacio-
nales y los modelos dinámicos de pago. Se introducen conceptos fundamentales en torno a estas áreas, incluyendo un desarrollo
matemático formal (basado en teorı́a de pasividad para sistemas dinámicos, estabilidad de Lyapunov e invarianza de conjuntos) que
valida su uso tanto para abordar problemas de optimización como para diseñar sistemas de control en lazo cerrado con restricciones
(fı́sicas y operacionales). Especı́ficamente, nos enfocamos en problemas cuyos objetivos se alinean con la distribución dinámica de
recursos y el alcance de equilibrios generalizados de Nash. La pertinencia del paradigma formulado se ilustra a través de diferentes
problemas de ingenierı́a con aplicaciones en múltiples campos.

Palabras clave: Juegos evolutivos, Asignación dinámica de recursos, Equilibrios de Nash, Modelos dinámicos de pago.

Population games and dynamic payment models: A new paradigm for control and optimization

Abstract

Over the course of the past ten years, methods that are derived from both economics and nature have been created in order to
solve optimization and control problems. Delving in this framework, we present a new paradigm that combines population games
and dynamic payment models. Fundamental concepts in these areas are introduced, including a formal mathematical development
(which is based on passivity theory, Lyapunov stability, and sets invariance) that supports the design of optimization algorithms and
closed-loop control systems with physical and operational constraints. Specifically, we focus on problems whose goals align with
the dynamic distribution of resources and the attainment of generalized Nash equilibria. The relevance of the formulated paradigm
is illustrated through different engineering problems with applications in multiple fields.

Keywords: Evolutionary game theory, Dynamic resource allocation, Nash equilibria, Payoff dynamic models.

1. Introducción

La teorı́a de juegos es el nombre que se le da a la meto-
dologı́a que utiliza herramientas matemáticas para modelar y
analizar situaciones en las que interactivamente se toman deci-
siones. Estas nociones se habı́an comenzado a discutir a finales
del siglo XIX, principios del siglo XX, pero no es hasta el desa-

rrollo del teorema del minimax por parte de John von Neumann
(von Neumann, 1928) y el posterior libro que publica con Os-
kar Morgenstern (von Neumann and Morgenstern, 1947) que
no se aterrizan las ideas iniciales. La diseminación del concep-
to toma varios años, y es gracias a los aportes de la corporación
RAND que estas nociones logran permear diferentes áreas del
conocimiento (Bhattacharya, 2021).
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Por otro lado, la toma óptima de decisiones por parte de
múltiples agentes que interactúan entre sı́ por medio de una red
(sea fı́sica o de comunicaciones), ha sido uno de los temas que
más auge ha tenido en la comunidad de sistemas dinámicos
y control en las últimas décadas. ¿La razón? Estos problemas
emergen en ingenierı́a, ciencias sociales y económicas, sistemas
urbanos o inteligencia artificial, donde se encuentran aplicacio-
nes como el análisis de redes sociales (Jackson et al., 2008),
manejo y/o control de redes inteligentes (Mojica-Nava et al.,
2013; Ananduta et al., 2018), redes inalámbricas (Han et al.,
2019), ciberseguridad (Pawlick and Zhu, 2021), infraestructura
crı́tica (Rass et al., 2020), o sistemas ciber-fı́sicos (Groot et al.,
2014).

Una de las maneras de modelar estos sistemas complejos de
gran escala con múltiples decisiones y acciones, en la que los
diferentes entes/controladores interactúan entre sı́, es median-
te el uso de la teorı́a de juegos (Muros, 2021; Martı́nez et al.,
2023). Dentro de los trabajos desarrollados, se puede mencio-
nar el de Bacci et al. (2016), el cual muestra la relación entre
los juegos, la optimización y el aprendizaje para el procesa-
miento de señales en red. Otros ejemplos similares incluyen la
carga de vehı́culos eléctricos (Grammatico et al., 2016), la coor-
dinación de redes de robots (Jaleel and Shamma, 2020; Park
and Barreiro-Gomez, 2023), problemas de congestión vehicular
(Kara et al., 2022), problemas de control de pandemias y epide-
mias (Martins et al., 2023), técnicas de aprendizaje por refuerzo
(Gao and Pavel, 2021), respuesta a la demanda (Genis-Mendoza
et al., 2022) y manejo de recursos y regulación de sistemas de
agua (Lu et al., 2022). En estos trabajos, los autores abordan los
problemas desde diferentes ángulos de la teorı́a de juegos. Al-
gunos parten de los juegos matriciales, lo cuales son conocidos
por su forma normal, en la que la interacción simultánea entre
jugadores se da de manera estática y cada jugador se entiende
como un ente individual. Por otra parte, en juegos continuos,
los jugadores pueden elegir entre una amplia gama de estrate-
gias que cambian con el tiempo.

Hay otros juegos que se conocen como juegos dinámicos,
que son los que utilizan un mecanismo de aprendizaje que per-
mite ajustar las acciones basadas en eventos previos. Estos jue-
gos se distinguen por tres problemas principales: i) modelar el
ambiente en el que interactúan los jugadores; ii) modelar los ob-
jetivos que persiguen los jugadores; y iii) describir el orden en
el que los jugadores toman decisiones y la cantidad de informa-
ción que tienen. En este caso, se asume que la interacción ocurre
entre un gran número (desconocido) de jugadores, y lo que nos
interesa estudiar es la proporción de individuos que finalmente
utilizan una estrategia u otra. Los juegos evolutivos, que fueron
creados con base en el comportamiento ecológico, se clasifican
como juegos dinámicos. Las nociones de las estrategias evolu-
tivamente estables fueron desarrolladas por Maynard-Smith y
Price, quienes fueron los pioneros en este concepto (Maynard-
Smith and Price, 1973). Después, Taylor y Jonker en 1978 crean
el modelo de replicadores (replicator dynamics), que se utiliza
ampliamente en aplicaciones de ingenierı́a, para ver el compor-
tamiento dinámico y su relación con la parte genética (Taylor
and Jonker, 1978). Complementariamente, mediante la intro-

ducción de protocolos de revisión y mean dynamics, se han de-
sarrollado aproximaciones de juegos evolutivos desde el punto
de vista de sistemas económicos (Sandholm, 2010).

Este artı́culo muestra algunos ejemplos de asignación
dinámica de recursos a través de juegos poblacionales y mode-
los dinámicos de pago (Park et al., 2019). El objetivo principal
es destacar la utilidad y la idoneidad de estas técnicas para mo-
delar dinámicas de sistemas complejos de ingenierı́a, ası́ como
para diseñar estrategias de gestión y control siguiendo polı́ticas
particulares y contemplando restricciones fı́sicas y operativas,
tanto locales como globales. Las estrategias desarrolladas por
medio de este paradigma son de fácil implementación fı́sica,
como se puede ver en trabajos como Martinez-Piazuelo et al.
(2022a); Barreiro-Gomez et al. (2021), en los que se muestran
criterios para seleccionar parámetros y su implementación. Por
otra parte, este nuevo paradigma, también es capaz de abarcar
problemáticas como los retrasos (Obando et al., 2016; Park and
Leonard, 2021), dando pie a una nueva alternativa respecto a
otras técnicas desarrolladas, cuya implementación tiene sus di-
ficultades.

Concretamente, nuestro artı́culo se centra en presentar con-
ceptos esenciales sobre los modelos dinámicos de pago y
los juegos poblacionales, incluyendo una fundamentación ma-
temática rigurosa. Para ello, exponemos un compendio de he-
rramientas que formalizan el uso de juegos poblacionales y
modelos dinámicos de pago tanto para diseñar estrategias de
control como para resolver problemas de optimización. A di-
ferencia de otros artı́culos que utilizan estas herramientas para
resolver problemas especı́ficos (desde enrutamiento de tráfico
(Tan et al., 2022), pasando por el diseño de filtros para mejorar
imágenes (Horstmann, 2005), hasta explicar mecanismos que
usan las células cancerosas para desarrollar resistencia a las te-
rapias (Brown et al., 2016)), nuestro propósito es establecer un
marco de referencia general. Para tal fin, proponemos una se-
rie de resultados que, por un lado, evidencian propiedades que
pueden explotarse en el diseño de controladores y algoritmos de
optimización, y por otro, imponen condiciones que tipifican los
problemas que pueden abordarse utilizando el paradigma pro-
puesto. En particular, mostramos cómo un conjunto de ecua-
ciones que modela la selección natural puede estabilizar un sis-
tema y llevarlo a un estado preestablecido. Además, probamos
formalmente que cierto tipo de dinámicas, tı́picamente utiliza-
das para modelar el comportamiento de grupos de vehı́culos,
pueden emplearse para solucionar problemas de optimización.

Para que el lector pueda llevarse una idea de este nuevo pa-
radigma, varios ejemplos se ilustran a lo largo del documento1.
Con ellos, se busca mostrar la versatilidad que tienen las técni-
cas desarrolladas, no sólo desde el punto de vista teórico sino de
implementación. Los ejemplos de simulación se pueden realizar
utilizando Matlab/Python como se ha hecho en este trabajo, o
por medio de herramientas como EGTtools24 STAR Methods.
Esta es una biblioteca hı́brida C++/Python que ofrece imple-
mentaciones rápidas y paralelas de métodos analı́ticos, numéri-
cos y Monte–Carlo. El objetivo es proporcionar una forma es-
tandarizada para que los investigadores accedan y compartan
modelos y métodos relacionados con la teorı́a de juegos evolu-

1Los archivos de simulación de los ejemplos pueden encontrarse en: https://github.com/elessardari/poblacionalesRIAI24.git
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tivos. EGTtools24 permite simulaciones de múltiples agentes a
gran escala, procesos de Markov a pequeña escala y análisis de-
terminista clásico (Domingos et al., 2023). Existen otras apro-
ximaciones de múltiples agentes como las de Izquierdo et al.
(2019).

Algunas ideas que presentamos en este artı́culo se derivan
de la evolución de trabajos anteriores. Se puede encontrar un
resumen de los trabajos que se presentaron hasta el año 2017 en
Quijano et al. (2017). Se han hecho contribuciones desde enton-
ces en términos de dinámicas distribuidas en tiempo continuo
(Barreiro-Gomez et al., 2017a) y en tiempo discreto (Martinez-
Piazuelo et al., 2022a), ası́ como en la combinación de técnicas
en sistemas hı́bridos (Ochoa et al., 2021). Últimamente, se han
desarrollado temas como aplicaciones para vehı́culos autóno-
mos no tripulados (Barreiro-Gomez et al., 2021) o la combina-
ción de técnicas de control para aplicaciones en redes de agua
(Barreiro-Gomez et al., 2017b; Obando et al., 2022). Además,
se han reportado recientemente resultados significativos sobre
la relación entre estas poblaciones dinámicas y los equilibrios
generalizados de Nash (Martinez-Piazuelo et al., 2022c,d,b;
Sánchez-Amores et al., 2023; Martinez-Piazuelo et al., 2023).

El resto del artı́culo se organiza de la siguiente manera: la
Sección 2 introduce los principales conceptos en torno a jue-
gos poblacionales y dinámicas de pago. La Sección 3 explora
la relación que existe entre juegos poblacionales y clásicos. Las
Secciones 4 y 5 describen aplicaciones en control y optimiza-
ción, respectivamente. Finalmente, en las Secciones 6 y 7 se
presenta una discusión alrededor del paradigma desarrollado y
se plantean las conclusiones.

2. Juegos Poblacionales y Modelos Dinámicos de Pago

Como su nombre lo indica, las dinámicas poblacionales
son modelos que describen la evolución de grupos de indi-
viduos (personas o animales) y las razones de dicha evolu-
ción. Cabe resaltar que, cuando hablamos de evolución, nos
referimos al cambio que experimentan las poblaciones en, por
ejemplo, composición o tamaño. Por la amplitud del término,
las dinámicas poblacionales admiten múltiples interpretaciones
(Sandholm, 2010; Quijano et al., 2017). Una de ellas, conside-
ra las dinámicas poblacionales como modelos que describen el
proceso de selección natural, en el que las estrategias más ren-
tables son las que consiguen más adeptos. Notemos que al ha-
blar de estrategias y rentabilidad, estamos usando terminologı́a
tı́pica de la teorı́a de juegos. Efectivamente, la mejor forma de
explicar los fundamentos de las dinámicas poblacionales es a
través de un juego en el que intervienen una gran cantidad de
agentes.

Consideremos un conjunto de N ∈ Z>0 poblaciones, ca-
da una compuesta por un número grande y constante de agen-
tes que toman decisiones estratégicamente. A lo largo de es-
te artı́culo, el conjunto de poblaciones se indexa por P =
{1, 2, . . . ,N}, el conjunto de estrategias disponibles para los
agentes de la población k ∈ P se indexa por Sk = {1, 2, . . . , nk},
donde nk ∈ Z≥2, y el total de agentes de cada población k ∈ P
se modela como un continuo de masa mk ∈ R>0. Asimismo, en
un instante de tiempo t, la masa de agentes que selecciona la es-
trategia i ∈ Sk en la población k ∈ P está dada por xk

i (t) ∈ R≥0.
Por lo tanto, los vectores xk(t) = col

(
xk

1(t), xk
2(t), . . . , xk

nk (t)
)
∈

∆k y x(t) = col
(
x1(t), x2(t), . . . , xN(t)

)
∈ ∆ denotan

las distribuciones estratégicas de la población k ∈ P

y de toda la sociedad, respectivamente. Aquı́, col (·) es
la operación de concatenación en vector columna; n =∑

k∈P nk; ∆k =
{
xk(t) ∈ Rnk

≥0 :
∑

i∈Sk xk
i (t) = mk

}
; y ∆ ={

x(t) ∈ Rn
≥0 : xk(t) ∈ ∆k,∀k ∈ P

}
. En particular, ∆k es el conjun-

to de todas las posibles distribuciones estratégicas de la pobla-
ción k ∈ P, mientras que ∆ es el conjunto de todas las posibles
distribuciones estratégicas de toda la sociedad.

En resumen, los ingredientes de un juego poblacional son
dos: un conjunto de agentes (jugadores) divididos en poblacio-
nes, y un conjunto de estrategias que dichos agentes pueden ele-
gir para jugar. Como describiremos a continuación, el proceso
que siguen los agentes para decidir entre las múltiples estrate-
gias que tienen a disposición está bien establecido.

2.1. Protocolos de Revisión
Por facilidad, asumiremos que en nuestro juego poblacio-

nal interviene una única población (entonces, N = 1). Sin em-
bargo, los conceptos explicados en esta subsección pueden ser
fácilmente extrapolados a juegos poblacionales con múltiples
poblaciones. Consideremos que el conjunto de estrategias que
los jugadores tienen a disposición (esto es, S1 = {1, 2, . . . , n1})
tiene un pago asociado que varı́a en el tiempo. Vamos a deno-
tar el pago asociado a la i-ésima estrategia como p1

i (t). Demos
claridad a este marco de referencia a través de un ejemplo: su-
pongamos que un grupo de animales tiene que elegir entre dos
hábitats para vivir. La elección de cada animal dependerá de
la cantidad de comida que ofrezca cada uno de esos hábitats.
Bajo estas suposiciones, los jugadores son los animales; las es-
trategias son los hábitats disponibles, es decir, S1 = {1, 2}; y
las funciones de pago, p1

1(t) y p1
2(t), la cantidad de comida dis-

ponible en el hábitat 1 y 2, respectivamente. Observemos algo
interesante: si inicialmente hay más comida en el hábitat 1 (es
decir, p1

1(0) > p1
2(0)), es probable que muchos animales eli-

jan inicialmente vivir allı́. Esta elección hará que la comida del
hábitat 1 se vaya consumiendo y eventualmente escasee, provo-
cando que en un tiempo determinado, t̃, el vivir en el hábitat 2
sea más rentable para los animales (esto es, p1

2(t̃) > p1
1(t̃)). En

conclusión, la situación planteada da lugar a un juego dinámico
en el que los jugadores pueden cambiar de estrategia a medida
que el tiempo transcurre para mejorar el pago que reciben. Las
dinámicas poblacionales justamente modelan este proceso.

Concretamente, el proceso descrito por las dinámicas pobla-
cionales, que se ilustra en la Figura 1, puede resumirse en dos
etapas que se ejecutan periódicamente. En la etapa 1, se empa-
reja a los jugadores de forma aleatoria. Luego, en la etapa 2, los
jugadores emparejados tienen la posibilidad o bien de continuar
con la estrategia que están jugando o de cambiarse a la estrate-
gia de su par. Esta elección depende del pago que el jugador y
su par estén recibiendo al momento del emparejamiento.

La decisión señalada en la Etapa 2 se modela a través de
una función conocida como “protocolo de revisión”. Esta fun-
ción describe la probabilidad de que un jugador cambie de es-
trategia. Por ejemplo, supongamos que se empareja un jugador
que está jugando la estrategia i ∈ S1 con otro que está jugando
la estrategia j ∈ S1. El protocolo de revisión ρi j es una función
que tiene como entrada los pagos de las estrategias i y j (esto es,
p1

i (t) y p1
j (t)), y la proporción de jugadores que ha elegido estas
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Figura 1: Proceso de toma de decisión de los individuos inmersos en un juego poblacional.

estrategias (es decir, x1
i (t) y x1

j (t)). El resultado del protocolo de
revisión es un número no negativo. Entre más grande sea este
número, hay mayor probabilidad de que el jugador cambie la
i-ésima por la j-ésima estrategia.

Convenientemente, si aplicamos el proceso anterior una y
otra vez, y al mismo tiempo asumimos que el número de juga-
dores es lo suficientemente grande, podemos modelar los cam-
bios en la población de jugadores que eligen la i-ésima estrate-
gia a través de la siguiente ecuación diferencial:

ẋ1
i (t) =

∑
j∈S1

x1
j (t)ρ ji︸       ︷︷       ︸

proporción de jugadores
que adoptan la

estrategia i

−
∑
j∈S1

x1
i (t)ρi j.︸        ︷︷        ︸

proporción de jugadores
que cambian la

estrategia i por otra

(1)

En el campo de las dinámicas poblacionales, esta ecuación di-
ferencial se conoce como mean dynamics. Observe que, bajo el
proceso descrito por las mean dynamics, los jugadores única-
mente pueden cambiar de estrategia, no pueden reproducirse ni
morir. Lo anterior implica que la masa de la población, m1, se
mantiene constante durante todo el tiempo. Esta propiedad se
expresa formalmente en el Teorema 2.12.

Teorema 2.1. Considere las mean dynamics en (1). Si x1(0) ∈
∆1, entonces x1(t) ∈ ∆1, para todo t ≥ 0.

Demostración. Definamos la masa poblacional como m1(t) :=∑
i∈S1 x1

i (t). Note que, a lo largo de las trayectorias de (1),

ṁ1(t) =
∑
i∈S1

ẋ1
i (t)

=
∑
i∈S1

∑
j∈S1

x1
j (t)ρ ji −

∑
i∈S1

∑
j∈S1

x1
i (t)ρi j

=
∑
j∈S1

∑
i∈S1

x1
i (t)ρi j −

∑
i∈S1

∑
j∈S1

x1
i (t)ρi j.

(2)

Por lo tanto, intercambiando el orden de las sumas del segundo
término, ṁ(t) =

∑
j∈S1

∑
i∈S1 x1

i (t)ρi j −
∑

j∈S1
∑

i∈S1 x1
i (t)ρi j = 0.

Esto implica que m1(t) = m1(0) = m1, por suposición. Por otro
lado, en vista que ρi j ≥ 0, note que si para algún tiempo t̂,
x1

i (t̂) = 0, entonces ẋ1(t̂) ≥ 0 de acuerdo con (1). Es decir, x1
i (t)

no puede decrecer más allá de cero. En conclusión, x1(t) ∈ Rn1

≥0,
completando la prueba

Como era de esperarse, las mean dynamics dependen
explı́citamente del protocolo de revisión que estén empleando
los jugadores. Ası́ que la elección de dicho protocolo determi-
na la forma cómo evoluciona la población (la forma cómo los
jugadores emigran de una estrategia a otra). Cabe resaltar que,
en la literatura, se han reportado diversos protocolos de revisión
(ver, por ejemplo, la Tabla I en Barreiro-Gomez et al. (2017a)).
Uno de los más famosos es el protocolo de comparación modi-
ficado:

ρi j =
máx

{
0, p1

j (t) − p1
i (t)

}
x1

i (t)
. (3)

Note que, bajo este protocolo, mientras mayor sea la ganancia
al cambiar la estrategia i por la j, más probable es que un juga-
dor decida hacer este cambio. Por otro lado, dicha probabilidad
es nula si el jugador que ha elegido la estrategia i está recibien-
do un pago mayor que un jugador que ha elegido la estrategia j.
Es posible demostrar que al aplicar este protocolo, las mean dy-
namics se reducen a la muy conocida ecuación de las projection
dynamics (Sandholm, 2010),

ẋ1
i (t) = p1

i (t) − p̄(t), ∀i ∈ S1, (4)

donde p̄(t) = 1
n1

∑
j∈S p1

j (t) es el pago promedio. A partir de
esta ecuación, se puede observar que si la población que está
jugando la i-ésima estrategia recibe un pago superior al pro-
medio, entonces crecerá (si p1

i (t) > p̄(t), entonces ẋ1
i > 0), es

decir, más individuos jugarán esta estrategia. Por el contrario,
si recibe un pago inferior al promedio, entonces decrecerá (si
p1

i (t) < p̄(t), entonces ẋ1
i < 0).

La Tabla 1 muestra los protocolos de revisión que han sido
estudiados más ampliamente en la literatura. Al aplicar el proto-
colo de comparación obtenemos las Smith dynamics, mientras
que el protocolo de imitación proporcional nos lleva a obtener
los replicator dynamics.

2En la literatura existen abundantes pruebas de este teorema cuando en (1) se reemplaza ρi j por un protocolo de revisión especı́fico, e.g., Weibull (1997). Sin
embargo, el caso general no habı́a sido estudiado.
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Tabla 1: Algunos protocolos de revisión (Sandholm, 2010).

Nombre Expresión

protocolo de imitación proporcional ρi j =
x1

j (t)

m1

[
p1

j (t) − p1
i (t)

]
+

protocolo de comparación ρi j =
[
p1

j (t) − p1
i (t)

]
+

protocolo de comparación modificado ρi j =

[
p1

j (t) − p1
i (t)

]
+

x1
i (t)

[·]+ := máx(·, 0).

2.2. Dinámicas Evolutivas
Tal y como ocurre con el protocolo de imitación propor-

cional, los protocolos de revisión moldean la forma como una
población evoluciona. En otras palabras, la unión de las mean
dynamics y un protocolo de revisión especı́fico da lugar a unas
dinámicas evolutivas (EDM, del inglés evolutionary dynamics
model), las cuales definiremos a continuación.

Definición 1. La evolución temporal de la distribución es-
tratégica x(t) se describe por un EDM de la forma

ẋ(t) = V (x(t),p(t)) , x(0) ∈ ∆, (5)

dondeV : ∆×Rn → Rn es Lipschitz continua y resulta de usar
un protocolo de revisión especı́fico en las mean dynamics. Se
tiene que V (x(t),p(t)) ∈ T∆ (x(t)), para todo t ≥ 0 (T∆ (x(t))
denota el cono tangente de ∆ en x(t)).

Con base en la Definición 1, el EDM puede verse como
un sistema dinámico en tiempo continuo cuya entrada es el
vector de pagos p(t) = col

(
p1(t),p2(t), . . . ,pN(t)

)
∈ Rn, con

pk(t) = col
(
pk

1(t), pk
2(t), . . . , pk

nk (t)
)
∈ Rnk

, para todo k ∈ P.
Aquı́, pk

i (t) ∈ R es el pago percibido por los agentes de la po-
blación k ∈ P que seleccionan la estrategia i ∈ Sk en el tiempo
t. En general, el vector de pagos p(t) es generado por un modelo
de dinámicas de pago (PDM, del inglés payoff dynamics model)
que se define de la siguiente forma (Park et al., 2019).

Definición 2. El vector de pagos p(t) es determinado por un
PDM de la forma

q̇(t) =W (q(t), x(t)) , q(0) ∈ Rd

p(t) =H (q(t), x(t)) ,
(6)

donde W : Rd × ∆ → Rd es Lipschitz continua, y H :
Rd × Rn

≥0 → Rn es continuamente diferenciable y Lipschitz
continua.

PDM

EDM

Figura 2: Sistema interconectado EDM-PDM.

De acuerdo con la Definición 1, la distribución estratégica
de la sociedad, x(t), pertenece al conjunto ∆ en todos los tiem-
pos t ≥ 0. Esta propiedad permite aplicar el esquema de juegos
poblacionales en problemas de distribución dinámica de recur-
sos, en los cuales ciertas cantidades de recursos, m1, m2, . . . ,
mN , deben ser distribuidas en una serie de alternativas (estrate-
gias). Los sistemas de respuesta a la demanda (Srikantha and
Kundur, 2017), los sistemas de agua (Pashaie et al., 2017) y
la coordinación de la carga de vehı́culos eléctricos (Martinez-
Piazuelo et al., 2021) son algunos ejemplos de aplicaciones. En
este tipo de aplicaciones, generalmente se estudian las condi-
ciones necesarias para garantizar la convergencia de x(t) a un
equilibrio de Nash (NE, del inglés Nash equilibrium). En pocas
palabras, un NE es una distribución estratégica x∗ ∈ ∆ tal que
ningún agente puede mejorar su pago desviándose del equili-
brio de manera unilateral. La definición formal de un NE es la
siguiente.

Definición 3. Un NE es una distribución estratégica x∗ ∈ N ,
donde

N =

{
x ∈ ∆ : xk

i > 0⇒ pk
i = máx

j∈Sk
pk

j, ∀k ∈ P
}
. (7)

A su vez, el PDM permite incorporar dinámicas en la ge-
neración de pagos pk

i (t), para todo i ∈ Sk y todo k ∈ P. Como
veremos más adelante, el PDM permitirá incluir las dinámicas
de, por ejemplo, un sistema a controlar; o también será útil para
incluir restricciones en procesos de optimización.

3. Relación con Juegos Matriciales

La teorı́a de juegos, que se formalizó en los años 40s por
medio del libro seminal von Neumann and Morgenstern (1947),
planteaba la interacción entre agentes a partir de nociones ma-
triciales en juegos de dos jugadores con dos o tres estrategias.
Estos juegos podı́an ser de suma cero (es decir, lo que gana uno
es lo que pierde el otro), o juegos no cooperativos en los que
múltiples ejemplos y dilemas se han discutido desde la guerra
frı́a, periodo en el que esta teorı́a comenzó a consolidarse no
sólo en el área económica sino en en otras áreas como las de
conflictos sociales (Axelrod, 1984). Esta es la razón por la cual
muchos lectores podrı́an estar preguntándose ¿cómo se relacio-
nan este tipo de juegos con los conceptos que se tienen de la
teorı́a de juegos clásica? Para ello, vamos a dar una breve des-
cripción utilizando únicamente los replicator dynamics, ya que
estas son las más conocidas y utilizadas en diferentes áreas del
conocimiento.

Originalmente, cuando Taylor and Jonker (1978) introduje-
ron por primera vez los replicator dynamics inspirados en los
comportamientos biológicos, su enfoque recalaba en la parte
tradicional de los juegos matriciales. En otras palabras, Taylor
y Jonker no tenı́an dinámicas en un PDM, y su modelo dinámi-
co evolutivo se limitaba únicamente a la interacción que podrı́a
llegar a existir en términos de una matriz de pago como se hacı́a
en la teorı́a de juegos clásica matricial. Por lo tanto, el PDM se
convierte en pi(t) =

∑n
j=1 Ji j

1 x j. En este caso, se asume que sólo
se tiene una población, esto es, N = 1, y que el número de
estrategias total es n = n1. El juego corresponderá a tomar un
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par de individuos de la población y enfrentarlos en un juego de
2 × 2. Al no tener un PDM dinámico, se asume que los pagos
están dados por una matriz cuadrada J1 ∈ Rn×n, donde las fi-
las corresponderán a las acciones de uno de los jugadores y las
columnas al otro. De esta manera, las dinámicas estarán dadas
por

ẋi(t) = xi(t)

 n∑
j=1

Ji j
1 x j −

n∑
j=1

n∑
k=1

Jk j
1 x jxk

 , (8)

para todo i, j = 1. . . . , n. La deducción de estas dinámicas se
explicará a cabalidad en la Sección 4.1.

Para poder ilustrar el comportamiento de estas dinámicas,
recurriremos a una matriz de pago del jugador P1 dada por

J1 =

[
R S
T P

]
, (9)

donde la primera fila (columna) corresponde a la estrategia
cooperar, y la segunda a la estrategia no cooperar (para el ju-
gador P2, la matriz de pago será J2 = J⊤1 . En este caso, de-
pendiendo de la selección de las constantes R, S ,T, P se pueden
lograr diferentes tipos de juegos (dilemas), los cuales se descri-
ben a continuación.

1. Dilema del prisionero: en el dilema del prisionero, se
tiene que T > R y P > S (P − S > 0 > R − T ). El estado
en el que ambos jugadores no cooperan es un único NE.
Si ninguna otra condición se plantea, la no cooperación
es una estrategia dominante. Sin embargo, para asegurar
que la mutua cooperación es preferible sobre la mutua no
cooperación, se requiere adicionalmente garantizar que
R > P.

2. Anti-coordinación, Snowdrift, Hawk-Dove o Chic-
ken: en este tipo de juegos, los jugadores se benefician
cuando utilizan la estrategia opuesta de su contendor. En
este caso, los pagos deberı́an satisfacer el hecho de te-
ner T > R y S > P ((P − S ), (R − T ) < 0). De esta
forma, emergen dos NE en términos de estrategias puras,
que corresponden a que cada uno de los jugadores utili-
zan estrategias opuestas (es decir, un jugador coopera y el
otro no). En el caso de juegos tipo snowdrift, se impone
una condición adicional que serı́a R > S .

3. Coordinación, Stag-Hunt o Batalla de los Sexos: en es-
te tipo de juegos de coordinación, los jugadores se benefi-
cian cuando utilizan la misma estrategia que su oponente.
En el caso en el que R > T y P > S ((P−S ), (R−T ) > 0),
los dos NE que emergen son los de mutua cooperación o
mutua no cooperación. El juego de sag-hunt, que es un
juego especı́fico de coordinación requiere la condición
adicional de T > P para que se dé.

4. Harmonı́a: en un juego de harmonı́a, similar al del dile-
ma del prisionero, la cooperación es la que logra el ma-
yor valor del juego. En este caso, se debe satisfacer que
R > T y S > P por lo que el único NE que se tendrı́a es
el de la mutua cooperación.

Desde el punto de vista de los replicator dynamics, se tendrá
una ecuación general de la forma

ẋ1 = x1(Rx1 + S x2 − Rx2
1 − Px2

2 − (S + T )x1x2). (10)

Como x1 + x2 = 1, al reemplazar se obtiene que

ẋ1 = x1(1 − x1)(x1((P − S ) + (R − T )) − (P − S )). (11)

Nótese que ẋ2 = −ẋ1. La Figura 3 muestra la evolución de
las dinámicas para los cuatro casos previamente descritos. En
este caso, se muestra la evolución de las dinámicas para diferen-
tes condiciones iniciales. Como se puede observar, dependien-
do el tipo de juego que se tenga y las condiciones iniciales, se
llega a un punto de equilibirio diferente. En el caso del dilema
del prisionero, la no cooperación es una estrategia dominante
y es el punto de equilibrio al que se llega independientemente
de dónde arranque la proporción de individuos. El caso con-
trario al dilema del prisionero es el de harmonı́a en el que la
mutua cooperación es el punto de equilibrio. Para los casos de
anti-coordinación y coordinación, emergen tres puntos de equi-
librio. Para el caso de anti-coordinación, los NE son inestables,
siendo el punto de equilibrio un valor entre 0 y 1, independien-
temente de la condición inicial en la que arranque la proporción
de individuos. El caso contrario se da en el caso de coordina-
ción. Dependiendo de las condiciones iniciales, el valor tenderá
o bien a 0 o a 1.

La diferencia con los análisis tradicionales que se hacen en
la teorı́a de juegos convencional es que, a partir de las dinámi-
cas que tenemos descritas por medio de la ecuación diferencial
(10), podrı́amos hacer un análisis de los puntos de equilibrio
que coincidirı́a con las descripciones hechas verbalmente. Pa-
ra entender un poco cómo se harı́a un análisis de un sistema
dinámico en el que las PDM tengan dinámicas y el compor-
tamiento sea no lineal, presentaremos a continuación algunas
aplicaciones en el diseño de sistemas de control.

4. Control

Esta sección expone el uso del par EDM-PDM (Definicio-
nes 1 y 2) para controlar sistemas dinámicos. Especı́ficamente,
nos enfocaremos en la aplicación de los replicator dynamics, un
tipo de EDM. Además, para que la exposición sea más sencilla,
únicamente abordaremos juegos en los que interviene una única
población. En este sentido, y con el fin de abreviar la notación,
eliminaremos el superı́ndice que diferencia una población de
otra en juegos con múltiples poblaciones. Por ejemplo, en lugar
de escribir x1(t) para denotar la distribución estratégica de la
única población del juego, escribiremos sólo x(t).

Un punto clave relacionado con los conceptos presentados
en la Sección 2 es que los jugadores involucrados en el juego
eventualmente elegirán estrategias que produzcan pagos por en-
cima del promedio. Como todas las EDM, los replicator dyna-
mics modelan este tipo de comportamiento. El principio detrás
del modelo de los replicator dynamics es simple: la tasa a la
cual el porcentaje de la población que usa una estrategia cam-
bia depende únicamente de qué tan grande (o pequeño) es el
pago de esa estrategia comparado con los pagos de las demás
estrategias. Si el pago de la estrategia considerada es mayor que
el promedio, entonces el porcentaje de la población que usa esa
estrategia crecerá, mientras que si el pago es menor que el pro-
medio, entonces el porcentaje va a decrecer.

Los replicator dynamics fueron desarrollados en 1978 por
Taylor y Jonker, y, desde entonces, sus propiedades han sido
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Figura 3: Evolución de la proporción de individuos x1(t) para múltiples condiciones iniciales para los diferentes dilemas y las dinámicas poblacionales basadas en
los replicator dynamics: (a) dilema del prisionero, (b) anti–coordinación, (c) coordinación, (d) harmonı́a.

ampliamente estudiadas. La mayor parte de la investigación ini-
cial en torno a esta EDM estaba enfocada a explorar sus apli-
caciones en biologı́a y economı́a. Sin embargo, su uso no está
restringido a esas áreas. En años recientes, algunos autores han
demostrado el potencial que tiene la ecuación de los replicator
dynamics para optimizar y controlar una variedad de sistemas.
Por ejemplo, regular la temperatura dentro de un edificio de ma-
nera óptima o proporcionar niveles adecuados de servicio en los
sistemas de distribución de agua.

A continuación, haremos una revisión de algunas propieda-
des de estabilidad del modelo de los replicator dynamics, en
las que el concepto de pasividad3 juega un papel fundamental
para que emerjan condiciones deseables cuando se implemen-
tan controladores basados en dicho modelo. Especı́ficamente,
la pasividad hace posible la aparición de puntos de equilibrio
asintóticamente estables en el sistema en lazo cerrado.

4.1. Modelo de los Replicator Dynamics

Los replicator dynamics surgen del protocolo de imitación
proporcional (Tabla 1). En concreto, al reemplazar dicho proto-
colo en las mean dynamics (1), obtenemos el siguiente conjunto
de ecuaciones diferenciales:

ẋi(t) =
∑
j∈S

x j(t)
xi(t)
m

[
pi(t) − p j(t)

]
+

− xi(t)
∑
j∈S

x j(t)
m

[
p j(t) − pi(t)

]
+
, ∀i ∈ S,

=
1
m

∑
j∈S

x j(t)xi(t)
(
pi(t) − p j(t)

)
, ∀i ∈ S,

=
xi(t)
m

pi(t)
∑
j∈S

x j(t) −
∑
j∈S

x j(t)p j(t)

 , ∀i ∈ S,

=
xi(t)

∑
j∈S x j(t)
m

pi(t)
∑
j∈S

x j(t) −

∑
j∈S

x j(t)p j(t)∑
j∈S

x j(t)

 , ∀i ∈ S.

(12)

Finalmente, usando el hecho de que
∑

j∈S xi(t) = m (Teorema
2.1), se tiene la ecuación de los replicator dynamics

ẋi(t) = xi(t)

pi(t) −
1
m

∑
j∈S

x j(t)p j(t)

 , ∀i ∈ S. (13)

Cabe notar que la tasa de crecimiento ẋi(t) es positiva si y
sólo si la i-ésima función de pago, pi(t), es mayor que el pro-
medio (calculado como

∑
j∈S x j(t)p j(t)/m). Es decir, las pobla-

ciones más exitosas aumentan, mientras que las menos exitosas
disminuyen. Este comportamiento está estrechamente relacio-
nado con el proceso de selección natural, en el que los indi-
viduos más aptos tienen un mejor potencial para sobrevivir y
reproducirse.

Como los replicator dynamics provienen de las mean dyna-
mics, entonces satisfacen el Teorema 2.1. Es decir, el tamaño de
la población permanece invariante. Esta caracterı́stica es crucial
en muchas aplicaciones, especialmente en aquellas relaciona-
das con la optimización y el control, donde la invarianza de la
masa poblacional garantiza satisfacer ciertas restricciones co-
mo se ilustra en algunas de las aplicaciones descritas en este
documento.

4.2. Propiedades Dinámicas de los Replicator Dynamics
Teorema 4.1. Pasividad: Sea [x∗1, . . . , x

∗
n]⊤ ∈ ∆ un punto

del sistema descrito por los replicator dynamics en (13). Di-
cho sistema es pasivo si se define su entrada como u =
[p1(t), . . . , pn(t)]⊤ y su salida como y = [(x1(t)−x∗1), . . . , (xn(t)−
x∗n)]⊤.

Demostración. La prueba que reproducimos a continuación se
puede encontrar en Weibull (1997).

Usando la Divergencia de Kullback–Leibler,

V(x) = −
n∑

i=1

x∗i ln
(

xi

x∗i

)
, (14)

como la función de almacenamiento del sistema, tenemos que
V̇(x) =

∑n
i=1 (xi(t) − x∗i )pi(t) = u⊤y. Esto implica que la energı́a

almacenada es igual a la potencia suministrada al sistema a lo
largo del tiempo. Por lo tanto, el sistema es pasivo y sin pérdi-
das.

3Decimos que un sistema es pasivo si sólo es capaz de disipar y/o almacenar energı́a, mas no de generarla. Formalmente, un sistema dinámico, ė = f (e, u),
y = h(e, u), con entrada u y salida y se dice pasivo si existe una función positiva semidefinida V(e) (conocida como función de almacenamiento) tal que V(e) ≤ u⊤y
(Khalil, 2002).
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La pasividad es una caracterı́stica clave porque permite la
interconexión de un controlador basado en los replicator dyna-
mics con cualquier planta que sea pasiva evitando problemas de
inestabilidad. Esta propiedad se formaliza en el siguiente teore-
ma (tomado de Khalil (2002), Teorema 6.1 y Lema 6.6).

Teorema 4.2. Considere el sistema realimentado mostrado en
la Figura 4.

H1 :







ė1 = f1(e1, u1)
y1 = h1(e1, u1)

H2 :







ė2 = f2(e2, u2)
y2 = h2(e2, u2)

−1

y1

u2

u1

y2

Figura 4: Realimentación negativa de dos sistemas. Se asume queH1 yH2 son
pasivos.

Asuma que se satisfacen las siguientes condiciones:

El origen es un punto de equilibrio tanto del sistema H1
comoH2.

h1(0, 0) = h2(0, 0) = 0.

H1 yH2 son pasivos.

Entonces el origen del sistema en lazo cerrado es estable.

El par EDM–PDM de la Figura 2 tiene la misma estructura
del sistema realimentado de la Figura 4. Si lo pensamos como
un sistema de control, las PDM modelan la planta controlada
y las EDM (que en nuestro caso son los replicator dynamics)
el controlador. Observe que, en este escenario, las funciones de
pago dependen de la salida de un sistema dinámico (el sistema
controlado) en lugar de depender directamente de la distribu-
ción de los jugadores entre las estrategias disponibles. La selec-
ción de funciones de pago es crucial para lograr los objetivos de
control. Sin embargo, esta selección sigue siendo un problema
de investigación abierto.

A continuación, presentamos dos ejemplos de uso de los
replicator dynamics para controlar sistemas dinámicos. En el
primer ejemplo, emplearemos los replicator dynamics como re-
gulador de nivel en un sistema multi–tanque. En el segundo, los
usaremos para controlar la temperatura en una edificación. En
ambos casos haremos énfasis en el proceso de diseño y, en par-
ticular, en la selección apropiada de las funciones de pago.

4.3. Aplicación de los Replicator Dynamics a la Distribución
de Agua en Sistemas Multi-Tanque

4.3.1. Definición del Problema
Imaginemos un sistema que tiene tres tanques dispuestos en

la configuración mostrada en la Figura 5. De esos tres tanques,
dos son fuente y uno receptor. Cada tanque fuente recibe agua
del exterior y la vierte al tanque receptor a través de una válvu-
la cuya apertura puede graduarse. Además, el tanque receptor
tiene un sumidero por el que evacúa hacia el exterior el agua

que recibe. Supongamos también que nuestro objetivo es que,
eventualmente, los tres tanques alberguen la misma cantidad de
agua. Este sencillo problema que, de hecho, tiene aplicaciones
relevantes en ingenierı́a (por ejemplo, la prevención de inunda-
ciones en redes de drenaje urbano (Obando et al., 2022)), nos
servirá para ilustrar los principios del uso de EDMs y PDMs
como mecanismos de control de sistemas.

válvula 1 válvula 2

receptor

tanque

fuente 1

tanque

fuente 2

tanque

Figura 5: Sistema con tres tanques.

4.3.2. Diseño del Controlador
Consideremos una población de masa unitaria (m = 1), don-

de los jugadores que pueden elegir entre las tres estrategias que
se describen en la Tabla 2 (esto es, S = {1, 2, 3}). Ası́, entre
más individuos elijan la estrategia 1, mayor será la apertura de
la válvula 1. Lo mismo ocurre si muchos individuos eligen la
válvula 2. Por otro lado, si muchos individuos eligen la estrate-
gia 3, las válvulas 1 y 2 estarán casi cerradas.

Tabla 2: Estrategias para el problema de los tanques.
Estrategia Descripción

1 incrementar la apertura de la válvula
del tanque fuente 1 (válvula 1)

2 incrementar la apertura de la válvula
del tanque fuente 2 (válvula 2)

3 no incrementar la apertura
de ninguna de las válvulas

Una vez definidas las estrategias de nuestro juego pobla-
cional, determinemos los pagos de dichas estrategias, tenien-
do en mente que nuestro objetivo de control es que la cantidad
de agua almacenada en cada tanque sea aproximadamente la
misma. Una elección conveniente de las funciones de pago es
pi(t) = βqi(t), donde i = 1, 2, 3; β es una constante positiva;
y q1(t), q2(t) y q3(t) denotan el volumen de agua alojado en el
tanque fuente 1, en el tanque fuente 2 y en el tanque receptor,
respectivamente. Esta elección implica que el pago que reciben
los jugadores que eligen las estrategias 1 y 2 es directamen-
te proporcional al agua alojada en dichos tanques. Entre tanto,
el pago de la estrategia 3 es directamente proporcional al agua
alojada en el tanque receptor.

Observemos que, si por ejemplo la cantidad de agua alojada
en el tanque 1 es mayor a las cantidades que albergan el tanque
2 y el tanque receptor, entonces será más rentable para los ju-
gadores elegir la estrategia 1, es decir, incrementar la apertura
de la válvula 1. Esto hará que el agua del tanque 1 se desaloje y
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eventualmente alcance el mismo nivel del agua de los otros dos
tanques. La situación es similar con el tanque 2. Finalmente, si
la mayor cantidad de agua está alojada en el tanque receptor,
será más atractivo para los jugadores elegir la estrategia 3. Esto
provocará que las válvulas 1 y 2 se cierren, el tanque receptor
no incremente más su volumen de agua y los tanques fuente 1
y 2 empiecen a alojar más lı́quido. Nuevamente, bajo estas con-
diciones, los tres tanques alcanzarán el mismo nivel de agua,
cumpliendo ası́ el objetivo de control buscado. La Figura 6 re-
presenta la situación descrita sobre cómo el problema de los
tanques puede abordarse usando juegos poblacionales.

Figura 6: Analogı́a entre el problema de los tanques y un juego poblacional.

Establecidos los elementos clave del juego poblacional (ju-
gadores, estrategias y pagos), es conveniente describir y contex-
tualizar las dinámicas que regirán la evolución de la población
de individuos (esto es, el EDM). Como veremos, estas dinámi-
cas definirán las leyes de control que emplearemos. En este ca-
so, el modelo de evolución escogido son los replicator dyna-
mics; por lo tanto, tenemos que

ẋi(t) = xi(t)
(
pi(t) −

3∑
j=1

x j(t)p j(t)
)
, i = 1, 2, 3. (15)

Dado que xi(t) es la cantidad de individuos que eligen la i–
ésima estrategia, observe que x1(t) corresponde a la proporción
de jugadores que eligen abrir la válvula 1 (es decir, x1(t) es el
porcentaje de apertura de la válvula 1); x2(t) es la proporción de
jugadores que optan por abrir la válvula 2 (entonces, x2(t) es el
porcentaje de apertura de la válvula 2); y x3(t) es la cantidad de
jugadores que deciden no abrir ninguna de las válvulas. Ası́ las
cosas, nuestras leyes de control, que en este caso corresponden
a la apertura de las válvulas, están gobernadas por el EDM en
(15). Cabe anotar que la constante de proporcionalidad β de las
funciones de pago es un parámetro de sintonización del contro-
lador.

Por otra parte, notemos que las funciones de pago cambian
dinámicamente puesto que dependen de los volúmenes de agua
en cada tanque. Este comportamiento puede describirse a través
del siguiente PDM, en el que hemos usado el modelo de Mus-
kingum (Chow, 1959) para caracterizar los cambios de agua en

los tanques:

q̇1(t) = r1 − a1x1(t)q1(t)
q̇2(t) = r2 − a2x2(t)q2(t)
q̇3(t) = a1x1(t)q1(t) + a2x2(t)q2(t) − a3q3(t)
p1(t) = βq1(t)
p2(t) = βq2(t)
p3(t) = βq3(t),

(16)

donde a1, a2 y a3 son parámetros de los tanques; y r1 y r2 es la
cantidad de lluvia que reciben los tanques fuente 1 y 2, respec-
tivamente.

Resumiendo, el problema de los tanques puede ser aborda-
do con el par EDM–PDM dado por (15) y (16). A manera de
ilustración, la Figura 7 muestra el esquema considerado para
controlar el sistema de los tres tanques desde la perspectiva del
par EDM–PDM.

Planta:

sistema de

cantidad de agua
en los tanques:
q1(t),q2(t),q3(t)

cálculo de
los pagos:

pi(t) = βvi(t)

porcentaje de apertura de las

válvulas: x1(t), x2(t)

Controlador:

dinámicas poblacionales

ẋi(t) = xi(t)

(

pi(t)−

3
∑

j=1

xj(t)pj(t)

)

pagos de cada estrategia:

p1(t), p2(t), p3(t)

PDM

EDM

tanques

Figura 7: Sistema de tanques controlado con dinámicas poblacionales y modelo
dinámico de pagos.

4.3.3. Desempeño del Lazo Cerrado
La Figura 8 muestra que el objetivo de control se cumple. Es

decir, que el agua en los tanques alcanza el mismo nivel cuando
se utiliza el controlador basado en replicator dynamics. Para las
simulaciones se utilizaron dos constantes de proporcionalidad
β = 0.01 (linea continua) y β = 0.1 (linea punteada). Además,
los parámetros a1 = a2 = 0,1 s−1, a3 = 0,05 s−1, r1 = 0,5
m3/s y r2 = 0,25 m3/s. Los resultados muestran que, indepen-
dientemente de la constante de proporcionalidad empleada, el
sistema de tres tanques controlado mediante dinámicas pobla-
cionales actúa de acuerdo con la lógica utilizada en la etapa de
diseño. Por ejemplo, si observamos la linea continua de la Figu-
ra 8(a), podemos notar que, desde el minuto 0 hasta el minuto
1, el tanque fuente 1 contiene la mayor cantidad de agua. Como
se muestra en la Figura 8(b), esto aumenta la función de pago
relacionada con abrir la válvula 1, lo que hace que el porcentaje
de apertura de dicha válvula aumente durante el primer minu-
to de la simulación. Además, el tanque receptor tiene la mayor
cantidad de carga desde el minuto 1 hasta el minuto 2, como se
muestra en la Figura 8(a), por lo que es más rentable para los
jugadores no abrir ninguna de las válvulas. De hecho, el por-
centaje de apertura de las válvulas 1 y 2 disminuye a partir del
minuto 1 de la simulación. El objetivo de control se logra por-
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que el comportamiento descrito hace que los tanques tiendan a
alcanzar el mismo volumen de agua.

Por otro lado, observe que la constante de proporcionalidad,
β, influye en el comportamiento transitorio del sistema en lazo
cerrado. Para la constante de proporcionalidad más alta (que en
nuestro caso es β = 0.1 (lı́nea punteada)), la planta se estabi-
liza más rápidamente a costa de mayores oscilaciones en las
señales de control. Por lo tanto, notamos un compromiso entre
desempeño y el tener acciones de control más favorables para
los actuadores (al usar una constante de proporcionalidad me-
nor, β = 0.01 en nuestro caso, tenemos señales de control más
suaves. Esto hace que los actuadores se vean sometidos a menor
estrés).
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Figura 8: Simulación del sistema de tanques controlado con dinámicas pobla-
cionales. (a) Volúmenes de agua en cada tanque. (b) Distribución de la pobla-
ción entre las estrategias del juego. Con lı́nea continua se muestra el comporta-
miento para β = 0,01 y con lı́nea punteada para β = 0,1.

Las dos principales ventajas de la estrategia de control ba-
sada en juegos poblacionales son las siguientes: no requiere
modelos (note que para plantear el EDM que define la ley de
control no se utiliza ningún modelo que describa la dinámica
del agua alojada en los tanques), y, como se explica en Obando
et al. (2016), existe una teorı́a sólida que garantiza que el ob-
jetivo de control se alcanza. Aunque no es posible abordar los
detalles técnicos de la demostración de estabilidad del sistema
controlado con replicator dynamics debido a limitaciones de
espacio4, la idea de la prueba reside en verificar que el sistema
multi–tanque es pasivo y luego aplicar el resultado del Teorema
4.2.

4.3.4. Comparación con un controlador difuso
Para establecer una lı́nea base que permita comparar el des-

empeño del método basado en replicator dynamics, diseñamos
una estrategia de control utilizando lógica difusa. La elección
de esta técnica se fundamenta en su aplicación exitosa en pro-
blemas similares, tal es el caso de Li (2020).

El controlador difuso que gobierna la válvula asociada al
tanque fuente 1 tiene dos entradas. La primera es la diferen-
cia entre el volumen de agua alojado en el tanque fuente 1 y el
tanque fuente 2, que denotamos como dif f. La segunda co-
rresponde a la diferencia entre el volumen del tanque fuente 1

y el tanque receptor, que llamamos dif r. La salida de con-
trol es el porcentaje de apertura de la válvula 1, denotado como
valv 1.

Ambas entradas comparten las mismas funciones de mem-
bresı́a: muy inferior (MI), inferior (I), equilibrada (E),
superior (S), y muy superior (MS). Estas se detallan en la
Figura 9(a). Por otro lado, las funciones de membresı́a de la
salida: 0 %, 25 %, 50 %, 75 %, y 100 %, se presentan en la Figura
Figura 9(b).
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Figura 9: (a) Funciones de membresı́a de las entradas del controlador difuso
dif f y dif r. (b) Funciones de membresı́a de la salida valv 1.

Observe, por ejemplo, que si diferencia receptor está
alrededor de −5 m3 es porque el volumen del tanque fuente 1
está muy por debajo del volumen del tanque receptor (tiene 5
m3 menos agua). Entonces, la función de membresı́a con ma-
yor grado de pertenencia es la llamada MI. Por otro lado, si la
diferencia de volúmenes entre los dos tanques fuente es cercana
a 0, la función de membresı́a con el grado de pertenencia más
alto para la variable dif f es la nombrada E. Teniendo esto en
mente, y con el objetivo de nivelar los volúmenes de los tres
tanques de agua, definimos las reglas mostradas en la Tabla 3.
Finalmente, el método de defusificación elegido es el del cen-
tro de gravedad5. Cabe mencionar que el diseño del controlador
de la válvula del tanque fuente 2 sigue exactamente los mismos
principios.

Tabla 3: Reglas para la salida valv 1.

dif f

dif r
MI I E S MS

MI 100 % 100 % 75 % 50 % 25 %

I 100 % 75 % 50 % 25 % 0 %

E 100 % 75 % 50 % 25 % 0 %

S 100 % 75 % 50 % 25 % 0 %

MS 75 % 50 % 25 % 0 % 0 %

La comparación entre la técnica que sigue el paradigma des-
crito en este artı́culo con el controlador difuso la realizamos en
100 escenarios en los que modificamos tanto el nivel inicial de
los tanques como las condiciones de lluvia. El nivel de cada
uno de los tanques es una variable aleatoria ∼ U[0, 5] m3, y la
cantidad de lluvia que capta cada tanque fuente es otra varia-
ble aleatoria ∼ U[0.3, 0.7] m3/s. Además, los parámetros de los
tanques son a1 = a2 = a3 = 0,1 s−1.

4Una demostración formal de estabilidad para este problema está reportada en Obando et al. (2022).
5La elección de los parámetros del controlador difuso se hizo usando prueba y error.
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Dado que el problema tratado no establece volúmenes de re-
ferencia especı́ficos sino que busca que los tanques alcancen un
mismo nivel, hemos decidido emplear el criterio de desempeño
dado en Clearwater et al. (1996). En dicho artı́culo, los autores
miden el rendimiento de los controladores usando la desvia-
ción estándar de las señales analizadas. En nuestro caso, estas
señales corresponden a los volúmenes de los tanques. Clara-
mente, una menor desviación estándar implica que los volúme-
nes están más cerca unos de otros.

La Figura 10 muestra la evolución de la desviación estándar
del nivel de los tanques para el controlador basado en replicator
dynamics y para el controlador difuso. La lı́nea sólida muestra
el comportamiento del promedio de la desviación estándar pa-
ra los 100 escenarios simulados, mientras la lı́nea discontinua
muestra el intervalo de confianza.
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Figura 10: Evolución de la desviación estándar de los volúmenes de los tanques
para el sistema controlado con (a) replicator dynamics y (b) lógica difusa.

Se puede observar que las dos técnicas logran disminuir la
desviación estándar. Sin embargo, a diferencia del controlador
difuso, el controlador basado en juegos poblacionales reduce la
desviación estándar a cero a medida que transcurre el tiempo.

Por otro lado, puede notarse que el comportamiento de la
desviación estándar varı́a menos de un escenario a otro al usar
el controlador basado en replicator dynamics (puesto que el in-
tervalo de confianza es más estrecho para dicho método). Esto
indica que el controlador en cuestión tiene un comportamiento
más robusto ante cambios en los niveles iniciales de los tanques
y en los parámetros de lluvia.

4.4. Aplicación de los Replicator Dynamics al Control de
Temperatura

El control de temperatura en edificaciones es un tema que
ha sido abordado usando distintas estrategias. Por ejemplo, con-
trol clásico (PID), técnicas de horizonte móvil, y estrategias no
convencionales (redes neuronales, lógica difusa). Entre los pro-
blemas tratados por las distintas técnicas, sobresale uno: los ac-
tuadores (que en este caso son sistemas de calefacción o aire
acondicionado) pueden trabajar sólo hasta una potencia nomi-
nal. Esto se traduce en señales de control que están restringi-
das a no sobrepasar dicho valor. Ante esta situación, muchas
de las estrategias de control empleadas se comportan de for-
ma inadecuada. Los controladores PID presentan un comporta-
miento alejado del óptimo cuando las acciones de control están
acopladas (como sucede en ciertas arquitecturas de sistemas de
calefacción y aire acondicionado Ygge and Akkermans (1999)),
puesto que realizan una distribución ineficiente de la potencia

disponible. Las técnicas de horizonte móvil, como el control
predictivo basado en modelo (MPC, del inglés model predictive
control), demandan una alta carga computacional. Finalmente,
muchas de las metodologı́as no convencionales carecen de un
sustento teórico que garantice la consecución del objetivo de
control y además, en muchas de éstas se establecen condicio-
nes de saturación en los controladores acarreando transitorios
fuertes que pueden ser inconvenientes para los actuadores.

Con el fin de solucionar estos inconvenientes, nuestro ob-
jetivo es abordar el control de temperatura en edificaciones co-
mo un problema de asignación dinámica de recursos. Para ello,
describiremos la implementación de un controlador basado en
replicator dynamics.

4.4.1. Modelo Térmico de una Edificación
En primer lugar, establezcamos el modelo que describe

la temperatura dentro un edificación compuesta por un cierto
número de salones. Sea qi(t) la temperatura del i-ésimo salón en
el instante t. Esta temperatura puede modelarse de la siguiente
manera (Obando et al., 2013):

ciq̇i(t) = xi(t) + ei(t) + αi

(
qa(t) − qi(t)

)
+

∑
j∈Vi

σi j

(
q j(t) − qi(t)

)
,

(17)
donde ci es la capacitancia térmica del salón;Vi es el conjunto
de salones adyacentes al i-ésimo; σi j es la conductancia térmi-
ca de la pared que separa el i-ésimo del j-ésimo salón (note
que σi j = σ ji); αi es la conductancia térmica de las paredes
que separan el i-ésimo salón del ambiente exterior; qa(t) es la
temperatura ambiente; xi(t) es la señal proveniente de un actua-
dor (por ejemplo, un aire acondicionado o calefactor); y ei(t) es
una entrada de calor estocástica, debida por ejemplo a ventanas
abiertas, personas o equipos presentes dentro del salón.

El desarrollo que se describe a continuación está basado en
un modelo para cuatro salones dispuestos tal y como se muestra
en la Figura 11. Asumiremos que cada salón cuenta con un ca-
lefactor y un sensor de temperatura. Además, supondremos que
la potencia nominal del sistema de calefacción es de 10 kW. Es
decir, debe satisfacerse que

∑4
i=1 xi(t) ≤ 10 kW, para todo t ≥ 0.

Figura 11: Configuración de los 4 salones que conforman la edificación consi-
derada.

4.4.2. Control de Temperatura
Cuando se habla de temperatura, hay variedad de preferen-

cias. Por este motivo, es conveniente que en cada uno de los
salones que conforman la edificación pueda fijarse una referen-
cia térmica independiente. El objetivo de control será entonces
mantener la temperatura de todas los salones en niveles cerca-
nos a sus referencias establecidas.

Como se dijo antes, nos enfrentamos a un problema de
asignación dinámica de recursos. Este tipo de problemas sur-
ge cuando los recursos con los que contamos son limitados (en
nuestro caso, el recurso es la potencia de calefacción que, como
vimos, está limitada a no superar una cierta potencia nominal)
y se desea establecer una polı́tica de distribución de los mismos
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para un número determinado de zonas (para el caso del con-
trol de temperatura en edificaciones, las zonas son los salones).
Ahora, si pensamos en los recursos como los individuos de una
población y las zonas como las estrategias disponibles, es natu-
ral suponer que un EDM puede cumplir el rol de la polı́tica de
distribución requerida.

Siguiendo este orden de ideas, vamos a ajustar el par EDM–
PDM al problema de control de temperatura en edificaciones.
Para tal fin, es conveniente hacer la siguiente analogı́a: en el
caso estudiado, los jugadores serán la potencia de calefacción
disponible (por lo tanto la masa poblacional es m = 10 kW)
y las estrategias serán los 4 salones (esto es, S = {1, 2, 3, 4}).
Además, con el propósito de que la calefacción sea asignada
en mayor medida a los salones más frı́os, debemos diseñar un
PDM de tal forma que las funciones de pago asociadas a los sa-
lones con menor temperatura sean las más rentables. Bajo esta
premisa, establecemos que el pago recibido por los jugadores
que elijan el i-ésimo salón sea igual a la diferencia entre la refe-
rencia del i-ésimo salón, que denotaremos como q̂i, y su tempe-
ratura, es decir, pi(t) = q̂i−qi(t). Observe que pi(t) será mayor (y
por tanto, más atractivo para los jugadores) cuanto más frı́o esté
el i-ésimo salón. Finalmente, siguiendo la analogı́a que hemos
establecido, la cantidad de jugadores que ha elegido la i-ési-
ma estrategia corresponde a la calefacción asignada al i-ésimo
salón, esto es, xi(t).

Una vez definidos todos los ingredientes del juego poblacio-
nal que modela los detalles del problema de control de tempera-
tura en una edificación, debemos elegir un EDM que gobierne
la evolución de las poblaciones que juegan cada estrategia. Es
decir, debemos definir la estrategia que determinará la distribu-
ción de las potencias de calefacción entre los diferentes salones.
En nuestro caso, seleccionamos los replicator dynamics (13).

4.4.3. Limitación de la Potencia del Controlador Basado en
Replicator Dynamics

Dada la analogı́a que hemos planteado para formular el
EDM, la invarianza del sı́mplex ∆ (que, como se expuso en
el Teorema 2.1, es una de las principales propiedades del to-
do EDM, incluyendo los replicator dynamics) implica que la
suma de las potencias suministrada por todos los calefactores
es m = 10 kW, y se preserva en el tiempo. Esta caracterı́stica
no es deseable en los sistemas de control de temperatura. Por
ejemplo, si la temperatura ambiente sube en el transcurso del
dı́a, será necesario decrementar la potencia total de calefacción
para mantener la temperatura de los salones en las referencias
establecidas. Entonces, en lugar de requerir que la potencia su-
ministrada por los actuadores sea constante, lo que de hecho
necesitamos es que la potencia total de calefacción no sobrepa-
se un determinado valor (su valor nominal). Para este propósito,
se introduce un salón ficticio en el modelo, el cual denotamos
como estrategia 5. Cabe resaltar que dicho salón no correspon-
de a ninguna habitación del edificio. Observe que si agregamos
este salón ficticio al modelo de los replicator dynamics, la in-
varianza del sı́mplex ∆ se sigue satisfaciendo, pero ahora para
5 estrategias, es decir,

∑5
i=1 xi(t) = m, ∀t ≥ 0, donde x5(t) ≥ 0

es la potencia “asignada” al salón ficticio. En realidad, x5(t) es
simplemente una potencia que no se suministra a ninguna de las
habitaciones de la edificación. La potencia real (potencia asig-
nada a los salones) está dada por la expresión

∑4
i=1 xi(t), que es

claramente menor o igual a la potencia nominal del sistema de
calefacción, m.

Ası́, con la adición del salón ficticio, tenemos la limitación
de potencia requerida:

4∑
i=1

xi(t) ≤ m, xi(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0. (18)

4.4.4. Simulaciones del Controlador Basado en Replicator
Dynamics

Para evaluar el desempeño del controlador basado en re-
plicator dynamics, se simula la respuesta del sistema en lazo
cerrado bajo las condiciones descritas en la Tabla 4.

Tabla 4: Parámetros térmicos del sistema de la Figura 11.
Parámetro Valor

Referencias de los salones 22 ºC, 21 ºC, 20 ºC y 19 ºC
qa(t) 1 ºC
ei(t) 0 W
ci 7,476 × 104 J/ ºC
αi 123.6 W/ ºC
σi j 123.6 W/ ºC

Los resultados de la simulación se presentan en la Figura
12. Recordemos que la potencia nominal del sistema de cale-
facción es de 10 kW. En la misma figura, se muestra también
la potencia total usada por el controlador. Se observa que con
replicator dynamics es posible alcanzar la temperatura de refe-
rencia en todos los salones aún bajo la restricción de la potencia
nominal. En la misma simulación, hemos introducido una per-
turbación alrededor de los 200 minutos, que corresponde a una
pérdida de calor de 200 W en el salón 4 (por ejemplo, debida a
la apertura de una ventana). Se puede notar que el sistema res-
ponde rápidamente a la perturbación y logra una recuperación
satisfactoria.
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Figura 12: (a) Respuesta del sistema controlado usando los replicator dyna-
mics. (b) Potencia usada por el controlador.

En conclusión, el controlador basado en replicator dyna-
mics hace una distribución eficiente de la calefacción, puesto
que admite la inclusión de restricciones en la potencia suminis-
trada.

4.4.5. Comparación con un controlador MPC
Con el fin de comparar la respuesta obtenida, implementa-

mos un controlador MPC lineal, cuya formulación limita la po-
tencia de los actuadores. Los parámetros del controlador MPC
empleado son: tiempo de muestreo de 1 minuto, horizontes de
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predicción y control de 10 minutos. Además, la función de cos-
to del problema de optimización que se resuelve en cada itera-
ción del controlador es cuadrática y penaliza el error entre la
temperatura de cada salón y su referencia (no se considera pe-
nalización alguna para las señales de control). Finalmente, se
incluye la limitación de potencia dada en (18) dentro de las res-
tricciones del problema de optimización mencionado.

La Figura 13 muestra el desempeño del controlador basado
en replicator dynamics y del MPC. En este caso, el escenario de
simulación tiene los mismos parámetros que hemos usado ante-
riormente, a excepción de la potencia disponible, que se reduce
a 8 kW. Dicha reducción permite evaluar el rendimiento de los
controladores cuando es imposible alcanzar las referencias de
temperatura establecidas en cada salón.
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Figura 13: Respuesta del sistema controlado con replicator dynamics (lı́nea
continua) y MPC: (a) temperatura de los salones; (b) potencia total usada por
el controlador.

Observe que los dos controladores alcanzan el mismo esta-
do estable, es decir, asignan la misma potencia de calefacción
a cada salón. Este resultado es notable puesto que los replica-
tor dynamics emplean muchos menos recursos computaciona-
les en comparación al MPC (que necesita resolver un problema
de optimización en cada iteración, mientras los replicator dy-
namics sólo requieren la solución de un conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden). Para sustentar esta afirmación,
proponemos nuevos escenarios de simulación en los que varia-
mos el número de salones que conforman la edificación desde
10 hasta 100. En todos los casos, los salones están dispuestos
uno al lado del otro respetando la configuración mostrada en
la Figura 11. Cada escenario se simula 10 veces, eligiendo las
referencias de los salones aleatoriamente del siguiente conjun-
to {19 ºC, 20 ºC, 21 ºC, 22 ºC}. El tiempo de simulación es de
1 hora. Además, la potencia de calefacción nominal se asume
igual 2n kW, donde n es el número de salones. Todos los demás
parámetros del experimento son los que se muestran en la Ta-
bla 4. Finalmente, los ı́ndices de desempeño escogidos para la
comparación son el promedio de la integral del error absoluto
(IAE, del inglés integral absolute error), cuyo comportamiento
se presenta en la Tabla 5; y el promedio del tiempo que tardan
las simulaciones, que se muestra en la Figura 14. Cabe señalar
que los experimentos se ejecutaron usando MATLAB en un
computador equipado con un procesador Intel Core i7–8700K
de 3.7 GHz y una RAM de 32 GB. Para resolver las ecuaciones
diferenciales que modelan tanto las temperaturas de los salones
como los replicator dynamics se usa el método de Runge–Kutta
con un tiempo de muestreo fijo de 2 s. Además, para la solución

del problema de optimización asociado al controlador MPC se
emplea programación cuadrática con un método de punto inte-
rior.

Tabla 5: Comportamiento del IAE para replicator dynamics y MPC.
número replicator MPC número replicator MPC

de dynamics IAE de dynamics IAE
salones IAE (ºC·s) (ºC·s) salones IAE (ºC·s) (ºC·s)

10 84632 84588 60 194750 194662
20 120484 120428 70 209717 209596
30 140017 139929 80 230080 230003
40 160151 160078 90 239468 239353
50 176491 176419 100 252738 252602
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Figura 14: Promedio del tiempo empleado en las simulaciones para (a) replica-
tor dynamics y (b) MPC.

En primer lugar, encontramos que el IAE del controlador
MPC es menor, aunque la diferencia con replicator dynamics
está lejos de ser crı́tica. En porcentaje, la diferencia del IAE
está entre 0.04 % y 0.05 % a favor de MPC. En el peor de los
casos (cuando el número de salones es 100), la diferencia de
IAE’s es de 137 ºC·s durante el tiempo de simulación, que es
de 1 hora. Esto implica que, durante esa hora, las temperaturas
de los salones controlados con replicator dynamics están, en
promedio, 0.04 ºC más alejadas de sus referencias que al usar
MPC.

En cuanto al tiempo empleado en las simulaciones, confir-
mamos que replicator dynamics es más eficiente. Por un lado,
en promedio, replicator dynamics se simuló 7000 veces más
rápido que MPC. Por otro lado, replicator dynamics escala me-
jor, ya que el crecimiento del tiempo de las simulaciones res-
pecto al número de salones es lineal, mientras que para MPC es
exponencial.

5. Optimización

El par EDM–PDM no solo puede emplearse para abordar
problemas de control. Este paradigma también resulta útil para
solucionar problemas de optimización. Por ejemplo, en Panto-
ja et al. (2019) los autores abordan el problema de despacho
económico en redes eléctricas, o en Tembine et al. (2010) los
autores asignan de forma óptima los canales de un sistema de
comunicación. En este caso, los PDMs pueden ser tanto estáti-
cos (o memoryless, si seguimos la denominación empleada en
la teorı́a de pasividad) como dinámicos. Aquı́ el término “estáti-
co” puede llegar a generar confusiones. Cuando decimos PDM
estático no hacemos referencia a que los pagos son constan-
tes en el tiempo, sino a que no corresponden a la salida de un
sistema dinámico (en contraste con las aplicaciones en control,
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donde los pagos dependen de, por ejemplo, los niveles de agua
en tanques tal y como se expuso en el caso de estudio de la
Sección 4.3.2).

Para facilitar la presentación, nos enfocaremos en describir
el uso del par EDM–PDM en la solución de problemas de opti-
mización donde el PDM es estático. En este caso, los PDMs son
funciones exclusivamente de los estados poblacionales, impli-
cando queW (q(t), x(t)) = 0 en (6). Sin embargo, al final de la
sección, presentaremos también un ejemplo en el que se requie-
re un PDM dinámico para modelar la competencia en mercados
energéticos. Por otro lado, centraremos nuestra discusión en las
Smith Dynamics, una clase de EDM con propiedades similares
a las de los replicator dynamics, pero con una mejor tasa de
convergencia (Barreiro-Gomez et al., 2017a).

5.1. Smith Dynamics

Propuestas en 1984 por M. Smith para modelar las decisio-
nes que toman los conductores en sistemas de tráfico urbano
(Smith, 1984), las Smith Dynamics son otra EDM que ha sido
objeto de un gran número de estudios. Particularmente, algu-
nos artı́culos han explotado las propiedades que tienen estas
dinámicas para resolver problemas de optimización (Mandal
and Tallapragada, 2022; Chow et al., 2019; Zhu et al., 2012).
Antes de enunciar y analizar dichas propiedades, describamos
la obtención de las Smith Dynamics a partir de la metodologı́a
expuesta en la Sección 2.1.

Al reemplazar el protocolo de comparación por parejas da-
do en la Tabla 1 en las mean dynamics, obtenemos las Smith
dynamics. Si consideramos la k–ésima población, estas dinámi-
cas están dadas por el sistema de ecuaciones diferenciales que
se enuncia a continuación: Al reemplazar el protocolo de com-
paración por parejas dado en la Tabla 1 en las mean dynamics,
obtenemos las Smith dynamics. Si consideramos la k–ésima po-
blación, estas dinámicas están dadas por

ẋk
i (t) =

∑
j∈S

xk
j(t)

[
pk

i (t) − pk
j(t)

]
+
− xk

i (t)
∑
j∈S

[
pk

j(t) − pk
i (t)

]
+
,

(19)
donde i ∈ Sk. Las Smith dynamics tienen las propiedades enun-
ciadas a continuación, las cuales están estrechamente ligadas
con el planteamiento y solución de problemas de optimización.

Teorema 5.1. Descenso: sea V : ∆k 7→ R una función C1,
xk(t) una solución de (19), y t2 ≥ t1. Si elegimos el vec-
tor de funciones de pago como pk(t) = −∇V(xk(t)), entonces
V

(
xk(t2)

)
≤ V

(
xk(t1)

)
.

Demostración. Sea V̇(xk(t)) la derivada de V a lo largo de xk(t).
Basta con demostrar que si xk(t) es una solución de las Smith
dynamics, entonces V̇(xk(t)) ≤ 0.

Supongamos que xk(t) es solución de (19) y que pk(t) =
−∇V(xk(t)). Note que

V̇(xk(t)) = ∇⊤V(xk(t))ẋk(t)
= −pk⊤(t)ẋk(t)
= −

∑
i∈Sk

∑
j∈Sk

pk
i (t)xk

j(t)
[
pk

i (t) − pk
j(t)

]
+

+
∑
i∈Sk

∑
j∈Sk

pk
i (t)xk

i (t)
[
pk

j(t) − pk
i (t)

]
+
.

(20)

Usando la función signo, sgn(), y definiendo

ξi j(t) B
(
1 + sgn

(
pk

i (t) − pk
j(t)

))
xk

j(t)

+
(
1 − sgn

(
pk

i (t) − pk
j(t)

))
xk

i (t),
(21)

podemos reescribir la expresión en (20) como

V̇
(
xk(t)

)
= −

1
2

∑
i∈Sk

∑
j∈Sk

ξi j(t)pk
i (t)

(
pk

i (t) − pk
j(t)

)
= −

1
4

∑
i∈Sk

∑
j∈Sk

ξi j(t)
(
pk

i
2
(t) − pk

j(t)pk
i (t)

)
−

1
4

∑
i∈Sk

∑
j∈Sk

ξi j(t)
(
pk

i
2
(t) − pk

j(t)pk
i (t)

)
.

(22)

Note que ξi j(t) ≥ 0 puesto que xk(t) ∈ ∆k.
Finalmente, intercambiando los ı́ndices y el orden de las dos

últimas sumatorias en (22), tenemos

V̇(xk(t)) = −
1
4

∑
i∈Sk

∑
j∈Sk

ξi j(t)
(
pk

i
2
(t) − pk

j(t)pk
i (t)

)
−

1
4

∑
i∈Sk

∑
j∈Sk

ξ ji(t)
(
pk

j
2
(t) − pk

j(t)pk
i (t)

)
= −

1
4

∑
i∈Sk

∑
j∈Sk

ξi j(t)
(
pk

i
2
(t) − 2pk

j(t)pk
i (t) + pk

j
2
(t)

)
,

(23)

puesto que ξi j(t) = ξ ji(t). En conclusión, V̇(xk(t)) =

− 1
4
∑

i∈Sk
∑

j∈Sk ξi j

(
pk

i (t) − pk
j(t)

)2
≤ 0, quedando demostrado

el teorema.

Corolario 5.1. Satisfacción de Restricciones : sea mk un real
positivo y xk(t) una solución de (19). Suponga que

∑nk

i=1 xk
i (0) =

mk y xk
i (0) ≥ 0, para todo i = 1, . . . , nk. Entonces, para to-

do tiempo t ≥ 0,
∑nk

i=1 xk
i (t) = mk y xk

i (t) ≥ 0, para todo
i = 1, . . . , nk.

Demostración. La prueba sigue inmediatamente del resultado
dado en el Teorema 2.1 y del hecho de que las Smith Dynamics
son un caso particular de las mean dynamics.

Observe que los resultados anteriores tienen las siguientes
implicaciones. Por un lado, el Teorema 5.1 establece la posibili-
dad de diseñar funciones de pago que, al ser usadas en las Smith
dynamics, generan trayectorias que reducen el valor de una fun-
ción objetivo dada. Por otro lado, el Corolario 5.1 garantiza que
las soluciones de las Smith dynamics satisfacen ciertas restric-
ciones. En conclusión, las Smith dynamics pueden emplearse
como algoritmo de solución del siguiente problema de optimi-
zación, que en la literatura se conoce como de distribución de
recursos:

mı́n
z

V(z)

sujeto a:
∑n

i=1 zi = Z
zi ≥ 0, i = 1, . . . , n,

(24)

donde Z ∈ R>0 generalmente modela el recurso que se va a dis-
tribuir entre n zonas, zi es el recurso alojado en la i–ésima zona,
y z = [z1, . . . , zn]⊤. Esta propiedad se escribe formalmente en
el Teorema 5.2.
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Teorema 5.2. Algoritmo de Optimización: considere el pro-
blema de distribución de recursos (24). Asuma que V es es-
trictamente convexa y que z⋆ es la solución óptima de dicho
problema. Además, suponga que xk(t) es la solución de las
Smith dynamics dadas en (19) con los siguientes parámetros:
pk(t) = −∇V(xk(t)); Sk = {1, . . . , n}; mk = Z;

∑
i∈S xk

i (0) = mk;
y xk

i (0) > 0, para todo i ∈ S. Se cumple que lı́mt→∞ xk(t) = z⋆.

Demostración. Note que, bajo las suposiciones hechas, el Co-
rolario 5.1 garantiza que xk(t) satisface las restricciones de (24)
para todo t ≥ 0. Además, el Teorema 5.1 certifica que las fun-
ción objetivo V(xk(t)) decrece a medida que transcurre el tiem-
po. Aún ası́, no tenemos garantı́a de que xk(t) converja a la so-
lución óptima de (24). Sin embargo, si usamos V(xk(t))−V(z⋆)
como función candidata de Lyapunov, y siguiendo el razona-
miento mostrado en la prueba del Teorema 5.1, podemos con-
cluir que z⋆ es asintóticamente estable bajo las Smith dynamics.
Esto concluye la prueba.

Con el fin de ilustrar el uso de las Smith dynamics para re-
solver problemas de optimización, a continuación presentamos
dos aplicaciones ligadas a sistemas eléctricos.

5.2. Despacho Económico de Generadores Eléctricos
En el problema de despacho económico se asume un con-

junto de n generadores eléctricos que tienen que satisfacer una
demanda D. Cada generador produce energı́a a un determina-
do costo que depende tanto de la cantidad de potencia generada
como de la eficiencia de la unidad. El objetivo del despacho
económico es determinar qué proporción de la demanda D será
cubierta por cada generador de tal forma que el costo global se
minimice.

Para formular este problema matemáticamente, es conve-
niente asociar a los generadores funciones de costo que mode-
len el gasto de recursos en el que se debe incurrir para producir
cierta cantidad de potencia. En nuestro caso, usaremos funcio-
nes cuadráticas puesto que son las más empleadas en la litera-
tura (Pantoja et al., 2019), esto es,

ci(gi) = αig2
i + βigi + γi, (25)

donde gi ≥ 0 es la potencia producida por el i–ésimo generador;
ci(gi) es el costo de generación; y αi, βi y γi son parámetros que
dependen de la eficiencia de la unidad y de su tecnologı́a.

Dado que, como se dijo, el despacho económico contem-
pla la reducción del costo total de generación, el objetivo es
minimizar la función

∑n
i=1 ci(gi). Además, como el total de la

demanda debe ser cubierta por los generadores, entonces tene-
mos que

∑n
i=1 gi = G. En resumen, el problema de despacho

económico es el siguiente:

mı́n
g1,...,gn

n∑
i=1

ci(gi)

sujeto a:
∑n

i=1 gi = G
gi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

(26)

Note que este problema tiene la misma forma del plantea-
do en (24). Adicionalmente, la función objetivo es convexa, por

lo tanto, puede solucionarse usando las Smith dynamics con las
instrucciones dadas en el Teorema 5.2. Al hacerlo, emerge la si-
guiente analogı́a: en primer lugar, dado que se trata de un único
problema de optimización, necesitaremos una sola población,
es decir, P = {1}, y por lo tanto k = 1. El tamaño de dicha
población será igual a la demanda que debe suplirse, esto es,
m1 = G. Además, el conjunto de estrategias corresponderá al
conjunto de generadores disponibles, es decir, S 1 = {1, . . . , n}.
Ası́ las cosas, la población que está jugando la i–ésima estra-
tegia representará la porción de demanda que debe suplir el i–
ésimo generador, esto es, x1

i (t) = gi. Finalmente, las funciones
de pago serán los costos marginales de cada uno de los gene-
radores. En particular, para el i–ésimo generador tenemos que
p1

i (t) = dci(x1
i (t))

dx1
1

.

Para ilustrar el desempeño del algoritmo de optimización
basado en las Smith dynamics se plantea un escenario con 50 ge-
neradores y una demanda de 10 MW. Los parámetros de las fun-
ciones de costo de los generadores se eligen ası́: αi ∼ U[10, 14]
$/(kW)2; βi ∼ U[−4, 4] $/(kW); y γi ∼ U[10, 20] $. Los resul-
tados bajo estas condiciones se ilustran en la Figura 15. Puede
observarse que la función de costo decrece constantemente (de
acuerdo con el resultado del Teorema 5.1). Además, la demanda
es cubierta por los generadores durante todo el tiempo (confor-
me a lo expuesto en el Corolario 5.1). Finalmente, los costos
marginales de los generadores se igualan en estado estable. Es-
to, obedeciendo las condiciones de Karush–Kuhn-Tucker, con-
firma que el algoritmo converge al óptimo del problema plan-
teado (como lo certifica el Teorema 5.2).

5.3. Aplicación en Mercados Energéticos

Considere ahora un juego de mercado energético6 donde
N ∈ Z≥1 jugadores (sistemas de manejo de energı́a) compiten
para comprar energı́a a lo largo de un horizonte de T ∈ Z≥1 ins-
tantes de tiempo. En particular, empleamos P = {1, 2, . . . ,N}
para denotar el conjunto de jugadores, T = {1, 2, . . . ,T } pa-
ra denotar el horizonte de tiempo a considerar, Sk ⊆ T para
representar el conjunto de instantes de tiempo en los que el ju-
gador k ∈ P compite, y mk para denotar el total de energı́a que
el jugador k requiere comprar a lo largo del horizonte. Además,
se asume que

∣∣∣Sk
∣∣∣ = nk ≥ 2, para todo k ∈ P, que T = ∪k∈PS

k

(lo cual implica que n =
∑

k∈P nk ≥ T ), y que para cada instante
de tiempo i ∈ T hay un lı́mite superior sobre la energı́a dis-
ponible que se denota ei ∈ R>0. Finalmente, se considera que
cada sistema de manejo de energı́a tiene una función de utili-
dad φk : Rn → R que busca maximizar (se asume que φk(·)
es cóncava y doblemente continuamente diferenciable para to-
do k ∈ P). En general, el valor de dicha función depende de
las decisiones de los demás jugadores (por ejemplo, a través del
precio de la energı́a si este último incrementa con la demanda).

Para modelar el mercado energético descrito como un jue-
go poblacional, se propone la siguiente analogı́a. Cada jugador
(sistema de manejo de energı́a) se modela como una población
con masa mk y conjunto de estrategias Sk. De esta manera, xk

i
representa la energı́a a ser comprada por el jugador k ∈ P en

6Un juego de mercado energético puede verse como una competencia de Cournot, y varias aplicaciones de control pueden modelarse bajo dicha abstracción
(Grammatico, 2017; Wang et al., 2021; Yi and Pavel, 2019).
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Figura 15: Resultados del despacho económico usando Smith dynamics: (a) costo total de la potencia producida; (b) demanda cubierta por los generadores; (c)
costos marginales.

el instante de tiempo i ∈ Sk ⊆ T . Bajo esta analogı́a, cual-
quier distribución estratégica x ∈ ∆ garantiza que todos los ju-
gadores (poblaciones) compran exactamente la energı́a reque-
rida. Por otro lado, las restricciones de energı́a disponible se
pueden modelar como restricciones de la forma

∑
k∈Pi

xk
i ≤ ei,

para todo i ∈ T , donde Pi =
{
k ∈ P : i ∈ Sk

}
corresponde al

conjunto de jugadores que compiten en el instante de tiem-
po i. Con esto en mente, la región factible del problema será
X =

{
x ∈ ∆ :

∑
k∈Pi

xk
i − ei ≤ 0, ∀i ∈ T

}
, y se asume que X es

no vacı́o. Note que en este caso, el conjunto ∆ no es suficiente
para caracterizar todas las restricciones del problema.

El objetivo es entonces diseñar un PDM que lleve a la so-
ciedad de agentes a un NE que cumpla las restricciones del
problema (esto se conoce como un equilibrio generalizado de
Nash). Es decir, llevar a la sociedad a una distribución estratégi-
ca x∗ ∈ N ∩ X (bajo las suposiciones del problema se cumple
que N ∩ X es un conjunto no vacı́o y compacto).

Para estudiar el problema, consideramos entonces un EDM
caracterizado por las Smith dynamics en (19) para todo i, j ∈ Sk

y todo k ∈ P, y con x(0) ∈ ∆. En este caso V (x(t),p(t)) =
col

(
ẋ1

1(t), . . . , ẋN
nN (t)

)
, y es posible verificar queV (x(t),p(t)) ∈

T∆ (x(t)), para todo t ≥ 0.
Por otro lado, para el PDM se proponen las dinámicas dadas

por

g j(t) =
∑

k∈P j
xk

j(t) − e j

q̇ j(t) = máx(g j(t), 0) − q j(t) máx(−g j(t), 0)

pk
i (t) =

∂φk (x(t))
∂xk

i

− qi(t),
(27)

para todo j ∈ T , todo i ∈ Sk y todo k ∈ P, y con q(0) ∈ RT
≥0.

La intuición detrás del PDM propuesto está basada en ideas de
optimización primal-dual (las variables q j se interpretan como
los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones
g j ≤ 0). En particular, note que q̇ j(t) = 0 si y sólo si g j(t) ≤ 0
y q j(t)g j(t) = 0. Dichos requisitos corresponden a las condicio-
nes de factibilidad del problema primal y de holgura comple-
mentaria, respectivamente. Además, es posible verificar que las
dinámicas propuestas garantizan que q j(t) ≥ 0 para todo t ≥ 0
(condición de no negatividad de los multiplicadores de Lagran-
ge).

Bajo las suposiciones del mercado energético, el EDM-
PDM considerado garantiza la estabilidad asintótica del con-
junto N ∩ X. Este resultado está respaldado formalmente por
Martinez-Piazuelo et al. (2022d, Teorema 3).

A manera de ilustración, considere el escenario con N = 20,
T = 40, S k generado aleatoriamente, mk ∼ U[3, 4], y ei ∼

U[2, 2.5], para todo k ∈ P y todo i ∈ T (garantizando las su-
posiciones del problema). Además, para las funciones de utili-
dad se emplean funciones de la forma considerada en Martinez-
Piazuelo et al. (2022d, Sección 6). Por referencia, la instancia
considerada en la simulación resulta en un espacio dimensio-
nal con n = 403. En la Figura 16 se presentan los resultados
de simulación para el escenario considerado. Efectivamente, se
verifica que la sociedad converge asintóticamente a un NE en el
cual se satisfacen todas las restricciones de energı́a del proble-
ma.
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Figura 16: Simulación del mercado energético considerado. (a) Trayectoria del
ı́ndice de desempeño ∥x(t) − x∗∥2 / ∥x(0) − x∗∥2, donde x∗ ∈ NE ∩ X. (b) Tra-
yectorias de las restricciones gi(t) =

∑
k∈Pi xk

i (t) − ei, para todo i ∈ T .

A partir de los dos ejemplos de optimización descritos, es
importante resaltar que cuando se considera un problema que
sólo involucra restricciones tipo simplex que pueden ser ca-
racterizadas por el conjunto ∆ (como las que intervienen en el
ejemplo del despacho económico), se emplea un PDM estático
definido por el gradiente de la función objetivo del problema.
Por otro lado, si el problema de optimización considera restric-
ciones adicionales a las capturadas por ∆ (como en la aplicación
en mercados energéticos), el PDM se modela como un sistema
dinámico. En este caso, las variables de estado del PDM repre-
sentan los multiplicadores de Lagrange asociados a las restric-
ciones adicionales, mientras que la salida corresponde al gra-
diente del Lagrangiano respectivo.
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6. Discusión

Los juegos poblacionales y las dinámicas evolutivas han si-
do empleados como controladores y optimizadores en diversos
campos como las ciencias sociales, la ecologı́a y la ingenierı́a.
Estos enfoques buscan orientar a las poblaciones o sus agen-
tes hacia los equilibrios deseados y promover la cooperación
en escenarios como el dilema del prisionero. Se han propuesto
controladores de ganancias adaptativas para regular la dinámi-
ca de los juegos de la población cambiando de forma adaptativa
la matriz de pagos del juego Govaert et al. (2022). Además, el
uso de estructuras de comunicación gráfica ha ampliado la apli-
cabilidad de la dinámica de juego de la población en el diseño
de protocolos de aprendizaje y control en circunstancias distri-
buidas Govaert et al. (2022). Por otra parte, la integración de la
retroalimentación ambiental y la consideración de mutaciones
en la dinámica replicador-mutador han llevado a la identifica-
ción de nuevos comportamientos dinámicos y la exploración de
opciones de control Tan et al. (2021). También se ha realizado
el análisis de la dinámica evolutiva estocástica del juego, per-
mitiendo una comprensión cuantitativa del comportamiento a
largo plazo de estos sistemas Gong et al. (2022). Otros trabajos,
como el de Chow et al. (2019) utilizan las dinámicas evolutivas
para los juegos de población con un conjunto de estrategias dis-
cretas, inspirada en la teorı́a de juegos de transporte óptimo y
de campo medio (mean field games), para resolver problemas
de transporte óptimo utilizado en aplicaciones de optimización
distribuida.

Sin embargo, el paradigma presentado en este artı́culo tie-
ne caracterı́sticas que lo hacen destacar sobre otras técnicas a
la hora de abordar problemas de control y optimización. Por un
lado, el proceso de diseño es relativamente simple puesto que
la analogı́a entre juegos y problemas de ingenierı́a es evidente
en una gran variedad de casos. Por ejemplo, un problema de
optimización puede verse como un juego en el que las variables
de decisión están asociadas con estrategias y la función objeti-
vo se expresa en términos de funciones de pago. Además, las
dinámicas del sistema de control o variables de decisión adi-
cionales, por ejemplo, los multiplicadores de Lagrange, pueden
ser modeladas mediante el formalismo del PDM. Por otro lado,
el buen número de resultados formales que existe en torno a las
EDMs (por ejemplo, los teoremas presentados en las Secciones
2, 4.2 y 5.1) permite realizar análisis matemáticos rigurosos que
garantizan ciertas propiedades clave, como la estabilidad de la-
zo cerrado en problemas de control o la convergencia al ópti-
mo cuando se habla de optimización, ası́ como la invarianza
del simplex ∆ a lo largo del tiempo. Cabe anotar que muchos
métodos, especialmente aquellos basados en heurı́sticas, care-
cen de esta caracterı́stica, que juega un rol fundamental en pro-
blemas sensibles o que requieran de cierto grado de seguridad
(Rass et al., 2020). En particular, note que la invarianza de ∆
garantizada por el EDM (ver Definición 1) resulta atractiva pa-
ra aplicaciones de control u optimización dinámica donde las
restricciones tipo simplex ∆ deben cumplirse en todos los ins-
tantes de tiempo, y no sólo de manera asintótica al converger a
la solución.

Cuando hablamos de aplicaciones de control, como las ex-
puestas en las Sección 4, una de las ventajas de usar el paradig-
ma basado en EDMs y PDMs es que los controladores resul-
tantes sólo requieren la evaluación de un conjunto de expre-

siones algebraicas para actualizar sus acciones. Por lo tanto,
en comparación con técnicas basadas en optimización, como
MPC, nuestro enfoque disminuye la carga computacional. De
hecho, en Obando et al. (2022) se presenta una comparación de
los tiempos de simulación de un controlador basado en el par
EDM-PDM y un MPC para regular un sistema de drenaje ur-
bano de mediana escala. Los resultados muestran que el MPC
necesita un 380 % más de tiempo. Lo anterior es un factor esen-
cial que debe considerarse al diseñar estrategias de control para
sistemas con dinámicas rápidas, como las redes eléctricas.

Cabe resaltar que la implementación de los métodos ex-
puestos en este documento conlleva algunos retos que no fueron
discutidos por limitaciones de espacio, pero que han sido abor-
dados en otros trabajos. Por ejemplo, la influencia de retardos
en la transferencia y procesamiento de la información (Park and
Leonard, 2021), la discretización de las EDMs para ser imple-
mentadas en computadoras (Martinez-Piazuelo et al., 2022a), o
su robustez ante errores inducidos por aproximaciones numéri-
cas (Obando et al., 2016). Finalmente, destacamos que existen
múltiples lı́neas de trabajo futuro. Entre las que podemos men-
cionar, está el desarrollo de métodos de sintonización de con-
troladores basados en juegos poblacionales (parte de este tema
se aborda en Obando et al. (2013)), o la extensión de los algo-
ritmos de optimización discutidos en la Sección 5 para resol-
ver problemas de optimización multicriterio (Mahmoudi et al.,
2021; Villanueva et al., 2023).

7. Conclusiones

A través de diversos casos de estudios ampliamente citados
en la literatura, este trabajo ha demostrado cómo las dinámicas
que modelan la evolución de una población de jugadores pue-
den emplearse para abordar problemas de ingenierı́a desde una
perspectiva diferente a la tradicional. La teorı́a de juegos evolu-
tiva se utiliza para crear modelos, polı́ticas de decisión óptima y
estrategias de control para una variedad de sistemas. El objetivo
es obtener resultados adecuados bajo las limitaciones impuestas
por las variables subyacentes de los modelos y sistemas.

La aplicación del paradigma descrito en este documento
puede potenciarse al abordar ciertos retos que emergen a la hora
de implementar los métodos basados en juegos poblacionales
en entornos reales. En este contexto, se propone como traba-
jo futuro analizar la influencia de los retardos causados por el
hardware utilizado para procesar la información, ası́ como los
errores de aproximación inherentes a los métodos numéricos
empleados para calcular tanto las acciones de control como las
iteraciones de los algoritmos de optimización.

Agradecimientos

Los autores agradecen al proyecto PID2020-
115905RB-C21 (L-BEST) financiado por MCIN/ AEI
/10.13039/5011000110, al proyecto TED2021-129927B-I00
(MASHED) financiado por “European Union NextGeneratio-
nEU/PRTR”, y al proyecto BPIN 2021000100499 financiado
por el CTeI - SGR y MinCiencias, Colombia. Juan Martinez-
Piazuelo agradece a la Universitat Politècnica de Catalunya y al
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