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Resumen

En la ultima década, se han venido desarrollando técnicas inspiradas por la naturaleza y la economia con el fin de resolver
problemas de control y toma de decisiones. En este articulo, se presenta este nuevo paradigma que combina los juegos poblacio-
nales y los modelos dindmicos de pago. Se introducen conceptos fundamentales en torno a estas areas, incluyendo un desarrollo
matematico formal (basado en teoria de pasividad para sistemas dindmicos, estabilidad de Lyapunov e invarianza de conjuntos) que
valida su uso tanto para abordar problemas de optimizacién como para disefiar sistemas de control en lazo cerrado con restricciones
(fisicas y operacionales). Especificamente, nos enfocamos en problemas cuyos objetivos se alinean con la distribucién dindmica de
recursos y el alcance de equilibrios generalizados de Nash. La pertinencia del paradigma formulado se ilustra a través de diferentes
problemas de ingenieria con aplicaciones en multiples campos.

Palabras clave: Juegos evolutivos, Asignacion dindmica de recursos, Equilibrios de Nash, Modelos dindmicos de pago.

Population games and dynamic payment models: A new paradigm for control and optimization
Abstract

Over the course of the past ten years, methods that are derived from both economics and nature have been created in order to
solve optimization and control problems. Delving in this framework, we present a new paradigm that combines population games
and dynamic payment models. Fundamental concepts in these areas are introduced, including a formal mathematical development
(which is based on passivity theory, Lyapunov stability, and sets invariance) that supports the design of optimization algorithms and
closed-loop control systems with physical and operational constraints. Specifically, we focus on problems whose goals align with
the dynamic distribution of resources and the attainment of generalized Nash equilibria. The relevance of the formulated paradigm
is illustrated through different engineering problems with applications in multiple fields.

Keywords: Evolutionary game theory, Dynamic resource allocation, Nash equilibria, Payoff dynamic models.

1. Introducciéon rrollo del teorema del minimax por parte de John von Neumann

(von Neumann, 1928) y el posterior libro que publica con Os-

La teoria de juegos es el nombre que se le da a la meto-
dologia que utiliza herramientas matemadticas para modelar y
analizar situaciones en las que interactivamente se toman deci-
siones. Estas nociones se habian comenzado a discutir a finales
del siglo XIX, principios del siglo XX, pero no es hasta el desa-
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kar Morgenstern (von Neumann and Morgenstern, 1947) que
no se aterrizan las ideas iniciales. La diseminacion del concep-
to toma varios afios, y es gracias a los aportes de la corporacién
RAND que estas nociones logran permear diferentes dreas del
conocimiento (Bhattacharya, 2021).



288 Obando et al. / Revista Iberoamericana de Automatica e Informatica Industrial 21 (2024) 287-305

Por otro lado, la toma 6ptima de decisiones por parte de
multiples agentes que interactian entre si por medio de una red
(sea fisica o de comunicaciones), ha sido uno de los temas que
mds auge ha tenido en la comunidad de sistemas dindmicos
y control en las dltimas décadas. ;La razén? Estos problemas
emergen en ingenieria, ciencias sociales y econémicas, sistemas
urbanos o inteligencia artificial, donde se encuentran aplicacio-
nes como el analisis de redes sociales (Jackson et al., 2008),
manejo y/o control de redes inteligentes (Mojica-Nava et al.,
2013; Ananduta et al., 2018), redes inalambricas (Han et al.,
2019), ciberseguridad (Pawlick and Zhu, 2021), infraestructura
critica (Rass et al., 2020), o sistemas ciber-fisicos (Groot et al.,
2014).

Una de las maneras de modelar estos sistemas complejos de
gran escala con miultiples decisiones y acciones, en la que los
diferentes entes/controladores interactian entre si, es median-
te el uso de la teorfa de juegos (Muros, 2021; Martinez et al.,
2023). Dentro de los trabajos desarrollados, se puede mencio-
nar el de Bacci et al. (2016), el cual muestra la relacién entre
los juegos, la optimizacién y el aprendizaje para el procesa-
miento de sefiales en red. Otros ejemplos similares incluyen la
carga de vehiculos eléctricos (Grammatico et al., 2016), la coor-
dinacién de redes de robots (Jaleel and Shamma, 2020; Park
and Barreiro-Gomez, 2023), problemas de congestién vehicular
(Kara et al., 2022), problemas de control de pandemias y epide-
mias (Martins et al., 2023), técnicas de aprendizaje por refuerzo
(Gao and Pavel, 2021), respuesta a la demanda (Genis-Mendoza
et al., 2022) y manejo de recursos y regulacidn de sistemas de
agua (Lu et al., 2022). En estos trabajos, los autores abordan los
problemas desde diferentes dngulos de la teorfa de juegos. Al-
gunos parten de los juegos matriciales, lo cuales son conocidos
por su forma normal, en la que la interaccién simultanea entre
jugadores se da de manera estatica y cada jugador se entiende
como un ente individual. Por otra parte, en juegos continuos,
los jugadores pueden elegir entre una amplia gama de estrate-
gias que cambian con el tiempo.

Hay otros juegos que se conocen como juegos dindmicos,
que son los que utilizan un mecanismo de aprendizaje que per-
mite ajustar las acciones basadas en eventos previos. Estos jue-
gos se distinguen por tres problemas principales: i) modelar el
ambiente en el que interactian los jugadores; ii) modelar los ob-
jetivos que persiguen los jugadores; y iii) describir el orden en
el que los jugadores toman decisiones y la cantidad de informa-
cién que tienen. En este caso, se asume que la interaccién ocurre
entre un gran nimero (desconocido) de jugadores, y lo que nos
interesa estudiar es la proporcidn de individuos que finalmente
utilizan una estrategia u otra. Los juegos evolutivos, que fueron
creados con base en el comportamiento ecolégico, se clasifican
como juegos dindmicos. Las nociones de las estrategias evolu-
tivamente estables fueron desarrolladas por Maynard-Smith y
Price, quienes fueron los pioneros en este concepto (Maynard-
Smith and Price, 1973). Después, Taylor y Jonker en 1978 crean
el modelo de replicadores (replicator dynamics), que se utiliza
ampliamente en aplicaciones de ingenieria, para ver el compor-
tamiento dindmico y su relacién con la parte genética (Taylor
and Jonker, 1978). Complementariamente, mediante la intro-

duccién de protocolos de revision y mean dynamics, se han de-
sarrollado aproximaciones de juegos evolutivos desde el punto
de vista de sistemas econdmicos (Sandholm, 2010).

Este articulo muestra algunos ejemplos de asignacion
dindmica de recursos a través de juegos poblacionales y mode-
los dindmicos de pago (Park et al., 2019). El objetivo principal
es destacar la utilidad y la idoneidad de estas técnicas para mo-
delar dindmicas de sistemas complejos de ingenieria, asi como
para disefiar estrategias de gestion y control siguiendo politicas
particulares y contemplando restricciones fisicas y operativas,
tanto locales como globales. Las estrategias desarrolladas por
medio de este paradigma son de facil implementacién fisica,
como se puede ver en trabajos como Martinez-Piazuelo et al.
(2022a); Barreiro-Gomez et al. (2021), en los que se muestran
criterios para seleccionar parametros y su implementacién. Por
otra parte, este nuevo paradigma, también es capaz de abarcar
probleméticas como los retrasos (Obando et al., 2016; Park and
Leonard, 2021), dando pie a una nueva alternativa respecto a
otras técnicas desarrolladas, cuya implementacién tiene sus di-
ficultades.

Concretamente, nuestro articulo se centra en presentar con-
ceptos esenciales sobre los modelos dindmicos de pago y
los juegos poblacionales, incluyendo una fundamentacién ma-
temadtica rigurosa. Para ello, exponemos un compendio de he-
rramientas que formalizan el uso de juegos poblacionales y
modelos dindmicos de pago tanto para disefiar estrategias de
control como para resolver problemas de optimizacién. A di-
ferencia de otros articulos que utilizan estas herramientas para
resolver problemas especificos (desde enrutamiento de trafico
(Tan et al., 2022), pasando por el disefio de filtros para mejorar
imagenes (Horstmann, 2005), hasta explicar mecanismos que
usan las células cancerosas para desarrollar resistencia a las te-
rapias (Brown et al., 2016)), nuestro propdsito es establecer un
marco de referencia general. Para tal fin, proponemos una se-
rie de resultados que, por un lado, evidencian propiedades que
pueden explotarse en el disefio de controladores y algoritmos de
optimizacién, y por otro, imponen condiciones que tipifican los
problemas que pueden abordarse utilizando el paradigma pro-
puesto. En particular, mostramos cémo un conjunto de ecua-
ciones que modela la seleccion natural puede estabilizar un sis-
tema y llevarlo a un estado preestablecido. Ademas, probamos
formalmente que cierto tipo de dindmicas, tipicamente utiliza-
das para modelar el comportamiento de grupos de vehiculos,
pueden emplearse para solucionar problemas de optimizacion.

Para que el lector pueda llevarse una idea de este nuevo pa-
radigma, varios ejemplos se ilustran a lo largo del documento'.
Con ellos, se busca mostrar la versatilidad que tienen las técni-
cas desarrolladas, no sélo desde el punto de vista tedrico sino de
implementacién. Los ejemplos de simulacidn se pueden realizar
utilizando Matlab/Python como se ha hecho en este trabajo, o
por medio de herramientas como EGTtools24 STAR Methods.
Esta es una biblioteca hibrida C++/Python que ofrece imple-
mentaciones rdpidas y paralelas de métodos analiticos, numéri-
cos y Monte—Carlo. El objetivo es proporcionar una forma es-
tandarizada para que los investigadores accedan y compartan
modelos y métodos relacionados con la teoria de juegos evolu-

ILos archivos de simulacién de los ejemplos pueden encontrarse en: https://github.com/elessardari/poblacionalesRIAI24.git
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tivos. EGTtools24 permite simulaciones de multiples agentes a
gran escala, procesos de Markov a pequefia escala y andlisis de-
terminista cldsico (Domingos et al., 2023). Existen otras apro-
ximaciones de multiples agentes como las de Izquierdo et al.
(2019).

Algunas ideas que presentamos en este articulo se derivan
de la evolucion de trabajos anteriores. Se puede encontrar un
resumen de los trabajos que se presentaron hasta el afio 2017 en
Quijano et al. (2017). Se han hecho contribuciones desde enton-
ces en términos de dindmicas distribuidas en tiempo continuo
(Barreiro-Gomez et al., 2017a) y en tiempo discreto (Martinez-
Piazuelo et al., 2022a), asi como en la combinacién de técnicas
en sistemas hibridos (Ochoa et al., 2021). Ultimamente, se han
desarrollado temas como aplicaciones para vehiculos auténo-
mos no tripulados (Barreiro-Gomez et al., 2021) o la combina-
cién de técnicas de control para aplicaciones en redes de agua
(Barreiro-Gomez et al., 2017b; Obando et al., 2022). Ademas,
se han reportado recientemente resultados significativos sobre
la relacién entre estas poblaciones dindmicas y los equilibrios
generalizados de Nash (Martinez-Piazuelo et al., 2022c.d,b;
Sanchez-Amores et al., 2023; Martinez-Piazuelo et al., 2023).

El resto del articulo se organiza de la siguiente manera: la
Seccién 2 introduce los principales conceptos en torno a jue-
gos poblacionales y dindmicas de pago. La Seccién 3 explora
la relacién que existe entre juegos poblacionales y clasicos. Las
Secciones 4 y 5 describen aplicaciones en control y optimiza-
cion, respectivamente. Finalmente, en las Secciones 6 y 7 se
presenta una discusioén alrededor del paradigma desarrollado y
se plantean las conclusiones.

2. Juegos Poblacionales y Modelos Dinamicos de Pago

Como su nombre lo indica, las dindmicas poblacionales
son modelos que describen la evolucién de grupos de indi-
viduos (personas o animales) y las razones de dicha evolu-
cién. Cabe resaltar que, cuando hablamos de evolucién, nos
referimos al cambio que experimentan las poblaciones en, por
ejemplo, composicién o tamaifio. Por la amplitud del término,
las dindmicas poblacionales admiten multiples interpretaciones
(Sandholm, 2010; Quijano et al., 2017). Una de ellas, conside-
ra las dindmicas poblacionales como modelos que describen el
proceso de seleccion natural, en el que las estrategias mas ren-
tables son las que consiguen mas adeptos. Notemos que al ha-
blar de estrategias y rentabilidad, estamos usando terminologia
tipica de la teorfa de juegos. Efectivamente, la mejor forma de
explicar los fundamentos de las dindmicas poblacionales es a
través de un juego en el que intervienen una gran cantidad de
agentes.

Consideremos un conjunto de N € Z., poblaciones, ca-
da una compuesta por un nimero grande y constante de agen-
tes que toman decisiones estratégicamente. A lo largo de es-
te articulo, el conjunto de poblaciones se indexa por P =
{1,2,...,N}, el conjunto de estrategias disponibles para los
agentes de la poblacién k € P se indexa por Sk=1{1,2,...,n%,
donde n* € Z,, y el total de agentes de cada poblacién k € P
se modela como un continuo de masa m* € R.o. Asimismo, en
un instante de tiempo 7, la masa de agentes que selecciona la es-
trategia i € S* en la poblacion k € P estd dada por x¥(7) € Rxo.

Por lo tanto, los vectores x*(¢) = col (x’l‘(t),xé(t), e ,xﬁk(t)) €

AFy x() = col(x!(1,x%(®),....x"(1)) € A denotan
las distribuciones estratégicas de la poblaciéon k € P
y de toda la sociedad, respectivamente. Aqui, col(:) es
la operaciéon de concatenacién en vector columna; n
Siep s A = [xH0) eRY: Dies ) =mkfs y A
{x(t) eR:, :xM(n) e A\ Vk e SD}. En particular, A* es el conjun-
to de todas las posibles distribuciones estratégicas de la pobla-
cién k € P, mientras que A es el conjunto de todas las posibles
distribuciones estratégicas de toda la sociedad.

En resumen, los ingredientes de un juego poblacional son
dos: un conjunto de agentes (jugadores) divididos en poblacio-
nes, y un conjunto de estrategias que dichos agentes pueden ele-
gir para jugar. Como describiremos a continuacion, el proceso
que siguen los agentes para decidir entre las miltiples estrate-
gias que tienen a disposicidn estd bien establecido.

2.1. Protocolos de Revision

Por facilidad, asumiremos que en nuestro juego poblacio-
nal interviene una tnica poblacién (entonces, N = 1). Sin em-
bargo, los conceptos explicados en esta subseccién pueden ser
facilmente extrapolados a juegos poblacionales con multiples
poblaciones. Consideremos que el conjunto de estrategias que
los jugadores tienen a disposicion (esto es, S' = {1,2,...,n'})
tiene un pago asociado que varia en el tiempo. Vamos a deno-
tar el pago asociado a la i-ésima estrategia como p} (t). Demos
claridad a este marco de referencia a través de un ejemplo: su-
pongamos que un grupo de animales tiene que elegir entre dos
habitats para vivir. La eleccién de cada animal dependerd de
la cantidad de comida que ofrezca cada uno de esos hébitats.
Bajo estas suposiciones, los jugadores son los animales; las es-
trategias son los hébitats disponibles, es decir, S' = {1,2}; y
las funciones de pago, p}(t) y p;(t), la cantidad de comida dis-
ponible en el habitat 1 y 2, respectivamente. Observemos algo
interesante: si inicialmente hay mas comida en el habitat 1 (es
decir, pj(0) > p;(0)), es probable que muchos animales eli-
jan inicialmente vivir alli. Esta eleccién hard que la comida del
habitat 1 se vaya consumiendo y eventualmente escasee, provo-
cando que en un tiempo determinado, 7, el vivir en el hébitat 2
sea mas rentable para los animales (esto es, pé(i) > p}(i)). En
conclusion, la situacién planteada da lugar a un juego dindmico
en el que los jugadores pueden cambiar de estrategia a medida
que el tiempo transcurre para mejorar el pago que reciben. Las
dindmicas poblacionales justamente modelan este proceso.

Concretamente, el proceso descrito por las dindmicas pobla-
cionales, que se ilustra en la Figura 1, puede resumirse en dos
etapas que se ejecutan periddicamente. En la efapa I, se empa-
reja a los jugadores de forma aleatoria. Luego, en la etapa 2, los
jugadores emparejados tienen la posibilidad o bien de continuar
con la estrategia que estan jugando o de cambiarse a la estrate-
gia de su par. Esta eleccidn depende del pago que el jugador y
su par estén recibiendo al momento del emparejamiento.

La decision sefialada en la Etapa 2 se modela a través de
una funcién conocida como “protocolo de revision”. Esta fun-
cién describe la probabilidad de que un jugador cambie de es-
trategia. Por ejemplo, supongamos que se empareja un jugador
que estd jugando la estrategia i € S' con otro que estd jugando
la estrategia j € S'. El protocolo de revisién p;; es una funcion
que tiene como entrada los pagos de las estrategias i y j (esto es,
p} Oy p} (1)), y la proporcién de jugadores que ha elegido estas
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seleccién de pareja de jugadores
para que revisen su estrategia

Estado inicial

decision usando un protocolo Estado final

de revision

Figura 1: Proceso de toma de decision de los individuos inmersos en un juego poblacional.

estrategias (es decir, xl.' My x;(t)). El resultado del protocolo de
revision es un nimero no negativo. Entre mas grande sea este
ndmero, hay mayor probabilidad de que el jugador cambie la
i-ésima por la j-ésima estrategia.

Convenientemente, si aplicamos el proceso anterior una y
otra vez, y al mismo tiempo asumimos que el niimero de juga-
dores es lo suficientemente grande, podemos modelar los cam-
bios en la poblacién de jugadores que eligen la i-ésima estrate-
gia a través de la siguiente ecuacidn diferencial:

X1 = ZX}(I)PJ:‘ - inl(f)ﬂij- )]
JjeS! JjeS!

proporcién de jugadores
que adoptan la
estrategia i

proporcién de jugadores
que cambian la
estrategia i por otra

En el campo de las dindmicas poblacionales, esta ecuacién di-
ferencial se conoce como mean dynamics. Observe que, bajo el
proceso descrito por las mean dynamics, los jugadores Unica-
mente pueden cambiar de estrategia, no pueden reproducirse ni
morir. Lo anterior implica que la masa de la poblacién, m', se
mantiene constante durante todo el tiempo. Esta propiedad se
expresa formalmente en el Teorema 2.1

Teorema 2.1. Considere las mean dynamics en (1). Si x'(0) €
Al entonces xl(t) e A, para todot > 0.

Demostracion. Definamos la masa poblacional como m\(f) :=
Diest x} (7). Note que, a lo largo de las trayectorias de (1),

@ = i
ieS!
= Z Z x;(t)pjl - Z Z xil (t)sz (2)
i€S! jeS! i€S! jeS!
= Z Z x} (Dpij — Z Z X} (Dpij.
jeS! ieS! ieS! jeS!

Por lo tanto, intercambiando el orden de las sumas del segundo
término, m(t) = Zjesl Dies! xl.l (l‘)pij - ZJ'ESI Dlies! xl.l (l‘)p,'j =0.
Esto implica que m'(f) = m'(0) = m!, por suposicién. Por otro
lado, en vista que p;; > 0, note que si para algin tiempo 7,
17 — o1 sl
X; (f) = 0, entonces x!(f) > 0 de acuerdo con (1). Es decir, X; (]t)
no puede decrecer mas alld de cero. En conclusion, x! (1) e R';O,
completando la prueba O

Como era de esperarse, las mean dynamics dependen
explicitamente del protocolo de revision que estén empleando
los jugadores. Asi que la eleccién de dicho protocolo determi-
na la forma cémo evoluciona la poblacién (la forma cémo los
jugadores emigran de una estrategia a otra). Cabe resaltar que,
en la literatura, se han reportado diversos protocolos de revisién
(ver, por ejemplo, la Tabla I en Barreiro-Gomez et al. (2017a)).
Uno de los més famosos es el protocolo de comparacion modi-
ficado:

mix {0, p}(1) - p}(1)
xl(t) '

pij = 3)

Note que, bajo este protocolo, mientras mayor sea la ganancia
al cambiar la estrategia i por la j, més probable es que un juga-
dor decida hacer este cambio. Por otro lado, dicha probabilidad
es nula si el jugador que ha elegido la estrategia i esta recibien-
do un pago mayor que un jugador que ha elegido la estrategia j.
Es posible demostrar que al aplicar este protocolo, las mean dy-
namics se reducen a la muy conocida ecuacién de las projection
dynamics (Sandholm, 2010),

il(0) = pl(©) - p(r), VieS', 4)

donde p(r) = ,,ll Yjes p}(t) es el pago promedio. A partir de
esta ecuacion, se puede observar que si la poblacién que estd
jugando la i-ésima estrategia recibe un pago superior al pro-
medio, entonces crecera (si p} (t) > p(r), entonces le > 0), es
decir, mds individuos jugardn esta estrategia. Por el contrario,
si recibe un pago inferior al promedio, entonces decrecera (si

pl(t) < p(1), entonces i! < 0).

La Tabla 1 muestra los protocolos de revisiéon que han sido
estudiados mas ampliamente en la literatura. Al aplicar el proto-
colo de comparacion obtenemos las Smith dynamics, mientras
que el protocolo de imitacion proporcional nos lleva a obtener
los replicator dynamics.

2En la literatura existen abundantes pruebas de este teorema cuando en (1) se reemplaza pij por un protocolo de revision especifico, e.g., Weibull (1997). Sin

embargo, el caso general no habia sido estudiado.
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Tabla 1: Algunos protocolos de revisiéon (Sandholm, 2010).

Nombre Expresion

xl.(t)
pij = ";171[11}(!) -ni (Z)L

protocolo de imitacién proporcional

protocolo de comparacién pij = [p} ®-p} (t)] .
[Pjo - pi],

protocolo de comparaciéon modificado Pij 0
x; (1
1

[+ := max(-, 0).

2.2.  Dindmicas Evolutivas

Tal y como ocurre con el protocolo de imitacion propor-
cional, los protocolos de revision moldean la forma como una
poblacién evoluciona. En otras palabras, la unién de las mean
dynamics y un protocolo de revisidn especifico da lugar a unas
dindmicas evolutivas (EDM, del inglés evolutionary dynamics
model), las cuales definiremos a continuacion.

Definicion 1. La evolucién temporal de la distribucion es-
tratégica X(t) se describe por un EDM de la forma

X(1) =V (x@),p@), x(0) €A, &)

donde V : AXR" — R" es Lipschitz continua y resulta de usar
un protocolo de revision especifico en las mean dynamics. Se
tiene que V (x(1), p(t)) € TA (x()), para todo t > 0 (TA (x(¥))
denota el cono tangente de A en X(¢)).

Con base en la Definicién 1, el EDM puede verse como
un sistema dindmico en tiempo continuo cuya entrada es el
vector de pagos p(f) = col (pl(t), pz(t), e ,pN(t)) e R”, con
pk(®) = col (p’f(t),p’;(t), e Pf,k(f)) e R", para todo k € P.
Aqui, pf?(t) € R es el pago percibido por los agentes de la po-
blacién k € P que seleccionan la estrategia i € S* en el tiempo
t. En general, el vector de pagos p(#) es generado por un modelo
de dindmicas de pago (PDM, del inglés payoff dynamics model)
que se define de la siguiente forma (Park et al., 2019).

Definicion 2. El vector de pagos p(t) es determinado por un
PDM de la forma

a0 = W(q@), x(®),
p() = H (q(0), x(®)),

donde W : R x A — R? es Lipschitz continua, y H :
R? x R}, — R" es continuamente diferenciable y Lipschitz
continua.

0) e R?
q(0) € ©)

p(t) x(t)
4

a(t) = W(a(t),x(t))

p(t) = H (a(t), x(¢))

\
PDM A
q(0) € R?

Figura 2: Sistema interconectado EDM-PDM.

De acuerdo con la Definicién 1, la distribucién estratégica
de la sociedad, x(7), pertenece al conjunto A en todos los tiem-
pos t > 0. Esta propiedad permite aplicar el esquema de juegos
poblacionales en problemas de distribucién dindmica de recur-
sos, en los cuales ciertas cantidades de recursos, m!, m2, ...,
m", deben ser distribuidas en una serie de alternativas (estrate-
gias). Los sistemas de respuesta a la demanda (Srikantha and
Kundur, 2017), los sistemas de agua (Pashaie et al., 2017) y
la coordinacién de la carga de vehiculos eléctricos (Martinez-
Piazuelo et al., 2021) son algunos ejemplos de aplicaciones. En
este tipo de aplicaciones, generalmente se estudian las condi-
ciones necesarias para garantizar la convergencia de x(f) a un
equilibrio de Nash (NE, del inglés Nash equilibrium). En pocas
palabras, un NE es una distribucion estratégica x* € A tal que
ningin agente puede mejorar su pago desvidndose del equili-
brio de manera unilateral. La definicién formal de un NE es la
siguiente.

Definicion 3. Un NE es una distribucion estratégica x* € N,
donde

Nz{xeA: x{?>o=>p{.‘=mé>k(p’;,wce@}. (7)
JjeS

A su vez, el PDM permite incorporar dindmicas en la ge-
neracién de pagos pf(t), para todo i € S¥ y todo k € . Como
veremos mds adelante, el PDM permitird incluir las dindmicas
de, por ejemplo, un sistema a controlar; o también serd ttil para
incluir restricciones en procesos de optimizacion.

3. Relacién con Juegos Matriciales

La teoria de juegos, que se formalizé en los afios 40s por
medio del libro seminal von Neumann and Morgenstern (1947),
planteaba la interaccion entre agentes a partir de nociones ma-
triciales en juegos de dos jugadores con dos o tres estrategias.
Estos juegos podian ser de suma cero (es decir, lo que gana uno
es lo que pierde el otro), o juegos no cooperativos en los que
miltiples ejemplos y dilemas se han discutido desde la guerra
fria, periodo en el que esta teoria comenzé a consolidarse no
s6lo en el drea econdmica sino en en otras areas como las de
conflictos sociales (Axelrod, 1984). Esta es la razén por la cual
muchos lectores podrian estar preguntdndose ;cémo se relacio-
nan este tipo de juegos con los conceptos que se tienen de la
teoria de juegos clasica? Para ello, vamos a dar una breve des-
cripcién utilizando tnicamente los replicator dynamics, ya que
estas son las mas conocidas y utilizadas en diferentes areas del
conocimiento.

Originalmente, cuando Taylor and Jonker (1978) introduje-
ron por primera vez los replicator dynamics inspirados en los
comportamientos bioldgicos, su enfoque recalaba en la parte
tradicional de los juegos matriciales. En otras palabras, Taylor
y Jonker no tenian dindmicas en un PDM, y su modelo dindmi-
co evolutivo se limitaba dnicamente a la interaccidon que podria
llegar a existir en términos de una matriz de pago como se hacia
en la teoria de juegos cldsica matricial. Por lo tanto, el PDM se
convierte en p;(t) = X, J{ x;. En este caso, se asume que s6lo
se tiene una poblacién, esto es, N = 1, y que el nimero de
estrategias total es n = n'. El juego corresponderd a tomar un
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par de individuos de la poblacién y enfrentarlos en un juego de
2 % 2. Al no tener un PDM dindmico, se asume que los pagos
estdn dados por una matriz cuadrada J; € R™", donde las fi-
las corresponderén a las acciones de uno de los jugadores y las
columnas al otro. De esta manera, las dinamicas estaran dadas

por
n n n
. . ”
i) = x| D I = 3T W] ®)
=1 j=1 k=1
para todo i, j = 1....,n. La deduccién de estas dindmicas se

explicard a cabalidad en la Seccién 4.1.
Para poder ilustrar el comportamiento de estas dindmicas,
recurriremos a una matriz de pago del jugador P; dada por

11=[’; f[,] ©

donde la primera fila (columna) corresponde a la estrategia
cooperar, y la segunda a la estrategia no cooperar (para el ju-
gador P, la matriz de pago serd J, = J|. En este caso, de-
pendiendo de la seleccién de las constantes R, S, T, P se pueden
lograr diferentes tipos de juegos (dilemas), los cuales se descri-
ben a continuacion.

1. Dilema del prisionero: en el dilema del prisionero, se
tieneque 7 >Ry P>S (P—-S >0>R-T).Elestado
en el que ambos jugadores no cooperan es un tnico NE.
Si ninguna otra condicidn se plantea, la no cooperacion
es una estrategia dominante. Sin embargo, para asegurar
que la mutua cooperacion es preferible sobre la mutua no
cooperacion, se requiere adicionalmente garantizar que
R>P.

2. Anti-coordinacion, Snowdrift, Hawk-Dove o Chic-
ken: en este tipo de juegos, los jugadores se benefician
cuando utilizan la estrategia opuesta de su contendor. En
este caso, los pagos deberian satisfacer el hecho de te-
ner7T >RyS >P(P-S),(R-T) < 0). De esta
forma, emergen dos NE en términos de estrategias puras,
que corresponden a que cada uno de los jugadores utili-
zan estrategias opuestas (es decir, un jugador coopera y el
otro no). En el caso de juegos tipo snowdrift, se impone
una condicién adicional que seria R > S.

3. Coordinacion, Stag-Hunt o Batalla de los Sexos: en es-
te tipo de juegos de coordinacion, los jugadores se benefi-
cian cuando utilizan la misma estrategia que su oponente.
Enelcasoenelque R>TyP>S (P-S),(R-T) > 0),
los dos NE que emergen son los de mutua cooperacién o
mutua no cooperaciéon. El juego de sag-hunt, que es un
juego especifico de coordinacién requiere la condicién
adicional de T > P para que se dé.

4. Harmonia: en un juego de harmonia, similar al del dile-
ma del prisionero, la cooperacion es la que logra el ma-
yor valor del juego. En este caso, se debe satisfacer que
R >TyS > P porlo que el tnico NE que se tendria es
el de la mutua cooperacion.

Desde el punto de vista de los replicator dynamics, se tendrd
una ecuacién general de la forma

%1 = x1(Rx; + Sx3 — Rx? — Px3 — (S + T)x1 x2). (10)

Como x; + x; = 1, al reemplazar se obtiene que

X =x1(1 =x)x(P=S)+(R-T)) - (P-5)). (1D

Noétese que X, = —x;. La Figura 3 muestra la evolucion de
las dindmicas para los cuatro casos previamente descritos. En
este caso, se muestra la evolucion de las dindmicas para diferen-
tes condiciones iniciales. Como se puede observar, dependien-
do el tipo de juego que se tenga y las condiciones iniciales, se
llega a un punto de equilibirio diferente. En el caso del dilema
del prisionero, la no cooperacién es una estrategia dominante
y es el punto de equilibrio al que se llega independientemente
de dénde arranque la proporcién de individuos. El caso con-
trario al dilema del prisionero es el de harmonia en el que la
mutua cooperacion es el punto de equilibrio. Para los casos de
anti-coordinacién y coordinacion, emergen tres puntos de equi-
librio. Para el caso de anti-coordinacion, los NE son inestables,
siendo el punto de equilibrio un valor entre 0 y 1, independien-
temente de la condicidn inicial en la que arranque la proporcién
de individuos. El caso contrario se da en el caso de coordina-
cion. Dependiendo de las condiciones iniciales, el valor tendera
obienaQoal.

La diferencia con los andlisis tradicionales que se hacen en
la teoria de juegos convencional es que, a partir de las dindmi-
cas que tenemos descritas por medio de la ecuacién diferencial
(10), podriamos hacer un andlisis de los puntos de equilibrio
que coincidiria con las descripciones hechas verbalmente. Pa-
ra entender un poco cémo se haria un andlisis de un sistema
dindmico en el que las PDM tengan dindmicas y el compor-
tamiento sea no lineal, presentaremos a continuacién algunas
aplicaciones en el diseflo de sistemas de control.

4. Control

Esta seccién expone el uso del par EDM-PDM (Definicio-
nes 1 y 2) para controlar sistemas dindmicos. Especificamente,
nos enfocaremos en la aplicacion de los replicator dynamics, un
tipo de EDM. Ademas, para que la exposicién sea mds sencilla,
unicamente abordaremos juegos en los que interviene una tnica
poblacién. En este sentido, y con el fin de abreviar la notacion,
eliminaremos el superindice que diferencia una poblacién de
otra en juegos con multiples poblaciones. Por ejemplo, en lugar
de escribir x!(7) para denotar la distribucién estratégica de la
unica poblacién del juego, escribiremos sélo x().

Un punto clave relacionado con los conceptos presentados
en la Seccién 2 es que los jugadores involucrados en el juego
eventualmente elegirdn estrategias que produzcan pagos por en-
cima del promedio. Como todas las EDM, los replicator dyna-
mics modelan este tipo de comportamiento. El principio detras
del modelo de los replicator dynamics es simple: la tasa a la
cual el porcentaje de la poblacidn que usa una estrategia cam-
bia depende tnicamente de qué tan grande (o pequefio) es el
pago de esa estrategia comparado con los pagos de las demads
estrategias. Si el pago de la estrategia considerada es mayor que
el promedio, entonces el porcentaje de la poblacién que usa esa
estrategia crecerd, mientras que si el pago es menor que el pro-
medio, entonces el porcentaje va a decrecer.

Los replicator dynamics fueron desarrollados en 1978 por
Taylor y Jonker, y, desde entonces, sus propiedades han sido
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Figura 3: Evolucién de la proporcién de individuos x;(¢) para miltiples condiciones iniciales para los diferentes dilemas y las dindmicas poblacionales basadas en
los replicator dynamics: (a) dilema del prisionero, (b) anti—coordinacién, (c) coordinacién, (d) harmonfa.

ampliamente estudiadas. La mayor parte de la investigacion ini-
cial en torno a esta EDM estaba enfocada a explorar sus apli-
caciones en biologia y economia. Sin embargo, su uso no estd
restringido a esas areas. En afios recientes, algunos autores han
demostrado el potencial que tiene la ecuacién de los replicator
dynamics para optimizar y controlar una variedad de sistemas.
Por ejemplo, regular la temperatura dentro de un edificio de ma-
nera 6ptima o proporcionar niveles adecuados de servicio en los
sistemas de distribucién de agua.

A continuacién, haremos una revision de algunas propieda-
des de estabilidad del modelo de los replicator dynamics, en
las que el concepto de pasividad® juega un papel fundamental
para que emerjan condiciones deseables cuando se implemen-
tan controladores basados en dicho modelo. Especificamente,
la pasividad hace posible la aparicion de puntos de equilibrio
asintéticamente estables en el sistema en lazo cerrado.

4.1. Modelo de los Replicator Dynamics

Los replicator dynamics surgen del protocolo de imitacion
proporcional (Tabla 1). En concreto, al reemplazar dicho proto-
colo en las mean dynamics (1), obtenemos el siguiente conjunto
de ecuaciones diferenciales:

50 = 3 502 ) - 0]

jesS
— (0 ) XJT(I)[PJ‘(I) -pi0)],, Vies,
JjeS
1 .
o JEZS xj(0)xi(1) (Pt(t) - pj(t)), VYiesS,
0]

pi0) D xi(0 = x;0p0) |, Vies,
" =N JjeS
—M (7) Z xi(1) - M
i m " jes ! %x,i(l)
. p-

, YieS.

12)

Finalmente, usando el hecho de que }; jes Xi(f) = m (Teorema
2.1), se tiene la ecuacion de los replicator dynamics

5i(0) = xi(0)| pilt) - n% D ixiopin|. vieS.  (13)
JjesS

Cabe notar que la tasa de crecimiento X;(¢) es positiva si y
s6lo si la i-ésima funcién de pago, p;(f), es mayor que el pro-
medio (calculado como 3 jcs x;(f)p;(1)/m). Es decir, las pobla-
ciones mas exitosas aumentan, mientras que las menos exitosas
disminuyen. Este comportamiento estd estrechamente relacio-
nado con el proceso de seleccién natural, en el que los indi-
viduos més aptos tienen un mejor potencial para sobrevivir y
reproducirse.

Como los replicator dynamics provienen de las mean dyna-
mics, entonces satisfacen el Teorema 2.1. Es decir, el tamafio de
la poblacién permanece invariante. Esta caracteristica es crucial
en muchas aplicaciones, especialmente en aquellas relaciona-
das con la optimizacidon y el control, donde la invarianza de la
masa poblacional garantiza satisfacer ciertas restricciones co-
mo se ilustra en algunas de las aplicaciones descritas en este
documento.

4.2.  Propiedades Dindmicas de los Replicator Dynamics
Teorema 4.1. Pasividad: Sea (x|,...,x;]" € A un punto
del sistema descrito por los replicator dynamics en (13). Di-
cho sistema es pasivo si se define su entrada como u =
[p1@),...,p(O]" ysusalida comoy = [((x1(®)—=x7), ..., (xa(D)—
xXO1T.
Demostracion. La prueba que reproducimos a continuacién se
puede encontrar en Weibull (1997).

Usando la Divergencia de Kullback—Leibler,

n
[ Xi
Ve == x 1n(—;), (14)
n X
i=1 1
como la funcién de almacenamiento del sistema, tenemos que
V(x) = iy (xi(t) = x1)pi(t) = u"y. Esto implica que la energia
almacenada es igual a la potencia suministrada al sistema a lo
largo del tiempo. Por lo tanto, el sistema es pasivo y sin pérdi-
das. O

3Decimos que un sistema es pasivo si sélo es capaz de disipar y/o almacenar energia, mas no de generarla. Formalmente, un sistema dindmico, ¢ = f(e, u),
v = h(e,u), con entrada u y salida y se dice pasivo si existe una funcién positiva semidefinida V(e) (conocida como funcién de almacenamiento) tal que V(e) < u'y

(Khalil, 2002).
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La pasividad es una caracteristica clave porque permite la
interconexién de un controlador basado en los replicator dyna-
mics con cualquier planta que sea pasiva evitando problemas de
inestabilidad. Esta propiedad se formaliza en el siguiente teore-
ma (tomado de Khalil (2002), Teorema 6.1 y Lema 6.6).

Teorema 4.2. Considere el sistema realimentado mostrado en
la Figura 4.

U1 T é1 = filer,w) !
b N o= hl(ehul)

f2(€27U2)

ha(eg, us) Us

7-/,2:{62

Y2 Y2

Figura 4: Realimentacién negativa de dos sistemas. Se asume que H; y H, son
pasivos.

Asuma que se satisfacen las siguientes condiciones:

= El origen es un punto de equilibrio tanto del sistema H,
como H,.

= 711(0,0) = 7,(0,0) = 0.
s H; y H, son pasivos.
Entonces el origen del sistema en lazo cerrado es estable.

El par EDM-PDM de la Figura 2 tiene la misma estructura
del sistema realimentado de la Figura 4. Si lo pensamos como
un sistema de control, las PDM modelan la planta controlada
y las EDM (que en nuestro caso son los replicator dynamics)
el controlador. Observe que, en este escenario, las funciones de
pago dependen de la salida de un sistema dindmico (el sistema
controlado) en lugar de depender directamente de la distribu-
ci6n de los jugadores entre las estrategias disponibles. La selec-
ci6én de funciones de pago es crucial para lograr los objetivos de
control. Sin embargo, esta seleccion sigue siendo un problema
de investigacién abierto.

A continuacién, presentamos dos ejemplos de uso de los
replicator dynamics para controlar sistemas dindmicos. En el
primer ejemplo, emplearemos los replicator dynamics como re-
gulador de nivel en un sistema multi—tanque. En el segundo, los
usaremos para controlar la temperatura en una edificaciéon. En
ambos casos haremos énfasis en el proceso de disefio y, en par-
ticular, en la seleccién apropiada de las funciones de pago.

4.3. Aplicacion de los Replicator Dynamics a la Distribucion
de Agua en Sistemas Multi-Tanque

4.3.1. Definicion del Problema

Imaginemos un sistema que tiene tres tanques dispuestos en
la configuracién mostrada en la Figura 5. De esos tres tanques,
dos son fuente y uno receptor. Cada tanque fuente recibe agua
del exterior y la vierte al tanque receptor a través de una valvu-
la cuya apertura puede graduarse. Ademds, el tanque receptor
tiene un sumidero por el que evacta hacia el exterior el agua

que recibe. Supongamos también que nuestro objetivo es que,
eventualmente, los tres tanques alberguen la misma cantidad de
agua. Este sencillo problema que, de hecho, tiene aplicaciones
relevantes en ingenieria (por ejemplo, la prevencion de inunda-
ciones en redes de drenaje urbano (Obando et al., 2022)), nos
servird para ilustrar los principios del uso de EDMs y PDMs
como mecanismos de control de sistemas.

tanque
fuente 1

Figura 5: Sistema con tres tanques.

4.3.2. Diserio del Controlador

Consideremos una poblaciéon de masa unitaria (m = 1), don-
de los jugadores que pueden elegir entre las tres estrategias que
se describen en la Tabla 2 (esto es, S = {1,2,3}). Asi, entre
mads individuos elijan la estrategia 1, mayor sera la apertura de
la valvula 1. Lo mismo ocurre si muchos individuos eligen la
valvula 2. Por otro lado, si muchos individuos eligen la estrate-
gia 3, las vdlvulas 1 y 2 estarédn casi cerradas.

Tabla 2: Estrategias para el problema de los tanques.
Estrategia | Descripcién

incrementar la apertura de la vélvula
del tanque fuente 1 (valvula 1)
incrementar la apertura de la vdlvula
del tanque fuente 2 (védlvula 2)
no incrementar la apertura
de ninguna de las valvulas

1

2

3

Una vez definidas las estrategias de nuestro juego pobla-
cional, determinemos los pagos de dichas estrategias, tenien-
do en mente que nuestro objetivo de control es que la cantidad
de agua almacenada en cada tanque sea aproximadamente la
misma. Una eleccién conveniente de las funciones de pago es
pi(t) = Bqi(t), donde i = 1,2,3; B es una constante positiva;
y q1(%), g2(t) y gq3(¢) denotan el volumen de agua alojado en el
tanque fuente 1, en el tanque fuente 2 y en el tanque receptor,
respectivamente. Esta eleccion implica que el pago que reciben
los jugadores que eligen las estrategias 1 y 2 es directamen-
te proporcional al agua alojada en dichos tanques. Entre tanto,
el pago de la estrategia 3 es directamente proporcional al agua
alojada en el tanque receptor.

Observemos que, si por ejemplo la cantidad de agua alojada
en el tanque 1 es mayor a las cantidades que albergan el tanque
2 y el tanque receptor, entonces serd mas rentable para los ju-
gadores elegir la estrategia 1, es decir, incrementar la apertura
de la valvula 1. Esto hara que el agua del tanque 1 se desaloje y
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eventualmente alcance el mismo nivel del agua de los otros dos
tanques. La situacidn es similar con el tanque 2. Finalmente, si
la mayor cantidad de agua estd alojada en el tanque receptor,
serd mds atractivo para los jugadores elegir la estrategia 3. Esto
provocard que las vélvulas 1 y 2 se cierren, el tanque receptor
no incremente mas su volumen de agua y los tanques fuente 1
y 2 empiecen a alojar mas liquido. Nuevamente, bajo estas con-
diciones, los tres tanques alcanzardn el mismo nivel de agua,
cumpliendo asi el objetivo de control buscado. La Figura 6 re-
presenta la situacion descrita sobre cémo el problema de los
tanques puede abordarse usando juegos poblacionales.

tanque
fuente 1

tanque
fuente 2

l/ \\

1

valvula 2|7 !
\. /

- ~q

valvula 1

aaaa

estrategia 1

tanque receptor

estrategia 3

Figura 6: Analogia entre el problema de los tanques y un juego poblacional.

Establecidos los elementos clave del juego poblacional (ju-
gadores, estrategias y pagos), es conveniente describir y contex-
tualizar las dindmicas que regirdn la evolucién de la poblacion
de individuos (esto es, el EDM). Como veremos, estas dindmi-
cas definirdn las leyes de control que emplearemos. En este ca-
so, el modelo de evolucién escogido son los replicator dyna-
mics; por lo tanto, tenemos que

3

(1) = Xi(l)(Pi(t) - Z xj(f)Pj(t)), i=12,3. 15)

J=1

Dado que x;(¢) es la cantidad de individuos que eligen la i—
ésima estrategia, observe que x(¢) corresponde a la proporcién
de jugadores que eligen abrir la valvula 1 (es decir, x;(¢) es el
porcentaje de apertura de la valvula 1); x,(¢) es la proporcion de
jugadores que optan por abrir la valvula 2 (entonces, x,() es el
porcentaje de apertura de la vdlvula 2); y x3(f) es la cantidad de
jugadores que deciden no abrir ninguna de las valvulas. Asi las
cosas, nuestras leyes de control, que en este caso corresponden
a la apertura de las valvulas, estdn gobernadas por el EDM en
(15). Cabe anotar que la constante de proporcionalidad 8 de las
funciones de pago es un pardmetro de sintonizacion del contro-
lador.

Por otra parte, notemos que las funciones de pago cambian
dindmicamente puesto que dependen de los volimenes de agua
en cada tanque. Este comportamiento puede describirse a través
del siguiente PDM, en el que hemos usado el modelo de Mus-
kingum (Chow, 1959) para caracterizar los cambios de agua en

los tanques:

q1(0) = r1 —arx1(Hq: (1)

@2(t) = r2 — arx2(1)qa(2)

¢3(t) = a1x1()q1 (1) + ayx2(H)qa(t) — azqs(1)
1) = Bqi (1)

p2(t) = Bga(1)

p3(0) = Bgs(1),

(16)

donde ay, a; y a3 son parametros de los tanques; y r; y r» es la
cantidad de lluvia que reciben los tanques fuente 1 y 2, respec-
tivamente.

Resumiendo, el problema de los tanques puede ser aborda-
do con el par EDM-PDM dado por (15) y (16). A manera de
ilustracion, la Figura 7 muestra el esquema considerado para
controlar el sistema de los tres tanques desde la perspectiva del
par EDM-PDM.

cantidad de agua

! ]
| Planta: en los tanques: | cdlculo de !
\ sistema de q1(t),2(t),qs(t) | los pagos: I
! tanques pi(t) = Bu;(t) ,
PDM
porcentaje de apertura de las pagos de cada estrategia:
valvulas: z1(t), z2(t) p1(t), p2(t), pa(t)
EDM
______________________________ .
Controlador: ,'* Y et
dindmicas poblacionales \ * )24

&i(t) = =i(t) <pi(t) - 23: Ij(i)pj(t)j- ***

Figura 7: Sistema de tanques controlado con dindmicas poblacionales y modelo
dindmico de pagos.

4.3.3. Desemperio del Lazo Cerrado

La Figura 8 muestra que el objetivo de control se cumple. Es
decir, que el agua en los tanques alcanza el mismo nivel cuando
se utiliza el controlador basado en replicator dynamics. Para las
simulaciones se utilizaron dos constantes de proporcionalidad
B =0.01 (linea continua) y 8 = 0.1 (linea punteada). Ademads,
los pardametros a; = a; = 0,1 sl oas = 00558, 1 =05
m?/sy r, = 0,25 m?/s. Los resultados muestran que, indepen-
dientemente de la constante de proporcionalidad empleada, el
sistema de tres tanques controlado mediante dindmicas pobla-
cionales actia de acuerdo con la 16gica utilizada en la etapa de
disefio. Por ejemplo, si observamos la linea continua de la Figu-
ra 8(a), podemos notar que, desde el minuto 0 hasta el minuto
1, el tanque fuente 1 contiene la mayor cantidad de agua. Como
se muestra en la Figura 8(b), esto aumenta la funcién de pago
relacionada con abrir la vdlvula 1, lo que hace que el porcentaje
de apertura de dicha valvula aumente durante el primer minu-
to de la simulacién. Ademads, el tanque receptor tiene la mayor
cantidad de carga desde el minuto 1 hasta el minuto 2, como se
muestra en la Figura 8(a), por lo que es mds rentable para los
jugadores no abrir ninguna de las vdlvulas. De hecho, el por-
centaje de apertura de las vdlvulas 1 y 2 disminuye a partir del
minuto 1 de la simulacién. El objetivo de control se logra por-
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que el comportamiento descrito hace que los tanques tiendan a
alcanzar el mismo volumen de agua.

Por otro lado, observe que la constante de proporcionalidad,
B, influye en el comportamiento transitorio del sistema en lazo
cerrado. Para la constante de proporcionalidad mds alta (que en
nuestro caso es 8 = 0.1 (linea punteada)), la planta se estabi-
liza mas rdpidamente a costa de mayores oscilaciones en las
sefales de control. Por lo tanto, notamos un compromiso entre
desempefio y el tener acciones de control mds favorables para
los actuadores (al usar una constante de proporcionalidad me-
nor, 8 = 0.01 en nuestro caso, tenemos sefiales de control mas
suaves. Esto hace que los actuadores se vean sometidos a menor
estrés).
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Figura 8: Simulacion del sistema de tanques controlado con dindmicas pobla-
cionales. (a) Volimenes de agua en cada tanque. (b) Distribucién de la pobla-
cion entre las estrategias del juego. Con linea continua se muestra el comporta-
miento para 8 = 0,01 y con linea punteada para S = 0,1.

Las dos principales ventajas de la estrategia de control ba-
sada en juegos poblacionales son las siguientes: no requiere
modelos (note que para plantear el EDM que define la ley de
control no se utiliza ningiin modelo que describa la dindmica
del agua alojada en los tanques), y, como se explica en Obando
et al. (2016), existe una teoria sélida que garantiza que el ob-
jetivo de control se alcanza. Aunque no es posible abordar los
detalles técnicos de la demostracion de estabilidad del sistema
controlado con replicator dynamics debido a limitaciones de
espacio®, la idea de la prueba reside en verificar que el sistema
multi—tanque es pasivo y luego aplicar el resultado del Teorema
4.2.

4.3.4. Comparacion con un controlador difuso

Para establecer una linea base que permita comparar el des-
empeno del método basado en replicator dynamics, disefiamos
una estrategia de control utilizando légica difusa. La eleccion
de esta técnica se fundamenta en su aplicacion exitosa en pro-
blemas similares, tal es el caso de Li (2020).

El controlador difuso que gobierna la vélvula asociada al
tanque fuente 1 tiene dos entradas. La primera es la diferen-
cia entre el volumen de agua alojado en el tanque fuente 1y el
tanque fuente 2, que denotamos como dif_f. La segunda co-
rresponde a la diferencia entre el volumen del tanque fuente 1

y el tanque receptor, que llamamos dif _r. La salida de con-
trol es el porcentaje de apertura de la valvula 1, denotado como
valv_1.

Ambas entradas comparten las mismas funciones de mem-
bresia: muy_inferior (MI), inferior (I), equilibrada (E),
superior (S), y muy_superior (MS). Estas se detallan en la
Figura 9(a). Por otro lado, las funciones de membresia de la
salida: 0%, 25%, 50%, 75%, y 100 %, se presentan en la Figura
Figura 9(b).
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Figura 9: (a) Funciones de membresia de las entradas del controlador difuso
dif _f y dif _r. (b) Funciones de membresia de la salida valv_1.

Observe, por ejemplo, que si diferencia_receptor estd
alrededor de —5 m? es porque el volumen del tanque fuente 1
estd muy por debajo del volumen del tanque receptor (tiene 5
m> menos agua). Entonces, la funcién de membresia con ma-
yor grado de pertenencia es la llamada MI. Por otro lado, si la
diferencia de volimenes entre los dos tanques fuente es cercana
a 0, la funcién de membresia con el grado de pertenencia mas
alto para la variable dif _f es la nombrada E. Teniendo esto en
mente, y con el objetivo de nivelar los volimenes de los tres
tanques de agua, definimos las reglas mostradas en la Tabla 3.
Finalmente, el método de defusificacion elegido es el del cen-
tro de gravedad®. Cabe mencionar que el disefio del controlador
de la vélvula del tanque fuente 2 sigue exactamente los mismos
principios.

Tabla 3: Reglas para la salida valv_1.

dif r
dift MI I E S MS
MI 100% 100% 75% 50% 25%
I 100% 75% 50% 25% 0%
E 100%  75% 50% 25% 0%
S 100% 75% 50% 25% 0%
MS 75% 50% 25% 0% 0%

La comparacion entre la técnica que sigue el paradigma des-
crito en este articulo con el controlador difuso la realizamos en
100 escenarios en los que modificamos tanto el nivel inicial de
los tanques como las condiciones de lluvia. El nivel de cada
uno de los tanques es una variable aleatoria ~ U[0,5] m?, y la
cantidad de lluvia que capta cada tanque fuente es otra varia-
ble aleatoria ~ U[0.3,0.7] m?/s. Ademds, los parametros de los

tanques son a; = ay = az = 0,1 571,

4Una demostracién formal de estabilidad para este problema esta reportada en Obando et al. (2022).
5La eleccién de los parametros del controlador difuso se hizo usando prueba y error.
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Dado que el problema tratado no establece volimenes de re-
ferencia especificos sino que busca que los tanques alcancen un
mismo nivel, hemos decidido emplear el criterio de desempeino
dado en Clearwater et al. (1996). En dicho articulo, los autores
miden el rendimiento de los controladores usando la desvia-
cion estandar de las sefiales analizadas. En nuestro caso, estas
sefiales corresponden a los volimenes de los tanques. Clara-
mente, una menor desviacion estandar implica que los volime-
nes estdn mds cerca unos de otros.

La Figura 10 muestra la evolucién de la desviacién estandar
del nivel de los tanques para el controlador basado en replicator
dynamics y para el controlador difuso. La linea s6lida muestra
el comportamiento del promedio de la desviacion estdndar pa-
ra los 100 escenarios simulados, mientras la linea discontinua
muestra el intervalo de confianza.
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Figura 10: Evolucién de la desviacion estdndar de los volimenes de los tanques
para el sistema controlado con (a) replicator dynamics 'y (b) 16gica difusa.

Se puede observar que las dos técnicas logran disminuir la
desviacidn estdndar. Sin embargo, a diferencia del controlador
difuso, el controlador basado en juegos poblacionales reduce la
desviacién estandar a cero a medida que transcurre el tiempo.

Por otro lado, puede notarse que el comportamiento de la
desviacién estandar varia menos de un escenario a otro al usar
el controlador basado en replicator dynamics (puesto que el in-
tervalo de confianza es mas estrecho para dicho método). Esto
indica que el controlador en cuestién tiene un comportamiento
mds robusto ante cambios en los niveles iniciales de los tanques
y en los pardmetros de lluvia.

4.4. Aplicacion de los Replicator Dynamics al Control de
Temperatura

El control de temperatura en edificaciones es un tema que
ha sido abordado usando distintas estrategias. Por ejemplo, con-
trol cldsico (PID), técnicas de horizonte mdvil, y estrategias no
convencionales (redes neuronales, 16gica difusa). Entre los pro-
blemas tratados por las distintas técnicas, sobresale uno: los ac-
tuadores (que en este caso son sistemas de calefaccion o aire
acondicionado) pueden trabajar s6lo hasta una potencia nomi-
nal. Esto se traduce en sefiales de control que estin restringi-
das a no sobrepasar dicho valor. Ante esta situacién, muchas
de las estrategias de control empleadas se comportan de for-
ma inadecuada. Los controladores PID presentan un comporta-
miento alejado del éptimo cuando las acciones de control estan
acopladas (como sucede en ciertas arquitecturas de sistemas de
calefaccion y aire acondicionado Ygge and Akkermans (1999)),
puesto que realizan una distribucién ineficiente de la potencia

disponible. Las técnicas de horizonte mdvil, como el control
predictivo basado en modelo (MPC, del inglés model predictive
control), demandan una alta carga computacional. Finalmente,
muchas de las metodologias no convencionales carecen de un
sustento tedrico que garantice la consecucion del objetivo de
control y ademds, en muchas de éstas se establecen condicio-
nes de saturacioén en los controladores acarreando transitorios
fuertes que pueden ser inconvenientes para los actuadores.

Con el fin de solucionar estos inconvenientes, nuestro ob-
jetivo es abordar el control de temperatura en edificaciones co-
mo un problema de asignacién dindmica de recursos. Para ello,
describiremos la implementacién de un controlador basado en
replicator dynamics.

4.4.1. Modelo Térmico de una Edificacion

En primer lugar, establezcamos el modelo que describe
la temperatura dentro un edificacién compuesta por un cierto
numero de salones. Sea ¢;(¢) 1a temperatura del i-ésimo sal6én en

el instante 7. Esta temperatura puede modelarse de la siguiente
manera (Obando et al., 2013):

cigi(t) = xi(0) + ei(0) + @i(qa(t) = q:0) + Y i) — qi(0)),
JeVi

a7
donde ¢; es la capacitancia térmica del salén; V; es el conjunto
de salones adyacentes al i-ésimo; o; es la conductancia térmi-
ca de la pared que separa el i-ésimo del j-ésimo salén (note
que o;; = 0j); a; es la conductancia térmica de las paredes
que separan el i-ésimo salon del ambiente exterior; g,(?) es la
temperatura ambiente; x;(¢) es la sefial proveniente de un actua-
dor (por ejemplo, un aire acondicionado o calefactor); y ¢;(¢) es
una entrada de calor estocdstica, debida por ejemplo a ventanas
abiertas, personas o equipos presentes dentro del salon.

El desarrollo que se describe a continuacion estd basado en
un modelo para cuatro salones dispuestos tal y como se muestra
en la Figura 11. Asumiremos que cada sal6én cuenta con un ca-
lefactor y un sensor de temperatura. Ademads, supondremos que
la potencia nominal del sistema de calefaccién es de 10 kW. Es
decir, debe satisfacerse que Z?: 1 Xi(t) < 10 kW, para todo ¢ > 0.

Salon1 (| Salén 2 || Salon 3 || Salon 4

Figura 11: Configuracion de los 4 salones que conforman la edificacién consi-
derada.

4.4.2.  Control de Temperatura

Cuando se habla de temperatura, hay variedad de preferen-
cias. Por este motivo, es conveniente que en cada uno de los
salones que conforman la edificacién pueda fijarse una referen-
cia térmica independiente. El objetivo de control serd entonces
mantener la temperatura de todas los salones en niveles cerca-
nos a sus referencias establecidas.

Como se dijo antes, nos enfrentamos a un problema de
asignacién dindmica de recursos. Este tipo de problemas sur-
ge cuando los recursos con los que contamos son limitados (en
nuestro caso, el recurso es la potencia de calefaccién que, como
vimos, estd limitada a no superar una cierta potencia nominal)
y se desea establecer una politica de distribucién de los mismos
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para un nimero determinado de zonas (para el caso del con-
trol de temperatura en edificaciones, las zonas son los salones).
Ahora, si pensamos en los recursos como los individuos de una
poblacién y las zonas como las estrategias disponibles, es natu-
ral suponer que un EDM puede cumplir el rol de la politica de
distribucién requerida.

Siguiendo este orden de ideas, vamos a ajustar el par EDM—
PDM al problema de control de temperatura en edificaciones.
Para tal fin, es conveniente hacer la siguiente analogia: en el
caso estudiado, los jugadores serdn la potencia de calefaccién
disponible (por lo tanto la masa poblacional es m = 10 kW)
y las estrategias serdn los 4 salones (esto es, S = {1,2,3,4}).
Ademads, con el propdsito de que la calefaccidn sea asignada
en mayor medida a los salones mas frios, debemos disefiar un
PDM de tal forma que las funciones de pago asociadas a los sa-
lones con menor temperatura sean las mds rentables. Bajo esta
premisa, establecemos que el pago recibido por los jugadores
que elijan el i-ésimo salén sea igual a la diferencia entre la refe-
rencia del i-ésimo sal6n, que denotaremos como §;, y su tempe-
ratura, es decir, p;(t) = §;—qi(t). Observe que p;(f) serd mayor (y
por tanto, mds atractivo para los jugadores) cuanto mds frio esté
el i-ésimo salén. Finalmente, siguiendo la analogia que hemos
establecido, la cantidad de jugadores que ha elegido la i-ési-
ma estrategia corresponde a la calefaccién asignada al i-ésimo
salén, esto es, x;(7).

Una vez definidos todos los ingredientes del juego poblacio-
nal que modela los detalles del problema de control de tempera-
tura en una edificacién, debemos elegir un EDM que gobierne
la evolucién de las poblaciones que juegan cada estrategia. Es
decir, debemos definir la estrategia que determinard la distribu-
cién de las potencias de calefaccion entre los diferentes salones.
En nuestro caso, seleccionamos los replicator dynamics (13).

4.4.3. Limitacion de la Potencia del Controlador Basado en
Replicator Dynamics

Dada la analogia que hemos planteado para formular el
EDM, la invarianza del simplex A (que, como se expuso en
el Teorema 2.1, es una de las principales propiedades del to-
do EDM, incluyendo los replicator dynamics) implica que la
suma de las potencias suministrada por todos los calefactores
es m = 10 kW, y se preserva en el tiempo. Esta caracteristica
no es deseable en los sistemas de control de temperatura. Por
ejemplo, si la temperatura ambiente sube en el transcurso del
dia, serd necesario decrementar la potencia total de calefaccion
para mantener la temperatura de los salones en las referencias
establecidas. Entonces, en lugar de requerir que la potencia su-
ministrada por los actuadores sea constante, lo que de hecho
necesitamos es que la potencia total de calefaccién no sobrepa-
se un determinado valor (su valor nominal). Para este propésito,
se introduce un salon ficticio en el modelo, el cual denotamos
como estrategia 5. Cabe resaltar que dicho salén no correspon-
de a ninguna habitacién del edificio. Observe que si agregamos
este salon ficticio al modelo de los replicator dynamics, la in-
varianza del simplex A se sigue satisfaciendo, pero ahora para
5 estrategias, es decir, Zle xi(t) =m, VYt > 0,donde x5(t) >0
es la potencia “asignada” al salon ficticio. En realidad, xs5(¢) es
simplemente una potencia que no se suministra a ninguna de las
habitaciones de la edificacién. La potencia real (potencia asig-
nada a los salones) esta dada por la expresion Z?:] x;(1), que es

claramente menor o igual a la potencia nominal del sistema de
calefaccion, m.

Asi, con la adicién del salon ficticio, tenemos la limitacidn
de potencia requerida:

4
Z x(H) <m, x()>0, Vt>0. (18)
i=1

4.4.4. Simulaciones del Controlador Basado en Replicator
Dynamics
Para evaluar el desempefio del controlador basado en re-
plicator dynamics, se simula la respuesta del sistema en lazo
cerrado bajo las condiciones descritas en la Tabla 4.

Tabla 4: Pardmetros térmicos del sistema de la Figura 11.

Pardmetro [ Valor
Referencias de los salones | 22 °C, 21°C,20°Cy 19 °C
9a(t) 1°C
ei(1) ow
ci 7,476 x 10* J/ °C

a; 123.6 W/ °C
Tij 123.6 W/ °C

Los resultados de la simulacién se presentan en la Figura
12. Recordemos que la potencia nominal del sistema de cale-
faccién es de 10 kW. En la misma figura, se muestra también
la potencia total usada por el controlador. Se observa que con
replicator dynamics es posible alcanzar la temperatura de refe-
rencia en todos los salones atn bajo la restriccion de la potencia
nominal. En la misma simulacién, hemos introducido una per-
turbacion alrededor de los 200 minutos, que corresponde a una
pérdida de calor de 200 W en el salén 4 (por ejemplo, debida a
la apertura de una ventana). Se puede notar que el sistema res-
ponde rapidamente a la perturbacién y logra una recuperacion
satisfactoria.
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Figura 12: (a) Respuesta del sistema controlado usando los replicator dyna-
mics. (b) Potencia usada por el controlador.

En conclusién, el controlador basado en replicator dyna-
mics hace una distribucién eficiente de la calefaccidn, puesto
que admite la inclusién de restricciones en la potencia suminis-
trada.

4.4.5. Comparacion con un controlador MPC

Con el fin de comparar la respuesta obtenida, implementa-
mos un controlador MPC lineal, cuya formulacién limita la po-
tencia de los actuadores. Los pardmetros del controlador MPC
empleado son: tiempo de muestreo de 1 minuto, horizontes de
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prediccion y control de 10 minutos. Ademads, la funcién de cos-
to del problema de optimizacién que se resuelve en cada itera-
cion del controlador es cuadritica y penaliza el error entre la
temperatura de cada salén y su referencia (no se considera pe-
nalizacion alguna para las sefiales de control). Finalmente, se
incluye la limitacién de potencia dada en (18) dentro de las res-
tricciones del problema de optimizacién mencionado.

La Figura 13 muestra el desempeifio del controlador basado
en replicator dynamics 'y del MPC. En este caso, el escenario de
simulacién tiene los mismos pardmetros que hemos usado ante-
riormente, a excepcion de la potencia disponible, que se reduce
a 8 kW. Dicha reduccién permite evaluar el rendimiento de los
controladores cuando es imposible alcanzar las referencias de
temperatura establecidas en cada sal6n.
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Figura 13: Respuesta del sistema controlado con replicator dynamics (linea
continua) y MPC: (a) temperatura de los salones; (b) potencia total usada por
el controlador.

Observe que los dos controladores alcanzan el mismo esta-
do estable, es decir, asignan la misma potencia de calefaccion
a cada saldn. Este resultado es notable puesto que los replica-
tor dynamics emplean muchos menos recursos computaciona-
les en comparacién al MPC (que necesita resolver un problema
de optimizacion en cada iteracidn, mientras los replicator dy-
namics sélo requieren la solucién de un conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden). Para sustentar esta afirmacion,
proponemos nuevos escenarios de simulacidn en los que varia-
mos el nimero de salones que conforman la edificacién desde
10 hasta 100. En todos los casos, los salones estdn dispuestos
uno al lado del otro respetando la configuracién mostrada en
la Figura 11. Cada escenario se simula 10 veces, eligiendo las
referencias de los salones aleatoriamente del siguiente conjun-
to {19 °C, 20 °C, 21 °C, 22 °C}. El tiempo de simulacion es de
1 hora. Ademds, la potencia de calefaccién nominal se asume
igual 2n kW, donde 7 es el nimero de salones. Todos los demas
parametros del experimento son los que se muestran en la Ta-
bla 4. Finalmente, los indices de desempefio escogidos para la
comparacion son el promedio de la integral del error absoluto
(TIAE, del inglés integral absolute error), cuyo comportamiento
se presenta en la Tabla 5; y el promedio del tiempo que tardan
las simulaciones, que se muestra en la Figura 14. Cabe sefialar
que los experimentos se ejecutaron usando MATLAB en un
computador equipado con un procesador Intel Core i7-8700K
de 3.7 GHz y una RAM de 32 GB. Para resolver las ecuaciones
diferenciales que modelan tanto las temperaturas de los salones
como los replicator dynamics se usa el método de Runge—Kutta
con un tiempo de muestreo fijo de 2 s. Ademas, para la solucién

del problema de optimizacién asociado al controlador MPC se
emplea programacién cuadrética con un método de punto inte-
rior.

Tabla 5: Comportamiento del IAE para replicator dynamics y MPC.

nimero | replicator MPC nimero | replicator MPC
de dynamics IAE de dynamics IAE
salones | IAE (°C-s) (°C-s) salones | IAE (°C-s) (°C-s)
10 84632 84588 60 194750 194662
20 120484 120428 70 209717 209596
30 140017 139929 80 230080 230003
40 160151 160078 90 239468 239353
50 176491 176419 100 252738 252602
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Figura 14: Promedio del tiempo empleado en las simulaciones para (a) replica-
tor dynamics'y (b) MPC.

En primer lugar, encontramos que el IAE del controlador
MPC es menor, aunque la diferencia con replicator dynamics
estd lejos de ser critica. En porcentaje, la diferencia del TAE
estd entre 0.04 % y 0.05 % a favor de MPC. En el peor de los
casos (cuando el nimero de salones es 100), la diferencia de
IAE’s es de 137 °C-s durante el tiempo de simulacién, que es
de 1 hora. Esto implica que, durante esa hora, las temperaturas
de los salones controlados con replicator dynamics estan, en
promedio, 0.04 °C mas alejadas de sus referencias que al usar
MPC.

En cuanto al tiempo empleado en las simulaciones, confir-
mamos que replicator dynamics es mas eficiente. Por un lado,
en promedio, replicator dynamics se simulé 7000 veces mads
rapido que MPC. Por otro lado, replicator dynamics escala me-
jor, ya que el crecimiento del tiempo de las simulaciones res-
pecto al niimero de salones es lineal, mientras que para MPC es
exponencial.

5. Optimizacion

El par EDM-PDM no solo puede emplearse para abordar
problemas de control. Este paradigma también resulta util para
solucionar problemas de optimizacién. Por ejemplo, en Panto-
ja et al. (2019) los autores abordan el problema de despacho
econdémico en redes eléctricas, o en Tembine et al. (2010) los
autores asignan de forma 6ptima los canales de un sistema de
comunicacion. En este caso, los PDMs pueden ser tanto estati-
cos (o memoryless, si seguimos la denominacién empleada en
la teoria de pasividad) como dindmicos. Aqui el término “estati-
co” puede llegar a generar confusiones. Cuando decimos PDM
estitico no hacemos referencia a que los pagos son constan-
tes en el tiempo, sino a que no corresponden a la salida de un
sistema dindmico (en contraste con las aplicaciones en control,
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donde los pagos dependen de, por ejemplo, los niveles de agua
en tanques tal y como se expuso en el caso de estudio de la
Seccién 4.3.2).

Para facilitar la presentacion, nos enfocaremos en describir
el uso del par EDM-PDM en la solucién de problemas de opti-
mizacion donde el PDM es estatico. En este caso, los PDMs son
funciones exclusivamente de los estados poblacionales, impli-
cando que ‘W (q(r), x(f)) = 0 en (6). Sin embargo, al final de la
seccion, presentaremos también un ejemplo en el que se requie-
re un PDM dindmico para modelar la competencia en mercados
energéticos. Por otro lado, centraremos nuestra discusion en las
Smith Dynamics, una clase de EDM con propiedades similares
a las de los replicator dynamics, pero con una mejor tasa de
convergencia (Barreiro-Gomez et al., 2017a).

5.1.  Smith Dynamics

Propuestas en 1984 por M. Smith para modelar las decisio-
nes que toman los conductores en sistemas de trafico urbano
(Smith, 1984), las Smith Dynamics son otra EDM que ha sido
objeto de un gran nimero de estudios. Particularmente, algu-
nos articulos han explotado las propiedades que tienen estas
dindmicas para resolver problemas de optimizacién (Mandal
and Tallapragada, 2022; Chow et al., 2019; Zhu et al., 2012).
Antes de enunciar y analizar dichas propiedades, describamos
la obtencién de las Smith Dynamics a partir de la metodologia
expuesta en la Seccién 2.1.

Al reemplazar el protocolo de comparacion por parejas da-
do en la Tabla 1 en las mean dynamics, obtenemos las Smith
dynamics. Si consideramos la k—ésima poblacion, estas dindmi-
cas estan dadas por el sistema de ecuaciones diferenciales que
se enuncia a continuacién: Al reemplazar el protocolo de com-
paracion por parejas dado en la Tabla 1 en las mean dynamics,
obtenemos las Smith dynamics. Si consideramos la k—€sima po-
blacion, estas dindmicas estan dadas por

i = Ao -], - 4o Y o -po],
jeS jeS
(19)
donde i € S¥. Las Smith dynamics tienen las propiedades enun-
ciadas a continuacion, las cuales estdn estrechamente ligadas
con el planteamiento y solucién de problemas de optimizacion.

Teorema 5.1. Descenso: sea V : A — R una funcién C',
x*(t) una solucién de (19), y tn > t. Si elegimos el vec-
tor de funciones de pago como p*(t) = =VV(xX(t)), entonces

V(xk() < v (xk))

Demostracion. Sea V(x*(¢)) la derivada de V a lo largo de x*(¢).
Basta con demostrar que si x*(f) es una solucién de las Smith
dynamics, entonces V(x*(f)) < 0.

Supongamos que x*(t) es solucién de (19) y que P =
—VV(xk(t)). Note que

VTV )2 ()
= —p @)
= = 2 Phodolpko-po], o)

ieSk jeSk

£33 o] o - P

ieSk jeSk

V(x (1))

Usando la funcién signo, sgn(), y definiendo

&ij(h) = (l + sgn (pf(t) — Pl;(t))) x’f(t)

ey
+ (1= sen (P - phin))) Ko,
podemos reescribir la expresion en (20) como
V(x0) = Z > &pk (o) - pho)
lES" JjeSk
> &0 o-roko) o)
ieSk jeSk
— 12 Y a0 (0 - sorto).
lES" JjeSk

Note que &;(f) > 0 puesto que x*(7) € A*.
Finalmente, intercambiando los indices y el orden de las dos
dltimas sumatorias en (22), tenemos

Vo == 3 3 3 &0 (o - ko)
:eSk JjeSk
-3 ZS ZS &0 (150 - phopko)
€Sk jeSk
=3 ZS jZS &0 (0 - 2050k 0 + p70)

(23)

puesto que &;(t) = ¢&j(t). En conclusion, Vixk@)) =

_% 2iest 2jest Sij (pf(t) - p’;(t))2 < 0, quedando demostrado
el teorema. O

K un real

Corolario 5.1. Satisfaccion de Restricciones : sea m
positivo y x*(t) una solucion de (19). Suponga que Z;‘; xf(O) =
mk y xf(O) > 0, para todo i = 1,...,n~. Entonces, para to-
do tiempo t > 0, Z;’;xf.‘(t) = mk y x]i‘(t) > 0, para todo
i=1,...,n~

Demostracion. La prueba sigue inmediatamente del resultado
dado en el Teorema 2.1 y del hecho de que las Smith Dynamics
son un caso particular de las mean dynamics. O

Observe que los resultados anteriores tienen las siguientes
implicaciones. Por un lado, el Teorema 5.1 establece la posibili-
dad de disefiar funciones de pago que, al ser usadas en las Smith
dynamics, generan trayectorias que reducen el valor de una fun-
cién objetivo dada. Por otro lado, el Corolario 5.1 garantiza que
las soluciones de las Smith dynamics satisfacen ciertas restric-
ciones. En conclusion, las Smith dynamics pueden emplearse
como algoritmo de solucidn del siguiente problema de optimi-
zacion, que en la literatura se conoce como de distribucién de
recursos:
mzin V(z)

Sz=2 (24)
zz>20, i=1,...,n,

sujeto a:

donde Z € R, generalmente modela el recurso que se va a dis-
tribuir entre n zonas, z; s el recurso alojado en la i—ésima zona,
y 2 = [z1,...,2,]". Esta propiedad se escribe formalmente en
el Teorema 5.2.
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Teorema 5.2. Algoritmo de Optimizacion: considere el pro-
blema de distribucion de recursos (24). Asuma que V es es-
trictamente convexa y que z* es la solucion dptima de dicho
problema. Ademds, suponga que x*(t) es la solucién de las
Smith dynamics dadas en (19) con los siguientes pardmetros:
@) = -VVxr®), S =1{1,....n}; m*" = Z; Tjes xf(O) = m;
y xf(O) > 0, para todo i € S. Se cumple que 1im,_,, x*(t) = z*.

Demostracion. Note que, bajo las suposiciones hechas, el Co-
rolario 5.1 garantiza que x*(¢) satisface las restricciones de (24)
para todo ¢ > 0. Ademas, el Teorema 5.1 certifica que las fun-
cién objetivo V(x*(£)) decrece a medida que transcurre el tiem-
po. Atn asi, no tenemos garantia de que x() converja a la so-
lucién éptima de (24). Sin embargo, si usamos V(x*(£)) — V(z*)
como funcién candidata de Lyapunov, y siguiendo el razona-
miento mostrado en la prueba del Teorema 5.1, podemos con-
cluir que z* es asintéticamente estable bajo las Smith dynamics.
Esto concluye la prueba. O

Con el fin de ilustrar el uso de las Smith dynamics para re-
solver problemas de optimizacién, a continuacién presentamos
dos aplicaciones ligadas a sistemas eléctricos.

5.2.  Despacho Economico de Generadores Eléctricos

En el problema de despacho econémico se asume un con-
junto de n generadores eléctricos que tienen que satisfacer una
demanda D. Cada generador produce energia a un determina-
do costo que depende tanto de la cantidad de potencia generada
como de la eficiencia de la unidad. El objetivo del despacho
econdmico es determinar qué proporcion de la demanda D serd
cubierta por cada generador de tal forma que el costo global se
minimice.

Para formular este problema matematicamente, es conve-
niente asociar a los generadores funciones de costo que mode-
len el gasto de recursos en el que se debe incurrir para producir
cierta cantidad de potencia. En nuestro caso, usaremos funcio-
nes cuadraticas puesto que son las mas empleadas en la litera-
tura (Pantoja et al., 2019), esto es,

ci(g) = igi +Pigi + Vi, (25)

donde g; > 0 es la potencia producida por el i—€simo generador;
ci(g;) es el costo de generacion; y a;, B; Y y; son pardmetros que
dependen de la eficiencia de la unidad y de su tecnologia.
Dado que, como se dijo, el despacho econdmico contem-
pla la reduccién del costo total de generacidn, el objetivo es
minimizar la funcién Y7, ci(g;). Ademas, como el total de la
demanda debe ser cubierta por los generadores, entonces tene-
mos que );7, g = G. En resumen, el problema de despacho
econdmico es el siguiente:
n

g{f}f’rg}n Z ci(gi)

e (26)
2= 8 =G
g=>0, i=1,...,n

sujeto a:

Note que este problema tiene la misma forma del plantea-
do en (24). Adicionalmente, la funcién objetivo es convexa, por

lo tanto, puede solucionarse usando las Smith dynamics con las
instrucciones dadas en el Teorema 5.2. Al hacerlo, emerge la si-
guiente analogia: en primer lugar, dado que se trata de un tGnico
problema de optimizacion, necesitaremos una sola poblacion,
es decir, £ = {1}, y por lo tanto £k = 1. El tamafio de dicha
poblacién serd igual a la demanda que debe suplirse, esto es,
m! = G. Ademis, el conjunto de estrategias corresponderd al
conjunto de generadores disponibles, es decir, ' = {1,...,n}.
Asi las cosas, la poblacién que estd jugando la i—ésima estra-
tegia representard la porciéon de demanda que debe suplir el i—
ésimo generador, esto es, x} () = g;. Finalmente, las funciones
de pago serdn los costos marginales de cada uno de los gene-

radores. En particular, para el i—ésimo generador tenemos que

1o - de(x®)
p;i(0) = o

Para ilustrar el desempefio del algoritmo de optimizacién
basado en las Smith dynamics se plantea un escenario con 50 ge-
neradores y una demanda de 10 MW. Los pardmetros de las fun-
ciones de costo de los generadores se eligen asi: a; ~ U[10, 14]
$/(kW)?; B; ~ U[—-4,4] $/(kW); y y; ~ U[10,20] $. Los resul-
tados bajo estas condiciones se ilustran en la Figura 15. Puede
observarse que la funcién de costo decrece constantemente (de
acuerdo con el resultado del Teorema 5.1). Ademas, la demanda
es cubierta por los generadores durante todo el tiempo (confor-
me a lo expuesto en el Corolario 5.1). Finalmente, los costos
marginales de los generadores se igualan en estado estable. Es-
to, obedeciendo las condiciones de Karush—Kuhn-Tucker, con-
firma que el algoritmo converge al éptimo del problema plan-
teado (como lo certifica el Teorema 5.2).

5.3. Aplicacion en Mercados Energéticos

Considere ahora un juego de mercado energético® donde
N € Zs; jugadores (sistemas de manejo de energia) compiten
para comprar energia a lo largo de un horizonte de T € Z; ins-
tantes de tiempo. En particular, empleamos # = {1,2,...,N}
para denotar el conjunto de jugadores, 7 = {1,2,...,T} pa-
ra denotar el horizonte de tiempo a considerar, S C 7~ para
representar el conjunto de instantes de tiempo en los que el ju-
gador k € P compite, y m* para denotar el total de energia que
el jugador k requiere comprar a lo largo del horizonte. Ademas,
se asume que |Sk| =nk > 2, paratodo k € P, que T = UpepS*
(lo cual implica que n = Y 4ep n* > T), y que para cada instante
de tiempo i € 7 hay un limite superior sobre la energia dis-
ponible que se denota e; € R.(. Finalmente, se considera que
cada sistema de manejo de energia tiene una funcién de utili-
dad ¢* : R" — R que busca maximizar (se asume que ¢*(-)
es concava y doblemente continuamente diferenciable para to-
do k € P). En general, el valor de dicha funcién depende de
las decisiones de los demds jugadores (por ejemplo, a través del
precio de la energia si este dltimo incrementa con la demanda).

Para modelar el mercado energético descrito como un jue-
go poblacional, se propone la siguiente analogia. Cada jugador
(sistema de manejo de energia) se modela como una poblacién
con masa m* y conjunto de estrategias S*. De esta manera, xf.‘

representa la energia a ser comprada por el jugador k € £ en

%Un juego de mercado energético puede verse como una competencia de Cournot, y varias aplicaciones de control pueden modelarse bajo dicha abstraccién

(Grammatico, 2017; Wang et al., 2021; Yi and Pavel, 2019).
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Figura 15: Resultados del despacho econdémico usando Smith dynamics: (a) costo total de la potencia producida; (b) demanda cubierta por los generadores; (c)

costos marginales.

el instante de tiempo i € S C 7. Bajo esta analogfa, cual-
quier distribucién estratégica x € A garantiza que todos los ju-
gadores (poblaciones) compran exactamente la energia reque-
rida. Por otro lado, las restricciones de energia disponible se
pueden modelar como restricciones de la forma };cp, x;‘ <e,

para todo i € 7, donde P; = {k eP:ie Sk} corresponde al
conjunto de jugadores que compiten en el instante de tiem-
po i. Con esto en mente, la regién factible del problema serd
X = {XGA:Zkefple.‘—e,- <0, Vie‘T}, y se asume que X es
no vacio. Note que en este caso, el conjunto A no es suficiente
para caracterizar todas las restricciones del problema.

El objetivo es entonces disefiar un PDM que lleve a la so-
ciedad de agentes a un NE que cumpla las restricciones del
problema (esto se conoce como un equilibrio generalizado de
Nash). Es decir, llevar a la sociedad a una distribucién estratégi-
cax® € N N X (bajo las suposiciones del problema se cumple
que N N X es un conjunto no vacio y compacto).

Para estudiar el problema, consideramos entonces un EDM
caracterizado por las Smith dynamics en (19) para todo i, j € S*
y todo k € P,y con x(0) € A. En este caso V (x(¢), p(¥)) =
col (x}(t), . (t)), y es posible verificar que V (x(), p(?)) €
TA (x(t)), para todo # > 0.

Por otro lado, para el PDM se proponen las dindmicas dadas
por

8i() = Diep, X]j-(f) —e;

gj(t) =max(g;(®),0) — g;(*) max(-g (1), 0) 7
L Ot (x(0) @7
p;® = ok qi(1),

para todo j € 7, todo i € S*y todo k € P, y con q(0) € ]R;).
La intuicién detrds del PDM propuesto estd basada en ideas de
optimizacion primal-dual (las variables g; se interpretan como
los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones
gj < 0). En particular, note que §;(t) = O siy sélosi g;(z) <0
y qj(t)g;(t) = 0. Dichos requisitos corresponden a las condicio-
nes de factibilidad del problema primal y de holgura comple-
mentaria, respectivamente. Ademas, es posible verificar que las
dindmicas propuestas garantizan que g;(t) > 0 para todo ¢ > 0
(condicién de no negatividad de los multiplicadores de Lagran-
ge).

Bajo las suposiciones del mercado energético, el EDM-
PDM considerado garantiza la estabilidad asintética del con-
junto N' N X. Este resultado esta respaldado formalmente por
Martinez-Piazuelo et al. (2022d, Teorema 3).

A manera de ilustracion, considere el escenario con N = 20,
T = 40, S* generado aleatoriamente, m* ~ U[3,4], y ¢; ~
U[2,2.5], para todo k € P y todo i € 7 (garantizando las su-
posiciones del problema). Ademads, para las funciones de utili-
dad se emplean funciones de la forma considerada en Martinez-
Piazuelo et al. (2022d, Seccién 6). Por referencia, la instancia
considerada en la simulacién resulta en un espacio dimensio-
nal con n = 403. En la Figura 16 se presentan los resultados
de simulacién para el escenario considerado. Efectivamente, se
verifica que la sociedad converge asintdticamente a un NE en el
cual se satisfacen todas las restricciones de energia del proble-
ma.
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Figura 16: Simulacion del mercado energético considerado. (a) Trayectoria del
indice de desempeiio |[x(r) — x*||, / [[x(0) — x*||,, donde x* € NE N X. (b) Tra-
yectorias de las restricciones g;(f) = Y iep, x;‘(t) —ej,paratodoie€ 7.

A partir de los dos ejemplos de optimizacién descritos, es
importante resaltar que cuando se considera un problema que
s6lo involucra restricciones tipo simplex que pueden ser ca-
racterizadas por el conjunto A (como las que intervienen en el
ejemplo del despacho econémico), se emplea un PDM estdtico
definido por el gradiente de la funcién objetivo del problema.
Por otro lado, si el problema de optimizacién considera restric-
ciones adicionales a las capturadas por A (como en la aplicacién
en mercados energéticos), el PDM se modela como un sistema
dindmico. En este caso, las variables de estado del PDM repre-
sentan los multiplicadores de Lagrange asociados a las restric-
ciones adicionales, mientras que la salida corresponde al gra-
diente del Lagrangiano respectivo.
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6. Discusion

Los juegos poblacionales y las dindmicas evolutivas han si-
do empleados como controladores y optimizadores en diversos
campos como las ciencias sociales, la ecologia y la ingenieria.
Estos enfoques buscan orientar a las poblaciones o sus agen-
tes hacia los equilibrios deseados y promover la cooperacion
en escenarios como el dilema del prisionero. Se han propuesto
controladores de ganancias adaptativas para regular la dindmi-
ca de los juegos de la poblacién cambiando de forma adaptativa
la matriz de pagos del juego Govaert et al. (2022). Ademas, el
uso de estructuras de comunicacidn grafica ha ampliado la apli-
cabilidad de la dindmica de juego de la poblacién en el disefio
de protocolos de aprendizaje y control en circunstancias distri-
buidas Govaert et al. (2022). Por otra parte, la integracion de la
retroalimentacién ambiental y la consideracién de mutaciones
en la dindmica replicador-mutador han llevado a la identifica-
ci6én de nuevos comportamientos dindmicos y la exploracién de
opciones de control Tan et al. (2021). También se ha realizado
el andlisis de la dindmica evolutiva estocdstica del juego, per-
mitiendo una comprension cuantitativa del comportamiento a
largo plazo de estos sistemas Gong et al. (2022). Otros trabajos,
como el de Chow et al. (2019) utilizan las dindmicas evolutivas
para los juegos de poblacién con un conjunto de estrategias dis-
cretas, inspirada en la teorfa de juegos de transporte 6ptimo y
de campo medio (mean field games), para resolver problemas
de transporte 6ptimo utilizado en aplicaciones de optimizacién
distribuida.

Sin embargo, el paradigma presentado en este articulo tie-
ne caracteristicas que lo hacen destacar sobre otras técnicas a
la hora de abordar problemas de control y optimizacién. Por un
lado, el proceso de disefio es relativamente simple puesto que
la analogia entre juegos y problemas de ingenieria es evidente
en una gran variedad de casos. Por ejemplo, un problema de
optimizacioén puede verse como un juego en el que las variables
de decision estdn asociadas con estrategias y la funcion objeti-
vo se expresa en términos de funciones de pago. Ademds, las
dindmicas del sistema de control o variables de decision adi-
cionales, por ejemplo, los multiplicadores de Lagrange, pueden
ser modeladas mediante el formalismo del PDM. Por otro lado,
el buen nimero de resultados formales que existe en torno a las
EDMs (por ejemplo, los teoremas presentados en las Secciones
2,4.2 'y 5.1) permite realizar anélisis matematicos rigurosos que
garantizan ciertas propiedades clave, como la estabilidad de la-
zo cerrado en problemas de control o la convergencia al 6pti-
mo cuando se habla de optimizacién, asi como la invarianza
del simplex A a lo largo del tiempo. Cabe anotar que muchos
métodos, especialmente aquellos basados en heuristicas, care-
cen de esta caracteristica, que juega un rol fundamental en pro-
blemas sensibles o que requieran de cierto grado de seguridad
(Rass et al., 2020). En particular, note que la invarianza de A
garantizada por el EDM (ver Definicion 1) resulta atractiva pa-
ra aplicaciones de control u optimizacién dindmica donde las
restricciones tipo simplex A deben cumplirse en todos los ins-
tantes de tiempo, y no s6lo de manera asintética al converger a
la solucidn.

Cuando hablamos de aplicaciones de control, como las ex-
puestas en las Seccidn 4, una de las ventajas de usar el paradig-
ma basado en EDMs y PDMs es que los controladores resul-
tantes s6lo requieren la evaluacién de un conjunto de expre-

siones algebraicas para actualizar sus acciones. Por lo tanto,
en comparacién con técnicas basadas en optimizacién, como
MPC, nuestro enfoque disminuye la carga computacional. De
hecho, en Obando et al. (2022) se presenta una comparacién de
los tiempos de simulacién de un controlador basado en el par
EDM-PDM y un MPC para regular un sistema de drenaje ur-
bano de mediana escala. Los resultados muestran que el MPC
necesita un 380 % mas de tiempo. Lo anterior es un factor esen-
cial que debe considerarse al disefar estrategias de control para
sistemas con dindmicas rapidas, como las redes eléctricas.

Cabe resaltar que la implementacién de los métodos ex-
puestos en este documento conlleva algunos retos que no fueron
discutidos por limitaciones de espacio, pero que han sido abor-
dados en otros trabajos. Por ejemplo, la influencia de retardos
en la transferencia y procesamiento de la informacién (Park and
Leonard, 2021), la discretizacién de las EDMs para ser imple-
mentadas en computadoras (Martinez-Piazuelo et al., 2022a), o
su robustez ante errores inducidos por aproximaciones numéri-
cas (Obando et al., 2016). Finalmente, destacamos que existen
miltiples lineas de trabajo futuro. Entre las que podemos men-
cionar, esta el desarrollo de métodos de sintonizacion de con-
troladores basados en juegos poblacionales (parte de este tema
se aborda en Obando et al. (2013)), o la extensién de los algo-
ritmos de optimizacidén discutidos en la Seccién 5 para resol-
ver problemas de optimizacién multicriterio (Mahmoudi et al.,
2021; Villanueva et al., 2023).

7. Conclusiones

A través de diversos casos de estudios ampliamente citados
en la literatura, este trabajo ha demostrado cémo las dindmicas
que modelan Ia evolucién de una poblacion de jugadores pue-
den emplearse para abordar problemas de ingenieria desde una
perspectiva diferente a la tradicional. La teoria de juegos evolu-
tiva se utiliza para crear modelos, politicas de decision 6ptima y
estrategias de control para una variedad de sistemas. El objetivo
es obtener resultados adecuados bajo las limitaciones impuestas
por las variables subyacentes de los modelos y sistemas.

La aplicacion del paradigma descrito en este documento
puede potenciarse al abordar ciertos retos que emergen a la hora
de implementar los métodos basados en juegos poblacionales
en entornos reales. En este contexto, se propone como traba-
jo futuro analizar la influencia de los retardos causados por el
hardware utilizado para procesar la informacién, asi como los
errores de aproximacion inherentes a los métodos numéricos
empleados para calcular tanto las acciones de control como las
iteraciones de los algoritmos de optimizacién.
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